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Introduccion

Este texto se trata de esquemas que son la generalizacién y abstracciéon del
concepto de variedad algebraica. El objetivo de este texto es definir que son
estos, definir sus propiedades y como se trabajan y finalmente definir que es la
cohomologia de estos y como calcularla usando la cohomologia de Cech.

En el primer capitulo (enumerado como el capitulo 0, los siguientes capitulos
siguen esta enumeracion) se definen gavillas, esquemas y todas las propiedades
necesarias para que puedan ser entendidos y trabajados en el resto del texto.

En el segundo capitulo se definen los funtores derivados que surgen a partir
de sucesiones exactas de objetos en categorias abelianas. Estos son esenciales
para definir la cohomologia.

En el tercer capitulo se definen precisamente cuéles son los grupos de coho-
mologia de un esquema, y se exponen propiedades de estos.

El cuarto capitulo trata de una clase muy particular de esquemas, los que son
afines y noetherianos. Se presenta como se comporta la cohomologia en estos,
ademéas de que se habla un poco acerca de la maquinaria algebraica detras de
anillos graduados y noetherianos.

Por ultimo, en el quinto capitulo se construye la cohomologia de Cech, que
es un tipo de cohomologia que es mas computable que la usual. Finalmente se
prueba que coincide con la cohomologia usual para cierta clase de espacios.



0. Definiciones

Un esquema consta de un espacio topoldgico X , junto con un funtor con-
travariante llamado una ’gavilla’, que puede ser cubierto por abiertos homeo-
morfos a ’esquemas afines’, estos ultimos son los espectros de primos de anillos
con la topologia de Zariski. La gavilla ademés se condiciona a ser "bien portada’
en los abiertos afines de esta cubierta, para que se puedan hacer afirmaciones
locales acerca del esquema.

Entonces un esquema no solo contiene informacién geométrica, sino infor-
macién algebraica derivada de la gavilla que se le asigha y de su cubierta de
esquemas afines.

Sin embargo, no son espacios simples de trabajar y es necesario definir

muchas cosas acerca de ellos para poder hacerlo.

Este capitulo no contendra demostraciones, ya que su objetivo solamente es

definir los espacios sobre los cuales se trabaja.

Nota: De ahora en adelante todo anillo que se consideraré serd conmutativo

y con uno.

Definicién 0.1 Sea X un espacio topoldgico; una pregavilla §' de grupos

abelianos sobre X consiste en lo siguiente:

i) Para cada U C X abierto, un grupo §'(U)

ii) Para cada contencion V' C U de abiertos un morfismo p,, : §(U) — § (V)

con las condiciones:

a) puu = Idy

b) Si W CV C U entonces pyy © puv = Puw

Los morfismos p son llamados restricciones y si s € F(U) entonces se puede
denotar la restriccion de s a V- C U como pyy(s) = s |v

Ejemplo: Sea X un espacio topoldgico; la pregavilla constante 2 sobre A
de X (A un grupo) se define estableciendo 2(U) = A para todo abierto U C X.

Se puede definir una pregavilla de la misma manera sobre otra categoria
(Usualmente se define sobre alguna categoria abeliana) pero por lo general al
hablar de una ’gavilla’ se refiere a una gavilla de grupos abelianos atin con

estructura adicional que pueda tener (Por ejemplo, un anillo es un grupo). En



particular, la pregavilla constante también se puede definir sobre otra categoria

abeliana.

Definicién 0.2 Sea U C X y § una pregavilla; un elemento de F(U) es
llamado una seccion de § sobre U. Una seccion de §(X) es llamada una seccion
global.

También se denota F(U) como I'(U,F). Se dice que I'(X, ) es el funtor de
secciones globales.

En los siguientes capitulos se usara la segunda notacién si asi lo conviene.

Una caracteristica de un esquema es que pueden ser descritos usando infor-
macién local. Sin embargo, una pregavilla no necesariamente hace eso, por lo
que se tiene que definir un tipo de pregavilla que si aporta informacion de este

tipo.

Definicién 0.3 Una gavilla § es una pregavilla con las siguientes condiciones

adicionales:

Sea U C X un abierto y {V;};c; una cubierta abierta de U.

c) Sean s,s" € F(U) tales que s |y,;= s’ |y, para toda ¢ € I . Entonces se
tiene que s = s’.

d) Si se tienen elementos s; € F(V;) para todo ¢ € I tales que para todo
i,j €1 s; [vinv;= s;
s |v,= s; para todo i € I.

v,nv; entonces existe un tnico elemento s € F(U) tal que

Ejemplo: Sea X un una variedad (algebraica, en sentido clasico) sobre un
anillo k. Definimos Ox, la gavilla de funciones regulares sobre X o gavilla
estructural de X como sigue:

Para todo U C X sea Ox(U) = {f : U — k tal que f es regular en U}.
Claramente es pregavilla. Por definicién, una funcién localmente regular es
regular y si es localmente cero, es cero por lo que es una gavilla. Por lo tanto,
Ox es una gavilla. una variedad (algebraica, en sentido cléasico) sobre un anillo
k.

La definicién de Ox se puede extender a cualquier espacio topolégico: Sea
Ox(X) un anillo. Entonces Ox (U) = {f : U — Ox(X) tal que f es regular en
U}.

Ejemplo: No toda pregavilla es una gavilla. Por ejemplo, consideremos la

pregavilla § sobre X = {p, ¢}(con la topologia discreta) como F(X) = F({p}) =



§({¢}) =Z y F(0) = 0 con los morfismos naturales de identidad. Supongamos
que § es gavilla. Entonces ya que la restriccion de s € F({p}), s’ € §(q), s # s', a
(D) tienen como imagen al mismo elemento entonces deben provenir del mismo
elemento r en F(X), es decir p1(r) = sy p2(r) = s'. Pero como las restricciones

son la identidad, entonces s = p;(r) = pa(r) = ¢’, lo cual es una contradiccion.

Definicién 0.4 Sea X un espacio topoldgico, § una gavillay p € X. Sean
también §, x = {(U,s) con p € U C X abiertoy s € §(U)}/ ~ donde (U,s) ~
(V,t) siy solo si existe z € W CUNV tal que s |pw=1 |w.

Se dice que §p,x (también denotado simplemente §,) es el anillo de gérmenes

de § en p.

Ejemplo: Sea X una variedad algebraica (en sentido clasico), O la gavilla
de funciones regulares de X y p € X; entonces O, es el anillo local de p en X

y su ideal maximal m es el ideal de gérmenes que se hacen cero en p.

Definiciéon 0.5 Sea X un espacio topoldgico, x € X un punto y § una
gavilla sobre X; se define el tallo de § sobre x, §,, como el limite directo de
F(U) tomado sobre los abiertos U C X que contienen a z con los morfismos de
restriccion p.

Es decir, por la definicién de limite directo, los elementos de §, se pueden

ver como los gérmenes de los elementos de § en el punto x.

Ejemplo: Si X = (Spec(A4),Ox) (ver 0.11) entonces los tallos O, x en un
punto xz = p € Spec(A) son de la forma A,, es decir A localizado en p (ver 0.12)

Definicién 0.6 Si § y & son (pre)gavillas sobre X, un morfismo ¢ : § — &
de (pre)gavillas consiste en un morfismo de grupos abelianos ¢(U) : F(U) —
&(U) para todo U C X abierto tal que si V' C U es abierto entonces el diagrama

s50) 29D s
pd P
50 29 s

conmuta (es decir, es un morfismo natural).

Ejemplo: Sean X un espacio topolédgico, & = Ox la gavilla estructural de
X y sea Fo, la gavilla constante sobre Ox (X).
Entonces se tiene el morfismo de gavillas natural ¢ : §o, — Ox que clara-

mente hace que el diagrama anterior conmute.



Como ya se menciond, no toda pregavilla es una gavilla. Sin embargo, a
cada pregavilla se le puede asignar una gavilla que es isomorfa en tallos a ella y

se hace de la siguiente manera:

Definicion-Proposicion 0.7 Dada una pregavilla § existe una gavilla § y
un morfismo 6 : § — § tal que para toda gavilla & y todo morfismo ¢ : § — &
existe un tinico morfismo v : § — & tal que ¢ = 7). Se construye de la siguiente
manera;

Sea §(U) = {s: U — UpeuS,} tales que

i) Para toda p € U se tiene que s(p) € §p y

ii) Para todo p € U existe una vecindad p € V' C U y un elemento ¢t € §(V)
tal que para todo g € V se tiene que el germen t, de ¢ en ¢ es igual que s(q)

La pareja (§,6) es tinica bajo isomorfismo y § es llamada la gavilla asociada

a § o la gavillizacion de §

Ejemplo: La gavillizacion de la pregavilla constante 2 (sobre un anillo A) se
llama la gawvilla constante y se define como A(U) = {f : U — A con f continua}
(con la topologia discreta en A). Entonces 2A(f)) = 0, para todo abierto conexo
0 # U C X se tiene que QL(U) = Ay si U = U;c1U; es un abierto con U; ajenos

entre si, entonces A(U) = @;erA.

Entonces en el segundo ejemplo de 0.3, la gavillizacion de %Az sobre X es
Az(0) =0, Az({p}) =Az({q}) =Z y Az(X) =Z & Z.

Definiciéon 0.8 Una gavilla & es subgavilla de una gavilla § si para todo
U C X ,6(U) es subgrupo de §(U) y las restricciones de & son inducidas por
las de §.

Ejemplo: Sea f : § — & un morfismo de gavillas; entonces ker(f) es
subgavilla de § donde ker(f) es la gavilla dada por U — ker(f(U)) para todo
UCX.

Al principio se dijo que un esquema es un espacio topologico junto con una
gavilla (con otras condiciones ademas). Entonces se quisiera que dadas parejas
X = (X,3) y Y =(Y,®) constando de un espacio topolégico y una gavilla, el
morfismo de espacios topoldgicos f : X — Y indujera un morfismo de gavillas

también para que se pueda definir un morfismo X — Y.



Definicién 0.9 Sea f : X — Y un morfismo continuo de espacios topologicos
y § una gavilla sobre X, se define la gavilla de imagen directa f.F sobre Y como
(£:3) (V) = F(f~1(V)) para todo abierto V C Y.

Definicién 0.10 Sea X un espacio topoldgico con una gavilla § y sea U C X;
definimos a la gavilla sobre U siguiente, denotada como § |y: § |v (V) = F(V)
para todo V C U. A esta gavilla se le llama la restriccion de § a U.

Una clase de espacios muy importante es la de esquemas afines, que son espa-
cios homeomorfos a los espectros de primos de anillos. El espectro de un anillo
tiene una topologia natural, esta estd dada asignando a un anillo la topologia
de Zariski. Sin embargo no solo es esto, se le asigna a cada espectro una gavilla
de anillos que es compatible con esta topologia. Entonces dado un anillo, su

espectro se define como sigue:

Definicién 0.11 Sea A un anillo; se define Spec(A) = {p C Al p es ideal
primo de A}.

Para todo conjunto a C A consideremos el conjunto V(a) = {p € Spec(A)|a C
p}.

Los conjuntos de esta forma cumplen los axiomas de cerrados (el abierto
asociado a V'(a), que es su complemento, se le llama D(a)) por lo que determinan
una topologia sobre Spec(A) llamada la topologia de Zariski.

Ademaés se define una gavilla de anillos Ogpeq(a) sobre Spec(A) como sigue:

Para todo p C A sea A, la localizaciéon de A en p. Para U C Spec(A) abierto
se define Ogpec(a)(U) como el conjunto de funciones s : U — HpeU A, tales
que s(p) € A, y tal que s es localmente un cociente de elementos de A (es decir,
definimos la gavilla estructural de Spec(A))

El espectro de A es la pareja (Spec(A), Ogpec(a)), usualmente denotada so-
lamente por Spec(A)

Ejemplo: Dado un campo k se tiene que Spec(k) es un espacio con un solo
punto que corresponde al ideal {0} y O({0}) =k

Proposicion 0.12 Sea A un anillo y X = (Spec(A),O) su espectro, en-
tonces se cumple lo siguiente:

i) Para todo p € A, se tiene que O, = A,

ii) Para todo f € A, se tiene que O(D(f)) = Ay. Los abiertos D(f) forman
una base de Spec(A)



iii) O(Spec(A)) = A

Demostracion: Hartshorne (1977) (11, 2.2).

Definicién 0.13 Un espacio anillado es una pareja (X, Ox) donde X es un
espacio topolégico y Ox es una gavilla de anillos.

Un morfismo de espacios anillados de (X,0x) a (Y,Oy) es una pareja
(f,f#) donde f : X — Y es una funcién continua y f# : Oy — f.Ox es
un morfismo de gavillas.

Un espacio localmente anillado es un espacio anillado (X, Ox) tal que para
todo punto p € X el tallo Ox ), en el punto p es un anillo local.

Un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo de espacios
anillados (f, f#) tal que para todo punto p € X el morfismo inducido f# :
Oy, f(p) — [+Ox p es morfismo local de anillos locales, es decir, si m es el ideal
maximal de Ox j, y m/ es el ideal maximal de Oy, s () entonces (f#)~"(m) = m/'.

Usualmente un morfismo de espacios anillados (f, f#) simplemente se denota
por f .

Ejemplo: Spec(A) es un espacio localmente anillado para todo anillo A.
Ademés, un morfismo de anillos f : A — B induce un morfismo (F, F#) :
(Spec(B), Ospec(n)) — (Spec(A), Ogpec(a)) de espacios localmente anillados.
Esto sucede ya que por ser f morfismo de anillos, entonces si ¢ C B es un primo
entonces f~1(q) = p C A para algtin primo p. Entonces el morfismo de espacios
topologicos F : Spec(B) — Spec(A) esta bien definido tomando F(q) = f~1(q).
Ademas se tiene que F# : Ospec(B) = Ospec(a) simplemente es el morfismo que,
definido en la cubierta abierta {D(g)}gep de Spec(B), es F#(Ogpec(5)(D(g)) =
Ospec(a)(fH(D(g)) por definicion (un morfismo de gavillas definido en una base
define uno sobre su espacio subyacente, como resultado de la definiciéon de gavilla

y su comportamiento localmente)

Definicién 0.14 Sea (X, Ox) un espacio anillado, una subgavilla J de Ox
es una gavilla de ideales si para todo abierto U C X las secciones de J(U)
forman un ideal de Ox (U).

La gavilla cociente Ox/3 es la gavilla asociada a la pregavilla definida por
U — Ox(U)/3w) para todo U C X.

Ejemplo: Ver ejemplo 0.18.



Teniendo estas definiciones ya (por fin) se pueden definir esquemas que son

los espacios con los cuales se trabajara.

Definicién 0.15 Un esquema afin es un espacio localmente anillado (X, Ox)
isomorfo al espectro de algun anillo A.

Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox) tal que existe una
cubierta abierta {U; };cr de X tal que para todo U; se tiene que (U, OX|Ui) es un
esquema afin. X es llamado el espacio subyacente y Ox su gavilla estructural.
Usualmente (X,Ox) se denota solamente por X y el espacio subyacente por
sp(X) 6 X (no siempre es necesario denotar asi al espacio subyacente, si el

contexto es claro se pude poner solamente X)

Ejemplo: Sea X = {p,qi,q2} con abiertos X1 = {p,q1}, Xo = {p, ¢}
(X,0,{p} son también abiertos), sea Ox la gavilla definida por Ox(X) =
K[r]z) = Ox(X1) = Ox(X2) y Ox({p}) = K (). Los morfismos de restriccién
son O(X) 4 0(X)), 0(X) 4 0(X3) y O(X1) = 0({p}), O(X1) = O{p})
son inclusiones. Claramente, Ox es gavilla. X es un esquema ya que X; U X5
lo cubren y (X1,0xx,) = (X2,0x)x,) = Spec(K|[z]y)) . Sin embargo, si
(X, Ox) fuera afin, (X,0x) = Spec(K[z](,)) ya que Ox(X) = K|z],). Pero
Spec(K|x](y)) es local, por lo que tiene solamente dos puntos, pero (X,Ox)
tiene tres, por lo que no puede ser afin.

Definicién 0.16 Un esquema X es localmente noetheriano si existe una cu-
bierta abierta de esquemas afines {Spec(A;)}ier de X tal que A; es noetheriano
para todo ¢ € 1.

X es noetheriano si es localmente noetheriano y cuasicompacto.

Ejemplo: Spec(k) donde k es un campo es un esquema noetheriano.

Dado un esquema X, y un abierto (cerrado) i : Y < X contenido en su es-
pacio topolégico subyacente quisiéramos que Y sea un equema también, con su
gavilla estructural inducida por i y por Ox. Sin embargo en general, dados es-
quemas como los anteriores, no se puede definir una inclusién de esquemas como

si fueran espacios topologicos, para esto se necesita el concepto de inmersion.

Definicién 0.17 Un subesquema abierto de un esquema X es un esquema
U tal que su espacio subyacente es isomorfo a un abierto de X y cuya gavilla

estructural Oy es isomorfa a la restriccion Oy, de Ox.



Una inmersion abierta es un morfismo f: X — Y de esquemas que induce
un isomorfismo de X con un subconjunto abierto de Y y tal que el morfismo de

gavillas f# : Oy — f,Ox induce un isomorfismo Oy |, = f.Ox

Ejemplo: Sea X un esquema. Entonces por definicién, existe una cubierta
abierta {X;};cr de X, X; = Spec(A;) para algun anillo A; para todo i € I.

Entonces para todo ¢ € I, Spec(4;) — X es una inmersion abierta

Definicién 0.18 Un subesquema cerrado de un esquema X es un esquema
Z tal que Z es un cerrado de X y la gavilla Oz es isomorfa a ©x/3 para una
gavilla de ideales J.

Una inmersion cerrada es un morfismo f: Z — Y de esquemas que induce
un isomorfismo de Z con un cerrado de Y y tal que el morfismo de gavillas

f# : Oy — f.Ox es suprayectivo.

Ejemplo: Sea A un anillo y a C A un ideal primo. Sea X = Spec(A) y
Y = Spec(4/a).

Entonces el morfismo A — 4/a induce un morfismo de esquemas f : X — Y.
Es un homeomorfismo de Y con el conjunto cerrado V(a) C X y es suprayectivo
porque es suprayectivo en los tallos (que son localizaciones de A y 4/a). Ver
1.2.

Entonces f es una inmersion cerrada y f(Y) es un subesquema cerrado de
X.

Proposicion 0.19 Si X = Spec(A) es un esquema afiny ¢ : Y — X es una
inmersion cerrada, entonces Y es un esquema afin. Ademas, si Y = Spec(B)
entonces el morfismo de anillos ¢ : A — B inducido por ¢ es suprayectivo.

Demostracion: Shafarevich (1977) (V, 3.3).

Los esquemas como espacios topologicos no son Haussdorff, ya que sus abier-
tos por lo general son ’demasiado grandes’. Sin embargo, una caracterizaciéon
de un espacio Haussdorff X es que su diagonal A : X — X x X es un cerrado
de X x X.

Definicién 0.20 Sea S un esquema fijo. Un esquema sobre S es un esquema
X junto con un morfismo X — S. Dados dos esquemas X e Y sobre S , un

S—morfismo es un morfismo X — Y compatible con los morfismos a S dados.



Ejemplo: Sea A un anillo. Entonces se tiene que el morfismo inducido por
Jj o Alx,y] — Alzr] que manda y — 0, i : Spec(A[z]) — Spec(A[x,y]) es un
Spec(A)—morfismo.

Definicioén 0.20 Sea S un esquema fijo y sean X e Y esquemas sobre S. El
producto fibrado de X eY sobre S, denotado X XgY es un esquema junto con
morfismos (llamados proyecciones) p1 : X xgY — X, pa: X xgY — Y tales que
forman un diagrama conmutativo con los morfismos X — S e Y — S, ademés
de que dado cualquier esquema Z y morfismos fx : Z - Xy fy : Z =Y que
forman un diagrama conmutativo entonces existe un Gnico morfismo 6 : Z --+
X xg Y tales que fx = p10y fy = p20.

Si S = Spec(Z) entonces X X gpec(z) Y se denota simplemente por X x Yy
solamente se llama el producto fibrado de X y Y.

Notemos que si X y Y son afines, entonces X x Y también lo es.

Ejemplo: Sean A", = Spec(Alz1,...,x,]) y A} = Spec(A[z1, ..., Zm]) espa-

cios afines sobre un anillo A. Entonces, ya que k[x1,...,2,] ®4 k[x1, ..., Tm] =

E[x1, ..., Tpym)], se tiene que A} X gpec(a)y AR = Az-‘rm ‘

Definicién 0.22 Sea f : X — Y un morfismo de esquemas. El morfismo
diagonal es el morfismo tnico A : X — X xy X tal que si p1,p2: X Xy X =+ X
son las proyecciones entonces p1 A = po A = Idx.

Se dice que f es separado o, de manera equivalente, X es separado sobre Y
si el morfismo diagonal A es una inmersion cerrada. Si'Y = Spec(Z) entonces

simplemente se dice que X es separado.

Ejemplo: Todo morfismo de esquemas afines f : X — Y es separado por
lo siguiente: si X = Spec(A) y Y = Spec(B) entonces A es una B—algebra
y X Xy X = Spec(A ®p A) que es afin. Ademéas, A proviene del morfismo
diagonal A4 : A®p A — A dado por a ® a’ — aa’ que es suprayectivo. Por lo

tanto, A(X) es una inmersiéon cerrada.

Ejemplo: Sean X; y X5 esquemas con U; C X1y Uy C X, abiertos y sea
¢ : (U1, Oxu,) = (U2, Ox|y,) un isomorfismo de espacios localmente anillados.
Entonces definimos X = X1UXz2/~ donde x; ~ ¢(z1) para todo z; € Uy. X
tiene la topologia cociente inducida, es decir si 7; : X; — X j = 1,2 son las
inclusiones canénicas, entonces V C X es abierto si y solo si i; (V) y iy (V)
son abiertos en X; y Xs respectivamente. Su gavilla estructural, Ox, es la

siguiente: Para todo abierto V' C X se tiene que Ox (V) = {< s1,82 >| s1 €
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Ox, (ifl(v))732 € Ox, (Zgl(v)) y tal que o(s; |i1_1(V)ﬂU1) = 90(32 ‘igl(v)mUz)}
Se dice que X1 y Xo se pegan a través de .

Ahora, sea k un campo, sean X; = Xo = A}, Uy = Uy = A — {0} y
p: Uy q Us y X = XibXz/o como arriba. A X se le llama la recta afin con
doble origen.

Entonces X xj X es el plano afin con ejes dobles y cuatro origenes. Sin
embargo, A(X) es la diagonal usual en el plano afin con doble origen y su
cerradura contiene los 4 origenes.

Por lo tanto X no es separado y podemos afirmar que no todos los esquemas

lo son.

Definicién 0.23 Sea (X, Ox) un espacio anillado; una gavilla de O x —mddulos
(tambien conocida como simplemente un Ox—mddulo) es una gavilla §F sobre
X tal que para todo abierto U C X el grupo §(U) es un Ox(U)—modulo y tal
que si V' C U es otro abierto entonces la restriccion §(V') — §(U) es compatible
con el morfismo Ox (V) — Ox(U).

Todas las definiciones dadas para gavillas de grupos son las mismas para

gavillas de Ox —modulos.

Ejemplo: Ver 0.24

Definicién 0.24 Sea A un anillo y M un A—mobdulo; se define a la gavilla
asociada a M sobre Spec(A), denotada como M como sigue:

Para todo primo p C A sea M, la localizacién de M en p. Para todo
abierto U C Spec(A) se define el grupo M(U) como el conjunto de funciones

s: U — HpeU
es localmente una fraccion

M, tales que para todo p € U se tiene que s(p) € M, y tal que s

Ejemplo: Si X = Spec(A) entonces se tiene que su gavilla estructural es A

Definicién 0.25 Sea (X, Ox) un espacio anillado; decimos que una gavilla
de Ox—modulos es cuasicoherente si X tiene una cubierta abierta afin {U; =
Spec(A;)}ier tal que para todo @ € I existe un A;—modulo, M; tal que §(U;) =
M;.

$ es coherente si ademés todo M; es un A;—moédulo finitamente generado.

Ejemplo: Para todo esquema X, la gavilla estructural Ox es coherente.

11



Ejemplo: Sean X un esquema, § cuasicoherente y U un subesquema de X

con i : U — X la inclusion. Entonces 7.§ es cuasicoherente.

Ejemplo: Sea U un subesquema abierto de X y sea ¢ : U — X la inclusiéon
y sea i(Op) la gavilla sobre X llamada la extension por cero de Oy definida
para un abierto V C X como V — Oy (V) si V C U o V — 0 en cualquier otro
caso. i(Oy) es una gavilla de Ox —modulos.

Supongamos que X es entero (es decir, si U = {U; = Spec(A;)} es una
cubierta de X entonces A; es dominio entero para todo ¢). Tomemos V =
Spec(A) C X no contenido en U pero tal que U NV # 0. Entonces i(Oy(V))
no tiene secciones sobre V' pero no es la gavilla cero. Por lo tanto, i(Oy) no

puede ser cuasicoherente.
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1. Funtores Derivados

En general, dada una sucesién exacta A®* =0 — A° — A — .. {4} C Ay
un funtor F : A — B la sucesién FA®* =0 — FA° - FA' — ... no tiene que
ser exacta. Entonces una manera de medir ’que tan exacta’ es F'A® es usando
funtores derivados.

Dado un objeto A € 2 en una categoria abeliana, se quisiera dar una sucesiéon
exacta 0 — A — BY — B! — ... tal que los funtores Hom(—, B%) sean exactos
para toda i, para que se preserven propiedades de la sucesion original. Aqui
es donde se introduce el concepto de objeto inyectivo que son precisamentelos
objetos de 2 que tienen esta propiedad y el de resolucidn inyectiva de A, que es
una sucesion creada a partir de el objeto A que tiene la propiedad importante de
que dadas dos resoluciones inyectivas del mismo objeto, los funtores derivados
de estas resoluciones son los mismos.

Definicién 1.1

Una categoria abeliana 2 es una categoria tal que si A y B son objetos
de 2 entonces Hom(A, B) € b (i.e. Hom(A, B) es un grupo abeliano), todo
morfismo tiene ntcleo y contucleo, todo monomorfismo es niicleo de su contcleo,
todo epimorfismo es conticleo de su nicleo, todo morfismo puede ser factorizado
como un epimorfismo seguido de un monomorfismo y existen sumas directas

finitas.

Ejemplo: Las siguientes categorias son abelianas:

e 2b, la categoria de grupos abelianos
e Mod(A), la categoria de modulos sobre un anillo A

e 2Ab(X), la categoria de gavillas de grupos abelianos sobre un espacio
topologico fijo X

e Mod(X), la categoria de gavillas de Ox —modulos sobre un espacio anil-
lado fijo X

e Qco(X), la categoria de gavillas cuasicoherentes de Ox—modulos sobre

un esquema X
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Definicién 1.2 Un complejo A®en una categoria abeliana 2l es una colecciéon
(A%, d);ez tal que A € A; y d' = A* — A1 son morfismos tales que d*tlod! = 0
(es decir, Im(d') C ker(d“*!)) para todo i € Z. Si para algtn indice no esta
definido un objeto, se asume que este es cero.

Los morfismos d* son llamados morfismos cofrontera.

A un complejo se le dice sucesidn eracta si para todo i, Im(d*) = ker(d**1)
y es una sucesion exacta corta si es una sucesion exacta de la forma 0 — A —
B—-C—=0

A veces se omite el indice de d* al hablar de los morfismos en el complejo y
simplemente todos se denotan con d (cuando el indice se deduce facilmente en

el contexto).

Ejemplo: Sea A € 20 un objeto en una categoria abeliana, entonces la

siguiente sucesion trivial es una sucesion exacta:

0—4A—-A—-0—->0— ..

Ejemplo: Sean A, B € 2 objetos en una categoria abeliana tales que

i: A — B esinyectiva. Entonces la siguiente sucesion es una sucesion exacta
corta:

O%AL;B*)B/Im(i)%O

Ejemplo: Sean X, Y y Z esquemas; entonces tenemos que el morfismo de
esquemas 0 = Ox — Oy — Oz — 0 es exacta si y solo si la sucesién exacta
0 — Ox,z = Oy,y = Oz, inducida en los tallos lo es.

Definicion 1.3 Un morfismo de complejos f : A®* — B®es una colecciéon de
morfismos f*: A* — B* tales que conmutan con los morfismos cofrontera.

El nicleo (contcleo) de un morfismo de complejos f es el complejo formado
por los niicleos (contcleos respectivamente) de los morfismos f?, analogamente
la imagen de f es el complejo formado por las imAgenes de los morfismos f?.

Al igual que con los morfismos cofrontera, a veces se omite el indice si esta

claro en el contexto.

Definicion 1.4 El i-ésimo objeto de cohomologia de un complejo A® se define
como h*(A®) = ker(d")/rm(ai=*). Ademas, un morfismo de complejos f : A® — B®

induce morfismos naturales h'f : h'(A®) — h*(B*) de la siguiente manera: Si
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a € ker(d) C A%, f(a) = b € ker(d') C B'y |a], |b] son las clases de a y b en
hi(A®), hi(B*), respectivamente, entonces por la conmutatividad del diagrama

(' f)(la]) = [b].

Definicién 1.5 Dos morfismos de complejos f, g : A* — B® son homdtopos
(f ~ g) si existe una colecciéon de morfismos k = {k'};cz, k' : A* — Bi~! tales

que f; —g; = d1EY + kML d. k es llamado un operador de homotopia

. i—1 . g .
S L [ .
ki ) ) ki+1
Voo filld v L
. i—1 . a .

4 pi-t 4 g 4 pitt 4

Se dice que dos complejos A® y B® son homotdpicamente equivalentes si
existen morfismos a : A* — B®* y 8 : B®* — A°® tales que afS ~ Idpe y
BOZ ~ IdA-.

Ejemplo: Sea A un objeto. Consideremos el siguiente diagrama, donde
klzidi .
0% 4 M 4 B
ko [ k2
Vogoidy s oidl

id

0B 4 M4 o4 4By

x>

Consideremos también el mismo diagrama pero tal que todos los morfismos
verticales son el morfismo cero. Entonces tenemos a los dos morfismos de com-
plejos f = {fi = id} y g = {g; = 0} y tenemos que lo siguiente sucede para
ac A

(boko + k1id)(a) = () = (id — 0)(a) ¥ ((id)k1 + k20a2)(a) = « por lo que
f~y

Proposicion 1.6 Si f ~ g, entonces f y g inducen el mismo morfismo
hi(A®) — hi(B*®) de objetos de cohomologia para todo i.

Demostracion: Supongamos que f ~ gy sea z € ker(d). Entonces
(f = g")(2) = (d"'K")(2) + (K""d") (2) = (&' 1K) (2), es decir f'(2) = g'(2) +
(A=K (2).

Pero entonces por la definicion de los objetos de cohomologia se tiene que, ya
que (d'=1kY)(z) € Im(d=1), (R f)(z) = (h'g)(2) que es lo que se queria probar.

Dada una sucesién exacta corta de complejos, una de las propiedades mas
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importantes de los objetos de cohomologia es que permiten crear sucesiones
largas de estos, como se verd a continuacion:

Proposicion 1.7 Si se tiene una sucesiéon exacta corta de complejos 0 —
A* L5 B* %5 ¢* = 0 entonces existen morfismos naturales 9 : hi(C®) —

hi+1(A®) tales que la sucesion
, i . i . i1 )
S=..—h'(B*% M h*(C*) N h”l(A') hAf) h’“(B’) o

es exacta.

Demostracion:
Primero, notemos que el siguiente diagrama conmuta por la definicién de

morfismo de complejos:

1 { 1

0 - A 4 B;’ EN = 0
+ { N

0 — At 4 l—zz‘:)l NG s S
+ $ +

0 — 13?)2 4, pit2 8 vz g

1 \ 3

Los morfismos h'(f) y h*(g) son los inducidos naturalmente por f y g.

Los morfismos 8° son definidos de la siguiente manera:

Sea v € h'(C*®) C C'/1m(a) tal que proviene de ¢ € ker(d) C C'. Ya que g es
suprayectiva, 3b € B® tal que g(b) = c. Entonces g(d(b)) = d(g(b)) = d(c) =0
(va que los morfismos cofrontera conmutan con gy ¢ € ker(d)) por lo que
d(b) € ker(g). Ya que Im(f) = Ker(g) entonces existe a € Al tal que
d(b) = f(a). Ademaés se tiene que f(d(a)) = d(f(a)) = d(d(b)) = 0. Pero ya
que f es inyectivo, d(a) =0 . a € Ker(d). A la clase correspondiente de a en
h"t1(A®) se le llama 9().

Es facil ver ahora que {0'};cz hace que S sea exacta por la definicion de los

morfismos 9, f'y g'.

16



Definicién 1.8 Un funtor covariante (contravariante) F' : 2 — B entre cate-
gorias abelianas es aditivo si para cualesquiera dos objetos A, A’ € 2 la funcién
inducida Hom(A, A") — Hom(FA,FA") (Hom(A,A’") - Hom(FA',FA)) es

un morfismo de grupos.

Ejemplo: Consideremos el funtor F' : Vect/ — Vect/i de la categoria de
espacios vectoriales sobre un campo k en si misma tal que V — V* = Hom(V, k).
Entonces F es aditivo ya que un morfismo de espacios vectoriales V' — W induce
un morfismo Hom(W, k) — Hom(V, k).

Definicién 1.9 Sea A € 2 un objeto fijo. Definimos el funtor covariante
Hom(A,-) como el que manda B — Hom(A, B) para todo B € 2. De manera

analoga se define el funtor contravariante Hom(-, A).

Definicién 1.10 Un funtor aditivo F' definido como arriba es ezacto por la
izquierda (derecha) si para toda sucesion exacta corta de objetosen 2A, 0 — A" —
A— A" =0, se tiene que 0 - FA' - FA —» FA" (FA' - FA— FA" — 0,
respectivamente) es exacta en B. Si 0 - FA" - FA — FA” — 0 es exacta
por ambos lados, se dice que el funtor es exacto. (Sisolo FA' — FA — FA” es

exacta, entonces F es exacto por en medio).

Ejemplo: El funtor Hom(A,-) es exacto izquierdo, asi como el funtor de
secciones globales I'(X, —)

Definiciéon 1.11 Se dice que un objeto I € 2 es inyectivo si el funtor

Hom(—,I) es exacto.

Definicion 1.12 La resolucion inyectiva de un objeto A € 2 es un complejo

ZI*definido para i > 0 junto con un morfismo € : A — I tal que I’ es un objeto
0 1

inyectivo de 2 para todo i > 0y tal que la sucesién 0 — A — I° rd,

es exacta.

Definicién 1.13 Si todo objeto en una categoria 2 es un subobjeto de un
objeto inyectivo, entonces se dice que 2 tiene suficientes inyectivos. Notemos
que si 2 tiene suficientes inyectivos, entonces todo objeto tiene una resoluciéon

inyectiva (con ¢ la inclusion, € el morfismo de la definicion anterior).

Lema 1.14 Dos resoluciones inyectivas cualesquiera de un objeto A son

homotopicamente equivalentes.
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Demostracion: Hilton y Stammbach (1971) (IV, 4.3).

Definicion 1.15 Sean 2l y B categorias abelianas, 2l con suficientes inyec-
tivos y F' : 2 — B un funtor covariante exacto izquierdo. Se construyen los
funtores derivados derechos R'F, i > 0 de la siguiente manera: Para todo ob-
jeto A € A se escoge una, resolucion inyectiva Z® = 0 — I° Ll de A Se
define entonces R'F(A) = h'(F(Z*)).

Notemos que los funtores derivados son independientes de la eleccion de
la resolucion inyectiva de A, debido a la proposicion 1.6 y el lema anterior.
Esto nos permitird afirmar méas adelante que los funtores de cohomologia, que
son funtores derivados de un funtor particular no dependen de la eleccién de
resoluciones, por lo que son unicos a cada objeto A y pueden caracterizarlo.

TEOREMA 1.16 Sea 2 una categoria abeliana con suficientes inyectivos
y F: 2 — B un funtor covariante exacto izquierdo a otra categoria abeliana
5. Entonces:

a) Para todo ¢ > 0, R'F es un funtor aditivo de A a 8.

b) Existe un isomorfismo natural F = R'F

c) Para toda sucesion exacta corta 0 -+ A" -+ A — A” — 0y todo i > 0
existe un mofismo natural 9° : R'F(A") — R1F(A’) tal que se obtiene una
sucesion larga ... — RIF(A) — RIF(A") & RIFLF(A)) — RFIF(A) — ..

d) Dado un morfismo g de la sucesién corta anterior a otra 0 -+ B’ — B —

B” — 0 se tiene que el diagrama

RF(A") % RHIFA)
1 h(g) 1 h(g)
o]

RF(B") % RYFB)

conmuta

e) Para todo objeto inyectivo I € 2y para todoi > 0 se tiene que R'F(I) = 0

Demostracion:

a) Es claro por la definicién de funtor derivado

b) Sean A € AeZI® =0 — I° 4 14 | una resolucion inyectiva de
A. Entonces ya que 0 — A 5 I° &1 es exacta 0 — FA — FI® — FI
lo es también, por ser F exacto izquierdo. Entonces se tiene que ROF(A) =
ker(F(d°)) = FA por lo que R'F = F.

18



c¢) Es la proposicion 1.7

d) Tenemos, por construccién que si a” € R'F(A”) proviene de a” € A”
y 7 € R'F(B”) proviene de G(a) € B” entonces h(G)(a”) = 3. Anéloga-
mente si o/ € R'F(A’) proveninete de o’ y 3’ € R'F(B’) proviene de G(a')
entonces h(G)(a’) = 8. Entonces por como se definieron los morfismos cofron-
tera tenemos que si 9°(a”) = o' entonces 9"*(5”) = B’ por lo que el cuadrado
conmuta.

e) Ya que los funtores derivados son independientes de la resolucion de A,
se puede tomar la resolucion Z7* =0—- A —-0— 0 — ...

Definicién 1.17 Sea F' : 2l — 9B como en el teorema. Un objeto J € A es
aciclico para F si R'F(J) = 0 para todo i > 0

Estos objetos aciclicos nos permiten en ocasiones calcular con més facilidad
los funtores derivados, debido a la siguiente propiedad:

Proposicion 1.18 Sea F' : A — B como en 1.16 y A € 2. Supongamos
que existe una sucesién de la forma J* =0 — A — J% —» J' — ... donde J* es
aciclico para F para todo i > 0 (se dice que J®es una resolucidn aciclica de A).
Entonces para todo i > 0 existe un isomorfismo natural R'F(A) = hi(FJ*)

.. d° d*
Demostracion: Sea J* =0 — A 5 J° 5 J' 5 . entonces, por la

definicién de sucesion exacta, se tienen las siguientes sucesiones cortas:

0—A—J% = ker(d') =0
0 — ker(d') — J' — ker(d?) — 0

0 — ker(d') — J* — ker(dt1) — 0

Por 1.16, de cada una de las sucesiones anteriores se puede obtener una

sucesion larga y resulta el siguiente diagrama:
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0

1
0— R°FA— RFJ°— ROF(ker(dl)) — RIFA—-0— RlF(ker(dl)) — ..

!

ROFJ! 0
4 \

0=  ROF(ker(d®))  — ROFJ? = ROF(ker(d®)) — ...
1 1
RYF(ker(d")) RFJ3

4 \
0 ROF (ker(d*))

' !

Notemos que R‘FJ* = 0 para todo i > 1 por definicion. También, por
1.16 tenemos que ROFJ' = FJ° para todo i > 0. También notemos que
hP(FJ®*) = FA= R'FA. Esto se puede probar de manera anéloga a 1.16.b.

Por definiciéon de sucesién exacta, tenemos que RVF(ker(d') — R'FA es
suprayectiva y ya que im(R°FJ% — ROF(ker(d'))) = ker(ROF(ker(d')) —
R'F A) entonces

ROF(ker(d"))

1 o~
REAS C RF IO — RO (ker(d)

Ya que ROF(ker(d')) — ROFJ! es inyectiva entonces existe un morfismo
natural ROFJ° — ROFJ! y un isomorfismo im(R°FJ° — ROF(ker(d'))) =
im(ROFJ° — ROFJ1). Ademés, por la misma razon, se tiene que R°F(ker(d')) =
im(RF (ker(d')) — ROFJ') = ker(R°FJ' — RVF(ker(d?)) y por lo tanto

ker(R°FJ' — R°F(ker(d?)))

1A~
R im(ROFJO — ROJY)

Por tltimo, ya que ROF(ker(d?)) — R°FJ? es inyectiva entonces existe un
morfismo natural ROFJ' — ROFJ? y ker(R°FJ' — R°FJ?) por lo que

ker(R'FJ' — ROFJ?) _ ker(FJ' — FJ?)
im(ROFJO = ROJY) — im(FJO — FJY)

R'FA~ =h'(FJ*)
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Analogamente, se puede concluir para todo ¢ > 1 lo mismo.

Definicién 1.19 Sean 2, 9B categorias abelianas. Un 0— funtor (covariante)
de 2 a B es una coleccion de funtores T' = {T"};>0 junto con morfismos {9 };>o,
9" : TH(A”) — T 1(A’) para toda sucesion corta 0 — A’ — A — A” — 0 en A

tal que

1. Para toda sucesion corta como la anterior existe una sucesion larga 0 —
0 . i .
TO(A') — TO(A) — TO(A") & THAY) — ... — Ti(A) S T+ (A7) — ..

2. Para todo morfismo de una sucesién corta como la definida a otra sucesion
corta 0 -+ B’ — B — B” — 0 en A el diagrama

Ti (A//) i; TH_I(A/)
A \
9t

Ti(B//) g Ti-',—l(B/)

conmuta para toda ¢ > 0

Definicién 1.20 Un 0 — funtor T es universal si dado otro 0 — funtor T’ y
un morfismo de funtores f° : T — T" existe una sucesion unica de morfismos
{fi}tiso, f': T* — T", comenzando con el fY dado que conmutan con los &
de cada sucesion exacta corta. Notemos que por esta definicion, si T, T’ son

universales entonces T = T” (es decir, T% 2 T"* para todo i > 0).

Definicion 1.21 Un funtor aditivo F' : 2l — B es borrable si para todo
objeto A € B existe un monomorfismo u : A — M para algun M tal que
F(u) = 0. Si para ese funtor se tiene que para todo objeto A € 2 existe un

epimosrfismo u : P — A para algtn P, entonces ese funtor es coborrable

TEOREMA 1.22 Sea T = {T"};>0 un 0—funtor covariante de 2 a B. Si
T' es borrable para todo i > 0 entonces T es universal.

Demostracion: Grothendieck (1957). (II, 2.2.1)

Corolario 1.23 Sea 2 con suficientes inyectivos. Entonces para todo funtor
exacto izquierdo F' : 2 — B los funtores derivados derechos RF = {R'F};>¢
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forman un O—funtor universal con F = R°F. Por otro lado, si T es otro
O—funtor universal, entonces T es exacto izquierdo y ademas, 7% = R'T° para
todo i > 0.

Demostracion: Ya que F es exacto izquierdo, entonces RF es un 0—funtor
por 1.16. Ademas, ya que 2 tiene suficientes inyectivos, entonces para todo
A € A existe u : A — [ para I inyectivo. Entonces, por 1.16e, se tiene que
R'F(u) = 0 por lo que se tiene que R'F es borrable. Entonces por 1.22, RF es
un d—funtor universal (con F = ROF por 1.16b).

Por la definicién de d—funtor se tiene que 7 es exacto izquierdo. Ya que
2 tiene suficientes inyectivos entonces existen los funtores derivados RT? =
{R'T };>0 con ROT® 2 T° por 1.16b. Ademas RT" es universal por lo anterior

y ademaés, se tiene por la definicién de universal que R‘T° = T
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2. Cohomologia de Esquemas

Ya que tenemos definidos los funtores derivados y sus propiedades podemos
definir los funtores de cohomologia que son los funtores derivados derechos de
los funtores de secciones globales de una gavilla de O x —méddulos.

Sin embargo, para poder construir esos funtores necesitamos asegurar primero
que efectivamente se pueden definir en la categoria de gavillas de mddulos de un
anillo dado, es decir, todo objeto ahi tiene una resolucién inyectiva. No solo eso,
dado un espacio topolégico X, los funtores de secciones globales estan definidos
de 2Ab(X) — b, y en general, Ox —moddulos inyectivos no son grupos abelianos
inyectivos, por lo que se necesitan sucesiones que tienen los mismos funtores

derivados que las inyectivas para poder obtenerlos ahi.

Lema 2.1 Sean A un anillo, M un A—moédulo y G un grupo abeliano;
entonces, considerando a Homgz (A, G) como un A—mddulo, tenemos el isomor-

fismo de grupos
Homa(M, Homgz(A, G)) = Homz(M, G)

Ademas, @/z es un Z—modulo inyectivo.

Demostracion: Hilton y Stammbach (1971) (I, 8.1 y 8.2).

Lema 2.2 Sea A un Z—mobdulo y A, = Homy(A,¥Yz). Entonces I(A) =
GBAZ; Q/z es un Z—modulo inyectivo y el morfismo ev : A — I(A) tal que
a (af)feA’gz, donde ay = f(a), es inyectivo.

Demostracion: Basta observar que para todo 0 # a € A existe ¥* : A —
o tal que ¥*(a) # 0 ya que si este es el caso, la preimagen de 0 € I(A) es
0ed
Tomemos 0 # a € Ay sea ¥ :< a >— @/z un morfismo no trivial. Entonces
afirmamos que v existe por lo siguiente:
i) Si < a > 7Z entonces basta que ¥(a) # 0 € Q/z
ii) Si < a >= Z/nz entonces basta que ¥ (a) = ¥/n € Qz para algin 0 < i <

n—1

23



Entonces el diagrama

0 - <a> — A

*

v
Q/Z

conmuta y ¢* € Ay, con ¥(a) = ¢*(a) y es claramente inyectivo.

Proposicién 2.3 Si A es un anillo entonces todo A-médulo es isomorfo a

un submodulo de un A-modulo inyectivo.

Demostracion: Sean A un anillo y M un A—moéddulo y notemos primero
que A* = Homy(A,z) es un A—modulo inyectivo por la exactitud del funtor
Homgz(—,9Yz).

Entonces I(M) = @, (ar,4) A" s un A—mddulo inyectivo.

Basta probar entonces que el morfismo ev : M — I(M) es inyectivo y para
esto basta probar (andlogamente al lema anterior) que para todo 0 # m € M
existe ¥ : M — A* tal que ¥(m) # 0.

Sea m € M y sea 1) : mM — A*, entonces 1) € Homa(mM,A*). Pero
por 2.1 Homy(mA, A*) = Homg(4/ann(m),Yz) por lo que se puede aplicar

directamente 2.2.

Proposicion 2.4 Sea (X,Ox) un espacio anillado. Entonces la categoria
Mod(X) de gavillas de Ox —modulos tiene suficientes inyectivos.

Demostracion: Sea § una gavilla de O x —moédulos. Entonces tenemos que
para todo z € X, §; es un O, x —moédulo. Por la proposicién 2.3, existe una
inclusion iy : § — J5 de §; en un O, x —mddulo inyectivo.

Ademaés, para todo x € X sea j, : {x} — X la inclusion de x (como espacio
topologico de un solo punto) en X.

Consideremos la gavilla J = [, x j«(J.) considerando J, como gavilla sobre
2y j«(J;) la imagen directa de J,. Para toda gavilla & de O x —modulos se tiene
que Homoy (6,73) = Homoy (6, ]],cx 3x(32)) = [loex Homoy (8,5.(3z)).
Por otro lado, para todo z € X, Homoy (8, j«(J.)) = Homo, +(®4,3;). Porlo
tanto, Homo, (6,7) = [[cx
natural § — J dado por los morfismos en los tallos §, — J, y este claramente

Homo, y(®,,7.). Entonces existe un morfismo

es inyectivo. Por ultimo, el funtor Homo, (—,J) es el producto directo de los
funtores & — &, (que es exacto) seguido por el funtor Homo, (—,J) que es

exacto también ya que J, es inyectivo. Por lo tanto J es inyectivo.
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Corolario 2.5 Si X es un espacio topologico entonces la categoria Ab(X)

de gavillas de grupos abelianos sobre X tiene suficientes inyectivos.

Demostracion: Sea Ox la gavilla constante Z. Entonces (X,Ox) es un
espacio anillado y 9od(X) = 2Ab(X).

Definicién 2.6 Sea X un espacio topologico. Sea I'(X,—) el funtor de
secciones globales de Ab(X) — 2Ab. Se definen los funtores de cohomologia
H*(X,—) como los funtores derivados derechos de I'(X, —) (es decir, H (X, —) =
R'I'(X,—)). Para una gavilla § los grupos de cohomologia de § se definen como
los grupos H (X, F).

La cohomologia se toma considerando a § como una gavilla de grupos abelianos
sobre X sin importar que estructura adicional se puede tener (por ejemplo, que

T sea una gavilla de anillos).

Como se dijo al principio, para calcular cohomologia en gavillas de O x —mo6dulos
se necesitan sucesiones que dan los mismos funtores derivados que las sucesiones

inyectivas. Estas son las resoluciones flaccidas que se definen a continuacion:

Definicién 2.7 Una gavilla sobre X es flaccida si para cualquier inclusion
de abiertos de X, U C V, el morfismo §(V) — F(U) es suprayectivo.

Definicién 2.8 Una resolucion fliccida de un objeto A es un morfismo € y
una coleccion de objetos flaccidos {F};>0 tal que 0 — A 5 FO — F!' — .. es

exacta.

Lema 2.9 Si (X,0x) es un espacio anillado entonces todo Ox—modulo

inyectivo es flaccido.

Demostracion: Para todo subconjunto U C X sea Oy = j(Ox|,) la re-
stricciéon de Ox a U extendida por cero fuera de U. Sea J un Ox —moddulo inyec-
tivo y sean V C U C X abiertos de X; entonces se tiene la sucesién exacta 0 —
Oy — Oy y ya que J es inyectivo, se tiene que Hom(Oy,J) = Hom(Oy,J) — 0
es exacta. Pero por definicion, Hom(Oy,J) = J(U) y Hom(Oy,J) = J(V) por
lo que J es flaccido.

Lema 2.10 Sea 0 — § — J — & — 0 una sucesién exacta de gavillas tal
que § es flaccida. Entonces para todo abierto U C X se tiene que 0 — F(U) —
J(U) = &(U) — 0 es exacta.
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Demostracion Sea 0 = § 5 J P @ — 0 una sucesion exacta de gavillas
y consideremos un abierto U C X. Notemos primero que por la exactitud
izquierda del funtor I'(U, —) tenemos que 0 — F(U) = J(U) LA &(U) es exacta.

Tomemos una seccion s € (U) y consideremos las parejas (V,t) tales que
VCUyted(V)tal que 5(t) = s |y. El conjunto de estas parejas, llamémoslo
Uy, es no vacio ya que la sucesiéon exacta inducida en los tallos garantiza que
para todo z € U y s, € B(U) existe ¢, € T, tal que B,(tz) = sz ¥ ya que
la pareja (U, s) es un representante de algun elemento en &, (y ¢, tiene un
representante de la forma (U, t)), podemos concluir la afirmacion.

Entonces Uy es parcialmente ordenado con el siguiente orden: (V,t) <
(V',#')siysolosi VC V' yt |y=t Ademés, para todo subconjunto to-
talmente ordenado de Uy, U; = {(V;,t;)}, se tiene que si V; = UV, entonces por
ser J gavilla existe ¢t; € J(Vr) tnico tal que ¢ |y,= t; para todo i. Entonces por

el lema de Zorn existe (Viy,tar) maximal en Uy y basta probar que Viy = U.

Sea z € U , entonces existen z € W C U y t' € J(W) tales que S(t') =
s |lwe 6(U). Entonces la imagen de ¢ =t |wnvy, —t' [wnvy, en (W N V) es
0, por lo que existe ' € F(W N V) tal que a(r’) = ¢q. Entonces, ya que § es
flaccida, existe r € F(W) tal que r |wav,, =7’

Sea ahora t” = t' —a(r). Entonces S(t") = s |lw y t |[wavy=1t" |wnvy, ¥ POr
la propiedad de gavilla de J existe t* € W U V) tal que t* |v,,=t y t lwnvy,-

Pero Vj; es maximal, por lo que W UV, = Vi v x € Vi es decir, U = V).

Lema 2.11 Si0 - §F — J — & — 0 es una sucesiéon exacta tal que § e J
son flaccidas entonces & también lo es.

Demostracion: Sean V C U C X abiertos. Entonces por 2.10 se tiene

que el siguiente diagrama conmuta:

) L oew) = o

il g4

vy 4 ew) - o
!
0

Sea vg € &(V). Entonces ya que [ es suprayectiva existe vy € J(V) tal que

vg = B(vr). Ademas, ya que i es suprayectiva existe u; € J(U) tal que i(uy) =
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vr. Sea ug = B(ur). Ya que el diagrama conmuta se tiene que SB(i(us)) =

9(B(ur) = g(ug) = vg por lo que g es suprayectiva. Por lo tanto & es flaccida.

Proposicion 2.12 Si § es una gavilla fliccida sobre un espacio topolédgico
X entonces H'(X,J) = 0 para todo i > 0.

Demostracion: Podemos encajar a § en un objeto inyectivo J € Ab(X),
que por 2.9 es flaccido, y sea & la gavilla cociente. Entonces se tiene la sucesion

exacta

0-3335%6 50

y tenemos que por 2.11 & es flaccida.

Por otro lado, se tiene la sucesién exacta por 2.10
0->IX,%)—>IX,7)—->IX,6) =0

Ya que J es inyectivo entonces se tiene que H*(X,J) = 0 para todo i > 0.
Entonces de la sucesion larga de cohomologia se tiene que H'(X,F) = 0y, ya
que la sucesion se ve de la forma

61‘
= 0=HY(X,7) = H(X,8) » H"Y(X,3) - 0= H"(X,7) — ...

que H{(X,®) = H*(X,F) para todo i > 1.
Pero & también es fliccida por lo que por induccién sobre i se obtiene el

resultado.

Tenemos entonces que gavillas flaccidas son aciclicas para el funtor I'(X, —)
de secciones globales. Por lo tanto, se pueden usar resoluciones fliccidas para
calcular cohomologia.

En general, los Ox —moédulos inyectivos no son grupos abelianos inyectivos.
Entonces falta ver que los funtores de cohomologia se pueden calcular usando

resoluciones inyectivas de estos.

Proposicion 2.18 Sea (X, Ox) un espacio anillado. Entonces los funtores
derivados del funtor T'(X,—) de Mod(X) a Ab coinciden con los funtores de
cohomologia H*(X, —)
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Demostracion: Tenemos que I'(X,—) es un funtor de Mod(X) a 2Ab por
lo que los funtores derivados se calculan tomando resoluciones inyectivas en
Mod(X). Pero por 2.9 tenemos que todo inyectivo es flaccido y por 2.12 todos
los flaccidos son aciclicos por lo que por 1.18 estas resoluciones nos dan los

funtores de cohomologia normales.

Lema 2.14 Sea Y un subconjunto cerrado de X, sea § una gavilla de
grupos abelianos sobre Y y sea j : Y < X la inclusién. Entonces H (Y, §) =
H(X, j.J) donde 5.7 es la extension por cero fuera de Y.

Demostracion: Si J° es una resoluciéon fliccida de § en Y entonces j,.J°®
es una resolucién flaccida de j,.§ en X, ya que por definicién, si F es flaccido,
j«F lo es también. Entonces I'(Y, J%) = I'(X, j.J*) para todo i. Por lo tanto,

tienen los mismo grupos de cohomologia.

El siguiente teorema no se probaré, ya que no es necesario para lo siguiente
y el contenido de la demostracion estd afuera del contenido de la tesis. Sin

embargo es un teorema importante e interesante que vale la pena citar.

Teorema 2.15 (de Grothendieck) Sea X un espacio topologico noethe-
riano de dimensién n. Entonces para toda gavilla § de grupos abelianos sobre
X y para todo i > n se tiene que H'(X,J) = 0.

Demostracion Hartshorne (1977) (III, 2.7)
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3. Cohomologia de Esquemas Afines Noetherianos

Una clase de esquemas son los esquemas noetherianos, que son aquellos que
son cuasicompactos con una cubierta afin tal que cada abierto de esta es isomorfo
al espectro de un anillo noetheriano. Por supuesto, los esquemas més simples de
este tipo son los afines y el teorema de Serre (que es el ltimo de este capitulo)
describe los grupos de cohomologia de estos en gavillas cuasicoherentes.

En general, los anillos noetherianos son ’interesantes’ por lo que han sido muy
estudiados (asi como las estructuras que pueden ser derivadas de estos), por lo
que los primeros nueve puntos describirdn parte de la maquinaria algebraica
asociada no solo a estos, sino a cadenas de contenciones de moédulos llamadas

filtraciones.

Definiciéon 3.1 Sea A un anillo y M un A—mdbdulo. Decimos que M =
My D My O My D ... es una filtracion de M donde M; es un submodulo de M
para todo i € Z* y se denota (M,,).

Es estable si para todo n suficientemente grande se tiene que M,, = M, ;1.

Sea @ C A un ideal. Una filtracion (M,,) es una a—filtracion si para todo n
se tiene que aM,, C M, 1 (y es estable si para todo m suficientemente grande
aMy, = Myq1).

Dos filtraciones, (M,,) y (M},) de M tienen diferencia acotada si existe un

entero ng tal que My, 4n, C M) v M/ C M, para todo n > 0.

n+no

Definicion 3.2 Sea A un anillo y @ C A un ideal. Entonces definimos
el anillo graduado A, = @, ,a". Si M es un A—mobdulo y (M,) es una
a—filtracion de M entonces definimos M* = @20:0 M,, que es un A,—mobdulo

graduado.

Lema 3.3 Si (M,,), (M])) son a—filtraciones estables entonces tienen difer-

encia acotada.

Demostracion Por ser (M) estable, existe n tal que M), = o™ M . Ya que
aM, C M, para todo n tenemos que "M C M, . Ademas para un ng se
tiene que aM,, = M, 41 para todo n > ng por lo que M, 4,, = "My, C oM.

Analogamente se obtiene la otra contencion.

Lema 3.4 Sea A un anillo noetheriano, M un A—modulo finitamente gen-

erado y (M,,) una a—filtracion de M. Entonces es equivalente:

29



i) M* es un A,—modulo finitamente generado

ii) La filtraciéon (M,,) es una a—filtracion estable

Demostracion Ya que todo M, es finitamente generado entonces @, =
@."_, M, lo es también, pero en general @, no es un A,—modulo. Sin embargo,

genera a

M, =M P .. PMEPaM,P..Poa M. P -

y este es un A, — mddulo finitamente generado ya que @,, es un A—modulo
finitamente generado. Entonces los M;; forman una cadena ascendente y | Jo— o M
M*. Ya que A, es noetheriano entonces M* es un A,—moddulo finitamente gen-
erado < La cadena se detiene <M* = M;;O para algin ng < My, = a" My,

para todo r > 0 < la filtracion es estable.

Proposicion 3.5 (Artin-Rees) Sea A un anillo noetheriano, o C A un
ideal, M un A—modulo finitamente generado y (M,,) una a—filtracion estable.
Entonces si M’ es un submaddulo de M se tiene que (M'NM,,) es una a—filtracion
estable de M.

Demostracion Tenemos que a(M' N M,) = aM’' NnaM, € M' N M,
para todo n > 0. Por lo tanto (M’ N M,,) define un A*—modulo graduado que
es submoédulo de M* y este es finitamente generado por ser A* noetheriano.
Entonces aplicando el lema anterior, se tiene que (M’ N M,,) es una a—filtracion

estable.

Proposicion 3.6 (Teorema de Krull) Sea A un anillo noetheriano, sean
M C N A-médulos finitamente generados y « un ideal de A. Entonces las
filtraciones (™M) y (a™N) N M tienen diferencia acotada.

Demostracion: Se sigue inmediatamente de aplicar el lema 3.5 seguido

por el lema 3.3

Definicion 3.7 Sea « un ideal de un anillo A y M un A-médulo. Definimos
el submoédulo T, (M) = {m € M | a™m = 0 para algin n > 0}.

Lema 3.8 Sea A un anillo noetheriano, o un ideal de A y sea I un A-
modulo inyectivo. Entonces el submédulo J = I'y(I) también es un A-moédulo

inyectivo.

30



Demostracion: Se sabe que para mostrar que J es inyectivo, basta probar
que para todo ideal § C A y para todo morfismo ¢ : f — J existe un morfismo
¥ : A — J que extiende a .

Sea entonces 5 C A un ideal de A. Ya que A es noetheriano, entonces (3 es
finitamente generado. También se sabe que todo elemento de J es anulado por
un elemento de « por lo que existe un n > 0 tal que a"¢(8) = p(a™8) = 0
Entonces aplicando la proposicién anterior a la inclusion § C A tenemos que
existe ng tal que SN a0 C o"[. Entonces se tiene que ¢(3 N a"t™0) = 0
por lo que ¢ se factoriza a través de 5y = 8/sna™tm0. Por lo tanto se obtiene el

siguiente diagrama:

A B Afgntne = A
) )
q q i
g — Bo — J = I
donde p, ¢ son las proyecciones naturales y ¢ = ¢'q. Ya que I es inyectivo
entonces iq’ se extiende a un morfismo v’ : A — I. Pero la imagen de 1’
es anulada por a™t"°  por definicién de A’, por lo que esta contenida en .J.

Entonces el morfismo buscado que extiende a ¢ es 1 = py'.

Lema 3.9 Sea I un moédulo inyectivo sobre un anillo noetheriano A. En-
tonces para todo f € A el morfismo natural ¢; : I — Iy, donde Iy es la

localizacion, es suprayectivo.

Demostracion: Para todo i > 0 sea b’ el anulador de f’. Entonces se
tiene que b' C b? C ... pero ya que A es noetheriano, existe r > 0 tal que
b =0t = .

Ahora sea x € Iy. Entonces, por definicion, existe y € I tal que x = ¢s®)/m
para algin n > 0. Se define el morfismo de A—modulos ¢, del ideal < f**" >
de A a I mandando f**" —— f"y. Esto es posible ya que el anulador de
7T es by este anula a f"y. Ya que I es inyectivo, entonces ¢, se extiende
a un morfismo de A—moddulos ¥ : A — I. Seaz = ¢(1) = yf~"™. Entonces
itz = fry= 2= 4= v se tiene que ¢y (z) = #s(w)/s* = z. Por lo tanto, ¢y

es suprayectivo.

Definicion 3.10 Sea § una gavilla sobre un espacio topologico X y s € F(U)
una secciéon sobre un abierto U C X.

El soporte de s, denotado como Supp(s), se define como {p € U | s, # 0}
donde s, es el germen de s en el tallo §,. Sea Z C X un cerrado de X y sea

31



I'7(X, %) el subgrupo de secciones globales tales que su soporte esta contenido
en Z, llamamos este subgrupo el grupo de secciones con soporte en Z
Se define el soporte de § como Supp(F) = {p € X | §, # 0}.

Proposiciéon 3.11 Sea I un moddulo inyectivo sobre un anillo noetheriano

A. Entonces la gavilla I sobre X = Spec(A) es flaccida

Demostracion: Se aplicard induccién noetheriana sobre el conjunto ¥ =
Supp(I).

Si 'Y = {p} es un solo punto entonces I es la gavilla rascacielos que es
claramente flaccida.

Para el caso general, es suficiente mostrar que para todo U C X se tiene que
(X, I) = I'(U,I) es suprayectiva.

Si Y NU = () entonces no hay nada que demostrar. Si Y N U # () entonces
existe f € A tal que el abierto X; = D(f) esta contenido en U y X;NY # 0.
Sea Z = X — X y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

rx,n — rwil — X1
a JT
Iz(X,I) — TIzUI)

donde I'z son las secciones con soporte en Z e i,j son inclusiones.

Sea s € I'(U,I) una seccion y sea s € I'(Xy,I) su imagen. Sin embargo,
I'(Xy, I)= Iy por lo que, por 3.9, existe t € I'(X, I) = I cuya restriccion es s'.
Sea t' la restriccion de t a I'(U, I). Entonces s — t' se va a cero en I'(Xy, I) por
lo que tiene soporte en Z.

Entonces para concluir es suficiente mostrar que I'z(X,I) — I'z(U,I) es
suprayectiva.

Sea J = I'z(X, f). Si a =< f > entonces J = I'y(I), por lo que por 3.8 se
tiene que J es un A—modulo injectivo.

Ademas, el soporte de J esta contenido en Y N Z C Y. Por lo tanto, por
hipotesis J es flaccida y ya que I'(U, J) = I'z(U, I) se concluye que I'z(X, 1) —
ru, I) es suprayectiva.

Teorema 3.12 Sea X = Spec(A) el espectro de un anillo noetheriano A.
Entonces para toda gavilla cuasicoherente § y para todo ¢ > 0 se tiene que
H{(X,%) =0.

Demostracion: Dado §, sea M = I'(X,§).Tomamos una resolucion in-

yectiva 0 — M — I®* de M en la categoria de A—moddulos. Entonces se tiene
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naturalmente una sucesién exacta de gavillas 0 — M — I*. Entonces tenemos
que § = M vy, por la proposicién anterior, sabemos que todo It es flaccida por
lo que podemos usar esta sucesién para calcular cohomologia.

Aplicando el funtor I" se recupera la sucesion original 0 — M — I°.

Por lo tanto, H*(X,§) = M y H(X,J) = 0 para todo i > 0, como se queria.

Corolario 3.13 Sea X un esquema noetheriano y § una gavilla cuasico-
herente sobre X. Entonces § puede ser encajada en una gavilla fliccida cuasi-

coherente &.

Demostracion: Consideremos una cubierta abierta finita
{U; = Spec(Ai)}ieqr,...ny de X con las inclusiones j; : U; — X y sea

]\Z = § |y, para cada i. Entonces por 2.3 podemos encajar a cada M; en un
A;—modulo inyectivo I;.

Consideremos ahora & = @,;c(1, .y §«(I;). Para toda i, I; es flaccida y
cuasicoherente sobre U;, por lo que j*(fi) es flaccida y cuasicoherente sobre X.
Finalmente & es fliccida y cuasicoherente sobre X por ser suma directa de

estos.

Ahora se procederda a probar el Teorema de Serre para esquemas afines
noetherianos. Sin embargo se necesitan un par de lemas primero, el segundo es

un criterio muy util para caracterizar si un esquema noetheriano es afin.

Lema 3.14 Sea (X,0Ox) un esquema e Y = Spec(R) un esquema afin.

Entonces el morfismo natural

Hom(X,Y) «— Hom(R,I'(X,0x))

(f f#) & fF
es una biyeccién, donde ff es el morfismo de anillos inducido en secciones

globales.
Demostracion: Gortz (2010). (III, 3.4)

Lema 3.15 (Criterio de afinidad para esquemas noetherianos) Sea
X un esquema noetheriano. X es afin si y solo si existe una coleccion finita
fi,...fn € I'(X,0x) tal que Xy, es afin para todo ¢ € {1,...,n} y 1 €<
fio o fn >

33



Demostracion:

=-Es claro al ser X un esquema afin noetheriano

< Llamemos A = I'(X, Ox). SeaY = Spec(A). Tenemos que { Xy, }ic(1,....n}
es una cubierta abierta afin de X ya que 1 €< fy,..., f, >. Notemos que por
ser X noetheriano, I'(Xy,, Ox, ) = Ay,. Entonces por el lema anterior, existe

una biyeccién natural
Hom(X,Y) <> Hom(A, A)

y (Como {Dy, }ieq1,...,n} es cubierta abierta de Y') entonces el morfismo natural
g € Hom(X,Y) asociado a Id4 es tal que g(Xy,) = Dy,.

Consideremos ahora g; : Xy, — Dy, la restriccion de g.

gi genera un morfismo de secciones globales, pero ya que I'(X fi’OXfi) =
Ay, = I'(Dy,,Op,,) este es un isomorfismo. Entonces, por ser Xy, afin, g; es
un isomorfismo de esquemas.

Por tltimo, ya que X esquema y { Xy, }ie{1,....n} €S una cubierta afin, se tiene

que g es un isomorfismo de esquemas.

Teorema 3.16 (de Serre) Sea X un esquema noetheriano. Entonces las

condiciones siguientes son equivalentes:

1. X es afin
2. HY(X,T) = 0 para toda § cuasicoherente e i > 0

3. HY(X,J) = 0 para toda gavilla de ideales coherente J

Demostracion:
1 = 2 ya se proboé.

2 = 3 es trivial ya que una gavilla coherente es cuasicoherente.

Por lo tanto solo falta probar 3 = 1, para esto se usard el lema anterior.

Primero se encontrard una cubierta afin de X de la forma {X;} con f €
A=TI(X,0x)

Sea {P} C U C X un punto cerrado contenido en U una vecindad abierta
afinyseaY = X —U.
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Consideremos Jvuiry/3y = K. Si Q € Jy C Jyyqpy entonces la imagen de
Q@ en K es identicamente 0. Por otro lado, la imagen de P es Or/mp = k(P)
por lo que K es la gavilla rascacielos x(P) en P.

Entonces se tiene la siguiente sucesién exacta
0 —>\~5Yu{P} —=Jy = k(P)—0
Por lo tanto, por la sucesion de cohomologia se tiene lo siguiente también

I(X,3y) = (X, 5(P)) = H'(X,JIyugpy) =0

la dltima igualdad dada por la hipoétesis 3.

Entonces existe f € I'(X, Jp) cuya imagen en x(P) es 1, es decir fp = 1(mod
mp). Entonces tenemos que P € Xy C U. Ademés Xy = Uy donde fesla
imagen de f en I'(U, Oy ) por lo que Xy es afin.

Por lo tanto, todo punto cerrado de X se encuentra en un abierto afin de la
forma Xy, f € A. Ademaés, por ser X noetheriano es cuasicompacto por lo que
X tiene una cubierta de la forma { Xy, bieq1,... .0} con fi,..., fn € A.

Por dltimo, ya que {Xy,}icq1,..,n) €s una cubierta de X entonces 1 €<

.....

f1, - fn >y, por el lema, se concluye que X es afin.
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4. Cohomologia de Cech

El teorema de Serre de la seccién pasada describe los grupos de coho-
mologia de una clase muy particular de esquemas noetherianos, los afines. Pero
quisiéramos calcular los grupos de cohomologia de esquemas noetherianos con
gavillas cuasicoherentes.

Para esto, se definen los complejos de Cech asociados a una gavilla y se
prueba finalmente que para estos esquemas, los grupos de cohomologia coinciden
con los funtores derivados de estos complejos, llamados grupos de cohomologia
de Cech.

Definicién 4.1 Sean X un espacio topologico y U = {U;}ies una cubierta
abierta de X y fijemos un buen ordenamiento de I. Para todo conjunto finito
de indices ig < i1 < ... <i, € Isea Uy . ; =V oUi,.

Sea § una gavilla de grupos abelianos. Se define un complejo de grupos
abelianos C*(U,§) como sigue:

Para todo p > 0 sea

cruy) = ] §U..i,)

i9<iy...<ip

Entonces un elemento o € CP(U,F) es determinado al dar un elemento

Q,...ip, € Uiy,...i, Para toda p + 1—ada de indices ig, ..., ip-

Sip

Se define el morfismo cofrontera d : CP? — CP*! de la siguiente manera

p+1

(da)io,...,’ip+1 = Z(i]—)kaio,...,’ik,...,ip+1

k=0

Uig,..vipia

donde el indice 75 es omitido.

Ya que i, iy,....i, € §(Uio,....ix,....i,.,) €ntonces restringido a Uy, .. se

iptl

obtiene un elemento de 3(Uz‘0,..,ip+1)-

Lema 4.2 Para el morfismo d definido anteriormente se tiene que d? = 0.
Demostracion: Por definicion, se tiene que

p+2

(dda)io»‘--yiw& = Z(_1)k(da)i0v-~7ikv-~7ip+2 Uig,...iipya
k=0
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Entonces el término o, . aparece exactamente dos veces en la

..,ik,‘..,il,...,ip+2
suma, suponiendo sin pérdida de generalidad que k < [. Sin embargo, una
vez aparece con signo [ + k (cuando aparece como término de daio7_,.7gl,_..7ip+2)y
la otra con signo k 4 (I — 1) (cuando aparece como término de dov,,.. . ....i, -

por lo que a4y, ir,....ips. S€ anula.

Por lo tanto se puede concluir que, efectivamente, C*(U,F) es un complejo.
El complejo C*(U,F) se llama el complejo de Cech asociado a § y a la familia
Uu.

Definicién 4.3 Sea X un espacio topolégico, § una gavilla de grupos de X
y sea U una cubierta abierta de X. Se define el p—ésimo grupo de cohomologia

de Cech de F con respecto a U como

HP(U,F) = hP(C*U,T))

Lema 4.4 Para todo X,U,§ como en 4.1 se tiene que H*(U,F) = I'(X,T)

Demostracion: Se tiene que HO(U,T) = ker(d : C°U,T) — C (U, T)).
Ademas o € C? esta dado por {a; € F(U;) }ier-

Entonces para todo ¢ < j € I se tiene que (da);; = a3 — a;. Entonces
do =0 < (da)ij =0Vi,j € I <= las restricciones de a;,a; a U; N U;
coinciden y esto sucede ya que § es gavilla.

Entonces por los axiomas de gavilla tenemos que ker(d) = I'(X, §)

Como se podrd notar, en la definicién 4.1 los complejos de Céch estan

definidos para los grupos abelianos S(Uio,“.,z‘p), pero también se puede definir

para las gavillas asociadas a la inclusion, i.(§ |u ), un complejo de Céch

de gavillas como sigue:

Definiciéon 4.5 Se define la versiéon ’gavillizada’ de cohomologia de Cech

como sigue:

Para todo abierto V' C X sea i : V — X la inclusion. Dados X,U,§ como
en 4.1 se define el complejo C*(U,F) como sigue:
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Para todo p > 0 sea

cuyn= 11 «@

i0<...<ip

y se define
d:CcP—crtt

como en 4.1.

Notemos ademaés que para todo p > 0 se tiene que

rx,cru,g)) = ', H i (§ Uig,..., ip)> = H I(X,i(§

i0<...<ip i9<...<ip

Uio.,.,z‘p))

= [l 3Wi<..<i,) =C"WU7)

i0<...<ip

Lema 4.6 Para toda gavilla de grupos abelianos § sobre X el complejo
C*(U,F) es una resolucion de F, es decir, existe € : § — CO(U,T) tal que la
sucesion

0—3F=CWU,3 —CcU,3) — ..
es exacta.

Demostracion: Se define ¢ : § — C°(U,T) como el producto de los
morfismos § — f.(§|v,) para todo i € I. Entonces

0—3F=CWU,5 — U,y

es exacta por los axiomas de gavilla (y claramente ¢ es inyectivo).

Para probar la exactitud para p > 1 basta con probar la exactitud en los
tallos.

Sea x € U; C X, U; abierto. Para todo p > 1 se define el morfismo & :
CP(U,T) — CP~L(U,F) de la siguiente manera:

Dado a, € CP(U,T), tenemos que es representado por una seccion « €
I'(V,cr(U,5)) de una vecindad V C Uj.

Para toda p—ada iy < ... < ip_1 se define

(Kig,...rip—1 = QXig,eip
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Este morfismo tiene sentido ya que V NUj;,, =V NUjy,. Tomando

vipo1 i1t
el tallo de ka en x se obtiene el morfismo k.

Ahora veamos que (dk + kd)(a) = @« = a — 0. Con esto tenemos que k es
un operador de homotopia y tenemos que Ider 5 ~ 0 por lo que hP(C3) = 0
para todo p > 1.

Efectivamente, tenemos que

(kd)(a) = (de)jig,. iy = @ = D (=1 iy, i, =
k=j
a — (dk)(a)

Lema 4.7 Sea X un espacio topologico, U una cubierta abierta y § una
gavilla flaccida de grupos abelianos sobre X. Entonces CP(U, §) es fliccido para
todop>0.

Demostracion: Primero notemos que si f es continua, V C V/ C Y en-
tonces f.F(V) = F(f~1(V)) CF(f~ (V') = £5(V') € X por la continuidad
de f y ya que § es fliccida sobre X se tiene que el morfismo F(f~1(V')) —
S(f~L(V)) es suprayectivo por lo que f,§ es fliccida.

Ademas, para todo i, ...,ip € I se tiene que §|y,, , es fliccida por ser la
gavilla asociada al morfismo i : Uig,....i, =& X (Y aplicando lo anterior).

Por ultimo, notemos que por definicién de producto y de flaccido, entonces
el producto de gavillas flaccidas es flaccido.

Entonces por definicion de CP(U, F) se tiene lo que se queria.

Proposicion 4.8 Sea X un espacio topolégico y U una cubierta abierta y
F una gavilla fliccida de grupos abelianos sobre X; entonces para todo p > 0
se tiene que HP(U,§) = 0.

Demostracion: Consideremos la sucesion 0 — § — C*(U, ) como en el
lema 4.5. Por el lema 4.6 tenemos que CP (U, §) es flaccido. Entonces por 2.12
se puede usar esta resolucion para calcular los grupos de cohomologia (usuales)
de §. Pero § es flaccida por lo que HP(X,§) = 0 para todo p > 0. Por otro
lado, por definicién, el complejo C*(U,F) se usa para calcular los grupos de
homologia de Cech por lo que estos coinciden con los usuales y se tiene lo que

se queria.
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Finalmente, se concluye lo que se queria, pero primero se necesita del sigu-
iente lema:

Lema 4.9 Sea X un espacio topologico y U una cubierta abierta; entonces

para todo p > 0 existe un morfismo natural funtorial
HY(U,F) — HP(X,T)

Demostracion: Sea 0 — § — Z° una resolucién inyectiva de § y sea

0— 3§ — C*(U,T) como en 4.5, entonces se tiene

0 - § 5 Uy > cuy >
l

0o -3 S o 4 o 4
donde § — § es la identidad.
Ademaés, por definicién de objeto inyectivo se tiene que existe un morfismo
oo tal que
§ - W)
6/
i
IO

Entonces el primer cuadrado de la sucesién anterior

T = U3
1 1
5 — 70

conmuta. Entonces se tiene que, inductivamente, existen morfismos §; = dd;_1

para todo i > 0 tales que el diagrama

0 = 3§ 5 cowusy > cuy >
! ! !
0 55 S5 o 4 4

conmuta ya que Z°® es una resolucién inyectiva. Entonces tomando grupos de

cohomologia se obtiene lo que se queria.
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Lema 4.10 Sea X un esquema separado. Entonces si U, V' C X son abiertos

afines se tiene que U NV es afin.

Demostracion: SiU y V son afines, entonces U x V' también lo es. Tenemos
que UNV = A71(U x V), donde A es el morfismo diagonal definido en 0.22.
Ya que X es separado se tiene que A es una inmersion cerrada, por lo que UNV
es un subesquema cerrado de X, entonces por 0.19 se tiene que es afin.

Teorema 4.11 Sea X un esquema noetheriano separado, U una cubierta
abierta afin de X y sea § una gavilla cuasicoherente sobre X. Entonces para

todo p > 0 los morfismos naturales del lema 4.9 son isomorfismos y

HP(U,T) = H(X,5)
Demostracion: Por 4.4, se tiene el isomorfismo para p = 0.

Para p > 0 se tiene por 3.13 que § puede ser encajada en una gavilla flaiccida

cuasicoherente &. Entonces se tiene la sucesién exacta
0 —>F—6—R=96/5—0

donde ‘R es la gavilla cociente. Entonces por el lema anterior tenemos que para

todo ip < ... < i, el abierto U, . ; es afin.. Ya que § es cuasicoherente,

lp

entonces por 2.10 se tiene que

00— g(Uiow.’iP) — @(U, ) — %(Uio,,,,7ip) — 0

0s-+52p

es exacta y, ademés, tomando los productos, se tiene que la sucesiéon de complejos
de Cech
0—CPU,F) —CP(U,6) — CPU,R) — 0

también lo es. Por lo tanto obtenemos una sucesién larga de grupos de coho-
mologia de Cech y por 4.8 tenemos que la sucesiéon larga de cohomologia de

Cech se puede ver de la forma

0 — HOU,F) — HU, &) — H'UR) -5 B U,3) —0 (1)

0 — HP(U,R) — H ™' U,F) — 0 (2)
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para p > 1.
Por (2) tenemos que HP (U, R) = H*' (U, F) para todo p > 1

Ademas, por la sucesion larga de cohomologia usual y por 2.12 tenemos que,

anédlogamente

0— H(X,§) — H(X,®) — HY(X,R) & HY(X,5) —0 (3)

0 — HP(X,R) — HTH(X,F) — 0 (4)
para p > 1y por (4) tenemos que H?(X,R) = HPT1(X,F).
Entonces tenemos el siguiente diagrama que conmuta
HUR) 1) —s  HY(U,F)

=~ Lf
H XX /1m(a) — HY(X,3)

por lo que f es un isomorfismo.
Por ultimo, R es cuasicoherente por lo que el resultado se obtiene por in-

duccién sobre p.
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