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Introducción

Este texto se trata de esquemas que son la generalización y abstracción del
concepto de variedad algebraica. El objetivo de este texto es de�nir que son
estos, de�nir sus propiedades y como se trabajan y �nalmente de�nir que es la
cohomología de estos y como calcularla usando la cohomología de Cech.

En el primer capítulo (enumerado como el capítulo 0, los siguientes capítulos
siguen esta enumeración) se de�nen gavillas, esquemas y todas las propiedades
necesarias para que puedan ser entendidos y trabajados en el resto del texto.

En el segundo capítulo se de�nen los funtores derivados que surgen a partir
de sucesiones exactas de objetos en categorías abelianas. Estos son esenciales
para de�nir la cohomología.

En el tercer capítulo se de�nen precisamente cuáles son los grupos de coho-
mología de un esquema, y se exponen propiedades de estos.

El cuarto capítulo trata de una clase muy particular de esquemas, los que son
a�nes y noetherianos. Se presenta como se comporta la cohomología en estos,
además de que se habla un poco acerca de la maquinaria algebraica detrás de
anillos graduados y noetherianos.

Por último, en el quinto capítulo se construye la cohomología de Cech, que
es un tipo de cohomología que es más computable que la usual. Finalmente se
prueba que coincide con la cohomología usual para cierta clase de espacios.
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0. De�niciones

Un esquema consta de un espacio topológico X , junto con un funtor con-

travariante llamado una 'gavilla', que puede ser cubierto por abiertos homeo-

morfos a 'esquemas a�nes', estos últimos son los espectros de primos de anillos

con la topología de Zariski. La gavilla además se condiciona a ser 'bien portada'

en los abiertos a�nes de esta cubierta, para que se puedan hacer a�rmaciones

locales acerca del esquema.

Entonces un esquema no solo contiene información geométrica, sino infor-

mación algebraica derivada de la gavilla que se le asigna y de su cubierta de

esquemas a�nes.

Sin embargo, no son espacios simples de trabajar y es necesario de�nir

muchas cosas acerca de ellos para poder hacerlo.

Este capítulo no contendrá demostraciones, ya que su objetivo solamente es

de�nir los espacios sobre los cuales se trabaja.

Nota: De ahora en adelante todo anillo que se considerará será conmutativo

y con uno.

De�nición 0.1 Sea X un espacio topológico; una pregavilla F′ de grupos

abelianos sobre X consiste en lo siguiente:

i) Para cada U ⊆ X abierto, un grupo F′(U)

ii) Para cada contención V ⊆ U de abiertos un mor�smo ρuv : F′(U)→ F′(V )

con las condiciones:

a) ρuu = IdU

b) Si W ⊆ V ⊆ U entonces ρvw ◦ ρuv = ρuw

Los mor�smos ρ son llamados restricciones y si s ∈ F(U) entonces se puede

denotar la restricción de s a V ⊆ U como ρuv(s) = s |V

Ejemplo: Sea X un espacio topológico; la pregavilla constante A sobre A

de X (A un grupo) se de�ne estableciendo A(U) = A para todo abierto U ⊆ X.

Se puede de�nir una pregavilla de la misma manera sobre otra categoría

(Usualmente se de�ne sobre alguna categoría abeliana) pero por lo general al

hablar de una 'gavilla' se re�ere a una gavilla de grupos abelianos aún con

estructura adicional que pueda tener (Por ejemplo, un anillo es un grupo). En
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particular, la pregavilla constante también se puede de�nir sobre otra categoría

abeliana.

De�nición 0.2 Sea U ⊆ X y F una pregavilla; un elemento de F(U) es

llamado una sección de F sobre U . Una sección de F(X) es llamada una sección

global.

También se denota F(U) como Γ (U,F). Se dice que Γ (X,F) es el funtor de

secciones globales.

En los siguientes capítulos se usará la segunda notación si así lo conviene.

Una característica de un esquema es que pueden ser descritos usando infor-

mación local. Sin embargo, una pregavilla no necesariamente hace eso, por lo

que se tiene que de�nir un tipo de pregavilla que si aporta información de este

tipo.

De�nición 0.3 Una gavilla F es una pregavilla con las siguientes condiciones

adicionales:

Sea U ⊆ X un abierto y {Vi}i∈I una cubierta abierta de U .

c) Sean s, s′ ∈ F(U) tales que s |Vi
= s′ |Vi

para toda i ∈ I . Entonces se

tiene que s = s′.

d) Si se tienen elementos si ∈ F(Vi) para todo i ∈ I tales que para todo

i, j ∈ I si |Vi∩Vj
= sj |Vi∩Vj

entonces existe un único elemento s ∈ F(U) tal que

s |Vi
= si para todo i ∈ I.

Ejemplo: Sea X un una variedad (algebraica, en sentido clásico) sobre un

anillo k. De�nimos OX , la gavilla de funciones regulares sobre X o gavilla

estructural de X como sigue:

Para todo U ⊆ X sea OX(U) = {f : U → k tal que f es regular en U}.
Claramente es pregavilla. Por de�nición, una función localmente regular es

regular y si es localmente cero, es cero por lo que es una gavilla. Por lo tanto,

OX es una gavilla. una variedad (algebraica, en sentido clásico) sobre un anillo

k.

La de�nición de OX se puede extender a cualquier espacio topológico: Sea

OX(X) un anillo. Entonces OX(U) = {f : U → OX(X) tal que f es regular en

U}.

Ejemplo: No toda pregavilla es una gavilla. Por ejemplo, consideremos la

pregavilla F sobre X = {p, q}(con la topología discreta) como F(X) = F({p}) =
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F({q}) = Z y F(∅) = 0 con los mor�smos naturales de identidad. Supongamos

que F es gavilla. Entonces ya que la restricción de s ∈ F({p}), s′ ∈ F(q), s 6= s′, a

F(∅) tienen como imagen al mismo elemento entonces deben provenir del mismo

elemento r en F(X), es decir ρ1(r) = s y ρ2(r) = s′. Pero como las restricciones

son la identidad, entonces s = ρ1(r) = ρ2(r) = s′, lo cual es una contradicción.

De�nición 0.4 Sea X un espacio topológico, F una gavilla y p ∈ X. Sean

también Fp,X = {(U, s) con p ∈ U ⊆ X abierto y s ∈ F(U)}/ ∼ donde (U, s) ∼
(V, t) si y solo si existe x ∈W ⊆ U ∩ V tal que s |w= t |w.

Se dice que Fp,X (también denotado simplemente Fp) es el anillo de gérmenes

de F en p.

Ejemplo: Sea X una variedad algebraica (en sentido clásico), O la gavilla

de funciones regulares de X y p ∈ X; entonces Op es el anillo local de p en X

y su ideal maximal m es el ideal de gérmenes que se hacen cero en p.

De�nición 0.5 Sea X un espacio topológico, x ∈ X un punto y F una

gavilla sobre X; se de�ne el tallo de F sobre x, Fx, como el límite directo de

F(U) tomado sobre los abiertos U ⊆ X que contienen a x con los mor�smos de

restricción ρ.

Es decir, por la de�nición de límite directo, los elementos de Fx se pueden

ver como los gérmenes de los elementos de F en el punto x.

Ejemplo: Si X = (Spec(A),OX) (ver 0.11) entonces los tallos Ox,X en un

punto x = p ∈ Spec(A) son de la forma Ap, es decir A localizado en p (ver 0.12)

De�nición 0.6 Si F y G son (pre)gavillas sobre X, un mor�smo ϕ : F→ G

de (pre)gavillas consiste en un mor�smo de grupos abelianos ϕ(U) : F(U) →
G(U) para todo U ⊆ X abierto tal que si V ⊆ U es abierto entonces el diagrama

F(U)
ϕ(U)−→ G(U)

ρ↓ ρ↓

F(V )
ϕ(V )−→ G(V )

conmuta (es decir, es un mor�smo natural).

Ejemplo: Sean X un espacio topológico, G = OX la gavilla estructural de

X y sea FOX
la gavilla constante sobre OX(X).

Entonces se tiene el mor�smo de gavillas natural ϕ : FOX
→ OX que clara-

mente hace que el diagrama anterior conmute.
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Como ya se mencionó, no toda pregavilla es una gavilla. Sin embargo, a

cada pregavilla se le puede asignar una gavilla que es isomorfa en tallos a ella y

se hace de la siguiente manera:

De�nición-Proposición 0.7 Dada una pregavilla F existe una gavilla F̄ y

un mor�smo θ : F→ F̄ tal que para toda gavilla G y todo mor�smo ϕ : F→ G

existe un único mor�smo ψ : F̄→ G tal que ϕ = ψθ. Se construye de la siguiente

manera:

Sea F̄(U) = {s : U → ∪p∈UFp} tales que
i) Para toda p ∈ U se tiene que s(p) ∈ Fp y

ii) Para todo p ∈ U existe una vecindad p ∈ V ⊆ U y un elemento t ∈ F(V )

tal que para todo q ∈ V se tiene que el germen tq de t en q es igual que s(q)

La pareja (F̄, θ) es única bajo isomor�smo y F̄ es llamada la gavilla asociada

a F o la gavillización de F

Ejemplo: La gavillización de la pregavilla constante A (sobre un anillo A) se

llama la gavilla constante y se de�ne como Ā(U) = {f : U → A con f continua}
(con la topología discreta en A). Entonces Ā(∅) = 0, para todo abierto conexo

∅ 6= U ⊆ X se tiene que Ā(U) = A y si U = ti∈IUi es un abierto con Ui ajenos

entre si, entonces Ā(U) = ⊕i∈IA.

Entonces en el segundo ejemplo de 0.3, la gavillización de AZ sobre X es

AZ(∅) = 0, AZ({p}) = AZ({q}) = Z y AZ(X) = Z⊕ Z.

De�nición 0.8 Una gavilla G es subgavilla de una gavilla F si para todo

U ⊆ X ,G(U) es subgrupo de F(U) y las restricciones de G son inducidas por

las de F.

Ejemplo: Sea f : F→ G un mor�smo de gavillas; entonces ker(f) es

subgavilla de F donde ker(f) es la gavilla dada por U 7→ ker(f(U)) para todo

U ⊆ X.

Al principio se dijo que un esquema es un espacio topológico junto con una

gavilla (con otras condiciones además). Entonces se quisiera que dadas parejas

X̃ = (X,F) y ˜Y =(Y,G) constando de un espacio topológico y una gavilla, el

mor�smo de espacios topológicos f : X → Y indujera un mor�smo de gavillas

también para que se pueda de�nir un mor�smo X̃ → Ỹ .
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De�nición 0.9 Sea f : X → Y un mor�smo continuo de espacios topológicos

y F una gavilla sobre X, se de�ne la gavilla de imagen directa f∗F sobre Y como

(f∗F)(V ) = F(f−1(V )) para todo abierto V ⊆ Y .

De�nición 0.10 SeaX un espacio topológico con una gavilla F y sea U ⊆ X;

de�nimos a la gavilla sobre U siguiente, denotada como F |U : F |U (V ) = F(V )

para todo V ⊆ U . A esta gavilla se le llama la restricción de F a U .

Una clase de espacios muy importante es la de esquemas a�nes, que son espa-

cios homeomorfos a los espectros de primos de anillos. El espectro de un anillo

tiene una topología natural, esta está dada asignando a un anillo la topología

de Zariski. Sin embargo no solo es esto, se le asigna a cada espectro una gavilla

de anillos que es compatible con esta topología. Entonces dado un anillo, su

espectro se de�ne como sigue:

De�nición 0.11 Sea A un anillo; se de�ne Spec(A) = {p ⊂ A| p es ideal

primo de A}.
Para todo conjunto a ⊆ A consideremos el conjunto V (a) = {p ∈ Spec(A)|a ⊆

p}.
Los conjuntos de esta forma cumplen los axiomas de cerrados (el abierto

asociado a V (a), que es su complemento, se le llamaD(a)) por lo que determinan

una topología sobre Spec(A) llamada la topología de Zariski.

Además se de�ne una gavilla de anillos OSpec(A) sobre Spec(A) como sigue:

Para todo p ⊆ A sea Ap la localización de A en p. Para U ⊆ Spec(A) abierto

se de�ne OSpec(A)(U) como el conjunto de funciones s : U −→
∐

p∈U Ap tales

que s(p) ∈ Ap y tal que s es localmente un cociente de elementos de A (es decir,

de�nimos la gavilla estructural de Spec(A))

El espectro de A es la pareja (Spec(A),OSpec(A)), usualmente denotada so-

lamente por Spec(A)

Ejemplo: Dado un campo k se tiene que Spec(k) es un espacio con un solo

punto que corresponde al ideal {0} y O({0}) = k

Proposición 0.12 Sea A un anillo y X = (Spec(A),O) su espectro, en-

tonces se cumple lo siguiente:

i) Para todo p ∈ A, se tiene que Op
∼= Ap

ii) Para todo f ∈ A, se tiene que O(D(f)) ∼= Af . Los abiertos D(f) forman

una base de Spec(A)
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iii) O(Spec(A)) = A

Demostración: Hartshorne (1977) (II, 2.2).

De�nición 0.13 Un espacio anillado es una pareja (X,OX) donde X es un

espacio topológico y OX es una gavilla de anillos.

Un mor�smo de espacios anillados de (X,OX) a (Y,OY ) es una pareja

(f, f#) donde f : X → Y es una función continua y f# : OY → f∗OX es

un mor�smo de gavillas.

Un espacio localmente anillado es un espacio anillado (X,OX) tal que para

todo punto p ∈ X el tallo OX,p en el punto p es un anillo local.

Un mor�smo de espacios localmente anillados es un mor�smo de espacios

anillados (f, f#) tal que para todo punto p ∈ X el mor�smo inducido f#
p :

OY,f(p) → f∗OX,p es mor�smo local de anillos locales, es decir, si m es el ideal

maximal de OX,p ym′ es el ideal maximal de OY,f(p) entonces (f#
p )−1(m) = m′.

Usualmente un mor�smo de espacios anillados (f, f#) simplemente se denota

por f .

Ejemplo: Spec(A) es un espacio localmente anillado para todo anillo A.

Además, un mor�smo de anillos f : A → B induce un mor�smo (F, F#) :

(Spec(B),OSpec(B)) → (Spec(A),OSpec(A)) de espacios localmente anillados.

Esto sucede ya que por ser f mor�smo de anillos, entonces si q ⊆ B es un primo

entonces f−1(q) = p ⊆ A para algún primo p. Entonces el mor�smo de espacios

topológicos F : Spec(B)→ Spec(A) está bien de�nido tomando F (q) = f−1(q).

Además se tiene que F# : OSpec(B) → OSpec(A) simplemente es el mor�smo que,

de�nido en la cubierta abierta {D(g)}g∈B de Spec(B), es F#(OSpec(B)(D(g)) =

OSpec(A)(f
−1(D(g)) por de�nición (un mor�smo de gavillas de�nido en una base

de�ne uno sobre su espacio subyacente, como resultado de la de�nición de gavilla

y su comportamiento localmente)

De�nición 0.14 Sea (X,OX) un espacio anillado, una subgavilla I de OX
es una gavilla de ideales si para todo abierto U ⊆ X las secciones de I(U)

forman un ideal de OX(U).

La gavilla cociente OX/I es la gavilla asociada a la pregavilla de�nida por

U 7→ OX(U)/I(U) para todo U ⊆ X.

Ejemplo: Ver ejemplo 0.18.
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Teniendo estas de�niciones ya (por �n) se pueden de�nir esquemas que son

los espacios con los cuales se trabajará.

De�nición 0.15 Un esquema afín es un espacio localmente anillado (X,OX)

isomorfo al espectro de algún anillo A.

Un esquema es un espacio localmente anillado (X,OX) tal que existe una

cubierta abierta {Ui}i∈I de X tal que para todo Ui se tiene que (Ui,OX|Ui
) es un

esquema afín. X es llamado el espacio subyacente y OX su gavilla estructural.

Usualmente (X,OX) se denota solamente por X y el espacio subyacente por

sp(X) ó X̄ (no siempre es necesario denotar así al espacio subyacente, si el

contexto es claro se pude poner solamente X)

Ejemplo: Sea X = {p, q1, q2} con abiertos X1 = {p, q1}, X2 = {p, q2}
(X, ∅, {p} son también abiertos), sea OX la gavilla de�nida por OX(X) =

K[x](x) = OX(X1) = OX(X2) y OX({p}) = K(x). Los mor�smos de restricción

son O(X)
id→ O(X1), O(X)

id→ O(X2) y O(X1) ↪→ O({p}), O(X1) ↪→ O({p})
son inclusiones. Claramente, OX es gavilla. X es un esquema ya que X1 ∪X2

lo cubren y (X1,OX|X1
) ∼= (X2,OX|X1

) ∼= Spec(K[x](x)) . Sin embargo, si

(X,OX) fuera afín, (X,OX) ∼= Spec(K[x](x)) ya que OX(X) = K[x](x). Pero

Spec(K[x](x)) es local, por lo que tiene solamente dos puntos, pero (X,OX)

tiene tres, por lo que no puede ser afín.

De�nición 0.16 Un esquema X es localmente noetheriano si existe una cu-

bierta abierta de esquemas a�nes {Spec(Ai)}i∈I de X tal que Ai es noetheriano

para todo i ∈ I.
X es noetheriano si es localmente noetheriano y cuasicompacto.

Ejemplo: Spec(k) donde k es un campo es un esquema noetheriano.

Dado un esquema X, y un abierto (cerrado) i : Ȳ ↪→ X̄ contenido en su es-

pacio topológico subyacente quisiéramos que Y sea un equema también, con su

gavilla estructural inducida por i y por OX . Sin embargo en general, dados es-

quemas como los anteriores, no se puede de�nir una inclusión de esquemas como

si fueran espacios topológicos, para esto se necesita el concepto de inmersión.

De�nición 0.17 Un subesquema abierto de un esquema X es un esquema

U tal que su espacio subyacente es isomorfo a un abierto de X̄ y cuya gavilla

estructural OU es isomorfa a la restricción OX|U de OX .
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Una inmersión abierta es un mor�smo f : X → Y de esquemas que induce

un isomor�smo de X̄ con un subconjunto abierto de Ȳ y tal que el mor�smo de

gavillas f# : OY → f∗OX induce un isomor�smo OY |X ∼= f∗OX

Ejemplo: Sea X un esquema. Entonces por de�nición, existe una cubierta

abierta {Xi}i∈I de X, Xi = Spec(Ai) para algún anillo Ai para todo i ∈ I.

Entonces para todo i ∈ I, Spec(Ai) ↪→ X es una inmersión abierta

De�nición 0.18 Un subesquema cerrado de un esquema X es un esquema

Z tal que Z̄ es un cerrado de X̄ y la gavilla OZ es isomorfa a OX/I para una

gavilla de ideales I.

Una inmersión cerrada es un mor�smo f : Z → Y de esquemas que induce

un isomor�smo de Z̄ con un cerrado de Ȳ y tal que el mor�smo de gavillas

f# : OY → f∗OX es suprayectivo.

Ejemplo: Sea A un anillo y a ⊆ A un ideal primo. Sea X = Spec(A) y

Y = Spec(A/a).

Entonces el mor�smo A 7→ A/a induce un mor�smo de esquemas f : X → Y .

Es un homeomor�smo de Y con el conjunto cerrado V (a) ⊆ X y es suprayectivo

porque es suprayectivo en los tallos (que son localizaciones de A y A/a). Ver

1.2.

Entonces f es una inmersión cerrada y f(Y ) es un subesquema cerrado de

X.

Proposición 0.19 Si X = Spec(A) es un esquema afín y ϕ : Y → X es una
inmersión cerrada, entonces Y es un esquema afín. Además, si Y = Spec(B)
entonces el mor�smo de anillos φ : A→ B inducido por ϕ es suprayectivo.

Demostración: Shafarevich (1977) (V, 3.3).

Los esquemas como espacios topológicos no son Haussdor�, ya que sus abier-

tos por lo general son 'demasiado grandes'. Sin embargo, una caracterización

de un espacio Haussdor� X es que su diagonal ∆ : X → X ×X es un cerrado

de X ×X.

De�nición 0.20 Sea S un esquema �jo. Un esquema sobre S es un esquema

X junto con un mor�smo X → S. Dados dos esquemas X e Y sobre S , un

S−mor�smo es un mor�smo X → Y compatible con los mor�smos a S dados.
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Ejemplo: Sea A un anillo. Entonces se tiene que el mor�smo inducido por

j : A[x, y] → A[x] que manda y 7→ 0, i : Spec(A[x]) ↪→ Spec(A[x, y]) es un

Spec(A)−mor�smo.

De�nición 0.20 Sea S un esquema �jo y sean X e Y esquemas sobre S. El

producto �brado de X e Y sobre S, denotado X ×S Y es un esquema junto con

mor�smos (llamados proyecciones) ρ1 : X×SY → X, ρ2 : X×SY → Y tales que

forman un diagrama conmutativo con los mor�smos X → S e Y → S, además

de que dado cualquier esquema Z y mor�smos fX : Z → X y fY : Z → Y que

forman un diagrama conmutativo entonces existe un único mor�smo θ : Z 99K

X ×S Y tales que fX = ρ1θy fY = ρ2θ.

Si S = Spec(Z) entonces X ×Spec(Z) Y se denota simplemente por X × Y y

solamente se llama el producto �brado de X y Y .

Notemos que si X y Y son a�nes, entonces X × Y también lo es.

Ejemplo: Sean AnA = Spec(A[x1, ..., xn]) y AmA = Spec(A[x1, ..., xm]) espa-

cios a�nes sobre un anillo A. Entonces, ya que k[x1, ..., xn] ⊗A k[x1, ..., xm] ∼=
k[x1, ..., xn+m], se tiene que AnA ×Spec(A) AmA ∼= An+m

A .

De�nición 0.22 Sea f : X → Y un mor�smo de esquemas. El mor�smo

diagonal es el mor�smo único ∆ : X → X×Y X tal que si ρ1, ρ2 : X×Y X → X

son las proyecciones entonces ρ1∆ = ρ2∆ = IdX .

Se dice que f es separado o, de manera equivalente, X es separado sobre Y

si el mor�smo diagonal ∆ es una inmersión cerrada. Si Y = Spec(Z) entonces

simplemente se dice que X es separado.

Ejemplo: Todo mor�smo de esquemas a�nes f : X → Y es separado por

lo siguiente: si X = Spec(A) y Y = Spec(B) entonces A es una B−álgebra
y X ×Y X = Spec(A ⊗B A) que es afín. Además, ∆ proviene del mor�smo

diagonal ∆A : A⊗B A→ A dado por a⊗ a′ 7→ aa′ que es suprayectivo. Por lo

tanto, ∆(X) es una inmersión cerrada.

Ejemplo: Sean X1 y X2 esquemas con U1 ⊆ X1y U2 ⊆ X2 abiertos y sea

ϕ : (U1,OX|U1
)→ (U2,OX|U2

) un isomor�smo de espacios localmente anillados.

Entonces de�nimos X = X1tX2/∼ donde x1 ∼ ϕ(x1) para todo x1 ∈ U1. X

tiene la topología cociente inducida, es decir si ij : Xj ↪→ X j = 1, 2 son las

inclusiones canónicas, entonces V ⊆ X es abierto si y solo si i−1
1 (V ) y i−1

2 (V )

son abiertos en X1 y X2 respectivamente. Su gavilla estructural, OX , es la

siguiente: Para todo abierto V ⊆ X se tiene que OX(V ) = {< s1, s2 >| s1 ∈
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OX1(i−1
1 (V )), s2 ∈ OX2(i−1

2 (V )) y tal que ϕ(s1 |i−1
1 (V )∩U1

) = ϕ(s2 |i−1
2 (V )∩U2

)}
Se dice que X1 y X2 se pegan a través de ϕ.

Ahora, sea k un campo, sean X1 = X2 = A1
k, U1 = U2 = A1

k − {0} y

ϕ : U1
id→ U2 y X = X1tX2/∼ como arriba. A X se le llama la recta afín con

doble origen.

Entonces X ×k X es el plano afín con ejes dobles y cuatro orígenes. Sin

embargo, ∆(X) es la diagonal usual en el plano afín con doble origen y su

cerradura contiene los 4 orígenes.

Por lo tanto X no es separado y podemos a�rmar que no todos los esquemas

lo son.

De�nición 0.23 Sea (X,OX) un espacio anillado; una gavilla de OX−módulos

(tambien conocida como simplemente un OX−módulo) es una gavilla F sobre

X tal que para todo abierto U ⊆ X el grupo F(U) es un OX(U)−módulo y tal

que si V ⊆ U es otro abierto entonces la restricción F(V )→ F(U) es compatible

con el mor�smo OX(V )→ OX(U).

Todas las de�niciones dadas para gavillas de grupos son las mismas para

gavillas de OX−módulos.

Ejemplo: Ver 0.24

De�nición 0.24 Sea A un anillo y M un A−módulo; se de�ne a la gavilla

asociada a M sobre Spec(A), denotada como M̃ como sigue:

Para todo primo p ⊆ A sea Mp la localización de M en p. Para todo

abierto U ⊆ Spec(A) se de�ne el grupo M̃(U) como el conjunto de funciones

s : U →
∏
p∈U Mp tales que para todo p ∈ U se tiene que s(p) ∈Mp y tal que s

es localmente una fracción

Ejemplo: Si X = Spec(A) entonces se tiene que su gavilla estructural es Ã

De�nición 0.25 Sea (X,OX) un espacio anillado; decimos que una gavilla

de OX−módulos es cuasicoherente si X tiene una cubierta abierta afín {Ui =

Spec(Ai)}i∈I tal que para todo i ∈ I existe un Ai−módulo, Mi tal que F(Ui) =

M̄i.

F es coherente si además todo Mi es un Ai−módulo �nitamente generado.

Ejemplo: Para todo esquema X, la gavilla estructural OX es coherente.
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Ejemplo: Sean X un esquema, F cuasicoherente y U un subesquema de X

con i : U ↪→ X la inclusión. Entonces i∗F es cuasicoherente.

Ejemplo: Sea U un subesquema abierto de X y sea i : U ↪→ X la inclusión

y sea i(OU ) la gavilla sobre X llamada la extensión por cero de OU de�nida

para un abierto V ⊆ X como V 7→ OU (V ) si V ⊆ U o V 7→ 0 en cualquier otro

caso. i(OU ) es una gavilla de OX−módulos.

Supongamos que X es entero (es decir, si U = {Ui = Spec(Ai)} es una

cubierta de X entonces Ai es dominio entero para todo i). Tomemos V =

Spec(A) ⊆ X no contenido en U pero tal que U ∩ V 6= ∅. Entonces i(OU (V ))

no tiene secciones sobre V pero no es la gavilla cero. Por lo tanto, i(OU ) no

puede ser cuasicoherente.
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1. Funtores Derivados

En general, dada una sucesión exacta A• = 0→ A0 → A1 → ... {Ai} ⊆ A y
un funtor F : A → B la sucesión FA• = 0 → FA0 → FA1 → ... no tiene que
ser exacta. Entonces una manera de medir 'que tan exacta' es FA• es usando
funtores derivados.

Dado un objeto A ∈ A en una categoría abeliana, se quisiera dar una sucesión
exacta 0 → A → B0 → B1 → ... tal que los funtores Hom(−, Bi) sean exactos
para toda i, para que se preserven propiedades de la sucesión original. Aquí
es donde se introduce el concepto de objeto inyectivo que son precisamentelos
objetos de A que tienen esta propiedad y el de resolución inyectiva de A, que es
una sucesión creada a partir de el objeto A que tiene la propiedad importante de
que dadas dos resoluciones inyectivas del mismo objeto, los funtores derivados
de estas resoluciones son los mismos.

De�nición 1.1

Una categoría abeliana A es una categoría tal que si A y B son objetos

de A entonces Hom(A,B) ∈ Ab (i.e. Hom(A,B) es un grupo abeliano), todo

mor�smo tiene núcleo y conúcleo, todo monomor�smo es núcleo de su conúcleo,

todo epimor�smo es conúcleo de su núcleo, todo mor�smo puede ser factorizado

como un epimor�smo seguido de un monomor�smo y existen sumas directas

�nitas.

Ejemplo: Las siguientes categorías son abelianas:

• Ab, la categoría de grupos abelianos

• Mod(A), la categoría de módulos sobre un anillo A

• Ab(X), la categoría de gavillas de grupos abelianos sobre un espacio

topológico �jo X

• Mod(X), la categoría de gavillas de OX−módulos sobre un espacio anil-

lado �jo X

• Qco(X), la categoría de gavillas cuasicoherentes de OX−módulos sobre

un esquema X

13



De�nición 1.2 Un complejo A•en una categoría abeliana A es una colección

(Ai, di)i∈Z tal que Ai ∈ A; y di : Ai → Ai+1 son mor�smos tales que di+1◦di ≡ 0

(es decir, Im(di) ⊆ ker(di+1)) para todo i ∈ Z. Si para algún índice no está

de�nido un objeto, se asume que este es cero.

Los mor�smos di son llamados mor�smos cofrontera.

A un complejo se le dice sucesión exacta si para todo i, Im(di) = ker(di+1)

y es una sucesión exacta corta si es una sucesión exacta de la forma 0 → A →
B → C → 0

A veces se omite el índice de di al hablar de los mor�smos en el complejo y

simplemente todos se denotan con d (cuando el índice se deduce fácilmente en

el contexto).

Ejemplo: Sea A ∈ A un objeto en una categoría abeliana, entonces la

siguiente sucesión trivial es una sucesión exacta:

0 ↪→ A→ A→ 0→ 0→ ...

Ejemplo: Sean A,B ∈ A objetos en una categoría abeliana tales que

i : A→ B es inyectiva. Entonces la siguiente sucesión es una sucesión exacta
corta:

0→ A
i→ B → B/Im(i)→ 0

Ejemplo: Sean X, Y y Z esquemas; entonces tenemos que el mor�smo de

esquemas 0 → OX → OY → OZ → 0 es exacta si y solo si la sucesión exacta

0→ OX,x → OY,y → OZ,z inducida en los tallos lo es.

De�nición 1.3 Un mor�smo de complejos f : A• → B•es una colección de

mor�smos f i : Ai → Bi tales que conmutan con los mor�smos cofrontera.

El núcleo (conúcleo) de un mor�smo de complejos f es el complejo formado
por los núcleos (conúcleos respectivamente) de los mor�smos f i, análogamente
la imagen de f es el complejo formado por las imágenes de los mor�smos f i.

Al igual que con los mor�smos cofrontera, a veces se omite el índice si está

claro en el contexto.

De�nición 1.4 El i-ésimo objeto de cohomología de un complejoA• se de�ne
como hi(A•) = ker(di)/Im(di−1). Además, un mor�smo de complejos f : A• → B•

induce mor�smos naturales hif : hi(A•) → hi(B•) de la siguiente manera: Si
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a ∈ ker(di) ⊆ Ai, f(a) = b ∈ ker(di) ⊆ Bi y bac, bbc son las clases de a y b en

hi(A•), hi(B•), respectivamente, entonces por la conmutatividad del diagrama

(hif)(bac) = bbc.

De�nición 1.5 Dos mor�smos de complejos f, g : A• → B• son homótopos

(f ∼ g) si existe una colección de mor�smos k = {ki}i∈Z, ki : Ai → Bi−1 tales

que fi − gi = di−1ki + ki+1di. k es llamado un operador de homotopía

...
d→ Ai−1 di−1

→ Ai
di→ Ai+1 d→ ...

↓
ki

↙ f i � gi
ki+1

↙ ↓

...
d→ Bi−1 di−1

→ Bi
di→ Bi+1 d→ ...

Se dice que dos complejos A• y B• son homotópicamente equivalentes si

existen mor�smos α : A• → B• y β : B• → A• tales que αβ ∼ IdB• y

βα ∼ IdA• .

Ejemplo: Sea A un objeto. Consideremos el siguiente diagrama, donde

k1 = id:

0
a0→ A

id→ A
a2→ 0

↓
k0
↙ id ↓

k1
↙ id ↓

k2
↙ ↓

0
b0→ A

id→ A
b2→ 0

Consideremos también el mismo diagrama pero tal que todos los mor�smos

verticales son el mor�smo cero. Entonces tenemos a los dos mor�smos de com-

plejos f = {fi = id} y g = {gi = 0} y tenemos que lo siguiente sucede para

α ∈ A
(b0k0 + k1id)(α) = (α) = (id − 0)(α) y ((id)k1 + k2a2)(α) = α por lo que

f ∼ g.

Proposición 1.6 Si f ∼ g, entonces f y g inducen el mismo mor�smo

hi(A•)→ hi(B•) de objetos de cohomología para todo i.

Demostración: Supongamos que f ∼ g y sea z ∈ ker(d). Entonces

(f i − gi)(z) = (di−1ki)(z) + (ki+1di)(z) = (di−1ki)(z), es decir f i(z) = gi(z) +

(di−1ki)(z).

Pero entonces por la de�nición de los objetos de cohomología se tiene que, ya

que (di−1ki)(z) ∈ Im(di−1), (hif)(z) = (hig)(z) que es lo que se quería probar.

Dada una sucesión exacta corta de complejos, una de las propiedades más
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importantes de los objetos de cohomología es que permiten crear sucesiones
largas de estos, como se verá a continuación:

Proposición 1.7 Si se tiene una sucesión exacta corta de complejos 0 →
A• f−→ B• g−→ C• → 0 entonces existen mor�smos naturales ∂i : hi(C•) →
hi+1(A•) tales que la sucesión

S = ...→ hi(B•) h
i(g)−→ hi(C•) ∂i

−→ hi+1(A•) h
i+1(f)−→ hi+1(B•)→ ...

es exacta.

Demostración:

Primero, notemos que el siguiente diagrama conmuta por la de�nición de

mor�smo de complejos:

...
...

...

↓ ↓ ↓
0 → Ai

f→ Bi
b

g→ Ci
c

→ 0

↓ ↓ ↓
0 → Ai+1

a

f→ Bi+1

d(b)

g→ Ci+1 → 0

↓ ↓ ↓
0 → Ai+2

d(a)

f→ Bi+2 g→ Ci+2 → 0

↓ ↓ ↓
...

...
...

Los mor�smos hi(f) y hi(g) son los inducidos naturalmente por f y g.

Los mor�smos ∂i son de�nidos de la siguiente manera:

Sea γ ∈ hi(C•) ⊆ Ci
/Im(d) tal que proviene de c ∈ ker(d) ⊆ Ci. Ya que g es

suprayectiva, ∃b ∈ Bi tal que g(b) = c. Entonces g(d(b)) = d(g(b)) = d(c) = 0

(ya que los mor�smos cofrontera conmutan con g y c ∈ ker(d)) por lo que

d(b) ∈ ker(g). Ya que Im(f) = Ker(g) entonces existe a ∈ Ai+1 tal que

d(b) = f(a). Además se tiene que f(d(a)) = d(f(a)) = d(d(b)) = 0. Pero ya

que f es inyectivo, d(a) = 0 ∴ a ∈ Ker(d). A la clase correspondiente de a en

hn+1(A•) se le llama ∂i(γ).

Es fácil ver ahora que {∂i}i∈Z hace que S sea exacta por la de�nición de los

mor�smos ∂i, f i y gi.
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De�nición 1.8 Un funtor covariante (contravariante) F : A→ B entre cate-

gorías abelianas es aditivo si para cualesquiera dos objetos A,A′ ∈ A la función

inducida Hom(A,A′) → Hom(FA,FA′) (Hom(A,A′) → Hom(FA′, FA)) es

un mor�smo de grupos.

Ejemplo: Consideremos el funtor F : V ect/k → V ect/k de la categoría de

espacios vectoriales sobre un campo k en sí misma tal que V 7→ V ∗ = Hom(V, k).

Entonces F es aditivo ya que un mor�smo de espacios vectoriales V 7→W induce

un mor�smo Hom(W,k) 7→ Hom(V, k).

De�nición 1.9 Sea A ∈ A un objeto �jo. De�nimos el funtor covariante

Hom(A, ·) como el que manda B 7→ Hom(A,B) para todo B ∈ A. De manera

análoga se de�ne el funtor contravariante Hom(·, A).

De�nición 1.10 Un funtor aditivo F de�nido como arriba es exacto por la

izquierda (derecha) si para toda sucesión exacta corta de objetos en A, 0→ A′ →
A → A′′ → 0, se tiene que 0 → FA′ → FA → FA′′ (FA′ → FA → FA′′ → 0,

respectivamente) es exacta en B. Si 0 → FA′ → FA → FA′′ → 0 es exacta

por ambos lados, se dice que el funtor es exacto. (Si solo FA′ → FA→ FA′′ es

exacta, entonces F es exacto por en medio).

Ejemplo: El funtor Hom(A, ·) es exacto izquierdo, así como el funtor de

secciones globales Γ (X,−)

De�nición 1.11 Se dice que un objeto I ∈ A es inyectivo si el funtor

Hom(−, I) es exacto.

De�nición 1.12 La resolución inyectiva de un objeto A ∈ A es un complejo

I•de�nido para i ≥ 0 junto con un mor�smo ε : A→ I0 tal que Ii es un objeto

inyectivo de A para todo i ≥ 0 y tal que la sucesión 0 −→ A
ε−→ I0 d0−→ I

d1−→ ...

es exacta.

De�nición 1.13 Si todo objeto en una categoría A es un subobjeto de un

objeto inyectivo, entonces se dice que A tiene su�cientes inyectivos. Notemos

que si A tiene su�cientes inyectivos, entonces todo objeto tiene una resolución

inyectiva (con ε la inclusión, ε el mor�smo de la de�nición anterior).

Lema 1.14 Dos resoluciones inyectivas cualesquiera de un objeto A son

homotopicamente equivalentes.
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Demostración: Hilton y Stammbach (1971) (IV, 4.3).

De�nicion 1.15 Sean A y B categorias abelianas, A con su�cientes inyec-

tivos y F : A → B un funtor covariante exacto izquierdo. Se construyen los

funtores derivados derechos RiF , i ≥ 0 de la siguiente manera: Para todo ob-

jeto A ∈ A se escoge una resolucion inyectiva I• = 0→ I0 d0→ I1 d1→ ... de A. Se

de�ne entonces RiF (A) = hi(F (I•)).

Notemos que los funtores derivados son independientes de la eleccion de
la resolucion inyectiva de A, debido a la proposicion 1.6 y el lema anterior.
Esto nos permitirá a�rmar más adelante que los funtores de cohomología, que
son funtores derivados de un funtor particular no dependen de la elección de
resoluciones, por lo que son únicos a cada objeto A y pueden caracterizarlo.

TEOREMA 1.16 Sea A una categoría abeliana con su�cientes inyectivos

y F : A → B un funtor covariante exacto izquierdo a otra categoría abeliana

B. Entonces:

a) Para todo i ≥ 0, RiF es un funtor aditivo de A a B.

b) Existe un isomor�smo natural F ∼= R0F

c) Para toda sucesión exacta corta 0 → A′ → A → A′′ → 0 y todo i ≥ 0

existe un mo�smo natural ∂i : RiF (A′′) → Ri+1F (A′) tal que se obtiene una

sucesión larga ...→ RiF (A)→ RiF (A′′)
∂i

→ Ri+1F (A′)→ Ri+1F (A)→ ...

d) Dado un mor�smo g de la sucesión corta anterior a otra 0→ B′ → B →
B′′ → 0 se tiene que el diagrama

RiF (A′′)
∂i

→ Ri+1F (A′)

↓ h(g) ↓ h(g)

RiF (B′′)
∂′i→ Ri+1F (B′)

conmuta

e) Para todo objeto inyectivo I ∈ A y para todo i > 0 se tiene que RiF (I) = 0

Demostración:

a) Es claro por la de�nición de funtor derivado

b) Sean A ∈ A e I• = 0 → I0 d0→ I1 d1→ ... una resolución inyectiva de

A. Entonces ya que 0 → A
ε→ I0 d0→ I1 es exacta 0 → FA → FI0 → FI1

lo es también, por ser F exacto izquierdo. Entonces se tiene que R0F (A) =

ker(F (d0)) = FA por lo que R0F ∼= F .

18



c) Es la proposición 1.7

d) Tenemos, por construcción que si α” ∈ RiF (A”) proviene de a” ∈ A”

y β” ∈ RiF (B”) proviene de G(a) ∈ B” entonces h(G)(α”) = β”. Análoga-

mente si α′ ∈ RiF (A′) proveninete de a′ y β′ ∈ RiF (B′) proviene de G(a′)

entonces h(G)(α′) = β′. Entonces por como se de�nieron los mor�smos cofron-

tera tenemos que si ∂i(α”) = α′ entonces ∂′i(β”) = β′ por lo que el cuadrado

conmuta.

e) Ya que los funtores derivados son independientes de la resolución de A,

se puede tomar la resolución I• = 0→ A→ 0→ 0→ ...

De�nición 1.17 Sea F : A → B como en el teorema. Un objeto J ∈ A es

acíclico para F si RiF (J) = 0 para todo i > 0

Estos objetos acíclicos nos permiten en ocasiones calcular con más facilidad
los funtores derivados, debido a la siguiente propiedad:

Proposición 1.18 Sea F : A → B como en 1.16 y A ∈ A. Supongamos

que existe una sucesión de la forma J • = 0→ A→ J0 → J1 → ... donde J i es

acíclico para F para todo i ≥ 0 (se dice que J •es una resolución acíclica de A).

Entonces para todo i ≥ 0 existe un isomor�smo natural RiF (A) = hi(FJ •)

Demostración: Sea J• = 0 → A
ε→ J0 d0→ J1 d1→ ... ; entonces, por la

de�nición de sucesión exacta, se tienen las siguientes sucesiones cortas:

0→ A→ J0 → ker(d1)→ 0

0→ ker(d1)→ J1 → ker(d2)→ 0

...

0→ ker(di)→ J i → ker(di+1)→ 0

...

Por 1.16, de cada una de las sucesiones anteriores se puede obtener una

sucesión larga y resulta el siguiente diagrama:
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0

↓
0→ R0FA→ R0FJ0 → R0F (ker(d1)) → R1FA→ 0→ R1F (ker(d1))→ ...

↓
R0FJ1 0

↓ ↓
0→ R0F (ker(d2)) → R0FJ2 → R0F (ker(d3))→ ...

↓ ↓
R1F (ker(d1)) R0FJ3

↓ ↓
0 R0F (ker(d4))

↓ ↓
...

...

Notemos que RiFJk = 0 para todo i ≥ 1 por de�nición. También, por

1.16 tenemos que R0FJ i ∼= FJ i para todo i ≥ 0. También notemos que

h0(FJ•) = FA ∼= R0FA. Esto se puede probar de manera análoga a 1.16.b.

Por de�nición de sucesión exacta, tenemos que R0F (ker(d1) → R1FA es
suprayectiva y ya que im(R0FJ0 → R0F (ker(d1))) = ker(R0F (ker(d1)) →
R1FA) entonces

R1FA ∼=
R0F (ker(d1))

im(R0FJ0 → R0F (ker(d1)))

.

Ya que R0F (ker(d1)) → R0FJ1 es inyectiva entonces existe un mor�smo
natural R0FJ0 → R0FJ1 y un isomor�smo im(R0FJ0 → R0F (ker(d1))) ∼=
im(R0FJ0 → R0FJ1). Además, por la misma razón, se tiene queR0F (ker(d1)) ∼=
im(R0F (ker(d1))→ R0FJ1) = ker(R0FJ1 → R0F (ker(d2)) y por lo tanto

R1FA ∼=
ker(R0FJ1 → R0F (ker(d2)))

im(R0FJ0 → R0J1)

.

Por último, ya que R0F (ker(d2)) → R0FJ2 es inyectiva entonces existe un
mor�smo natural R0FJ1 → R0FJ2 y ker(R0FJ1 → R0FJ2) por lo que

R1FA ∼=
ker(R0FJ1 → R0FJ2)

im(R0FJ0 → R0J1)
∼=
ker(FJ1 → FJ2)

im(FJ0 → FJ1)
= h1(FJ•)
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Análogamente, se puede concluir para todo i > 1 lo mismo.

De�nición 1.19 Sean A,B categorías abelianas. Un ∂−funtor (covariante)
de A a B es una colección de funtores T = {T i}i≥0 junto con mor�smos {∂i}i≥0,

∂i : T i(A′′)→ T i+1(A′) para toda sucesión corta 0→ A′ → A→ A′′ → 0 en A

tal que

1. Para toda sucesión corta como la anterior existe una sucesión larga 0 →
T 0(A′)→ T 0(A)→ T 0(A′′)

∂0

→ T 1(A′)→ ...→ T i(A′)
∂i

→ T i+1(A′′)→ ...

2. Para todo mor�smo de una sucesión corta como la de�nida a otra sucesión

corta 0→ B′ → B → B′′ → 0 en A el diagrama

T i(A′′)
∂i

→ T i+1(A′)

↓ ↓

T i(B′′)
∂i

→ T i+1(B′)

conmuta para toda i ≥ 0

De�nición 1.20 Un ∂ − funtor T es universal si dado otro ∂ − funtor T' y

un mor�smo de funtores f0 : T 0 → T ′0 existe una sucesion unica de mor�smos

{f i}i≥0, f
i : T i → T ′i, comenzando con el f0 dado que conmutan con los ∂i

de cada sucesion exacta corta. Notemos que por esta de�nición, si T,T' son

universales entonces T ∼= T ′ (es decir, T i ∼= T ′i para todo i ≥ 0).

De�nicion 1.21 Un funtor aditivo F : A → B es borrable si para todo

objeto A ∈ B existe un monomor�smo u : A → M para algun M tal que

F (u) = 0. Si para ese funtor se tiene que para todo objeto A ∈ A existe un

epimosr�smo u : P → A para algún P, entonces ese funtor es coborrable

TEOREMA 1.22 Sea T = {T i}i≥0 un ∂−funtor covariante de A a B. Si

T i es borrable para todo i > 0 entonces T es universal.

Demostración: Grothendieck (1957). (II, 2.2.1)

Corolario 1.23 Sea A con su�cientes inyectivos. Entonces para todo funtor

exacto izquierdo F : A → B los funtores derivados derechos RF = {RiF}i≥0
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forman un ∂−funtor universal con F ∼= R0F . Por otro lado, si T es otro

∂−funtor universal, entonces T 0 es exacto izquierdo y ademas, T i ∼= RiT 0 para

todo i ≥ 0.

Demostracion: Ya que F es exacto izquierdo, entonces RF es un ∂−funtor
por 1.16. Además, ya que A tiene su�cientes inyectivos, entonces para todo

A ∈ A existe u : A ↪→ I para I inyectivo. Entonces, por 1.16e, se tiene que

RiF (u) = 0 por lo que se tiene que RiF es borrable. Entonces por 1.22, RF es

un ∂−funtor universal (con F ∼= R0F por 1.16b).

Por la de�nición de ∂−funtor se tiene que T 0 es exacto izquierdo. Ya que

A tiene su�cientes inyectivos entonces existen los funtores derivados RT 0 =

{RiT 0}i≥0 con R0T 0 ∼= T 0 por 1.16b. Además RT 0 es universal por lo anterior

y además, se tiene por la de�nición de universal que RiT 0 ∼= T i
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2. Cohomología de Esquemas

Ya que tenemos de�nidos los funtores derivados y sus propiedades podemos

de�nir los funtores de cohomología que son los funtores derivados derechos de

los funtores de secciones globales de una gavilla de OX−módulos.

Sin embargo, para poder construir esos funtores necesitamos asegurar primero

que efectivamente se pueden de�nir en la categoría de gavillas de módulos de un

anillo dado, es decir, todo objeto ahí tiene una resolución inyectiva. No solo eso,

dado un espacio topológico X, los funtores de secciones globales están de�nidos

de Ab(X)→ Ab, y en general, OX−módulos inyectivos no son grupos abelianos

inyectivos, por lo que se necesitan sucesiones que tienen los mismos funtores

derivados que las inyectivas para poder obtenerlos ahí.

Lema 2.1 Sean A un anillo, M un A−módulo y G un grupo abeliano;

entonces, considerando a HomZ(A,G) como un A−módulo, tenemos el isomor-

�smo de grupos

HomA(M,HomZ(A,G)) ∼= HomZ(M,G)

Además, Q/Z es un Z−módulo inyectivo.

Demostración: Hilton y Stammbach (1971) (I, 8.1 y 8.2).

Lema 2.2 Sea A un Z−módulo y A∗Q = HomZ(A, Q/Z). Entonces I(A) =⊕
A∗Q

Q/Z es un Z−módulo inyectivo y el mor�smo ev : A → I(A) tal que

a 7→ (af )f∈A∗Q , donde af = f(a), es inyectivo.

Demostración: Basta observar que para todo 0 6= a ∈ A existe ψ∗ : A →
A∗Q tal que ψ∗(a) 6= 0 ya que si este es el caso, la preimagen de 0 ∈ I(A) es

0 ∈ A
Tomemos 0 6= a ∈ A y sea ψ :< a >→ Q/Z un mor�smo no trivial. Entonces

a�rmamos que ψ existe por lo siguiente:

i) Si < a >∼= Z entonces basta que ψ(a) 6= 0 ∈ Q/Z

ii) Si < a >∼= Z/nZ entonces basta que ψ(a) = i/n ∈ Q/Z para algún 0 < i ≤
n− 1
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Entonces el diagrama

0 → < a > → A

ψ ↓
ψ∗

↙
Q/Z

conmuta y ψ∗ ∈ A∗Q con ψ(a) = ψ∗(a) y es claramente inyectivo.

Proposición 2.3 Si A es un anillo entonces todo A-módulo es isomorfo a

un submódulo de un A-módulo inyectivo.

Demostración: Sean A un anillo y M un A−módulo y notemos primero

que A∗ = HomZ(A, Q/Z) es un A−módulo inyectivo por la exactitud del funtor

HomZ(−, Q/Z).

Entonces I(M) =
⊕

HomA(M,A∗)A
∗ es un A−módulo inyectivo.

Basta probar entonces que el mor�smo ev : M → I(M) es inyectivo y para

esto basta probar (análogamente al lema anterior) que para todo 0 6= m ∈ M
existe ψ : M → A∗ tal que ψ(m) 6= 0.

Sea m ∈ M y sea ψ̃ : mM → A∗, entonces ψ̃ ∈ HomA(mM,A∗). Pero

por 2.1 HomA(mA,A∗) ∼= HomZ(A/ann(m), Q/Z) por lo que se puede aplicar

directamente 2.2.

Proposición 2.4 Sea (X,OX) un espacio anillado. Entonces la categoría

Mod(X) de gavillas de OX−módulos tiene su�cientes inyectivos.

Demostración: Sea F una gavilla de OX−módulos. Entonces tenemos que

para todo x ∈ X, Fx es un Ox,X−módulo. Por la proposición 2.3, existe una

inclusión ix : Fx → Ix de Fx en un Ox,X−módulo inyectivo.

Además, para todo x ∈ X sea jx : {x} → X la inclusión de x (como espacio

topológico de un solo punto) en X.

Consideremos la gavilla J =
∏
x∈X j∗(Ix) considerando Ix como gavilla sobre

x y j∗(Ix) la imagen directa de Ix. Para toda gavilla G de OX−módulos se tiene

que HomOX
(G, I) = HomOX

(G,
∏
x∈X j∗(Ix)) =

∏
x∈X HomOX

(G, j∗(Ix)).

Por otro lado, para todo x ∈ X, HomOX
(G, j∗(Ix)) ∼= HomOx,X

(Gx, Ix). Por lo

tanto, HomOX
(G, I) ∼=

∏
x∈X HomOx,X

(Gx, Ix). Entonces existe un mor�smo

natural F → I dado por los mor�smos en los tallos Fx → Ix y este claramente

es inyectivo. Por último, el funtor HomOX
(−, J) es el producto directo de los

funtores G→ Gx (que es exacto) seguido por el funtor HomOx,X
(−, Ix) que es

exacto también ya que Ix es inyectivo. Por lo tanto J es inyectivo.
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Corolario 2.5 Si X es un espacio topológico entonces la categoría Ab(X)

de gavillas de grupos abelianos sobre X tiene su�cientes inyectivos.

Demostración: Sea OX la gavilla constante Z. Entonces (X,OX) es un

espacio anillado y Mod(X) = Ab(X).

De�nición 2.6 Sea X un espacio topológico. Sea Γ (X,−) el funtor de

secciones globales de Ab(X) → Ab. Se de�nen los funtores de cohomología

Hi(X,−) como los funtores derivados derechos de Γ (X,−) (es decir,Hi(X,−) =

RiΓ (X,−)). Para una gavilla F los grupos de cohomología de F se de�nen como

los grupos Hi(X,F).

La cohomología se toma considerando a F como una gavilla de grupos abelianos

sobre X sin importar que estructura adicional se puede tener (por ejemplo, que

F sea una gavilla de anillos).

Como se dijo al principio, para calcular cohomología en gavillas deOX−módulos

se necesitan sucesiones que dan los mismos funtores derivados que las sucesiones

inyectivas. Estas son las resoluciones �áccidas que se de�nen a continuación:

De�nición 2.7 Una gavilla sobre X es �áccida si para cualquier inclusión

de abiertos de X, U ⊆ V , el mor�smo F(V )→ F(U) es suprayectivo.

De�nición 2.8 Una resolución �áccida de un objeto A es un mor�smo ε y

una colección de objetos �áccidos {F i}i≥0 tal que 0 → A
ε→ F 0 → F 1 → ... es

exacta.

Lema 2.9 Si (X,OX) es un espacio anillado entonces todo OX−módulo

inyectivo es �áccido.

Demostración: Para todo subconjunto U ⊆ X sea OU = j(OX|U ) la re-

stricción de OX a U extendida por cero fuera de U . Sea J un OX−módulo inyec-

tivo y sean V ⊆ U ⊆ X abiertos de X; entonces se tiene la sucesión exacta 0→
OV → OU y ya que J es inyectivo, se tiene queHom(OU , J)→ Hom(OV , J)→ 0

es exacta. Pero por de�nición, Hom(OU , J) = J(U) y Hom(OV , J) = J(V ) por

lo que J es �áccido.

Lema 2.10 Sea 0 → F → I → G → 0 una sucesión exacta de gavillas tal

que F es �áccida. Entonces para todo abierto U ⊆ X se tiene que 0→ F(U)→
J(U)→ G(U)→ 0 es exacta.
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Demostracion Sea 0 → F
α→ I

β→ G → 0 una sucesión exacta de gavillas

y consideremos un abierto U ⊆ X. Notemos primero que por la exactitud

izquierda del funtor Γ (U,−) tenemos que 0→ F(U)
α→ J(U)

β→ G(U) es exacta.

Tomemos una sección s ∈ G(U) y consideremos las parejas (V, t) tales que

V ⊆ U y t ∈ I(V ) tal que β(t) = s |V . El conjunto de estas parejas, llamémoslo

UV , es no vacío ya que la sucesión exacta inducida en los tallos garantiza que

para todo x ∈ U y sx ∈ G(U) existe tx ∈ Ix tal que βx(tx) = sx y ya que

la pareja (U, s) es un representante de algún elemento en Gx (y tx tiene un

representante de la forma (U, t)), podemos concluir la a�rmación.

Entonces UV es parcialmente ordenado con el siguiente orden: (V, t) ≤
(V ′, t′) si y solo si V ⊆ V ′ y t′ |V = t. Además, para todo subconjunto to-

talmente ordenado de UV , Ui = {(Vi, ti)}, se tiene que si VI = ∪Vi entonces por
ser I gavilla existe tI ∈ I(VI) único tal que tI |Vi= ti para todo i. Entonces por

el lema de Zorn existe (VM , tM ) maximal en UV y basta probar que VM = U .

Sea x ∈ U , entonces existen x ∈ W ⊆ U y t′ ∈ I(W ) tales que β(t′) =

s |W∈ G(U). Entonces la imagen de q = t |W∩VM
−t′ |W∩VM

en G(W ∩ VM ) es

0, por lo que existe r′ ∈ F(W ∩ VM ) tal que α(r′) = q. Entonces, ya que F es

�áccida, existe r ∈ F(W ) tal que r |W∩VM
= r′.

Sea ahora t” = t′−α(r). Entonces β(t”) = s |W y t |W∩VM
= t” |W∩VM

y por

la propiedad de gavilla de I existe t∗ ∈ W ∪ VM tal que t∗ |VM
= t y t |W∩VM

.

Pero VM es maximal, por lo que W ∪ VM = VM y x ∈ VM es decir, U = VM .

Lema 2.11 Si 0 → F → I → G → 0 es una sucesión exacta tal que F e I

son �áccidas entonces G también lo es.

Demostración: Sean V ⊆ U ⊆ X abiertos. Entonces por 2.10 se tiene

que el siguiente diagrama conmuta:

I(U)
uI

β→ G(U)
uG

→ 0

i↓ g↓
I(V )
vI

β→ G(V )
vG

→ 0

↓
0

Sea vG ∈ G(V ). Entonces ya que β es suprayectiva existe vI ∈ I(V ) tal que

vG = β(vI). Además, ya que i es suprayectiva existe uI ∈ I(U) tal que i(uI) =
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vI . Sea uG = β(uI). Ya que el diagrama conmuta se tiene que β(i(uI)) =

g(β(uI) = g(uG) = vG por lo que g es suprayectiva. Por lo tanto G es �áccida.

Proposición 2.12 Si F es una gavilla �áccida sobre un espacio topológico

X entonces Hi(X,F) = 0 para todo i > 0.

Demostración: Podemos encajar a F en un objeto inyectivo I ∈ Ab(X),

que por 2.9 es �áccido, y sea G la gavilla cociente. Entonces se tiene la sucesión

exacta

0→ F
α→ I

β→ G→ 0

y tenemos que por 2.11 G es �áccida.

Por otro lado, se tiene la sucesión exacta por 2.10

0→ Γ (X,F)→ Γ (X, I)→ Γ (X,G)→ 0

Ya que I es inyectivo entonces se tiene que Hi(X, I) = 0 para todo i > 0.

Entonces de la sucesión larga de cohomología se tiene que H1(X,F) = 0 y, ya

que la sucesión se ve de la forma

...→ 0 = Hi(X, I)→ Hi(X,G)
δi

→ Hi+1(X,F)→ 0 = Hi+1(X, I)→ ...

que Hi(X,G) ∼= Hi+1(X,F) para todo i ≥ 1.

Pero G también es �áccida por lo que por inducción sobre i se obtiene el

resultado.

Tenemos entonces que gavillas �áccidas son acíclicas para el funtor Γ(X,−)

de secciones globales. Por lo tanto, se pueden usar resoluciones �áccidas para

calcular cohomología.

En general, los OX−módulos inyectivos no son grupos abelianos inyectivos.

Entonces falta ver que los funtores de cohomología se pueden calcular usando

resoluciones inyectivas de estos.

Proposición 2.13 Sea (X,OX) un espacio anillado. Entonces los funtores

derivados del funtor Γ(X,−) de Mod(X) a Ab coinciden con los funtores de

cohomología Hi(X,−)
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Demostración: Tenemos que Γ (X,−) es un funtor de Mod(X) a Ab por

lo que los funtores derivados se calculan tomando resoluciones inyectivas en

Mod(X). Pero por 2.9 tenemos que todo inyectivo es �áccido y por 2.12 todos

los �áccidos son acíclicos por lo que por 1.18 estas resoluciones nos dan los

funtores de cohomología normales.

Lema 2.14 Sea Y un subconjunto cerrado de X, sea F una gavilla de

grupos abelianos sobre Y y sea j : Y ↪→ X la inclusión. Entonces Hi(Y,F) =

Hi(X, j∗F) donde j∗F es la extensión por cero fuera de Y .

Demostración: Si J • es una resolución �áccida de F en Y entonces j∗J •

es una resolución �áccida de j∗F en X, ya que por de�nición, si F es �áccido,

j∗F lo es también. Entonces Γ (Y,J i) = Γ (X, j∗J i) para todo i. Por lo tanto,

tienen los mismo grupos de cohomología.

El siguiente teorema no se probará, ya que no es necesario para lo siguiente

y el contenido de la demostración está afuera del contenido de la tesis. Sin

embargo es un teorema importante e interesante que vale la pena citar.

Teorema 2.15 (de Grothendieck) Sea X un espacio topológico noethe-

riano de dimensión n. Entonces para toda gavilla F de grupos abelianos sobre

X y para todo i > n se tiene que Hi(X,F) = 0.

Demostración Hartshorne (1977) (III, 2.7)
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3. Cohomología de Esquemas A�nes Noetherianos

Una clase de esquemas son los esquemas noetherianos, que son aquellos que

son cuasicompactos con una cubierta afín tal que cada abierto de esta es isomorfo

al espectro de un anillo noetheriano. Por supuesto, los esquemas más simples de

este tipo son los a�nes y el teorema de Serre (que es el último de este capítulo)

describe los grupos de cohomología de estos en gavillas cuasicoherentes.

En general, los anillos noetherianos son 'interesantes' por lo que han sido muy

estudiados (así como las estructuras que pueden ser derivadas de estos), por lo

que los primeros nueve puntos describirán parte de la maquinaria algebraica

asociada no solo a estos, sino a cadenas de contenciones de módulos llamadas

�ltraciones.

De�nición 3.1 Sea A un anillo y M un A−módulo. Decimos que M =

M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ ... es una �ltración de M donde Mi es un submodulo de M

para todo i ∈ Z+ y se denota (Mn).

Es estable si para todo n su�cientemente grande se tiene que Mn = Mn+1.

Sea α ⊆ A un ideal. Una �ltración (Mn) es una α−�ltración si para todo n

se tiene que αMn ⊆ Mn+1 (y es estable si para todo m su�cientemente grande

αMm = Mm+1).

Dos �ltraciones, (Mn) y (M ′n) de M tienen diferencia acotada si existe un

entero n0 tal que Mn+n0 ⊆M ′n y M ′n+n0
⊆Mn para todo n ≥ 0.

De�nición 3.2 Sea A un anillo y α ⊆ A un ideal. Entonces de�nimos

el anillo graduado Aα =
⊕∞

n=0 α
n. Si M es un A−módulo y (Mn) es una

α−�ltración de M entonces de�nimos M∗ =
⊕∞

n=0Mn que es un Aα−módulo

graduado.

Lema 3.3 Si (Mn), (M ′n) son α−�ltraciones estables entonces tienen difer-

encia acotada.

Demostración Por ser (M ′n) estable, existe n tal que M ′n = αnM . Ya que

αMn ⊆ Mn+1 para todo n tenemos que αnM ⊆ Mn . Además para un n0 se

tiene que αMn = Mn+1 para todo n ≥ n0 por lo que Mn+n0
= αnMn0

⊆ αnM .

Análogamente se obtiene la otra contención.

Lema 3.4 Sea A un anillo noetheriano, M un A−módulo �nitamente gen-

erado y (Mn) una α−�ltración de M . Entonces es equivalente:
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i) M∗ es un Aα−módulo �nitamente generado

ii) La �ltración (Mn) es una α−�ltración estable

Demostración Ya que todo Mn es �nitamente generado entonces Qn =⊕n
r=0Mr lo es también, pero en general Qn no es un Aα−módulo. Sin embargo,

genera a

M∗n = M0

⊕
...
⊕

Mn

⊕
αMn

⊕
...

⊕
αrMn

⊕
...

y este es un Aα−módulo �nitamente generado ya que Qn es un A−módulo

�nitamente generado. Entonces losM∗n forman una cadena ascendente y
⋃∞
n=0M

∗
n =

M∗. Ya que Aα es noetheriano entoncesM∗ es un Aα−módulo �nitamente gen-

erado ⇔ La cadena se detiene ⇔M∗ = M∗n0
para algún n0 ⇔ Mn0+r = αrMn0

para todo r ≥ 0 ⇔ la �ltración es estable.

Proposición 3.5 (Artin-Rees) Sea A un anillo noetheriano, α ⊆ A un

ideal, M un A−módulo �nitamente generado y (Mn) una α−�ltración estable.

Entonces siM ′ es un submódulo deM se tiene que (M ′∩Mn) es una α−�ltración
estable de M ′.

Demostración Tenemos que α(M ′ ∩Mn) = αM ′ ∩ αMn ⊆ M ′ ∩Mn+1

para todo n ≥ 0. Por lo tanto (M ′ ∩Mn) de�ne un A∗−módulo graduado que

es submódulo de M∗ y este es �nitamente generado por ser A∗ noetheriano.

Entonces aplicando el lema anterior, se tiene que (M ′∩Mn) es una α−�ltración
estable.

Proposición 3.6 (Teorema de Krull) Sea A un anillo noetheriano, sean

M ⊆ N A-módulos �nitamente generados y α un ideal de A. Entonces las

�ltraciones (αnM) y (αnN) ∩M tienen diferencia acotada.

Demostración: Se sigue inmediatamente de aplicar el lema 3.5 seguido

por el lema 3.3

De�nición 3.7 Sea α un ideal de un anillo A yM un A-módulo. De�nimos

el submódulo Γα(M) = {m ∈M | αnm = 0 para algún n > 0}.

Lema 3.8 Sea A un anillo noetheriano, α un ideal de A y sea I un A-

módulo inyectivo. Entonces el submódulo J = Γα(I) también es un A-módulo

inyectivo.
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Demostración: Se sabe que para mostrar que J es inyectivo, basta probar

que para todo ideal β ⊆ A y para todo mor�smo ϕ : β → J existe un mor�smo

ψ : A→ J que extiende a ϕ.

Sea entonces β ⊆ A un ideal de A. Ya que A es noetheriano, entonces β es

�nitamente generado. También se sabe que todo elemento de J es anulado por

un elemento de α por lo que existe un n > 0 tal que αnϕ(β) = ϕ(αnβ) = 0

Entonces aplicando la proposición anterior a la inclusión β ⊆ A tenemos que

existe n0 tal que β ∩ αn+n0 ⊆ αnβ. Entonces se tiene que ϕ(β ∩ αn+n0) = 0

por lo que ϕ se factoriza a través de β0 = β/β∩αn+n0 . Por lo tanto se obtiene el

siguiente diagrama:

A
p−→ A/αn+no = A′

↑ ↑

β
q−→ β0

q′−→ J
i
↪→ I

donde p, q son las proyecciones naturales y ϕ = q′q. Ya que I es inyectivo

entonces iq′ se extiende a un mor�smo ψ′ : A′ → I. Pero la imagen de ψ′

es anulada por αn+n0 , por de�nición de A′, por lo que está contenida en J .

Entonces el mor�smo buscado que extiende a ϕ es ψ = pψ′.

Lema 3.9 Sea I un módulo inyectivo sobre un anillo noetheriano A. En-

tonces para todo f ∈ A el mor�smo natural ϕf : I → If , donde If es la

localización, es suprayectivo.

Demostración: Para todo i > 0 sea bi el anulador de f i. Entonces se

tiene que b1 ⊆ b2 ⊆ ... pero ya que A es noetheriano, existe r > 0 tal que

br = br+1 = ...

Ahora sea x ∈ If . Entonces, por de�nición, existe y ∈ I tal que x = ϕf (y)/fn

para algún n ≥ 0. Se de�ne el mor�smo de A−módulos φy del ideal < fn+r >

de A a I mandando fn+r 7−→ fry. Esto es posible ya que el anulador de

fn+r es bry este anula a fry. Ya que I es inyectivo, entonces φy se extiende

a un mor�smo de A−módulos ψ : A → I. Seaz = ψ(1) = yf−n. Entonces

fn+rz = fry ⇒ z = y
fn y se tiene que ϕf (z) = ϕf (y)/fn = x. Por lo tanto, ϕf

es suprayectivo.

De�niciòn 3.10 Sea F una gavilla sobre un espacio topológico X y s ∈ F(U)

una sección sobre un abierto U ⊆ X.

El soporte de s, denotado como Supp(s), se de�ne como {p ∈ U | sp 6= 0}
donde sp es el germen de s en el tallo Fp. Sea Z ⊆ X un cerrado de X y sea
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ΓZ(X,F) el subgrupo de secciones globales tales que su soporte está contenido

en Z, llamamos este subgrupo el grupo de secciones con soporte en Z

Se de�ne el soporte de F como Supp(F) = {p ∈ X | Fp 6= 0}.

Proposición 3.11 Sea I un módulo inyectivo sobre un anillo noetheriano

A. Entonces la gavilla Ĩ sobre X = Spec(A) es �áccida

Demostración: Se aplicará inducción noetheriana sobre el conjunto Y =

Supp(Ĩ).

Si Y = {p} es un solo punto entonces Ĩ es la gavilla rascacielos que es

claramente �áccida.

Para el caso general, es su�ciente mostrar que para todo U ⊆ X se tiene que

Γ (X, Ĩ)→ Γ (U, Ĩ) es suprayectiva.

Si Y ∩ U = ∅ entonces no hay nada que demostrar. Si Y ∩ U 6= ∅ entonces
existe f ∈ A tal que el abierto Xf = D(f) está contenido en U y Xf ∩ Y 6= ∅.
Sea Z = X −Xf y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Γ (X, Ĩ) → Γ (U, Ĩ) → Γ (Xf , Ĩ)

i↑ j↑
ΓZ(X, Ĩ) → ΓZ(U, Ĩ)

donde ΓZ son las secciones con soporte en Z e i, j son inclusiones.

Sea s ∈ Γ (U, Ĩ) una sección y sea s′ ∈ Γ (Xf , Ĩ) su imagen. Sin embargo,

Γ (Xf , Ĩ) = If por lo que, por 3.9, existe t ∈ Γ (X, Ĩ) = I cuya restricción es s′.

Sea t′ la restricción de t a Γ (U, Ĩ). Entonces s− t′ se va a cero en Γ (Xf , Ĩ) por

lo que tiene soporte en Z.

Entonces para concluir es su�ciente mostrar que ΓZ(X, Ĩ) → ΓZ(U, Ĩ) es

suprayectiva.

Sea J = ΓZ(X, Ĩ). Si a =< f > entonces J = Γa(I), por lo que por 3.8 se

tiene que J es un A−módulo injectivo.

Además, el soporte de J̃ está contenido en Y ∩ Z ( Y . Por lo tanto, por

hipótesis J̃ es �áccida y ya que Γ (U, J̃) = ΓZ(U, Ĩ) se concluye que ΓZ(X, Ĩ)→
Γ (U, Ĩ) es suprayectiva.

Teorema 3.12 Sea X = Spec(A) el espectro de un anillo noetheriano A.

Entonces para toda gavilla cuasicoherente F y para todo i > 0 se tiene que

Hi(X,F) = 0.

Demostración: Dado F, sea M = Γ (X,F).Tomamos una resolución in-

yectiva 0 → M → I• de M en la categoría de A−módulos. Entonces se tiene
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naturalmente una sucesión exacta de gavillas 0 → M̃ → Ĩ•. Entonces tenemos

que F = M̃ y, por la proposición anterior, sabemos que todo Ĩi es �áccida por

lo que podemos usar esta sucesión para calcular cohomología.

Aplicando el funtor Γ se recupera la sucesión original 0→M → I•.

Por lo tanto, H0(X,F) = M y Hi(X,F) = 0 para todo i > 0, como se quería.

Corolario 3.13 Sea X un esquema noetheriano y F una gavilla cuasico-

herente sobre X. Entonces F puede ser encajada en una gavilla �áccida cuasi-

coherente G.

Demostración: Consideremos una cubierta abierta �nita

{Ui = Spec(Ai)}i∈{1,...,n} de X con las inclusiones ji : Ui ↪→ X y sea

M̃i = F |Ui
para cada i. Entonces por 2.3 podemos encajar a cada Mi en un

Ai−módulo inyectivo Ii.

Consideremos ahora G =
⊕

i∈{1,...,n} j∗(Ĩi). Para toda i, Ĩi es �áccida y

cuasicoherente sobre Ui, por lo que j∗(Ĩi) es �áccida y cuasicoherente sobre X.

Finalmente G es �áccida y cuasicoherente sobre X por ser suma directa de

estos.

Ahora se procederá a probar el Teorema de Serre para esquemas a�nes

noetherianos. Sin embargo se necesitan un par de lemas primero, el segundo es

un criterio muy útil para caracterizar si un esquema noetheriano es afín.

Lema 3.14 Sea (X,OX) un esquema e Y = Spec(R) un esquema afín.

Entonces el mor�smo natural

Hom(X,Y )←→ Hom(R,Γ (X,OX))

(f, f#)↔ f#
Y

es una biyección, donde f#
Y es el mor�smo de anillos inducido en secciones

globales.

Demostración: Gortz (2010). (III, 3.4)

Lema 3.15 (Criterio de a�nidad para esquemas noetherianos) Sea

X un esquema noetheriano. X es afín si y solo si existe una colección �nita

f1, ..., fn ∈ Γ (X,OX) tal que Xfi es afín para todo i ∈ {1, ..., n} y 1 ∈<
f1, ..., fn >.
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Demostración:

⇒Es claro al ser X un esquema afín noetheriano

⇐ LlamemosA = Γ (X,OX). Sea Y = Spec(A). Tenemos que {Xfi}i∈{1,...,n}
es una cubierta abierta afín de X ya que 1 ∈< f1, ..., fn >. Notemos que por

ser X noetheriano, Γ (Xfi , OXfi
) = Afi . Entonces por el lema anterior, existe

una biyección natural

Hom(X,Y )↔ Hom(A,A)

y (Como {Dfi}i∈{1,...,n} es cubierta abierta de Y ) entonces el mor�smo natural

g ∈ Hom(X,Y ) asociado a IdA es tal que g(Xfi) = Dfi .

Consideremos ahora gi : Xfi → Dfi la restricción de g.

gi genera un mor�smo de secciones globales, pero ya que Γ (Xfi , OXfi
) =

Afi = Γ (Dfi , ODfi
) este es un isomor�smo. Entonces, por ser Xfi afín, gi es

un isomor�smo de esquemas.

Por último, ya que X esquema y {Xfi}i∈{1,...,n} es una cubierta afín, se tiene
que g es un isomor�smo de esquemas.

Teorema 3.16 (de Serre) Sea X un esquema noetheriano. Entonces las

condiciones siguientes son equivalentes:

1. X es afín

2. Hi(X,F) = 0 para toda F cuasicoherente e i > 0

3. H1(X, I) = 0 para toda gavilla de ideales coherente I

Demostración:

1⇒ 2 ya se probó.

2⇒ 3 es trivial ya que una gavilla coherente es cuasicoherente.

Por lo tanto solo falta probar 3⇒ 1, para esto se usará el lema anterior.

Primero se encontrará una cubierta afín de X de la forma {Xf} con f ∈
A = Γ (X,OX)

Sea {P} ⊆ U ⊆ X un punto cerrado contenido en U una vecindad abierta

afín y sea Y = X − U .
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Consideremos IY∪{P}/IY = K. Si Q ∈ IY ⊂ IY ∪{P} entonces la imagen de

Q en K es identicamente 0. Por otro lado, la imagen de P es OP/mP
∼= κ(P )

por lo que K es la gavilla rascacielos κ(P ) en P .

Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta

0→ JY ∪{P} → JY → κ(P )→ 0

Por lo tanto, por la sucesión de cohomología se tiene lo siguiente también

Γ (X, IY )→ Γ (X,κ(P ))→ H1(X, IY ∪{P}) = 0

la última igualdad dada por la hipótesis 3.

Entonces existe f ∈ Γ (X, JP ) cuya imagen en κ(P ) es 1, es decir fP ≡ 1(mod

mP ). Entonces tenemos que P ∈ Xf ⊆ U . Además Xf = Uf̄ donde f̄ es la

imagen de f en Γ (U,OU ) por lo que Xf es afín.

Por lo tanto, todo punto cerrado de X se encuentra en un abierto afín de la

forma Xf , f ∈ A. Además, por ser X noetheriano es cuasicompacto por lo que

X tiene una cubierta de la forma {Xfi}i∈{1,...,n} con f1, ..., fn ∈ A.
Por último, ya que {Xfi}i∈{1,...,n} es una cubierta de X entonces 1 ∈<

f1, ..., fn > y, por el lema, se concluye que X es afín.
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4. Cohomología de Cech

El teorema de Serre de la sección pasada describe los grupos de coho-

mología de una clase muy particular de esquemas noetherianos, los a�nes. Pero

quisiéramos calcular los grupos de cohomología de esquemas noetherianos con

gavillas cuasicoherentes.

Para esto, se de�nen los complejos de Cech asociados a una gavilla y se

prueba �nalmente que para estos esquemas, los grupos de cohomología coinciden

con los funtores derivados de estos complejos, llamados grupos de cohomología

de Cech.

De�nición 4.1 Sean X un espacio topológico y U = {Ui}i∈I una cubierta

abierta de X y �jemos un buen ordenamiento de I. Para todo conjunto �nito

de índices i0 < i1 < ... < ip ∈ I sea Ui0,...,ip =
⋂p
n=0 Uin .

Sea F una gavilla de grupos abelianos. Se de�ne un complejo de grupos

abelianos C•(U ,F) como sigue:

Para todo p ≥ 0 sea

Cp(U ,F) =
∏

i0<i1...<ip

F(Ui0,...,ip)

Entonces un elemento α ∈ Cp(U ,F) es determinado al dar un elemento

αi0,...,ip ∈ Ui0,...,ip para toda p+ 1−ada de índices i0, ..., ip.

Se de�ne el mor�smo cofrontera d : Cp → Cp+1 de la siguiente manera

(dα)i0,...,ip+1 =

p+1∑
k=0

(−1)kαi0,...,̂ık,...,ip+1 |Ui0,...,ip+1

donde el índice ı̂k es omitido.

Ya que αi0,..,̂ık,...,ip ∈ F(Ui0,...,̂ık,...,ip+1) entonces restringido a Ui0,...,ip+1 se

obtiene un elemento de F(Ui0,..,ip+1).

Lema 4.2 Para el mor�smo d de�nido anteriormente se tiene que d2 ≡ 0.

Demostración: Por de�nición, se tiene que

(ddα)i0,...,ip+2
=

p+2∑
k=0

(−1)k(dα)i0,...,̂ık,...,ip+2
|Ui0,...,ip+2

=
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p+2∑
k=0

(−1)k(

p+2∑
l=0,l 6=k

(−1)lαi0,...,̂ık,...,̂ıl,...,ip+2
)|Ui0,...,ip+2

)

Entonces el término αi0,...,̂ık,...,̂ıl,...,ip+2
aparece exactamente dos veces en la

suma, suponiendo sin pérdida de generalidad que k < l. Sin embargo, una

vez aparece con signo l+ k (cuando aparece como término de dαi0,...,̂ıl,...,ip+2
)y

la otra con signo k + (l − 1) (cuando aparece como término de dαi0,...,̂ık,...,ip+2

por lo que αi0,...,̂ık,...,̂ıl,...,ip+2
se anula.

Por lo tanto se puede concluir que, efectivamente, C•(U ,F) es un complejo.

El complejo C•(U ,F) se llama el complejo de Cech asociado a F y a la familia

U .

De�nición 4.3 Sea X un espacio topológico, F una gavilla de grupos de X

y sea U una cubierta abierta de X. Se de�ne el p−ésimo grupo de cohomología

de Cech de F con respecto a U como

Ȟp(U ,F) := hp(C•(U ,F))

Lema 4.4 Para todo X,U ,F como en 4.1 se tiene que Ȟ0(U ,F) ∼= Γ (X,F)

Demostración: Se tiene que Ȟ0(U ,F) = ker(d : C0(U ,F) → C1(U ,F)).

Además α ∈ C0 está dado por {αi ∈ F(Ui)}i∈I .
Entonces para todo i < j ∈ I se tiene que (dα)ij = αi − αj . Entonces

dα = 0 ⇐⇒ (dα)ij = 0 ∀i, j ∈ I ⇐⇒ las restricciones de ai, aj a Ui ∩ Uj
coinciden y esto sucede ya que F es gavilla.

Entonces por los axiomas de gavilla tenemos que ker(d) = Γ (X,F)

Como se podrá notar, en la de�nición 4.1 los complejos de Cêch están

de�nidos para los grupos abelianos F(Ui0,...,ip), pero también se puede de�nir

para las gavillas asociadas a la inclusión, i∗(F |Ui0,...,ip
), un complejo de Cèch

de gavillas como sigue:

De�nición 4.5 Se de�ne la versión 'gavillizada' de cohomología de Cech

como sigue:

Para todo abierto V ⊆ X sea i : V ↪→ X la inclusión. Dados X,U ,F como

en 4.1 se de�ne el complejo C•(U ,F) como sigue:
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Para todo p ≥ 0 sea

Cp(U ,F) =
∏

i0<...<ip

i∗(F|Ui0
,...,ip)

y se de�ne

d : Cp → Cp+1

como en 4.1.

Notemos además que para todo p ≥ 0 se tiene que

Γ (X, Cp(U ,F)) = Γ (X,
∏

i0<...<ip

i∗(F|Ui0,...,ip
)) =

∏
i0<...<ip

Γ (X, i∗(F|Ui0...,ip
))

=
∏

i0<...<ip

F(Ui0<...<ip) = Cp(U ,F)

Lema 4.6 Para toda gavilla de grupos abelianos F sobre X el complejo

C•(U ,F) es una resolución de F, es decir, existe ε : F → C0(U ,F) tal que la

sucesión

0 −→ F
ε−→ C0(U ,F) −→ C1(U ,F) −→ ...

es exacta.

Demostración: Se de�ne ε : F −→ C0(U ,F) como el producto de los

mor�smos F→ f∗(F|Ui
) para todo i ∈ I. Entonces

0 −→ F
ε−→ C0(U ,F) −→ C1(U ,F)

es exacta por los axiomas de gavilla (y claramente ε es inyectivo).

Para probar la exactitud para p ≥ 1 basta con probar la exactitud en los

tallos.

Sea x ∈ Uj ⊆ X, Uj abierto. Para todo p ≥ 1 se de�ne el mor�smo k :

Cp(U ,F)→ Cp−1(U ,F) de la siguiente manera:

Dado αx ∈ Cp(U ,F)x tenemos que es representado por una sección α ∈
Γ (V, Cp(U ,F)) de una vecindad V ⊆ Uj .

Para toda p−ada i0 < ... < ip−1 se de�ne

(kα)i0,...,ip−1
= αj,i0,...,ip−1
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Este mor�smo tiene sentido ya que V ∩ Ui0,...,ip−1 = V ∩ Uj,i0,...,ip−1 . Tomando

el tallo de kα en x se obtiene el mor�smo k.

Ahora veamos que (dk + kd)(α) = α = α − 0. Con esto tenemos que k es

un operador de homotopía y tenemos que IdCp(U,F) ∼ 0 por lo que hp(C•x) = 0

para todo p ≥ 1.

Efectivamente, tenemos que

(kd)(α) = (dα)j,i0,...,ip = α−
p∑
k=j

(−1)kαj,i0,...,ip =

α− (dk)(α)

Lema 4.7 Sea X un espacio topológico, U una cubierta abierta y F una

gavilla �áccida de grupos abelianos sobre X. Entonces Cp(U ,F) es �áccido para

todo p ≥ 0 .

Demostración: Primero notemos que si f es continua, V ⊆ V ′ ⊆ Y en-

tonces f∗F(V ) = F(f−1(V )) ⊆ F(f−1(V ′) = f∗F(V ′) ⊆ X por la continuidad

de f y ya que F es �áccida sobre X se tiene que el mor�smo F(f−1(V ′)) −→
F(f−1(V )) es suprayectivo por lo que f∗F es �áccida.

Además, para todo i0, ..., ip ∈ I se tiene que F|Ui0,...,ip
es �áccida por ser la

gavilla asociada al mor�smo i : Ui0,...,ip ↪→ X (Y aplicando lo anterior).

Por último, notemos que por de�nición de producto y de �áccido, entonces

el producto de gavillas �áccidas es �áccido.

Entonces por de�nición de Cp(U ,F) se tiene lo que se quería.

Proposición 4.8 Sea X un espacio topológico y U una cubierta abierta y

F una gavilla �áccida de grupos abelianos sobre X; entonces para todo p > 0

se tiene que Ȟp(U ,F) = 0.

Demostración: Consideremos la sucesión 0 −→ F
ε−→ C•(U ,F) como en el

lema 4.5. Por el lema 4.6 tenemos que Cp(U ,F) es �áccido. Entonces por 2.12

se puede usar esta resolución para calcular los grupos de cohomología (usuales)

de F. Pero F es �áccida por lo que Hp(X,F) = 0 para todo p > 0. Por otro

lado, por de�nición, el complejo C•(U ,F) se usa para calcular los grupos de

homología de Cech por lo que estos coinciden con los usuales y se tiene lo que

se quería.

39



Finalmente, se concluye lo que se quería, pero primero se necesita del sigu-

iente lema:

Lema 4.9 Sea X un espacio topológico y U una cubierta abierta; entonces

para todo p ≥ 0 existe un mor�smo natural funtorial

Ȟp(U ,F) −→ Hp(X,F)

Demostración: Sea 0 → F → I• una resolución inyectiva de F y sea

0→ F→ C•(U ,F) como en 4.5, entonces se tiene

0 → F
ε→ C0(U ,F)

d→ C1(U ,F)
d→ ...

↓
0 → F

ε′→ I0 d′→ I1 d′→ ...

donde F→ F es la identidad.

Además, por de�nición de objeto inyectivo se tiene que existe un mor�smo

δ0 tal que

F
ε→ C0(U ,F)
ε′

↘ ↓
I0

Entonces el primer cuadrado de la sucesión anterior

F → C0(U ,F)

↓ ↓
F → I0

conmuta. Entonces se tiene que, inductivamente, existen mor�smos δi = dδi−1

para todo i > 0 tales que el diagrama

0 → F
ε→ C0(U ,F)

d→ C1(U ,F)
d→ ...

↓ ↓ ↓
0 → F

ε′→ I0 d′→ I1 d′→ ...

conmuta ya que I• es una resolución inyectiva. Entonces tomando grupos de

cohomología se obtiene lo que se quería.
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Lema 4.10 SeaX un esquema separado. Entonces si U, V ⊆ X son abiertos

a�nes se tiene que U ∩ V es afín.

Demostración: Si U y V son a�nes, entonces U×V también lo es. Tenemos
que U ∩ V = ∆−1(U × V ), donde ∆ es el mor�smo diagonal de�nido en 0.22.
Ya que X es separado se tiene que ∆ es una inmersión cerrada, por lo que U ∩V
es un subesquema cerrado de X, entonces por 0.19 se tiene que es afín.

Teorema 4.11 Sea X un esquema noetheriano separado, U una cubierta

abierta afín de X y sea F una gavilla cuasicoherente sobre X. Entonces para

todo p ≥ 0 los mor�smos naturales del lema 4.9 son isomor�smos y

Ȟp(U ,F) ∼= Hp(X,F)

Demostración: Por 4.4, se tiene el isomor�smo para p = 0.

Para p > 0 se tiene por 3.13 que F puede ser encajada en una gavilla �áccida

cuasicoherente G. Entonces se tiene la sucesión exacta

0 −→ F −→ G −→ R = G/F −→ 0

donde R es la gavilla cociente. Entonces por el lema anterior tenemos que para

todo i0 < ... < ip el abierto Ui0,...,ip es afín.. Ya que F es cuasicoherente,

entonces por 2.10 se tiene que

0 −→ F(Ui0,...,ip) −→ G(Ui0,...,ip) −→ R(Ui0,...,ip) −→ 0

es exacta y, además, tomando los productos, se tiene que la sucesión de complejos

de Cech

0 −→ Cp(U ,F) −→ Cp(U ,G) −→ Cp(U ,R) −→ 0

también lo es. Por lo tanto obtenemos una sucesión larga de grupos de coho-

mología de Cech y por 4.8 tenemos que la sucesión larga de cohomología de

Cech se puede ver de la forma

0 −→ Ȟ0(U ,F) −→ Ȟ0(U ,G) −→ Ȟ0(U ,R)
ď−→ Ȟ1(U ,F) −→ 0 (1)

y

0 −→ Ȟp(U ,R) −→ Ȟp+1(U ,F) −→ 0 (2)
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para p ≥ 1.

Por (2) tenemos que Ȟp(U ,R) ∼= Ȟp+1(U ,F) para todo p ≥ 1

Además, por la sucesión larga de cohomología usual y por 2.12 tenemos que,

análogamente

0 −→ H0(X,F) −→ H0(X,G) −→ H0(X,R)
d−→ H1(X,F) −→ 0 (3)

y

0 −→ Hp(X,R) −→ Hp+1(X,F) −→ 0 (4)

para p ≥ 1 y por (4) tenemos que Hp(X,R) ∼= Hp+1(X,F).

Entonces tenemos el siguiente diagrama que conmuta

Ȟ0(U,R)/Im(ď)
∼=−→ Ȟ1(U ,F)

∼=↓ ↓ f
H0(X,R)/Im(d)

∼=−→ H1(X,F)

por lo que f es un isomor�smo.

Por último, R es cuasicoherente por lo que el resultado se obtiene por in-

ducción sobre p.
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