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Índice general

Dedicatoria I

Agradecimientos III

1. Introducción 1

2. Aspectos Fundamentales de Teoŕıa de Grupos 5
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5. Predicciones teóricas vs resultados experimentales 45
5.1. Oscilaciones de neutrinos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.2. Particle Data Group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Caṕıtulo 1

Introducción

Actualmente, el modelo estándar es la teoŕıa más completa y consistente para describir a las
part́ıculas elementales. En este modelo, las part́ıculas elementales se agrupan en tres generacio-
nes o sabores de quarks y leptones. Las interacciones de norma entre ellos se establecen mediante
campos vectoriales conocidos como bosones de norma, condicionados por el grupo de simetŕıas
SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y [1]. Mientras este grupo de simetŕıas sea preservado, todos los boso-
nes de norma están desprovistos de masa debido a que los términos cuadráticos (de masa) están
prohibidos por las simetŕıas y, consecuentemente, las interacciones son de alcance infinito. De igual
forma, los quarks y leptones son no masivos en el modelo estándar.

Por otro lado, desde los primeros estudios de f́ısica nuclear, es sabido que, especialmente, las
interacciones débiles sólo ocurren dentro de los núcleos atómicos, razón por la que resulta indispen-
sable introducir un mecanismo que provea de masa a tres de los cuatro bosones de norma contenidos
en la llamada teoŕıa electrodébil, la cual corresponde al sector con simetŕıa SU(2)L × U(1)Y del
modelo estándar. Asimismo, es necesario explicar por qué tanto quarks como leptones poseen masa.
Dado que la ausencia de masa en el modelo estándar tiene su origen en las simetŕıas de norma, es
preciso que la simetŕıa de norma SU(2)L ×U(1)Y sea rota, pero de tal forma que las interacciones
entre las part́ıculas sigan siendo regidas por la simetŕıa. A este tipo de rompimiento se le conoce
como rompimiento espontáneo; cuando ocurre, la acción continúa siendo simétrica, pero el vaćıo de
la teoŕıa deja de serlo [2].

En el modelo estándar, el rompimiento espontáneo de la simetŕıa electrodébil ocurre a través
del llamado mecanismo de Higgs, que requiere introducir un campo escalar (de Lorentz) llamado
campo de Higgs, el cual debe ser un singulete de SU(3)C , un doblete de SU(2)L y debe poseer
carga no trivial bajo U(1)Y . Para obtener el rompimiento espontáneo de la simetŕıa es necesario
que la dinámica del campo de Higgs sea determinada por un potencial no trivial y acotado por
abajo, cuyo mı́nimo ocurra para valores esperados del campo distintos de cero. Debido a que el
campo de Higgs está cargado bajo SU(2)L×U(1)Y y posee un valor esperado no trivial en el vaćıo,
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

esa simetŕıa está rota en el vaćıo. La consecuencia inmediata del rompimiento de simetŕıa es que
combinaciones lineales de los bosones de norma adquieren masas no nulas. Adicionalmente, se in-
troducen los llamados acoplamientos de Yukawa que establecen las interacciones entre los fermiones
(leptones y quarks) y el campo de Higgs. En el vaćıo, donde el Higgs tiene un valor de expectación
(y nosotros vivimos), estas interacciones proveen de un término de masa para los fermiones. De
esta forma, todos los quarks y los leptones cargados adquieren sus masas.

En la versión original de Glashow, Salam y Weinberg del modelo estándar, no existen aco-
plamientos de Yukawa para los neutrinos, razón por la que estos fueron considerados hasta hace
veinte años como part́ıculas no masivas. Sin embargo, el descubrimiento de las masas y mezclas de
neutrinos en los experimentos de oscilaciones de neutrinos [3] ha sido una gran motivación para ir
en busca de f́ısica más allá del modelo estándar. Experimentos recientes sobre las oscilaciones de
neutrinos llevan a una nueva era en la determinación precisa de los ángulos de mezcla y diferencias
de masas al cuadrado [4–7]. Además, el hecho de que el modelo estándar sea incapaz de aportar
explicaciones satisfactorias sobre el origen de la existencia de tres sabores de fermiones, la gran
diferencia entre los ángulos de mezcla de quarks y leptones, y la gran cantidad de parámetros libres
ha llevado a intentos de teoŕıas más fundamentales en las cuales el modelo estándar sea el ĺımite
a bajas enerǵıas [8–10]. Esta área de investigación en la que se proponen extensiones del modelo
estándar para resolver estas preguntas es frecuentemente llamada f́ısica del sabor.

En estos modelos se suele tratar de aportar una explicación de las jerarqúıas entre las masas
de las part́ıculas elementales, de la cantidad de violación de CP observada experimentalmente y
necesaria para la generación de la asimetŕıa bariónica del universo, y de la estructura de la matriz
de mezcla de quarks CKM [11]. Uno de los objetivos particulares de los modelos es predecir los
ángulos de mezcla de quarks y leptones de manera precisa. Las simetŕıas discretas y no Abelianas
y algunas veces complementadas con dobletes de Higgs extra, suelen usarse para la f́ısica de sabor,
i.e., en la construcción de estos modelos para determinar los valores de las masas de quarks y lep-
tones aśı como sus ángulos de mezcla al suponer simetŕıas de sabor discretas y no Abelianas de
quarks y leptones. Particularmente, la mezcla de leptones ha sido discutida detalladamente utili-
zando simetŕıas de sabor discretas y no Abelianas [12]. Las simetŕıas más comunes en las teoŕıas
de sabor son A4, Q6 y S3, entre otras [13–16].

Resumen del contenido

Lo anterior ha llevado a proponer en el presente trabajo una extensión mı́nima del modelo
estándar, donde además del campo escalar de Higgs usual, HS , se añade un campo de Higgs que se
comporta también como doblete de la simetŕıa discreta S3, HD. Asimismo, se exige que los campos
de materia del modelo estándar se transformen no trivialmente bajo esa simetŕıa, de forma tal que
la acción del modelo sea simétrica bajo S3. La introducción de la simetŕıa de sabor S3 no sólo
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incrementa el número de campos de Higgs, sino que modifica algunos aspectos de la fenomenoloǵıa.
Con base en esa propuesta, en este trabajo se ha realizado un estudio de la fenomenoloǵıa del sector
de quarks y leptones, haciendo especial énfasis en la f́ısica de neutrinos que corresponde al sector
menos entendido del modelo estándar.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 se ha desarrollado un estudio intensivo y detallado sobre los fundamentos de la
teoŕıa de grupos necesarios para poder implementar las simetŕıas de sabor en el modelo estándar.
Además, se discuten brevemente los principales grupos de sabor utilizados en la construcción de mo-
delos de sabor. En particular, para el grupo permutacional de sabor S3, se estudian detalladamente
las clases de conjugación, la construcción de representaciones, las representaciones irreducibles y su
producto tensorial, todo lo cual es de crucial importancia para construir la acción del modelo de
part́ıculas elementales propuesto.

En el caṕıtulo 3, utilizando los resultados obtenidos para los productos tensoriales entre las
representaciones irreducibles de la simetŕıa de sabor S3, se introduce esta al modelo estándar,
añadiendo además dos dobletes de Higgs y considerando tres neutrinos derechos de Majorana re-
lacionados con los izquierdos mediante acoplamientos de Yukawa, lo cual da lugar a un mecanismo
de see-saw [17], responsable de las masas observadas de los neutrinos izquierdos. A partir de estas
estructuras, se calculan las matrices de masa para el sector de quarks y leptones, mostrando en
todo detalle los pasos que permiten llegar a los resultados obtenidos previamente en la literatu-
ra [16,18–22].

En el caṕıtulo 4 se presenta una breve introducción a las matrices de mezcla CKM y PMNS.
Además, se le impone al sector leptónico la simetŕıa ćıclica Z2 con la intención de reducir la can-
tidad de parámetros libres de la teoŕıa. Posteriormente, se reparametriza a la matriz de masa de
los leptones cargados, esto en términos de las masas de estos mismos leptones. De esta manera,
se consigue un resultado distinto a [16, 18–22] para los elementos de matriz |m̃e

4,5|. Asimismo, se
reparametriza la matriz de masa de los neutrinos de Majorana suponiendo válido el mecanismo de
see-saw. Finalmente, se calcula la matriz de mezcla de neutrinos PMNS, reproduciendo los resul-
tados de la literatura antes mencionada.

En el caṕıtulo 5 se presenta la reparametrización del Particle Data Group para la matriz PMNS
[23, p. 246-249], y con ello, se compara con la obtenida teóricamente en el caṕıtulo anterior. De
esta manera, se consigue obtener expresiones para los ángulos de mezcla de neutrinos reactor,
atmosférico y solar que permiten obtener un valor para cada una de las masas de los neutrinos y
por tanto, para la suma de las masas de los neutrinos. Estos resultados han sido cuidadosamente
revisados y difieren con los obtenidos en [16,18–22], por tanto, representan correcciones importantes
para dichas publicaciones que podŕıan conducir a un art́ıculo a publicar próximamente.
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Caṕıtulo 2

Aspectos Fundamentales de Teoŕıa de
Grupos

2.1. Grupos finitos

Definición 2.1. Un grupo {G, ·}, es un conjunto G dotado con una operación (·) que además
cumple las siguientes propiedades. Sean g1, g2 ∈ G, entonces:

1. g3 = g1 · g2 ∈ G (Cerradura)

2. g1 · (g2 · g3) = (g1 · g2) · g3 (Asociatividad)

3. Existe un elemento identidad e, tal que, para todo g ∈ G, e · g = g · e = g

4. Para todo g ∈ G, existe un elemento inverso g−1, tal que, g−1 · g = g · g−1 = e

N.B. Por comodidad puede omitirse el śımbolo de la operación teniendo en mente que los elementos
del grupo se relacionan a través de ella. También, es común referirse al grupo simplemente como
G, por lo que a partir de ahora se trabajará con esta convención.

Es conveniente establecer el orden de un grupo, esto es, la cantidad de elementos en G, donde
obviamente, el orden de un grupo finito es finito. Sean g1, g2 ∈ G, si se cumple que g1g2 = g2g1,
i.e., los elementos del grupo conmutan entre śı, entonces se dice que el grupo es abeliano, de lo
contrario, si no se satisface dicha propidad de conmutación el grupo es no abeliano. Un ejemplo
de grupo finito y abeliano es el grupo ćıclico Zn, formado por {e, a, a2, · · · , aN−1}, donde aN = e.
Geométricamente, se puede ver a su generador como rotaciones discretas de 2π/N . En el presente
trabajo se hará un énfasis a los grupos finitos discretos y no-abelianos.
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6 CAPÍTULO 2. ASPECTOS FUNDAMENTALES DE TEORÍA DE GRUPOS

Definición 2.2. Sea H un subconjunto de un grupo G, si H es también un grupo, entonces llama-
mos a H un subgrupo de G.

Es menester mencionar que el Teorema de Lagrange establece que el orden del subgrupo H debe
ser un divisor del orden de G.

Definición 2.3. Sea N un subgrupo de G, si se cumple que g−1Ng = N para todo g ∈ G, el
subgrupo N se llama subgrupo normal o un subgrupo invariante.

Nótese que el subgrupo H y el grupo normal N del grupo G cumplen que HN = NH, lo que
es también un subgrupo de G por la definición (2.2). Aqúı se está usando la notación:

HN := {hinj : hi ∈ H,nj ∈ N},

y análogamente para NH.

Definición 2.4. Sea ah = e, donde a, e ∈ G, el número h corresponde al orden del elemento a.

N.B. Los elementos {e, a, a2, ..., ah−1} constituyen el subgrupo finito y abeliano de orden h, Zh.

Definición 2.5. Sea g ∈ G, los elementos g−1ag se llaman elementos conjugados al elemento
a. El conjunto de todos los elementos conjugados a un elemento a de G, i.e. {g−1ag,∀g ∈ G} se
llama una clase de conjugación.

Teorema 2.6. Todos los elementos de una clase de conjugación tienen el mismo orden [15].

Demostración. A partir de la definición (2.5):

(gag−1)h = ga(g−1g)a(g−1g) · · · ag−1 = gahg−1 = geg−1 = e.

2.2. Representaciones de grupos

Definición 2.7. Una representación de un grupo, G, es un mapeo, D, de los elementos de G
en un conjunto de operadores lineales con las siguientes propiedades:

1. D(e) = 1, donde e ∈ G es el elemento identidad del grupo y 1 es el operador identidad del
espacio en el cual los operadores lineales actúan.

2. D(a)D(b) = D(ab), donde a, b ∈ G. En otras palabras, la ley de multiplicación es mapeada a
una multiplicación natural del espacio en el cual los operadores lineales actúan (esta propiedad
nos dice que el mapeo D es un homomorfismo) [24].
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El espacio vectorial vj , en el cual actúa la representación, i.e., D(g)ijvj , donde, (j = 1, . . . , n),
se llama el espacio de representación. La dimensión del espacio sobre la que actúa la represen-
tación es conocida como la dimensión de la representación. Una representación es unitaria si
para toda D(g) se cumple que D(g)† = D(g)−1.

Ya que las representaciones viven en espacios lineales, se está en la libertad de escoger la forma
de la representación que se crea más conveniente aplicando sobre ésta una transformación lineal.
Mientras la transformación sea invertible, la nueva forma de la representación será tan buena
como la original. Tal transformación produce una transformación de similaridad en los operadores
lineales. De esta forma siempre se puede construir una nueva representación con la transformación:

D(g)→ D′(g) = S−1D(g)S. (2.1)

Por otro lado, se dirá que una representación es reducible si tiene un subespacio invariante, i.e.,
la acción de cualquier D(g) en cualquier vector en el subespacio, aún está en el subespacio. Una
representación irreducible es aquella no reducible. Finalmente, una representación es completa-
mente reducible si D(g) para todo g ∈ G está escrita como una matriz diagonal por bloques,
i.e: 

D1(g) 0 · · · 0

0 D2(g)
...

...
. . .

0 · · · Dr(g)

 ,

donde cada Dα(g) con α = 1, . . . , r es irreducible. Por tanto, una representación reducible es la
suma directa de Dα(g),

r∑
α=1

⊕Dα(g).

N.B. Se puede demostrar que toda representación reducible de un grupo finito es completamente
reducible, más aún, se puede probar también que toda representación de un grupo finito es equiva-
lente a una representación unitaria.

Definición 2.8. El caracter ξD(g) de una representación D(g) es la traza de la matriz de la
representación, es decir

ξD(g) = tr D(g) =

dα∑
i=1

D(g)ii ,

donde dα es la dimensión de Dα.
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Teorema 2.9. Todos los elementos conjugados al elemento “a” tienen el mismo caracter.

Demostración. Utilizando la segunda parte de la definición (2.7) y la propiedad de la traza se tiene
que

tr D(g−1ag) = tr (D(g−1)D(a)D(g)) = tr D(g−1) tr D(g) tr D(a) = tr D(a).

Nótese que el teorema anterior muestra que el caracter es una cantidad constante en la clase de
conjugación.

A continuación se hace mención de cuatro relaciones de suma relevancia para determinar el
caracter. Primeramente, se tiene la siguiente relación de ortogonalidad para el caracter∑

g∈G
ξDα(g)∗ξDβ (g) = NGδαβ , (2.2)

donde NG representa el orden del grupo G. De aqúı, se puede concluir que el caracter de diferentes
representaciones irreducibles son ortogonales y diferentes entre si. Aśı, véase que las clases de
conjugación cumplen también una relación de ortogonalidad dada por∑

α

ξDα(gi)
∗ξDα(gj) =

NG

ni
δCiCj , (2.3)

donde Ci denota la clase de conjugación del elemento gi, mientras que ni hace referencia al número
de elementos en la clase de conjugación Ci. Por otro lado, supóngase que se tienen mn representa-
ciones n-dimensionales irreducibles. Claramente el caracter de la clase de conjugación C1 = {e}, es
ξDα(C1) = n para dicha representación n-dimensional. De esta manera, la relación (2.3) implica∑

α

[ξα(C1)]2 =
∑
n

mnn
2 = m1 + 4m2 + 9m3 + · · · = NG , (2.4)

donde mn ≥ 0. Finalmente, el número de representaciones irreducibles mn, satisface que∑
n

mn = el número de clases de conjugación, (2.5)

es decir, el número de representaciones irreducibles es igual al número de clases de conjugación.

2.3. Grupos no-abelianos importantes

A continuación se presentan algunos grupos no-abelianos que son de relevancia en la construcción
de distintos modelos en simetŕıas de sabor y que de hecho, algunos surgen como resultado en la
teoŕıa de supercuerdas [15].
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Grupo An

Este grupo de orden n!/2 está conformado por todas las permutaciones pares que hay en el
grupo Sn (el grupo de todas las posibles permutaciones de n objetos de un conjunto). Es
decir, los elementos de Sn que realizan permutaciones pares a los elementos de conjunto {xi}
con i = 1, 2, ..., n son los elementos de An. Por ejemplo, en la siguiente sección se verá que los
elementos del grupo S3 son:

e : (x1, x2, x3)→ (x1, x2, x3)

a1 : (x1, x2, x3)→ (x2, x1, x3)

a2 : (x1, x2, x3)→ (x3, x2, x1)

a3 : (x1, x2, x3)→ (x1, x3, x2)

a4 : (x1, x2, x3)→ (x3, x1, x2)

a5 : (x1, x2, x3)→ (x2, x3, x1)

de los cuales {e, a4, a5} conforman los elementos de A3.

Grupo Qn

También conocido como el grupo diedral binario, Qn, con n par, consiste de los elementos,
ambk con m = 1, . . . , n y K = 1, 2, donde los generadores a y b satisfacen que

an = e, b2 = an/2, b−1ab = a−1.

El orden de Qn es igual a 2n.

Grupo Σ(2n2)

Este grupo es isomorfo al grupo (Zn×Z′n)oZ2. Se denotan los generadores de los grupos Zn
y Z′n como a y a′, respectivamente, y el generador de Z2 es escrito como b. Estos cumplen que

an = a′n = b2 = e,

aa′ = a′a, bab = a′,

donde e es la identidad del grupo. De esta forma, todos los elementos de Σ(2n2) pueden ser
escritos como

g = bk ai a′j ,

donde k = 1, 2 y i, j = 1, . . . , n.
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Grupo Σ(3n3)

Este grupo discreto está definido como el álgebra cerrada de 3 simetŕıas abelianas; Zn, Z′n ,
Z′′n y el grupo ćıclico Z3. Esto es, si se denotan los generadores de Zn, Z′n, Z′′n como a, a′, a′′

y el generador de Z3 como b, los elementos del grupo Σ(3n3) pueden ser escritos como

g = bkaia′ja′′l,

donde k = 1, 2 y i, j, l = 1, . . . , n.

Estos generadores cumplen con las siguientes propiedades:

an = a′n = a′′n = b3 = e,

aa′ = a′a, aa′′ = a′′a, a′a′′ = a′′a′,

b2ab = a′′, b2a′b = a, b2a′′b = a′.

Grupo ∆(3n2)

Este grupo es isomorfo a (Zn × Z′n) oZ3. Si se considera que los generadores de Zn y Z′n son
a y a′, respectivamente, y el generador de Z3 es b, se debe de cumplir que

an = a′n = b3 = e, a′a = aa′,

bab−1 = a−1(a′−1), ba′b−1 = a.

De esta forma, todos los elementos del grupo ∆(3n2) pueden ser escritos como

g = bkaiaj ,

donde k = 1, 2 y i, j = 1, . . . , n.

Grupo ∆(6n2)

El grupo discreto ∆(6n2) es isomorfo a (Zn × Z′n) o S3. El orden del grupo es 6n2. Si se
nombran a los generadores de Zn, Z′n, a y a′ respectivamente, mientras que a los generadores
de Z3, Z′2 (cuyo producto semidirecto es isomorfo a S3), b y c respectivamente, se debe de
satisfacer:

an = a′n = b3 = c2 = e,

aa′ = a′a,

bab−1 = a−1a′−1, ba′b−1 = a,

cac−1 = a′−1, ca′c−1 = a−1.

De esta forma, todos los elementos del grupo pueden ser escritos como

g = bkclaia′j ,

donde k = 1, 2, 3, l = 1, 2 y i, j = 1, . . . , n.
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2.4. Grupo S3

En general, el grupo simétrico de grado n, Sn, puede ser visto como el grupo de todas las
posibles permutaciones de n objetos de un conjunto {xi} con i = 1, 2, ..., n, bajo la acción de un
elemento del grupo, de tal forma que

(x1, x2, ... , xn)→ (xi1 , xi2 , ..., xin),

donde xik es la imagen de xi bajo la aplicación de un elemento del grupo Sn, el cual debe ser
biyectivo y actuar sobre el mismo grupo. Si el conjunto sobre el que actúa este grupo grupo tiene n
elementos, entonces Sn tiene n! elementos. Si ahora se toma el caso donde n = 3, el grupo estaŕıa
conformado de todas las aplicaciones biyectivas del conjunto {x1, x2, x3} sobre si mismo, a saber

e : (x1, x2, x3)→ (x1, x2, x3)

a1 : (x1, x2, x3)→ (x2, x1, x3)

a2 : (x1, x2, x3)→ (x3, x2, x1)

a3 : (x1, x2, x3)→ (x1, x3, x2)

a4 : (x1, x2, x3)→ (x3, x1, x2)

a5 : (x1, x2, x3)→ (x2, x3, x1),

Además, es fácil notar que la operación de multiplicación de este grupo forma una álgebra cerrada,
e.g:

a1a2 : (x1, x2, x3)→ (x2, x3, x1) : a5

a2a1 : (x1, x2, x3)→ (x3, x1, x2) : a4

a4a2 : (x1, x2, x3)→ (x1, x3, x2) : a3,

y si ahora se consideran las siguientes aplicaciones

ϕ := a1 :


x1 → x2

x2 → x1

x3 → x3

y ψ := a2 :


x1 → x3

x2 → x2

x3 → x1

,

es posible construir los siguientes elementos del grupo como:

ϕψ = a5 :


x1 → x2

x2 → x3

x3 → x1

, ψϕ = a4 :


x1 → x3

x2 → x1

x3 → x2

, ψϕψ = a3 :


x1 → x1

x2 → x3

x3 → x2

,

y junto con el elemento identidad, se pueden escribir los seis elementos del grupo como: {e, ϕ, ψ, ϕψ, ψϕ, ψϕψ}.
Finalmente, geométricamente se puede pensar a S3 como la simetŕıa de un triángulo equilátero, lo
cual se puede apreciar en la figura 2.1.
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Figura 2.1: Simetŕıa S3 de un triángulo equilátero. La aplicación ϕ corresponde a una reflexión y la aplicación
ψϕ corresponde a una rotación de 2π/3.

2.4.1. Clases de conjugación

Los elementos del grupo pueden ser clasificados en tres clases de conjugación, Ci, donde el
sub́ındice i, se refiere al número de elementos en cada clase de conjugación, a saber

C1 : {e}, C2 : {ϕψ,ψϕ}, C3 : {ϕ,ψ, ψϕψ}, (2.6)

donde sus elementos tienen el siguiente orden:

(ϕψ)3 = (ψϕ)3 = e, ϕ2 = ψ2 = (ψϕψ)2 = e. (2.7)

2.4.2. Caracteres y representaciones irreducibles

Primeramente, al hacer uso de la ecuación (2.5), y considerando el hecho de que existen tres
clases de conjugación (2.6), se tiene que∑

n

mn = m1 +m2 + . . . = 3, (2.8)

i.e., existen tres representaciones irreducibles para dicho grupo. Suponiendo ahora que tales repre-
sentaciones mn son n-dimensionales, al utilizar la ecuación (2.4):∑

α

[ξα(C1)]2 =
∑
n

mnn
2 = m1 + 4m2 + 9m3 + · · · = 6, (2.9)

donde se cumple que mn ≥ 0.
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La ecuación (2.9) tiene únicamente dos soluciones posibles,

m1 = 2 y m2 = 1,

y por otro lado,

m1 = 6 y m2 = 0,

sin embargo, nótese que sólo la primer solución es posible, pues es la única que además satisface la
condición impuesta por la ecuación (2.8). Por tanto, las representaciones irreducibles de S3 están
dadas por dos singuletes que se representarán como 1 y 1’ respectivamente y además, un doblete
que será representado como 2. Aśı, se denotarán sus caracteres ξ1(g), ξ1’(g) y ξ2(g) respectivamente.

Es menester notar que al haber supuesto representaciones n-dimensionales, mn, se obtiene
fácimente que ξ1(C1) = ξ1’(C1) = 1, mientras que ξ2(C2) = 2. Además, uno de los singuletes
debe ser un singulete trivial, por lo que ξ1(C2) = ξ1(C3) = 1. Por otro lado, para el singulete no
trivial se deben cumplir las condiciones expuestas en (2.7), por lo que, {ξ1’(C2)}3 = 1 y además
{ξ1’(C3)}2 = 1, lo que lleva a las soluciones

ξ1’(C2) =


1

e2πi/3

e4πi/3

y ξ1’(C3) =

{
1

-1
, (2.10)

correspondientes a las ráıces n-ésimas de la unidad, y al usar la relación de ortogonalidad (2.2), se
sigue que ∑

g

ξ1(g)ξ1’(g) = 1 + 2ξ1’(C2) + 3ξ1’(C3) = 0, (2.11)

por lo que al usar las soluciones de la ecuación (2.10), se encuentra una solución única para la
ecuación (2.11) dada por ξ1’(C2) = 1 y ξ1’(C3) = −1. Ahora bien, usando nuevamente la relación
de ortogonalidad (2.2) y además la relación (2.3) se llega al sistema de ecuaciones∑

g

ξ1(g)ξ2(g) = 2 + 2ξ2(C2) + 3ξ2(C3) = 0,

∑
α

ξα(C1)∗ξα(C2) = 1 + ξ1’(C2) + 2ξ2(C2) = 0,

cuya solución es ξ2(C2) = −1 y ξ2(C3) = 0.
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h ξ1 ξ1’ ξ2
C1 1 1 1 2

C2 3 1 1 −1

C3 2 1 −1 0

Cuadro 2.1: Caracteres de las representaciones de S3.

Este estudio sobre los caracteres será sumamente importante en la construcción de las repre-
sentaciones irreducibles de S3 (sección 2.4.3) y los resultados se resumen en la tabla 2.1. El análisis
anterior puede ser extendido análogamente para Sn y en general para otros grupos que cumplan
las hipótesis de las relaciones de ortogonalidad.

2.4.3. Construcción de las representaciones

Considerando primero las matrices de la representación D(g) para el doblete, donde se tiene que
D(g) son matrices unitarias bidimensionales, de esta manera, usando la definición de representación
(definición 2.7) es obvio que D2(e) es la matriz identidad de dos dimensiones. Ahora bien, de la
tabla 2.1 se tiene que ξ2(C3) = 0 lo que implica que se puede diagonalizar un elemento de la clase
de conjugación, en este caso eligiendo ϕ como ejemplo en C3 como el elemento diagonal, se puede
escribir

ϕ =

(
−1 0
0 1

)
.

Los demás elementos de la clase C3 y además de la clase C2 son matrices no diagonales. Si ahora
se usa de la ecuación (2.7) que ψ2 = e, entonces se tiene

ψ =

(
− cos θ − sen θ
− sen θ cos θ

)
⇒ ψϕψ =

(
− cos 2θ − sen 2θ
− sen 2θ cos 2θ

)
,

por lo que los elementos de la clase de conjugación C2 se ven como

ϕψ =

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
y ψϕ =

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
, (2.12)

y como la traza de los elementos de C2 es −1, entonces, de calcular la traza de las matices en (2.12)
se sigue que

2 cos θ = −1 ⇒ cos θ = −1/2 ∴ θ =

{
2π/3

4π/3
.

Cualquiera de las dos soluciones es igual de válida y de hecho, se puede probar que son equivalentes.
Si se elige θ = 4π/3 se obtiene la siguiente representación de S3:
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e =

(
1 0
0 1

)
, ϕ =

(
−1 0
0 1

)
, ψ =

(
1/2

√
3/2√

3/2 −1/2

)
,

ϕψ =

(
−1/2 −

√
3/2√

3/2 −1/2

)
, ψϕ =

(
−1/2

√
3/2

−
√

3/2 −1/2

)
, ψϕψ =

(
1/2 −

√
3/2

−
√

3/2 −1/2

)
. (2.13)

2.4.4. Producto tensorial

Para terminar el análisis de las representaciones irreducibles de S3 se va a estudiar el producto
tensorial entre representaciones irreducibles del grupo. Para ello, se debe considerar primero el
producto tensorial entre dos dobletes, (x1, x2) y (y1, y2). Como ejemplo, se puede calcular

ψ

(
x1

x2

)
⊗ ψ

(
y1

y2

)
=

(
1
2x1 +

√
3

2 x2√
3

2 x1 − 1
2x2

)
⊗

(
1
2y1 +

√
3

2 y2√
3

2 y1 − 1
2y2

)

=

(
x1y1+3x2y2+

√
3(x1y2+x2y1)

4

√
3(x1y1−x2y2)−x1y2+3x2y1

4√
3(x1y1−x2y2)−x2y1+3x1y2

4
3x1y1+x2y2−

√
3(x1y2+x2y1)

4

)
,

por lo cada componente xiyj se transforma bajo ψ como

x1y1 → x1y1 + 3x2y2 +
√

3(x1y2 + x2y1)

4

x1y2 →
√

3(x1y1 − x2y2)− x1y2 + 3x2y1

4

x2y1 →
√

3(x1y1 − x2y2)− x2y1 + 3x1y2

4

x2y2 → 3x1y1 + x2y2 −
√

3(x1y2 + x2y1)

4
,

donde se sigue que

ψ(x1y1 + x2y2) = (x1y1 + x2y2), ψ(x1y2 − x2y1) = −(x1y2 − x2y1),

aśı se puede concluir que dichas combinaciones lineales corresponden a los singuletes

1 : x1y1 + x2y2, 1’ : x1y2 − x2y1.

Ahora bien, al calcular

ψ

(
x1y2 + x2y1

x1y1 − x2y2

)
=

(
1/2

√
3/2√

3/2 −1/2

)(
x1y2 + x2y1

x1y1 − x2y2

)
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lo que muestra que dicho objeto transforma como doblete bajo ψ, i.e.,

2 :

(
x1y2 + x2y1

x1y1 − x2y2

)
,

por lo que el producto tensorial de dos dobletes resulta en dos singuletes 1 (singulete trivial) y 1’
y un doblete 2.



Caṕıtulo 3

Una extensión mı́nima del modelo
estándar

3.1. Lagrangiano de Yukawa

En la sección (2.4) se estudiaron las representaciones bidimensionales del grupo S3 y se mostró
que el producto tensorial de dos dobletes resulta en dos singuletes 1 y 1’ y un doblete 2, donde
es menester notar que el singulete no trivial no es invariante ante S3. Con este análisis, se puede
proceder ahora a hacer una extensión mı́nima del modelo estándar, donde además del campo escalar
de Higgs usual, HS , se introduce un doblete de Higgs de S3, HD. Además, es importante mencionar
que los campos de quarks y leptones tienen el mismo tipo de interacción de norma, sin embargo,
sólo difieren en sus masas y en sus números cuánticos de sabor como se ilustra en la siguiente tabla:

Multipletes SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y I II III

Quarks (3,2, 1
6)

(
uL
dL

) (
cL
sL

) (
tL
bL

)
(3,1, 2

3) uR cR tR
(3,1,−1

3) dR sR bR

Leptones (1,2,−1
2)

(
νeL
eL

) (
νµL
µL

) (
ντL
τL

)
(1,1,−1) eR µR τR
(1,1, 0) νeR νµR ντR

Cuadro 3.1: Multipletes de los campos en el modelo estándar.

donde las generaciones de fermiones se denotan como ψi, i = 1, 2, 3 y éstas contemplan a los
neutrinos derechos considerando que el mecanismo de see-saw es el responsable de la masa de los
neutrinos izquierdos como se verá en la sección 4.3.

17
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Para cada uno de estos campos se dará por hecho una representación reducible 1S ⊕ 2 para
permitir la simetŕıa de sabor en el lagrangiano. Se puede resumir lo anterior si se utiliza la siguiente
notación:

QT = (uL, dL), uR, dR, LT = (νL, eL), eR, νR, HI .

donde los dobletes llevan ı́ndices I y J , los cuales corren de 1 a 2, mientras que los singuletes del
grupo de sabor se denotan por Q3, u3R, d3R, L3, e3R, ν3R y HS . De esta manera se puede escribir
de la manera más general a las interacciones renormalizables de Yukawa como [16]:

LY = LYD + LYU + LYE + LYν , (3.1)

donde,

LYD = −Y d
1 QIHSdIR − Y d

3 Q3HSd3R − Y d
2 [QIκIJH1dJR +QIηIJH2dJR]

− Y d
4 Q3HIdIR − Y d

5 QIHId3R + h.c.,

LYU = −Y u
1 QI(iσ2)H∗SuIR − Y u

3 Q3(iσ2)H∗Su3R − Y u
2 [QIκIJ(iσ2)H∗1uJR + ηQIηIJ(iσ2)H∗2uJR]

− Y u
4 Q3(iσ2)H∗I uIR − Y u

5 QI(iσ2)H∗I u3R + h.c.,

LYE = −Y e
1 LIHSeIR − Y e

3 L3HSe3R − Y e
2 [LIκIJH1eJR + LIηIJH2eJR]

− Y e
4 L3HIeIR − Y e

5 LIHIe3R + h.c.,

LYν = −Y ν
1 LI(iσ2)H∗SνIR − Y ν

3 L3(iσ2)H∗Sν3R − Y ν
2 [LIκIJ(iσ2)H∗1νJR + LIηIJ(iσ2)H∗2νJR]

− Y ν
4 L3(iσ2)H∗I νIR − Y ν

5 LI(iσ2)H∗I ν3R + h.c.,

y además

HS =
1√
3

(φ1 + φ2 + φ3) , HI =

(
H1

H2

)
=

(
1√
2
(φ1 − φ2)

1√
6
(φ1 + φ2 − 2φ3)

)
,

κ =

(
0 1
1 0

)
, η =

(
1 0
0 −1

)
y σ2 =

(
0 −i
i 0

)
.

Finalmente, se considerará que después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa (SSB, por
sus siglas en inglés), los campos de Higgs adquieren un valor de expectación en el vaćıo dado por

〈|HS |〉 =

(
0
〈HS〉

)
, 〈|H1|〉 =

(
0
〈H1〉

)
y 〈|H2|〉 =

(
0
〈H2〉

)
.

Debido a que en ésta extensión se tienen tres campos de Higgs, el potencial de Higgs tiene una
forma diferente y más complicada [25]. Entonces, conviene suponer que todos los VEV’s son reales,
además que 〈H1〉 = 〈H2〉 y que se satisface la constricción 〈HS〉2+〈H1〉2+〈H2〉2 ≈ (246GeV)2/2 [16].
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3.2. Cálculo de las matrices de masa

3.2.1. Matriz de masa para los quarks tipo down

Procediendo ahora a calcular las matrices de masa a partir de las interacciones de Yukawa. Para
ello, conviene trabajar por partes la ecuación (3.1), iniciando con

LYD = −Y d
1 QIHSdIR − Y d

3 Q3HSd3R − Y d
2 [QIκIJH1dJR +QIηIJH2dJR]

− Y d
4 Q3HIdIR − Y d

5 QIHId3R + h.c.

= LYD1
+ LYD2

+ LYD3
+ LYD4

+ LYD5
+ h.c.,

(3.2)

al desarrollar el primer término de la ecuación (3.2):1

LYD1
= −Y d

1 QIHSdIR

= −Y d
1

(
Q1HSd1R +Q2HSd2R

)
,

aśı después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa

LYD1

SSB−−−→ −Y d
1

{
(uL, dL)

(
0
〈HS〉

)
dR + (cL, sL)

(
0
〈HS〉

)
sR

}
= −Y d

1

(
dL 〈HS〉 dR + sL 〈HS〉 sR

)
= −Y d

1

(dL, 0, 0)

1
0
0

 〈HS〉 (1, 0, 0)

dR0
0

+ (0, sL, 0)

0
1
0

 〈HS〉 (0, 1, 0)

 0
sR
0


= −Y d

1

(dL, 0, 0)

〈HS〉 0 0
0 0 0
0 0 0

dR0
0

+ (0, sL, 0)

0 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

 0
sR
0


= −Y d

1

(dL, sL, 0)

〈HS〉 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

dRsR
0

 ,

donde en la tercer igualdad se ha escrito una representación tridimensional apropiada para poner
los ı́ndices de sabor a los campos (se hará esto mismo en los demás cálculos) dada por la asociación

d→

d0
0

 =

1
0
0

 d , s→

0
s
0

 =

0
1
0

 s y b→

0
0
b

 =

0
0
1

 b,

1Se hará el cálculo para la matriz de masa omitiendo el h.c., sin embargo, en el apéndice A se muestran los términos
correspondientes al h.c.
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y se ha usado el hecho de que

1 =

1
0
0

 (1, 0, 0) =

0
1
0

 (0, 1, 0) =

0
0
1

 (0, 0, 1).

Aśı, definiendo

m1 ≡ −2Y d
1 〈HS〉 ,

se obtiene finalmente la expresión:

LYD1
=

1

2
(dL, sL, 0)

m1 0 0
0 m1 0
0 0 0

dRsR
0

⇒M1 ≡

m1 0 0
0 m1 0
0 0 0

 . (3.3)

Procediendo ahora con el segundo término de la ecuación (3.2) se tiene

LYD2
= −Y d

3 Q3HSd3R,

por lo que después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa

LYD2

SSB−−−→ −Y d
3 (tL, bL)

(
0
〈HS〉

)
bR

= −Y d
3 bL 〈HS〉 bR

= −Y d
3 (0, 0, bL)

0
0
1

 〈HS〉 (0, 0, 1)

 0
0
bR


= −Y d

3 (0, 0, bL)

0 0 0
0 0 0
0 0 〈HS〉

 0
0
bR

 .

De esta manera, definiendo m3 ≡ −2Y d
3 〈HS〉, se sigue que

LYD2
=

1

2
(0, 0, bL)

0 0 0
0 0 0
0 0 m3

 0
0
bR

⇒M3 ≡

0 0 0
0 0 0
0 0 m3

 , (3.4)

la cual corresponde a la matriz de masa para el segundo término en la ecuación (3.2).
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Note ahora que se puede desarrollar el tercer término de (3.2) como

LYD3
= −Y d

2 [QIκIJH1dJR +QIηIJH2dJR]

= −Y d
2 [Q1κ11H1d1R +Q1κ12H1d2R +Q2κ21H1d1R +Q2κ22H1d2R

+Q1η11H2d1R +Q1η12H2d2R +Q2η21H2d1R +Q2η22H2d2R]

= −Y d
2 [Q1H1d2R +Q2H1d1R +Q1H2d1R −Q2H2d2R],

y después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa,

LYD3

SSB−−−→ −Y d
2

{
(uL, dL)

(
0
〈H1〉

)
sR + (cL, sL)

(
0
〈H1〉

)
dR + (uL, dL)

(
0
〈H2〉

)
dR − (cL, sL)

(
0
〈H2〉

)
sR

}
= −Y d

2 [dL 〈H1〉 sR + sL 〈H1〉 dR + dL 〈H2〉 dR − sL 〈H2〉 sR]

= −Y d
2 (dL, sL, 0)

〈H2〉 〈H1〉 0
〈H1〉 − 〈H2〉 0

0 0 0

dRsR
0

 .

Entonces, definiendo m2 ≡ −2Y d
2 〈H1〉 y m6 ≡ −2Y d

2 〈H2〉 se obtiene

LYD3
=

1

2
(dL, sL, 0)

m6 m2 0
m2 −m6 0
0 0 0

dRsR
0

⇒M2 ≡

m6 m2 0
m2 −m6 0
0 0 0

 , (3.5)

la cual corresponde a la matriz de masa del tercer término en la ecuación (3.2).

Por otro lado, desarrollando el cuarto término de la lagrangiana (3.2) se tiene

LYD4
= −Y d

4 Q3HIdIR

= −Y d
4

(
Q3H1d1R +Q3H2d2R

)
y después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa,

LYD4

SSB−−−→ −Y d
4

{
(tL, bL)

(
0
〈H1〉

)
dR + (tL, bL)

(
0
〈H2〉

)
sR

}
= −Y d

4

(
bL 〈H1〉 dR + bL 〈H2〉 sR

)
= −Y d

4 (0, 0, bL)

 0 0 0
0 0 0
〈H1〉 〈H2〉 0

dRsR
0

 ,

aśı, si se define m4 ≡ −2Y d
4 〈H1〉 y m7 ≡ −2Y d

4 〈H2〉 se tiene que

LYD4
=

1

2
(0, 0, bL)

 0 0 0
0 0 0
m4 m7 0

dRsR
0

⇒M4 =

 0 0 0
0 0 0
m4 m7 0

 . (3.6)
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Finalmente, para el quinto término

LYD5
= −Y d

5 QIHId3R

= −Y d
5

(
Q1H1bR +Q2H2bR

)
por lo que se sigue inmediatamente que

LYD5

SSB−−−→ −Y d
5

{
(uL, dL)

(
0
〈H1〉

)
bR + (cL, sL)

(
0
〈H2〉

)
bR

}
= −Y d

5

(
dL 〈H1〉 bR + sL 〈H2〉 bR

)
= −Y d

5 (dL, sL, 0)

0 0 〈H1〉
0 0 〈H2〉
0 0 0

 0
0
bR

 .

Aśı, al definir m5 ≡ −2Y d
5 〈H1〉 y m8 ≡ −2Y d

5 〈H2〉, se puede escribir entonces,

LYD5
=

1

2
(dL, sL, 0)

0 0 m5

0 0 m8

0 0 0

 0
0
bR

⇒M5 =

0 0 m5

0 0 m8

0 0 0

 . (3.7)

Por tanto, al sumar todas las matrices de masa correspondientes a las ecuaciones (3.3)-(3.7) se
puede definir

Md =

m1 0 0
0 m1 0
0 0 0

+

m6 m2 0
m2 −m6 0
0 0 0

+

0 0 0
0 0 0
0 0 m3

+

 0 0 0
0 0 0
m4 m7 0

+

0 0 m5

0 0 m8

0 0 0



⇒Md =

m1 +m6 m2 m5

m2 m1 −m6 m8

m4 m7 m3

 ,

y si ahora se usa el hecho de que 〈H1〉 = 〈H2〉 se sigue que m2 = m6, m4 = m7 y m5 = m8, se
obtiene la matriz de masa para los quarks tipo down dada por

Md =

m1 +m2 m2 m5

m2 m1 −m2 m5

m4 m4 m3

 . (3.8)
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3.2.2. Matriz de masa para los quarks tipo up

Continuando este análisis para los quarks tipo up, es útil proceder dividiendo a su lagrangiano
como sigue

LYU = −Y u
1 QI(iσ2)H∗SuIR − Y u

3 Q3(iσ2)H∗Su3R − Y u
2 [QIκIJ(iσ2)H∗1uJR + ηQIηIJ(iσ2)H∗2uJR]

− Y u
4 Q3(iσ2)H∗I uIR − Y u

5 QI(iσ2)H∗I u3R + h.c.

= LYU1
+ LYU2

+ LYU3
+ LYU4

+ LYU5
+ h.c.,

(3.9)

aśı desarrollando el primer término de (3.9) se tiene

LYU1
= −Y u

1 QI(iσ2)H∗SuIR

= −Y u
1

{
Q1(iσ2)H∗Su1R +Q2(iσ2)H∗Su2R

}
aśı que,

LYU1

SSB−−−→ −Y u
1

{
(uL, dL)

(
0 1
−1 0

)(
0

〈HS〉∗
)
uR + (cL, sL)

(
0 1
−1 0

)(
0

〈HS〉∗
)
cR

}
= −Y u

1

{
(uL, dL)

(
〈HS〉

0

)
uR + (cL, sL)

(
〈HS〉

0

)
cR

}
= −Y u

1 (uL 〈HS〉uR + cL 〈HS〉 cR)

= −Y u
1

(uL, 0, 0)

1
0
0

 〈HS〉 (1, 0, 0)

uR0
0

+ (0, cL, 0)

0
1
0

 〈HS〉 (0, 1, 0)

 0
cR
0


= −Y u

1

(uL, 0, 0)

〈HS〉 0 0
0 0 0
0 0 0

uR0
0

+ (0, cL, 0)

0 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

 0
cR
0


= −Y u

1

(uL, cL, 0)

〈HS〉 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

uRcR
0

 .

Al definir m′1 ≡ −2Y u
1 〈HS〉 se puede escribir

LYU1
=

1

2
(uL, cL, 0)

m′1 0 0
0 m′1 0
0 0 0

uRcR
0

⇒M ′1 =

m′1 0 0
0 m′1 0
0 0 0

 , (3.10)

la cual es la matriz de masa para el primer término en la ecuación (3.9).
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Para el segundo término de la densidad lagrangiana de Yukawa para los quarks tipo up

LYU2
= −Y u

3 Q3(iσ2)H∗Su3R

entonces

LYU2

SSB−−−→ −Y u
3 (tL, bL)

(
0 1
−1 0

)(
0

〈HS〉∗
)
tR

= −Y u
3 (tL, bL)

(
〈HS〉

0

)
tR

= −Y u
3 tL 〈HS〉 tR

= −Y u
3 (0, 0, tL)

0
0
1

 〈HS〉 (0, 0, 1)

 0
0
tR


= −Y u

3 (0, 0, tL)

0 0 0
0 0 0
0 0 〈HS〉

 0
0
tR

 ,

y si se define m′3 ≡ −2Y u
3 〈HS〉, se sigue que

LYU2
=

1

2
(0, 0, tL)

0 0 0
0 0 0
0 0 m′3

 0
0
tR

⇒M ′3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 m′3

 , (3.11)

que es la matriz de masa para el segundo término en (3.9).

Ahora bien, desarrollando el tercer término de la densidad (3.9)

LYU3
= −Y u

2 [QIκIJ(iσ2)H∗1uJR + ηQIηIJ(iσ2)H∗2uJR]

= −Y u
2 [Q1κ11(iσ2)H∗1u1R +Q1κ12(iσ2)H∗1u2R +Q2κ21(iσ2)H∗1u1R +Q2κ22(iσ2)H∗1u2R

+ ηQ1η11(iσ2)H∗2u1R + ηQ1η12(iσ2)H∗2u2R + ηQ2η21(iσ2)H∗2u1R + ηQ2η22(iσ2)H∗2u2R]
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aśı, después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa

LYU3

SSB−−−→ −Y u
2

{
Q1

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H1〉∗

)
cR +Q2

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H1〉∗

)
uR(

1 0
0 −1

)
Q1

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H2〉∗

)
uR −

(
1 0
0 −1

)
Q2

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H2〉∗

)
cR

}
= −Y u

2

{
(uL, dL)

(
〈H1〉

0

)
cR + (cL, sL)

(
〈H1〉

0

)
uR + (uL,−dL)

(
〈H2〉

0

)
uR − (cL,−sL)

(
〈H2〉

0

)
cR

}
= −Y u

2 [uL 〈H1〉 cR + cL 〈H1〉uR + uL 〈H2〉uR − cL 〈H2〉 cR]

= −Y u
2 (uL, cL, 0)

〈H2〉 〈H1〉 0
〈H1〉 − 〈H2〉 0

0 0 0

uRcR
0

 ,

de esta manera, al definir

m′2 ≡ −2Y u
2 〈H1〉 ,

m′6 ≡ −2Y u
2 〈H2〉 ,

se tiene que

LYU3
=

1

2
(uL, cL, 0)

m′6 m′2 0
m′2 −m′6 0
0 0 0

uRcR
0

⇒M ′2 =

m′6 m′2 0
m′2 −m′6 0
0 0 0

 , (3.12)

la cual es la matriz de masa para el tercer término en (3.9).

Por otro lado, para el cuarto término de (3.9) se tiene

LYU4
= −Y u

4 Q3(iσ2)H∗I uIR

= −Y u
4

(
Q3(iσ2)H∗1u1R +Q3(iσ2)H∗2u2R

)
,

por lo que

LYU4

SSB−−−→ −Y u
4

{
(tL, bL)

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H1〉∗

)
uR + (tL, bL)

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H2〉∗

)
cR

}
= −Y u

4

{
(tL, bL)

(
〈H1〉

0

)
uR + (tL, bL)

(
〈H2〉

0

)
cR

}
= −Y u

4

(
tL 〈H1〉uR + tL 〈H2〉 cR

)
= −Y u

4 (0, 0, tL)

 0 0 0
0 0 0
〈H1〉 〈H2〉 0

uRcR
0

 ,
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aśı al definir

m′4 ≡ −2Y u
4 〈H1〉 ,

m′7 ≡ −2Y u
4 〈H2〉 ,

se sigue que

LYU4
=

1

2
(0, 0, tL)

 0 0 0
0 0 0
m′4 m′7 0

uRcR
0

⇒M ′4 =

 0 0 0
0 0 0
m′4 m′7 0

 , (3.13)

correspondiente a la matriz de masa del cuarto término en (3.9).

Finalmente, para el quinto término,

LYU5
= −Y u

5 QI(iσ2)H∗I u3R

= −Y u
5

(
Q1(iσ2)H∗1 tR +Q2(iσ2)H∗2 tR

)
por lo que, después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa,

LYU5

SSB−−−→ −Y d
5

{
(uL, dL)

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H1〉∗

)
tR + (cL, sL)

(
0 1
−1 0

)(
0
〈H2〉∗

)
tR

}
= −Y d

5

{
(uL, dL)

(
〈H1〉

0

)
tR + (cL, sL)

(
〈H2〉

0

)
tR

}
= −Y u

5 (uL 〈H1〉 tR + cL 〈H2〉 tR)

= −Y u
5 (uL, cL, 0)

0 0 〈H1〉
0 0 〈H2〉
0 0 0

 0
0
tR

 ,

entonces, definiendo

m′5 ≡ −2Y u
5 〈H1〉 ,

m′8 ≡ −2Y u
5 〈H2〉 ,

se obtiene la expresión

LYU5
=

1

2
(uL, cL, 0)

0 0 m′5
0 0 m′8
0 0 0

 0
0
tR

⇒M ′5 =

0 0 m′5
0 0 m′8
0 0 0

 , (3.14)

obtieniéndose aśı la matriz de masa del quinto término en (3.9).
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Análogamente al desarrollo para los quarks tipo down, al sumar todas las matrices de masa
correspondientes a las ecuaciones (3.10)-(3.14) se puede escribir

Mu =

m′1 0 0
0 m′1 0
0 0 0

+

m′6 m′2 0
m′2 −m′6 0
0 0 0

+

0 0 0
0 0 0
0 0 m′3

+

 0 0 0
0 0 0
m′4 m′7 0

+

0 0 m′5
0 0 m′8
0 0 0



⇒Mu =

m′1 +m′6 m′2 m′5
m′2 m′1 −m′6 m′8
m′4 m′7 m′3

 ,

y utilizando nuevamente el hecho de que 〈H1〉 = 〈H2〉, se sigue que m′2 = m′6, m′4 = m′7 y m′5 = m′8,
entonces se puede escribir a la matriz de masa para los quarks tipo up como

Mu =

m′1 +m′2 m′2 m′5
m′2 m′1 −m′2 m′5
m′4 m′4 m′3

 . (3.15)

3.2.3. Matriz de masa para los leptones

Finalmente, de manera completamente idéntica al desarollo utilizado para la obtención de la
matriz de masa de los quarks tipo down y up, pero esta vez considerando los coeficientes corres-
pondientes a los leptones cargados y neutrinos, se puede escribir la matriz de masa para leptones
cargados como

Me =

me
1 +me

2 me
2 me

5

me
2 me

1 −me
2 me

5

me
4 me

4 me
3

 ,

mientras que para los neutrinos de Dirac

MD
ν =

mν
1 +mν

2 mν
2 mν

5

mν
2 mν

1 −mν
2 mν

5

mν
4 mν

4 mν
3

 .

donde el supeŕındice D hace referencia a que son términos de masa de Dirac.
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Caṕıtulo 4

Fenomenoloǵıa de part́ıculas

4.1. Matrices de mezcla

Es importante considerar que las matrices de masa obtenidas en la sección anterior para el
sector de quarks y leptones pueden ser diagonalizadas a través de transformaciones biunitarias de
tal manera que se tiene [19]

U †d(u,e)LMd(u,e)Ud(u,e)R = diag(md(u,e),ms(c,µ),mb(t,τ)), (4.1)

donde los sub́ındices hacen referencia al sector de quarks y leptones cargados, mientras que para
los neutrinos [21]

UTν MνUν = diag(mν1,mν2,mν3), (4.2)

donde en todos los casos, las entradas de las matrices diagonales pueden ser complejas, por lo que
los observables f́ısicos de las masas corresponden a su valor absoluto.

Por otro lado, para poder estudiar la fenomenoloǵıa de estas part́ıculas, es conveniente definir
las matrices de mezcla como [23]

VCKM = U †uLUdL y VPMNS = U †eLUνLK, (4.3)

donde K es la matriz diagonal de los factores de Majorana que será explicada más adelante en este
caṕıtulo. Estas matrices llevan dichos sub́ındices en honor a las iniciales de quienes las introdujeron,
los cuales son Cabibbo-Kobayashi-Maskawa y Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata respectivamente.

29
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4.2. Reparametrización de la matriz de masa de leptones cargados

En el modelo estándar, el sector de Yukawa cuenta con demasiados parámetros libres, sin em-
bargo, es posible reducir el número de parámetros en el sector leptónico si se introduce una simetŕıa
adicional Z2, con lo cual algunos acoplamientos de Yukawa no estarán permitidos. Una posible asig-
nación de la simetŕıa Z2 compatible con los datos experimentales en el sector leptónico [23] está
dada en la Tabla 4.1.

− +

HS , ν3R HI , L3, LI , e3R, eIR, νIR

Cuadro 4.1: Asignaciones de la simetŕıa Z2 en el sector leptónico.

Nótese ahora que debido a la imposición de la simetŕıa Z2, los acoplamientos

Y e
1 = Y e

3 = 0 , Y ν
1 = Y ν

5 = 0

pues los términos en la densidad lagrangiana que contiene dichos acoplamientos cambian de signo.
De esta manera, los términos correspondientes en las matrices de masa son nulos, a saber, me

1 =
me

3 = 0 y mν
1 = mν

5 = 0 y por consiguiente, las matriz de masa para los leptones cargados queda
como

Me = mτ

m̃e
2 m̃e

2 m̃e
5

m̃e
2 −m̃e

2 m̃e
5

m̃e
4 m̃e

4 0

 ,

y para los neutrinos de Dirac se ve respectivamente como

MD
ν =

mν
2 mν

2 0
mν

2 −mν
2 0

mν
4 mν

4 mν
3

 , (4.4)

donde en donde las m̃e
i son los cocientes de las me

i ’s originales entre la masa del leptón cargado
más pesado, mτ , y el supeŕındice D indica que son neutrinos con término de masa de Dirac1. Es
importante notar que ambas matrices son a priori complejas y no-Hermitianas, sin embargo, si se
escribe para el caso de los leptones cargados

MeM
†
e

m2
τ

=
mτ

mτ

m̃e
2 m̃e

2 m̃e
5

m̃e
2 −m̃e

2 m̃e
5

m̃e
4 m̃e

4 0

 mτ

mτ

m̃e∗
2 m̃e∗

2 m̃e∗
4

m̃e∗
2 −m̃e∗

2 m̃e∗
4

m̃e∗
5 m̃e∗

5 0



=

2|m̃e
2|2 + |m̃e

5|2 |m̃e
5|2 2|m̃e

2||m̃e
4|e−iδe

|m̃e
5|2 2|m̃e

2|2 + |m̃e
5|2 0

2|m̃e
2||m̃e

4|eiδe 0 2|m̃e
4|2

 ,

(4.5)

1La diferencia entre fermiones de Dirac y de Majorana se explica a detalle en la sección 4.3.
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donde se tiene un factor de fase δe correspondiente a la suma de los ángulos de los números comple-
jos en su representación polar. A continuación se mostrará que los elementos de matriz |m̃e

2|, |m̃e
4|

y |m̃e
5| pueden expresarse directamente en términos de las masas de los leptones cargados.

Considerando los invariantes de la matriz hermitiana tridimensional MeM
†
e se tiene que

Tr(MeM
†
e) = m2

e +m2
µ +m2

τ = m2
τ

{
2(|m̃e

4|2 + |m̃e
5|2) + 4|m̃e

2|2
}
, (4.6)

χ(MeM
†
e) ≡

1

2

[
{Tr(MeM

†
e)}2 − Tr{(MeM

†
e)

2}
]

= m2
τ (m2

e +m2
µ) +m2

em
2
µ

= 4m4
τ

{
|m̃e

2|4 + |m̃e
2|2(|m̃e

4|2 + |m̃e
5|2) + |m̃e

4|2|m̃e
5|2
}
,

(4.7)

det(MeM
†
e) = m2

em
2
µm

2
τ = 4m6

τ |m̃e
2|2|m̃e

4|2|m̃e
5|2, (4.8)

lo que nos proporciona un sistema de tres ecuaciones teniendo como incógnitas a los parámetros
|m̃e

2|2, |m̃e
4|2 y |m̃e

5|2.

Para resolverlo, se puede proceder a hacer una combinación de las ecuaciones (4.6-4.8) de manera
que se obtenga una ecuación de tercer grado para |m̃e

2|2 dada por

(|m̃e
2|2)3 − 1

2
Tr(MeM

†
e)

(|m̃e
2|2)2

m2
τ

+
1

4
χ(MeM

†
e)
|m̃e

2|2

m4
τ

− 1

4m6
τ

det(MeM
†
e) = 0, (4.9)

y si se hace el cambio de variable y =
m2
e+m

2
µ

m2
τ

y z =
m2
em

2
µ

m4
τ

, se puede reescribir la ecuación (4.9) en

términos de las masas de los leptones cargados como

(|m̃e
2|2)3 − 1

2
(1 + y)(|m̃e

2|2)2 +
1

4
(y + z)|m̃e

2|2 −
1

4
z = 0, (4.10)

y haciendo otro cambio de variable |m̃e
2|2 = α+ 1

6(1 + y), podemos reescribir la ecuación (4.10) de
manera que se simplifique en una ecuación cúbica para α de la forma α3 + Pα +Q, donde P y Q
son polinomios con entradas en los reales, a saber

α3 − 1

12
(1− y + y2 − 3z)α− 1

108
(1− 3

2
y − 3

2
y2 + y3 +

45

2
z − 9

2
zy) = 0,

lo que nos proporciona tres soluciones para |m̃e
2|2, las cuales están dadas por

|m̃e
2|2 =

m̃2
µ

2

1 + x4

1 + x2
+ β,
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donde m̃µ =
mµ
mτ

y β es la solución a la ecuación cúbica

β3 − 1

2
(1− 2y +

6z

y
)β2 − 1

4
(y − y2 − 4z

y
+ 7z − 12z2

y2
)β − yz

8
− z2

2y2
+

3z2

4y
− z3

y3
= 0. (4.11)

Entonces se elegirá la que sea compatible con la fenomenoloǵıa [26], es decir, la que se aproxime
más a la siguiente solución

|m̃e
2|2 −→

m̃2
µ

2

1 + (memµ )4

1 + (memµ )2
≡
m̃2
µ

2

1 + x4

1 + x2
, x ≡ me

mµ
,

por lo que se puede escribir la solución para |µe2| como

|m̃e
2|2 =

m̃2
µ

2

1 + x4

1 + x2
+ βmı́n,

con βmı́n la solución mı́nima en valor absoluto de la ecuación (4.11), la cual puede estimarse a
partir de la misma ecuación si se toma el caso ĺımite cuando me = 0, lo que implica por definición
que z = 0 y entonces la solución trivial es válida para (4.11). De esta manera, las dos soluciones
restantes cumplen con la ecuación

β2 − 1

2
(1− 2y)β − 1

4
(y − y2) = 0,

las cuales están dadas por

β1,2 =
1

4
(1− 2y)± 1

2

√
1

4
(1− 4y + 4y2) + y − y2 =

1

4
(1− 2y)± 1

4
,

y al muliplicar estas últimas dos soluciones se tiene

β1β2 =

[
1

4
(1− 2y) +

1

4

] [
1

4
(1− 2y)− 1

4

]
=

1

16
(1− 2y)2 − 1

16
= −y

4
(1− y) . (4.12)

Ahora, note que en la aproximación me → 0 los términos cuadráticos y mayores en z de la
ecuación (4.11) desaparecen, sin embargo, se sigue teniendo una ecuación del tipo ax3+bx2+cx+d =
0. Aśı, si se considera que βmı́n es solución de esta ecuación cúbica general, y que β1 y β2 son
soluciones aproximadas (pues estas son solución del caso extremo cuando z = 0), se sabe que el
producto de las ráıces de la ecuación cúbica general está dado por2

βmı́nβ1β2 ≈ −(
d

a
) ,

2Véase apéndice B para conocer la relación entre los coeficientes y las ráıces de una ecuación cúbica.
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donde la igualdad no se da debido a que β1 y β2 son soluciones aproximadas.

De esta manera se puede estimar la mı́nima solución debido al hecho de que el producto de las
tres soluciones es en este caso

βmı́nβ1β2 ≈ −(−1

8
yz) , (4.13)

por lo que a partir de (4.12) y (4.13) se tiene que

βmı́n ≈
(

1

8
yz

)(
1

β1β2

)
= −

(
1

8
yz

)(
4

y(1− y)

)
= −1

2

z

(1− y)
= −

m2
em

2
µ

2m4
τ (1− (

m2
e+m

2
µ

m2
τ

)

⇒ βmı́n ≈ −
m2
em

2
µ

2m2
τ (m2

τ − (m2
e +m2

µ))
. (4.14)

Ahora bien, una vez determinado |m̃e
2|2, se pueden obtener los elementos de matriz |m̃e

4|2 y m̃e
5|2

usando la ecuación (4.6) se tiene

|m̃e
4|2 + |m̃e

5|2 =
m2
e +m2

µ +m2
τ

2m2
τ

− 2|m̃e
2|2 =

1

2
+
y

2
− 2|m̃e

2|2, (4.15)

y usando ahora la ecuación (4.8) se llega a que

|m̃e
4|2|m̃e

5|2 =
m2
em

2
µ

4m4
τ |m̃e

2|2
=

z

4|m̃e
2|2
, (4.16)

aśı, de la ecuación (4.15) se pude escribir

|m̃e
5|2 −

1

2
− y

2
+ 2|m̃e

2|2 + |m̃e
4|2 = 0,

y sustituyendo (4.16) en la ecuación anterior se tiene

|m̃e
5|2 −

1

2
− y

2
+ 2|m̃e

2|2 +
z

4|m̃e
2|2|m̃e

5|2
= 0 ⇒ (|m̃e

5|2)2 − 1

2
(1 + y− 4|m̃e

2|2)|m̃e
5|2 +

z

4|m̃e
2|2

= 0,

y como las ecuaciones (4.15) y (4.16) son simétricas para |m̃e
4|2 y |m̃e

5|2, podemos escribir de manera
general la ecuación anterior como una ecuación cuadrática para |m̃e

4,5|2 dada por

(|m̃e
4,5|2)2 − 1

2
(1 + y − 4|m̃e

2|2)|m̃e
4,5|2 +

z

4|m̃e
2|2

= 0,
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la cual tiene como solución

|m̃e
4,5|2 =

1

4
(1 + y − 4|m̃e

2|2)± 1

2

√
1

4
(1 + y − 4|m̃e

2|2)2 − z

|m̃e
2|2

=
1

4

[
1 +

m2
e +m2

µ

m2
τ

− 2m̃2
µ

(
1 + x4

1 + x2

)
− 4βmı́n

]

± 1

4

√√√√√[1 +
m2
e +m2

µ

m2
τ

− 2m̃2
µ

(
1 + x4

1 + x2

)
− 4βmı́n

]2

−
4
m2
em

2
µ

m4
τ

m̃2
µ

2
1+x4

1+x2
+ βmı́n

=
1

4

[
1 + m̃2

e − m̃2
µ

(
(1− 2x2 + x4) + x4 + x2

1 + x2

)
− 4βmı́n

]
± 1

4

√√√√[1 + m̃2
e − m̃2

µ

(
(1− 2x2 + x4) + x4 + x2

1 + x2

)
− 4βmı́n

]2

−
8m̃2

em̃
2
µ

m̃2
µ

(
1+x4

1+x2

)
+ 2βmı́n

=
1

4

[
1 + m̃2

e − m̃2
µ

(1− x2)2

1 + x2
− m̃2

µx
2

(
1 + x2

1 + x2

)
− 4βmı́n

]
± 1

4

√[
1 + m̃2

e − m̃2
µ

(1− x2)2

1 + x2
− m̃2

µx
2

(
1 + x2

1 + x2

)
− 4βmı́n

]2

−
8m̃2

em̃
2
µ(1 + x2)

m̃2
µ(1 + x4) + 2βmı́n(1 + x2)

=
1

4

1− m̃2
µ

(1− x2)2

(1 + x2)
+
m2
e −m2

µ

(
m2
e

m2
µ

)
m2
τ

− 4βmı́n



± 1

4

√√√√√1− m̃2
µ

(1− x2)2

1 + x2
+
m2
e −m2

µ

(
m2
e

m2
µ

)
m2
τ

− 4βmı́n

2

−
8m̃2

em̃
2
µ(1 + x2)

m̃2
µ(1 + x4) + 2βmı́n(1 + x2)

=
1

4

[
1− m̃2

µ

(1− x2)2

1 + x2
− 4βmı́n

]

± 1

4


(

1− m̃2
µ

(1− x2)2

1 + x2

)2

− 8βmı́n

[
1− m̃2

µ

(1− x2)2

(1 + x2)

]
−

8m̃2
em̃

2
µ(1 + x2)

m̃2
µ(1 + x4) + 2βmı́n(1 + x2)

+ 16β2
mı́n


1/2

,

(4.17)

en donde se ha usado que m̃e = me
mτ

. Debido a la simetŕıa de (4.15) y (4.16) para |m̃e
4|2 y |m̃e

5|2, al
obtener una solución para alguna de ellas a través de (4.17), la otra estará determinada por la otra
solución. Este resultado difiere con el encontrado en [16,19–22,26] en el término en la ráız.
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Es importante resaltar que se ha obtenido una solución compatible con la mezcla de neutrinos
[16,18–22,26], y además se ha conseguido una reparametrización de MeM

†
e en términos de las masas

de leptones cargados, i.e., una expresión exacta y fenomenológica de la misma. Aśı, una vez que
MeM

†
e ha sido reparametrizada en términos de las masas de los leptones cargados, se puede calcular

Me y UeL también como función de las masas de los leptones cargados. La expresión resultante
para Me a orden z = (memµ/m

2
τ )2 y x2 = (me/mµ)2 está dada por [20]

Me ≈ mτ


1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

√
1+x2−m̃2

µ

1+x2

1√
2

m̃µ√
1+x2

− 1√
2

m̃µ√
1+x2

1√
2

√
1+x2−m̃2

µ

1+x2

m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe m̃e(1+x2)√
1+x2−m̃2

µ

eiδe 0

 , (4.18)

la cual es una matriz no hermitiana y es numéricamente exacta hasta el orden de 10−9 en unidades
de la masa del leptón τ y tiene como único parámetro libre a la fase de Dirac δe [21].

4.2.1. Matriz biunitaria de los leptones cargados

Para poder calcular la matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) o también cono-
cida como matriz de mezcla de neutrinos o matriz de mezcla de leptones, es necesario calcular la
matriz biunitaria de los leptones cargados (debido a que en general la matriz de masa de leptones
tiene entradas complejas) la cual se encuentra en la expresión (4.3) y está definida por (4.1) como

U †eLMeM
†
eUeL = diag(m2

e,m
2
µ,m

2
τ ), (4.19)

y de acuerdo a la ecuación (4.5), la matriz MeM
†
e está dada por

MeM
†
e = m2

τ

2|m̃e
2|2 + |m̃e

5|2 |m̃e
5|2 2|m̃e

2||m̃e
4|e−iδe

|m̃e
5|2 2|m̃e

2|2 + |m̃e
5|2 0

2|m̃e
2||m̃e

4|eiδe 0 2|m̃e
4|2

 ≡
 A B Ce−iδe

B A 0
Ceiδe 0 D


=

1 0 0
0 1 0
0 0 eiδe

A B C
B A 0
C 0 D

1 0 0
0 1 0
0 0 e−iδe


≡ PMP †,

(4.20)

donde es menester notar que la matriz M es una matriz simétrica sin fases y con entradas reales,
por lo que puede ser diagonalizada a través de una matriz ortogonal, i.e., Mdiag = OTeLMOeL, por
lo que M = OeLMdiagO

T
eL. De esta manera se puede reescribir la ecuación (4.20) como

MeM
†
e ≡ PMP † = (POeL)Mdiag(O

T
eLP

†),
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⇒ Mdiag = OTeLP
†MeM

†
ePOeL , (4.21)

y al comparar la expresión (4.21) con (4.19) se puede escribir UeL = POeL, donde P = diag(1, 1, eiδe).

Por tanto, para obtener expĺıcitamente la matriz biunitaria que diagonaliza a la matriz de masa
de leptones cargados, es necesario encontrar una expresión para la matriz ortogonal, OeL. Para ello,
sin pérdida de la generalidad, utilizando como ansatz al i-ésimo eigenvector 3:

|i〉 =

 1
xi
yi

 ,

entonces, al plantear la ecuación de eigenvalores

M |i〉 = λi |i〉 , i.e.,

A B C
B A 0
C 0 D

 1
xi
yi

 = λi

 1
xi
yi

 ,

con λi el i-ésimo eigenvalor de M con eigenvector |i〉, obteniendo aśı las ecuaciones para cada
renglón como

A+Bxi + Cyi = λi

B +Axi = λixi ⇒ xi =
B

(λi −A)

C +Dyi = λiyi ⇒ yi =
C

(λi −B)
,

aśı que el vector normalizado queda como

|i〉 =
1

Ni

(λi −D)(λi −A)
B(λi −D)
C(λi −A)


=

1√
(λi −A)2[(λi −D)2 + C2] +B2(λi −B)2

(λi −D)(λi −A)
B(λi −D)
C(λi −A)

 ,

(4.22)

3No hay ninguna consideración f́ısica en particular para restringir el eigenvector a únicamente dos grados de
libertad.
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por lo que utilizando (4.22),se obtiene de manera particular para cada eigenvector

|1〉 =
1√

(m̃2
e −A)2[(m̃2

e −D)2 + C2] +B2(m̃2
e −D)2

(m̃2
e −D)(m̃2

e −A)
B(m̃2

e −D)
C(m̃2

e −A)


|2〉 =

1√
(m̃2

µ −A)2[(m̃2
µ −D)2 + C2] +B2(m̃2

µ −D)2

(m̃2
µ −D)(m̃2

µ −A)

B(m̃2
µ −D)

C(m̃2
µ −A)


|3〉 =

1√
(1−A)2[(1−D)2 + C2] +B2(1−D)2

(1−D)(1−A)
B(1−D)
C(1−A)

 ,

donde en cada eigenvector se deben sustituir los valores para A, B, C y D de acuerdo a la ecuación
(4.18) dados por:

A ≈ 1

2

(
1 + x2 + m̃2

µ

1 + x2

)

B ≈ 1

2

(
1 + x2 − m̃2

µ

1 + x2

)

C ≈
√

2m̃2
µ√

1 + x2

 m̃2
e(1 + x2)√

1 + x2 − m̃2
µ


D ≈ 2

(
m̃2
e(1 + x2)2

1 + x2 − m̃2
µ

)
.

Por tanto, la matriz ortogonal se escribe como

OL = (|1〉 , |2〉 , |3〉) ,

y aproximándola al mismo orden que la matriz de masa de leptones cargados (4.18) se puede escribir
como

OeL ≈



1√
2
x

(1+2m̃2
µ+4x2+m̃4

µ+2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
− 1√

2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ−2m̃2
e)√

1−4m̃2
µ+x2+6m̃4

µ−4m̃6
µ−5m̃2

e

1√
2

− 1√
2
x

(1+4x2−m̃4
µ−2m̃2

e)√
1+m̃2

µ+5x2−m̃4
µ−m̃6

µ+m̃2
e+12x4

1√
2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ)√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

1√
2

−
√

1+2x2−m̃2
µ−m̃2

e(1+m̃2
µ+x2−2m̃2

e)√
1+m̃2

µ+5x2−m̃4
µ−m̃6

µ+m̃2
e+12x4

−x (1+x2−m̃2
µ−2m̃2

e)
√

1+2x2−m̃2
µ−m̃2

e√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

√
1+x2m̃em̃µ√
1+x2−m̃2

µ


,

(4.23)



38 CAPÍTULO 4. FENOMENOLOGÍA DE PARTÍCULAS

donde como se mencionó anteriormente, m̃µ = mµ/mτ , m̃e = me/mτ y además x = me
mµ

.

Finalmente, se puede escribir a la matriz biunitaria que diagonaliza a la matriz de masa de
leptones cargados como:

UeL = POeL ≈

1 0 0
0 1 0
0 0 eiδe

 O11 −O12 O13

−O21 O22 O23

−O31 −O32 O33

 =

 O11 −O12 O13

−O21 O22 O23

−eiδeO31 −eiδeO32 eiδeO33

 ,

(4.24)
donde se ha utilizando la expresión (4.23) para la matriz ortogonal.

4.3. Reparametrización de la matriz de masa de los neutrinos de
Majorana

En el modelo estándar el sector leptónico cuenta con un tipo de part́ıculas que no cuentan con
carga eléctrica y por tanto son llamadas neutrinos. A pesar de que sean part́ıculas muy ligeras, es
importante mencionar que aún aśı son masivos. Sin embargo, los neutrinos en el modelo estándar
no son masivos, y la única diferencia que tienen con sus antipart́ıculas es a través de la conservación
total del número leptónico. A pesar de ello, las oscilaciones de neutrinos han evidenciado experi-
mentalmente que estos son masivos [27]. Además, el hecho de que los neutrinos no cuenten con
carga eléctrica da lugar a propiedades con las que no cuentan los fermiones del modelo estándar,
i.e., puede que los neutrinos sean sus propias antipart́ıculas sin violar la conservación de la carga
eléctrica, y en dado caso, se dirá que es un fermión de Majorana y de lo contrario será un fermión
de Dirac. [28], [29]. Más formalmente se pueden establecer propiedades espećıficas para cada uno
de estos campos espinoriales de Dirac y Majorana como se describe más a detalle en las siguientes
secciones.

4.3.1. Espinores de Dirac

Para el caso de tener espinores de Dirac, los neutrinos tendrán dos estados, uno derecho y uno
izquierdo, los cuales quedarán representados como νR y νL respecticamente; además de respectivas
antipart́ıculas con estados νR y νL. Todos estos cuatro estados para los neutrinos son independientes
y su comportamiento se encuentra en el langrangiano de Dirac escrito como

LD = iψγµ∂µψ −mψψ,

el cual tiene como ecuación de movimiento a la ecuación de Dirac dada por

(iγµ∂µ −m)ψ ≡ (i/∂µ −m)ψ = 0.



4.3. REPARAMETRIZACIÓN DE LA MATRIZ DE MASA DE LOS NEUTRINOS
DE MAJORANA 39

4.3.2. Espinores de Majorana

Al haber dicho que los neutrinos de Majorana son aquellos que son son su propia antipart́ıcula,
se tienen únicamente dos estados, νL para el neutrino izquierdo y νR para el antineutrino derecho.
Por tanto, se puede describir a una part́ıcula, y en este caso, un neutrino de Majorana, si el campo
espinorial es el mismo que su conjugado de carga, es decir

ψM ≡ ψcM = Cψ
T
,

donde C es la matriz de conjugación de carga eléctrica, la cual cumple la propiedad

CγµC
−1 = −(γµ)T .

Al suponer que existen dos tipos de neutrinos, derechos e izquierdos, las masas de estos pueden
generarse a través del rompimiento espontáneo de la simetŕıa electrodébil [30] a partir de las inter-

acciones de la forma Y ν
ijL

i
(iσ2)H∗νjR ≡ Y ν

ijL
i
H̃νjR. Dado que Li y H̃ tienen los mismos números

cuánticos de carga débil e hipercaga, entonces νR debe permancer neutro ante la fuerza débil y
electromagnética. Por tanto, es común referirse a los neutrinos derechos como neutrinos estériles.

4.3.3. Mecanismo de see-saw

En el modelo estándar al tener un único doblete de Higgs no es posible construir términos de
masa del estilo νcLνL, pues no son invariantes de norma. Debido a esto mL = 0, sin embargo, es
posible introducir adicionalmente términos como νcRνR, el cual al ser un singulete es un término
completamente válido pues no rompe la simetŕıa de norma. Aśı, al considerar las componentes
derechas de los neutrinos, se puede agregar el término de masa de Majorana sin violar ninguna
de las simetŕıas de norma del modelo estándar, donde el término de masa de Majorana para los
neutrinos derechos está dado por

LM = −1

2
νTRC

−1mRνR + h.c.,

por lo que al combinar el término de masa de Dirac con el de Majorana se obtiene

Lν(masa) =
1

2
ωTL C

−1 MωL + h.c.,

donde ωL =

(
νL
CνTR

)
, mientras que la matriz de masas está dada por

M =

(
0 mD

mD mR

)
, (4.25)
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donde el elemento nulo corresponde al hecho de que mL = 0. Esta matriz puede ser llevada a su
forma diagonal teniendo como eigenvalores a

m1,2 =
1

2

(
mR ∓

√
m2
R + 4m2

D

)
,

por lo que es menester notar que si mD � mR se tiene como soluciones

mn ≡ m1 ≈
m2
D

mR
y mN ≡ m2 ≈ mR,

por lo que se obtiene un neutrino ligero (n) y uno pesado (N), donde mn � mN (mecanismo de see-
saw) [31], [32], [33]. Además, debido al hecho de contar con tres generaciones (nG = 3) de neutrinos
izquierdos νiL, con i = 1, . . . , 3 y en principio, un número arbitrario nR de neutrinos derechos νjR,
con j = 1, . . . , nR, la matriz (4.25) es compleja y simétrica de dimensión (nG + nR)× (nG + nR) la
cual puede escribirse como

M =

(
0 MD

MT
D MR

)
.

Suponiendo cierto el mecanismo de see-saw, los neutrinos son entonces part́ıculas de Majorana,
y de esta manera las masas de los neutrinos ligeros (izquierdos) se obtienen a través de dicho
mecanismo. Por ello, es necesario introducir el término de masa de Majorana para los neutrinos
derechos,

LM = −M1ν
T
IRCνIR −M3ν

T
3RCν3R, (4.26)

para los cuales, con el fin de introducir la simetŕıa S3, se ha considerado que también tienen una
representación 1S⊕2 de S3. Es sumamente importante notar que debido a la forma de este lagran-
giano para los neutrinos derechos, existe una degeneración en las masas, es decir, dos de las masas
de los neutrinos deben ser las mismas.

Ahora, para calcular la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana, es necesario
utilizar la ecuación (4.4) para la matriz de masa de los neutrinos de Dirac considerando la simetŕıa
Z2. Además, del término de masa de Majorana para los neutrinos derechos (4.26) se puede ver que
M̃ = diag(M1,M1,M3), por lo que se puede demostrar que la matriz de los neutrinos ligeros de
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Majorana puede expresarse como [17], [31], [34]

Mν = MD
ν M̃

−1
(MD

ν )T

=

mν
2 mν

2 0
mν

2 −mν
2 0

mν
4 mν

4 mν
3

M−1
1 0 0

0 M−1
1 0

0 0 M−1
3

mν
2 mν

2 mν
4

mν
2 −mν

2 mν
4

0 0 mν
3


=

mν
2 mν

2 0
mν

2 −mν
2 0

mν
4 mν

4 mν
3

mν
2M

−1
1 mν

2M
−1
1 mν

4M
−1
1

mν
2M

−1
1 −mν

2M
−1
1 mν

4M
−1
1

0 0 mν
3M

−1
3


=

2(mν
2)2M−1

1 0 2mν
2m

ν
4M

−1
1

0 2(mν
2)2M−1

1 0

2mν
2m

ν
4M

−1
1 0 2(mν

4)2M−1
1 + (mν

3)2M−1
3


≡

 2(ρν2)2 0 2(ρν2)(ρν4)
0 2(ρν2)2 0

2(ρν2)(ρν4) 0 2(ρν4)2 + (ρν3)2

 ,

(4.27)

habiendo definido ρν2 ≡ mν
2/M

1/2
1 , ρν3 ≡ mν

2/M
1/2
3 y ρν4 ≡ mν

2/M
1/2
1 . Por otro lado, M1 y M3 son

las masas de los neutrinos derechos que se encuentran en (4.26). Nótese que esta matriz Mν es
no-hermitiana y en general con entradas complejas, sin embargo es simétrica y puede ser llevada a
una forma diagonal a través de la ecuación (4.2) expresada como

UTν MνUν = diag(|mν1|eiφ1 , |mν2|eiφ2 , |mν3|eiφν ), (4.28)

mediante la matriz unitaria Uν , y para obtener dicha matriz conviene definir A = 2(ρν2)2, B =
2(ρν2)(ρν4) y D = 2(ρν4)2 + (ρν3)2, pues de esta manera se puede escribir

M†
νMν =

A∗ 0 B∗

0 A∗ 0
B∗ 0 D∗

A 0 B
0 A 0
B 0 D

 =

 |A|2 + |B|2 0 A∗B +B∗D
0 |A|2 0

AB∗ +BD∗ 0 |B|2 + |D|2

 , (4.29)

donde es importante mencionar que la matriz M†
νMν y Mν tienes los mismos ceros de textura.

Por otro lado, los elementos de matriz (M†
νMν)13 y (M†

νMν)31 en la ecuación (4.29) son com-
plejos conjugados uno del otro y los demás elementos son reales, por lo que la matriz unitaria que
diagonaliza a la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana de la ecuación (4.27) en
analoǵıa con la matriz biunitaria de leptones cargados está dada por [20]

Uν =

1 0 0
0 1 0
0 0 eiδν

 cos η sin η 0
0 0 1

− sin η cos η 0

 =

 cos η sin η 0
0 0 1

−eiδν sin η eiδν cos η 0

 , (4.30)
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por lo que se puede escribir a la ecuación (4.2) como

UTν MνUν =

cos η 0 −eiδν sin η
sin η 0 eiδν cos η

0 1 0

A 0 B
0 A 0
B 0 D

 cos η sin η 0
0 0 1

−eiδν sin η eiδν cos η 0


=

cos η 0 −eiδν sin η
sin η 0 eiδν cos η

0 1 0

A cos η −Beiδν sin η A sin η +Beiδν cos η 0
0 0 A

B cos η −Deiδν sin η B sin η +Deiδν cos η 0


=

A cos2 η − 2Beiδν cos η sin η +De2iδν sin2 η (A−Deiδν ) cos η sin η +B(cos2 η − sin2 η) 0
(A−Deiδν ) cos η sin η +B(cos2 η − sin2 η) A sin2 η + 2Beiδν cos η sin η +De2iδν cos2 η 0

0 0 A


= diag(mν1,mν2,mν3),

(4.31)

y de esta manera, a partir de la ecuación (4.31) se obtienen las siguientes igualdades:

A = mν1 cos2 η +mν2 sin2 η = mν3

B = sin η cos η (mν2 −mν1)e−iδν

D = (mν1 cos2 η +mν2 sin2 η)e−2iδν ,

y resolviendo estas ecuaciones para sin2 η y cos2 η, se encuentra que

sin2 η =
mν3 −mν1

mν2 −mν1
y cos2 η =

mν2 −mν3

mν2 −mν1
, (4.32)

por lo que se puede reescribir a A, B y D como

A ≡ 2(ρν2)2 = mν3

B ≡ 2(ρν2)(ρν4) =
√

(mν3 −mν1)(mν2 −mν3)e−iδν

D ≡ 2(ρν4)2 + (ρν3)2 = (mν1 +mν2 +mν3)e−2iδν .

Por tanto, la reparametrización de la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana (4.27)
en términos de las masas complejas de los neutrinos está dada por [16]

Mν =

 mν3 0
√

(mν3 −mν1)(mν2 −mν3)e−iδν

0 mν3 0√
(mν3 −mν1)(mν2 −mν3)e−iδν 0 (mν1 +mν2 +mν3)e−2iδν

 , (4.33)

mientras que la matriz unitaria (4.30) se ve como

Uν =

1 0 0
0 1 0
0 0 eiδν



√

mν2−mν3
mν2−mν1

√
mν3−mν1
mν2−mν1 0

0 0 1

−
√

mν3−mν1
mν2−mν1

√
mν2−mν3
mν2−mν1 0

 . (4.34)
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Es menester notar que debido a que se exige que Uν sea unitaria,

U †νUν =

(cos η)∗ 0 −e−iδν (sin η)∗

(sin η)∗ 0 e−iδν (cos η)∗

0 1 0

 cos η sin η 0
0 0 1

−eiδν sin η eiδν cos η 0


=

 | cos η|2 + | sin η|2 (cos η)∗ sin η − (sin η)∗ cos η 0
(sin η)∗ cos η − (cos η)∗ sin η | sin η|2 + | cos η|2 0

0 0 1


=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

esto implica que sin η sea real y además, | sin η| ≤ 1, lo que impone una condición a las fases φ1 y
φ2 dada por

|mν1| sinφ1 = |mν2| sinφ2 = |mν3| sinφν , (4.35)

la cual cancela las componentes imaginarias. Por tanto, los únicos parámetros libres en las repara-
metrizaciones son: la fase de Dirac, δν y la fase φν , la cual se encuentra impĺıcita en mν1, mν2 y
mν3.

4.4. Matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata

Como se vió al inicio de este caṕıtulo, la matriz de mezcla de neutrinos, VPMNS , de la ecuación
(4.3) está dada por el producto de matrices, entre ellas, K, donde K es la matriz diagonal de los
factores de fase de Majorana, la cual está definida como [20]

diag(mν1,mν2,mν3) = K†diag(|mν1|, |mν2|, |mν3|)K†

donde ignorando el término eiφ1 se puede escribir a K expĺıcitamente como4

K = diag(1, eiα, eiβ) (4.36)

4Esto es vàlido pues el término eiφ1 es simplemente un factor de fase global.
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con α = 1/2(φ1 − φ2), β = (φ1 − φν) son las fases de Majorana. De esta manera, se puede escribir
a la matriz teórica de mezcla de neutrinos teórica,V teó

PMNS , de la ecuación (4.3) como

V teó
PMNS = U †eLUνK

=

 O11 −O12 O13

−O21 O22 O23

−O31e
iδe −O32e

iδe O33e
iδe

† cos η sin η 0
0 0 1

−eiδν sin η eiδν cos η 0

K

=

 O11 −O21 −O31e
−iδe

−O12 O22 −O32e
−iδe

O13 O23 O33e
−iδe

 cos η sin η 0
0 0 1

−eiδν sin η eiδν cos η 0

K.

Por tanto, la matriz teórica de Pontecorvo-Maki-Nakaga-Sakata está dada por

V teó
PMNS =

 O11 cos η +O31e
iδ sin η O11 sin η −O31e

iδ cos η −O21

−O12 cos η +O32e
iδ sin η −(O12 sin η +O32e

iδ cos η) O22

O13 cos η −O33e
iδ sin η O13 sin η +O33e

iδ cos η O23

K , (4.37)

donde δ = δν − δe, y además sin η y cos η están dados de acuerdo a (4.32) como

sin η =

√
mν3 −mν1

mν2 −mν1
y cos η =

√
mν2 −mν3

mν2 −mν1
, (4.38)

mientras que los elementos de matriz Oij están dados por (4.23) como:

OeL =

 O11 −O12 O13

−O21 O22 O23

−O31 −O32 O33



=



1√
2
x

(1+2m̃2
µ+4x2+m̃4

µ+2m̃2
e)√

1+m̃2
µ+5x2−m̃4

µ−m̃6
µ+m̃2

e+12x4
− 1√

2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ−2m̃2
e)√

1−4m̃2
µ+x2+6m̃4

µ−4m̃6
µ−5m̃2

e

1√
2

− 1√
2
x

(1+4x2−m̃4
µ−2m̃2

e)√
1+m̃2

µ+5x2−m̃4
µ−m̃6

µ+m̃2
e+12x4

1√
2

(1−2m̃2
µ+m̃4

µ)√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

1√
2

−
√

1+2x2−m̃2
µ−m̃2

e(1+m̃2
µ+x2−2m̃2

e)√
1+m̃2

µ+5x2−m̃4
µ−m̃6

µ+m̃2
e+12x4

−x (1+x2−m̃2
µ−2m̃2

e)
√

1+2x2−m̃2
µ−m̃2

e√
1−4m̃2

µ+x2+6m̃4
µ−4m̃6

µ−5m̃2
e

√
1+x2m̃em̃µ√
1+x2−m̃2

µ


,

donde es importante mencionar que se esta haciendo la aproximación al mismo orden la matriz de
masa de los leptones cargados (4.18).



Caṕıtulo 5

Predicciones teóricas vs resultados
experimentales

5.1. Oscilaciones de neutrinos

El incremento dramático en el conocimiento sobre las propiedades de neutrinos se debe a la
evidencia observacional de las oscilaciones de neutrinos. Estos cambios de sabor de los neutrinos
requiere que los estados de sabor sean distintos de los de los de masa [35]. Los eigenestados de
sabor να (α = e, µ, τ) pueden escribirse como una mezcla de eigenestados de masa νi (i = 1 . . . , 3)
e inversamente, i.e.

|να〉 =
∑
i

Uαi |νi〉 , o bien |νi〉 =
∑
i

U †αi |να〉 .

Las probabilidades de oscilaciones de neutrinos dependen, en general, de las enerǵıas de los neu-
trinos, la distancia del detector y la fuente, además de los elementos de U , y para los neutrinos
relativistas usados en todos los experimentos hasta ahora, de la diferencia del cuadrado de las
masas, ∆m2

ij = m2
i −m2

j . En el caso de la mezcla de tres neutrinos, hay únicamente dos masas al

cuadrado de neutrinos independientes, d́ıgase ∆m2
21 6= 0 y ∆m2

31 6= 0, además se sabe que ∆m2
21 > 0.

N.B. La enumeración de los neutrinos masivos νj es arbitraria, sin embargo, resulta conveniente
desde el punto de vista de relación con el ángulos de mezcla θ12, θ13, θ23 con los observables, hacer la
identificación de |∆m2

21| como la diferencia de masas al cuadrado más pequeña de los neutrinos [23].

45
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5.2. Particle Data Group

La parametrización de la matriz de mezcla de neutrinos del Particle Data Group (PDG) [23]
está dada por la expresión

V PDG
PMNS =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδCP

−s12c23 − c12s13s23e
iδCP c12c23 − s12s13s23e

iδCP c13s23

s12s23 − c12s13c23e
iδCP −c12s23 − s12s13c23e

iδCP c13c23

 , (5.1)

donde sij = sin θij , cij = cos θij y δCP es la fase de violación de CP en todos los procesos de
cambio de sabor en el modelo estándar. Los ángulos θij pueden tomarse en el primer cuadrante, es
decir, θij = [0, π/2] e igualmente δCP = [0, π/2], por lo que se supone sij ,cij ≥ 0. Se puede notar
además que los parámetros fundamentales para la parametrización que caracteriza las mezclas de
tres neutrinos son: i) los tres ángulos de mezcla θ12, θ13 y θ23, ii) dependiendo de la naturaleza de
los neutrinos masivos se tendrán (νj−1) fases de Dirac (δ), o 1 de Dirac +2 de Majorana (δ, α21, β31).

Por consiguiente, al igualar la expresión teórica para la matriz de mezcla de neutrinos (4.37)
con la parametrización (5.1) del PDG, se puede establecer una relación de los resultados obtenidos
en la sección anterior con los ángulos de mezcla de neutrinos, es decir

|V teó
PMNS | = |V PDG

PMNS |,

o más espećıficamente,

|V teó
ij | = |V PDG

ij |, donde i, j = 1, 2, 3. (5.2)

De esta manera a partir de (5.2), particularmente de |V teó
13 | = |V PDG

13 |, se obtiene que

| sin θ13| = |O21| ≈
1√
2
x

1 + 4x2 − m̃4
µ√

1 + m̃2
µ + 5x2 − m̃4

µ

, (5.3)

y además, de |V teó
23 | = |V PDG

23 | se sigue que

| sin θ23| =
∣∣∣∣ O22

cos θ13

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ O22√
1−O2

21

∣∣∣∣∣ ≈ 1√
2

1− 2m̃2
µ + m̃4

µ√
1− 4m̃2

µ + x2 + 6m̃4
µ − 4m̃6

µ

, (5.4)

donde hay que recordar que en ambas igualdades se ha tomado la expresión (4.23) para Oij y que
x = me

mµ
y m̃µ =

mµ
mτ

. Por otro lado, es importante notar que para ambas expresiones, los ángulos
de mezcla reactor y atmosférico, θ13 y θ23 respectivamente, están únicamente determinados por
las masas de los leptones cargados.
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Ahora bien, de las expresiones |V teó
11 | = |V PDG

11 | y |V teó
12 | = |V PDG

12 | se obtiene respectivamente

O11 cos η +O31e
iδ sin η = c12c13 ⇒ O2

11 cos2 η +O2
31 sin2 η + 2O11O31 sin η cos η cos δ = c2

12c
2
13

O11 sin η −O31e
iδ cos η = s12c13 ⇒ O2

11 sin2 η +O2
31 cos2 η − 2O11O31 sin η cos η cos δ = s2

12c
2
13

donde sólo se ha usado la parte real de eiδ pues es la que aporta información f́ısica. Aśı, al tomar
el siguiente cociente entre estas últimas ecuaciones se obtiene la tangente cuadrada del ángulo de
mezcla solar θ12 como

tan2 θ12 =
s2

12

c2
12

=
O2

11 sin2 η +O2
31 cos2 η − 2O11O31 sin η cos η cos δ

O2
11 cos2 η +O2

31 sin2 η + 2O11O31 sin η cos η cos δ

=
O2

11
mν3−mν1
mν2−mν1 +O2

31
mν2−mν3
mν2−mν1 − 2O11O31

√
mν3−mν1
mν2−mν1

√
mν2−mν3
mν2−mν1 cos δ

O2
11
mν2−mν3
mν2−mν1 +O2

31
mν3−mν1
mν2−mν1 + 2O11O31

√
mν3−mν1
mν2−mν1

√
mν2−mν3
mν2−mν1 cos δ

=
O2

11(mν3 −mν1) +O2
31(mν2 −mν3)− 2O11O31

√
mν3 −mν1

√
mν2 −mν3 cos δ

O2
11(mν2 −mν3) +O2

31(mν3 −mν1)− 2O11O31
√
mν3 −mν1

√
mν2 −mν3 cos δ

=
O2

11 +O2
31
mν2−mν3
mν3−mν1 − 2O11O31

√
mν2−mν3
mν3−mν1 cos δ

O2
11
mν2−mν3
mν3−mν1 +O2

31 + 2O11O31

√
mν2−mν3
mν3−mν1 cos δ

=

(
mν2 −mν3

mν3 −mν1

) O2
11
mν3−mν1
mν2−mν3 +O2

31 − 2O11O31

√
mν3−mν1
mν2−mν3 cos δ

O2
11
mν2−mν3
mν3−mν1 +O2

31 + 2O11O31

√
mν2−mν3
mν3−mν1 cos δ

= α2O
2
11

1
α2 +O2

31 − 2O11O31
1
α cos δ

O2
11α

2 +O2
31 + 2O11O31α cos δ

,

(5.5)

en donde se ha definido α ≡
√

mν2−mν3
mν3−mν1 . Ahora bien, se puede reescribir la ecuación (5.5) como

O2
11α

2t212θ12 +O2
31t

2
12 + 2O31O11αt

2
12 cos δ −O2

11 −O2
31α

2 + 2αO31O11 cos δ = 0

⇒ α2

(
O2

11

O2
31

t212 −
O2

31

O2
31

)
+ 2α

O11

O31
cos δ

(
1 + t212

)
+ t212 −

O2
11

O2
31

= 0

⇒ α2

(
1− O2

11

O2
31

t212

)
− 2α

O11

O31
cos δ(1 + t212)−

(
t212 −

O2
11

O2
31

)
= 0

⇒ α2 − O11

O31

2 cos δ(1 + t212)

1− O2
11

O2
31
t212

α−
t212 −

O2
11

O2
31

1− O2
11

O2
31
t212

= 0,
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donde tan θ12 = t12. Por tanto, se puede expresar a α expĺıcitamente de la siguiente manera

α =
O11

O31

cos δ(1 + t212)

1− O2
11

O2
31
t212

±

√√√√√√O2
11

O2
31

cos2 δ(1 + t212)2(
1− O2

11

O2
31
t212

)2 +
t212 −

O2
11

O2
31

1− O2
11

O2
31
t212

, (5.6)

o bien, notando que se puede hacer las siguientes aproximaciones a orden de 10−3

O11 =
1√
2

me

mµ

(1 + 2m̃2
µ + 4x2 + m̃4

µ + 2m̃2
e)√

1 + m̃2
µ + 5x2 − m̃4

µ − m̃6
µ + m̃2

e + 12x4
∼ 1√

2

me

mµ
,

y

O31 = −

√
1 + 2x2 − m̃2

µ − m̃2
e(1 + m̃2

µ + x2 − 2m̃2
e)√

1 + m̃2
µ + 5x2 − m̃4

µ − m̃6
µ + m̃2

e + 12x4
∼ 1,

al expandir la ecuación (5.6) se puede escribir como

α = ± tan θ12 + O

(
me

mµ
cos δ

)
,

por lo que se puede decir que α es igual a tan θ12 hasta el orden de 10−3. Expresando expĺıcitamente
a α, esto se puede escribir como

| tan θ12|2 ≈
mν2 −mν3

mν3 −mν1

=
|m2|(cosφ2 + i sinφ2)− |m3|(cosφν + i sinφν)

|m3|(cosφν + i sinφν)− |m1|(cosφ1 + i sinφ1)

=
|m2| cosφ2 − |m3| cosφν + i (|m2| sinφ2 − |m3| sinφν)

|m3| cosφν − |m1| cosφ1 + i (|m3| sinφν − |m1| sinφ1)

=
(|mν2|2 − |mν3|2 sin2 φν)1/2 − |mν3| cosφν

−(|mν1|2 − |mν3|2 sin2 φν)1/2 + |mν3| cosφν
,

(5.7)

donde en la última igualdad se ha usado la ecuación (4.35). Sin embargo, como se vió en la sección
3.2.3, debido a que en la praxis los experimentos arrojan únicamente las diferencias de las masas
al cuadrado, es conveniente escribir la ecuación (5.7) en función de la diferencia de masas y de mν3

como

tan2 θ12 ≈
(∆m2

21 + ∆m2
13 + |mν3|2 cos2 φν)1/2 − |mν3| cosφν

−(∆m2
13 + |mν3|2 cos2 φν)1/2 + |mν3| cosφν

, (5.8)

donde hay que recordar que ∆m2
ij = m2

νi−m2
νj . Esta expresión difiere de la encontrada en [16,18–22]

por un signo menos en el primer sumando del denominador.
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5.3. Comparación de los resultados teóricos con experimentales

En la sección anterior se han obtenido los ángulos de mezcla reactor y atmosférico en términos
de las masas de los leptones cargados. Por otro lado, se ha obtenido al ángulo de mezcla solar
en términos de las masas de los leptones cargados y de los neutrinos, lo que permite calcular las
masas de los neutrinos en términos de los datos experimentales para las masas y los ángulos de
mezcla. Sin embargo, como se menciona en la sección 3.2.3, lo que se obtiene experimentalmente
son las diferencias de las masas al cuadrado, no las masas per se, y de dichas diferencias sólo se ha
determinado el signo ∆m2

21 > 0. Esto abre la posibilidad a dos casos completamente válidos para
∆m2

31, a saber

• ∆m2
31 > 0 (Jerarqúıa normal)

• ∆m2
31 < 0 (Jerarqúıa invertida)

y como se verá a continuación, en esta extensión se ha obtenido una jerarqúıa invertida.

Ahora bien, recordemos que para el ángulo reactor se obtuvo en la sección anterior

| sin θ13| ≈
1√
2
x

1 + 4x2 − m̃4
µ√

1 + m̃2
µ + 5x2 − m̃4

µ

,

por lo que al tomar los valores para las masas de los leptones cargados de acuerdo a [23], se obtiene

x =
me

mµ
= 4.8× 10−3 y m̃µ = 5.9× 10−2.

Por tanto, se puede hacer la comparación entre el seno del ángulo de mezcla reactor teórico y el
obtenido experimentalmente haciendo un ajuste global [23] a los datos actuales de neutrinos [36],
teniendo

(sin2 θ13)teó = 1.1× 10−5 , mientras que (sin2 θ13)exp = 2.18+.12
−.12 × 10−2. (5.9)

Por otro lado, para el caso del ángulo de mezcla atmosférico se ha obtenido la expresión

| sin θ23| ≈
1√
2

1− 2m̃2
µ + m̃4

µ√
1− 4m̃2

µ + x2 + 6m̃4
µ − 4m̃6

µ

,

de esta manera se llega a que

(sin2 θ23)teó = .499 , mientras que (sin2 θ23)exp = .5+.05
−.05. (5.10)
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Finalmente, recordando que para la tangente cuadrada del ángulo solar se obtuvo

tan2 θ12 ≈
(∆m2

21 + ∆m2
13 + |mν3|2 cos2 φν)1/2 − |mν3| cosφν

−(∆m2
13 + |mν3|2 cos2 φν)1/2 + |mν3| cosφν

, (5.11)

el valor del ángulo solar del modelo será igual al experimental, pues puede obtenerse a partir de
esta ecuación una expresión para las masas de los neutrinos en términos del ángulo de mezcla solar,
de las diferencias de las masas al cuadrado y de φν , a saber

|mν3| ≈
∆m2

21 + ∆m2
13 −∆m2

13 tan4 θ12

2 cosφν tan θ12

√
∆m2

21 tan2 θ12 + ∆m2
21 + ∆m2

13 + 2∆m2
13 tan2 θ12 + ∆m2

13 tan4 θ12

=

(
1 + r2 − tan4 θ12

)
∆m2

13

2 cosφν tan θ12

√
∆m2

21 (1 + tan2 θ12) + ∆m2
13 (1 + 2 tan2 θ12 + tan4 θ12)

=

√
∆m2

13
1√

∆m2
13

(
1 + r2 − tan4 θ12

)
2 cosφν tan θ12

√
∆m2

21 (1 + tan2 θ12) + ∆m2
13 (1 + tan2 θ12)

2

=

√
∆m2

13
1√

∆m2
13

(
1 + r2 − tan4 θ12

)
2 cosφν tan θ12

√
1 + tan2 θ12

√
∆m2

21 + ∆m2
13 (1 + tan2 θ12)

=

√
∆m2

13

(
1 + r2 − tan4 θ12

)
2 cosφν tan θ12

√
1 + tan2 θ12

√
1 + r2 + tan2 θ12

,

(5.12)

por lo que se puede escribir a las otras dos masas en términos de esta como

|mν1| =
√
|mν3|2 + ∆m2

13 (5.13)

y

|mν2| =
√
|mν3|2 + ∆m2

13(1 + r2), (5.14)

donde r2 ≡ ∆m2
21

∆m2
13

= 7.37×10−5

2.54×10−3 ≈ 3 × 10−2 (véase cuadro 5.1). Por tanto, se obtiene la jerarqúıa

invertida, es decir: |m3| < |m1| < |m2|.

Debido al hecho de que r2 � 1, las ecuaciones (5.12-5.14) pueden escribirse como

|mν1| = |mν2| ≈
√
|mν3|2 + ∆m2

13 (5.15)

y

|mν3| ≈
√

∆m2
13

2 cosφν tan θ12

(
1− tan2 θ12

)
. (5.16)
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Parámetros Mejor ajuste 3σ

∆m2
21[10−5eV 2] 7.37 6.93-7.97

∆m2
31(23)[10−3eV 2] 2.56 (2.54) 2.45-2.69 (2.42-2.66)

sin2 θ12 .297 0.250-0.354
sin2 θ23, ∆m2

31(32) > 0 .425 0.381-0.615

sin2 θ23, ∆m2
32(31) < 0 .589 0.384-0.636

sin2 θ13, ∆m2
31(32) > 0 .0215 0.0190-0.0240

sin2 θ13, ∆m2
32(31) < 0 .0216 0.0190-0.0242

Cuadro 5.1: Valores mejor ajustados y rangos permitidos de 3σ de los parámetros de oscilación de
tres neutrinos, derivados de un ajuste global de los datos actuales de las oscilaciones de neutrinos
[36]. Los valores (valores en paréntesis) corresponden a |m1| < |m2| < |m3| (|m3| < |m1| < |m2|).

Por tanto, al sumar las masas de los neutrinos utilizando las expresiones (5.15) y (5.16) se llega
a que

3∑
i=1

|mνi| ≈ 2

√
∆m2

13

4 cos2 φν tan2 θ12
(1− tan2 θ12)

2
+ ∆m2

13 +

√
∆m2

13

2 cosφν tan θ12

(
1− tan2 θ12

)
=

√
∆m2

13

2 cosφν tan θ12

(
1 + 2

√
1 + 2 tan2 θ12(2 cos2 φν − 1) + tan4 θ12 − tan2 θ12

)
≤ 0.23eV

(5.17)

donde la desigualdad viene dada por la cota cosmológica superior más restrictiva [37]. Además,
utilizando los valores experimentales [23] que se encuentran en el cuadro 5.1 se puede escribir a la
tangente del ángulo solar como tan θ12 = .649980851, y de esta manera obtener una cota inferior
para el único parámetro libre en la ecuación (5.17), es decir

cosφν ≥ .343439, o bien 0◦ ≤ φν ≤ 69.91◦. (5.18)

Si ahora se usan los valores experimentales en la ecuación (5.12) y eligiendo convenientemente1

a φν = 50◦ se obtiene

|mν3| = .035eV, (5.19)

por lo que las otras dos masas se encuentran de acuerdo a las ecuaciones (5.13) y (5.14) obteniendo

|mν1| = .061eV y |mν2| = .062eV. (5.20)

1Este valor se debe a que está en concordancia para los requerimientos de leptogénesis [18].
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Por tanto, utilizando (5.19) y (5.20), la suma de la masa de las neutrinos queda como

3∑
i=1

|mνi| = 0.159901eV ≤ .23eV (5.21)

el cual es un resultado que se encuentra perfectamente situado por debajo de la cota cosmológica
más restrictiva para la suma de las masas de los neutrinos [37].



Caṕıtulo 6

Conclusiones

El estudio de diversos grupos de simetŕıa y en particular, el estudio del producto tensorial entre
representaciones irreducibles de los mismos, ha llevado a proponer una extensión mı́nima del modelo
estándar, donde además del campo escalar de Higgs usual, HS , se añade un doblete de Higgs de S3,
HD, extendiendo aśı el concepto de sabor y de generaciones al sector del Higgs. La introducción de
la simetŕıa de sabor S3 permite entonces tener tres dobletes de SU(2) de Higgs. De esta manera, se
ha realizado un estudio de la fenomenoloǵıa del sector de quarks y leptones calculado las matrices
de masa de ambos sectores partiendo del lagrangiano de Yukawa.

Además, se le ha impuesto al sector leptónico la simetŕıa ćıclica Z2 con la intención de reducir
la cantidad de parámetros libres de la teoŕıa al no permitir algunos acoplamientos de Yukawa. Esto
permitió reparametrizar a las matriz de masa de los leptones cargados en términos precisamente de
sus masas y teniendo como único parámetro libre a la fase de Dirac. De esta manera, se consiguió
un resultado distinto a [16, 18–22] para los elementos de matriz |m̃e

4,5|. Asimismo, se ha reparame-
trizado la matriz de masa de los neutrinos de Majorana, suponiendo que el mecanismo de see-saw
es el responsable de las masas de los neutrinos izquierdos. Posteriormente, se calculó la matriz bi-
unitaria de leptones cargados y la de neutrinos para de esta manera poder calcular la matriz PMNS.

Por consiguiente, al comparar la matriz de mezcla de leptones obtenida teóricamente con la
reparametrización del Particle Data Group se han obtenido las expresiones de los ángulos de mezcla
reactor y atmosférico únicamente en términos de las masas de los leptones cargados, a saber

| sin θ13| ≈
1√
2
x

1 + 4x2 − m̃4
µ√

1 + m̃2
µ + 5x2 − m̃4

µ

y | sin θ23| ≈
1√
2

1− 2m̃2
µ + m̃4

µ√
1− 4m̃2

µ + x2 + 6m̃4
µ − 4m̃6

µ

,

donde x = me/mµ. De esta manera, al comparar los valores teóricos del modelo con los experimen-
tales que se muestran en el cuadro 6.1, se puede notar que para el ángulo de mezcla atmosférico
están en perfecto acuerdo con el valor experimental, sin embargo el ángulo de mezcla reactor no.
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Ángulo de mezcla de neutrinos Valor teórico Valor experimental

sin2 θ13 1.1× 10−5 2.18+.12
−.12 × 10−2

sin2 θ23 .499 .5+.05
−.05

sin2 θ12 .297 .297+.017
−.017

Cuadro 6.1: Comparación entre los valores teóricos y experimentales para los ángulos de mezcla
reactor y atmosférico de neutrinos.

Por otro lado, el ángulo de mezcla solar se obtuvo en términos de las diferencias de las masas
al cuadrado y de mν3 como

tan2 θ12 ≈
(∆m2

21 + ∆m2
13 + |mν3|2 cos2 φν)1/2 − |mν3| cosφν

−(∆m2
13 + |mν3|2 cos2 φν)1/2 + |mν3| cosφν

,

lo que permitió determinar la jerarqúıa invertida de las masas y al considerar el valor experimental
del ángulo de mezcla solar y de las diferencias de masas, se ha obtenido un valor para la suma de
las masas de los neutrinos,

3∑
i=1

|mνi| = 0.159901eV ≤ .23eV ,

el cual es un resultado que se encuentra perfectamente situado por debajo de la cota cosmológica
más restrictiva para la suma de las masas de los neutrinos, sin embargo, difiere de los resultados
obtenidos previamente en [16,18–22].

Finalmente, aunque el ángulo de mezcla θ13 está muy alejado del valor experimental, el desa-
rrollar este modelo ha permitido obtener un valor distinto de cero para dicho ángulo de mezcla y
valores precisos para θ12 y θ23 de acuerdo a los datos experimentales. De acuerdo a [18], la razón por
la que el ángulo θ13 es tan pequeño en comparación con los valores experimentales se debe a que se
ha considerado un mismo término de masa de Majorana de los neutrinos derechos para los dobletes
de neutrinos, por lo que al trabajar con una extensión en la que no exista esta degeneración, todos
los ángulos de mezcla coinciden con los valores experimentales. Por otro lado, cabe mencionar que
no hay un razón particular para pensar que la simetŕıa S3 es la simetŕıa del universo, es decir, se
puede proceder a trabajar con otra simetŕıa de sabor como las propuestas en [15] y obtener una
fenomenoloǵıa distinta y tal vez más cercana a los datos experimentales. Por tanto, como trabajo
futuro se propone trabajar con alguna de estas otras simetŕıas y estudiar la fenomenoloǵıa implicada.



Apéndice A

Cálculo de los h.c. de la densidad
lagrangiana de Yukawa

A.1. Quarks tipo down

Para calcular L
†
YD1

se puede utilizar el hecho de que

L
†
YD1

= (−Y d
1 QIHSdIR)† = −(Y d

1 )∗d†IR(QIHS)† = −Y d∗
1 d†IRH

†
SQ
†
I ,

y además, es útil utilizar las siguientes propiedades de las matrices de Dirac [1]:

ψ = ψ†γ0, γ0γ0 = 1, γ0γ0† = 1 y γ0 = γ0†,

de esta manera se puede escribir

L
†
YD1

= −Y d∗
1 d†IRH

†
SQ
†
I

= −Y d∗
1 dIRγ

0H†Sγ
0QI

= −Y d∗
1 dIRH

†
SQI

= −Y d∗
1

(
d1RH

†
SQ1 + d2RH

†
SQ2

)
,

55



56
APÉNDICE A. CÁLCULO DE LOS H.C. DE LA DENSIDAD LAGRANGIANA

DE YUKAWA

entonces,

L
†
YD1

SSB−−−→ −Y d∗
1

{
dR(0, 〈HS〉)

(
uL
dL

)
+ sR(0, 〈HS〉)

(
cL
sL

)}
= −Y d∗

1

(
dR 〈HS〉 dL + sR 〈HS〉 sL

)
= −Y d∗

1

(dR, 0, 0)

1
0
0

 〈HS〉 (1, 0, 0)

dL0
0

+ (0, sR, 0)

0
1
0

 〈HS〉 (0, 1, 0)

 0
sL
0


= −Y d∗

1

(dR, 0, 0)

〈HS〉 0 0
0 0 0
0 0 0

dL0
0

+ (0, sR, 0)

0 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

 0
sL
0


= −Y d∗

1

(dR, sR, 0)

〈HS〉 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

dLsL
0

 .

Ahora bien, veamos que para el hermitiano conjugado del segundo término se tiene:

L
†
YD2

= (−Y d
3 Q3HSd3R)†

= −Y d∗
3 d†3RH

†
SQ
†
3

= −Y d∗
3 d3Rγ

0H†Sγ
0Q3

= −Y d∗
3 d3RH

†
SQ3,

y después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa,

L
†
YD2

SSB−−−→ −Y d∗
3 bR(0, 〈HS〉)

(
tL
bL

)
= −Y d∗

3 bR 〈HS〉 bL

= −Y d∗
3 (0, 0, bR)

0
0
1

 〈HS〉 (0, 0, 1)

 0
0
bL


= −Y d∗

3 (0, 0, bR)

0 0 0
0 0 0
0 0 〈HS〉

 0
0
bL

 .



A.1. QUARKS TIPO DOWN 57

Por otro lado, para el hermitiano conjugado del tercer término

L
†
YD3

= −Y d∗
2 [dJRH

†
1κ
†
IJQI + dJRH

†
2η
†
IJQI ]

= −Y d∗
2 [d1RH

†
1κ
†
11Q1 + d1RH

†
1κ
†
21Q2 + d2RH

†
1κ
†
12Q1 + d2RH

†
1κ
†
22Q2

+ d1RH
†
2η
†
11Q1 + d1RH

†
2η
†
21Q2 + d2RH

†
2η
†
12Q1 + d2RH

†
2η
†
22Q2]

= −Y d∗
2 [d1RH

†
1Q2 + d2RH

†
1Q1 + d1RH

†
2Q1 − d2RH

†
2Q2],

por lo que después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa,

L
†
YD3

SSB−−−→ −Y d∗
2

{
dR(0, 〈H1〉)

(
cL
sL

)
+ sR(0, 〈H1〉)

(
uL
dL

)
+ dR(0, 〈H2〉)

(
uL
dL

)
− sR(0, 〈H2〉)

(
cL
sL

)}
= −Y d∗

2 [dR 〈H1〉 sL + sR 〈H1〉 dL + dR 〈H2〉 dL − sR 〈H2〉 sL]

= −Y d∗
2 (dR, sR, 0)

〈H2〉 〈H1〉 0
〈H1〉 − 〈H2〉 0

0 0 0

dLsL
0

 .

Ahora bien, para el hermitiano del cuarto término se tiene

L
†
YD4

= (−Y d
4 Q3HIdIR)†

= −Y d∗
4 dIRH

†
IQ3

= −Y d∗
4

(
d1RH

†
1Q3 + d2RH

†
2Q3

)
,

y de esta manera,

L
†
YD4

SSB−−−→ −Y d∗
4

{
dR(0, 〈H1〉)

(
tL
bL

)
+ sR(0, 〈H2〉)

(
tL
bL

)}
= −Y d∗

4

(
dR 〈H1〉 bL + sR 〈H2〉 bL

)
= −Y d∗

4 (dR, sR, 0)

0 0 〈H1〉
0 0 〈H2〉
0 0 0

 0
0
bL

 .

Finalmente, para el quinto h.c.,

L
†
YD5

= (−Y d
5 QIHId3R)†

= −Y d∗
5 d3RH

†
IQI

= −Y d∗
5

(
d3RH

†
1Q1 + d3RH

†
2Q2

)
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por lo que

L
†
YD5

SSB−−−→ −Y d∗
5

{
bR(0, 〈H1〉)

(
uL
dL

)
+ bR(0, 〈H2〉)

(
cL
sL

)}
= −Y d∗

5

(
bR 〈H1〉 dL + bR 〈H2〉 sL

)
= −Y d∗

5 (0, 0, bR)

 0 0 0
0 0 0
〈H1〉 〈H2〉 0

dLsL
0

 .

De esta manera, para este caso se puede construir un término de matriz de masa idéntico al
desarrollado en el caṕıtulo 3 para el caso no h.c. de la densidad lagrangiana de Yukawa de los
quarks tipo down.

A.2. Quarks tipo up

Partiendo del primer término h.c. para el lagrangiano de los quarks tipo up se tiene

L
†
YU1

= (−Y u
1 QI(iσ2)H∗SuIR)†,

de esta manera

L
†
YU1

SSB−−−→ −Y u∗
1

(uL, cL, 0)

〈HS〉 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

uRcR
0


†

= −Y u∗
1

(uR, cR, 0)

〈HS〉 0 0
0 〈HS〉 0
0 0 0

uLcL
0

 .

Ahora bien, para el segundo término h.c. se tiene

L
†
YU2

= (−Y u
3 Q3(iσ2)H∗Su3R)†

entonces

L
†
YU2

SSB−−−→ −Y u∗
3

(0, 0, tL)

0 0 0
0 0 0
0 0 〈HS〉

 0
0
tR


†

= −Y u∗
3 (0, 0, tR)

0 0 0
0 0 0
0 0 〈HS〉

 0
0
tL

 .
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Por otro lado, el tercer término hermitiano conjugado está dado por

L
†
YU3

=
{
−Y u

2 (QIκIJ(iσ2)H∗1uJR + ηQIηIJ(iσ2)H∗2uJR)
}†
,

de esta manera,

L
†
YU3

SSB−−−→

−Y u
2 (uL, cL, 0)

〈H2〉 〈H1〉 0
〈H1〉 − 〈H2〉 0

0 0 0

urcR
0


†

= −Y u∗
2

(uL, cL, 0)

〈H2〉 〈H1〉 0
〈H1〉 − 〈H2〉 0

0 0 0

urcR
0


†

= −Y u∗
2 (uR, cR, 0)

〈H2〉 〈H1〉 0
〈H1〉 − 〈H2〉 0

0 0 0

uLcL
0

 .

Ahora, para el cuarto término

L
†
YU4

= (−Y u
4 Q3(iσ2)H∗I uIR)†

aśı,

L
†
YU4

SSB−−−→

−Y u
4 (0, 0, tL)

 0 0 0
0 0 0
〈H1〉 〈H2〉 0

uRcR
0


†

= −Y u∗
4 (uL, cR, 0)

0 0 〈H1〉
0 0 〈H2〉
0 0 0

 0
0
tL

 .

Finalmente,el hermitiano conjugando del quinto término se tiene está dado por

L
†
YU5

= (−Y u
5 QI(iσ2)H∗I u3R)†

entonces,

L
†
YU5

SSB−−−→

−Y u
5 (uL, cL, 0)

0 0 〈H1〉
0 0 〈H2〉
0 0 0

 0
0
tR


†

= −Y u∗
5 (0, 0, tR)

 0 0 0
0 0 0
〈H1〉 〈H2〉 0

uLcL
0

 .

Por tanto, para este caso también se puede construir un término de matriz de masa idéntico
al desarrollado en el caṕıtulo 3 para el caso no h.c. de la densidad lagrangiana de Yukawa de los
quarks tipo up.
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Apéndice B

Relación entre ráıces y coeficientes de
una ecuación cúbica

De manera general, se puede escribir a una ecuación cúbica de la forma

ax3 + bx2 + cx+ d = 0, a 6= 0, (B.1)

donde a, b, c y d son escalares. Suponga ahora que α, β y γ son ráıces de dicha ecuación, entonces,
por el Teorema Fundamental del Álgebra se puede reescribir (B.1) como

a(x− α)(x− β)(x− γ) = 0, (B.2)

por lo que de (B.1) y (B.2) se sigue que

ax3 + bx2 + cx+ d ≡ a(x− α)(x− β)(x− γ)

= a(x2 − αx− βx+ αβ)(x− γ)

= ax3 − aαx2 − aβx2 + aαβx− aγx2 + aαγx+ aβγx− aαβγ
= ax3 − a(α+ β + γ)x2 + a(αβ + αγ + βγ)x− aαβγ,

(B.3)

de donde se obtienen las siguientes expresiones al igualar los coeficientes:

b = −a(α+ β + γ) ⇒ α+ β + γ = − b
a
,

c = a(αβ + αγ + βγ) ⇒ αβ + αγ + βγ =
c

a
,

d = −a(αβγ) ⇒ αβγ = −d
a

.
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