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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente, el modelo estandar es la teoria més completa y consistente para describir a las
particulas elementales. En este modelo, las particulas elementales se agrupan en tres generacio-
nes o sabores de quarks y leptones. Las interacciones de norma entre ellos se establecen mediante
campos vectoriales conocidos como bosones de norma, condicionados por el grupo de simetrias
SU(3)c x SU(2), x U(1)y [1]. Mientras este grupo de simetrias sea preservado, todos los boso-
nes de norma estan desprovistos de masa debido a que los términos cuadréticos (de masa) estan
prohibidos por las simetrias y, consecuentemente, las interacciones son de alcance infinito. De igual
forma, los quarks y leptones son no masivos en el modelo estandar.

Por otro lado, desde los primeros estudios de fisica nuclear, es sabido que, especialmente, las
interacciones débiles s6lo ocurren dentro de los niicleos atémicos, razén por la que resulta indispen-
sable introducir un mecanismo que provea de masa a tres de los cuatro bosones de norma contenidos
en la llamada teoria electrodébil, la cual corresponde al sector con simetria SU(2)r, x U(1)y del
modelo estandar. Asimismo, es necesario explicar por qué tanto quarks como leptones poseen masa.
Dado que la ausencia de masa en el modelo estandar tiene su origen en las simetrias de norma, es
preciso que la simetria de norma SU(2)r, x U(1)y sea rota, pero de tal forma que las interacciones
entre las particulas sigan siendo regidas por la simetria. A este tipo de rompimiento se le conoce
como rompimiento espontdneo; cuando ocurre, la accién continta siendo simétrica, pero el vacio de
la teoria deja de serlo [2].

En el modelo estdndar, el rompimiento espontaneo de la simetria electrodébil ocurre a través
del llamado mecanismo de Higgs, que requiere introducir un campo escalar (de Lorentz) llamado
campo de Higgs, el cual debe ser un singulete de SU(3)¢, un doblete de SU(2)r y debe poseer
carga no trivial bajo U(1)y. Para obtener el rompimiento espontédneo de la simetria es necesario
que la dindmica del campo de Higgs sea determinada por un potencial no trivial y acotado por
abajo, cuyo minimo ocurra para valores esperados del campo distintos de cero. Debido a que el
campo de Higgs estd cargado bajo SU(2)r x U(1)y y posee un valor esperado no trivial en el vacio,
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esa simetria esta rota en el vacio. La consecuencia inmediata del rompimiento de simetria es que
combinaciones lineales de los bosones de norma adquieren masas no nulas. Adicionalmente, se in-
troducen los llamados acoplamientos de Yukawa que establecen las interacciones entre los fermiones
(leptones y quarks) y el campo de Higgs. En el vacio, donde el Higgs tiene un valor de expectacién
(y nosotros vivimos), estas interacciones proveen de un término de masa para los fermiones. De
esta forma, todos los quarks y los leptones cargados adquieren sus masas.

En la versién original de Glashow, Salam y Weinberg del modelo estandar, no existen aco-
plamientos de Yukawa para los neutrinos, razén por la que estos fueron considerados hasta hace
veinte afios como particulas no masivas. Sin embargo, el descubrimiento de las masas y mezclas de
neutrinos en los experimentos de oscilaciones de neutrinos [3] ha sido una gran motivacién para ir
en busca de fisica mas alld del modelo estandar. Experimentos recientes sobre las oscilaciones de
neutrinos llevan a una nueva era en la determinacién precisa de los dngulos de mezcla y diferencias
de masas al cuadrado |[4H7]. Ademds, el hecho de que el modelo estdndar sea incapaz de aportar
explicaciones satisfactorias sobre el origen de la existencia de tres sabores de fermiones, la gran
diferencia entre los angulos de mezcla de quarks y leptones, y la gran cantidad de parametros libres
ha llevado a intentos de teorias mas fundamentales en las cuales el modelo estandar sea el limite
a bajas energfas [8H10]. Esta area de investigacién en la que se proponen extensiones del modelo
estandar para resolver estas preguntas es frecuentemente llamada fisica del sabor.

En estos modelos se suele tratar de aportar una explicacion de las jerarquias entre las masas
de las particulas elementales, de la cantidad de violaciéon de CP observada experimentalmente y
necesaria para la generacion de la asimetria barionica del universo, y de la estructura de la matriz
de mezcla de quarks CKM [11]. Uno de los objetivos particulares de los modelos es predecir los
angulos de mezcla de quarks y leptones de manera precisa. Las simetrias discretas y no Abelianas
y algunas veces complementadas con dobletes de Higgs extra, suelen usarse para la fisica de sabor,
i.e., en la construccién de estos modelos para determinar los valores de las masas de quarks y lep-
tones asi como sus dngulos de mezcla al suponer simetrias de sabor discretas y no Abelianas de
quarks y leptones. Particularmente, la mezcla de leptones ha sido discutida detalladamente utili-
zando simetrias de sabor discretas y no Abelianas [12]. Las simetrias mas comunes en las teorias
de sabor son A4, Q¢ vy Ss3, entre otras [13-16].

Resumen del contenido

Lo anterior ha llevado a proponer en el presente trabajo una extensién minima del modelo
estandar, donde ademas del campo escalar de Higgs usual, Hg, se anade un campo de Higgs que se
comporta también como doblete de la simetria discreta Ss, Hp. Asimismo, se exige que los campos
de materia del modelo estdndar se transformen no trivialmente bajo esa simetria, de forma tal que
la acciéon del modelo sea simétrica bajo S3. La introduccién de la simetria de sabor S3 no sélo



incrementa el nimero de campos de Higgs, sino que modifica algunos aspectos de la fenomenologia.
Con base en esa propuesta, en este trabajo se ha realizado un estudio de la fenomenologia del sector
de quarks y leptones, haciendo especial énfasis en la fisica de neutrinos que corresponde al sector
menos entendido del modelo estandar.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se ha desarrollado un estudio intensivo y detallado sobre los fundamentos de la
teoria de grupos necesarios para poder implementar las simetrias de sabor en el modelo estdndar.
Ademss, se discuten brevemente los principales grupos de sabor utilizados en la construccién de mo-
delos de sabor. En particular, para el grupo permutacional de sabor S3, se estudian detalladamente
las clases de conjugacién, la construccion de representaciones, las representaciones irreducibles y su
producto tensorial, todo lo cual es de crucial importancia para construir la accién del modelo de
particulas elementales propuesto.

En el capitulo 3, utilizando los resultados obtenidos para los productos tensoriales entre las
representaciones irreducibles de la simetria de sabor Ss, se introduce esta al modelo estandar,
anadiendo ademas dos dobletes de Higgs y considerando tres neutrinos derechos de Majorana re-
lacionados con los izquierdos mediante acoplamientos de Yukawa, lo cual da lugar a un mecanismo
de see-saw [17], responsable de las masas observadas de los neutrinos izquierdos. A partir de estas
estructuras, se calculan las matrices de masa para el sector de quarks y leptones, mostrando en
todo detalle los pasos que permiten llegar a los resultados obtenidos previamente en la literatu-
ra |16}/18-22].

En el capitulo 4 se presenta una breve introduccion a las matrices de mezcla CKM y PMNS.
Ademas, se le impone al sector lepténico la simetria ciclica Zs con la intencién de reducir la can-
tidad de parametros libres de la teoria. Posteriormente, se reparametriza a la matriz de masa de
los leptones cargados, esto en términos de las masas de estos mismos leptones. De esta manera,
se consigue un resultado distinto a [16,/18-22| para los elementos de matriz [ 5. Asimismo, se
reparametriza la matriz de masa de los neutrinos de Majorana suponiendo valido el mecanismo de
see-saw. Finalmente, se calcula la matriz de mezcla de neutrinos PMNS, reproduciendo los resul-
tados de la literatura antes mencionada.

En el capitulo 5 se presenta la reparametrizacién del Particle Data Group para la matriz PMNS
[23, p. 246-249], y con ello, se compara con la obtenida tedricamente en el capitulo anterior. De
esta manera, se consigue obtener expresiones para los angulos de mezcla de neutrinos reactor,
atmosférico y solar que permiten obtener un valor para cada una de las masas de los neutrinos y
por tanto, para la suma de las masas de los neutrinos. Estos resultados han sido cuidadosamente
revisados y difieren con los obtenidos en [16]18-22], por tanto, representan correcciones importantes
para dichas publicaciones que podrian conducir a un articulo a publicar proximamente.
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Capitulo 2

Aspectos Fundamentales de Teoria de
Grupos

2.1. Grupos finitos

Definicién 2.1. Un grupo {G,-}, es un conjunto G dotado con una operacion (-) que ademds
cumple las siguientes propiedades. Sean g1, go € G, entonces:

1. g3 =g1- g2 € G (Cerradura)

2. g1-(92-93) = (91 92) - g3 (Asociatividad)
3. Existe un elemento identidad e, tal que, paratodo ge G, e-g=g-e=g

4. Para todo g € G, existe un elemento inverso g~', tal que, g~ g =g-g ' =e

N.B. Por comodidad puede omitirse el simbolo de la operacion teniendo en mente que los elementos
del grupo se relacionan a través de ella. También, es comun referirse al grupo simplemente como
G, por lo que a partir de ahora se trabajard con esta convencion.

Es conveniente establecer el orden de un grupo, esto es, la cantidad de elementos en G, donde
obviamente, el orden de un grupo finito es finito. Sean g1, g2 € G, si se cumple que gigo = ga9g1,
i.e., los elementos del grupo conmutan entre si, entonces se dice que el grupo es abeliano, de lo
contrario, si no se satisface dicha propidad de conmutaciéon el grupo es no abeliano. Un ejemplo
de grupo finito y abeliano es el grupo ciclico Z,, formado por {e,a,a?,--- ,a’¥ "'}, donde aV = e.
Geométricamente, se puede ver a su generador como rotaciones discretas de 27 /N. En el presente
trabajo se hara un énfasis a los grupos finitos discretos y no-abelianos.
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Definicion 2.2. Sea H un subconjunto de un grupo G, si H es también un grupo, entonces llama-
mos a H un subgrupo de G.

Es menester mencionar que el Teorema de Lagrange establece que el orden del subgrupo H debe
ser un divisor del orden de G.

Definicién 2.3. Sea N un subgrupo de G, si se cumple que g-'Ng = N para todo g € G, el
subgrupo N se llama subgrupo normal o un subgrupo invariante.

Notese que el subgrupo H y el grupo normal N del grupo G cumplen que HN = NH, lo que
es también un subgrupo de G por la definicién (2.2). Aqui se estd usando la notacién:

HN = {hmj th; € H,nj S N},
y andlogamente para N H.

Definicién 2.4. Sea a" = e, donde a,e € G, el nimero h corresponde al orden del elemento a.

2

N.B. Los elementos {e, a,a?, ...,a" 1} constituyen el subgrupo finito y abeliano de orden h, Zj,.

Definicién 2.5. Sea g € G, los elementos g~ 'ag se llaman elementos conjugados al elemento
a. El conjunto de todos los elementos conjugados a un elemento a de G, i.e. {g 'ag,Vg € G} se
llama una clase de conjugacion.

Teorema 2.6. Todos los elementos de una clase de conjugacion tienen el mismo orden [15].

Demostracion. A partir de la definicién ([2.5)):

1

Y =ga(g " g)alg ™ g) - -ag "t = ga"g7! = geg Tt =e.

(gag™

2.2. Representaciones de grupos

Definicion 2.7. Una representacion de un grupo, G, es un mapeo, D, de los elementos de G
en un conjunto de operadores lineales con las siguientes propiedades:

1. D(e) = 1, donde e € G es el elemento identidad del grupo y 1 es el operador identidad del
espacio en el cual los operadores lineales actian.

2. D(a)D(b) = D(ab), donde a, b € G. En otras palabras, la ley de multiplicacion es mapeada a
una multiplicacion natural del espacio en el cual los operadores lineales actian (esta propiedad
nos dice que el mapeo D es un homomorfismo) [24).
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El espacio vectorial v;, en el cual actida la representacion, i.e., D(g);;v;, donde, (j =1,...,n),
se llama el espacio de representacion. La dimensién del espacio sobre la que actia la represen-
tacion es conocida como la dimensién de la representacion. Una representaciéon es unitaria si
para toda D(g) se cumple que D(g)" = D(g)~".

Ya que las representaciones viven en espacios lineales, se estd en la libertad de escoger la forma
de la representacién que se crea mas conveniente aplicando sobre ésta una transformacion lineal.
Mientras la transformacién sea invertible, la nueva forma de la representacién serd tan buena
como la original. Tal transformacién produce una transformacion de similaridad en los operadores
lineales. De esta forma siempre se puede construir una nueva representacién con la transformacién:

D(g) = D'(9) = S~'D(g)S. (2.1)

Por otro lado, se dira que una representacién es reducible si tiene un subespacio invariante, i.e.,
la accién de cualquier D(g) en cualquier vector en el subespacio, atin estd en el subespacio. Una
representacién irreducible es aquella no reducible. Finalmente, una representacion es completa-
mente reducible si D(g) para todo g € G estd escrita como una matriz diagonal por bloques,
ie:

Di(g) 0 - 0
0 Do(g) :
0 - Di(g)
donde cada D,(g) con a = 1,...,r es irreducible. Por tanto, una representacién reducible es la
suma directa de D,(g),
'
> @Dqy.
a=1

N.B. Se puede demostrar que toda representacién reducible de un grupo finito es completamente
reducible, mas ain, se puede probar también que toda representacion de un grupo finito es equiva-
lente a una representacién unitaria.

Definicién 2.8. El caracter {p(g) de una representacion D(g) es la traza de la matriz de la
representacion, es decir

{p(g) = tr D(g) = ZD(Q)u' ;

donde d,, es la dimensién de D,,.
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Teorema 2.9. Todos los elementos conjugados al elemento “a” tienen el mismo caracter.

Demostracion. Utilizando la segunda parte de la definicién (2.7) y la propiedad de la traza se tiene
que
tr D(g tag) = tr (D(g 1) D(a)D(g)) = tr D(g~1) tr D(g) tr D(a) = tr D(a).

O]

Nétese que el teorema anterior muestra que el caracter es una cantidad constante en la clase de
conjugacion.

A continuacién se hace mencién de cuatro relaciones de suma relevancia para determinar el
caracter. Primeramente, se tiene la siguiente relacién de ortogonalidad para el caracter

> €0.(9)*€D,(9) = Nadop (2:2)

geG

donde Ng representa el orden del grupo G. De aqui, se puede concluir que el caracter de diferentes
representaciones irreducibles son ortogonales y diferentes entre si. Asi, véase que las clases de
conjugacién cumplen también una relaciéon de ortogonalidad dada por

> (6" En o) = “Che, (2.3)

donde C; denota la clase de conjugacion del elemento g;, mientras que n; hace referencia al niimero
de elementos en la clase de conjugacion C;. Por otro lado, supéngase que se tienen m, representa-
ciones n-dimensionales irreducibles. Claramente el caracter de la clase de conjugacién Cy = {e}, es
¢p, (C1) = n para dicha representacién n-dimensional. De esta manera, la relacién implica

Z[&a(cl)]Q = Zmnnz =mi;+4dmo+9ms+--- = Ng (2.4)
(03 n
donde m, > 0. Finalmente, el niimero de representaciones irreducibles m,,, satisface que

Z my, = el nimero de clases de conjugacion, (2.5)

n

es decir, el numero de representaciones irreducibles es igual al niimero de clases de conjugacién.

2.3. Grupos no-abelianos importantes

A continuacion se presentan algunos grupos no-abelianos que son de relevancia en la construccién
de distintos modelos en simetrias de sabor y que de hecho, algunos surgen como resultado en la
teoria de supercuerdas [15].
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= Grupo A,

Este grupo de orden n!/2 estd conformado por todas las permutaciones pares que hay en el
grupo S, (el grupo de todas las posibles permutaciones de n objetos de un conjunto). Es
decir, los elementos de S,, que realizan permutaciones pares a los elementos de conjunto {z;}
coni=1,2,...,n son los elementos de A,. Por ejemplo, en la siguiente seccién se verd que los
elementos del grupo Ss son:

e: (z1,z2,23) = (21,22, 23)
ay : (x1,22,23) — (22,71, 23)
as : (x1, 22, 23) — (3, 22,21)
as : (x1, w9, 23) — (21,23, 2)
ay : (1,29, 23) = (23,21, T2)
as : (r1,2,x3) — (v2,3,21)

de los cuales {e, a4, a5} conforman los elementos de As.

= Grupo @,

También conocido como el grupo diedral binario, (),,, con n par, consiste de los elementos,
am™bf conm=1,...,ny K =1,2, donde los generadores a y b satisfacen que

El orden de Q,, es igual a 2n.

» Grupo X(2n?)

Este grupo es isomorfo al grupo (Z,, x Z!,) x Zy. Se denotan los generadores de los grupos Z,,
y Z!, como a y d’, respectivamente, y el generador de Zs es escrito como b. Estos cumplen que

a"=ad" =0 =e¢,

ad' =ad'a, bab=d,

donde e es la identidad del grupo. De esta forma, todos los elementos de ¥(2n?) pueden ser
escritos como

k i 1j
g=>b"da" a",

donde k=1,2y4, j=1,...,n
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= Grupo X(3n?)

Este grupo discreto estd definido como el dlgebra cerrada de 3 simetrias abelianas; Z,, Z!, ,
Z!' y el grupo ciclico Zs. Esto es, si se denotan los generadores de Z,,, Z! , Z! como a, a', a”
y el generador de Z3 como b, los elementos del grupo X (3n3) pueden ser escritos como

g= bkala']a”l,
donde k=1,2y14, j,1=1,...,n.
Estos generadores cumplen con las siguientes propiedades:
a"=ad"=d"=p=e,

r "o rno_n
aa’ =d'a, aa =a a, aa =aa,
blab=4d", bdb=a, b*d'b=4d.

Grupo A(3n?)

Este grupo es isomorfo a (Z,, x Z)) x Zs. Si se considera que los generadores de Z,, y Z! son
a 'y a’, respectivamente, y el generador de Zs3 es b, se debe de cumplir que

a"=ad"=b=e, da=ad,
bab~' = a7 (a™Y), bdb7! =a.
De esta forma, todos los elementos del grupo A(3n?) pueden ser escritos como
g =baldl,
donde k=1,2y14, j=1,...,n.
Grupo A(6n?)

El grupo discreto A(6n?) es isomorfo a (Z, x Z.) x S3. El orden del grupo es 6n2. Si se
nombran a los generadores de Z,, Z!, a y a’ respectivamente, mientras que a los generadores
de Zs, Z! (cuyo producto semidirecto es isomorfo a S3), b y ¢ respectivamente, se debe de
satisfacer:

a®=ad" =0 =c? =e,
aa' = da,
bab~! =ata’"t, bd'b ! =a,
cact=d7!, cdcl=a"t

De esta forma, todos los elementos del grupo pueden ser escritos como
g= bktclaia/j7

donde k =1,2,3,l=1,2y1¢,5=1,...,n.
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2.4. Grupo S

En general, el grupo simétrico de grado n, S, puede ser visto como el grupo de todas las
posibles permutaciones de n objetos de un conjunto {x;} con i = 1,2, ..., n, bajo la accién de un
elemento del grupo, de tal forma que

(1,22, ooy Tn) = (Tiy, Tigy ooy Tiy)),

donde z;, es la imagen de z; bajo la aplicacién de un elemento del grupo Sy, el cual debe ser
biyectivo y actuar sobre el mismo grupo. Si el conjunto sobre el que actia este grupo grupo tiene n
elementos, entonces .S, tiene n! elementos. Si ahora se toma el caso donde n = 3, el grupo estaria
conformado de todas las aplicaciones biyectivas del conjunto {z1,x2,z3} sobre si mismo, a saber

e: (z1,22,23) = (21,22, 23)
ay : (x1,29,23) = (r2, 21, 23)
az : (1,72, 23) — (73, T2,21)
az : (z1,22,23) = (T1,23,22)
ay : (r1,22,23) — (v3,21,22)
as : (r1,x2,23) — (v2,3,21),

Ademss, es facil notar que la operacién de multiplicacion de este grupo forma una algebra cerrada,
e.g:

araz : (x1,72,23) — (72, 23,21) : as

azay : (21,22, 73) — (73,71, 22) : a4

asay : (x1,2,23) — (21, 23,22) : as,

y si ahora se consideran las siguientes aplicaciones

T — X9 T — T3
pi=ai: Ty — T y Yi=ax:iqra—a2
T3 — T3 r3 — T1

es posible construir los siguientes elementos del grupo como:

1 — T2 1 — T3 1 — X1
pp=as:qx2 =3 , Yo=as:{T2 =21 , YPY=asz: T2 > 23
r3 — T1 T3 — T2 T3 — X9

y junto con el elemento identidad, se pueden escribir los seis elementos del grupo como: {e, ¢, 1, 1, Yo, Y }.
Finalmente, geométricamente se puede pensar a S3 como la simetria de un tridngulo equilédtero, lo
cual se puede apreciar en la figura
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N

N2

v

Figura 2.1: Simetria S3 de un tridngulo equildtero. La aplicacién ¢ corresponde a una reflexién y la aplicacién
1 corresponde a una rotacién de 27/3.

2.4.1. Clases de conjugacion

Los elementos del grupo pueden ser clasificados en tres clases de conjugacion, C;, donde el
subindice i, se refiere al niimero de elementos en cada clase de conjugacién, a saber

Cr: {6}7 Cy: {901113"7&@}3 03 : {%%WPUJ}, (26)
donde sus elementos tienen el siguiente orden:
(p9)* = () =e, o* =9 = (ppv)* =e. (2.7)

2.4.2. Caracteres y representaciones irreducibles

Primeramente, al hacer uso de la ecuacién ([2.5)), y considerando el hecho de que existen tres
clases de conjugacion (2.6]), se tiene que

Zmn:ml—l—mg—l—...:S, (2.8)

i.e., existen tres representaciones irreducibles para dicho grupo. Suponiendo ahora que tales repre-
sentaciones m,, son n-dimensionales, al utilizar la ecuacién ([2.4)):

Z[fa(Cl)}Q = Zman =my +4ma+9mg + - =6, (2.9)

« n

donde se cumple que m, > 0.



2.4. GRUPO 53 13

La ecuacion (2.9) tiene inicamente dos soluciones posibles,

mi=2 y mg=1,

y por otro lado,

m =6 y mo=0,

sin embargo, nétese que sélo la primer solucién es posible, pues es la tinica que ademas satisface la
condiciéon impuesta por la ecuaciéon . Por tanto, las representaciones irreducibles de S3 estdn
dadas por dos singuletes que se representaran como 1 y 1’ respectivamente y ademads, un doblete
que serd representado como 2. Asi, se denotaran sus caracteres £1(g), £1°(9) v £2(g) respectivamente.

Es menester notar que al haber supuesto representaciones n-dimensionales, m,, se obtiene
facimente que £1(C1) = &1>(C1) = 1, mientras que &2(C2) = 2. Ademds, uno de los singuletes
debe ser un singulete trivial, por lo que & (Cy) = £1(C3) = 1. Por otro lado, para el singulete no
trivial se deben cumplir las condiciones expuestas en , por lo que, {£15(C2)} = 1 y ademds
{£15(C3)}? =1, lo que lleva a las soluciones

1
§1>(Ca) = 4 e2mi/3 y §10(C3) = {

e47ri/3

1

L (2.10)

correspondientes a las raices n-ésimas de la unidad, y al usar la relacién de ortogonalidad ([2.2), se
sigue que

Y &(9)6ar(g) = 14 261:(Ca) + 361:(Cs) = 0, (2.11)

por lo que al usar las soluciones de la ecuacién ([2.10)), se encuentra una solucién tdnica para la
ecuacién (2.11) dada por &15(C2) = 1y &15(C3) = —1. Ahora bien, usando nuevamente la relacién
de ortogonalidad (2.2) y ademaés la relacion (2.3)) se llega al sistema de ecuaciones

D G(g)éaly) =2+ 262(Ca) + 3¢2(Cs) = 0,
g

D €a(C1)"EalCr) = 1+ £15(Ca) + 262(Ca) =0,

cuya solucion es &2(C2) = —1y £2(C3) = 0.
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hilé| & | &2
cCi |11 1 2
Cy | 311 1 -1
C3|12| 1] -1 0

Cuadro 2.1: Caracteres de las representaciones de 3.

Este estudio sobre los caracteres serd sumamente importante en la construccion de las repre-
sentaciones irreducibles de S3 (seccién y los resultados se resumen en la tabla[2.1] El andlisis
anterior puede ser extendido andlogamente para S, y en general para otros grupos que cumplan
las hipétesis de las relaciones de ortogonalidad.

2.4.3. Construccién de las representaciones

Considerando primero las matrices de la representaciéon D(g) para el doblete, donde se tiene que
D(g) son matrices unitarias bidimensionales, de esta manera, usando la definicién de representacién
(definicién es obvio que Dsy(e) es la matriz identidad de dos dimensiones. Ahora bien, de la
tabla se tiene que £2(C3) = 0 lo que implica que se puede diagonalizar un elemento de la clase
de conjugacion, en este caso eligiendo ¢ como ejemplo en C'3 como el elemento diagonal, se puede

escribir
(-1 0
v=\o 1)

Los demas elementos de la clase C3 y ademas de la clase Cy son matrices no diagonales. Si ahora
se usa de la ecuacién (2.7)) que ¥? = e, entonces se tiene

—cosf —send —cos20 —sen?26
¢—( ) - ww—( COS%),

—senf cosf —sen 26

por lo que los elementos de la clase de conjugacién Cs se ven como

o = ( cosf sen@) y o= <cos¢9 —sen9>’ (2.12)

—senf cosf senf cosf

y como la traza de los elementos de Cy es —1, entonces, de calcular la traza de las matices en (2.12)
se sigue que

27/3

2co80 =—-1 = cosf=-1/2 - 0=
47 /3

Cualquiera de las dos soluciones es igual de valida y de hecho, se puede probar que son equivalentes.
Si se elige # = 47 /3 se obtiene la siguiente representacién de Ss:
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(10
c=\o 1)’

_(-1/2 —/3)2
o= ) v

2.4.4. Producto tensorial

1/2

o= (0 1) o= (U )

(—_\}5/?2 f@ w‘Pw_(_

—/3/2
-1/2

1/2

V32 > . (2.13)

Para terminar el andlisis de las representaciones irreducibles de S3 se va a estudiar el producto
tensorial entre representaciones irreducibles del grupo. Para ello, se debe considerar primero el
producto tensorial entre dos dobletes, (z1,22) ¥ (y1,y2). Como ejemplo, se puede calcular

o3 e () -
y

%/351 + \égfl«“z) ® (éyl + \é§2/2>
3 1
5 L1 — 322

z1y1+322y2+V3(z1y2+2291)

%ﬂ - %yz

V3(z1y1—T2y2) —T1y2+3T231

Z 4
V3(z1y1—zay2)—z2y1+371y2  3ziy1+zeye—V3(z1y2+zay1)
] T

)

por lo cada componente x;y; se transforma bajo 1 como

T1y1

r1Yy1 + 3x2y2 + \/3(371?/2 + z2y1)

4
V3(z1y1 — T2y2) — 212 + 3T2U1
G (z1y Y Z)l Y Yy
V3(x1y1 — T2y2) — T2y1 + 3T1Y0
Toy1 — ( 31
3z1y1 + 222 — V3(T1y2 + T2y1)
T2Y2

donde se sigue que

Y(r1y1 + 2y2) = (T1Y1 + T2y2),

4

)

Y(T1y2 — T2y1) = —(T1Y2 — T2Y1),

asi se puede concluir que dichas combinaciones lineales corresponden a los singuletes

1: z1y1 + 2209,

Ahora bien, al calcular

1 21y2 — 22y1.

" <x1y2+x2y1> _ ( 1/2 \/§/2> <951y2 +$2y1>
T1Y1 — T2Y2 V3/2 —1/2) \@1y1 — zou
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lo que muestra que dicho objeto transforma como doblete bajo v, i.e.,

9. <561y2 + $2y1>
T1y1 — x2y2 )’

por lo que el producto tensorial de dos dobletes resulta en dos singuletes 1 (singulete trivial) y 1
y un doblete 2.



Capitulo 3

Una extension minima del modelo
estandar

3.1. Lagrangiano de Yukawa

En la seccion se estudiaron las representaciones bidimensionales del grupo S3 y se mostro
que el producto tensorial de dos dobletes resulta en dos singuletes 1 y 1’ y un doblete 2, donde
es menester notar que el singulete no trivial no es invariante ante S3. Con este analisis, se puede
proceder ahora a hacer una extension minima del modelo estdndar, donde ademas del campo escalar
de Higgs usual, Hg, se introduce un doblete de Higgs de S35, Hp. Ademads, es importante mencionar
que los campos de quarks y leptones tienen el mismo tipo de interaccién de norma, sin embargo,
solo difieren en sus masas y en sus nimeros cuanticos de sabor como se ilustra en la siguiente tabla:

Multipletes | SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y I II 11
1 ur, CL, tr,

Quarks (3,2,5) <dL> <3L> (bL>
(37 1, %) UR CR IR
(31 1, _%) dr SR br
eptones ( 5) <€L> <ML "
(17 17 _1) €R HR TR
( y 1y ) Ver Vg Vrp

Cuadro 3.1: Multipletes de los campos en el modelo estandar.

donde las generaciones de fermiones se denotan como ;, i = 1,2,3 y éstas contemplan a los
neutrinos derechos considerando que el mecanismo de see-saw es el responsable de la masa de los
neutrinos izquierdos como se verd en la seccién

17
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Para cada uno de estos campos se dard por hecho una representacién reducible 1g @ 2 para
permitir la simetria de sabor en el lagrangiano. Se puede resumir lo anterior si se utiliza la siguiente
notacion:

Q" = (ur,dr), wugr, dr, L= (vi,er), er, vr, Hj.

donde los dobletes llevan indices I y J, los cuales corren de 1 a 2, mientras que los singuletes del
grupo de sabor se denotan por (s, usgr, dsgr, L3, esr, v3r v Hg. De esta manera se puede escribir
de la manera més general a las interacciones renormalizables de Yukawa como [16]:

Ly = Ly, + Ly, + Ly, + Ly, (3.1)
donde,
Ly, = =Y{'Q;Hsdir — Y§'QsHsdsr — Y5'[QrrsHidsg + Qs Had ]
— Y{'Q3Hd;r — Y{Q Hdsg + h.c.,
Ly, = =Y{'Q(ioo) Hurr — Y3'Q3(io2) Hyusr — Yy'[Qrr(ioe) Hiusr + 1Q iy (ios) Hyu g)
— Y} Qs(ioe)Hiurr — Y3Q (ioe)Hfuggr + h.c.,
Ly, = —Y{LiHseip — Y5 LsHgesp — Yy [LikrsHiegr + LinryHae g
— YfngIeIR — Y;fIergR +h.c.,
Ly, = =Y} Li(ioo)Hsvir — Y4 Ly(ioe) Hsvsr — Yy [Likry(ioa) Hiv g + Linry(ios) Hyvg]
— Y L3(ioo)Hjvir — Y¥ Li(ioo)Hfvsr + h.c.,
y ademas

- L B H, B \%((Zbl - (ZJQ)
Hgs = \/§(¢1 +da+3) , Hyp= <H2> o < 16(¢1+¢2 —2¢3) ’

(01 /10 (0 i
P=\10) 0 T o 1) Y 2T\ o)

Finalmente, se considerara que después del rompimiento espontdaneo de la simetria (SSB, por
sus siglas en inglés), los campos de Higgs adquieren un valor de expectacién en el vacio dado por

s = (g )+ b= () v b= ()

Debido a que en ésta extension se tienen tres campos de Higgs, el potencial de Higgs tiene una
forma diferente y més complicada [25]. Entonces, conviene suponer que todos los VEV’s son reales,
ademds que (H1) = (Hy) y que se satisface la constriccion (Hg)*+(H, )+ (Ha)? ~ (246GeV)2/2 [16].
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3.2. Calculo de las matrices de masa

3.2.1. Matriz de masa para los quarks tipo down

Procediendo ahora a calcular las matrices de masa a partir de las interacciones de Yukawa. Para
ello, conviene trabajar por partes la ecuacién (3.1)), iniciando con

Ly, = -Y{'Q Hsdir — Y{'Q3Hgdsr — Y3'[QrrsHid g + Qs HadR]
— Y{QsHdig — YQ Hidsg + h.c. (3.2)
= LYD1 + LYDQ + LYD?’ + LYD4 + LYD5 + h.C.,

al desarrollar el primer término de la ecuacién ([3.2)) ﬂ

Ly, = —Y{'QrHsdrr
= —Y{ (Q,Hsdir + QyHsdar) ,

asi después del rompimiento espontaneo de la simetria

Ly, 2P v {(uL,dL) <<I§S>> dg + (¢1,31) <<}?S>> sR}
= -Y{ (dr, (Hs) dR+8L (Hs) sr)

dr 0 0
dL,O 0) 0 (Hg) (1,0,0) | 0 | +(0,5.,0) [ 1] (Hs)(0,1,0) | sr
0 0 0 0
(Hg) 0 0\ [dr 0 0 0\ /0
dL,O 0) O 00 0 (0,52,0) {0 (Hs) O SR
0 0 0 0 0 0 0
H5> 0 0 dr
- _}/1 (dL,SL,O) 0 <HS> 0 SR )
0 0 0 0

donde en la tercer igualdad se ha escrito una representacion tridimensional apropiada para poner
los indices de sabor a los campos (se hara esto mismo en los demés célculos) dada por la asociacién

d 1 0 0 0
d—= 0] =10]d , s—=>|s|=1|1]s yv b—=>[0]=10]5b,
0 0 0 0 b 1

!1Se har4 el célculo para la matriz de masa omitiendo el h.c., sin embargo, en el apéndice se muestran los términos
correspondientes al h.c.
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v se ha usado el hecho de que

1 0 0
1=10](,00=[1](0,1,00=|0](0,0,1).
0 0 1

Asi, definiendo
m1 = _2}/1d <HS> 3

se obtiene finalmente la expresién:

1 _ mq 0 0 dR mq 0 0
LYDl = i(dngLaO) 0 mp O SR | = M; = 0 m;y O]. (33)
0 0 O 0 0 0 O

Procediendo ahora con el segundo término de la ecuacién (3.2)) se tiene
Lyp, = ~Y3Q3Hsdsr,
por lo que después del rompimiento espontaneo de la simetria

SSB - = 0
i, 22 ) (2 Yo

= —Y{br (Hs) br

0 0
= —¥3(0,0,b) [ 0] (Hs) (0,0,1) | ©
1 br
~ 00 0
= —Y£0,0,6z) [0 0 0 0
0 0 (Hg) br
De esta manera, definiendo m3 = —2Y4! (Hyg), se sigue que
1 B 00 O 0 0 0 O
Lyp, = 5(0,0.5) (0 0 0 |0 |=m=[00 0], (3.4)
0 0 ms3 bR 0 0 ms

la cual corresponde a la matriz de masa para el segundo término en la ecuacién ([3.2)).
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Note ahora que se puede desarrollar el tercer término de (3.2]) como

Lyp, = =Y5'[QrrsHid g + Qi Hadg]
= —V{'[Q,r11Hidig + Q r12Hidog + Qoror Hidi g + QorooHidap
+ Qumi1Hadig + QmaHadag + Qana1 Hadi g + QgmoaHodap]
= —V§'[Q,H1dor + QuHidig + Q Had1 g — QyHadog),
y después del rompimiento espontaneo de la simetria,

LYD3 SS_B> _}/2d {(’U,L,dL) <<}?1>) SR+ (EngL) <<f.(;1>> dr + (ﬂL,aL) <<£(;2>> dr — (ELagL) <<f?2>> SR}
= —YQd[EL (H1) sp +35L (H1)dg +dy, (Ha) dr — 51, (H2) sg]

) (Hy) (H) O\ [dr
= —Y3(dr,5.,0) | (H1) —(Ha) 0] | sr
0 0 0 0

Entonces, definiendo mg = —2Yy! (Hy) y mg = —2Y5 (H,) se obtiene

1 _ me mo 0 dR me mao 0
LYD3 = §(dLa§LaO) mo —mg 0 S| =M= |mo —mg 0], (3.5)
0 0 0 0 0 0 0

la cual corresponde a la matriz de masa del tercer término en la ecuacién ([3.2)).

Por otro lado, desarrollando el cuarto término de la lagrangiana (3.2)) se tiene

Ly, = =Y'Q3Hdrr
= Y (QsH1d1r + Q3 Hadog)

y después del rompimiento espontaneo de la simetria,

o, 258 i ) (g ) 00 () o)
= ~Y{ (b (H1) dg + by, (H>) sg)

/0 0 0\ [dg
=-Y{0,0,b)| 0 0 0 [|sr],
(Hi) (Hz) 0/ \0
asi, si se define my = -2V (H1) y m7; = —2Y? (Hs) se tiene que
L [0 0 0\ [dn 0 0 0
Lyp, = 50,0b0) [ 0 0 Of fsg|=M=(0 0 0. (3.6)
myg my 0 0 mg myp 0
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Finalmente, para el quinto término

Ly, = —Y{'Q Hrdsr
= Y& (Q,Hibg + Q,Habr)

por lo que se sigue inmediatamente que

o, 5 v { ) (g o 30 gy )}

= Y (dy (H)) bg + 51, (Hz) br)

B 0 0 (Hy)\ (0
= —Y(dp,50,0) |0 0 (Hy) 0
00 0 br

Asi, al definir ms = -2V (Hy) y mg = —2Y (H,), se puede escribir entonces,

1 _ 0 0 ms 0 0 0 ms
Lst = i(dL’EL’O) 0 0 mg 0| =Ms=|0 0 mg]. (3.7)
0 0 O br 0 0 O

Por tanto, al sumar todas las matrices de masa correspondientes a las ecuaciones ({3.3)-(3.7)) se
puede definir

my 0 0 mg my O 0 0 O 0 0 0 0 0 ms
My=|0 m O]J]+[me2 —-mg 0]+(0 0 O J]J4+{ 0 0 0]+|0 0 mg
0 0 0 0 0 0 0 0 ms my m7 0 0 0 O
m1 + meg mo ms
= My = ma my—mg msg |,
my mry m3

y si ahora se usa el hecho de que (Hy) = (H3) se sigue que mg = mg, mg = my y ms = mg, se
obtiene la matriz de masa para los quarks tipo down dada por

mi + mo mo ms
M, = me mi —ma Ms ) (3.8)
my my ms3
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3.2.2. Matriz de masa para los quarks tipo up

Continuando este andlisis para los quarks tipo up, es 1til proceder dividiendo a su lagrangiano
como sigue

LYU = —Yﬂ@[(iU2)H§U[R — nguag(iUQ)ng,SR - YQ”[@]HIJ(Z‘UQ)HTUJR + n@[”[J(iO'Q)H;uJR]
—Y{'Q3(io2)Hjurr — Y5'Q(io2) Hiusg + h.c.
— LYUl + fJYU2 + LYU;; + LYU4 + LYU5 + h.c.,

(3.9)
asi desarrollando el primer término de (3.9) se tiene
Ly, = =Y{'Q(io2) Hurr
= —Ylu {@1 (iog)nglR + @2(i02)H§UQR}
asi que,
SSB wl)— 5 0 1 0 _ 0 1 0
Ly, — =Y{ {(UL,dL) <_1 O) <<HS)*> ug + (¢r,5L) (_1 0) ((Hs>*> CR}
- H H
=Y {(uL,dL) << OS>> ur + (¢r,5L) (< OS>> cR}
:_Yl (uL <H5>UR+CL HS CR
1 UR 0 0
=-Y"< (ur,0,0) [0 (1,0,0) | 0 | +(0,2.,0) [ 1| (Hg)(0,1,0) | cr
0 0 0 0
(Hg) 0 0 UR 0o 0 0 0
=-Y"< (ur,0,0) 0 0 0 0 | +(0,¢.,0) |0 (Hg) 0 CR
0 00 0 0o 0 0 0
(Hs) 0 0 UR
= —Ylu (ﬂL,EL,O) 0 <H5> 0 CR
0 0 0 0
Al definir m} = —2Y{* (Hg) se puede escribir
1 my 0 0\ [ugr m; 0 0
LYUl = §(EL76L’O> 0 m'l 0 CR | = Ml 0 'm’l 0], (3.10)
0 0 O 0 0 0 0

la cual es la matriz de masa para el primer término en la ecuacién (3.9).



24 CAPITULO 3. UNA EXTENSION MINIMA DEL MODELO ESTANDAR

Para el segundo término de la densidad lagrangiana de Yukawa para los quarks tipo up

Ly, = —Y3'Qy(io2) Hiusr

entonces
SSB.  veuii I 0 1 0
e, 25 1580 (5 5) () o
_ _ [(H
— —Ygu(tL,bL) << OS>> tr
= _Ygqu <HS> R
0 0
= _Ydu(0707%L) 0 <HS> (0707 1) 0
1 tr
0 0 0 0
= -v0,0,i,) [0 0 0 0,
0 0 (Hg) tRr
y si se define mf = —2Y3* (Hg), se sigue que
1 00 O 0 00 O
Lyy, = 5(0,0,&) 00 0 0|l=M;=(0 0 0|, (3.11)
0 0 ms) \tr 0 0 mj

que es la matriz de masa para el segundo término en (3.9)).

Ahora bien, desarrollando el tercer término de la densidad (3.9)

Lyy, = —Y3'[Qrrrs(io2) Hiugr +nQ iy (io2) Hyusg]
= —Y3'[Qqr11(i02) Hiuir + Qk12(ioe) Hiuag + Qqka1 (i02) Hyui g + Qqkaa(ios) Hyusg
+nQym1(io2) Hyurg + nQyma(ice) Hyusg + nQon21 (i0e) Hyui g + nQanaa(ios) Hyuag)]
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asi, después del rompimiento espontaneo de la simetria
Ly, 558, -Yy {Ql (_01 (1)> <<H01>*> cr+ Qy (_01 é) <<HO1>*> UR
o )@ (5% o) () o= (o )@ (5 o) ()
=Y {(UL7dL) << 1) cr + (€L, 5L) (<Ié1>> up + (g, —dr) (<Ié2>) ug — (CL, —SL) <<Ié2>) CR}

= —YQU[EL (H1) cg +¢r (Hy) ur + ur, (Ha) ug — ¢, (Ha) CR]
<<H2> (Hy) O UR
(

S

Hy) —(Hy) 0 Cr | »
0 0 0 0

= _szu(ﬂLaéLa 0)

de esta manera, al definir

se tiene que
1 mg  mh 0\ [ur mg  mh 0
Lyy, = §(ﬂL,EL,0) mby —myg 0 cr | = My=|mh —mgy 0], (3.12)
0 0 O 0 0 0 O

la cual es la matriz de masa para el tercer término en ({3.9).

Por otro lado, para el cuarto término de (3.9) se tiene

Lyy, = —Yi'Qslio2) Hjurr
= —Y{' (Qs(io9) Hiuip + Qs(ioa) Hyuzg) ,

por lo que

o =5 v () (ny) s 030 () () o)

—_yp {(tL,bL) <<Ié1>) wr + (tr,Br) <<Ié2>) cR}

= —Y" (tr (H1) ugr + tr (Ha) cr)
0 0 0 UR
—vr0,07i) o 0 o] [er].
(Hi) (H2) O 0
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asi al definir

mﬁl = -2Y) (Hy),

m/7 = _2Y;1u <H2> )

se sigue que

1 0 0 0 UR 0 0 0
Ly, = 50,07) (0 0 0 fen|=ai=|0 0 o), (3.13)
my ms 0 0 my ms 0

correspondiente a la matriz de masa del cuarto término en (3.9).

Finalmente, para el quinto término,

Ly, = ~YXQ(ioe)Hfuzr
= -V (Q,(io2)Hitr + Qy(ica) Htp)

por lo que, después del rompimiento espontaneo de la simetria,
SSB.  vd )~ T 0 1 0 _ 0 1 0
Lyy, — Y5 {(UL,dL) (_1 0) ((H1>*) tr + (CL,5L) <_1 0) \ () lRr
_ S H _ H
= -V {(UL,dL) << 01)) tr+ (CL,SL) << 02>> tR}

= =Yy (ur, (Hy)tr + ¢ (Ha) tR)
0 0 (Hy) 0

= —Y5U(EL,EL,O) 0 0 <H2> 0],
00 0 tr

entonces, definiendo

se obtiene la expresion

. 0 0 m\ /0 0 0 mj
Lyy, = §(EL,5L,O) 0 0 mg 0|=M={0 0 m§|, (3.14)
00 O tr 00 O

obtieniéndose asi la matriz de masa del quinto término en ({3.9).
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Andlogamente al desarrollo para los quarks tipo down, al sumar todas las matrices de masa
correspondientes a las ecuaciones ([3.10)-(3.14) se puede escribir

mi 0 0 mh om0 00 0 0 0 0 0 0 ml
M,=|0 mj Of+|mj —mg O] +(0 O O |+[O0O O O]+(0 0O mg
0 0 0 0 0 0 0 0 mj m, mh 0 00 0
my +mg my ms
=M, = m, my —mg mg |,
my my  my

y utilizando nuevamente el hecho de que (H;) = (Ha), se sigue que mf, = mg, mly = mh y ml = mg,
entonces se puede escribir a la matriz de masa para los quarks tipo up como

mh + mj mb mk

M, = m, my —mb mj . (3.15)
/ / !/
m) m ml

3.2.3. Matriz de masa para los leptones

Finalmente, de manera completamente idéntica al desarollo utilizado para la obtencién de la
matriz de masa de los quarks tipo down y up, pero esta vez considerando los coeficientes corres-

pondientes a los leptones cargados y neutrinos, se puede escribir la matriz de masa para leptones
cargados como

€ € € €

my + my msg mg

— € € e e
M, = m$§ m§ —ms5 mg ,

€ € €

mg mg ms

mientras que para los neutrinos de Dirac

4 v v v

5 my +my ms mg

— v v v 14

M, = ms my —my mg
v v v

my my mj

donde el superindice D hace referencia a que son términos de masa de Dirac.
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Capitulo 4

Fenomenologia de particulas

4.1. Matrices de mezcla

Es importante considerar que las matrices de masa obtenidas en la secciéon anterior para el
sector de quarks y leptones pueden ser diagonalizadas a través de transformaciones biunitarias de
tal manera que se tiene |19

U:ir(u,e)LMd(u,e) Ud(u,e)R = diag(md(u,e)a Ms(c,u)> mb(t,T))v (41>

donde los subindices hacen referencia al sector de quarks y leptones cargados, mientras que para
los neutrinos [21]

UEMVUI/ = diag(ml/h my2, mu3)7 (42>

donde en todos los casos, las entradas de las matrices diagonales pueden ser complejas, por lo que
los observables fisicos de las masas corresponden a su valor absoluto.

Por otro lado, para poder estudiar la fenomenologia de estas particulas, es conveniente definir
las matrices de mezcla como [23]

Vekm = UlLUdL y Vpuns = UeTLUVLKu (4.3)
donde K es la matriz diagonal de los factores de Majorana que serd explicada mas adelante en este

capitulo. Estas matrices llevan dichos subindices en honor a las iniciales de quienes las introdujeron,
los cuales son Cabibbo-Kobayashi-Maskawa y Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata respectivamente.

29
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4.2. Reparametrizacion de la matriz de masa de leptones cargados

En el modelo estandar, el sector de Yukawa cuenta con demasiados parametros libres, sin em-
bargo, es posible reducir el nimero de pardmetros en el sector lepténico si se introduce una simetria
adicional Z5, con lo cual algunos acoplamientos de Yukawa no estaran permitidos. Una posible asig-
nacién de la simetria Zs compatible con los datos experimentales en el sector lepténico [23] estd
dada en la Tabla [Tl

= +
Hs ,vsr | Hy, L3, Ly, e3r, €Ir, VIR

Cuadro 4.1: Asignaciones de la simetria Zs en el sector lepténico.

Noétese ahora que debido a la imposicién de la simetria Zs, los acoplamientos
YE=YE=0 , Y/=YY=0

pues los términos en la densidad lagrangiana que contiene dichos acoplamientos cambian de signo.
De esta manera, los términos correspondientes en las matrices de masa son nulos, a saber, m§ =
m§ = 0y mj = mg = 0y por consiguiente, las matriz de masa para los leptones cargados queda
como
ms  m§ Mg
M, =m, | m§ —m§ mg
my mg 0
y para los neutrinos de Dirac se ve respectivamente como

my  my 0
MD = (my —my 0 : (4.4)
my  my  my
donde en donde las m{ son los cocientes de las m{’s originales entre la masa del leptén cargado
mas pesado, m, y el superindice D indica que son neutrinos con término de masa de Dira(ﬂ Es
importante notar que ambas matrices son a priori complejas y no-Hermitianas, sin embargo, si se
escribe para el caso de los leptones cargados

LR T P
momg \ o2 e \ 2
mg my 0 mg*  mg 0
(4.5)
2| + gl 5| 2[ms|[mie "
= 5| 2| + |ms|? 0 ,
2|ms|[mile’ 0 2frmg|*

'La diferencia entre fermiones de Dirac y de Majorana se explica a detalle en la seccién
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donde se tiene un factor de fase d. correspondiente a la suma de los dngulos de los nimeros comple-
jos en su representacién polar. A continuacién se mostrard que los elementos de matriz [m§|, |mg]
y |m§| pueden expresarse directamente en términos de las masas de los leptones cargados.

Considerando los invariantes de la matriz hermitiana tridimensional M.M] se tiene que

Tr(MeMY) = m2 + m2 +m2 = m2 {2(|m§|* + |mg|?) + 4]ms|*} (4.6)

X(MM]) = 2 [{Tr(MM]) — To{ (MM )]

i (4.7)

= dmz {|ms[* + |[m5 > (|m§]* + [m§[*) + |mg[*|ms[*}

= m2(m? + mi) +m2m

det(M,M!) = m mim = 4mS|ms|? |ms |2 mE|?, (4.8)

lo que nos proporciona un sistema de tres ecuaciones teniendo como incégnitas a los parametros
~el2 |5€el2 ~el|2
AR AR S

Para resolverlo, se puede proceder a hacer una combinacién de las ecuaciones (4.6H4.8]) de manera
que se obtenga una ecuacién de tercer grado para |m§|> dada por

sy — bty P27 L v P2 L oty =0, (a9)
2 ms 4 m; 4m2

2 2 2
. . . mg + m
y si se hace el cambio de variable y = —-+£ y z = 2 ge puede reescribir la ecuacién en
T
términos de las masas de los leptones cargados €omo

- 1 - 1 - 1
(52 = (1 + ) (52)° + (y + 2)lgl — = =, (4.10)

y haciendo otro cambio de variable |[m§> = o + ¢ (1 + ), podemos reescrlblr la ecuacién - de

manera que se simplifique en una ecuacién cublca para « de la forma o + Pa+ @, donde Py Q

son polinomios con entradas en los reales, a saber
3 1 1

3 3, 4 45
S (1- C3)a— — (1= 2y—2 il
ETL y+y’ —32)a sl Ty ¥ TV 5

lo que nos proporciona tres soluciones para |m$|?, las cuales estan dadas por

~ 9 4
m2 1+
PRET=AL

14 a2



32 CAPITULO 4. FENOMENOLOGIA DE PARTICULAS

~ m .z .z s1 .
donde my, = -* y 3 es la solucién a la ecuacién ctibica
T

1 6z 1 4z 1222 Yz 22 322 23
53—*(1—2y+§)52—*(y—y2 B— T — oot 5 =0 (411

2

Entonces se elegird la que sea compatible con la fenomenologia [26], es decir, la que se aproxime
mas a la siguiente solucion

=2 Me |4 =2
|77~”L§|2—>—”1+ m”) Eﬂl—i_fl :Uzme
1+ (5e)? 2 14a? my

por lo que se puede escribir la solucién para |u§| como

ﬁ”bil—i—x‘l

g2 = T
2 14 22

my

+ /Bmin’

con Py la solucién minima en valor absoluto de la ecuacién (4.11)), la cual puede estimarse a
partir de la misma ecuacion si se toma el caso limite cuando m,. = 0, lo que implica por definicién
que z = 0 y entonces la solucién trivial es vélida para (4.11)). De esta manera, las dos soluciones
restantes cumplen con la ecuacién
1 1
2 2
A= 51 =2y =y —y7) =0,

las cuales estan dadas por

1 1 1 1 1
= —(1—2y) £ =1/ (1 — 4y + 4y2 —y2=(1-2y) £ -
Prz=(1-2y) 2\/4( y+ay?) ry -yt == =7

y al muliplicar estas tltimas dos soluciones se tiene

e R e e (Ut JRR (BT

Ahora, note que en la aproximacién m,. — 0 los términos cuadraticos y mayores en z de la
ecuacion desaparecen, sin embargo, se sigue teniendo una ecuacién del tipo ax®+bx?+cx+d =
0. Asi, si se considera que Bnm es solucién de esta ecuacién cubica general, y que 51 y [2 son
soluciones aproximadas (pues estas son solucién del caso extremo cuando z = 0), se sabe que el
producto de las raices de la ecuacion cubica general estd dado porﬂ

6min61ﬁ2 ~ _(g) )

2Véase apéndice [B| para conocer la relacién entre los coeficientes y las raices de una ecuacién ctibica.
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donde la igualdad no se da debido a que 51 y (B2 son soluciones aproximadas.

De esta manera se puede estimar la minima solucién debido al hecho de que el producto de las
tres soluciones es en este caso

1
Bml’n/@IBQ ~ —(—gyZ) ) (413)
por lo que a partir de (4.12) y (4.13) se tiene que

= (592) (53) =~ () Ga) =329 = g
min ~ | gY BiB2) g¥ y(l-y))  2(1—y) 2?71?(1—(%)

m2m2
et 5 . (4.14)
2m7(mr - (me + m,u))

= /Bml'n ~

Ahora bien, una vez determinado |[m§|?, se pueden obtener los elementos de matriz [m§|? y mg|?
usando la ecuacién (4.6|) se tiene

o2 N 2_me+mu+m7 B 2_1 Y ~e12
[mg|” + [ms|” = om2 —2im3|” = 5 + 9~ 2|ms5|%, (4.15)
y usando ahora la ecuacién (4.8) se llega a que
2, 2
mm
s g 2 = e = o (4.16)

dmz|mg>  4|ms[*’
asi, de la ecuacion (4.15)) se pude escribir

- 1 - -
el = 5 = & +2lms|? + ml? = 0,

y sustituyendo (4.16)) en la ecuacién anterior se tiene

1 vy z 1 z
~e|2 ~el2 ~e(2)\2 ENAVANIEN P
2 Y9 + -0 = —Z(14+y—4 + =0

y como las ecuaciones (4.15) y (4.16)) son simétricas para |m§|? y [mg|?, podemos escribir de manera
general la ecuacién anterior como una ecuacién cuadrética para |m§s|? dada por
bl

- 1 - . z
(Im§ 51*)* - Sty - Alms|*)mg 5 + gl ~ 0,
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la cual tiene como solucién

1 1 /1 z
e 12 o2 ~
[y 5| _Z<1+y_4|m2| )iQ\/4( +y—4’m§|2)2—w

1 mZ4+mi ., (14!
At T Pge)) T e
2m2
1 m2 + m? 1+ 2t 2 4=
= [1+w_2m3(1+x2>—4ﬁm4 SO : S
mzr T 7“1122 +Bm1’n
1 - - 1— 222 + 2%) + 2 + 22
:4[1+m§—mi<( 1+22 — 4Bmin
1 o o (=222 )+ 2t 2? 2 8m2m?,
m + f
) 1+$2> min
1 ~ 92 ~2(1—x2)2 ~2 92 1+x2
:4[“”"@‘%1”2"”# 4 g2) o

1 1 — 22)2 1 2 2 Sm2m2 (1 + 2
TR PP Gt 0 SR Y (kUi PP IO RO Gl )
4 oL+ a2? mZ(1+ 2) + 2Bmi (1 + 22)

2 _ 2 (m2

_1 ]__m? (1_172)2 Me m“ (mi) _45

4 2 (1—{—1‘2) 72— min

2 2

LU0 m2 —m?, (25) 15 gm2im2 (1 + a?)

— _m —_— 2. p—

4 P14 a2 m2 i m2(1+ x*) + 2Bmin (1 + 22)

1 (1 —22)2
=— 11— 2 -4 min

M2 8

1/2

FRILEL O N St

8m2m2 (1 + z?)

- — + 16832
L M1+ 2t) + 268w (1 + 22) Binin

(4.17)

en donde se ha usado que 7. = 2=, Debido a la simetrfa de (4.15)) y (4.16) para |m§|? v |mg|?, al

mr
obtener una solucién para alguna de ellas a través de (4.17)), la otra estara determinada por la otra

solucién. Este resultado difiere con el encontrado en [16}/19-22,126] en el término en la raiz.
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Es importante resaltar que se ha obtenido una solucién compatible con la mezcla de neutrinos
[16,18-22,26], y ademads se ha conseguido una reparametrizacioén de MeMi en términos de las masas
de leptones cargados, i.e., una expresién exacta y fenomenolégica de la misma. Asi, una vez que
MeMl ha sido reparametrizada en términos de las masas de los leptones cargados, se puede calcular
M. y U.r, también como funcién de las masas de los leptones cargados. La expresion resultante
para M, a orden z = (memy,/m2)? y 22 = (me/m,)? estd dada por [20]

1y 1y 1 1+1277hi
2 V1422 V2 V1422 V2 142
5 5 1+22—m2
M. ~m 1My _1_mu Sl 4.18
c i 2 V1ta? V2V1ita? V2 1+a? ’ (4.18)
me(1+2?) 5. me(l4+22) s, 0

—F = —F =
\/1+z2—m2 V1Fz2—m2

la cual es una matriz no hermitiana y es numéricamente exacta hasta el orden de 10~ en unidades
de la masa del leptén 7 y tiene como tunico pardametro libre a la fase de Dirac ¢, |21].

4.2.1. Matriz biunitaria de los leptones cargados

Para poder calcular la matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) o también cono-
cida como matriz de mezcla de neutrinos o matriz de mezcla de leptones, es necesario calcular la
matriz biunitaria de los leptones cargados (debido a que en general la matriz de masa de leptones
tiene entradas complejas) la cual se encuentra en la expresion y estd definida por como

Ul MMIU.p, = diag(m?2, m?%, m?), (4.19)

y de acuerdo a la ecuacién 1) la matriz MeM;[ estd dada por

2|mg)? + |mg|? g |? 2|1 || e A B (e e
MM = m? mgl>  2lms)? + [mg)? 0 =\ B A 0
2|mg| g et 0 2|mg|? Ce 0 D

0 0 A B C\ /1 0 0 (4.20)
1 0 B A 0 01 0

0 0 e C 0 D/ \0 O

= PMPt,

donde es menester notar que la matriz M es una matriz simétrica sin fases y con entradas reales,
por lo que puede ser diagonalizada a través de una matriz ortogonal, i.e., Mo, = OeTLM Oer,, por
lo que M = O, LMdmgOeTL. De esta manera se puede reescribir la ecuacién l’ como

MeMl = P]MP]L = (POeL)Mdiag(OZLPT)7
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= Maiag = O PPTMM{PO.L, (4.21)

y al comparar la expresién 1) con 1' se puede escribir Uef, = PO,r, donde P = diag(1, 1, eiée).

Por tanto, para obtener explicitamente la matriz biunitaria que diagonaliza a la matriz de masa
de leptones cargados, es necesario encontrar una expresion para la matriz ortogonal, O,r,. Para ello,
sin pérdida de la generalidad, utilizando como ansatz al i-ésimo eigenvector ﬁ

1
’Z> =1%)>
Yi
entonces, al plantear la ecuacion de eigenvalores
A B C 1 1
C 0 D) \y Yi

con \; el i-ésimo eigenvalor de M con eigenvector |i), obteniendo asi las ecuaciones para cada
renglén como

A+ Bz; + Cy; = N

B+ AQZZ = )\ixi = T =

C+ Dy =Ny = Yi= =By

asi que el vector normalizado queda como

(X — D)(\; — A)
R 4.22)
1 (A — D)(\; — A) (4.
Ve )

3No hay ninguna consideracién fisica en particular para restringir el eigenvector a tnicamente dos grados de
libertad.
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por lo que utilizando (4.22)),se obtiene de manera particular para cada eigenvector

. (m? — D)2 ~ 4)
= A D O T B D\ s a)
1 (mi—Dg(mi—A)
2) = ms — D
E \ 72 = A?[(m3 — D)? + C?] + BX(?, — D)’ CEm%—A))
. (1-D)(1 - 4)
‘3>: B(l_D) j

V(1 —A)2[(1- D)2+ C? + B%1 - D)2 C(1—A)

donde en cada eigenvector se deben sustituir los valores para A, B, C'y D de acuerdo a la ecuacién

(4.18)) dados por:
Al 1+ a2 +m2
2 1+ 22

2 ~ 2
le 1+=z —my,
2 1+ 22
_ V2mg, m2(1 + 22)
V1+a? \/1+x2—m§

~ 2 2\2
D%2<me<1+w>>

L+ 22 —m?

Por tanto, la matriz ortogonal se escribe como
OL:(|1>?|2>7’3>) ’

y aproximandola al mismo orden que la matriz de masa de leptones cargados (4.18)) se puede escribir
como

1 (1+2m2 +4z? 4+ +2m?2) 1 (1—2m2 -+, —2m2)

1
1. —1 1
V27T [1+m2 +5a2 —ml —mb +m2+1227 V2 \/1—4m2 +a?+6m}, —4m§ —5m32 V2
0 1, (1+4z% —m} —2m2) 1 (1—-2m2 +m)) 1
el ™~ V27 [14m2 +522 —mk —mb +m2+ 1224 V2 \/1—4m2 +22+6m —4m§ —5m32 V2 ’
/14222 —mZ —m2(1+m] +a® —2im?) (I+a?—mg —2m2) /14202 —m2 —m2  /TfaZmeiny,

—z !
V1+m2 4522 —md —mb +m2 41224 /1= 4?2 +a?+6m, —4mG —5m? Vitz?—m?
(4.23)
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donde como se mencioné anteriormente, m, = m,/m:, me = me/m; y ademas x = %;

Finalmente, se puede escribir a la matriz biunitaria que diagonaliza a la matriz de masa de
leptones cargados como:

10 0 O11 —012 Os3 O11 —0O12 O13
U, =POer~= (0 1 0 =021 O Oo3| = —On O3z Os3 ,
0 0 el —031 —032 O33 —e%03 —e03 €033

(4.24)
donde se ha utilizando la expresién (4.23) para la matriz ortogonal.

4.3. Reparametrizaciéon de la matriz de masa de los neutrinos de
Majorana

En el modelo estandar el sector lepténico cuenta con un tipo de particulas que no cuentan con
carga eléctrica y por tanto son llamadas neutrinos. A pesar de que sean particulas muy ligeras, es
importante mencionar que atn asi son masivos. Sin embargo, los neutrinos en el modelo estandar
no son masivos, y la tnica diferencia que tienen con sus antiparticulas es a través de la conservacion
total del nimero lepténico. A pesar de ello, las oscilaciones de neutrinos han evidenciado experi-
mentalmente que estos son masivos [27]. Ademads, el hecho de que los neutrinos no cuenten con
carga eléctrica da lugar a propiedades con las que no cuentan los fermiones del modelo estandar,
i.e., puede que los neutrinos sean sus propias antiparticulas sin violar la conservacién de la carga
eléctrica, y en dado caso, se dird que es un fermién de Majorana y de lo contrario serda un fermion
de Dirac. 28], [29]. Més formalmente se pueden establecer propiedades especificas para cada uno
de estos campos espinoriales de Dirac y Majorana como se describe més a detalle en las siguientes
secciones.

4.3.1. Espinores de Dirac

Para el caso de tener espinores de Dirac, los neutrinos tendran dos estados, uno derecho y uno
izquierdo, los cuales quedaran representados como vy y vy, respecticamente; ademéas de respectivas
antiparticulas con estados Ui y 7. Todos estos cuatro estados para los neutrinos son independientes
y su comportamiento se encuentra en el langrangiano de Dirac escrito como

Lp = i@’Y“aw - m@"ba

el cual tiene como ecuaciéon de movimiento a la ecuaciéon de Dirac dada por

(90 — m) = (id, — m) = 0.
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4.3.2. Espinores de Majorana

Al haber dicho que los neutrinos de Majorana son aquellos que son son su propia antiparticula,
se tienen Unicamente dos estados, vy, para el neutrino izquierdo y Ui para el antineutrino derecho.
Por tanto, se puede describir a una particula, y en este caso, un neutrino de Majorana, si el campo
espinorial es el mismo que su conjugado de carga, es decir

—T
Yu =Yy =0y,
donde C' es la matriz de conjugacién de carga eléctrica, la cual cumple la propiedad
C’Yuc_l =—(v".

Al suponer que existen dos tipos de neutrinos, derechos e izquierdos, las masas de estos pueden
generarse a través del rompimiento espontdneo de la simetria electrodébil [30] a partir de las inter-
acciones de la forma Yi?f(iag)H *y{% = Yigfzfl z/i-i. Dado que L y H tienen los mismos niimeros
cuanticos de carga débil e hipercaga, entonces vg debe permancer neutro ante la fuerza débil y
electromagnética. Por tanto, es comun referirse a los neutrinos derechos como neutrinos estériles.

4.3.3. Mecanismo de see-saw

En el modelo estandar al tener un tnico doblete de Higgs no es posible construir términos de
masa del estilo 77 vy, pues no son invariantes de norma. Debido a esto my = 0, sin embargo, es
posible introducir adicionalmente términos como V4vg, el cual al ser un singulete es un término
completamente valido pues no rompe la simetria de norma. Asi, al considerar las componentes
derechas de los neutrinos, se puede agregar el término de masa de Majorana sin violar ninguna
de las simetrias de norma del modelo estandar, donde el término de masa de Majorana para los
neutrinos derechos estd dado por

1
Ly = —§I/£CflmRI/R + h.c.,

por lo que al combinar el término de masa de Dirac con el de Majorana se obtiene

1
Lu(masa) = iwf c! Muwr + h.c,

donde wy, = ( VL

C’T>’ mientras que la matriz de masas esta dada por
1%
R

M = < 0 mD), (4.25)

mp MR
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donde el elemento nulo corresponde al hecho de que my = 0. Esta matriz puede ser llevada a su
forma diagonal teniendo como eigenvalores a

1 /
mi2 = 5 (mR + m%{ + 4m%> y

por lo que es menester notar que si mp <K mpg se tiene como soluciones
My, =m) ~ —— y my = mg =& Mg,

por lo que se obtiene un neutrino ligero (n) y uno pesado (N), donde m,, < my (mecanismo de see-
saw) [31], [32], [33]. Ademds, debido al hecho de contar con tres generaciones (ng = 3) de neutrinos
izquierdos vz, con ¢ = 1,...,3 y en principio, un nimero arbitrario ng de neutrinos derechos v;p,
con j=1,...,ng, la matriz es compleja y simétrica de dimensién (ng +ngr) X (ng +ng) la

cual puede escribirse como
(0 Mp
M= (Mg MR) '

Suponiendo cierto el mecanismo de see-saw, los neutrinos son entonces particulas de Majorana,
y de esta manera las masas de los neutrinos ligeros (izquierdos) se obtienen a través de dicho
mecanismo. Por ello, es necesario introducir el término de masa de Majorana para los neutrinos
derechos,

Ly = —Mly}rRCVIR — M31/3TRCV33, (4.26)

para los cuales, con el fin de introducir la simetria S3, se ha considerado que también tienen una
representacion 1g @ 2 de S3. Es sumamente importante notar que debido a la forma de este lagran-
giano para los neutrinos derechos, existe una degeneracién en las masas, es decir, dos de las masas
de los neutrinos deben ser las mismas.

Ahora, para calcular la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana, es necesario
utilizar la ecuacién para la matriz de masa de los neutrinos de Dirac considerando la simetria
Z5. Ademads, del término de masa de Majorana para los neutrinos derechos se puede ver que
M = diag(M;y, My, Ms3), por lo que se puede demostrar que la matriz de los neutrinos ligeros de
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Majorana puede expresarse como [17], [31], [34]

M, = MPM ' (M2)T

my  my 0 Mto0 0 my  my  my
=|my —m§ 0 0o Mt 0 my  —my  my
my  mYy  mY 0 0 Mt 0 0 my
my  my 0 myM; Y myM;Y o my M
=(my —my 0 | |myM;t —myMY omy M
my  my  my 0 0 my My (4.27)
2(my)2M; 0 2mymy M !
= 0 2(my)2M; ! 0
2mgmi My 0 2(mif)> My + (m¥)* My !
2(p5)? 0 2(p8)(p4)
= 0 2(p5)? 0 :

2005)(pf) 0 2(pf)% + (p)?

habiendo definido p§ = mg/Mll/Q, Py = 771‘2’/]\4?}/2 y pi = mg/Mll/2. Por otro lado, M; y M3 son
las masas de los neutrinos derechos que se encuentran en . Noétese que esta matriz M, es
no-hermitiana y en general con entradas complejas, sin embargo es simétrica y puede ser llevada a
una forma diagonal a través de la ecuacion expresada como

UEM,,U,, = diag(|my1|ei¢1, |my2|ei¢2, |m,,3|ei¢”), (4.28)

mediante la matriz unitaria U,, y para obtener dicha matriz conviene definir A = 2(p%)?, B =
2(p5)(p4) v D = 2(p%)* + (p%)?, pues de esta manera se puede escribir

A* 0 B*\ /[A 0 B A2 +|B? 0 A*B+B*D
MM, =0 A4 0 0 A 0= 0 |AJ? 0 , (4.29)
B* 0 Dx) \B 0 D AB*+BD* 0 |B]>+|DJ?

donde es importante mencionar que la matriz M/ M, y M,, tienes los mismos ceros de textura.

Por otro lado, los elementos de matriz (MM, )13 y (MM, )3; en la ecuacién son com-
plejos conjugados uno del otro y los deméas elementos son reales, por lo que la matriz unitaria que
diagonaliza a la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana de la ecuacién en
analogia con la matriz biunitaria de leptones cargados estda dada por [20]

1 0 0 cosn sinnp 0 cosn sinn 0
U,=101 0 0 0 1| = 0 0 11, (4.30)
0 0 e —sinnp cosn 0 —evsing €% cosn 0
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por lo que se puede escribir a la ecuacién (4.2 como

cosn 0 —esiny A 0 B cos 7 sinn 0
U'M,U, = | sinp 0 € cosn 0 A O 0 0 1
0 1 0 B 0 D —evsing e cosny 0
cosn 0 —e sinng Acosn — Be® sinn  Asinn + B e cosn 0
= |sinyp 0 e cosp 0
0 1 0 Becosn — De sinn  Bsinn + De v cosm 0

Acos?n — 2Be™ cosnsinng + De*v sin?n (A — De“;”) cosnsinn + B(cos?n —sin?n) 0
= | (A — De®) cosnsinng + B(cos?n —sin?n)  Asin®n + 2Be' cosnsinn + De?dv cos?n 0
0 0 A

= diag(myh my2, mu3)7
(4.31)
y de esta manera, a partir de la ecuacién (4.31)) se obtienen las siguientes igualdades:

A = my1 cos® N+ myzsin® n = mys
B =sinncosn (mye — m,,l)e_“s“

D = (my1 cos? 1) + myg sin? 7])6_27'5”,

y resolviendo estas ecuaciones para sin’7n y cos? 7, se encuentra que
. my3 — Myl My — My3
sinn=—"—" 'y cos’n= "2 (4.32)
my2 — My1 my2 — My1
por lo que se puede reescribir a A, B y D como
— v\2
A =2(p5)” = mus3

B =2(ps)(py) = \/(mv3 — my1) (M2 — mv3)6_iéy
D =2(p)? + (p5)% = (mu1 + myz + myz)e” 2%

Por tanto, la reparametrizacién de la matriz de masa de los neutrinos izquierdos de Majorana (4.27))
en términos de las masas complejas de los neutrinos estd dada por [16]

my3 0 \/(mll3 - ml/l)(ml/2 - ml/3)6_i(su
M, = 0 my3 0 . (4.33)
\/(mu3 - mul)(mu2 - my3)6—161, 0 (mul + myo + mu3)€_2ldu
mientras que la matriz unitaria (4.30)) se ve como
10 0 mea—mey A\ mamy 0
Uu,=[o1 o 0 0 1. (4.34)
0 0 ei‘SV _ /my3—my1 my2—Mmy3 ()

my2—my1 my2—my1
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Es menester notar que debido a que se exige que U, sea unitaria,

(cosn)* 0 —e " (sinn)* cos 1 sinp 0
Ulu, = [ (sinp)* 0 e " (cosn)* 0 0 1
0 1 0 —evsing €% cosny 0
| cosn|? + | sinn|? (cosm)*sinn — (sinn)*cosn 0
= | (sinn)* cosn — (cosn)* sinn | sinn|? + | cosn|? 0
0 0 1
1 00
— o 1 o],
0 01

esto implica que sinn sea real y ademads, |sinn| < 1, lo que impone una condicién a las fases ¢1 y
¢2 dada por

’mul‘ sin ¢1 = ‘mu2| sin ¢2 = |mu3| sin ¢V7 (435)
la cual cancela las componentes imaginarias. Por tanto, los inicos parametros libres en las repara-

metrizaciones son: la fase de Dirac, J, y la fase ¢,, la cual se encuentra implicita en m,1, m,s y
my3.

4.4. Matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata

Como se vi6 al inicio de este capitulo, la matriz de mezcla de neutrinos, Vpyrng, de la ecuacién
(4.3]) estd dada por el producto de matrices, entre ellas, K, donde K es la matriz diagonal de los
factores de fase de Majorana, la cual estd definida como [20]

diag(my1, my2, mys) = Kidiag(jmyil, [myal, [mys|) KT
donde ignorando el término €' se puede escribir a K explicitamente com

K = diag(1, e'®, ") (4.36)

4Esto es valido pues el término e’®* es simplemente un factor de fase global.
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con a = 1/2(¢1 — ¢2), B = (¢1 — ¢,) son las fases de Majorana. De esta manera, se puede escribir
a la matriz tedrica de mezcla de neutrinos tedrica,V5y v g, de la ecuaciéon 1) como

Viiins = ULUK

O11 —012 O13 f cosm sinn 0
= —091 099 O3 0 0 11 K
—031€9%  —Og9e'  (g3eide —evsinng €% cosny 0
011 —09; —Og1e e cosn sinn 0
= | -012 O9 —0326_i5€ 0 0 1| K.
O13 O93 O3z e —evsing €% cosn 0

Por tanto, la matriz tedrica de Pontecorvo-Maki-Nakaga-Sakata estd dada por

O11cosn + O31€" sin n Oq18inn — O31€" cos n —091
VE\‘}NS = | —O13cosn + 032616 sinn  —(Ojgsinn + Oggd‘s cosn) O | K| | (4.37)
O13cosn — O3z sinn O13sinn 4 O33e™ cosn Os3

donde § = d, — b¢, vy ademas sinn y cosn estan dados de acuerdo a (4.32) como

. my3 — Myl my2 —My3
sinp=4/— 'y cosp=,4/———, (4.38)
my2 — Myl my2 — Myl

mientras que los elementos de matriz O;; estdn dados por (4.23)) como:

Onn —012 Os3

Ocr, = | =021 Oz Og3
—031 =032 Oss
1 (1422 +4z2 4w +2m2) 1 (1—2/m2 +ml,—2m2) 1
V27 [1+m2 +5a2—md —mb +m2+1227 V2 \/1—4m2 +2?+6m —4m§ —5m32 V2
I (1+4x% —m —2m2) 1 (1—-2m2+m)) 1
N V27 1+m2 +52% —md —m§ +m2 41227 V2 \/1—4m2 +2?+6m —4m§ —5m? V2 ’
V1+222—m2 —mZ (1+m2 +a% —2m?) _x(1+x27m372m§) 1222 —m2—m2  /Ifa2m.m,

/Tt m2 522 —mlk —mb tm2 1221 /1= 42 +a2+6m —4mG —5m? VitzZ—m?

donde es importante mencionar que se esta haciendo la aproximacion al mismo orden la matriz de

masa de los leptones cargados (4.18]).



Capitulo 5

Predicciones teoricas vs resultados
experimentales

5.1. Oscilaciones de neutrinos

El incremento dramaético en el conocimiento sobre las propiedades de neutrinos se debe a la
evidencia observacional de las oscilaciones de neutrinos. Estos cambios de sabor de los neutrinos
requiere que los estados de sabor sean distintos de los de los de masa [35]. Los eigenestados de
sabor v, (o = e, u, 7) pueden escribirse como una mezcla de eigenestados de masa v; (i =1...,3)
e inversamente, i.e.

|Ve) = ZUM |vi), obien |y) = Z Uli Vo) .

%

Las probabilidades de oscilaciones de neutrinos dependen, en general, de las energias de los neu-
trinos, la distancia del detector y la fuente, ademas de los elementos de U, y para los neutrinos
relativistas usados en todos los experimentos hasta ahora, de la diferencia del cuadrado de las
2. 2 mj2 En el caso de la mezcla de tres neutrinos, hay tinicamente dos masas al

masas, Amz; = m; —

cuadrado de neutrinos independientes, digase Am3, # 0y Am3; # 0, ademas se sabe que Am3; > 0.

N.B. La enumeracién de los neutrinos masivos v; es arbitraria, sin embargo, resulta conveniente
desde el punto de vista de relacién con el dngulos de mezcla 612, 613, 23 con los observables, hacer la
identificacién de |Am3;| como la diferencia de masas al cuadrado més pequeiia de los neutrinos [23].

45
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5.2. Particle Data Group

La parametrizacién de la matriz de mezcla de neutrinos del Particle Data Group (PDG) [23]
esta dada por la expresion

—is
. €12€13 512€13 s13e”0cr
PD iS5 is
Veirns = | —S12¢23 — c12513523€"°CF  c1ac23 — 512513523€"°CF €13523 ) (5.1)

i 6
512823 — €12513C23€"°CF  —C125923 — $12513€23€"°CF 13023

donde s;; = sinf);;, ¢;j = cosb;; y dcp es la fase de violacion de CP en todos los procesos de
cambio de sabor en el modelo estandar. Los dngulos ¢;; pueden tomarse en el primer cuadrante, es
decir, 6;; = [0,7/2] e igualmente dcp = [0,7/2], por lo que se supone s;j,¢;; > 0. Se puede notar
ademads que los pardmetros fundamentales para la parametrizaciéon que caracteriza las mezclas de
tres neutrinos son: 7) los tres dngulos de mezcla 612, 013 y 023, ii) dependiendo de la naturaleza de
los neutrinos masivos se tendran (v;—1) fases de Dirac (9), o 1 de Dirac +2 de Majorana (9, a1, 831).

Por consiguiente, al igualar la expresién tedrica para la matriz de mezcla de neutrinos (4.37)
con la parametrizacién (5.1)) del PDG, se puede establecer una relacién de los resultados obtenidos
en la seccién anterior con los dngulos de mezcla de neutrinos, es decir

VESins| = [VErrws|,
0 mas especificamente,
V0| = [VEPS|, donde i,j=1,2,3. (5.2)

De esta manera a partir de (5.2)), particularmente de |V{$°| = |VZEPS|, se obtiene que

' 1 14 422 —md
]sm 913| = |021| ~ — a s (53)
V2 1+ + 5a? —

y ademds, de |V4$S| = |[VEPY| se sigue que
. O22 O3 1 1 —2m2 + 1,
|SlIl 923‘ = = > ~ —= K’ K’ y (54)
coshisl | VI=05 ] V21— i + o2 4 6, — 4o

donde hay que recordar que en ambas igualdades se ha tomado la expresién (4.23) para O;; y que
r= ey my, = % Por otro lado, es importante notar que para ambas expresiones, los angulos
1 T

de mezcla reactor y atmosférico, 013 y 03 respectivamente, estan inicamente determinados por
las masas de los leptones cargados.
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Ahora bien, de las expresiones |V = |VEPY| y [Vi%9| = |[VEPY| se obtiene respectivamente

Oq1cosn + Oglei‘s sinn = cjoc13 = O%l cos® n+ O§1 sin? 1N + 2011031 sinncosncosd = 6%2633

Oq1sinn — 0316“S CcosS” = S12€13 = O%l sin® n+ O§1 cos® n — 2011031 sinncosncosd = 3%20%3

donde sélo se ha usado la parte real de e pues es la que aporta informacién fisica. Asi, al tomar
el siguiente cociente entre estas tltimas ecuaciones se obtiene la tangente cuadrada del angulo de
mezcla solar 615 como

9 52, 0% sin?n + 03 cos? n — 2011031 sinn cosn cos §
tan (912 =5 = ) .
ciy 0% cos?n+ O% sin®n + 2011031 sinn cosn cos

2 my3—my1 2 Mya—my3 my3—my1 my2—My3
_ Ollmu2_mul + 031 my2—my1 2011031 my2—mMy1 my2—my1 COSé

2 my2—my3 2 Mmy3—myi my3—myi1 my2—my3
Oll my2—my1 + 031 my2—"my1 + 2011031 my2—my1 my2—my1 cos 5

_ 0% (mys — my1) + OF (my2 — mys) — 2011031v/Mys — M1/ My — My3 €os
0% (my2 — mys3) + 0% (mys — my1) — 2011031v/myg — myi1y/Mys — my3 cos é

2 2 mya—my3 _ My2=My3 (5.5)
_ On+ O 2011031@6085
011 mZ3_mZ1 +O31 + 2011031\/@0055
2 my3—my1 2 _ My3—my1
_ (muz — m[/S) Ollmygfml,g + 03, 2011031Wc056

s =T/ O Jea=ies 4+ 08y + 2011 0g1 [ 2= cos 0

my3—myl1
_ a2 O%Ié + 032)1 — 2011031% cos 0
03,02 + 0%, + 20110310 co8 8’

en donde se ha definido o = 4 /%. Ahora bien, se puede reescribir la ecuacién 1} €omo
v 17

03,3019 + 03112 + 2031011 a2 cos § — O3 — O30 4 20031011 cos§ = 0

o 0? @) 0?2
2 11,2 31 11 9 5 2
= o t12—>+2acos5 L+t3,) +t5, — L =0
(O?%l 03, O31 ( ) 02,
0? > O11 < 02 >
2 11,2 9 5 2
= o’ | 1- t55 | —2a0——=cosd(l+1t55) — [tfg — —== | =0
( 02, 12 Os1 ( 12) 12 02,
2 o4
L g2 OuZeosd(l+h) 2o 0,

0? 0?2
O 1-gedhy 1o g,
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donde tan 812 = t12. Por tanto, se puede expresar a a explicitamente de la siguiente manera

2 _ 0f
o O11 cos 0(1 +t2,) n O3, cos? 6(1 + 13,)2 N ty — 07%1 (5.6)
@) _ Ol 02 0?2 2 _ Oty )
1 Gl 31 (1 _ Oiéi,%) 1— 5,

o bien, notando que se puede hacer las siguientes aproximaciones a orden de 1073
1 me (1+ 22 + 42® + 1wy, + 2m?) 1 me

On=-—=— ~—=—
V2 1 4 5 — i — i, + 2+ 1200 V2

\/1+23:2 — 2 — 21+ w2 + 22 — 2m?)

O31 = ~1

)

5,2 2 _ 4 @b L2 4
\/1+mu+5x my, —my, +mg + 12z

al expandir la ecuacién (5.6) se puede escribir como

a=xtanbis + 0O <me cos<5> ,
my,

por lo que se puede decir que « es igual a tan ;5 hasta el orden de 10~3. Expresando explicitamente
a «, esto se puede escribir como

Myy — Myy | mal(cos ¢ + isin¢g) — |m3|(cos ¢, 4 isin ¢, )
Mys — My, |m3|(cos ¢, +ising,) — |m1|(cos ¢y + isin¢y)
_ |ma]cos ¢ — |m3| cos ¢, 4 i (|ma|sin ¢ — |m3|sin ¢,)
~ |malcos ¢y — |ma|cos g1 + i (Jms]sin gy — |masin 1)

‘ tan 912|2 ~

(|m,,2]2 - ]m,,g\QsinQ </5y)1/2 — |mys] cos ¢y

_(|mul|2 - |7nz/3|2 sin? d)u)l/Q + |m1/3| COs qbl/,

donde en la tltima igualdad se ha usado la ecuacién (4.35]). Sin embargo, como se vié en la seccién
debido a que en la prazis los experimentos arrojan tunicamente las diferencias de las masas
al cuadrado, es conveniente escribir la ecuacion (5.7)) en funcién de la diferencia de masas y de my3
como

(Am3, + Am2; + [my3]? cos? qﬁl,)l/2 — |mys] cos ¢,
—(Amfg + |my3]? cos? ¢,)1/2 + |my3| cos ¢,

tan2 912 ~ s (5.8)

2 02 2
donde hay que recordar que Am3; = m;,; —m;.

por un signo menos en el primer sumando del denominador.

Esta expresién difiere de la encontrada en [16}18-22]
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5.3. Comparacion de los resultados tedricos con experimentales

En la seccion anterior se han obtenido los dngulos de mezcla reactor y atmosférico en términos
de las masas de los leptones cargados. Por otro lado, se ha obtenido al dngulo de mezcla solar
en términos de las masas de los leptones cargados y de los neutrinos, lo que permite calcular las
masas de los neutrinos en términos de los datos experimentales para las masas y los angulos de
mezcla. Sin embargo, como se menciona en la seccién lo que se obtiene experimentalmente
son las diferencias de las masas al cuadrado, no las masas per se, y de dichas diferencias sélo se ha
determinado el signo Am3; > 0. Esto abre la posibilidad a dos casos completamente validos para
Am3y, a saber

e Am3 >0 (Jerarquia normal)

e Am3 <0 (Jerarquia invertida)

y como se verd a continuacién, en esta extensién se ha obtenido una jerarquia invertida.

Ahora bien, recordemos que para el angulo reactor se obtuvo en la seccién anterior

1 1+ 422 —
|sin 013] ~ — =

xz )
V2 \/1+m3+5x2—m;§

por lo que al tomar los valores para las masas de los leptones cargados de acuerdo a [23], se obtiene

Me

Tr =

=48x107° y 1, =59x10"%

My
Por tanto, se puede hacer la comparacién entre el seno del dngulo de mezcla reactor tedrico y el
obtenido experimentalmente haciendo un ajuste global [23] a los datos actuales de neutrinos [36],
teniendo

(sin?#;13)"® = 1.1 x 107 |, mientras que (sin?#;3)®P = 2.18712 x 1072, (5.9)

Por otro lado, para el caso del angulo de mezcla atmosférico se ha obtenido la expresién
=2 | =4
1 1—2m " -+ my,

| sin fa3| ~ — ,
\@\/1—4m3+x2+6m;5—4mg

de esta manera se llega a que

(sin? f3)'*® = 499 |, mientras que (sin® fa3)™P = 5705, (5.10)
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Finalmente, recordando que para la tangente cuadrada del dngulo solar se obtuvo

(Am3, + Amiy + [mus|* cos? ¢,)'/2 — |mys| cos b,

tan2 912 ~
—(Am%3 + |my3]? cos? ¢,)1/2 + |my3| cos ¢,

, (5.11)

el valor del angulo solar del modelo serd igual al experimental, pues puede obtenerse a partir de
esta ecuacion una expresiéon para las masas de los neutrinos en términos del dngulo de mezcla solar,
de las diferencias de las masas al cuadrado y de ¢,, a saber

Am3, + Am?2; — Am3; tan? 012
2 cos ¢, tan 019 \/Amgl tan2 69 + Am%l + Am%3 + 2Am%3 tan? 69 + Am%z,, tan 61
B (1 + 72 — tan? 912) Amfg
" 9cos ¢, tan f1o \/Amgl (1 + tan?6y2) + Am%3 (1 + 2tan? 015 + tan? 612)

Amfg (1 + 72 — tan* 912)
1
V/Am2, 2cos ¢, tan b2 \/Amgl (1 + tan? 612) + Am%?) (1 + tan? 912)2

mis (1 + 72 — tan? 912)

\/%T%g 2 cos ¢, tan 019 \/1 + tan?2 012 \/Amgl + Am%g (1 + tan? 012)

\/Amfg (1 + 72 — tan? 612)

 2cos ¢, tan 912\/1 + tan? 012\/1 + 72 4 tan? 912,

[my3| ~

3

(5.12)

por lo que se puede escribir a las otras dos masas en términos de esta como
_ ./ 2
|m1/1| = |mu3‘2 + Am13 (5.13)

ol = \/Imual2 + Amy (1 +r2), (5.14)

= Am2, — 254x10°3
invertida, es decir: |ms| < |m1| < |ma].

Am2 -5 — . . . P
donde 72 My = 13xA0 0~ 3 % 1072 (véase cuadro . Por tanto, se obtiene la jerarquia

Debido al hecho de que r? < 1, las ecuaciones (5.12}{5.14) pueden escribirse como
Imy1| = [mua| & \/|mus|? + Ami, (5.15)

/ 2
Amiy (1 —tan®6y2) . (5.16)

mys| ~ — Y — 13
o] 2 cos ¢, tan 019
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’ Parametros \ Mejor ajuste \ 3o ‘
Am3,[10~°eV?] 7.37 6.93-7.97

Am§1(23)[10—36V2] 2.56 (2.54) 2.45-2.69 (2.42-2.66)
sin? 019 297 0.250-0.354
sin? fa3, Am3, 45 > 0 425 0.381-0.615
sin? fa3, Am3y 4 < 0 589 0.384-0.636
sin® 013, Amg) gy > 0 0215 0.0190-0.0240
sin® 013, Amgy ) < 0 0216 0.0190-0.0242

Cuadro 5.1: Valores mejor ajustados y rangos permitidos de 30 de los pardmetros de oscilacion de
tres neutrinos, derivados de un ajuste global de los datos actuales de las oscilaciones de neutrinos
[36]. Los valores (valores en paréntesis) corresponden a |mq| < |ma| < |mg| (|ms| < |m1| < |ma|).

Por tanto, al sumar las masas de los neutrinos utilizando las expresiones (5.15)) y (5.16) se llega
a que

3
Am? 9 Am?
|~ 2 13 1 —tan26 Am? — V=3 (] — tan?6
Z Il \/4 cos? ( an”f12)" + Amiy + 2 cos ¢, tan 019 ( an 12)

(5.17)

A 2
_ @ 1+ 2\/1 + 2tan? f15(2 cos? ¢, — 1) + tant f19 — tan® fy9
2 cos ¢, tan 01

< 0.23eV

donde la desigualdad viene dada por la cota cosmoldgica superior mds restrictiva [37]. Ademas,
utilizando los valores experimentales [23] que se encuentran en el cuadro se puede escribir a la
tangente del dngulo solar como tan 12 = .649980851, y de esta manera obtener una cota inferior
para el inico parametro libre en la ecuacién , es decir

cos ¢, > .343439, o bien 0° < ¢, < 69.91°. (5.18)

Si ahora se usan los valores experimentales en la ecuacién (5.12)) y eligiendo convenientementd|
a ¢, = 50° se obtiene

|mys| = .035eV, (5.19)

por lo que las otras dos masas se encuentran de acuerdo a las ecuaciones ((5.13) y (5.14) obteniendo

Imy1| =.061eV y  |mya| = .062¢V. (5.20)

'Este valor se debe a que esta en concordancia para los requerimientos de leptogénesis [18].
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Por tanto, utilizando ((5.19) y (5.20)), la suma de la masa de las neutrinos queda como

3
> myi = 0.159901eV < 23eV (5.21)
=1

el cual es un resultado que se encuentra perfectamente situado por debajo de la cota cosmoldgica
mas restrictiva para la suma de las masas de los neutrinos [37].



Capitulo 6

Conclusiones

El estudio de diversos grupos de simetria y en particular, el estudio del producto tensorial entre
representaciones irreducibles de los mismos, ha llevado a proponer una extension minima del modelo
estandar, donde ademds del campo escalar de Higgs usual, Hg, se anade un doblete de Higgs de S3,
Hp, extendiendo asi el concepto de sabor y de generaciones al sector del Higgs. La introduccién de
la simetria de sabor S3 permite entonces tener tres dobletes de SU(2) de Higgs. De esta manera, se
ha realizado un estudio de la fenomenologia del sector de quarks y leptones calculado las matrices
de masa de ambos sectores partiendo del lagrangiano de Yukawa.

Ademids, se le ha impuesto al sector lepténico la simetria ciclica Z5 con la intencién de reducir
la cantidad de pardmetros libres de la teoria al no permitir algunos acoplamientos de Yukawa. Esto
permitié reparametrizar a las matriz de masa de los leptones cargados en términos precisamente de
sus masas y teniendo como tnico pardmetro libre a la fase de Dirac. De esta manera, se consiguié
un resultado distinto a [16,/18-22] para los elementos de matriz |mf 5|. Asimismo, se ha reparame-
trizado la matriz de masa de los neutrinos de Majorana, suponiendo que el mecanismo de see-saw
es el responsable de las masas de los neutrinos izquierdos. Posteriormente, se calculé la matriz bi-
unitaria de leptones cargados y la de neutrinos para de esta manera poder calcular la matriz PMNS.

Por consiguiente, al comparar la matriz de mezcla de leptones obtenida tedricamente con la
reparametrizacion del Particle Data Group se han obtenido las expresiones de los dngulos de mezcla
reactor y atmosférico tinicamente en términos de las masas de los leptones cargados, a saber

1 1+4x2—mﬁ

—2 4

1 1 1—2mu—|—m“
X

V2 1+ + 52 —

S— b
V21— 4 + 2 + G — i

| sin 013 =~ y | sin Oa3| ~

donde x = m¢/m,,. De esta manera, al comparar los valores teéricos del modelo con los experimen-
tales que se muestran en el cuadro se puede notar que para el dngulo de mezcla atmosférico
estan en perfecto acuerdo con el valor experimental, sin embargo el angulo de mezcla reactor no.

53



54 CAPITULO 6. CONCLUSIONES

Angulo de mezcla de neutrinos | Valor tedrico | Valor experimental
sin” 03 1.1x 107° 2.18713 x 1072
Sin2 023 499 5t8§
sin2 012 297 297j8¥

Cuadro 6.1: Comparacién entre los valores tedricos y experimentales para los angulos de mezcla
reactor y atmosférico de neutrinos.

Por otro lado, el angulo de mezcla solar se obtuvo en términos de las diferencias de las masas
al cuadrado y de m,3 como

(Am%1 + Am%g + ]m,,3|2 cos? gb,,)l/2 — |mys] cos ¢,

tan? 015 ~
—(Am3; + |mys|? cos? ¢,)1/2 + |mys| cos ¢,

)

lo que permitié determinar la jerarquia invertida de las masas y al considerar el valor experimental
del angulo de mezcla solar y de las diferencias de masas, se ha obtenido un valor para la suma de

las masas de los neutrinos,
3

> muil = 0.159901eV < 23eV

i=1
el cual es un resultado que se encuentra perfectamente situado por debajo de la cota cosmoldgica
mas restrictiva para la suma de las masas de los neutrinos, sin embargo, difiere de los resultados
obtenidos previamente en [16,/18-22].

Finalmente, aunque el angulo de mezcla 613 estd muy alejado del valor experimental, el desa-
rrollar este modelo ha permitido obtener un valor distinto de cero para dicho angulo de mezcla y
valores precisos para 12 y 023 de acuerdo a los datos experimentales. De acuerdo a [18], la razén por
la que el &ngulo 613 es tan pequeno en comparacion con los valores experimentales se debe a que se
ha considerado un mismo término de masa de Majorana de los neutrinos derechos para los dobletes
de neutrinos, por lo que al trabajar con una extensién en la que no exista esta degeneracion, todos
los angulos de mezcla coinciden con los valores experimentales. Por otro lado, cabe mencionar que
no hay un razon particular para pensar que la simetria S3 es la simetria del universo, es decir, se
puede proceder a trabajar con otra simetria de sabor como las propuestas en [15] y obtener una
fenomenologia distinta y tal vez mas cercana a los datos experimentales. Por tanto, como trabajo
futuro se propone trabajar con alguna de estas otras simetrias y estudiar la fenomenologia implicada.



Apéndice A

Calculo de los h.c. de la densidad
lagrangiana de Yukawa

A.1. Quarks tipo down

Para calcular LTYD se puede utilizar el hecho de que
1
2) * a) * *T
Ly, = (Yi'QHsdir)' = ~ (Vi) dj(@Q,Hs)' = ~Y{"d} HQ],

y ademads, es 1til utilizar las siguientes propiedades de las matrices de Dirac [1]:

p=90 0 =1, 0T =1 y A0 =7,
de esta manera se puede escribir

LTYDI - —Yld*d}RH;@}
= Y ¥drpy " HiAQ;
= —Y¥dirHLQ;
= -y (31RH;Q1 +E2RHI;Q2) ;
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entonces,

ol =5 v {dR(o, (Hs)) (Zi) +35(0, (Hs)) <CL> } = Y (dr (Hs) dp, + g (Hs) s1.)

1 dr, 0 0
= -v® {(dR,O,O) (o) (Hs) (1,0,0) o) +(0,3g,0) (1) (Hg) (0,1,0) (SL) }
0 0 0 0
(Hs) 0 dr, 0 0 0\ /0
=— ld*{(dR,O,O)( 0 0 ) ( )+(o,sR,0) (o (Hg) 0) (SL)}
0 0 o 0 o/ \o

- (Hg) 0
= Y™ { (dg,53,0)| 0 (Hs) 0
0 0

Ahora bien, veamos que para el hermitiano conjugado del segundo término se tiene:

’C;DQ = (_YiadasHSdSR)T
= —st*ngHjeég
= Y d3p " HiA Qs
= —Y{*dsrHLQs,

y después del rompimiento espontaneo de la simetria,

SSB T i
L;D - 7YV3d bR(Oa <HS>) (bL>

2

= —Y#*bRr (Hs) by,

= - 3d*(03075R) (

= - 3d*(03076R) (
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Por otro lado, para el hermitiano conjugado del tercer término
L{/% =Y [EJRHIRLQI + gJRH;Ln;]QI]
= Y [dirH]r},Q1 + dirH] K}, Q2 + dor HK},Q1 + dor H{ K3, Qs
+dig Hin, Q1 + dig Hinb, Qo + dor Hinl, Q1 + dor Hind, Qo)
= ~Y*[dirH{Q2 + dar H{Q1 + dig HY Q1 — dar HQo),
por lo que después del rompimiento espontdneo de la simetria,

SSB

o, 558y {dR(O, (L)) (Ei) + 500, (HL) <Z§> +dr(0, (Hy)) <Z§> — 5R(0, (H2)) (Eﬁ)}
= —Y{*[dp (H1) sy + 3 (H) dp + dg (Hs) df, — 5 (Hs) s1]

B (Hz) (H1) 0\ [dg
= —YQd*(dR,gR,O) <H1> — <H2> 0 SL
0 0 0 0

Ahora bien, para el hermitiano del cuarto término se tiene
5%4 = (-Y{QsHd;R)"
= —Yf*amH}Q:a
=Y <31RHIQ3 +32RH2TQ3) )

y de esta manera,

= — Y (dg (Hy) by, +5g (Hz) br)
0 0 (Hp) 0
= —Y{*(dg,3r,0) (0 0 (Hz) | | O
0 0 0 br,

Finalmente, para el quinto h.c.,
LTYD5 = (-Y5'QHdsg)"
= _Kf)d*aSRH}Q[

= Y& <83RH1TQ1 +33RH§Q2>
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por lo que

L;% SSB, _yds {bR(O, (HY)) (Zi) + bgr(0, (Ha)) <0L>}

= Y™ (b (H) dp, + b (Ha) s1)

B 0 0 0\ /dg
= —Y&(0,0,b5) [ 0 0 0] sz
(H1) (H2) 0 0

De esta manera, para este caso se puede construir un término de matriz de masa idéntico al
desarrollado en el capitulo [3| para el caso no h.c. de la densidad lagrangiana de Yukawa de los
quarks tipo down.

A.2. Quarks tipo up

Partiendo del primer término h.c. para el lagrangiano de los quarks tipo up se tiene

= (=Y1Q;(ios) Hiurn)',
de esta manera
o (Hs) 0 0\ [ur\)'
L;Ul——%—Yl”* (ur,e0,0) | 0 (Hg) 0] | cr
0 o 0o/ \o

<HS> 0 0 ur,
= —§/1u* (HR,ER,O) 0 <HS> 0 cr,
0 0 0

Ahora bien, para el segundo término h.c. se tiene

£l = (~Y3Qs(ios) Hgusp)'

entonces
00 0 0\’
LTYUzs'S—B>—§§“* 0,0,i) [0 0 0 0
0 0 (Hs) tr
00 0 0
= —Y(0,0,7g) [0 0 0 0
0 0 <HS> tr,
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Por otro lado, el tercer término hermitiano conjugado esta dado por
L{/Ug = {-Y3Y(Qk1y(io2) Hiusr + 77@1%1(1'02)}1@%11%)}T ,

de esta manera,

o ssm () (Hy) 0\ (u\)!
gl 2B (e 0) () —(H) 0] (e
0 0 0 0
<H2> <Hl> 0 Uy f
= 7Y2u* (EIHEL?O) <H1> - <H2> 0 CR
0 0 0 0
<H2> <H1> 0 ur,
= —Y3"(ugr,cr,0) | (H1) —(Hz) 0] | cL
0 0 0 0

Ahora, para el cuarto término

L{@ = (=Y} Qy(io2) Hyurr)'

asi,

UR

0
ol S5B L yro0,08) [ 0o 0 Ch

Uy

~
5
~
P
&
~
oo oo o
o

0 0
:—Y4u*(ﬂL,ER,0) 0 0 <H2>

Finalmente,el hermitiano conjugando del quinto término se tiene esta dado por

£, = (-Y3Q,(io2) Hiuzp)'

entonces,
on 00 (H)\ /0\)'
Ly, = § Y3, e, 0) |0 0 (Hy) | | 0
00 0 tr

0 0 0 ur,
=-Y"(0,0,tR) 0 0 0 cr
(Hi) (Hz) 0/ \0
Por tanto, para este caso también se puede construir un término de matriz de masa idéntico
al desarrollado en el capitulo [3| para el caso no h.c. de la densidad lagrangiana de Yukawa de los

quarks tipo up.
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Apéndice B

Relacion entre raices y coeficientes de
una ecuacion cubica

De manera general, se puede escribir a una ecuacién cubica de la forma
az® +ba® +cx+d =0, a#0, (B.1)

donde a, b, c y d son escalares. Suponga ahora que «a, 3 y v son raices de dicha ecuacién, entonces,
por el Teorema Fundamental del Algebra se puede reescribir 1) como

a(z —a)(z - f)(z —v) =0, (B.2)

por lo que de (B.1) y (B.2)) se sigue que

ar® + bz’ +cx +d=alz —a)(z—B)(x—7)
— a(a? — az — Bz + af)(z — )
= az® — aox? — afz® + aaBzx — ayz? + aayx + afyx — acSBy

= az® — a(a+ B+ 7)2® + a(af + oy + 1)z — aaBy,

(B.3)

de donde se obtienen las siguientes expresiones al igualar los coeficientes:
b
b=—-ala+p+v) = oz—i—ﬁ—i—’y:—a,

C
c=alaf+ay+py) = aﬁ+aw+ﬁv:5,

d=-alafy) =| apy=-2
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APENDICE B. RELACION ENTRE RAICES Y COEFICIENTES DE UNA
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