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INTRODUCCION

En nuestra época, la optimizacién de tecnologias se ha visto sujeta a dos condiciones
fundamentales: el tamafio y la eficiencia del dispositivo. Siguiendo esta logica, determinamos
que un dispositivo 6ptimo corresponde a aquel que posee un alto rendimiento y que es
facilmente transportable. Como las propiedades de las componentes electrénicas
macroscopicas ya habian sido hondamente estudiadas y eran bastante bien conocidas, la
carrera por el desarrollo de nuevas tecnologias no presenté ningtin obstaculo durante un
tiempo. No obstante, con el paso de los afios se observo que los sistemas considerablemente
reducidos ya no obedecen las leyes establecidas por la fisica clasica, sino que ahora presentan
un comportamiento inesperado que no se puede describir en el marco teérico correspondiente.
Debido a esta acelerada miniaturizacién de los dispositivos, las componentes electrénicas
ahora se ven sometidas a las leyes de la fisica cuantica, pues en sistemas con dimensiones
nanométricas se hacen notorios efectos cudnticos que en sistemas macroscépicos no es
necesario considerar [Pokropivny, 2007]. Un ejemplo de esto lo podemos encontrar en los
transistores. En sus inicios los primeros circuitos integrados desarrollados (Intel 4004, Intel
4008) constaban de aproximadamente 10° transistores, cada uno de estos con dimensiones
del orden de micréometros. De acuerdo con la Ley de Moore, el nimero de estos transistores
se duplica cada dos anos por medio de una reduccién en sus dimensiones fisica, que ademas
conlleva una mejor eficiencia energética. Es asi que actualmente los microprocesadores
contienen hasta 10" transistores, cada uno de estos con dimensiones de aproximadamente
10 nm. Esta miniaturizacién de estructuras gener6é una nueva serie de investigaciones cuyo
objetivo es el de caracterizar las propiedades eléctricas en sistemas de pequefias dimensiones
con el fin de construir nanoestructuras en las cuales se produzcan efectos ttiles para la mejora
de dispositivos electronicos. La rama de la fisica encargada de lo anterior corresponde a la
nanociencia [Nazarov, 2009].

Una de las propiedades fundamentales para el desarrollo de nuevas tecnologias resulta ser
la conductancia, la cual se define como la capacidad de que un flujo de electrones atraviese
un sistema [Fink & Beaty, 2006]. Microscépicamente hablando, ésta depende de la facilidad
con la que se transmiten los electrones bajo los efectos cuanticos presentes en una
nanoestructura (transporte electrénico). Estos dos conceptos se relacionan algebraicamente
por medio de la férmula de Landauer [Ryndyk, 2016].

Adicionalmente, los materiales se pueden clasificar con base a su conductancia como
conductores (metales), semiconductores y no conductores (aislantes). Aunque en la
naturaleza los metales son los que presentan la mejor conductancia, su uso en la fabricacion
de componentes electronicas no es apropiado ya que cuando se someten a temperaturas altas,

su resistencia aumenta pues es directamente proporcional a la temperatura absoluta del



sistema [Mott, 1936]. En consecuencia, los dispositivos se construyen con base en materiales
que no presenten este fendémeno: los semiconductores.

La conductancia en este tipo de sistemas depende directamente de la pureza del material
con el que se trate. Si éste presenta impurezas en su estructura, se generara una regién donde
se produce un efecto de dispersion. Como en la naturaleza y en la fabricacién de dispositivos
es muy dificil encontrar un material totalmente puro, este fendémeno ocurre muy
frecuentemente, por lo cual el anélisis de la conductancia en una nanoestructura se reduce
al calculo de la funciéon de transmisién correspondiente al sistema, la cual se relaciona
directamente con la conductancia mediante la formula de Landauer.

A lo largo de los afios se han desarrollado diversos métodos para la extraccién de dicha
funcién, todos distintos al célculo directo. Por ejemplo, se puede obtener a través de su
semejante, la matriz de dispersiéon o por medio de funciones de Green, las cuales son
equivalentes al método de Landauer (matriz de dispersién) [Ryndyk, 2016]. Otra técnica
conocida que podemos destacar es aquella que se basa en la renormalizaciéon de la férmula
de Kubo-Greenwood [Sanchez, 2004]. Si bien estos métodos significaron un gran avance en
su momento y son efectivos bajo distintas condiciones, en general han presentado limitaciones
en su empleo. Por ejemplo, la técnica de Landauer necesita almacenar matrices del tamafio
de la regién dispersora y requiere un gran esfuerzo computacional; los métodos de Kubo-
Greenwood y funciones de Green se ven limitados a estructuras que no presenten multiples
variaciones en su seccién transversal o multiples defectos en general, pues en estos casos las
técnicas requieren numerosos recursos computacionales y se vuelven insostenibles.
Sintetizando, en la actualidad podemos estimar la conductancia asociada a un sistema
nanométrico mediante diversos métodos, siempre y cuando ésta no sea de grandes
dimensiones y no presente diversos defectos que produzcan dispersion electrénica.

En esta tesis se propone un método con el cual es posible calcular la conductancia de
nanoestructuras con geometria compleja, asi como la de algunos sistemas macroscopicos. El
método se basa en la construccién de la estructura a través de la composicion de
subestructuras simples, y cuya matriz de dispersiéon asociada corresponde a la operacién de
las matrices de dispersién de los subsistemas integrantes.

A continuacién, en el primer capitulo de esta tesis se precisan los teoremas y nociones
bésicas relacionadas al estado s6lido como son: el concepto de sélido, el teorema de Bloch y
el modelo de amarre fuerte, entre otros. El capitulo II se enfoca en desarrollar los conceptos
necesarios para el calculo de la conductancia en sistemas nanométricos. Comienza por definir
las partes y las caracteristicas de una nanoconexion, seguido a lo cual se deriva la férmula
de Landauer y posteriormente se establecen las ecuaciones que se deben cumplir en la regién
de dispersion de una nanoestructura. Finalmente, se plantea el comportamiento de la funcién
de onda a lo largo de sistemas periddicos infinitos y semi-infinitos para que en el capitulo III

se calcule la conductancia de sistemas con defectos utilizando el método directo. El capitulo



IV comprende el planteamiento del método propuesto, donde se describe a detalle la
operacion de matrices de dispersion de sistemas conectados, las condiciones bajo las cuales
ocurre la unién de sistemas y las caracteristicas del sistema resultante de la fusion.
Establecemos la construccion de subestructuras base, como sus respectivas matrices de
dispersion con el propésito de aplicar estos conceptos a diversos sistemas con defectos y
comparar los resultados obtenidos con aquellos derivados del método directo. Ademés,
aplicamos el método propuesto a sistemas de geometria compleja con el fin de ilustrar la
operatividad de la técnica planteada. Finalmente, en el capitulo cinco se exhiben las

conclusiones referentes a esta tesis.



I

ESTADO SOLIDO

Es bien sabido que la eficiencia de los componentes estd determinada por su utilidad y el
espacio que éstos llegan a ocupar, de modo que un componente altamente eficiente resulta
ser aquel portatil que preserva su buen rendimiento.

Durante muchos anos se buscé modernizar los sistemas de manera que fueran mas
comodos para su usuario, sin embargo, esta modernizacién ha llegado al limite en el cual los
circuitos tienen dimensiones tan pequenas que sus propiedades fisicas (en particular las
eléctricas) ya no se ven regidas por las leyes clasicas pues se hacen prominentes ciertos
fendmenos que solamente pueden ser explicados en el marco de la fisica cuantica. Esto generd
el nacimiento de una nueva rama de investigaciéon dedicada al estudio y la descripcién de
dichos efectos.

Uno de los campos que logré el objetivo anterior fue la fisica del estado sélido, la cual se
encarga de estudiar como se ven afectadas las propiedades macroscépicas de un sistema
mediante el andlisis de la estructura atémica del material. Sin embargo, antes de empezar a
hablar de estado sélido es necesario definir qué es un sélido.

En su forma maés general, un sélido es aquel material en el cual sus 4tomos constituyentes
oscilan en torno a posiciones de equilibrio. Dependiendo de su estructura estos se clasifican
en diferentes tipos. Asi, si presentan un determinado patrén que se repite periédicamente a
lo largo del espacio, se trata de un cristal, en caso contrario estamos hablando de un sélido
amorfo o vidrio (véase Fig. 1.1). A aquellos sélidos que se encuentran de alguna manera
ordenados pero que no presentan un patrén periddico se les conoce como cuasicristales
[Gellings, 1997]. Debido a sus simetrias y periodicidad, el estudio de los fenémenos cudnticos
se ve altamente simplificado en el caso de los cristales y por ello, de entre todos los solidos

han sido los méas estudiados.

A) B) ...t

Vidrio Crista

Figura 1.1. Estructura atémica de: (A) un vidrio y (B) un cristal



En la presente seccién se empezara por caracterizar matematica y geométricamente a los
cristales. Se hablara del concepto de red reciproca y zonas de Brillouin con el fin de explicar
posteriormente a detalle la aproximacién de amarre fuerte y el Teorema de Bloch.
Finalmente, se expondra el origen de la teoria de bandas y se introducira la nocién de cristales

con defectos.

1.1 Cristales

Como se menciond, los soélidos cristalinos presentan periodicidad en su estructura
microscopica, la cual se debe a que los dtomos que lo conforman se encuentran ordenados en
una cierta configuracion que se repite a lo largo de todo el espacio. A partir de esta
periodicidad, podemos definir la celda unitaria cuya principal caracteristica es que, mediante
la repeticién de la misma se puede generar el sistema macroscopico.

A las particulas constitutivas que se localizan en cada punto de la celda se les conoce
como base. Esta varfa dependiendo el tipo de cristal que se esté tratando. Por ejemplo, se
puede encontrar un cristal cuya base esté compuesta por atomos, asi como se puede tener
un cristal cuya base conste de estructuras complejas, como es el caso de los cristales de
protéicos [Hofmann, 2015]. En general nos referiremos a los elementos integrantes de la celda
unitaria como sitios o puntos de la red.

Las celdas unitarias, en el caso tridimensional, se pueden establecer mediante tres vectores
no coplanares a,, a, y a, conocidos como vectores base. La eleccién de estos vectores no es
unica y por ello la determinacién de esta celda para una configuracién tampoco lo es, sin

embargo es posible elegir una triada de vectores, @, a, y a,, tales que la celda

correspondiente a estos contenga en su totalidad el volumen minimo posible, un solo sitio de
la red. A la celda resultante se le conoce como celda unitaria primitiva y a sus vectores

correspondientes se les conoce como vectores base primitivos.

1.1.1 Celda primitiva de Wigner-Seitz

Debido a la no-unicidad de la celda unitaria primitiva existen diferentes métodos para elegir
a los vectores base primitivos. Uno de estos consiste en el siguiente procedimiento
1. Primeramente se selecciona un sitio de la red.
2. Se dibujan las rectas que unan al atomo elegido con sus vecinos mas cercanos.
3. Trazamos la mediatriz de cada una de las lineas anteriores.
4. Se unen los puntos donde las mediatrices se intersectan
Esta técnica es el método de Wigner-Seitz y su construccién se ilustra en la Fig. 1.2. A la

celda generada se le llama celda unitaria primitiva de Wigner-Seitz y cuenta tinicamente con



Figura 1.2. Ejemplo de celda unitaria primitiva de Wigner-Seitz para un arreglo en 2D.

un sitio de la red ubicado en su centro. Una de las propiedades mas relevantes de esta celda

es que presenta la misma simetria de la red [Ashcroft, 1976].

1.1.2 Redes de Bravais

Dependiendo de la norma de los vectores base y el angulo que existe entre estos podemos
definir siete tipos de celdas unitarias: Triclinica, Monoclinica, Ortorrémbica, Tetragonal,
Cubica, Trigonal y Hexagonal [Kittel, 2005]. En tres dimensiones es posible demostrar que
estas celdas se clasifican en catorce categorias elementales conocidas como redes de Bravais,
las cuales se muestran en la Fig. 1.3 [Hahn, 2002]. Situando el origen de nuestro sistema de
coordenadas en alguno de los sitios integrantes de la celda de Bravais podemos determinar

la posicion del resto de los elementos usando un vector de la red real (R) definido como

R=na +na,+na, con n,n, nez. (1.1)

A causa de la periodicidad de las celdas a lo largo del cristal, si nos fijamos en una posicién

I dentro de una celda y nos trasladamos a cualquier otro punto r'=r + R, la configuracién
de celda que veremos serd la misma que en el punto I , sucediendo asi que las propiedades

del sistema en I son equivalentes a aquellas en ', es decir, también son periédicas.

1.1.8 Red reciproca

Ya vimos que las redes de Bravais se generan mediante tres vectores fundamentales no
coplanares, a,, a, y a,, denominados vectores base, cuyas caracteristicas van a indicar cual
de las catorce posibles redes es la que define al cristal. Esto caracteriza a las estructuras
cristalinas “directamente” en el espacio real de coordenadas. También pueden definirse de
manera alternativa en el espacio reciproco mediante la transformada de Fourier de la red
real [Guinier, 1963], [Kittel, 2005]. Andlogo a dicho espacio, la red reciproca es generada

mediante
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Figura 1.3. Las 14 redes de Bravais en tres dimensiones. Los vectores base son @;,a, Yy @, con norma

lau]l= 2. ] = 2.

cada recuadro se indica la nomenclatura con la cual se conoce a estas celdas. Basada en [Young, 1991].

aj|= a, y dngulos £a,a, =&, £a8,=,, £82,=a 4. En la esquina superior izquierda de

tres wvectores base reciprocos, b,, b, y b,, los cuales al considerar la condicién de

periodicidad de la estructura, se demuestra que se relacionan con los vectores base de la

siguiente manera [Kittel, 2005]

b, =27 %%
QC
m:znigfa (1.2)




con Q. =a,+(a,xa,) el volumen de la celda unitaria en el espacio real. Podemos notar que
como los vectores base en el espacio real no son coplanares entre si, entonces los vectores
base en el espacio reciproco tampoco lo son.
Operando las expresiones en (1.2) se encuentra que, tanto los vectores en el espacio real
como en el espacio reciproco obedecen la relacién
a-b; =274 . (1.3)
De la anterior se puede concluir que el tamafio de la celda en el espacio reciproco es
inversamente proporcional al tamano de la celda en el espacio real [Wang, 2014]. Esto es
relevante ya que el andlisis de una estructura compleja de grandes dimensiones en el espacio
real se puede simplificar en gran medida al transformar el sistema al espacio reciproco.
Al igual que en el espacio real, existe un vector en el espacio reciproco con el cual es
posible desplazarse de un sitio de la red reciproca a otro, el cual esta dado por
G=mb,+mb,+ mp, con m,m, geZ. (1.4)
Como veremos mas adelante, en cristales no es necesario trabajar sobre toda la estructura
en el espacio real pues toda la fisica del sistema se ve englobada en una pequena zona del
espacio reciproco. Dicha zona se conoce como primera zona de Brillouin y corresponde a la
celda unitaria de Wigner-Seitz en la red reciproca. Para nuestros futuros célculos usaremos
un enfoque conocido como esquema de Zonas Reducidas, en el cual las zonas de orden
superior a partir de la segunda zona de Brillouin son trasladadas mediante reflexiones a la

primera zona de Brillouin. [Kittel, 2005].

1.2 Teorema de Bloch

Para poder tratar el problema de un electrén en un arreglo cristalino es necesario tomar en
consideracién muchos efectos que acttian sobre la particula, como lo son el potencial causado
por los ntucleos atéomicos y la interaccion electréon-electrén que hay debido al resto de los
atomos de la estructura. Este resulta ser un problema de muchos cuerpos imposible de tratar
analiticamente. Una primera aproximacion para resolver dicho problema consiste en suponer
que el cristal contiene electrones que no interactiian entre si pero que se encuentran
sometidos a un potencial efectivo periédico, que contempla al potencial por interacciones con
otras particulas. A pesar de que en casos reales es muy dificil determinar el antedicho
potencial efectivo, esta aproximacion logré explicar muchas propiedades de los cristales.

En virtud de que los 4tomos en la estructura cristalina se encuentran ordenados de forma

regular, consideramos un potencial periédico que cumple
V(r)=V(r+R), (1.5)



Figura 1.4. Representacion de un potencial periédico en un arreglo unidimensional de 4tomos. Notese que
en este caso el potencial cumple que V(z)=V( z+ g con ala constante de red.

donde R es el vector de traslacién de la red real (1.1) y I es el vector posicién dentro de la
celda unitaria. Por ejemplo, la Fig. 1.4 muestra un potencial unidimensional que se repite
periddicamente a lo largo del eje z. Entonces, el Hamiltoniano para un solo electrén puede

escribirse como
2

H%,/(r){_z_vz +V(r)}//(r)=[—§nvz+v(r +R)}/x(r)= (). (16)

m

A los electrones que cumplen con el anterior se les conoce como electrones de Bloch.
Con base en la periodicidad del potencial a lo largo del cristal, el fisico suizo Felix Bloch

planteé el siguiente teorema:

n 2
“Para el Hamiltoniano de una sola particula Hy/k(r):[—%vz +V(I’)}V/k (r) con

V(r):V(r+R) para toda R en una red de Bravais, los eigenestados l//(l’) se
pueden escribir de tal forma que tengan la siguiente estructura

v (r)=€e“"y(r), (1.7)
donde €' representa a una onda plana y Uy (r) es una funcion periédica cuyo

periodo es el mismo que el de la celda de Bravais, es decir cumple que
U (r)=u (r +R) para toda R en la red de Bravais” [Ashcroft, 1976].

A este enunciado se le conoce como Teorema de Bloch y a las funciones y, (I’) se les suele

llamar funciones de Bloch. Ademas, utilizando la definicién de funcién de Bloch y la ecuacion
(1.7) tenemos que
v (r+R)=€“Fy, (r) (1.8)

para toda R en la celda de Bravais.
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Siempre es posible tomar una combinacién lineal de funciones de Bloch para generar
paquetes de ondas localizadas. Esto se puede lograr aplicando la transformada de Fourier a
dichas funciones, de modo que se obtiene

\%
W, (N )=
R( ) (272_)3

donde la integral corre a lo largo de todos los puntos en la primera zona de Brillouin y V

J ey (r) (1.9)

es el volumen de la celda primitiva en el espacio coordenado. A las funciones Wy (r) se les

conoce como funciones de Wannier y se caracterizan por su dependencia con el vector R en
el espacio real. Adicionalmente, es posible demostrar que las anteriores funciones forman un

set completo de funciones ortogonales [Stangel, 2013].

1.2.1 Funciones de Bloch en guias de onda

Suponiendo una onda que se traslada en direccién paralela al eje Z a través de una guia
cuya seccidon transversal es invariante, en la cual el electréon se ve sujeto a un potencial de

soporte finito independiente de la direccién de propagacion V(X, y). Podemos definir a la
funcién de onda como
v, (r)=4,(xy) € con neN, (1.10)

donde k, es el niimero de onda y ¢n(X, y) son soluciones al Hamiltoniano transversal

~ n(o* o°
H XY)=|—| —+— [+V A = Eg, . 1.11
B R e AP R TS ARIRD
De este modo, la energia total del sistema esta dada por
HAC
E=E + , 1.12
S (1.12)

en la cual el primer término corresponde a un eigenvalor del Hamiltoniano (1.11) y por ello
a una posible energia transversal, mientras que el segundo término estd asociado a una

energia longitudinal. De la anterior ecuacién se encuentra que

h=i*§mglgﬁ. (1.13)

Para los casos con E>E, el nimero de onda (k,) toma valores reales, los cuales al ser
sustituidos en la ecuacién (1.10) generan factores oscilantes que determinan a las funciones
y/n(r) como funciones de Bloch. Por el contrario, cuando E< E,, el nimero de onda toma
valores imaginarios y por consiguiente se producen exponenciales reales que establecen a
l//n(r) como funciones evanescentes. Estas no representan soluciones fisicas en sistemas
periddicos infinitos pues divergen cuando zZ— Foo.

En otro orden de ideas, cabe destacar que podemos definir una funcién generalizada
‘Pn(r) como
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Y(r)=> aw,(r). (1.14)
Cuando v, (r) corresponden a funciones de Bloch, los estados electronicos se extienden a lo

largo de todo el sistema, formando modos de propagacién que permiten la conductancia en
la nanoestructura, en cuyo caso se dice que los electrones se encuentran en un canal abierto.

Para el caso contrario, cuando ,(r) es una funcién evanescente, se tiene un canal cerrado.

1.3 Modelo de Amarre Fuerte

El estudio de un electrén en una estructura cristalina resulta ser un problema muy
complicado para tratar analiticamente debido a sus multiples interacciones con el medio, sin
embargo, se simplifica al suponer que los electrones correspondientes a cada nicleo atémico
se encuentran fuertemente ligados a éstos y forman orbitales atémicos que interactiian con
aquellos de los sitios méas cercanos. A este enfoque se le conoce como modelo de amarre fuerte
[Hofmann, 2015] [Mervyn, 2015].

Las funciones de Wannier (1.9) forman una base alternativa a aquella representada por
las funciones de Bloch. Las primeras representan a cada sitio de la red, mientras que las
otras se refieren a estados extendidos sobre todo el sistema. Por ello, conviene utilizar la base
de Wannier para describir estructuras en las cuales los electrones se encuentran fuertemente
ligados a los nucleos atémicos. En este sentido, las funciones de Wannier son equivalentes a
la descripcion por medio de orbitales atémicos en cada sitio de la red. La relacién entre

ambas bases escrita en notaciéon de Dirac y segun la ecuacion (1.9) estéd dada por
1 ZB .
|IR)=—>e""|k), (1.15)
N %
donde |R> representa a la funcién de Wannier centrada en el sitio con coordenadas R y la

suma corre sobre todos los momentos K en la primera zona de Brillouin [Altland, 2010]. A
su vez es posible obtener las funciones de Bloch en términos de las de Wannier mediante la

siguiente relacion
1 ik
R

Considerando nuevamente el Hamiltoniano correspondiente a un sistema peridédico

tenemos que

v (0)=] -5 =R ), (L7

donde Vo(r — Rn) tiene el mismo periodo que la red cristalina.

Suponiendo que las funciones de Bloch son soluciones al Hamiltoniano (1.17), estas deben

cumplir que
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Hk)=E(k)|k). (1.18)
Sustituyendo (1.16) en (1.18) obtenemos

> e“RH|R) = E(k) Y. é*|R), (1.19)
R R
que al proyectarse sobre la funcién de Wannier centrada en R, resulta
> R (Ry|HIR) = E(k) Y &R (R,|R)= HK)D &R, .= Bk) &% (1.20)
R R R

donde se utilizé la ortonormalidad de las funciones de Wannier. Finalmente, simplificando

se obtiene que la energia en el modelo de amarre fuerte se determina por

E(k)=Y " (R |HR). (1.21)
R
Una forma alternativa de expresar (1.21) implica separar la suma de tal modo que
E(k)=(Ro|A|R)+ D & IR |HR)=£, + Y &) (1.22)
R#Rq R#R,
con
ér, =(Ro[H[R,) (1.23)

la denominada energia del sitio R, y
ter =(Ro|H|R) (1.24)
la integral de salto entre los sitios R, y R [Mervyn, 2015]. Cabe destacar que en cristales
atomicos, al tratarse de una estructura periddica, la energia de un sitio R’ es idéntica a
aquella en un sitio R puesto que los niicleos atémicos de la red son los mismos, por ello en
estos casos resulta que &g, =€
De forma equivalente, podemos expresar el Hamiltoniano (1.18) en términos de los
parametros € y tg p al considerar que las funciones de Wannier (|R>) forman una base

completa [Stangel, 2013]. En virtud de lo anterior, dichas funciones cumplen con la condicién

de cerradura
f=;|R><R|, (1.25)
de tal forma que
b - mr:[;m)(m}ﬁ (;|R><R|j:;<R|ﬁ IR)[R)(R. (1.26)

Separando la suma anterior obtenemos que

H =%<RO|I:||RO>|RO><RO|+ > (R JH|R)R )R], (1.27)

Ry#R

y sustituyendo tanto la energia de sitio como la integral de salto, resulta
H 282|R0><R0|+ z tR0R|R0><R|7 (1.28)
Ro Ry#R

que es la forma del Hamiltoniano en el modelo de amarre fuerte. Cabe destacar que, por su

ubicacion, las integrales de salto disminuyen conforme a su lejania con el sitio R, de modo
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que en la practica se suelen despreciar aquellas integrales correspondientes a vecinos lejanos

a partir de segundos vecinos.

1.5.1 Modelo de amarre fuerte en cadena unidimensional

En el caso particular de un sistema unidimensional con interacciones sélo a primeros vecinos,

la ecuacion (1.22) se expresa

E(K)=e+ Y. g€, (1.29)
)

(R,Rq
donde <R,R0> indica que la suma sobre R corre sélo sobre primeros vecinos de R,.
Suponiendo que la cadena tiene periodicidad a y el origen se encuentra fijo en un sitio R,
podemos ver que dichos vecinos se encuentran en las posiciones R=R,+a y R=R,-a.

Ademas considerando orbitales tipo s, a causa de la simetria en éstos, se cumple que ter =t

con t constante, por lo cual la ecuacién (1.29) queda como
E(K)= o+ f e gRored | s (g4 ¢), (1.30)

es decir
E(k)=¢+tcog ka), (1.31)

siendo ésta la relacion de dispersién en una cadena atémica unidimensional.

1.4 Teoria de Bandas

Pensemos en una estructura cristalina con parametro de red a. En el caso en que dicho
parametro sea grande (es decir, los d&tomos de la estructura se encuentren muy separados),
los sitios de la red se consideran aislados, pues la interaccién entre electrones de valencia de
sitios vecinos es despreciable, asi como la probabilidad de que éstos pasen de un sitio a otro.
Debido a que los niveles de energia asociados a cada sitio corresponden a orbitales atémicos,

las funciones de Wannier |R> resultan ser eigenfunciones del Hamiltoniano del sistema. En

el caso contrario en que el parametro de red es pequeiio, los sitios de la red se encuentran
muy juntos y existe una mayor interaccion entre ellos, por lo que a su vez aumenta la
probabilidad de que un electrén de valencia “salte” de un sitio a otro. A causa de lo anterior,
las eigenfunciones del sistema forman estados extendidos a lo largo de todos los sitios de la
red, de modo que ahora estaran caracterizados por funciones de Bloch. En virtud de esta
interaccién, los orbitales atomicos de cada sitio de la red se van a modificar y por ende la
energia asociada a estos variara. Como el sistema es periddico e infinito, las energias que
anteriormente eran discretas van a formar ahora un continuo que se puede visualizar como

una banda energética cuyo ancho va a depender de la separacién entre los sitios de la
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Figura 1.5. Desdoblamiento de niveles energéticos debido a la interaccién atémica. Podemos notar que
conforme los dtomos se encuentran mas cercanos el desdoblamiento es mucho més marcado y, de igual
manera, entre mas separados se encuentren, se recuperan los resultados correspondientes a un atomo
individual.

red. Asi, entre mas separados se encuentran, se recupera el resultado discreto, y mientras
mas juntos se encuentran, se produce una banda energética mas ancha, como se muestra en
la Fig 1.5. Estas bandas estan separadas por brechas de energias prohibidas para el sistema
peridédico. Eventualmente se puede llegar a un punto en el cual el pardmetro de red es tan
pequefio que las bandas energéticas se solapan entre si, desapareciendo la brecha. La
naturaleza de los materiales estd determinada tanto por sus bandas como por sus brechas
energéticas, de modo que se clasifican en: metales, semiconductores o aislantes. Para entender
las caracteristicas que debe presentar cada uno de los anteriores necesitamos primero
comprender algunos conceptos basicos como energia de Fermi, banda de valencia y banda
de conduccion.

Supongamos que se somete un sélido a temperatura cero absoluto. En este caso podremos
observar que los electrones del arreglo tienden a irse al nivel de menor energia posible, sin
embargo sabemos por el principio de exclusiéon de Pauli que no es posible que haya mas de
dos electrones (en general fermiones) en un estado con nimeros cuanticos idénticos, por ello,
una vez lleno el estado de minima energia, los electrones ocuparan el estado siguiente y asi
sucesivamente hasta llegar a un determinado nivel en el cual ya no hay electrones libres,
siendo éste el maximo estado de ocupacion. A la energia asociada a dicho estado se le conoce
como energia de Fermi, mientras que a la tltima banda energética ocupada a temperatura
cero se le conoce como banda de valencia y los electrones dentro de la misma se denominan

electrones de walencia. Por otro lado, la primera banda energética desocupada a esta
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temperatura se le conoce como banda de conduccion y a los electrones en esta se les llama

electrones de conduccion [Hu, 2009).

Energia [eV]

Metal

Figura 1.6. Estructura de bandas para metales, semiconductores y aislantes. En este caso (1) etiqueta a las
bandas de conduccién y (2) etiqueta a las bandas de valencia.

Considerando lo establecido por la teoria de bandas, es posible que la energia de Fermi se
encuentre en una banda de energia o en una brecha, si se encuentra ubicada dentro de una
banda energética, se dice que el material es un metal, en caso contrario se trata de un
semiconductor o un aislante, como se muestra en la Fig. 1.6. Estos tres tipos de materiales
cuentan con una conductancia muy caracteristica, por ejemplo, los metales son conocidos
por ser muy buenos conductores y los aislantes por tener conduccién nula, pero ;a qué se
debe esto?

Para que un material sea buen conductor es necesario que sus electrones puedan
desplazarse con facilidad a los estados de mayor energia disponibles. Dijimos anteriormente
que la conductancia se define como la libertad con la que pueden desplazarse los electrones
dentro de un sélido. Para que esto suceda buscamos que la banda energética correspondiente
a éstos no esté llena en su totalidad, pues la conductancia dependera tinicamente de aquellos
electrones que se encuentran en bandas parcialmente ocupadas [Ashcroft, 1976].

En el caso de los metales, dado que la energia de Fermi se encuentra ubicada dentro de
una banda energética, ésta se encuentra parcialmente llena en el cero absoluto, por lo cual
basta con aplicar un pequefio campo eléctrico para que los electrones empiecen a conducir.

En el caso de los aislantes la banda de valencia estd completamente llena y la brecha en

la cual se encuentra la energia de Fermi es muy grande (z 7 eV) , evitando que los electrones

de valencia se exciten y pasen a niveles en la banda de conduccién, esto ocasiona que el
desplazamiento de electrones sea muy poco probable y no haya conducciéon a ninguna
temperatura. Cabe mencionar que debido a esta propiedad se dice que en el cero absoluto
los aislantes presentan una resistencia infinita [S6lyom, 2008]

En el caso de los semiconductores sucede algo parecido a los aislantes, excepto que la

brecha energética no es tan grande (z IEV) . Al igual que en los anteriores, es sumamente
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complicado que algtin electrén cruce a la banda de conduccién a temperaturas cercanas al
cero absoluto, pero a medida que aumente, es mas probable que se trasladen de una banda
energética a otra. No obstante, la cantidad de electrones que pueden desplazarse es mucho
menor a aquella en un metal, por ello los semiconductores no tienen tan buena conductividad

como estos ultimos.

1.5 Defectos en Cristales

Hasta el momento hemos hablado tnicamente de sélidos cristalinos ideales, es decir, que no
presentan ninguna imperfeccién y son periddicos en todo el espacio. Sin embargo, en sistemas
reales se presentan varios tipos de defectos que deben ser considerados para el estudio de sus
propiedades, éstos se clasifican como quimicos o de estructura.

Consideremos una estructura periddica en la cual todos los sitios tienen energia de sitio
¢, la integral de salto entre primeros vecinos es t y se desprecian las interacciones con
demés vecinos. Pensemos que en una determinada seccién del sistema se presenta un sitio
desplazado como se muestra en la Fig. 1.7 (A). Este desplazamiento modifica las integrales
de salto del sitio con sus vecinos préximos, por lo que el sistema tiene un defecto de
estructura. Supongamos que ahora se sustituye un atomo de la red por una impureza cuya
energia de sitio es &'. En este caso se dice que el sistema presenta un defecto de sitio. Por
otro lado, debido a que los orbitales atémicos asociados al nuevo ntucleo introducido pueden
ser distintos, la integral de salto entre este sitio y sus primeros vecinos también se ve afectada

y pasa a ser una integral de salto t’', lo cual representa un defecto de enlace.

t t t t t th ot

e—@_t t" & 4 £ e £
\ /

t t (Igt' t t t t' t

£ SIP A SPA £ P N S N

t t t t t t t t
t t t t t t

g g g € & g 5 &

Figura 1.7. (A) un defecto de estructura, (B) un defecto de sitio y uno de enlace causado por una

impureza.

Como se aprecia, el modelo de amarre fuerte es un formalismo conveniente para estudiar
estructuras cristalinas con defectos. En esta tesis estudiaremos los efectos causados en el
transporte electronico considerando regiones dispersoras que contienen defectos de sitio y de

enlace modelados por Hamiltonianos de amarre fuerte.
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I1

CONDUCTANCIA ELECTRICA

Entre las muchas propiedades que tienen los sélidos, la que es de especial relevancia para
nuestro estudio es la conductancia eléctrica. Fisicamente, este concepto nos indica la facilidad
con la cual circulard una corriente eléctrica a través de un solido.

Pensemos en un sistema que consta de dos electrodos macroscépicos incoherentes
(izquierdo y derecho) conectados a una region central de dimensiones nanométricas en la que
suponemos que los estados son coherentes, es decir, la funcién de onda preserva la
informacién de fase. A dicho sistema se le conoce como nanoconezién y se encuentra ilustrado
en la Fig. 2.1. Por conveniencia de nuestro estudio, dividiremos la seccién central en dos
partes: la region de dispersion y los saturadores cuanticos.

Los saturadores son aquellos que unen a los electrodos con la regién central donde ocurre
la dispersién. Estos sirven como guia para los electrones y suponemos tienen una estructura
periddica que permite definir funciones entrantes y salientes de los electrodos a la regién de
dispersién. Cabe mencionar que los saturadores suelen modelarse con longitud semi-infinita
puesto que el cambio en su seccién transversal debe ser muy lento para no producir
reflexiones de la funcién de onda a lo largo de los mismos (es decir, obedecen una
aproximacién adiabatica).

La regién de dispersién (scattering), como su nombre lo indica, corresponde a aquella en
la cual ocurre la dispersién de electrones debido a impurezas o defectos.

Una condicién que deben cumplir las nanoconexiones es que los electrodos se encuentren
situados muy lejos de la regién de dispersion para asegurar que este efecto solamente ocurra
en la regién central. Un caso importante de mencionar es aquel en el cual los electrones
provenientes de un electrodo atraviesan la nanoconexién sin sufrir ningin efecto de
dispersién, es decir cuando la regién central es transparente. La importancia de este caso
yace en que el sistema presenta propiedades de transmisién no-clasica y muestra la

cuantizacién de la conductancia [Ryndyk, 2016].

Saturadore

Electrodo Electrodo

izquierdo derecho

Region d
dispersiol

Figura 2.1. Estructura de una nanoconexion.
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Para aquellos sistemas que presentan dispersion se utiliza el método de Landauer-Biittiker,
el cual calcula la conductancia por medio de los coeficientes de transmisiéon usando la férmula
de Landauer. En las siguientes secciones describiremos la técnica utilizada para la obtencién
de los coeficientes de transmisién y reflexién, asi como la deduccion de la féormula de

Landauer bajo el modelo de amarre fuerte.

2.1 Formula de Landauer

Supongamos dos electrodos, izquierdo y derecho, cuyos potenciales quimicos son g, Yy
respectivamente (Fig. 2.2). En el caso en que g, =y, el sistema se encuentra en equilibrio
y no existe desplazamiento neto de electrones. Por otro lado, cuando g, # u;, el flujo de
electrones del electrodo izquierdo al derecho es distinto al que va del derecho al izquierdo,
produciendo un flujo neto de electrones distinto a cero, hasta que el sistema alcance el
equilibrio. La cantidad de electrones cedidos por cada electrodo dependera de la diferencia
entre potenciales quimicos a manera que aquel con mayor potencial serd quien ceda mayor
numero de electrones. Por ejemplo: si u, >y, , el electrodo izquierdo serd quien ceda més
electrones y por ello se producird una corriente neta que circula en direccién al electrodo
derecho.

Cabe destacar que solamente aquellos electrones que cruzan la regién de dispersion y
llegan de un electrodo a otro originan una corriente, es por ello que ésta va a depender de la

probabilidad de transmisién de los mismos, T ( n, kz) , v de la velocidad (de grupo) con la que
se transmiten a lo largo de la regién central, v(n, kz), donde N enumera los canales abiertos

y Kk, es el nimero de onda dado en la ecuacién (1.10).

> y7
>
g
>
>
0 - 4
Y
Region d
dispersiél

Figura 2.2. Nanoconexién con una barrera de potencial en el origen y potenciales quimicos 1 > 1, . La

barrera de potencial en el centro representa un defecto en general.
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Pensemos el caso en que un sistema se encuentra a temperatura ®=0 y suponemos que
el nivel energético asociado al canal N contiene I' electrones, mientras que el nivel energético
asociado al canal N’ se encuentra totalmente desocupado. Es inmediato concluir que de estos
dos niveles, solamente aquel relacionado al canal N aportara electrones a la corriente neta
del sistema, pues el otro se encuentra desocupado. Esto ilustra la relevancia de la ocupacion
de niveles energéticos en el céalculo de la corriente de un sistema. Es por ello que la
probabilidad de encontrar un electréon con energia E viajando de izquierda a derecha puede
considerarse como aquella dada por la funcion de distribucion de Fermi-Dirac en el electrodo

izquierdo, la cual se ilustra en la Fig. 2.3, y se expresa como [Pathria, 2011]

e

De la misma manera, la probabilidad de encontrar un electrén con energia E que se desplaza

(2.1)

de derecha a izquierda en el electrodo derecho es
1

fD(E)lxp(E—ﬂojﬂ'

k©

(2.2)

En resumen, para calcular la corriente que circula a lo largo de un sistema es necesario
considerar las diferentes energias y canales disponibles para la conducciéon de los electrones,
asi como la probabilidad de transmisién y la velocidad de grupo de los electrones provenientes
de cada electrodo, las cuales dependen a su vez del niimero de onda asociado a la funcién de
onda de los mismos. De esta manera, tenemos que la corriente que circula del electrodo
izquierdo al derecho, viene dada por

o =22 [T o (nk) V(N k) f(n T, 23)

1.0 (C]

Il
=

0.8

0.4+

0.2+

Probabilidad de Ocupacién

0.0 1 1 ' | L 1 L 1 L | L L 1 I |

E/u
Figura 2.3. Funcién de distribucién para electrones a diferentes temperaturas. Las lineas verde, azul y

morada corresponden a la funcién de distribucién para temperatura ® #0 con O, <0 ,,<0O

verde moradc
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mientras que la que circula de derecha a izquierda es

00 =263 [Ty (nK) 6 (1) B WSS (2.4

donde el factor de 2 surge al considerar el grado de libertad del espin del electréon. La

velocidad de grupo se obtiene mediante
E(nk)_0E(k)

v(n k)=
(nk) hok, hok,
donde E(n k)= E,+ E( k) como en la ecuacién (1.12). De aqui tenemos que (2.3) y (2.4)

, (2.5)

pueden reescribirse como

h4

= . (2.6)

2e |

o =12 [Toui (NE) £, (n E) dE

N Ep

En consecuencia, la corriente neta en la nanoconexién | =1, .5 -1, ,, queda planteada como
2e |

IzFZJTn(E)[f(E,,u,,T)— f(Eup.T)] dE, (2.7)

en donde usamos el hecho de que T_,(nE)=T, (nB=T( B, lo cual asegura una

corriente nula en el caso u, =y .

2.1.1 Corriente generada por una diferencia de potencial

Supongamos que se aplica una diferencia de potencial al electrodo izquierdo, de modo que la

funcién de distribucién (2.1) se sustituye por
1

R T

k,©

(2.8)

De aqui suele definirse el potencial electroquimico como = u+eV . Analogamente al caso
del potencial nulo, hallamos que el equivalente a la ecuacién (2.7) es

=25 [T (E) (B~ ev)- §( 8] ce 29)

N —o
donde fO(E) es la funcién de distribucién cuando x4 =, =u. A partir de lo anterior,
podemos definir una funcion de transmisién como

T(E)szn:'I;(E), (2.10)

de tal forma que (2.9) se reduce a
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Iz%ezT(E)[fo(E—eV)— f( B] dE. (2.11)

Esta es la forma general de la formula de Landauer.

Ahora, en la Fig. 2.3 se muestra la grafica de la funcién de distribucién para el caso con
©®=0, la cual coincide con la energia de Fermi, es decir, p=E.. Podemos observar que
dicha funcién vale cero para energias mayores al potencial quimico, lo cual representa el
hecho de que a esta temperatura no existen electrones en estados de mayor energia. No

obstante, si graficamos la funciéon fO(E — eV), debido al factor extra eV, veremos que ésta
vale cero a partir de una energia E. +eV. De esta manera, al efectuar la diferencia de

funciones de distribucién en (2.11) la integral se reduce a
2 Er +eVv

=2 Ej T (E)dE, (2.12)

sin embargo, en este intervalo y para potenciales muy chicos (V < 1) se espera que la funcién

de transmisién tenga un comportamiento aproximadamente constante, de modo que

E, Vv
2 " 2e

! hT(EF)EJ; dE=""T(E) ev. (2.13)

Por otro lado, de la ley de Ohm tenemos que la corriente en términos de la conductancia

(G) viene dada por

I =GV. (2.14)
Asi, comparando (2.13) con (2.14) llegamos a que
2€? 2¢

La ecuacion (2.15) es la formula de Landauer a temperatura ® =0. En el caso de un sistema

unidimensional la expresién anterior se reduce a
2¢’

G:TT(EF), (2.16)

lo cual tiene mucho sentido ya que en el caso en que hay total reflexion (T =0) no hay

conduccion.
En otras palabras, la ecuacién (2.15) establece una relacién directa entre la conductancia
y la funcién de transmision, por lo que en la siguiente seccién analizaremos el problema de

la dispersién que nos permite hallar dicha funcién.
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2.2 Dispersion cuantica

Consideremos un potencial unidimensional tipo escalén que se ubica en el punto z=0 tal

que

V(z):{vo paraz> 0 (2.17)

0 paraz< 0

Ad¥ ek’

0 Z

Figura 2.4. Modelo de un electrén viajando de izquierda a derecha en direccién a un escalén de potencial
ubicado en z=0. Los indices (I) y (II) denotan las regiones en las que se describe la funcién de onda.

Sea un electrén con E >V, que se desplaza a lo largo del espacio tal que la funcién de
onda asociada a este corresponde a una onda plana cuyo vector de onda es k=kz a la
izquierda del escalén, mientras que a la derecha del mismo es k'=k'Z.

Para el caso de un electrén que viaja de izquierda a derecha, esperamos que al momento
en que se encuentre con el escalén, una porciéon de su funcién de onda cambie su direccién
de propagacién reflejandose, mientras que la otra conserva la direcciéon de propagacion, como
se representa en la Fig. 2.4. La fraccién de funcién de onda que cambia su direccién de
propagaciéon corresponde a la onda reflejada, y la fraccién que conserva corresponde a la
onda transmitida. A cada una de estas ondas les corresponde una determinada amplitud de
onda. Consideremos a 7, I' y A como las amplitudes de las ondas transmitida, reflejada e
incidente respectivamente.

Como podemos ver en la Fig. 2.4, nuestro modelo consta de dos regiones (I y II) en las
cuales podemos expresar la funciéon de onda del electrén como la superposiciéon de todas las
ondas planas que se encuentran en dicha regién. En este caso tenemos que

v, (2)= A + re™ vy oy, (2)=1€" (2.18)
donde y, (Z) es la funcién de onda en la regiéon Iy y, (Z) es la funciéon de onda en la regién

II, con
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\J2mE . A2M(E-V)
kse—— y kK="+——~. (2.19)
h h
Para determinar la probabilidad de que una particula se transmita o se refleje al cruzar el

escalén de potencial, podemos usar la densidad de corriente de probabilidad definida como

. ih . R
jzﬁ[l//(r)Vl// (r)-w (l’)Vl//(I’)}. (2.20)
Asi tenemos que
i = oo~ e (AP ) (2.21)
| incidente reflejada m ’ .
donde V, i eme="— €s la velocidad de las ondas viajeras a la izquierda del escaléon. De forma

equivalente se tiene que el flujo de probabilidad a la derecha del escalén es

, Rk’ 2
= Jtransmitida=F|T| ' (2.22)
con Vyanemiisa=—— 1a velocidad de la onda a la derecha del potencial [Griffiths, 2005].

Considerando lo anterior podemos definir los coeficientes de transmision y reflexion. El
coeficiente de transmision nos indica la probabilidad que tiene una onda incidente de
transmitirse, esta definido como la razén entre el flujo de probabilidad de la onda transmitida

entre el flujo de probabilidad de la onda incidente, es decir
V,

. 2 12
fansms wel?l _ K]
T _ _Jtransmitida _ transmitida —

- 2 K 2°
Jincidente Vincidente| A | 4

El coeficiente de reflexion nos indica la probabilidad que tiene la onda incidente de reflejarse.

(2.23)

De forma andloga al coeficiente de transmision, se define como la razén entre el flujo de

probabilidad de la onda reflejada entre el flujo de probabilidad de la onda incidente

_ Jreﬂejada reflejadal | | |

Jincidente |nC|deme| A{ | 4

Una propiedad que cumplen estos dos coeficientes es que su suma es la unidad, es decir
T+R=1, (2.25)

(2.24)

que es una consecuencia de la conservacién de probabilidad. Lo anterior nos indica que, si
una particula incide sobre este potencial, solamente puede ocurrir que se transmita o se
refleje y no que el potencial la absorba.

Cabe mencionar ademas que los valores de los coeficientes de transmision y de reflexion
deben ser los mismos ya sea para una onda incidente por la izquierda o para una onda
incidente por la derecha de acuerdo con lo que se explicé en 2.1.1.

En cuanto a los coeficientes 7 y I, éstos se pueden obtener al considerar las condiciones

de continuidad de la funcién de onda y su primera derivada que deben cumplirse en la region
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de dispersion, (Z:O), y empleando las soluciones planteadas en (2.18), como se resuelve a

continuacion.

2.2.1 Matriz de transferencia y matriz de dispersion

Para casos tanto de onda incidente por la izquierda como por la derecha del potencial escaléon
mostrado en la Fig. 2.4, las funciones de onda generales toman la forma

v, (2)= Ad’+ Be® vy y,(z)=Ce"+ De*. (2.26)

Estudiando el comportamiento del sistema en el sitio donde se ubica el escaléon (Z= O) ,

se debe cumplir que tanto las funciones como sus primeras derivadas sean continuas, es decir,

v(0)-v(0) o
v'(0')=y'(0)
Sustituyendo en (2.27) las funciones de onda mostradas en (2.26) obtenemos que
A+B=C+ D 598
k(A-B)= K(C- D (2.28)

Al resolver el sistema anterior encontramos una matriz (S) que relaciona las amplitudes de

las ondas entrantes con las amplitudes de las ondas salientes del sistema como se muestra a

continuacién
k—-k' 2K
B Al | k+k k+K| A
:S = . 2-29
HENE PP W 220
k+k  k+K

A esta matriz S se le denomina matriz de dispersion o matriz de Scattering.
De forma anéloga es posible encontrar una matriz M con la cual se puede expresar a las
amplitudes de las ondas de lado derecho del potencial en términos de las amplitudes del lado

izquierdo, es decir

kik K-k
c Al (M, M,) A , A
_m| DoV Me (A P2k 2k . (2.30)
D B)~ (M, M,)lB) |K-k k+k| B
KK

Esta matriz M se conoce como matriz de transferencia.

Considerando la matriz de dispersion (S) y la matriz de transferencia (M ) junto con las

ecuaciones (2.23) y (2.24) es posible encontrar expresiones para los coeficientes de reflexién
y de transmisién en términos de las componentes de dichas matrices. Estas expresiones
dependeran de la direccién por la que incide el electrén al sistema.

Para un electrén que incide por la izquierda tenemos que
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2
M|

y m el

T= transmitida Mll_ Mlz 21 _ Vtransmitida| SZ]IZ’ _| SJ (231)
Vincidente M 22 | Vincidente | M 22|
y en el caso de un electron incidente por la derecha se obtiene
2
— Viransmitida 1 transmmda| §2| , _ ||v|12|2 :| §2|2 . (232)
VlnCldente | M 22| VlnCIdente | M 22|

Para el ejemplo del potencial escalén, tanto en el caso de onda incidente por la izquierda,
como por la derecha, obtenemos que los coeficientes de transmisién y reflexion son
ak o (k- K’
(k+K)*" (ks K)*

los cuales cumplen la condicién (2.25). Cabe destacar que en este ejemplo los cocientes de

!

velocidades en (2.31) y (2.32) resultan ser — y g respectivamente.

Supongamos ahora que tenemos tres tipos de potenciales distintos: un potencial tipo

(2.33)

escalon (subida), un potencial constante V, y un potencial tipo escalén (bajada). Siguiendo
la notacién de la Fig. 2.5, podemos encontrar asociada a cada uno de estos potenciales una
matriz de transferencia tal que: al primer potencial le corresponde la matriz M, que relaciona
las amplitudes de onda A, B en términos de las amplitudes de onda C, D; al segundo
potencial le corresponde la matriz M,, que relaciona las amplitudes de onda E, F en términos
de las amplitudes de onda G, H y finalmente al tercer potencial le corresponde la matriz

M,, que relaciona las amplitudes de onda I, J en términos de las amplitudes de onda K, L.

V(2) | V(2) y V(9
A€ 1 Ce” Ee - . Ge“: I Ke*
Be|kz D ik'z Fe|k’z | | HeIkZ Je|kz L ikz

- = i Vo | = -
Vo | | Vo
M I | M 1" | M "
| |
Z L Z A
V(2) |
Ag L Kee
> | | _—
Beikz | | Le ikz
- A Vo |
M 11 IVI 1 M |
L Z

Figura 2.5. Proceso para hallar la matriz de transferencia total M de un arreglo conformado por tres

potenciales distintos.




Mediante estas tres matrices es posible calcular la matriz de transferencia para el caso de
una barrera de potencial, la cual se obtiene al juntar los tres potenciales anteriores y

mediante las siguientes condiciones

E
F

C
D
Gl (2.34)
H=J

En consecuencia, la matriz de transferencia de la barrera de potencial estéd dada por
M=M,M M, (2.35)
donde M relaciona las amplitudes de onda A, B en términos de las amplitudes de onda
K, L como se muestra en la Fig. 2.5. Lo anterior es relevante ya que si se tiene un sistema
que se compone de N potenciales, para los cuales se conocen sus matrices de transferencia,
es posible determinar la matriz de transferencia del sistema en su totalidad mediante el

producto de matrices de transferencia de cada potencial que le constituye, es decir
M=M,:--M,M,. (2.36)

2.3 Sistemas Periddicos Infinitos

En la seccién anterior se mostré como obtener las matrices de dispersion y transferencia de
un determinado sistema para obtener los coeficientes de transmisién y reflexién del mismo.
El objetivo de la presente seccién es describir el comportamiento de la funcién de onda en
sistemas periddicos con diferentes secciones transversales.

Consideremos una estructura transversal general como la que se muestra en la Fig. 2.6(A).
En esta tesis consideraremos sistemas periédicos que se generan al conectar sitios
equivalentes de estas estructuras mediante integrales de salto t, , como se muestra en la Fig.
2.6(B).

Resolvamos primeramente el sistema asociado a una estructura transversal aislada [Fig.

2.6(A)] que en general se modela como un arreglo de Q sitios con Hamiltoniano

~ Q Q Q
hy =2 anlm{m+2, > tul M{], (2.37)
m=1 m=1 =1
(1=m)
cuya ecuacion de eigenvalores es
h,[y™) = EP|w!”), (2.38)
donde p=1,2,..,Q enumera a las diferentes soluciones linealmente independientes, siendo
Q
[ P)=> al?|m) (2.39)
m=1
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Figura 2.6. (A) Un sistema de 6 sitios conectados por integrales de salto t; . (B) Un sistema de longitud

infinita que se obtiene de conectar las secciones transversales (A) mediante una integrales de salto t, entre

sitios equivalentes.

el eigenket con energfa E'” . Sustituyendo (2.39) en (2.38) obtenemos que los coeficientes

a,(np) satisfacen

(B -zn)al=> tal. (2.40)

Por otro lado, el Hamiltoniano general de una estructura como la exhibida en la Fig.
2.6(B) puede escribirse como H= ﬁH ® ﬁi, donde FL estd dado en (2.37) y

A=t 3 (e o] e ) 2a)
Podemos escribir las eigenfunciones de H como

w)=3Sc, [, (2.49)

n=—c0 m=1

con |nm> la funcion de Wannier en el sitio longitudinal N y transversal m. Para una energia
E , los coeficientes en (2.42) cumplen
Q
(6m—E)Com+ 2, tnCo+ t( Cos m* Cpy o) =0. (2.43)
=1
(1=m)

Proponemos que
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ClP) = pPg!P

nm n m

(2.44)

) son los coeficientes en la ecuacién (2.39). Sustituyendo (2.44) en (2.43) se obtiene

donde ar(np
que
Q
a'lP [(gm— E)biP +t, (b7 + Brf;)} + b tel?=0. (2.45)
j=m
El segundo término de la anterior ecuaciéon se puede reescribir de acuerdo con la ecuacion

(2.40), de modo que nos queda
af? [(e,~E)B + (82 + B2)+( E7 =2 ) 87] 0. (2.46)
Puesto que & =0, la ecuacién (2.46) se reduce a
(E— )47 + ¢ (87 + §7) =o. (2.47)

La ecuacién (2.47) se puede interpretar como aquella que debe cumplir un sitio en un
sistema cristalino unidimensional con energia de sitio E(lp) e integral de salto t, , como se
ilustra en la Fig. 2.7. Para resolver este problema, podemos aprovechar la periodicidad del
sistema mediante el uso del teorema de Bloch, estableciendo una celda unitaria primitiva
que contiene a un atomo de la cadena (representada por lineas punteadas en la Fig. 2.7), de

tal forma que podemos proponer [Sutton, 2004]

b(P) = "™, (2.48)
Sustituyendo la expresion (2.48) en (2.47) se obtiene que kgp) debe cumplir
E-EP =2{ co{K"a). (2.49)

Noétese que si kP satisface (2.49), también lo hard —k!”. Ademés, si

(E- EjF’))/th‘zL
tendremos kﬁp) toma valores imaginarios, lo que conduciria a funciones evanescentes en
(2.48), las cuales divergen a la derecha o a la izquierda, por lo que no son soluciones fisicas

posibles del sistema. Por otro lado, si (E— E(Lp) ) /ZIL‘<17 tendremos funciones de Bloch

correspondientes a canales abiertos. En este ultimo caso, tendremos que

ik{Pna <iklP na
b,=A_€“™+B e . (2.50)
n=.-2 . -1 0 1 2

b, b, b,

Figura 2.7. Representacién equivalente de un sistema con Q sitios en su seccién transversal como una

cadena unidimensional con energias de sitio EY’) , donde P indica la eigenfuncién asociada.
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donde kﬁp) € (0,7[], mientras que A, y B son respectivamente las amplitudes de las ondas

viajeras a la derecha y a la izquierda asociadas al p-ésimo canal abierto, las cuales se
desplazan con velocidad

2lt, | asin( kP a)

(m|_ L|9E| _ 2.51
‘ ’ ‘ h| ok h ' (251)
En consecuencia, los coeficientes en la ecuacion (2.42) pueden escribirse como
Q (p) Q ik(P) iKp (p)
Cr=>Cl =Z[A g g ”a}arf, , (2.52)
p=1 p=1
donde hemos enumerado a los estados transversales de tal forma que
E-E)/2t|<1 si p= 1,2, Q
(5-Er)/2] (2.53)

(E-EP)/2t|>1 si p=Q+ 1 Q

con Q el niimero de canales abiertos.

2.3.1 Nanocintas

Como ejemplo de aplicacion, consideremos una nanocinta periddica como la que se muestra

en la Fig. 2.8. Utilizando el desarrollo en el Apéndice A para el caso Q=2, obtenemos que
las energias asociadas a las estructuras transversales son Eil) =ty Ef) =—t mientras que
dV=1\2 vy P =(-)"/V2, (2.54)
De esta manera, obtenemos que para kﬁp) dada en la ecuacién (2.49),
1
V2

i@ _ikd
C_= —[Ale“‘z " +B,e' "a}+

nm \/E

[Aleikg)”a +B, & ‘k(zl)"a} si —3t< E<—t

(_ 1) m+1
NE

[Aze‘kf)”%Bze‘ ikgzmﬂ si t< E<3t

[AZ&Z)"%BZé‘Wﬂ si - K K L (2.55)

m
” t ot ot _t
] e o o 0 0 0 QO o oo
t‘ t‘ t‘ t‘ t‘
t { { {
2 e o o O O O Oooo

N==e o e¢_29 -1 0] 1 2 e

Figura 2.8. Nanocinta periddica con integral de salto t tanto en su seccién longitudinal como en su seccién

transversal y energia de sitio nula.
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2.4 Sistemas Periodicos Semi-Infinitos

Como hemos mencionado antes, los saturadores son estructuras periédicas semi-infinitas que
estan conectadas a una regién dispersora, como se muestra en la Fig. 2.9. A diferencia de los
sistemas periodicos estudiados en la secciéon anterior, las soluciones evanescentes que decaen
hacia la derecha son también soluciones fisicas posibles en los saturadores.

Por lo anterior, podemos plantear que las soluciones evanescentes por la derecha son tales

que b{” en la ecuacion (2.47) toma la forma

(p) _ n s xPna
R (2.56)
Al sustituir (2.56) en (2.47) obtenemos que
_EW®
1 si E-E >1
F = A (2.57)
"l . L E-EP '
(-1)° si o<1
2
Mientras que kP satisface
_E®
xPa=arccos E-E e[ 0p). (2.58)
L

Por lo tanto, en sistemas semi-infinitos, los coeficientes C , para N>0 toman la forma

Q Q
Con=2 (A, €% +B ™ P+ 3" C Fle™a'y, (2.59)

nm g
p=1 p=Q+1

donde los estados transversales se enumeran de acuerdo con la ecuacién (2.53).

Saturadc

Region di
dispersiol

n=0 1 2 3 4 -

Figura 2.9. Zona de transicién entre la regién de dispersion y el saturador de la nanoconexién en la cual
inicia la numeracién de sitios longitudinales. Debido a esta, los saturadores reciben su atributo de longitud

semi-infinita.
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SISTEMAS CON DEFECTOS

Mientras que para estructuras periddicas la funcion de transmisién del sistema corresponde
al niimero de canales abiertos como funcién de la energia, en casos de sistemas con defectos
(ya sean de sitio o de enlace) lo anterior no es vélido pues se genera una region de dispersién.

A continuacién, estudiaremos el comportamiento de la funcién de onda en sistemas con

distintos tipos de defectos para analizar su respectiva conductancia.

3.1 Cadena con Defecto de Sitio

Consideremos el caso de una cadena unidimensional que presenta un defecto de sitio &y

ubicado en N=0, mientras que para los sitios con N#0 tenemos & =0, como se muestra
en la Fig. 3.1. Notemos que este sistema tiene dos saturadores, representados por cadenas
semi-infinitas acopladas a izquierda y derecha del defecto (esferas verdes), y que
corresponden respectivamente a los casos N<0y n>0.

Siguiendo el razonamiento de la seccién 2.4, tenemos que la funcién de onda escrita como

)= C.[n), (3.1)

tiene por soluciones

Allgn A gkna nara < 0
C = , (3.2)

" |BWe* B para n> 0
para energia E =2t COSQ(&)G[— 2 ,2], donde A(+)(B(+)) y A(_)(B(_)) son las amplitudes de

las ondas entrantes y salientes del defecto por la izquierda (derecha), respectivamente.

Adicionalmente, debe cumplirse la ecuacién
(¢e-E)C,+tC+1tC,=0. (3.3)
Sustituyendo (3.2) en (3.3) se obtiene que

B (te ) + B (1) + AU (£ — E+ te")+ AU (¢~ B t)=0. (3.4)
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Figura 3.1. Cadena unidimensional con un defecto de sitio ¢ en N=0 e integral de salto t entre primeros

vecinos.

Ademés, de (3.2) tenemos que para N=0

A A0 =B B0, (3.5)
Finalmente, usando (3.4) y (3.5) obtenemos que la matriz de dispersién es
P —-2it sin(ka)
{A(’)J:S{A(”]: E-s-2td® E-c-2t&° (A (*)J 36)
BU | | BY) | -Zitsin(ka) ¢ B )’ '

E—g-2td?® E-g-—2td°

mientras que la matriz de transferencia correspondiente resulta

e—E+2te™ £
B AW ~2itsin(ka) -4t sinka) [(A®)
=M = (@) i . ) : (3.7)
B AL & e—E+2td® | A0

2it sin(ka) 4t sir(ka)

Para hallar los coeficientes de reflexién y transmisién correspondientes al sistema se utilizan
las ecuaciones (2.31) o (2.32), donde el cociente de velocidades es uno, debido a que ambos
saturadores son iguales. Por lo anterior, los coeficientes de transmisién (T) y reflexion (R)

son

4t* sin*(ka) &2
= R= . 3.8
e +4t*sin’*(ka) Y &2 +4t% sin’ (ka) (38)

Por otro lado, para E¢ [—Zt, 2t] , las soluciones de la funcién de onda son evanescentes en

los saturadores, por lo que no es posible hallar estados que contribuyan a la conductancia

del sistema.

3.2 Cadena con Defecto Fano

Supongamos una cadena unidimensional en la cual todos los atomos tienen energia de sitio
£=0 y la integral de salto entre primeros vecinos es t. Al acoplar una nanoestructura a
uno de los sitios de esta cadena, el sistema presenta un defecto Fano. Por ejemplo, en la Fig.
3.2, tenemos un defecto Fano formado por una cadena de N’ dtomos con energias de sitio
& =0 e integrales de salto t' (esferas rojas), que esta acoplada a una cadena unidimensional

infinita (esferas verdes).
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lt;
N’
Figura 3.2: Cadena unidimensional infinita (esferas verdes) con energia de sitio nula e integral de salto t

que presenta un defecto Fano de N’ sitios con energia cero e integral de salto t' en el sitio n=0. Los

atomos en la cadena acoplada (esferas rojas) estdn indexados con nimeros primados.

Noétese que, una vez mas el sistema consiste de dos saturadores semi-infinitos. Por lo que
la solucién propuesta en (3.2) sigue siendo vélida para los sitios en la cadena infinita. Por
otro lado, la regién dispersora conformada por los sitios en el defecto Fano y el sitio n=0
de la cadena infinita, nos conduce a las ecuaciones

-EC,+tC ,+tC+t'C,=0
-EC +tG,+tG,, =0 parai=1,2.,. N—- , (3.9)
-EC, +1'C, ,=0

Para el caso de onda incidente por la izquierda, B = 0, la funcién de onda
N

W)= c,[n+>cli (3.10)

N=—w i=1

tiene solucién
C coni=1,2,. N’ coeficientes por determir
C L= A(+)e—ika +A(—) éka

00 ol , (3.11)
CO:A( ) A =gt
C, = BOe
de modo que sustituyendo (3.11) en (3.9) obtenemos
~E(AV+AT )+ fAVer A )+ B0 &%)+ €, =0
-EC, + t'(A“) +AD ) +tC, =0
. (3.12)

-EC, ,+t'C,+tC, ,=0
-EC, +t'C,,=0

Considerando A" como el término independiente, el anterior sistema se reduce a
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[-E+2td*]A" + tC, =[ E- 2tcog kg | A”
tA”) —EC, +1C, =—tA"

t’Cl/ - ECZr + '['CS = 0 (313)

t'Cy ,~ECy,+tCy =0
t'C,_,—EC, =0

el cual podemos ver se conforma de N'+1 ecuaciones y N'+1 incégnitas, por lo que podemos
encontrar una solucién tinica para cada energia. En particular tendriamos que B = SHA(*)
siendo S,, parte de la matriz S y de donde la transmitanciaes T = |521|2 . La Fig. 3.3 muestra
T que se obtuvo al resolver el sistema de ecuaciones (3.13) para distintas energias con
N'=3,5,7. Es importante mencionar que estos resultados coinciden con los de la literatura

obtenidos mediante la matriz de transferencia [Miroshnichenko, 2005] y mediante la férmula
de Kubo-Greenwood [Ramirez, 2013]
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Figura 3.3. En la presente figura se muestra la transmitancia T (linea sélida) y la reflectancia R (linea
punteada) para una cadena con un defecto Fano de (a) 3, (b) 5y (c) 7 4&tomos con t=1 y t'=t+0.1.

3.3 Nanocintas de Seccion Transversal Variable

Consideremos una estructura cuasi-unidimensional que sufre un cambio en su seccién
transversal de uno a dos 4tomos como se ilustra en la Fig. 3.4. En este ejemplo, tenemos una
region dispersora (esferas rojas) conectada a su izquierda con una cadena periddica

unidimensional (esferas verdes) y a su derecha con una nanocinta cuadrada de dos dtomos

de ancho (esferas azules).
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Figura 3.4. Modelo de un sistema cuasi-unidimensional con seccién transversal variable.

Al igual que en los casos anteriores, las soluciones de este sistema pueden expresarse como

)=3 i)+ 3c,,

n=0 m=1

) (3.14)

donde la periodicidad de los saturadores, siguiendo las ideas de la seccién 2.4, nos permite

escribir a los coeficientes de (3.14) como
A (-1)"e*™ si B/ 2<-1
C, =AY+ ADe™™ si | B 2t<1 (3.15)
Ae'™ si E/2t>1

y
(—1)m+l @ e (—1)n ®
Al L A LA e s 3 < B -
\/E |: 3 3 \/E 2
1
L[ p o) gicina, p () géona], (= )" () g na, o () @ nal g
C, = E[AZ ey AL }+T[A3 el ¢ si 1< BEL,  (3.16)

. (@ - (1) -1 m 2 i
i[AQ)e—'ki)”ﬁ+Ag‘>ék§’ﬂ+( ) A st B3

J2 V2

que proviene de incluir los modos evanescentes en la expresién (2.55) y en donde
E-EP =2tco{ K" a), (3.17)

siendo Eil) =ty E(f) =—t. Por otro lado, el efecto de la regién dispersora se traduce en las

siguientes ecuaciones
-EC, +tC +tG +tG =0
-EC,, +1Cy, +tCy +1C = 0. (3.18)
-ECy, +1Cy +1Cy +1C =0
Para el caso de onda incidente por la izquierda con |E| < 2t, tenemos que A(;) =A(3+) =0,

lo cual nos conduce a un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas siendo A(f) la variable

independiente. En particular, estas ecuaciones nos permiten establecer las relaciones
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J=sAY, AD=5A0 s -3 E-t

T=sAl AY=sAl y A= sAT si- k& (3.19)

J=s A, AD=sA®  si k B3t
donde S;, S, y S, son elementos de la primera columna de la matriz de dispersiéon
correspondiente. De forma andloga, suponer A(f) =Ag+) =0 nos permite calcular la segunda
columna de la matriz de dispersién, mientras A(f) =A(2+) =0 nos permite hallar su tercera
columna. Nétese que sélo en el caso de |E| <t tenemos una matriz de dispersién de 3x3 ya

que las funciones de onda en ambos saturadores estan expresadas como funciones de Bloch
(canales abiertos); en contraste, los otros dos casos conducen a matrices de 2x 2 ya que uno
de los canales del saturador derecho esta expresado como una funcién evanescente (canal
cerrado).

Para el célculo de la funciéon de transmisién (T) en el caso de onda incidente por la

izquierda, usamos la expresion [Ryndyk, 2016]

s, P si-3t< E<—t
\/i
o )Valig p .
5 1S, + si— kK K (3.20)
Vd

s

S,|° sit< E<3t

<

lo cual es una generalizacién de la ecuacién (2.31) y que indica la probabilidad total de que

una onda incidente por el saturador izquierdo se transmita a cualquiera de los modos del

saturador derecho. En la ecuacién (3.20),
E| 2[t|sinka)

2|t|sin(k£”)a)
|Vi|=g‘a—k‘— 7 y ‘dp l|a |

nlok®| n

(3.21)

con p=1,2, son las velocidades de grupo correspondientes a los modos de propagaciéon en

los saturadores izquierdo y derecho. Ademaés, la funcién de reflexién vendria dada como

R=|S,/. (3.22)

En la Fig. 3.5 se muestran la funcién de transmisiéon y de reflexiéon para el sistema de la
Fig. 3.4, en el caso de onda incidente por la izquierda. Notese que se satisface que R+ T=1,
confirmando que una onda incidente solo puede transmitirse o reflejarse. Por otro lado,
encontramos que la transmitancia es nula para E<-1, a pesar de que existan canales
abiertos en ambos saturadores. Para entender el motivo de esto, notemos que el sistema es
simétrico ante reflexiones sobre el eje Z, lo cual asegura que las soluciones halladas tendran
paridad bien definida ante reflexiones sobre este eje. Sin embargo, las soluciones no nulas del

saturador izquierdo tienen siempre simetria par ante esta reflexién, por lo que tnicamente
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puede existir transmisiéon del saturador izquierdo hacia soluciones pares del saturador
derecho. La solucién oscilante par del saturador derecho, con amplitud A(Zi), ocurre para
Ee[—t,3t], mientras que la solucién oscilante del saturador derecho existe en el rango
Ee [—2’[, 2t] Por lo anterior, s6lo hay transmitancia en la intersecciéon de ambos rangos, es
decir, Ee[—t, 2t]. Una consecuencia adicional, es que si A(f) =A(2+) =0, entonces también
ocurrird que A(l_) =A(2_) =0, o, en otras palabras, si una onda incide por el segundo modo de

conduccién del saturador derecho, este sélo tiene como opcion reflejarse a través de este
mismo modo como si la regiéon dispersora actuara como una barrera infinita de potencial.

Esto explica por qué la transmitancia calculada en la Fig. 3.5 estda acotada por uno.

—T T — T T — T — T T — T T

1.0—| 4

(=]
0
T
L

0.6
0.4+

0.2+

ool— | |

Figura 3.5. Transmitancia (azul) y reflectancia (verde) del sistema mostrado en la figura 3.4.

3.4 Limitaciones del Método Directo

Como hemos visto en los ejemplos anteriores, para determinar las funciones de transmisiéon
y reflexién usando el método directo, es necesario conocer la forma de las funciones de onda
en los saturadores para plantear un sistema de ecuaciones acopladas. El niimero de dichas
ecuaciones corresponde al ntimero de sitios en la regién dispersora N. Por lo tanto, se hace
necesario invertir una matriz de dimensién N x N, cuyos elementos son las energias de sitio
v las integrales de salto que conectan a esta regién. Si suponemos que cada elemento de la
matriz almacena un nimero en precisién doble, requeriremos 8x Nx N bytes de memoria
para almacenarla. En otras palabras, si la regiéon dispersora contiene 100 &tomos, se
necesitaran alrededor de 80 KB de memoria, lo cual es perfectamente realizable con la
capacidad de computo actual. Por otro lado, si contiene 1 millén de dtomos, requeriremos 8
TB de memoria para modelarlo. Las dimensiones de un sistema unidimensional de tamafio
macroscépico son del orden de 10° 4tomos, por lo que es imposible de modelar usando el
método directo con cualquier tecnologia contemporanea. En el siguiente capitulo se planteara

una técnica alternativa para superar esta restriccion.
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IV

METODO RECURSIVO DE LA MATRIZ

DE DISPERSION

En el capitulo anterior, calculamos diversos sistemas con defectos usando métodos directos.
Sin embargo, esto tiene el inconveniente de que numéricamente es necesario invertir matrices
del tamafio de la regién de dispersién. A medida que esta crezca, nos encontraremos con
problemas de memoria computacional, debido a la dimensiéon de las matrices involucradas,
asi como un incremento considerable en el tiempo de cémputo, que vuelve en general
insostenible este tipo de calculos con la capacidad de computo actual.

En este capitulo, se propone un nuevo método para hallar la matriz de dispersiéon en
sistemas con Hamiltonianos de amarre fuerte arbitrarios. Este método consiste en calcular
la matriz de dispersion de un sistema, utilizando las matrices de dispersién de sus
subsistemas. Lo anterior permite un uso muy eficiente de la memoria computacional,

permitiendo abordar incluso sistemas con regiones dispersoras de tamafo macroscopico.

4.1 Composiciéon de Matrices de Dispersion

Consideremos un sistema A con N, sitios internos, M, sitios en su frontera y P, cadenas
acopladas con energia de sitio £ =0 e integral de salto t., como el que se muestra en la Fig.

4.1(A). Por definicién, los sitios en la frontera estan conectados a una o méas de estas cadenas

acopladas. Las eigenfunciones del sistema pueden escribirse como
Np M A Py o
[¥)=2 A+ 2 AT [F)+ 22 AL Cy ) (4.1)
n=1 n=1 =l m=1
donde | I n>, |Fn> y |Cn’m> son respectivamente funciones de Wannier del n-ésimo sitio interno,

del n-ésimo sitio en la frontera, y del m-ésimo sitio en la n-ésima cadena acoplada. En estos
iltimos, usaremos la convencién de contar los sitios con niimeros naturales comenzando a
partir del sitio frontera al que esta acoplada la cadena. Por ser cadenas semi-infinitas,

tenemos que

A?'m _ A\(:)e—ikma_i_ A‘f) é<ma' (42)
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Figura 4.1. Unién de dos estructuras (A) y (B) que generan un nuevo sistema (C), donde &, =57 +&5"

_ _AF BF _ _AF BF . ! _ 34 AF BF
E,=¢&, t&; Yy &=¢& +&; mientras que t'=1, +1;5.

De esta manera, las soluciones del sistema se interpretan como ondas entrantes y salientes
que viajan a través de las cadenas acopladas con coeficientes de amplitud A(]J') y AE_),
respectivamente.

Tomemos otro sistema B, con N; sitios internos, M, sitios en su frontera y P, cadenas
acopladas, cuyas soluciones se escriben en términos de coeficientes de amplitud Br(f) y B,(]_).

Como demostramos formalmente en el articulo anexo en el apéndice F, si sobre estos sistemas

consideramos las siguientes igualdades
A(’—f) =g® (4.3)
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para i=1,2,-- N, encontraremos la solucién de un sistema C que resulta de la fusién del
sistema A y B de acuerdo con las siguientes reglas:

(a) Las cadenas i =1,2;-- N de cada sistema son removidas., y los sitios en la frontera a
los cuales estos estan acoplados se superponen, sumando sus energias de sitio. Por
ejemplo, en la Fig. 4.1, al fusionar la cadena 1 de cada sistema, obtenemos que en C
la energia de sitio g =&4" +ep , g,=&L +& y g,=el" +&8F.

(b) Las integrales de salto entre dos sitios frontera conectados a las cadenas i =1,2;-- N

, . . . AF BF
se sumaran. Por ejemplo, en el sistema C se tiene que t'=t;, +t;5.

(c) Los sitios que no estén directamente conectados a las cadenas i=1,2,-- N, se
mantendran sin cambios tanto en energias de sitio como en integrales de salto.

(d) El sistema producido de la fusién de dos subestructuras con P, y P, cadenas
auxiliares respectivamente, tendrd P, + B, —2N cadenas acopladas y su matriz de
dispersién asociada serd de dimension [( P.+PR -2 N) ><( P+ R-2 N)]

Lo anterior puede ser aprovechado para resolver sistemas por medio de la solucion de los
subsistemas, como se hace a continuacién, en donde obtenemos la matriz de dispersién del
sistema C usando las matrices de dispersién de los sistemas A y B.

Sean S* y S° las matrices de dispersién de cada sistema, las cuales satisfacen

respectivamente
R R
AL AY ) (Sh S\ AY
y
HIREAE AN
R T sy
donde definimos
AL AL, B{" BiA
AV AL B,/ Bl

Como se muestra en el Apéndice B, la igualdad (4.3) nos conduce a que la matriz de

dispersién (S°) del sistema C satisface

A(*) A(*)
[ E)st{ (i) (4.7)
BZ BZ

donde
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S+ (1-S) E S-S
¢ = 22 T 21( 1§A11) 1312 2( §1) 12 (4.8)

SZ(' - 3?18?1)71 SA12 SBzz+ SBz(I - SA1$31)718A§B 1
En resumen, si conocemos la matriz de dispersién de sistemas pequenos, podemos
construir iterativamente la matriz de dispersion de sistemas cada vez mas grandes. Notese
que la dimension de las matrices de dispersiéon es igual al ntimero de cadenas acopladas y no
depende del ntimero de sitios internos. De esta manera, este método conduce a un importante

ahorro de esfuerzo computacional.

4.2 Bloques Basicos

Como se mostré en la seccién anterior, es posible determinar la matriz de dispersién
correspondiente a un sistema complejo mediante las matrices de dispersiéon de sus sub-
estructuras. De hecho, cualquier estructura compleja puede abordarse a partir de dos
estructuras elementales a las cuales denominaremos como estructura de sitio y estructura de
enlace, y que se muestran en la Fig. 4.2.

Como se demuestra en el Apéndice C, para una estructura de sitio con p cadenas
acopladas, la matriz de dispersién asociada de dimensiéon Px P es

( Ssmo) _ 2it. sin(ka)

= i—— 0. 4.9
moe—E+ ptd® ™" (4.9)

<X/
\r

t{/ o e ok
c .. © Senlace
L (2x2)

(Pxp)
Figura 4.2. (A) estructura de sitio con P cadenas acopladas, a la cual le corresponde una matriz de

dispersién S™ de dimensién (px p). (B) estructura de enlace cuya matriz de dispersién es S Je

dimensién (2x 2).

Por otro lado, en el Apéndice D se demuestra que la estructura de enlace genera una matriz

de dispersiéon de 2x 2 con componentes
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r para=m g
con r=————5—. (4.10)

enlace _
(S )“m_ ti(eika— re"ka) para nz m t? —t2e 2@
t

Las estructuras de sitio permiten aumentar o disminuir el niimero de cadenas acopladas,
asi como modificaciones a las energias de sitio de los sitios en la frontera. Por otro lado, la
estructura de enlace aumenta el namero de sitios de un sistema, y también permite modificar
integrales de salto entre dos sitios en la frontera. En la seccién 4.4 se mostraran ejemplos del

uso de estas estructuras.

4.3 Saturadores

Para modelar sistemas con saturadores arbitrarios, es necesario considerar estructuras
acopladas distintas a las cadenas que se muestran en la Fig. 4.1. Afortunadamente, el método
en la seccién 4.1 nos permite modelar a los saturadores de manera individual, resolviendo la
matriz de dispersion de un sistema semi-infinito con sitios frontera conectados a cadenas
periédicas. La informacién de esta matriz se utilizara con la de otras matrices de dispersion
de otros subsistemas, para asi resolver las propiedades de dispersiéon de sistemas maés
complejos.

Consideremos una estructura periddica semi-infinita (saturador) con Q &tomos en su
seccién transversal, en cuya frontera se conectan cadenas unidimensionales periddicas con

energia de sitio £=0 e integral de salto t. tal y como se muestra en la Fig. 4.3. En la

seccién 2.4 demostramos que los coeficientes de la funciéon de onda en la region semi-infinita

estan dados por

Q _ _ Q
Com=a% (BYe™ +B ™)+ > alB & F, (4.11)
’ s=1 s=Q+1

g gl g g gl gl gl gl
oo tL 51/ tL ,"1/ tL l/ tL gl tL €, tC /0 tC ' tc ' tC o o 0

. %, L @ b @ b , b ., fe ‘o e © e © e ..
e tL ’3/ tL ‘3/ t|_ éz/ t|_ ‘_3/ t|_ 63/ tC /0 tC ' tC ' tC ..

e "tL_&s tL "s tL "s tL "s tL ‘"e tC /0 tC ' tc ' tC L)
LU tL l'ﬁ/tL ”;'s/tL ’6'5/tL gs/tL gs/tc ,0 tC ' tc ' tC oo
n=...-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Figura 4.3. Extremo de un saturador (esferas verdes) al cual se le conectan cadenas atémicas periédicas
(esferas azules) con energia de sitio nula e integral de salto t.. Las funciones de onda (4.11) y (4.13) deben

ser iguales en los sitios frontera (esferas amarillas).



para N=0,—-1-2;--. La primera suma corre sobre los Q canales abiertos, que satisfacen

‘(E—Ef)/ZtL‘<1, y la segunda abarca los (Q—Q) canales cerrados, para los cuales

‘(E— Ef)/ 21‘1_‘ >1. A su vez tenemos que BM(BH) corresponde a la amplitud de la onda

S S

entrante (saliente) en el canal abierto S, B, es la amplitud de la onda en el canal cerrado
S, F' estd definida en (2.57) y k es tal que

E-EY -
arccog — L e( 0z] par@= 1,2; Q

L

k.a= (4.12)

) E-EY
arccos
2tL

Por otro lado, los coeficientes de la funcién de onda en las cadenas unidimensionales

e[ Op) pard=Q+ @+ 2, Q

acopladas al sistema resultan ser

C, =Alghna  pC)dna (4.13)

nm~— " m
m

para N=0,1,2;--, donde A(NT) (A(_)) es el coeficiente de amplitud de la onda entrante

(saliente) por la cadena unidimensional acoplada al M- ésimo sitio de la cadena semi-infinita.
Al analizar la frontera entre el saturador y las cadenas acopladas hallamos que las

ecuaciones a cumplir son de la forma

-EC,,+tC, +C =0. (4.14)
Usando las ecuaciones (4.13) y (4.14) obtenemos que
BNG) i _+ aika (-) i _ ika
C,.=Al LL(E t.e )}rAm[tL(E & )} (4.15)
el cual, de acuerdo con la ecuacién (4.11), puede también escribirse como
Q _ _ Q
Cin=Dai(BYe™+Bd*)+ > aB e-F. (4.16)
s=1 s=Q+1

Adicionalmente, de (4.11) tenemos que
Q Q
Com=2 W (B +B))+ D aBF, (4.17)
s=1 s=Q+l
Mientras que de (4.13) resulta
Com=AL +A). (4.18)

Las ecuaciones (4.15) y (4.18) pueden escribirse de forma matricial como

Co)_(ME M)A »
C, B MzB,l Mg,z AL ) (4.19)

donde
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n1l 1
C, N Al
C,=| 7| y A= (4.20)
C +
n.Q A(Q)
y
(ML), (Mi‘z) =m
(M), - 2(E-te*)o, (121)
(M22),,,= (E e)om
De forma andloga, (4.16) y (4.17) conducen a la ecuacién matricial
B+
B B B
(CO ] - Mgl M;Z MB“ B |, (4.22)
C—l M 21 M 2,2 M 2,3
B
con
BZ(Li) Q+1
N Bt B
B9 =| 2 | y B=| o7, (4.23)
B By
y las matrices M2, M?,, M3, M5,, M2, y M3, son tales que
(Mi)n‘m :(M ifz)n,m:ar(]m)
(M 2,1)n = e—ikaar(]m)
(M3,), , =€“a” (4.24)
m+Q
(Mis)n’m Zag )
—al m+Q
(M2,) =e*oF o™
Igualando el lado derecho en las ecuaciones (4.19) y (4.22), se muestra en el Apéndice E que
se satisface

B(_) =D A(+) = Dl'l D1'2 A(+) (4 25)
B B D2,1 D2,2 B™ ’ .

donde
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con MP=(MP, MP). (4.26)

Puesto que los primeros (Q+ Q) renglones de la matriz D relacionan a las ondas entrantes

y salientes del sistema, podemos concluir que corresponden a los elementos de la matriz de

dispersién del saturador (S'ead), expresada como
AL Al
=S . (4.27)
B B

4.4 Aplicacion en Sistemas con Defectos

A continuacién, se analizaran diversos ejemplos de aplicacién para determinar la matriz de
dispersiéon usando el método en la secciéon 4.1, a partir de las matrices de dispersion de las
estructuras de sitio y de enlace, asi como de los saturadores. Los resultados seran usados
para expresar las funciones de transmisién, los cuales se compararan con aquellos obtenidos

en el capitulo III.

4.4.1 Defecto Fano

En esta seccion obtendremos la matriz de dispersién para el sistema de la Fig. 3.2 por medio
de las estructuras elementales descritas en la seccién 4.2. Para ello seguimos el procedimiento
ilustrado en la Fig. 4.4. En cada iteracién, fusionamos los sistemas al hacer Agi) = B(f). Los
pasos son:

a) Establecemos las estructuras que se usaran a lo largo del ensamblaje del sistema. En
este caso emplearemos: una estructura de enlace con integral de salto t' y matriz
asociada S2a [Fig. 4.4(a.1)], dos estructuras de sitio con una y tres cadenas acopladas
[Figs. 4.4 (a.2) y (a.3)] respectivamente, y por tdltimo un saturador unidimensional
[Fig. 4.4(a.4)].

b) Empezamos fusionando la estructura de enlace consigo misma para generar una

cadena unidimensional compuesta por 3 sitios, 2 cadenas auxiliares y matriz asociada

S2 con dimensién (2>< 2).
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Figura 4.4. Elaboracién de una estructura que presenta un defecto Fano de N’ atomos. Los incisos (b) a

(h) muestran el procedimiento seguido usando los subsistemas definidos en (a).



¢) Uniendo el sistema producido en (b) con una estructura de enlace, se obtiene una
nueva estructura constituida por 4 sitios, y su matriz de dispersién es almacenada
nuevamente en S2. Esta renormalizacién es posible debido a que el sistema mantiene
el nimero de cadenas acopladas.

d) Repitiendo el proceso anterior N<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>