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Introduccién

El objetivo inicial de este trabajo es dar una presentacion unificada de la h-
transformada de Doob (Capitulo 4). Posteriormente, se vio que un articulo
reciente la utilizaba como herramienta primordial, por lo cual se generé el
interés de estudiar dicho articulo (Capi tulo 6).

Para poder abordar el estudio de la h-transformada, se requiere una am-
plia gama de conocimientos previos:
-Primero fue necesario estudiar teoria de martingalas, semigrupos, teoria
bésica de procesos de Markov y dar por hecho algunos resultados de teoria
bésica de difusiones y calculo estocdstico para no extender mas esta tesis. Los
teoremas de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas
y el calculo estocastico de Ito los estudié en el curso de Procesos estocasticos
2 en la licenciatura impartido por la doctora Maria Emilia Caballero, y se
encuentran en su texto Introduction to Stochastic Integration. Estos resul-
tados se encuentran el la seccién 1, resultados preliminares, no todos estan
probados aunque si en su mayoria. Para el estudio de la teoria de proce-
sos de Markov y semigrupos, segui el texto de Erhan Cinlar Probability and
Stochastics y para teoria general de martingalas, las notas de la profesora
Perla Sousi de su curso Advanced Probability impartido en 2013 en la uni-
versidad de Cambridge y de las notas del profesor David Gamarnik del curso
impartido en 2013 en el MIT Advanced Stochastic Processes. Los teoremas
de existencia y teoria bésica de difusiones de esta seccion vienen enunciados
en Stochastic Differencial Equations, An Introduction With Applications de
Bernt Oksendal.
-En segundo lugar, teoria de difusiones: propiedad de Markov y Markov
fuerte, definicion del generador infinitesimal, propiedad del valor medio en-
tre otras.
-Finalmente, en la seccion 3, se estudia andlisis cualitativo de difusiones:
formula de Dynkin y calculo de probabilidades de salida asi como una coleccion
de aplicaciones. Poder calcular estas probabilidades sera de gran utilidad a
la hora de construir ejemplos de procesos h-transformados en la seccion 4. El
texto de referencia para estos dos ultimos temas fue Stochastic Differencial

Equations, An Introduction With Applications de Bernt Oksendal.



Ya con todo esto, podemos abordar en la seccién 4 el primer tema men-
cionado: la h-transfromada de Doob de un proceso de Markov. Este tema
se usa y acepta pero no suele encontrarse una presentacion unificada en la
literatura. Seguiremos para esto un trabajo de Alex Bloemendal Doob’s
h-transforms: theory and examples, 2010 en el cual enuncia una serie de re-
sultados y da una larga lista de ejemplos de cémo condicionar un proceso.
Como en el trabajo de Bloemendal sélo se da una idea de las pruebas de
los principales resultados y otros no se prueban, nos propusimos presentar
el tema con todas las demostraciones completas, llenando todos los huecos
dejados por el autor (el trabajo no se publicd) y explicamos con todo detalle
varios ejemplos de cémo condicionar procesos tanto continuos como discretos
para que se comporten de cierta forma predeterminada. Para construir es-
tos ejemplos, los resultados de las secciones anteriores sobre difusiones seran
extremadamente ttiles. Como es de esperarse, el semigrupo del proceso y el
generador infinitesimal (en caso de que se trate de una difusién) se modifican
al obtener el nuevo proceso condicionado, veremos de qué forma se trans-
forma. Al terminar esta seccién, el lector sera capaz de construir facilmente
sus propios ejemplos de procesos condicionados siempre que conozca el semi-
grupo del proceso o el generador infinitesimal si se trata de una difusion y
la correspondiente funcion armoénica, la cual se definira es esa seccién y que
esta ligada a la probabilidad del evento al cual se quiera condicionar. Vale la
pena senalar que la h-transformada se puede definir para clases mas amplias

de procesos de Markov (es decir, no solo para difusiones).

Posteriormente, cuando considerabamos que el trabajo ya estaba termi-
nado, vimos que un articulo reciente de gran interés general utilizaba la
h-transformada para difusiones como herramienta béasica, por lo que decidi-
mos abordarlo en esta tesis. Para poder estudiarlo, hizo falta profundizar
mas en el estudio de difusiones. Por ello, en la seccién 5, estudiaremos mas
propiedades: definiremos lo que es la funcion de escala y la medida de veloci-
dad de una difusién (resulta que el generador infinitesimal estd fuertemente
ligado a las dos primeras)y su relacién con las funciones de Green. La medida

de velocidad es un concepto muy usado pero la forma en que se aborda en



los textos no resulta nada clara: se define como la medida que satisface una
igualdad en la cual estdn involucradas las funciones de green, y se dice que
"define la velocidad a la cual la difusién se mueve en intervalos”. En este
trabajo ademdas de mencionar esta definicion, se agrega un estudio mas con-
structivo que explica el por qué se le da ese nombre. Para ello, nos guiaremos
en las notas del curso de Analisis Estocastico impartido en la universidad de
Oxford por Alison Etheridge en 2016 Stochastic analysis and PDEs, 2016.
Lo que se hace ahi es, partir de una difusién cualquiera y con un cambio
de escala y un cambio de tiempo, convertirla en un movimiento browniano.
Resulta que este cambio de tiempo esta dado por la medida de velocidad.
Otros resultados interesantes de esta secciéon son La férmula de Volkonsky,
que muestra cémo se ve afectado el generador infinitesimal de una difusion
al aplicarle un cambio de tiempo y cémo obtener al generador infinitesimal

a partir de la medida de velocidad y la funcién de cambio de escala.

Ahora, tendremos las herramientas para abordar el segundo articulo: On
Inversions and Doob h-transforms of Linear Diffusions 2015 por Larbi Alili,
Piotr Graczyk y Tomasz Zak. En este, se hace lo siguiente:

Abstract Let X be a reqular linear diffusion whose state space is an open
interval E. We consider the dual diffusion X* whose probability law is ob-
tained as a Doob h-trasnfrom of the law of X, where h is a positive harmonic
function for the infnitesimal generator of X on E. We provide a contruc-
tion of X* as a deterministic inversion I(X) of X, timechanged with some
random clock. Such inversions generalize the Fuclidean inversions that in-
tervene when X s a Brownian motion.

Este articulo, interesante por si mismo, ha resultado de gran importancia
puesto que ha permitido a sus autores en colaboracién con Loic Chaumont
resolver un problema que desde los anos 70 fue planteado por Lamperti, y
que consiste en poder generalizar la transformada de Lamperti a R". El
articulo en el que se resuelve este problema se titula Inversions, duality and
Doob h-transforms for self-similar Markov processes, 2017:

Abstract: We show that any R\ {0} -valued self similar Markov processes
X, with index o > 0 can be represented as a path transformation of some

Markov additive process in S?' x R. This result extends the well known



Lamperti transformation. |...]

En este, entre otras cosas, se prueba que se puede obtener al dual de una
difusion X componiendo con una inversiéon y un cambio de tiempo, lo que
permite obtener al proceso h-transformado facilmente y deriva en una gran
cantidad de ejemplos.

Finalmente, en la seccién 7, para ilustrar la teoria de las secciones pre-
vias se concluye este trabajo con un breve estudio de los procesos de Bessel;
se construird de distintas formas: primero como solucién de una ecuacion
diferencial estocdstica, como h-transformada usando la teoria de la seccion 4
(Con esto, deberia quedar claro por que se afirma que el proceso de Bessel es
un movimiento browniano condicionado), como inversién usando la teoria de
la secciéon 6, como transformada de Lamperti de un movimiento browniano
con deriva y para cerrar, como inversion de un Bessel siguiendo la teoria
desarrollada en [1], pues existe una relaciéon de dualidad entre los procesos
de Bessel de dimension 0 y 4 — . Para la construccién del proceso de Bessel
como solucion de una ecuacion estocastica, seguimos la construccion dada
por Mark Yor y Daniel Revuz en el libro Continuous Martingales and Brow-
nian Motion y algunas de la propiedades son del texto Brownian Motion and

Stochastic Calculus de Toannis Karatzas y Steven E. Shreve.

Esta tesis fue realizada bajo la direccion de la doctora Maria Emilia
Caballero Acosta.
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1 Resultados preliminares

En este capitulo enunciaremos algunos resultados y definiciones bésicas de
teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas, martingalas y procesos de
Markov que necesitaremos més adelante(algunos no se probaran). Con esto
estaremos preparados para abordar el andlisis de difusiones, soluciones de
ecuaciones diferenciales estocéasticas asi como sus propiedades. Puesto que
resolverlas puede resultar muy laborioso, en los primeros capitulos nos enfo-
caremos en el analisis cualitativo de éstas: ;Qué se puede decir de la solucion
de una ecuacion diferencial estocastica sin tener la solucién explicitamente?
. Podemos, dada la solucion, construir una nueva a partir de ésta de modo
que tenga un comportamiento ”predecible”?

Primero, hablaremos de cuando podemos garantizar la existencia de una
solucién y distinguiremos dos diferentes tipos: fuertes y débiles. Luego
daremos algunos resultados sobre Martingalas, definiciones y propiedades
de los procesos de Markov asi como de sus semigrupos y terminaremos con
la propiedad de Markov para difusiones. Con estas bases, podremos abordar

los temas de interés para este trabajo.

Definicién 1.1 Igualdades entre procesos
Sea (Q, F,{Fi}1>0, P) un espacio de probabilidad, {X;}o<i<r y {Yi}o<t<r dos
procesos en este espacio,

Xt7 Y; : Q — R
1-Decimos que X yY cont en el intervalo [0,T] son indistinguibles si
P(X;=Y, tel0,T]) =1

FEs decir, salvo en un conjunto de medida 0, X;(w) = Y;(w) para toda t en el

intervalo [0,T), por lo que las trayectorias son las mismas.

2-Decimos que dos procesos X y Y con t en el intervalo [0,T] tienen las
mismas distribuciones finito dimensionales si para todo n € I y dados
0<t; <..<t, <T cualesquiera,

P(Xy, € Ay, Xy, € Ay) =P(Y,, € Ay, .., Y,, € A,)

11



para todo A; € B(R) y A= (As,---,A,) € B(R").

En este caso, los procesos no tienen por qué estar definidos en el mismo
espacio de probabilidad, por lo que la igualdad se puede dar para dos medidas

de probabilidad P y Q relativas a dos espacios distintos.

Definicién 1.2 Ecuaciones diferenciales estocasticas y soluciones débiles y
fuertes

Sea (Q, F,{Fi}+>0,P) un espacio de probabilidad y B definido por B, =
(B1(t), ..., Bi(t)) un movimiento browniano m-dimensional donde {F;}i>o
es la filtracion canonica completada generada por este movimiento browniano
(siempre se dard por hecho que se estd trabajando con la medida completada).

Sean b y o funciones medibles,
b(t,z) : R x R* — R"
o(t,r) : R x R" — R™™
y consideremos la ecuacion diferencial estocdstica
dX; =b(t, Xy)dt +o(t, X)dB;, 0<t<T Xy=ux

Un proceso X adaptado a la filtracion {Fi}i=0 y que satisface la ecuacion
anterior es llamado solucion fuerte de la ecuacion.
Si B es otro movimiento browniano con respecto a otra filtracion {H}ejorr

Y X es un proceso adaptado a {%t}te[QT] que satisface
dX; =b(t, X)dt + o(t, X)dB, 0<t<T Xy=ux
entonces decimos que X es una solucién débil de la ecuacion.

Teorema 1.3 Teorema de existencia de soluciones
Sea (2, F,{Fi}i>0,P) un espacio de probabilidad, donde F; es la filtracion
generada por un movimiento browniano B;. Sean b y o funciones medibles,

b(t,z) : R x R® — R"

o(t,r) : R x R" — R™™

12



tales que satisfacen las siguientes condiciones Lipschitz:

’b(t,$)—b(y)‘+|0'(t,l’)—0'(t,y)’ < D|I—y’ x,y € R" te€ [O7T] DeR’

[b(t, )| + |o(t, )| < L(1 + [x])

donde
o> =) loyl*y L e R*

Si Xo es Fo-medible, E[X?] < oo, Xy es independiente de By ¥Vt > 0 (es
decir Xy es independiente de Fo+ ) , entonces eziste una unica solucion fuerte

X a la ecuacion diferencial estocdsitca:
dXt = b(t7Xt)dt + O'(t, Xt)dBt 0 S t S T XO = X9

es decir, cualquier otra solucion fuerte X' es indistinguible de X. Si X,
es otra solucion débil a la ecuacion, entonces X y X tienen las mismas

distribuciones finito-dimensionales.

1.1 Algunos resultados sobre Martingalas

Si {X;}4>0 es un proceso continuo en R, diremos que el proceso cruza el
intervalo [a,b] si existen 0 < t < s < oo tales que X; < a < b < X,. Es
decir, cada vez que pase de estar "por debajo” de a a estar "por arriba”
de b. El objetivo del siguiente resultado es acotar el ntimero de veces que
una super-martingala real discreta atraviesa (upcrossing) un intervalo |a, b].

Doob’s upcrossing lemma nos da una cota para el valor esperado de cruces.

Definicién 1.4 Sea {N,} familia creciente de sub o-dlgebras de F en
(2, F,P). Una funcion
7:Q— 0,00

es tiempo de paro con respecto a {N;} si {w;T(w) <t} e N; Vi > 0.

Definicién 1.5 Sea {X,,},ew un proceso. Decimos que X es una sub-
martingala si
E I:XnJrl’Xan] = Xn

13



Definicién 1.6 Sea X una supermartingala discreta en R. Sea Uyla,b](w)
el mdximo k tal que se satisface lo siguiente:
Ezisten

0<si <t <..<sp, <t <N

Xg(w)<a<b< Xy(w) 1<i<k

Es decir, Uy/|a, b] es el nimero de veces que X atraviesa de “abajo” a "arriba”

el intervalo [a, b).

Teorema 1.7 Doob’s upcrossing lemma
Sea { X, }new una super-martingala y a,b € R tales que a < b. Entonces para
todo N > 0:

(b—a)E [Uxla,b]] <E[(Xy —a)7]

donde (Xn — a)~ es la funcion "parte negativa” de Xy — a:

3 a—Xy st Xy<a
(Xy—a)” =
0 o.c

Demostraciéon Definiremos una coleccién de tiempos de paro: Ty = 0 y
recursivamente:

La primera vez que X,, toma un valor inferior o igual a “a”, con n > Ty
Spr1 =inf{n > Ty : X, <a}
La primera vez que X,, toma un valor mayor o igual a "b”, con n > Ski1
Tir1 =inf{n > Sp11 : X, > b}
Por construccion,
Xp, —Xg, >b—a 'y Uyla,b] <N

Notese que en general, para k natural arbitrario, no sabemos si T, y Sk
ocurrieron antes o después del tiempo N. Pero como Uyla,b] < N, podemos

partir la siguiente suma en dos:

14



N UN[a,b}
Z (Xran — Xgan) = Z (X1, — Xs,)
k=1 k=1
N
+ Z (XN = Xsan) Ly fapl< Ny
k:UN[a,b]—l—l

Obsérvese que si k > Uyla,b] + 1, entonces T, > N pues de no serlo,
tendriamos otro upcrossing, por lo que Ty ja 541 AN = N.

Como por construccion:

Tuyab+1 < Suylap+2 < Tuylap+2 < Svylabl+3

entonces Sy AN = N para k > Ul +2. Por ello, el tinico término que puede
ser distinto de 0 en la segunda suma es el primero en caso de que Sy [ap + 1
sea menor o igual que V.

Tomando en cuenta esta observacién, la expresién anterior se simplifica en:

Unla,b]

N
Z (XTk/\N - XSk/\N) = Z (XTk - Xsk)+<XN - XSUN[a,bH»l) ]]'{SUN[a,b]+1§N}

k=1 k=1

e Observacion 1:
Como Sy AN y T, AN N son tiempos de paroy Sy AN < Tp AN, por el

Teorema de Paro Opcional de Doob:

E[ng/\]v] > E[XTkAN] Vk € N

Por lo que:
E [ X7 anv — Xsan] <0
y
N
E ZXTkAN — Xgan| <0
k=1
e Observacion 2:
Un [a7b] Un [a,b

]
X7, — Xs, > Y (b—a) =Uy[a,b](b - a)
k=1 k=1

15



Por lo cual:
Unla,b]

E| Y Xp—Xs | >E[Uylab]] (b-a)

e Observacion 3: Como X es menor o igual que a
Suplab )

J+1
XSUN[a,b]+1 ) ]l{SUN[a,b]JrlSN} <a- ]l{SUN[a,b]+1§N}

Multiplicando por —1 de ambos lados y sumando X y - ]l{SUN[a,b] ..} obtenemos

que:

(XN - XSUN[a,b]> ']l{SUN[a,b]HSN} > (XN - a) ]l{SUN[a,b]HSN} > = (XN - a)i

Utilizando las tres observaciones, podemos acotar la esperanza del término
inicial:

N

> (Xraw - Xswv)] > (b= a)E [Uy[a,b] - E [(X, —a)7]

k=1

0>E

y por lo tanto
E[(X,—a)"] > (b—a)E[Uyla,b]].

Claramente Uyla,b](w) es no decreciente con respecto a N, por lo que

podemos definir:
Usola,bl(w) := lim Uyla, bj(w)
N—o00

el nimero de upcrossings de X,, para n € IN. El objetivo es probar que este
nimero es finito casi seguramente, para cualesquiera a y b.

Es decir, si definimos
Aop = {w: Uxla,b](w) = 0o}
queremos probar el siguiente resutlado:

Proposicién 1.8 Sisup, E[|X,|] < oo entonces P (A,p) =0

16



Demostracién Por el lema 1.7,
E[Unla,b]] < (b—a)'E[(X, —a) ] < (b—a)'E[|X,| +a]

Como Uyla, b] es monétonamente creciente, por el teorema de convergencia

mondtona:
E[Ula,b)] < (b—a)™" (sup]E [ X5 + a]) < 00
Por lo que IE [Ula, b]] < oco. Pero entonces,
Ula,b] < oo cs.

Es decir, el nimero de upcrossings del processo X, es finito salvo en un

conjunto de medida 0, por lo que

P (Ayp) =0

Es decir, eventualmente, el proceso X,, se mantiene por encima de a o por

debajo de b, para cualesquiera a, b € R.

Teorema 1.9 Primer teorema de convergencia de Martingalas (Doob)

Supongamos que X es una super martingala discreta que satisface
sup E [| X,|] < o0

n

Entonces, X :=lim,,_., X,, existe casi sequramente, por lo que
X, = Xy c.s.

y ademds E [| Xw|] < 00

Demostracién Sea A el conjunto donde X, no converge:

A ={w: X, (w) no converge a un limite en R}

= {w: liminf X, (w) < limsup X,,(w)}

n

17



= U {w : liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w)}

a<b:a,be@Q n

Usando la notacién que definimos previamente, podemos reescribir A

como sigue:

A= U {w: Uyla,b](w) = oo} = U Aoy

a<b:a,beQ a<b:abeqQ
Por la proposicion anterior

P(Aa b) =0

)

Por lo que P(A) = 0 por ser unién numerable de conjuntos de medida 0. Por

lo tanto, X,, converge en [—o0, o] c.s. Es decir,

liminf X,, = limsup X,, = X,

Falta probar que X, € L:
Xl = E [tim inf [ X, " i inf B 1,
< limsup E [| X,,|]
< sup B [[X,[] < oo

Por lo que X es finito c.s. |

Este teorema es sorprendente: notese que en general, el hecho de que
sup,, [E[| X,,|] sea finito no implica que la sucesién converja, por ejemplo la
sucesién { X, (w) = (—1)"},en claramente diverge y el valor absoluto de la
esperanza de sus términos esta acotada por 1. Este resultado es también
valido para super-martingalas continuas, pero la prueba es mas elaborada y

no se incluiré.

1.2 Kernels, procesos de Markov y propiedad
de Markov

Daremos a continuaciéon una breve presentacién de los procesos de Markov.

18



Definicién: Sean (E, &) y (F,F) espacios medibles. Sea
K:ExF >R,

K(z,B)e Ry z€FE BeF

K es un kernel de transicion si:
e El mapeo z — K(x, B) es E-medible VB € F
e El mapeo B +— K(z, B) es una medida en (F, F) Vz € E

Propiedades:
e K actua sobre las funciones positivas F-medibles:
SifeFy

Kf(z) r=/FK(x7dy)f(y) :Z/Ff(y)K(x,dy) rek

es una funcién en £, (€-medible y positiva).

Demostracion:
Basta probarlo para las funciones simples medibles, puesto que se extiende
naturalmente a las medibles usando el teorema de convergencia mondtona y
observando que el limite de funciones £-medibles es £-medible.
Sea f: F — R"

flx) = sz‘]lBi(ﬂf) con B; € F

Entonces,

Kf(r) = Z biK (z, B;)

Como por definiciéon K (x, B;) es una funcién £-medible, entonces K f(z) es

E-medible pues es una combinacién lineal de funciones £-medibles. |

e Si p es una medida de (E, €)
pK(B) ::/K(:U,B)u(dx) BeF
E

define una medida uK en (F, F).
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Demostracion:

i)Positiva: pK(B) = [, K(x, B)u(dr). Como para cada x, K(z,-) es una
medida, entonces K (x, B) > 0 para toda z. Por lo tanto, uK(B) > 0.

i1) Una vez més, por ser K (z,-) una medida, se tiene que uK (@) =0

i1i) Sean {B;};en conjuntos disjuntos y B; € Fpara toda i en IN.

e / K| Boutds) = / S (e, ) i)

- Z[EK(x,Bi),u(dx) = Z,MK(Bi)

Definicién 1.10 Sea { P, }icu una familia de kernels de (E,E) en (E,€) y
sean 0 < s <t < u. Decimos que son funciones de transicion markovianas
St

Ps,tPt,u = Ps,u
Es decir, si satisface la ecuacion de Champan-Kolmogorov. Obsérvese que

otra forma de escribir la expresion anterior en el caso en que f = 1p es:
/ P, . (y, B)Ps(x,dy) = Psu(x, B)
E

Definicién 1.11 Decimos que un proceso X adaptado a una filtracion {F;}
es markoviano o de Markov si para cualquier funcion f en £y y para

u>t>0 se cumple que:
E[f o Xu|F]=E[foX,|X]

Es decir, la mejor aproximacion en Ly F;-medible de X;,; coincide con la

mejor aproximacion o(X;)-medible:
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Definicién 1.12 Un proceso X markoviano admite a una familia de kernels

{P;.} como funciones de transicion si:
EfoXulXi] = (Puf)o Xy u>t

Definicién 1.13 Un proceso X markoviano con kernel {Ps;} con s <t es

homogéneo con respecto al tiempo si
Psy = P,_s para algin kernel P,
Obsérvese que como consecuencia, se tiene que
P(Xits € B|Xs =) = Py sl p(z) = Pyl p(z) = P(X; € Bl Xy =x)

Notacion: De ahora en adelante trabajaremos con procesos markovianos
homogeneos con respecto al tiempo. Por ello, diremos que X tiene kernel o

funciones de transicién {P;} donde:
P, =P, s,5+t 5§20

Es decir, el sub-indice indica el tiempo transcurrido desde la ultima obser-
vacién del proceso. Por lo tanto, si el proceso markoviano es homogéneo,
podemos reescribir la definicién 1.12 como sigue:

Un proceso X markoviano homogéneo admite P, como funcién de transicién
si:

E[f o Xiys|X] = (Pf) 0 X,
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Proposicién 1.14 Sea X proceso markoviano homogéneo con funciones de

transicion {P,}. Entonces:
IP(Xt+s S B’Xs) = Pt(X57 B)

Demostracién Sea f(w) =1p(w) vy B€€

Por una parte:

E [f © Xt+S|XS] =E [ﬂB(Xt+S>’X8]
= P(Xy4s € B|X;).

Por otra parte:

(Plp)o X, = / 15(y)Pi(z,dy) o Xy = Pz, B) o Xy = P(Xs, B).
E

Corolario 1.15 Sea X definido como en el teorema anterior:
P(X;ys € B|X, =y) = Py(y, B).

Proposicién 1.16 St X es un proceso de Markov con funciones de tran-
sicion {P;}i=0, entonces {P,}4~o son funciones de transicion Markovianas
(también se dice que forman un semigrupo de operadores, donde P; actia
sobre las funciones continuas acotadas medibles de E en R). FEs decir, si
s <t:

PsPt - Ps+t'

Demostracién

Basta demostrarlo para las indicadoras, pues se extiende naturalmente a las
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funciones medibles usando los teoremas de convergencia.

P dp(z) = /E]IB(y)Ps+t(‘Tﬂ dy)

= S+t(xaB)
= P(X;ys € B|Xy = )
- IPx (Xt+s c B)

— [ P(Xows € BIX.)aP"
Q

P(X.. € BIX, = y)dP%,(dy)

IP<Xs+t € B’Xs = y>dPs(x7 dy)

I
S—5—

T

Pt(y7 B)dPS(ZL‘, dy)
E

= P,P\(z, B)
= P,PAg(x).

1.3 Propiedad de Markov para difusiones

Las soluciones a las ecuaciones diferenciales estocasticas del siguiente tipo
dX; =b(Xy)dt + o(Xy)dB;, s<t X;=ux condicion inicial

donde B; es un movimiento browniano m-dimensional, son llamadas difu-
siones.

Bajo las condiciones del teorema de existencia fuerte de soluciones de
ecuaciones diferenciales estocasticas, existe una tnica solucién fuerte. Deno-
taremos a esta solucién X; = X;* s < t. Si s = 0 escribiremos X} en lugar
de X7

Proposicion 1.17 X es homogéneo con respecto al tiempo, es decir, X,

. . . . ., 0
tiene la misma distribucion que X,*.
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Demostracion
s+h s+h
Xjfh:x+/ b(X;jﬂ/‘)dqu/ o(X)%)dB,
h n ]
o+ [0+ [ o),
0 0

donde B, = B, — Bs es un movimiento browniano.

Es decir, el proceso X7}, satisface la ecuacién
dX = b(X)dt + o(X(15)dBr.

Observacion: La anterior igualdad entre las dos integrales estocésticas se
da por lo siguiente.
Sea II,, = [to, t1, t2, ..., t,] donde ty = 0, t,, = h particién del intervalo [0, h]

n

h
/ 0(Xopo)dBy = lim S 0(Xuri)ABy,
0

I1,,|]—0
I i=0

= lim U(Xs+t1)ABt1+ +U<Xs+tn>ABtn

[T |—0

= lim O_(Xs-i-tl) [B5+t1 - Bs - (BS+0 - BS)] + ..

|IL,|—0
+ [Bott, = Ba = (Bott,y — Bs)]

= hm U(Xs+t1>ABt1+ +U(Xs+tn)ABtn
|1, |—0

n

= \Hli?io ; 0(Xs41,)ABs i1,

— \r{lﬁl—lm Z O'(Sul)ABul

=0
s+h
= / o(X,)dB,

Por otra parte, si s = 0 se tiene que:
h h
X' =a 4+ / b(X2")dv + / o(X%")dB,,
0 0
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es decir, el proceso Xto * satisface la ecuacién
dX)" = b(X)")dt 4+ o(X")dB,.

0, , . . . . .
Como X, y X 7, satisfacen la misma diferencial, por el teorema de exis-

tencia y unicidad, deben tener las mismas distribuciones finito dimensionales,

denotadas P°. Por lo tanto, X es homogéneo con respecto al tiempo. |
O,z
X Xovh
z z
0 h 0l s s+h

Definicién 1.18 Definimos P* la ley de probabilidad para X = {X;},, con

x € R™ es decir, P* es la distribucion de X; dado que Xy = x
P*[X,, € By, ..., Xy, € B =P [X] € By, .., X} € Ey]

donde E; C R"™ pertenece a la o-dlgebra de Borel.

Denotaremos por .E(m) a la o-dlgebra generada por { B.;r < t} movimiento
browniano m-dimensional y por M, a la o-dlgebra generada por {X,; r < t}.

Una consecuencia del teorema de existencia de soluciones, es que X; es
un proceso Fy-medible y por lo tanto M; C «7:t(m).
Teorema 1.19 Propiedad de Markov para difusiones.

Sea f una funcion Borel-medible, f : R" — R y X una difusion. En-
tonces, para t, h >0

B |f(Xen)|F™) = BX [1(X0)].

Notacion: EY [f(Xy)] == E[f(X/)].
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1.4 La propiedad fuerte de Markov

Definicién 1.20 Sea {N,} familia creciente de sub o-dlgebras de F en (2, F,P).
Una funcion

7: Q= [0,00]
es tiempo de paro con respecto a {N;} si {w € Q|7(w) <t} eN, Vi >0.

Ejemplos:
1- Si 7(w) = tp Vw entonces 7 es tiempo de paro, pues
Q, sit<t,
{wlr(w) <} = o
0, sit>t,.
2- Sea X una difusién adaptada a una filtracion {F; };>0 y U C R™ abierto.
Ty = inf{t > 0; X; ¢ U} es un tiempo de paro con respecto a {Fi}i>0 ¥
se le llama tiempo de salida de U. Lo anterior es también valido para U
boreliano.

La prueba se puede leer en Dynkin, Markov Processes, volumen 1, pagina
109.

Definicién 1.21 Sea T un tiempo de paro con respecto a {M;}. La o-dlgebra

parada M, se define como:
M. = la o-dlgebra generada por { Xmin(s,r) }s>0-
FEs decir, para cada w € Q2 tenemos una sigma dlgebra M.

Observacién: Si X es una difusién adaptada a una filtracién {F; }>0
y T es un tiempo de paro con respecto a esta, entonces X, es una variable
aleatoria F, -medible, donde

X.,-(w) = XT(U_,) (w)

Teorema 1.22 Propiedad fuerte de Markov para difusiones
Sea f una funcion Borel acotada en R™, 7 un tiempo de paro con respecto a

E(m) tal que T < 0o c.s. Entonces:
B [f(Xen) | ™) = B [£(X0)|X].

La prueba se puede leer en Oksendal, Introduction to Stochastic Diferential

Equations.
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2 Difusiones y sus propiedades

2.1 Hitting distribution, medida armoénica y propiedad

del valor promedio

Sea H C R™ medible, 7y el primer tiempo de salida de H de una difusién

X, a otro tiempo de paro y g una funciéon medible y acotada en R™.

Definicién 2.1 Sea X un proceso y {g;}icr gi : R* — R funciones. Defini-

mos al operador de translacion ©,, como sigue:
O g1(Xe) -+ gn(Xe) = 91(X:0Op,) - gu(Xe 0Oy, ) 1= g1(Xigat) =+ G Xigrt)-

Ambas notaciones 0,9(X;) y g(X; 0 ©,) se usaran indistintamente a lo largo

de este trabajo.

Definicién 2.2 Si 7 es un tiempo de paro con respecto a una filtracion

{Fi}t>0, definimos al operador ©, como

Xits st T(w) =8 < 00
4(X, 00,)(w) = 9(Xess) (w)
A siT(w) =00
donde A es la trayectoria idénticamente igual a A.

Como sabemos que X, es F, medible, entonces es claro que
X060, (w) = X,4(w) paratodawy que (0, 0 X;) ™ (Fu) C 0 (Xryy = £ >0).

Teorema 2.3 Propiedad Fuerte de Markov: otras formulaciones
Usando la notacion introducida, podemos reescribir la propiedad de Markov
fuerte de las siguientes formas:

1) Si Z es Foo-medible y acotada (o positiva) entonces
E*[Z 0O, |F] =E[Z|X,]. cs.

2) Si f es medible positiva:
E* [f(XT+t>|‘FT] =E* [f(Xt © @T)|]:T]
= E" [f(Xo)|X-]
= Ptf(X‘r)
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3) Si f es medible positiva:

E* [f(Xriers)[Frod] = B [f(Xs) 0 O Frid]
= E* [f (X)) X74e]

= Psf<X7-+t)-
Proposicién 2.4 Sea X una difusion adaptada a una filtracion {F; >0
1= 9( Xy )Ly <o0)
a un tiempo de paro con respecto a {Fi}i>0 y definimos
i = 1inf{t > o|X; ¢ H}
el primer tiempo de salida de X de H para t > a. Entonces, se cumple que
O Tjacoo} = 9(Xre ) L7 <00
Demostracion Demostraremos que
O0d(Xrp ) L fry<oo} * Lacoo) = 9(Xra )L ire cooy

Aproximemos a 7 por funciones n* donde

nk :Zg<Xti)]]'[ti7ti+1)(TH> tz :ZQ_k’L: ]_,27...
€N

@tﬂ[ti7t1+1)(TH(w)) - 1[ti7ti+1)(TH © @t(w))
w) € [tistiv

)
w) & [t tiy1)

1 si7y o0y
(

0 SiTHO@t

1 sis+te[titis), THw) =5
0 sis+téltitiv1), mw)=s
1 siseft+t,t+tiy), n(w)=s
0 siséft+t,t+ti1), TH(w) =s

= ]l{TH("J)Zt} : ]l[ti,ti+1)(TH(w))

=1 [t+t5.t+E41) (Tltﬁl (w))
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Entonces:
@t]l[ti,tm)(TH(W)) = ]]‘[t+tj7t+tj+1)(7-;{(w))'

Por lo tanto:

©,n = lim ©,"

k—o00

= klggo Z @tg(th )]]'[tj tit1] (7#)

1€IN
= lim Zg(Xt+tj)]l[t+tj,t+tj+1](Tlt'{)
€N

k—o0 4
= g(X’T;_I) {7} <oc0}-
|

Proposicion 2.5 En particular, bajo las hipotesis del teorema anterior, si
G CC H son subconjuntos medibles,

reG seaa=1g YTy <0 c.S entonces se satisface:

E* [f(X,,)] = /8 B[, P, € )

G

X,

H

H

Demostraciéon Como X es continuo,
T =70 Y Ong(Xey) = 9(Xry).
Ahora, sea f medible y acotada:

E= [f(XTH)] =[E* [Ez [f(XTH)|‘FTG]]
= E* [Em [@Tgf(XTH)"FTG]]
ML B (B [(X )| X ]] -
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Como E* [f(X,, )| X:.] es una funcién X, -medible, existe Y funcién bore-
liana tal que Y o X, ) = B [f(X;,)| X7 ]
Por lo tanto,
T [T x TCV T
B B [f (X)) [ Xrg ] = B [V (Xrg)] = /n Y(y) dP%, (dy)

donde ]P&TG es la medida inducida por X, en R™:
Si A C R" es Borel-medible, P (A) := P*(X 1(A)) = P*(X,, € A).
Como X, € 9G, entonces P%_ (A) =0si ANIG = 0.

Por lo anterior,

|y = [ Yo, ed

Y (y) P* (X5, € dy)
G

B [f(Xoy )| Xrg = Yl P*(Xr, € dy)

Il
Q;\%\m\

GEZ [@ch(XTH)|XTG = y] IPx(XTG € dy)

/ EY [f(X0, ) P* (X € dy).
oG

Y por lo tanto

E* [f(X,,)] = /8 B[, )| P (X € ) 1)

0G X TG

X,

H

H

Definicion 2.6 Sea G C H medibles, definimos la medida armonica de X

en 0G como
WE(F) = P* (X, € F)

para F subconjunto medible de OG y = € G.
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Ahora, sea
¢(x) == E* [f(Xr,)]
Entonces, por (1), si « € G, ¢ satisface la propiedad del valor promedio:
o(x) = | oy)ue(dy).
oG

Es decir, podemos obtener el valor esperado de f en X., iniciando en
x € G integrando el valor esperado iniciando en y € OG con respecto a la

medida armoénica.

2.2 El generador infinitesimal de una difusion

Definiciéon 2.7 Sea X una difusion en R™. El generador infinitesimal A de

X se define como:

E* [f(Xo)] = f(2)
t

Af(z) =lim reR"

stempre que este exista.

e El conjunto de funciones f : R™ — R tal que existe el limite en x

se denota Da(z) .

e El conjunto de funciones f : R™ — R tal que existe el limite Vo € R"

se denota Dy .

Intuicion detras de esta definicion:
Recordemos que la derivada en cero de una funcion diferenciable
h(z) : R — R estd dada por

1 (0) = lim h(z) - nO0)

x—0 x

y h'(0) nos da el comportamiento infinitesimal de h en 0. Por Taylor, para

x "suficientemente pequeno”,
h(x) =~ h(0) + zh'(0).

Ahora, si X es un proceso y f una funcion de R"™ en R medible,

Af(z) = Tim X0 = f(@)

t—0 t

z e R"”
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es el comportamiento infinitesimal esperado de f(X,) = f(z).

Similarmente, para t suficientemente pequeno,
E* [f(X)] ~ f(x) + tAf (z.

Por ejemplo, mas adelante se verd que si B es un movimiento browniano

unidimensional ;
B [f(B)] ~ f(z) + £ "(x).

En este capitulo, veremos que podemos calcular facilmente el generador in-

finitesimal de una difusién con solo conocer la ecuaciéon que satisface.

Lema 2.8 Sea Y, =Y un proceso de It6 de la forma:
t t

Vi (w) = x—i—/ u(s,w)ds—i—/ u(s,w)dBg(w) B; m.b. m-dimensional.
0 0

Sea f € CZ(R™) y sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracion {F™}.
Asumimos que E* [T] < 0o y que tanto u(t,w) como v(t,w) son acotadas en
el conjunto de los (t,w) tales que Yi(w) estd en el soporte de f.

Entonces:

E*[f(Y7)] = f(2) + E*

/OT < Z u;(s,w) gi (Ys) + % Z(WT)M(S, w) aj%éij (ys)> ds]

ij
Demostracién Primero recordemos la férmula de Ito:

Formula de It en R™:

Sea Y (t,w) un proceso que satisface la siguiente diferencial:

dY = u(t,w)dt + v(t,w)dB;

con
le(t) u Vi1 ... Uim Bl (t)
. . V21 ... U2am .
Y, (1) U, B,.(t)
Un1 Unm

u; = ui(t,w) : RTx Q=R
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Vi = Ui’j<t,w> : R+ x 2 — R.

Sig(t,z) = (g:(t,x), ..., gy(t,x)) entonces la k-ésima entrada de g(Y;) esta
dada por:

Z P g (t, X)dY;dY;

Ogs
AZ,(1) = dg(Y) = agt (t, Ydt+z 9 o
iUdy

donde la i-ésima entrada del proceso Y; esta dada por:

dY; = widt + vdBy + -+ + VidBp, = widt + Y vipdBy, = widt + (v - dB);.

k=1

Si g(t,z) = f(x) donde f(x) : R™ — R, entonces aplicando la férmula

de It6 obtenemos que:

dZ:df(Y): af Y)dY; + = Z Y)dY;dy;.

8 8x 8%

of
£

dYdY; = (uidt +) vikdBk) : (ujdt +) 'andBn)
k=1 n=1
= ( > vikdBk> : < > andBn>
k=1 n=1
= Z vikvjkdt
k

= (U : UT)i’jdt.

Obsérvese que el término <L no aparece puesto que f no depende de t.

Por lo tanto:
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Como 7 es finito casi seguramente, podremos evaluar en ¢t = 7 la expresion

anterior, y calcular la esperanza:

E[f(Y7) — f(Y0)]
/szi:ggy)(u@-dw <U.d3)i>+%/ofz 5 f (Y)(U,UT)Mdt]

=E
5 (‘9@895]

B0 = 1@ +E| [ (Suglo+ 330 s lon)a

=[S me-amy)

Para concluir la prueba, sélo falta demostrar que:
T af

E i Y)dB

/o ik ! kaxi( )45

Recordemos que si f(w) es Fi-medible, entonces E [ fot f (w)dBt} = 0.
Sea g una funcién Borel-medible tal que |g| < M para algin M € R*.

E = 0.

Entonces, para todo k € IN se tiene que:

TNk k
E{ / gm)st}:E | dengtryan.| <o
0 0 Fi dibl

Ademds Ly(92)-limy o0 fTAkg(Y;)st = [, 9(Y;)dB; pues, por isometria de

Ito: i
o[ ([0

< /0 (VB - /0 TAkg(mst)
<MPE[r—71NAK].

2

E
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Como |T—7Ak| <2|7| Yk € Ny 21 € Li1(Q), por el teorema de convergencia

dominada:

lim M2E[T—mk]:M2E[hmT—mk} ~0.

k—00 k—o00

Por 1o tanto, Ly(Q)-limy . [ g(Ys)dBs = [ g(Ys)dB, .
Por el teorema de Schwartz:
Si X, = X en Ly(2) donde Q es un espacio de probabilidad, entonces

1
2
/]Xn—X|d]P < (/ \Xn—X|2dIP>
Q Q

Es decir, si X, 13 X entonces X, Iy x.
Ademds, si X, 5 X entonces B [(X,] = E[X] puesto que:

E[X,] -EX]|=|E[X, - X]| <E[X, - X[ =% 0.

Por lo cual obtenemos que | g — [, 9(Y5)dB, y por la obser-

vacion anterior:

0=F UOTM (Y)dB} YR [/OTg(YS)dBS] .
E [ / Tg(&fs)st} 0

Con esto, podemos concluir que:

/OT ( gf (Y >+§Z(U.UT)i,j%(Y))dt] .

27.]

Por lo tanto,

E[f(Y2)] = f(z) + E

Teorema 2.9 Sea X una difusion que satisface dX; = b(Xy)dt + o(X;)dB;
con b; y 0, acotadas por una funcidn g € L. Si f € CZ(R™) entonces
J€Dyy

_Pf
Z bl Z 8:1:1835]
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Es decir, podemos calcular el generador infinitesimal de X usando tiinicamente
los coeficientes de la ecuacion que satisface. Mas adelante veremos que no es
la tnica forma. El generador infinitesimal esta intimamente ligado con otros
dos conceptos que se estudiaran mas adelante: la medida de velocidad y la

funcién de cambio de escala de una difusién.

Demostracién

4 BIUXY)] = f(o)
Af(z) =lim n

t—0

Jo ([ S0l X (@) L (Xo(w)) + 5 25 (0 - 07)iy(Xo) g (X,) ) dt
I )

t—0 t

Para algin u € [0,1] :

. |:(Zz bi(Xu(w)) 5k (Xu(w)) + 5 22550 - UT)i’j(X“)%aij(Xu)ﬂ !

TV.M. ;.
=1

E [1im (Zb L) +3 Y (o aT>i,j<Xu>%g;j<Xu>)]

(Zb )+ = ZO’ ol j( ajgx()>] pues Xg =z

Ejemplos:

e El generador infinitesimal del movimiento browniano
n-dimensional dX; = dB;

X} 10 ... 0] [aB!
X2 01 ...0|]|aB?
= 0dt +
X7 00 ... 1| |aBr
Tnxn
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Sea f(x1,...,z,) € C3(R") Entonces, el generador Af esta dado por:

1

$ T o*f
Aflz) = 2 (Znxn - Inxn)z’j O0x;0x;
ij ~—_———— 7

= SAf(@)

J

e La grafica del movimiento browniano:
Xm =dt Xl(o) = t()

X
SeaX = | ! proceso que satisface la diferencial
dXQ = dBt XQ(O) = X9

2

es decir:

dX = bdt + odB con b = [;] y o= [(1)]

Entonces, si f = f(t,z) € CZ, el generador Af esta dado por:

of 1oy
Ot 20x0x

Af ()
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3 La férmula de Dynkin, aplicaciones y

el operador caracteristico

3.1 La férmula de Dynkin

La féormula de Dynkin es una consecuencia directa del Teorema 2.9 y del lema
2.8 :

Teorema 3.1 Si X es una difusion y T un tiempo de paro acotado casi

seguramente, entonces:

B(f(X.)] = f(x) + E [ | Af<X8>ds} sifect

Observacion: Si T es el tiempo de salida de un conjunto acotado medible
y se cumple que E[r] < oo entonces la férmula de Dynkin es valida para
f € C%. Oksendal, Introduction to Stochastic Diferencial Equations, pdgina
121.

Obsérvese que, con esta férmula, podemos calcular distintas probabilidades
y obtener propiedades de la difusién sin conocer la solucion de la ecuacion
explicitamente, inicamente usando su generador infinitesimal, que como vi-

mos, es muy facil obtener a partir de la ecuacién diferencial estocastica. A

continuacion veremos algunos ejemplos.

3.2 Aplicaciones:

A- Tiempo de salida del movimiento browniano de una esfera

Sea B = (By, ..., B,) un movimiento browniano n-dimensional que inicia

ena = (ay,...,a,) € R" tal que |a| < R.
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., Cual es el valor esperado de salida 7, de B de la bola K de radio R,
donde K = Kr={z € R"| |z| <R} ?

No sabemos si 7k es finito casi seguramente, por lo que no podemos
aplicar la formula de Dynkin directamente. Por ello, definimos el tiempo
de paro o = min{k, 7k}, claramente es acotado por k y limg ,o, 0 = Tg

Aplicamos la formula de Dynkin a:

(X =B
T = o0}, = min{k, 7 }

flx)=|z|*siz <R

| ( completamos a f fuera de la bola de modo que esté en Cj )

Obsérvese que Af = A (D27 2?) = 2n y que f(B,,) < R?, por lo que:

B2 B B,0] = )+ B | [T Sass)
= |a|* + E* [/Oaknds}
= |a]* + nE” [o4] .
Por lo cual
R > |a|* + nE* [oy]
E* [og] < 1 (R*—la|) para toda k

(R* — |a]) < oo css.

SI=3

y entonces lim E?[oy] =
k—o0

Como {0y }72, es una sucesién creciente de funciones medibles positivas, por

el teorema de convergencia mondtona:

E® [7x] = lgl_glo E® [0}] < 0o c.s. por lo anterior. Por lo cual:
E® [1x] < 0.

Ahora, por la férmula de Dynkin para el tiempo de paro 7x:
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R =B (5,0 = 1)+ B | [ Sarcoa]

2
TK
= |a|* + E° {/ nds]
0

= lof? + nE* [r]

B [ri] = - (& o]

Es decir, el tiempo esperado de salida de un movimiento browniano de
una bola de radio R en R" es L (R? — |al).

n

B- Probabilidad de escape y recurrencia del movimiento

browniano

Una vez mas, consideremos la bola Kg de radio R centrada en 0. Sea b € R"™
con n > 2 tal que 2R > |b| > R. Sea ay el primer tiempo de salida del
anillo:

Ap={r € R"|R < |z| < 2*R} keN.

. Cual es la probabilidad de que un movimiento browniano B iniciando en b
escape de Ay por la frontera interior 0K g en lugar de por la frontera exterior
OK ok p?

Para un conjunto medible G' definimos Tz = inf{t > 0|X; € G} y sea
[ = for € C¢ tal que si R < |z| < 2FR entonces:

—log|z|sin=2 (R?)
fx) =

zPsin>2  (R"=?)

( f satisface Af =0)
f se puede extender a todo R™ de manera que sea C3.

Definimos al tiempo de paro

oy := min{Toxp, Tox,,  } = inf{t| X; € Ai}.
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Notese que a4, es la primera vez que el proceso escapa del anillo, puesto que
debe hacerlo por alguna de las dos fronteras. Por la férmula de Dynkin, por

un lado se tiene que

B (8.0 = 10)+ B | [ Jares] = o

Por otro lado, obsérvese que la norma del browniano parado en «y solo puede

tomar dos valores:

R con probabilidad py

|BOék| = & .
2" R con probabilidad g

donde py = P°(|B,,| = R) es la probabilidad de que al salir de anillo, lo
haga por la frontera interior y ¢, = P? (|Bak| = 2’“R) es la probabilidad de

que al salir del anillo, lo haga por la frontera exterior. Entonces
pr =P (Tox, < Tk, R)
g = P* (Tox, > Tox

QkR) :

Caso n = 2:
Por lo anterior, E? [f(B,,)] = f(b) = log 0|

—log R con probabilidad py

f(|BOék’) = i -
—log(2*R) con probabilidad gy
Ast:
E* [f(Ba,)] = —log(R) - pi, + (—log(2" R))q,. = —log [b]
—log(R) - p — (log(2") +log(R)) gx = —log |b|
—log(R) - pr. — (klog2 + log R)q,, = — log |b|.
Por lo cual:

lim —log(R) - px — (klog2 + log R)qr, = — log |b| < o

k—o0
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y como limy .o, —klog2 = —o0 para  0<pg, q <1

entonces limy_ .o, ¢ = 0 y por lo tanto
P*(Tpk, < o0) = 1.

Es decir, con probabilidad 1 el movimiento browniano entra eventualmente
a la bola de radio R.
Decimos entonces que el movimiento browniano es recurrente en R?

":l:

Cason > 3
B[ (Bay)] = £(0) = b

R?>~™  con probabilidad p;

F(1Bay ) =
’ (28R)?>™™  con probabilidad g

Similarmente:

E[f(Ba)] = pe - R + g (2"R)* ™" = [P
lim pg - R*" 4 q - (2FR)*™ = |b]*™ < o0

k—o0

Como limy_,(2FR)?>™™ = 0o entonces limy_,o qx = 0

lim p,R>™" = |b]*"
k—o00
’ |27n

lim py = = P*(Tpk, < 00) < 1.

k—00 RQ—n

Es decir, el movimiento browniano entra a la bola de radio R con probabilidad

menor a 1.

Decimos entonces, que el movimiento browniano es transitorio sin > 3
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3.3 El operador caracteristico

Definicién: Sea X una difusién. El operador caracteristico A = Ax de X

se define como:

B |f(Xn)| — f@)
Af(x) = lim

=inf{t > 0| X, ¢ U,
Uilz E [TUi] TUs i { = | ! ¢ }

donde {U;}icn es una familia de abiertos que decrecen al punto z en el sigu-
iente sentido:
o Upp1 CU

o N.U:= {z}.

El conjunto de funciones f para las cuales existe el limite para todo
x € R™ y para toda familia {Uy} se denota D,4. Si E” [1y] = oo para todo
abierto U con = € U, definimos Af(z) = 0.

Definicién: Un punto z € R"™ es una trampa para X si
P*({X; =« paratodo t > 0}) = 1.

Es decir, si 7y,3 = oo c.s. P?.

Lema: Si x no es una trampa para X, entonces existe un abierto U con
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x € U tal que E* [1y] < 00

La prueba se puede leer en [11] Dynkin, Markov Processes volumen 1, Lema

5.b.

Teorema 3.2 Sea f € C®. Entonces f € Da y

of 0*f
Af = Zb -+ Z ”axa% = Af.

Demostracién Sea Lf =), b,al, + = Z” (oo™ )Zj %ng
Nétese que si f € C2, entonces Lf = Af.

e Si x es una trampa de X entonces P* (X, =z Vt) = 1, por lo tanto
E* [7y] = oo y por definicién Af = 0.
Sea V un abierto tal que x € V. Denotamos f; a la modificacion de f fuera de
V' de modo que fy € CZ2(R™). Entonces tenemos que fy € D (/4] Oksendal,
Introduction to Stochastic Diferenctial Equations, Capitulo 7 )y

B /(X)) - /(@)
t

Al =l
Como

1 sized
E* [fo(X)] = | foly)dP%,(dy) donde P%,(A) = ,
Rr 0 sizé¢ A
Entonces E* [fo(X¢)] = fo(x) y por lo tanto Afy =0 y:
Af =Afo=Af =0.

e Si z no es una trampa de X entonces sea U abierto que contiene a = y

tal que E* [1y] < o0
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B [f(Xa ) = J(@) _ | oantin | B (57 AF(X)ds] LS (@) [ro]
]Ex [TU] Eaz [TU] Ex [TU]
B oV Af(X)ds] —E* [[; Lf(z)ds]
E” [1y]
BT [f)Y LX) — Lf(x)ds]
E” [1y]
< 108 [foTU SupyeU{|Lf(y) - Lf(x)|}d5}
B E* [ry]
_ sup e {|Lf(y) — Lf(x)|}E® UOTU 1d5}
7 [1]

< sup{ILf(y) — L (@) %o
ye

puesto que Lf es continua por ser f funcién C2.

Ejemplo: El movimiento browniano en el circulo unitario.

Sea X = B un movimiento browniano 1-dimensional y
g(t,z) = ™ = (cos(z),sin(z)) = (91,92) € R* 1z €R.
Definimos el proceso Y como:
Y (t) = g(t, X;) = B = (cos By, sin B,.)

Por la férmula de 1t6, las coordenadas (Y7, Y2) del proceso Y (t) satisfacen:

dg; 1 3291’
dY; = X)dX + =
ox (Xi) +

X;)dX =1, 2.
28x8x( JaXe i ’

Por lo tanto,
dY:(t) = —sin(By)dB, — § cos(By)dt
dY,(t) = cos(B,)dB; — £ sin(B,)dt.
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Es decir, Y (t) = (cos By, sin B;) satisface la ecuacién diferencial estocastica:

dY; = —Lvidt - Y2dB,
dY, = —1Yadt + Y1dB,.

1 0 -1
En notacién matricial: dY (t) = —§Y(t)dt + KY(t)dB, K = [1 0 ] .

Llamamos al proceso Y el movimiento browniano en el circulo unitario.
Recodemos que si dY = b(Y)dt+o(Y)dB entonces su generador infinitesimal
esta dado por :

Af(@) = Y@ 5 @)+ 5 3 (007),, ()5 A (o)

— O0x;0z;
7]

En este caso, tenemos que:

1 -1y —3W%
bY)=—=Y =] 2 = by,y) = 2
e b(Y) 5 —%YQ (Y1, 92) [—%yg
I Vs [
e 0(Y)=KY = ° = oy, 1) = .
Y | N
1 T . L=y - 1 | y% —Y1Y2
° 20 o (Y1,92) = 2 | 4, ] [—?/2 ?/1] =9 319 y%
1[ ,0%f O*f O f of of
Por lo tant == |5 —2 e e
or lo tanto Af(y) 5 {yQ Oy Y1Y2 911003 +Y; B2 (7 oy Y2 GyJ

Los dos siguientes problemas servirdn para introducir temas que se abordardn

en los siquientes capitulos.

2-Medida de velocidad:
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Proposicién 3.3 Sea X una difusion uni-dimensional tal que dX; = b(X;)dt+
o(X;)db; Xo = x con operador caracteristico A. Sea f € C?*(R) una

solucion a la siguiente ecuacion diferencial:

Af(@) = b(a) (@) + 50°@)f(2) =0 € R

Sea (a,b) C R un intervalo abierto tal que x € (a,b) y definimos
7 =1inf{t > 0|X; ¢ (a,b)}

Asumimos que T < 0o c¢.s. P¥ y sea p =P* [ X, =].

Entonces:
L @)=
f() = f(a)
En otras palabras, la medida arménica i, , () de X en O(a,b) = {a, b} estd

dada por:

_ [f(@) = fla) y (a):f(b)—f(w)
f0) = fla) "V f(b) = fla)

b) En el caso particular del proceso Xy = x + B; tenemos que:

T —a
b—a

p

c) Si:

calcularemos el valor de p.

Demostracién a) Sea f la soluciéon de Af(z) = 0. Por la férmula de

Dynkin: ]
B? [£(X,)] = f(z) + E° { /0 Af(X;)ds} - f(a).

Por otra parte, f(X,) solo puede tomar dos valores puesto que X, € d(a,b)
y por lo tanto:

E* [f(X7)] = f(a)P*(X; = a) + f(0)P*(X; = b).

47



Entonces:

fla)(1 —p)+ f(b)p = [(x)

p=P(X; =b) = pif, () = ffii? - ; ((Z))
1—p=P"X; = a) = pij(a) = ?Eg = f"‘ég

b) X; satisface la siguiente diferencial:
dX; = dB,.

Recordemos que por la Proposicién 2.9, si dX; = b(X;)dt + 0(X;)dB; en-

tonces, el generador infinitesimal de X; esta dado por:
0? f
bi(x
Af =D Z ) G,

En este caso, b =0y o = 1, por lo cual

10%f(x
Af(e) = 2 (‘9xf§x)
Una solucién a la ecuacién de Laplace en dimension 1
Af(x) = %a;]:éi) =0 essimplemente f(z) = z.
Como consecuencia del inciso anterior con f(z) = = tenemos que:
r—a
P=v—a

Es decir, la probabilidad de que un movimiento browniano uni-dimensional

escape por b habiendo empezado en x es =
c) La difusién X; satisface la siguiente diferencial:
dX; = pdt + odB;.

Esta vez, tenemos que b(x) = py o(z) = o por lo que

B of 1 0*f
Af_“a_+§ 0xdx’
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Una solucién a la ecuacién

of 1 0%

= — = — e & :ﬁ
P T 3% 5om 0 es f(z)=e c :

Por el inciso a) con f(x) = e " se tiene que:

e~ _ pmca

p= efcb — e—ca

Asi, si tenemos una difusion X solucién de una ecuacién diferencial es-
tocastica podemos obtener facilmente su generador A, y usando una solucion
a la ecuacién Af = 0 podemos calcular probabilidades de salida sin necesi-

dad de tener una solucion explicita a la ecuacién diferencial estocastica.

Ahora nos preguntamos: dada una difusién, o de forma mas general, un
proceso de Markov, sera posible modificarlo de modo que tenga un com-
portamiento ”predecible” y siga cumpliendo la propiedad de Markov? Por
ejemplo, a partir de un movimiento browniano, podemos obtener un nuevo
proceso a partir de este tal que nunca tome el valor 07 O condicionarlo a
escapar de un intervalo por uno de los dos extremos en particular? Y de ser
posible, como proceder?

En la siguiente seccion, mostraremos como a partir de un proceso de
Markov, podemos obtener un nuevo proceso condicionado a comportarse de
una forma especifica.

El siguiente ejercicio servira de motivacion:
1-h-transformada de Doob

Sea B un movimiento browniano n-dimensional, D C R™ acotado y abierto,

sea h > 0 funcién arménica en D (Ah =0 en D). Sea X solucién de
dX, = V(In h)(X,)dt + dB;.

Sean {D;} abiertos D, C D tal que |JD;, = D. Supongamos que para cada

Dy, la ecuacién tiene una solucién fuerte, para t < 7p,. Esto da una solucién
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natural para t < 7 := limy_,o 7p,

a)El generador A de X satisface:

V(hf)
2h

b)Si existe xo € ID tal que

1
Af = para f € C3(D) en particular, si f = 7 entonces Af =0

. 0 siy# o . >
lim h(x) = (i.e. h es una funcién kernel)
e—yeoD oo siy=mx
entonces: lim X; = zg a.s.
t—1
Demostracion:

a) Primero, calcularemos Af:

V(ln(h))(x)z(E-hxl(x),---,%-hzn(x)) o=1Id :»%.{; Z

Por lo tanto,

1 1

Por otra parte tenemos que:

a(h
&’L’i
Fhf) _ 0 )
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Asi:

Ahf = Z ox; 8%
- Z haserf + Do, + 2l fo,
=1

= AL +hY " fow +2Vh-Vf

0 i=1
Entonces Ahf = hAf 4+ 2Vh-Vf.

Ahf _hAf+2Vh-Nf _Af VA VS

oh oh ) A

Por lo tanto,

b) Sea {Dy} una sucesién creciente de abiertos tal que |J Dy = D y sea
f= % Obsérvese que al ser h > 0 y arménica en D, % es C% en D;,. Para
cada Dy, trabajaremos con la extensién CF de +

A(hg)

1
Af(x) = A = =12 = 0.

Sea 7p, el tiempo de salida de X; de Dy. Por Dynkin en Dy para la

correspondiente extensiéon de %

1 1
E* = < 0o para todak.
h(XTDk>] W)
Por lo tanto, tenemos una sucesion de funciones { X )} ren LY(Q) acotadas

por 7 ( 7 Por el teorema de convergencia dommada

lim E*

k—o00

ho;mk)] B i) = Wy

Por otra parte solo toma dos valores en dD:

1 00 sl x # xg

0 siz=ux.
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Por lo que

> i

Finalmente, obtenemos que:
P*(X,, #x9) =0 porlocual P*(X,, =z9)=1.

Dicho de otra forma, el proceso X; se escapa de D por xg

con probabilidad 1.
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4 h-transformadas de Doob

Articulo: [2] Doob’s h-transform: theory and examples, Alex Bloemendal.

4.1 Construccién del proceso h-transformado

En esta seccién, X serda un proceso de Markov homogéneo con kernel {P,},
espacio de estados £ C R" y F; su filtracion natural.
Obsérvese que podemos reescribir la propiedad de Markov usando la notacion

del kenrel del proceso si f es una funcién medibla de R™ en R como sigue:
E[f(Xiss)|Fs] = B(f(Xs) P*es.

Una versién mas general que nos serd de utilidad es la siguiente:

Teorema 4.1 Sea F : Q2 — R una funcion acotada y medible con respecto a
F., la o-dlgebra generada por {Xs}sse, es decir, F es la o-dlgebra generada

por el futuro del proceso X. Entonces se cumple que:
E[Fo©F]=E[F|X,] P*ecs.

Definicién 4.2 Decimos que una funcion h es armonica en el espacio de

estados E si:
Ph=h. Vt>0

Proposicién 4.3 h es armdnica si y solo si h(X;) es martingala con respecto
a P*.

Demostracion Primero supongamos que P,h = h VvVt > 0. Entonces:
P,h(X,) = h(Xy)

por lo que h(X;) es martingala.

Ahora supongamos que h(X;) es martingala.
Por un lado:  E® [h(X})] = E [h(X})| Xo = 2| = h(x).
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Por otro lado: 7 [h(X,)] = /E h(y)P% (dy) = / h(y) Pz, dy) = Pob(z).

E

Definiciéon 4.4 Llamaremos T al conjunto de funciones invariantes bajo el

operador de translacion, es decir, que satisfacen que F' = Fo®, para todo t >

0.

Definicién 4.5 Sea A un evento. Decimos que A es invariante bajo (Ot >
0) si 14 € Z. Por ejemplo, si { X, }n>0 €s discreta, los eventos en la sigma-

algebra cola de X son invariantes.

Motivacion: Estudiaremos el comportamiento de los procesos markovianos
cuando el tiempo tiende a infinito y por ello, nos interesamos en eventos A
y funciones H invariantes bajo ©,. Existe una fuerte relacion entre las fun-

ciones H € 7 y las funciones arménicas:

Proposicién 4.6 Sea H una funcion medible en Z y acotada. Entonces:
h(z) .= E® [H] es una funcion arménica.
Demostracién Por 4.3 , basta probar que h(X;) = EX* [H] es martingala.
WX)=E[HX] = B[Ho6F =E[H|F].

Entonces, si s < t:

Por lo tanto, h(X;) es martingala.
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Proposicién 4.7 Sea h acotada tal que {h(X;)}i>0 es martingala. Entonces:
1) G = Ly — limy_,, h(X;) existe, estd en Ly y ademds h(X,) = G c.s.
2)Gel.

3) E* [G] = h(z), es decir, podemos recuperar la h(x) inicial calculando la

esperanza de H iniciando al proceso X en x.

Demostracién 1)La primer afirmacién es consecuencias del Teorema 1.4

(Primer Teorema de convergencia de martingalas de Doob)

2)G € T puesto que:

GoBO;= lim h(X;) 00, = lim h(Xsy) =G

§—00

3)
Como:
lim A(X,(w)) = G()

E? [G] = E° [hm h(Xt)} .

t—o00

Como h es acotada, por el teorema de convergencia dominada:

B [G] = lim E* [2(X,)] = lim B [h(X)| Xy = 2] = h(z)

t—00

pues h(X;) es martingala

Entonces, sea A un evento invariante, H := 14 y sea h(z) = P* (A), la

probabilidad de que ocurra A iniciando en z. Por la Proposicion 4.3, h es
armoénica pues h(z) = P* (A) = E* [H].

Proposicién 4.8 Sea S := {z € S|h(z) > 0} los estados desde los cuales el
evento invariante A es accesible.
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Entonces, (P*, x € E) definida como sigue es una medida de probabilidad
en (2, F)

. 1, _
P* = —dP* .
d h(x)d resS

Ademas es absolitamente continua con respecto a P* con x € S:

Demostraciéon Claramente P* es medida, y ademas es absolitamente con-

tinua con respecto a P*. Ademaés:

IP(Q)—/QWQ)CZIP = o = 1.

Obsérvece que esta definicién de P no es mas que la probabilidad condicional
P* (B|A) pues
- T4 P*(ANB) P*(ANDB)
P*(B)= | ——dP* = = =P*(B|A).
=], M P W
Proposicién 4.9 Restringiendo a F; se cumple que:

14 h(X5)
— | AR dpr| . = 2= gpe t>0.
% [h(x)'ﬂ] 7= ) ®lm vE2O

Demostracion La primera igualdad es consecuencia de la definicion de es-

dP*

peranza condicional:

Para B € F; se tiene que

/B]E‘” {%m} dIPw:/B%dIPx:/BdIPm:W(B).

La segunda igualdad es consecuencia de lo siguiente:

PN L [R(X)
‘/B W) ‘/B nz)

Como lo anterior es valido para todo B € JF; entonces restringido a J; se

tiene la igualdad c.s.
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Teorema 4.10 h-transformadas de Doob
Con la medida P* definida en la Proposicion 4.8, X; es un proceso de Markov

homogéneo con respecto al tiempo en S, con kernel de transicion:

5 h(y)
Pi(x,dy) = —=<P(x,d
t(x7 y) h(l’) t(xa y)
es decir, P = h™'Ph. Definido de esta forma, P, forma un semigrupo y
P(z,-) es una medida de probabilidad. A esta férmula se le conoce como
la h-transformada de Doob . Esto implica que la probabilidad de transicion
condicionada P* es absolitamente continua con respecto a la original y la

proposicion anterior nos da una forma de calcular la derivada de Radon

Nikodin: -
opPr 14
oPz — h(z)’

La demostracion se hard en el siguiente orden:

Probaremos que
i) Py(x,-) es una medida de proabilidad.

i) La familia {P,} forma un kernel de Markov, es decir, es un semigrupo (o

dicho de otra forma, satisface la ecuacion de Champan-Kolmogorov)
ii1) Xy es un proceso de Markov con respecto a P* .

w) X, admite a la familia {P,} como funcién de transicion.

Demostracion e El hecho de que pt(x, -) es una medida se sigue de que
P,(z,-) sea una medida. Ademds es medida de probabilidad pues h es

armoénica (Poh = h):

Pe.B) = g | MR dy) = = Pib(e) = foshia) = 1

e Probaremos que ISHS = P,P,.
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- mPt(:c, dy) Ps(y, dz) f(2)h(z)

1
= 15 L (P (1) Py

:ﬁ/(/f P(de)B(:vdy)
:L/ (/f ZSZ )Pt(ﬂs dy)
1

_ _/Eh(y) <Ps(y,d2)f(2)> Py(z, dy)
P

>

()
= Pi(x,dy)Py(y, dt) f(2)
= ptﬁsf(x)

e Por demostrar que E* [f(X,,)|F] = EX [f(X,;,)]. Para ello, probare-

mos antes que

L B WX f(Xed)|F] PP e,

E* [f(Xt+s)|-7:t] = m

28



Ahora, por la proposicién 4.9:

/B ) B (X f(Xoss) | F] AP,

h(X:)
- [ e B ) e
_ % /B Bl (Xey) 7] P
_ ﬁ /B P (o)
- [ st
— [ fXeape

BeF;

_ / B [ (X0 ] dE*.
BeF:

Como esto es valido para todo B € F;, entonces se tiene que

- 1

E* [f(Xers) | Fe] = h(Xt)Ex [A( Xps) [ (Xers)[F2] BT c.s.

Ahora:

B [f(XtJrs)“Ft] = @

Por lo que se satisface la propiedad de Markov con respecto a P. La

ultima igualdad se prueba a continuacién:

e Probaremos que X; admite a la familia {P;} como funcién de transicién,

es decir, hay que probar que:

B[f o Xppa|X,] = (ﬁtf) o X,.
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oXS </]Rf a:dy) o X,
(/Rf B >>oXs
(hfﬂf@

1

h(XS)E [f (Xirs)h(Xprs)| XS]

pues como P, es semigrupo de X, entonces (Pg) o Xy = E[g o X1 X;].
Para terminar la prueba, basta probar que:

TEak (X)X s)| Xo) = B [f(Xers)| X

Sea B € o(Xj), la sigma algebra generada por X;.

/B @E [f(Xt+s>h(Xt+s)|Xs] dme

h(X5)

n)

; /B@E [f(Xt+s)h(Xt+s)|Xs]

1 X
- h_x)/Bf(Xt-l—s)h(Xt-i-s)d]P

:/Bf(XHS)h(}‘;((;S)dIPm.

Una vez més, como B € o(X;) C Fs C Fiis:

= [ 1Xeabr = [ BN )|X] ab

por lo que h(X )]E (X )P (Xis6)| Xs] = B [f (Xips) | XS]

1

h(XS)E [f(Xt+s)h(Xt+S)|XS] - fE [f(Xt+s)|Xs] .

<Ptf>oXs:
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4.2 Ejemplos
Caso discreto:

e La caminata aleatoria simple y simétrica Y, en Z()[0, M], M € N, condi-

cionada a tocar M antes que 0.

Construiremos una caminata aleatoria condicionada a llegar a M antes que
al 0, a partir de la caminata simétrica simple usando la h-transformada de
Doob.

Sea 7 = min{n | Y, € {0,M}}. Obsérvese que el evento {Y; = M} no
es invariante con respecto a ©;:
Por ejemplo, si X es discreto, X;(w) =0y X;(w) = M para todo w, entonces
{X, =M} =0pero{X,=M}ob =Q.

Por ello, trabajaremos con el proceso parado X; = Y;,, donde:
7=min{n : X,, € {0, M}} =min{n|X, & {1,2,..,M —1}}.

El evento con el que queremos condicionar es { X, = M}.

i) Primero, probaremos que en efecto el evento {X, = M} es invariante
bajo ©,, conn € IN:

Recordemos que, por la Proposicion 2.4, si H es un subconjunto medible
del espacio de estados, 7y = inf{t : X, ¢ H}, y 7, =inf{s >t : X; & H},
entonces:

@tg<XTH) = g(XTH) © ®t - g(XT;_I)
Por un lado, tenemos que:

{Xr =M} ={Yirr} = {Y; = M}.

Por otra parte:

{(X; =M} o0, ={Xmm=M}={Ym\ = M}.
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Hay dos casos posibles:

1-Si n < 7, entonces 7" = 7, por lo que:
(Vonps = M} = {Vop, = M} = {¥, = M} = {X, = M}

Por lo que {X, = M} o0, ={X, = M}.

2-Sin > 7, entonces 7" AT = 7, por lo cual:
{Youns = M} = {Y; = M} = {X, = M},

Por lo que {X; =M} o0, ={X, = M}.

Entonces, en efecto el evento {X, = M} es invariante bajo ©,, para n € IN.
Sabemos que para la caminata aleatoria simétrica discreta, la probabilidad
de llegar a M antes que a 0 si se inicia en el i-ésimo estado con i ¢ {0, M},
es: .
i _ _
P (X, =M) = u
Por lo que la funcién h que usaremos para construir al proceso h-transformado

es

h(i) =P (X, = M) = —.
(i) =P (X, = M) =
Obsérvese que h es armonica puesto que el evento { X, = M} es invariante
bajo O,

ii) Daremos la expresion del semigrupo Py(i,j) de X, asi como la de Py(i, ),

del proceso condicionado X;.
Puesto que el tiempo es discreto denotaremos por P(i,j) a P;(i, ).

Siie{l,.,M—1}:

E[ (Xl ’X0—2:| JEZEf X1:j|X0:Z>:

Sit=0

E[f(X1)|Xo =0 = f()P(X1 = j|Xo = 0) = f(0).

jerE
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Similarmente, si i = M
P f(M) = f(M).
Proponemos como semigrupo de X, a:

.. 1 ) 1 . ..
P(%J) = iﬂ{j:i—l}(]) + §n{j:i+1}(j> sii g {07 M}

Probaremos que en efecto X,, lo admite como semigrupo.

Siie{l,.,M—1}

(PHO = 16)P63) = 5 16) (3Lo--00) + 3Lu=e ()
= 10+ g+ = TOIEED i, =
Siie{0,M}
(PG =3 FPGI) = 3 Fi) = (5) = F() = E[F(X1)[Xo = .

Por lo tanto, el semigrupo propuesto es el semigrupo de X,,. Ahora contru-
iremos el semigrupo del proceso condicionado X,, a partir de este. Como el
conjunto de estados iniciales desde los cuales P(X, = M|X, = i) es estric-
tamente positivo es {1,..., M} ya que h(0) = P (X, = M|X, =0) = 0, solo
podemos contruir el semigrupo P(i, j) para i € {1,..., M}.

Por el Teorema 4.10

Para calcular el semi-grupo del proceso condicionado, nos falta calcular
h(j)P(i, 7). Obsérvese que h(j)P(i,j) es un operador que actia sobre las
funciones f : E — R multiplicindolas por h e integrandolas con respecto a

la medida del semi-grupo:

h(j)P(i,j) f = Z h(5)f(5) P, 5).
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Siie{l,..M—1}

1 1

P(i,j) = 511{3‘:@'71}(]‘) + 51{j=i+1}<j)'

entonces:

h(j)P(i,j) = ﬁ <%]l{j=i1}(j) + %%:im(j)) = ﬁ <%]1{|jz:1}(j)) :

por lo que en este caso, el semigrupo del proceso condicionado estd dado por:

Plid) = 3t P = 255 (310 ) =2 (Gl ()

i
Sii= M:
P(M,j) = 1= (5)-

Entonces, similarmente:

P(M,j) = % (0.5) = %ﬂ{jzmm = Ty ).

por lo que M es un estado absorbente.

Entonces, el semigrupo del proceso h-transformado X; est4 dado por:

o 7 (1 . .
P(i,j) =+ (511{]-_“:1}(3)) siie{l,..,M—1}

P(M,j):]l{j:M}(j) SiiZM.

donde
P(i,j) = P(X; = j|Xo = 1)

por lo que podemos calcular la matriz de probabilidades de transicion del

proceso condicionado:

01 0 0 0 0 ...0
010320 00 0 0 0
00000 ..%50 &l g 0
00000 0 0 0 0 1]



Las columnas van indexadas de 0 a M mientras que los renglones de 1 a
M, y la entrada A, ; corresponde a P(X; = j| Xy = 7).
Obsérvese que M no aparece en la expresion, por lo que M puede ser un

valor arbitrariamente grande, y que la probabilidad de llegar al estado 0 es
P(1,0) = § (51q;-1-13(0)) = 0.

Caso continuo: difusiones

El objetivo ahora es el mismo pero con difusiones. Partir de una difusion X
y obtener una nueva difusién X de modo que esté obligada a comportarse de
una forma predecible, por ejemplo, escapar de un intervalo por un extremo
en particular, o de una regién por un subconjunto de la frontera predeter-
minado. Como era de esperarse, el generador de la difusién original A se ve

modificado por el condicionamiento. Veremos a continuacién de que forma:

Proposicién 4.11 Sea X una difusion con semi-grupo {P,} y generador in-
I

finitesimal L. Entonces L = %‘t:O

Demostraciéon
Lie) — tim EU) = F(0)) _ Bf(e) = Rf(e) _ 9P (2)
T 50 t N t Ot =0

Proposicion 4.12 La difusion X con generador L condicionada bajo h tiene

generador

|
L =—Lh.
h
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Demostracién

Pf i B LX) — T (@)

t—0 t )

= lim fQ f(Xp)dPr — f(x)
t—0 t

= lim Jo %dﬂ” - f(z)
t—0 t

. fQ f(X;]%ZgXt) _ f(iz%x) AP*
t—0 t

— lim 1 Jo F(X)R(X) — f(2)h(z)dP?
0 h(z) t

— lim 1 E* [f(X)h(Xy) — f(2)h(2)]
=0 h(z) t
1

Asi, podemos obtener el generador de la difusion condicionada conjugado
por h, la funcién arménica que lleva la probabilidad del evento con el cual

queremos condicionar.

Observacién: Si h es arménica (P;h = h), entonces también es L-armonica
(es decir, Lh = 0) pues
Ph(x) — h(x)  h(x) — h(x)

Lh =lim = = 0.
t=0 t t

Proposicién 4.13 Sea X una difusion en R™ tal que dX; = o(X;)dB; +
b(X,)dt. Entonces:

) h
L:L+aaT%-v.

Demostracién Recordemos que el generador infinitesimal de una difusion

de este tipo esta dado por:

L= EZ(U.UT)A Aa_Q_l_ZbAi
N 2 e Omlax] y Zaxi'

]
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Por lo tanto:

R U o Phf 1=, Ohf
Lf = jIhf =55 (o0 i e, “Lﬁzi:bz oz,

1 . 8%h oh Of  Oh Of 02 f
N ﬂ Z(U i )Z’] (8%8%]0 + 6xj ax, + 8ZEZ 6xj + hafL‘]al'Z

Oh 8f
th( 8%)
__hlzj:h(a-a ”(9 &’E + — Zhba%

Lf
1 o Ph onh of oh af 1 oh
Fon 27T gt o, onon, 52t
T (S R )
n Lf + h (2 ZXJ:(O- g )ZJ 8%3% + Zz:bz (9x,
) o
1 o (OhOf OhOf
+ﬁ y <U 7 ) J (8_%8x1+3x18x]
) Z(UV\}:)'V]C

= Lf+%(o—aTVh)~Vf.

Observacién:
Como dP = hItA) dIP entonces h( es la derivada de Radon Nikodym de P con

respecto a IP y por la Proposicion 4.9, restringido a F; es igual a fE(Xt))

En los siguientes ejemplos, trabajaremos con procesos de Markov fuertes X;
parados en algin tiempo de paro T4. Para poder aplicar la teoria estudiada
previamente, necesitamos probar que en efecto el proceso parado X.r,es

proceso de Markov.
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Teorema 4.14 Sea X difusion, X; : Q@ — R U{A} y A en R un punto
cementerio, es decir, el valor que tomard X una vez que el proceso esté
parado.

mf{t|X, ¢ A}
A=
o0

y sea f: RU{A} — R funcion borel medible y acotada tal que f(A) =0
Entonces, el proceso parado en Ty

X t<Ty

A t>Ty

Yy =

satisface la propiedad de Markov para difusiones.
E? [f (Yeys)|Fe) = BV [f(Y5)].

Demostracion La siguiente igualdad nos sera de utilidad mas adelante:

Lryssty = Lirysnlir,se 0 O

Probaremos que para todo A € F;, se satisface que:

/ E* [/ (Yi) | Fi] = / EY [£(Y)
A A

B i) = [ 1

= /Af(Y;tJrs)]l{TA>t+s} + /l;f((YI;+s) Ly, <tvs)
F(A)=0

= / f(Yt—i-s) ’ (]l{TA>t+s}) 00y - ]l{TA>t}
A

F(Xo)Liry5sy) © O - Lirysy
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Markov

=BT (BN [(f(Xo)Lmisa)] Lirasn1a]
+E7 [EY [(f(Yo)Liry<sy)] Lira<o1a]
=E* [E" [(f(Yo)Lliry>s)) ] Lyrasey1a]
+ET [EY [(F(Y)Lira<sy)] Limacn1a]

- /A]EYt [(fY)Lirssy) ] B [(f(Yo)Liry<s))]
= /A E [f(Y)].

Por lo que EYt [f(Y;)] = E® [f(Yiys)|Fe) c.ds.

Ejemplos:

e El movimiento browniano en el intervalo [0, c| condicionado a llegar a ¢

antes que a 0.

Sea 7 = inf{t |B; € {0, c}} por la Proposicién 3.3,

xXr
P* (B, =¢)=—.
C
BT(UJl)
c -
s M«N‘MM‘K/\A\«

zy

o P

Vi ea N

0 BT(WQ) BT(WS)

Una vez mas, trabajaremos con el browniano parado en 7, para que el evento

{B: = ¢} sea invariante bajo ©.
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El generador infinitesimal del browniano en R estd dado por

1o
- 20x0x’

Por lo que el generador del browniano parado condicionado a llegar a ¢ antes

que al 0 esta dado por:
1 0? 10

" 20x0z + T 0z

[l
I
~
_|_
Q
Q
|
olg|o =

h _§8x8x+

que es el generador de la difusion:

> 1

t

X; (WZ) T'(WS) X‘r”(wl)

0

Es decir, X es el proceso obtenido al condicionar a B a llegar antes a ¢ que

a 0. Este ejemplo es de particular interés y se volverd a abordar mas adelante.

e El Movimiento browniano en un anillo A de radio interior R y exterior

2*R en R? condicionado a salir por la frontera interior.

Sea oy, = inf{t| B; € 0A}. Recordemos que por la aplicacién B de la seccion

7, si B; es el Borwniano y x € A:
E* [log [ B, |] = log |].

Obsérvese que | B,, | solo puede tomar dos valores por estar en dA: R con prob-

abilidad p, y 2*R con probabilidad 1 — p, (con probabilidad 1 el Movimiento
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browniano se escapa de A). Por lo tanto,
E? [log | By, |] = log(R) - p. + log(2°R) - (1 = p,) = log |z|
y entonces:

_ log|z| —log(2*R)
Pe = 10g(R) — log(2FR)

Sea:
log |z| — log(2*R)

Mz) = log(R) —log(2*¥R)

Para cada x € A, h(x) es la probabilidad de que iniciando en z, B,, escape

de A por la frontera interior. Por la proposicién anterior, el generador del
browniano condicionado a escapar de A por su frontera interior esta dado
por:

Vh

L=L+o—
+0hV

donde L es el generador del browniano, es decir, L = %A y o = ldg2

_1 _1

|| ] o J]?

1 11 0| |2
1y los(R) UG R) (51w (9 0\
2 log || — log( R) \ |x|?" |x|? O0xy’ Oxg

Por lo que Lesel generador infinitesimal de la difusion:

Por lo cual:

L=

818
—

-V

|m

log(R)—log(2*R) X}
[dXt1] _ dBtl [logg|Xt|—logg(2:R) \Xti ] dt
21 2 log(R)—log(2* R)
dXt dBt logngtlflogg@’“R) \th"’
h(Xe) X}
|X¢|2
h(X:)X?
| X¢]?
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o Il Movimiento browniano en una region acotada y abierta U condicionado
a escapar de U por un subconjunto especifico de OU. Llamaremos a ese sub-
conjunto de la frontera I'y y a OU — 'y = I's.

Para construir este ejemplo, necesitaremos un poco mas de teoria.

Sea U una region donde se pueda resolver la siguiente ecuacién parcial:

1 .'L'EFl

0 [EGFQ

Sea B; un browniano en U y 7 = inf{t|B, € 9U}. Por la férmula de
Dynkin:
E* [u(B,)] = u(x).

Obsérvese que esto da una forma numérica de resolver ecuaciones parciales
de la forma Af=0 donde A es el generador de una difusiéon X;. Bastaria
numéricamente calcular E* [f(X,)] para obtener una solucién aproximada
de la ecuacion diferencial parcial. En este caso particular, f = u, A es el

operador A y la difusién correspondiente el movimiento browniano.

Como B, € 90U entonces E* [u(B;)] = E* [¢(B;)] = u(z).
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La funcién g solo toma los valores 1 y 0 en I'y y I's respectivamente, entonces:
u(x) =E"[g(B;)] =1-P* (B, €T1)+0-P* (B, €Ty).
Por lo que
U(I) = IPx (BT € Fl)

Sea h(z) := u(x) = P* (B, € I'1) . El generador infinitesimal del browniano

condicionado a escapar de U por I'; es:

Z:L+Idﬁz%-V:L+%-V

que, por un ejercicio previo, es el generador de la difusion:
dX; = dBy + V(log(h))(X)dt.

Es decir, X; es el proceso obtenido al condicionar al browniano a abandonar
U por I';.
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5 Cambios de escala y medida de velocidad
Sea Xuna difusiéon en R
1, = inf{t| X; = y}

y asumamos que P* (7, <oo) = 1 Vz es decir, todos los estados estan

conectados.

Definicién 5.1 Si una difusion satisface que P* (1, < 00) =1 Vaz decimos

que es reqular.

Definicién 5.2 Sea J un intervalo en R, 77 := inf{t| X; ¢ J} es decir, el
primer tiempo de salida de J de X.

Ya vimos que si X es un Movimiento browniano:

b—=x T —a

P (XT[“”’] - a) T b—a P (XT["*“ - b) " b—a

Definicién 5.3 Diremos que una difusion esta en su escala natural si lo

anterior se cumple para cualquier intervalo [a,b] C R.

Proposiciéon 5.4 Si X estd en su escala natural entonces el proceso iniciado

en x debe dejar x inmediatamente, es decir, si
S:=inf{t > 0| X; # x} entonces P* (S =0)=1.
Demostracién Sea e >0 ysea U.:=inf{t| |X;—z|> €}

Observacion 1: Al ser X; reqular se tiene que E* [e‘UG] > (0 pues por hipotesis

P (Thre<o0)=1y P (T, <o0)=1

P (U < 00) = P* (Tpye NType < 00) =P (Tyye < 00) - PP (T, < 00).

Por lo que:
P*(U. < 0) =1
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y por lo tanto:
E”® [e_Ue} > 0.

Observacion 2:

U =54+U,00Bg
es decir,
inf{t| |Xi—z|>e€} =inf{t| X;#a}+inf{t| |Xirs—z|> €}

pues st t < .S entonces X; = z.
Observacion 3: Por continuidad de Xy, Xg = x.

Con estas tres observaciones en cuenta, podemos proceder:
B [e7V<] = B [~ (5+U09)]

[ [e=(5+U05)| F4]]

(e SE” [ 0 O] Fs]]

MarkouFuerte oo [e=SEXs [¢=U]]

Xs=2 [e’S]Ex [erEH

= E” [ 9] E” [eV]

]ECL’
]E.T

Por lo tanto: E* [e‘Ue] =E* [e_s} E* [e_Uﬂ
E* [6_’9} =1
S =0cs. pues S > 0.

Pero si S = 0 entonces X; abandona el estado x inmediatamente. [ |

Sea:
dXt = U(Xt)dBt + b(Xt>dt

o(z),b(x) € R continuas, acotadas superiormente y o acotada inferiormente

por una constate positiva, y sea o(z)? = a(z).
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Teorema 5.5 FEziste una funcion de escala para X, que es una funcion con-
tinua, estrictamente creciente y tal que s(X) estd en su escala natural.

Ademds, s(x) es la solucion de la siguiente ecuacion diferencial parcial:

%a(:v)s"(x) +b(x)s' (x) = 0.

y para algunas constantes ¢y, ¢ y xg estd dada por:

2b(w)
s(x) =c1 + 02/ = Jeo atw @ “dy.
zo

Demostracién Primero, demostraremos que esa s(x) es en efecto solucién

de la ecuacion parcial:

1
sul@)s"(2) + b(z)s' () =

S//(x) = (x) S 11O se anula
@) - Ca@ ta)

Ahora probaremos que en efecto s(X) estd en escala natural:
Obsérvese que puesto que o y b(x) son continuas, entonces s(x) € C? y s(x)

es creciente pues e > 0.
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Aplicando It6 a s(X;) obtenemos que:
1
dS(Xt) = S,(Xt>dXt + és"(Xt)dt
1
= §'(X,)o(X,)dB; + s’ (X)b(X;)dt + 502(Xt)s"(Xt)dt.

Al ser s solucién de ta(z)s”(z) 4+ b(x)s'(z) = 0 podemos simplificar la ex-

presién anterior y obtenemos que:
S(Xt> — 8(X0> = SI(Xt)O'(Xt)dBt

por lo cual s(X;) — s(Xo) es una martingala. Por el Teorema de Lévy,
s(X;) — s(Xo) es un movimiento browniano compuesto con un cambio de
tiempo, por lo que las probabilidades de salida de s(X;) en un intervalo
cualquiera [a, b] son las mismas que las de un movimiento browniano, por lo

que s(X;) estd en escala natural.

Sea Y; = s(X}), el proceso original compuesto con el cambio de escala.
Por lo anterior,
dS(Xt) = S,(Xt)O'<Xt)dBt

o equivalentemente, remplazando X; por s~!(Y}):
dY, = §'(s7(Y)))o(s7' (Y;))dB,.

Entonces el proceso Y; tiene generador infinitesimal

0*f
0xOx

Obsérvese que no aparece el término asociado a la deriva del proceso. Es

Af = 5 (57 (X))o (7 )

decir, al componer a X; con su cambio de escala, obtuvimos una difusién sin
deriva, que resulta ser un browniano cambiado de tiempo. Este cambio de

tiempo estd fuertemente ligado con el siguiente concepto que estudiaremos,
la medida de velocidad de X;.
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5.1 El cambio de escala desde otro enfoque

Una forma mas natural de abordar el cambio de escala, aunque menos pre-
sente en los textos es el siguiente: Si X es una difusién con diferencial
dX; = o(X;)dB; + b(X;)dt y generador infinitesimal

of

Hf=b) S+ o)

0% f
0x0x

nos preguntamos si existe una funcién s(x) tal que Y; = s(X;) es una difusién

sin deriva, es decir, de la forma:
dYy = g(V;)dB;

para alguna funcién g(z). Por el teorema de Lévy, tendriamos que Y; se com-
porta como un movimiento brownano. A nivel del generador infinitesimal,
obtendriamos que el generador de Y; es de la forma

0 f

Ox0x

Af = h(z)

para alguna funcién h. Obsérvese que si h(z) = 1, obtenemos al generador
infinitesimal del movimiento browniano.

Por la formula de [to, vimos que
1
dS(Xt) = S,(Xt)U(Xt)dBt + (S/(Xt)b(Xt) + 50’2(Xt)8”(Xt)) dt

Ahora, si Y; = s(X;), entonces tenemos que X; = s~ 1(X,).

Asi, remplazamos en la expresion anterior y obtenemos:
dY, = §'(s7'(Y2))o (s (¥2))d B,

" (s'<sl<n>b<sl<m> ; éa%s%m))s"(slm») i,

Por lo que el generador infinitesimal de Y; es

Af(x) = <3'(51($))b(31(9€)) + 302(51@))8”(81(@)) %

(57 ol @) ol

N | —

+
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Pero '(s™(2))b(s ™" (x)) + 50(s7!(x))s"(s7!(z)) = (Hs) (s~ (2))

Por lo cual:

A = (Hs) (57 @) 5L+ 5 (57 @)ols™ @) 5o

Asi, si s satisface que ‘Hs = 0, entonces tendriamos que

Af = % (s’(8*1($))0(571($)))2 aigx

por lo que s(X;) = Y; es un proceso sin deriva, y el generador de Y; esta dado

por:
Af = 5 (67 @)o (s @) et ©)

La funcién s(z) propuesta en la seccién anterior es solucién a la ecuacién

Hs = 0 por lo que sirve como funcién de cambio de escala y elimina el

término de deriva de X;.

5.2 Cambio de tiempo y medida de velocidad

Ahora, nos preguntamos como se afecta el comportamiento de una difusién a
nivel del generador infinitesimal si cambiamos la escala temporal, es decir, si
aplicamos un cambio de tiempo. Podemos pensar el cambio de tiempo como
un reloj que cambia su velocidad segin la posicién del proceso y el tiempo
en el cual se encuentra.

Un ejemplo sencillo seria considerar a Y; = By, donde B; es un movimiento
browniano. En este caso, Y; recorre la misma trayectoria que B; pero mas
rapido (aqui el cambio de tiempo seria 7(t) = 2t).

De forma més general, sea X una difusién con diferencial dX; = o(X;)dB;+
b(X;)dt, generador H y sea Y; = X, donde 7(t) es un cambio de tiempo.

Supongamos ademds que el cambio de tiempo (nuestro reloj) es de la forma:

)= [ srds

para [ funcién acotada, continua y estrictamente positiva (esto garantiza que
7(t) sea creciente y derivable y que 7(t) dependa de las posiciones de Y; para

s <1).
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Teorema 5.6 Férmula de Volkonski

El proceso Y, = X () tiene generador infinitesimal:
A= p(z)H

Una vez mas, el cambio en la difusion original se ve reflejado en el generador
infinitesimal. Esta férmula nos permite calcular el generador de una difusion

cambiada de tiempo facilmente usando el generador de la difusién original.

Demostracién La prueba es similar a la del Teorema 2.9:

Recordemos que por el Lema 2.8

E” [f(X7)] = f(z) + E

/ (Zuz R e ety
donde 7(t fo

Af(z) = lim E[f(Xrw)] = fl2)

t—0 t

B |7 (S @) + 15 (oo (X525 (6 )t

= lim
t—0 t
T.V.M [(Z bil Xu(w )) ( u(@)) + 3 2i (o o) (Xu ){)zaz] > fo ]
i t
para algin u € [O fo ds}
Ty [(Z bi(Xu(w)) 3 f(X (w ))—I— Z”( o-07)ii(X, )anafzj(X )) ,6(}/1)):| ot
i t
para algin v € [0, ]
r.eD. o lim (Z bi(Xu(w))ggi (X, (w)) + %Z(o’ . UT)M(Xu)aZaij (Xu)>5(yu)




(T a5l 3o (w)%@))ﬁ(w)l

i ]

pues Yo =Xy ==

- (Z bile) g (a) + 5 Do oT>i,j<x>%g;j<x>> B(2) = B)HS.

K3 /La]

Ahora, combinando los resultados obtenidos en el Teorema 5.6 y (2) , si

aplicamos el cambio de tiempo:

T(t) = / t 5 !
o 02 (Ye)(s'(Ys))?
al proceso s(X;), obtendriamos un proceso con generador
0 f
0xox

of =2

que es un movimiento brwoniano.
Es decir, partiendo de una difusiéon X, obtuvimos un movimiento brow-
niano al hacer un cambio de escala y un cambio de tiempo. Obsérvese que

como consecuencia, tenemos que una difusion de la forma
dXt = O'(Xt)dBt
es un movimiento browniano cambiado de tiempo.
Ahora, si X es una difusién y X; € (a,b) con z, zy € (a,b), entonces s(X) es

una difusién en (s(a), s(b)) v s(x), s(zo) € (s(a), s(b)).

Definimos, usando nuestro cambio de tiempo:

s(x) 1
mie) = /SW 26 @) )R

Observemos que, por el teorema de cambio de variable,

s(z) 1 s(x) 1 1
/5@0) 02(8‘1@))(8’(8‘1@)))2dy - /5@0) (s~ (y))s' (s (y)) s’(s*(y))d‘y
= /x ;dg
2 0%(£)5'(€)
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Definicién 5.7 La medida de velocidad de X se define como

v 1
o) = | g
y a D(§) definida como:

se le llama la densidad de la medida de velocidad.

Teorema 5.8 Si s(x) es la funcion de escala y m(z) la medida de velocidad
10 [of
"= 5 0m (a_> |

Notacion: Si q(x) es derivable, entonces:

0 _(04\" 0
adg = \ oz ox’

Este resultado termina de relacionar el generador infinitesimal y la medida

de X;, entonces:

de velocidad y cambio de escala. Ahora, si conocemos la medida de velocidad
y el cambio de escala, podemos recuperar el generador infinitesimal de forma

sorprendentemente simple.

Demostracién

2 ()48 2(@)'2)

Como Hs = 0 entonces:



Por lo que, despejando:

—%ag(x)s”(a:) = bs'(x).

Ahora, remplazando en nuestra expresion, obtenemos:

1, PfS(x)of
27 (x>8:v8x B bs’(:v)%
1 o0 f of
—502<x)8x8x a b%
=Hf.

5.3 Funciones de Green y medida de velocidad

Si X es una difusién con generador A, g continua y acotada y 7 es un tiempo

de paro, definimos

w(z) =E UOTQ(XS)dsmo _

Obsérvese que poder calcular este tipo de cantidades puede ser sumamente
util:
Por ejemplo, si

Xie(a,b) T=1, AT gx)=1

entonces w(x) = IE* [7] es decir, el tiempo esperado de salida de la difusién
del intervalo (a,b).

El objetivo es encontrar qué ecuacion satisface w(x) (si es que satisface al-
guna) y resolverla para asi poder calcular este tipo de valores. No se cubriran
algunos detalles por falta de informacion en algunos puntos pero se tratard
de dar un esquema lo mas preciso posible puesto que en la literatura, no se

encuentra una construccion de las funciones de green para difusiones.

A = ( / " g(x)ds + / Tg()@)ds) SH
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Bh = / g(XS)dS . ]lh>7—.
0

Entonces, tenemos que:

E {/OTg(XS)ds]XU} = E[A,| Xo] + E [By| Xo] .

Estudiaremos ambos términos por separado:
Por un lado,

IE [Ap| Xo] =E [IE [Ap| Fn] | Xo]

e e|(/ g(X)ds + [ atxois) vl 1)
=y " g(X)ds 1 B [ stz ) x).

Ahora, por la propiedad de Markov y homogeneidad temporal:

B | [oxgain] =] [Toxain] - uio

(Para més detalles sobre esta igualdad, se puede consultar [16] Green, Brown,
and Probability and Brownian Motion on the Line, Kai Lai Chung)
Por lo cual:

E [Ap|X,] =F {LKT . /O ' g(Xs)d3|Xo} B [Lyer - w(X0)|Xo]

Como

podemos descomponer a w(x) como sigue:

(o) =B e [ oK1 =]

+E []lh<7' . w(Xh)]XO = .ﬁﬂ] + E []1h>7 : / g(XS)dS|X0 = i[):| .
0

Sumamos de ambos lados —w(z) — hg(z):
h
—hg(z) =E []IIKT / 9(Xs)ds| Xy = :c} — hg(z)
0
+ E [1her - w(Xp)|Xo = 2] —w(z) + E {]1;»7 : / 9(Xs)ds| Xy = :1:1 :
0
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Finalmente, dividimos de ambos lados por h:

E []1h<T [ g(X)ds| X = x} — hg(z)
h
E[1yer - w(Xp)|Xo = 2] — w(z) N E []lh>T . fOTg(Xs)ds|X0 = x}
h h '

Al sacar el limite cuando h tiende a 0, el primer término tiende a 0 por el

—g(x) =

+

teorema del valor medio para integrales y el segundo término tiende a Aw(zx).

El tercer término tiende a 0 pues:

T - / g(X)ds| <Lps, - / 19(X,)|ds
0 0

h
<t / 19(X,)|ds
0

<hpsr - hlg(Xe)l.

Por lo que
E[1,r - [T g(X,)ds| X, =
g [E Lo Jo 9K = 2| o gy o010 = ] = 0
h—0 h h—0

pues g es acotada y 7 finito casi seguramente.
Dejamos como referencia las notas de Alison Etheridge, Stochastic Analisis

and PDE para mayor detalle.

Por ende, obtenemos que

—g(z) = Aw(z)
o dicho de otra forma, w(z) satisface la siguiente ecuacién diferencial:

b(z)w'(z) + %Uz(x)w"(ac) =—g(x) w(a)=0=w(b).

que también puede escribirse como:

Buscamos ahora la solucién a esta ecuacion.

Por el Teorema 5.8, tenemos que
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ap =L (2
:%02(90)5/@ % (s’gx)%)
:%Dla:)% (s’(lx)w/(x))

Por lo tanto, w(z) satisface:

Ast:

[ una constante.

Integrando de ambos lados obtenemos:
x , 3
w@) == [ () [ 20)D)yds + (s(2) = s(a) - 5+
« una constante.
Como w(a) = 0 entonces a = 0 Ahora haciendo un cambio de parametrizacion

de la region de integracion e intercambiando el orden de intergracién obten-

€1mos:
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Como w(b) = 0 obtenemos que

s(z) — s(a)
T2 ) = s(a)

_ (W) ~ s(a) / (s(a) — s(4))g(y) D(y)dy

[ @) = sty

— (50) = (@) [ (s(0) - s<y>>g<y>D<y>dy).

Para simplificar la expresion anterior, partimos en dos la primera integral:

(s(2) — 5(a)) / (s(a) — 5(1))9(4) D(y)dy

— (s(x) — 5(a)) / (s(a) — 5(4))g(v) D(y)dy

T (s(z) — s(a)) / (s(a) — s(4))9(y) D(y)dy.
Agrupando
(50) —sta)) [ (s(@) = s(u))gls) D)y

~0) — s(@) | “(s(2) — 5(4))9(4)D(y)dy

y cancelando obtenemos que



Asi, remplazando en nuestra expresion original obtenemos que

Hs(0) = @) [ (s(0) = s@)atnDdy ).
Los célculos anteriores se resumen en el siguiente resultado:

Teorema 5.9 Si g es una funcion continua, entonces:

B { / g(X,)ds| X = x] - [ 6. ggemia)
donde, para a < x <b
S (s(b) = s(€) T <E<Db
W) (5(¢) — s(a)) a<€<a

con s(x) la funcion de escala, m(d§) = D(£)d¢ y D(§) =

de la medida de velocidad.

s(z
G(l‘7€> = S((b
s(b

-
-
-
250

’(E la densidad

Ejemplo: La medida de velocidad del Movimiento browniano es la medida

de Lebesgue, es decir:
m(dy) = dy
Como el movimiento browniano ya se encuentra en su escala natural, entonces

la funcién de escala es s(x) = z. Por otro lado, o(x) = 1. Por lo tanto:

por lo que m(dy) = dy.

En la literatura, se encuentra mucho més frecuentemente la siguiente definicién
de medida de velocidad (no se probara que son equivalentes) y que sin la con-

struccion previa, podria parecer poco intuitiva:

Definicién 5.10 Definimos para cada intervalo (a,b)

2(z—a)(b—y) <
Gab(xy): b a<x_y<b
; 2(y—a)(b—x) a<vy <r<b

b—a —



y sea Gop(z,y) =0siz oy ¢ (a,b).

Una medida m(dz) es la medida de velocidad de una difusion en escala nat-

ural X si:
E* [T(a,b)} = / Gaop(z,y)m(dy)  para todo (a,b) yx € (a,b).
R

Que no es mas que un caso particular del Teorema 5.9 para g = 1.

Ejemplo: Usando esta definicién probaremos una vez mas que la medida de

velocidad del Movimiento browniano es la medida de Lebesgue:

m(dy) = dy.

Demostracion Bastaria demostrar que

E* [riap] = /R Gasle,y)dy W(a,b)y z € (a,0)

para probar que m(dy) = dy, es decir, D(§) = 1.

e Calculo de E* [T(a,b)}
Por la Férmula de Dynkin:

T(a,b)

B [10)] = f0) + B | [ aroas).

0

Al ser X un Movimiento Brwoniano, se tiene que Af = %A f. Evaluando

f(x) = z* obtenemos que:

T(ab) 1
B X2, | =2+ B U ém} =+ E [rap] (1)
0

2 9%z 4 .
puesto que Az no es mas que 55— = 2. Ahora obsérvese que:

x _ 21D _ 21T J—
B X, | =P (Xq,, = a) + PP (Xo,, =)

y recordemos que al ser X un Movimiento browniano,

b—=x T —a

P (XT[“”’] - a) T b—ga P (XT[“”’] - b) T bh—a
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Por lo cual,
h— _
B X2, | = et =

T(a b—a b—a

T(a;b)

Despejando IE* [T(a’b)} de (1) y remplazando E” [XQ ] por lo anterior,

obtenemos que:

E* [Top)] = —2* + E* [XZ ]

T(a,b)
s  ob—z  Sx—a
=1 +a b_a—irb —
,  a’b—za®+ b’x — b
= —x° +
b—a
—2%(b — a) + a*b — xa® + b’z — b?a + abxr — axb
B b—a
(b — 2? — ab + ax)(b — a)
b—a
=(x—a)(b—x).

e Cilculo de [ Gop(z,y)dy

/Ga,b(x,y)dy:/gﬁ Q(y—a)(b—fc)dy+/b Q(x—a)(b—y)dy

b—a b—a

:bia <2(b—x)/x(y—a)dy—|—2(x—a)/ (b—y)dy>
:bia(Q(b—:c)(%—ax—%ﬂLf)

+2(x—a)(b2—%—bx+%))
- bia (b= 2)(2* = 2ax + a*) + (v — a)(@® = 2bx + 7))
B bia ((b—2)(z —a)’ + (z — a)(z — b)?)
_bia(x—a)(b—x)(x—a—x+b)
= (x—a)(b—1z).

Por lo cual:
B [ron] = [ Gaslogddy ¥(a.0) v o € (0.0)
R
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La siguiente observacién serd de utilidad mas adelante:

Recordemos que si X una difusién tal que Xy = x y s(z) su funcién de
escala. Entonces s(X) estd en su escala natural, por lo que para un intervalo
cualquiera [a, b] con = € [a,b], $(Xinr,,,) € [s(a),s(b)] ¥

s(b) — s(z)

P <) = S0 Zota)

P (T, < T,) = %

Definicién 5.11 Dualidad entre procesos de Markov
Sean P, y P, semigrupos de dos procesos de Markov X y Y. Diremos que X
y Y estdn en dualidad con respecto a una medida p(dz)(o son duales el uno

del otro) si para f y g cualesquiera medibles se satisface:

| #@) (Poyntda) = [ @) (Buf) ulao)

Denotaremos por X =Y al dual de X.

Ahora, si Xy XT son los procesos X y X matados en un tiempo de paro
con semigrupos P! v P entonces X7 v X' estdan también en dualidad con
grup t Y Iy y

respecto a la medida de velocidad:

[ 1@ (Pla) mido) = [ ato) (Pir) mico)

Si h es una funciéon armonica con respecto a PtT (Pjh = h‘v’t) remplazamos

a f por fh en a expresion anterior y obtenemos:

| #6@) (Pla) hizym(ds) = [ (o) (Pl h) mice)

= /Eg(x)ﬁ (Pth) h(z)m(dx).
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Por lo cual, si definimos al semigrupo F;' f := ﬁ <PtT f h> entonces { P;'}
es un semigrupo markoviano por el Teorema 4.10 y se satisface la siguiente
igualdad:

[ 1@ (Plg) oymtdr) = [ gte) (1) (o)

Es decir, P y P son duales con respecto a la medida h(x)m(dz). Obsérvese
que P no es mas que el semigrupo del proceso h-transformado, por lo que

el proceso X v el proceso h-transformado X estdn en dualidad.
Ahora, tenemos las herramientas para abordar el articulo [2/ On Inversions

and Doob h-transforms of Linear Diffusions que decidimos agregar después

de haber terminado el estudio del articulo de Bloemendal.
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6 Inversiones y h-Transformadas de difusiones

Articulo: [1] On Inversions and Doob h-Transforms of Linear Diffusions,
Larbi Alili, Piotr Graczyk, and Tomasz Zak.

6.1 Definiciones previas

Definicién 6.1 Sea s(x) y s7'(x) una funcién de escala y su inversa para
X, yseaxg € E. Unmapeo I : E — E se llama una inversion en la direccion

de s o s-inversion con punto fijo xo si se cumplen las siguientes propiedades:

Nilol(zx)=2 =z€F
2)soloste MR
ar +b

MR = {w|R\{Z} » R~ {"}:w(e) = ==’ +be>0 abeR)

las involuciones reales de Mdoebius.

3)I(E)=E
4)](1‘0) = Xg-

La condicion a® + be > 0 garantiza que w sea decreciente pues

ar + b\’ a’® + cb
=l ap <O

cxr—a cx — a)?

si y solo si a® + be > 0.

Definicién 6.2 Si so [ os™! es la reflexién euclidiana con respecto a x,

diremos que I es la s-reflexion en x
solos (z)=—x+ 2

Definicién 6.3 Si E = [I,r], diremos que X es de:
e Tipo I: si —oo0 < s(l) y s(r) < o0
o Tipo 2: si —oo < s(l) y s(r) = 400
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e Tipo 3: si —oo = s(l) y s(r) < 400
e Tipo 4: si —oo = s(l) y s(r) = 400

Recordemos que el generador infinitesimal L de una difusién X tal que d.X; =
o(X:)dB; + b(X:)ds en R estd dado por:

o2
Lf=Zf" +of.

Definicién 6.4 Para zg € E, h(x) es la inica funcion L-armdnica (también

llamada funcion armdnica de X ) positiva Lh =0, o dicho de otra forma, tal

que sea la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:

o2
Eh// + bh/ =0 h(.ﬁlfo) =1

L si X es de Tipo 1 con 2s(xg) # s(l) + s(r)
h(l)=4¢1 si X es de Tipo 1y 2s(xg) = s(l) + s(r) o es de Tipo 4
0 st X es de Tipo 2

o h(r) =0 st X es de Tipo 3.

Notese que estd funcion h no tiene por que ser como las funciones armonicas
con las que estuvimos trabajando en las secciones anteriores, no representan

la probabilidad de un evento invariante partiendo de x.

6.2 Difusiones condicionadas e inversiones

Asumiremos que X es de Tipo 1 y sea h : E — R su correspondiente funcion
armoénica positiva tal que 0 < h(l) < h(r) < co. Sea X* el dual de X con
respecto a h(z)m(dx)

De ahora en adelante, denotaremos por X* al proceso dual con respecto
a la funcién armoénica descrita en la definicién anterior, a diferencia de X

que se uso para el dual con respecto a las funciones armonicas de la forma
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h(z) = P* (X € A) con A € 7 definidas en el capitulo de H-transformadas.
P* denotara la ley de probabilidad asociada al proceso X* y I£* la esperanza

con respecto a esta ley de probabilidad.

Proposicién 6.5 Supongamos que X es de Tipo 1. Entonces se cumplen

las siguientes afirmaciones:

1) Emiste un tnico g € E tal que h*(xzq) = h(l)h(r). Llamaremos a x
la media h-geométrica de {l,r}.
Ademds, siz € F,

P*(T, <T,)=P(T, <T;) siysolosi z=uxo.

2) Existe un dnico 1 € E tal que h(z,) = h(l);h(”. Llamaremos a x1 la

media h-aritmética de {l,r}. Ademds, six € F,
1
P(T, <T,) =P (T, <T)) =3 sty solo si  x = xy.

Demostracién Se probd que la funcién de escala satisface la siguiente ecuacion

diferencial: )
“@ §"(z) + b(2)s'(z) = 0,
y por definicién de L-armonicidad, h(x) satisface Lh = 0, es decir:
2
@h"(x) + b2 (z) = 0.

Por lo cual, h y ¢ son iguales salvo por una transformacion afin. Se probd
previamente que s es mondtona creciente, por lo que h debe ser monoétona
creciente (o decreciente) ademds de ser positiva por hip6tesis. Por lo tanto,

sis<r:

R (s) < k(1) (4)
R*(s) < h(s)h(r) < h*(r) (5)

h(s) < \/h(s)h(r) < h(r). (6)
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Por continuidad y monotonicidad de h, existe un tnico z
tal que h(zg) = \/h(s)h(r)

Probaremos ahora que _71 es funcién de escala de X. Por una observacién

anterior, basta probar que %1 satisface z(%) = 0.

Como

EZL—FUUT%'V

entonces:

L2 & 0, L0 0
o - o=
2 Ox0z ox h Oz

L=

y por lo tanto:

i (—71) Lo (h”h2 _hfhw)?) b (Z_> o (%) (Z_>
() () o (42)

h (%U2h”+bh') _UZ(h/)Q +0‘2(h/)2 - Lh B
== n3 + 13 = hﬁ =0

pues h es L-armoénica.

Como Lh = 0y L (_Tl) = 0 entonces h es funcién de escala para X y
=1

-~ es funcién de escala para X. Por lo tanto,

h(a) — h(r)
P (T) < T,) =
T =50 a0
Y 1
Py(T, < 7)) = 0.
m(r) R

Solo falta probar que estas dos probabilidades solo son iguales cuando x = xg:
Si
P(T, <T,)=P.(T,. <T))

entonces:
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1 1 1 1
(h() — h(r)) (W - W) . (m - W) (h(1) — h(r))
M) _h) _ h) _ hO) b))
W) B0 TR T R ) 0
h@)  h) _ h() ()
h(r)  h(l)  h(x) h(x)
MDA() — h@)h(r) _ hOh(z) — hlz)h(r)
h(r)h(1) h(z)h(zx)

Concluimos que:

es decir, x es la h-media aritmética, por lo que x = xg

El regreso es consecuencia de la prueba anterior.

La prueba de 2) es muy similar a la de 1) y se omitira.

Observacién: Como h(zg) = \/h(r)h(l) y h es invertible por ser monétona,

(creciente o decreciente) se tiene que:
r=nh""! _hz(xo) .
h(l)

El objetivo serd encontrar las inversiones correspondientes a X para los dis-

tintos Tipos 1-4. Empezaremos por un caso muy particular:

Proposicién 6.6 Si X es de tipo 1 y y h(xzg) = \/h(r)h(l) entonces la

inversion I con punto fijo xo de X estd dada por

=1 (567)

Demostracion Basta ver que se satisfacen siguientes propiedades:

e Sabemos que h es creciente o decreciente.

Si h(z) es creciente, entonces h™!(z) es creciente y ﬁ es decreciente, por lo
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que I es decreciente.
Si h(zx) es decreciente, entonces h~'(x) es decreciente y ﬁ es creciente, por
lo que I es decreciente.

Por lo tanto, I es necesariamente decreciente.

e 1y es punto fijo de I.

e hoTol (o) = h (1 () =

— h2(x0) o h2(z0) B
.IOI(x)_h1<W>_hl(mh(l’))—x
Por lo que I o I = Id(x)

Por lo tanto h o I o h™! es una s-inversién y h(zy) es su punto fijo, por

lo que holoh™ esla s-inversion en h(xg)

Por lo anterior, tenemos una expresion para I en un caso particular, cuando
X es de Tipo 1con punto fijo h(xg), donde xq es la h-media aritmética.

El objetivo de la siguiente proposicion serda determinar el conjunto de s-
inversiones asociadas a X cuando X es de Tipo 1 segun el tipo de punto fijo

xo de I. Por la Proposicién 6.6 ya quedé demostrado el primer caso:

Proposicién 6.7 Sea xq € E y asumamos que s es acotada en E (X es de

tipo 1). Entonces:

1) La inversion de E en direccion de s con punto fijo xy estd dada por:

571 (ig?) si s?(xg) = s(l)s(r)

I(x) = S s71(2s(xo) — s(x)) i 25(z0) = s(I) + s(r)
( S(II))MJ en otro caso
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donde

s(o)

a =

2s(1)s(r) — s(xo)(s(l) + s(r))
s?(xo) — s(1)s(r)
b 2s(xo) — (s(1) + s(r))
s2(xo) — s(1)s(r)
2) Si 2s(xg) # s(l) + s(r) entonces

bl;‘g((;ﬁo))ill si s%(zq) # s(1)s(r)
(@)

s(zo)

donde:

h(z) =
en otro caso

Ademds, h es continua, estrictamente mondtona (creciente o decreciente) y

h#0 en E.

Demostracién 1)

e Supongamos s(zg) # s(l)s(r).
Estamos buscando I(z) tal que

xr+a
br —1

solos !(z) =
con ab+1 # 0 (equivale a la condicién a® + be # 0 para este caso particular).

Como FE = [l,r] y so I os'(z) es una involucién decreciente y tanto s

! son crecientes, entonces I debe ser decreciente de E en E, por lo

como s~
que I(l) = r. Ademas, la ser xy punto fijo de I, tenemos que I(zg) = xo.

Obtenemos lo siguiente:

Por una parte:

s(xo) +a

bs(wo) — 1 =s0los (s(xg)) = so0I(xg) = s(x)

y por lo tanto:

bs*(z9) — a = 25(x0).
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Por otra parte:

+“1 —solos Y (s(l)) =soI(l) = s(r)

= bs(l)s(r) —a = s(l) + s(r).
Para encontrar a a y a b, resolvemos el siguiente sistema:
bs?(xg) —a = 2s(x) (1)
bs(D)s(r) —a =s(l) +s(r) (2)

Despejando de (2) a ”a” obtenemos:

a=—(s(l) +s(r)) + b(s(l)s(r).
Luego remplazamos en (2) y despejamos a "b”:
bs*(zq) + (s(1) + s(r)) — bs(l)s(r) = 2s(zg)

B 2s(xg) — (s(1) + s(r))
== ) =)

(Cuando  2s(xg) = s(l) + s(r) obtenemos que b = 0) Remplazando a

0.

"H” en (1) encontramos la expresion de "a”:

(Cuando  2s(xg) = s(l) + s(r) obtuvimos que b = 0 por lo que a =

—s(l) = s(r))

Ahora, como
s(x)+a
bs(z) —1

o= (REr=T)

En el caso  2s(xg) = s(l) +s(r)  obtenemos que:

solos (s(zx)) =

entonces:

I(x) = s (25(x0) — s(x)) .
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Falta probar que ab+ 1 > 0 en el caso b # 0 ( es decir, cuando 2s(xg) =
s(l) + s(r) ) pues en el caso b = 0 claramente ab + 1 > 0.

Por (1):
bs*(x¢) — ab = 2s(x)
b?s%(xg) — ab = 25(x0)b
1+ b%s%(wg) — 25(20)b = ab+ 1
(bs(zo) —1)* =1+ ab
Por lo que 1 + ab > 0 siempre que b 7é , lo cual siempre ocurre, esto se

obtiene de una manipulacion arltmetlca

Finalmente, el caso s*(zg) = s(I)s(r) se estudié ya previamente.

2)

Primero daremos la funcién armonica y después probaremos que se satis-
face la igualdad [ = h~! ( ) ) Recordemos que si X es de Tipo 1 h(x) es

la tinica funcién arménica que satisface:

(

Ch' +bh' =0 (Lh=0)

h(l‘o):l
W) = ﬁsiXesdetipolst( 0) # s(l) + s(r)
1si X es de tipo 'y 2s(zg) = s(I) + s(r)

\

Por lo tanto, buscamos h(z) que satisfaga lo anterior.

Caso 1
Supongamos que s*(xq) # s(1)s(r)
Sea
_bs(z) —
M) = bs(zg) — 1
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Probaremos que h definida de esa forma en este caso particular es la funcién
armoénica buscada.
Lh = 0 por ser una transformacion afin de s, la funcién de cambio de escala.

Ademés claramente h(zg) = 1.

Dos sub-casos posibles:

Primero, si 2s(z) = s(I) + s(r) entonces h(l) = 1 pues h(z) = 1 por lo que
h es la funcién armoénica buscada si X es de tipo 1y s(xg) = s(l) + s(r) y
s(wo) # (D)s(r).

Ahora, si 2s(xg) # s(I) + s(r) faltaria probar que h(l) = h(lr).

Previamente, se definio:

b —2s(x0) + s(l) + s(r)
s(l)s(r) — 2s(xo)

Entonces:
b(s(1)s(r) — s(x0))* = —2s(xg) + s(1) + s(r)
bs()s(r) — s(1) — s(r) = bs(xg)* — 2s(x0)
b?s(1)s(r) — bs(l) — bs(r) + 1 = b*s(x0)* + 1 — 2bs(xo)
(bs(l) = 1)(bs(r) = 1) = (bs(wo) — 1)(bs(wo) — 1)

bs(l) =1 bs(zp) — 1
bs(zo) —1  bs(r) —1

Por lo que h definida de esa forma es la funcién arménica buscada cuando
X es de tipo 1y s(xg) # s(l) + s(r) y s(xg) # (1)s(r).

Por el primer inciso de esta proposicion , s # % por lo que h # 0 en E.
bs(z)—1
bs(zop)—1

Concluimos entonces que h(z) = es la funciéon armoénica de X si es

de tipo 1y s(xg) # s(l)s(r).

Ahora, probaremos que para el caso 1, se satisface la igualdad siguiente:



Sabemos que:

W) = bs(z) —1 s(af;)—%_'

©obs(zg) =1 s(wg) — 2

1
., 1. S\T)— 1 3
Sead = s(xo)—%. Con esta notacién, reescribimos a h como ( 35 . Obsérvese

que como (bs(z) — 1)? = 1 + ab, entonces § = Y12,

Despejando, podemos hallar A~!:

ht(z) =51 (6:c + %)

Por lo cual:

tanto si 2s(xzg) # s(I)s(r) como si 2s(xg) = s(I)s(r) pues nétese que cuando
1 ( s(z)+a

2s(xg) = s(l)s(r) la expresion s~ hs) 1

se simplifica en s71(2s(zg)—s(x)).

Caso 2

Cuando s%(xg) = s(I)s(r) , procederemos como sigue: Sea [I,r — ¢"] donde
e << lye<r—1demodo que xy € [I,r — €"] para todo n.

Claramente, al ser s estrictamente creciente y positiva, s?(zq) # s(I)s(r —e"),

lo cual nos regresa al caso 1, por lo que la funcién armoénica h,, que satisface
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las condiciones deseadas para la n correspondiente es

_ bus(z) —1

hy, =
bps(zg) — 1

donde
b 2s(xg) — (s(l)s(r — e”))
" s(wo) = s(D)s(r —en))

Obsérvese que lim,,_,o, b, = oo Por continuidad, la h que satisface las condi-

ciones deseadas en el caso s%(zg) = s(l)s(r) es

h(z) = Tim hy, = 25

Ahora probaremos que también en este caso se cumple que h™* <L> = 1.

(z)
Despejando, obtenemos que h~'(x) = s~ (zs(xo)) por lo que:

() - () ()

Hasta ahora, nos hemos enfocado en estudiar las inversiones de difusiones
de Tipo 1. Resulta que podemos obtener las de Tipo 2-/ a partir de estas

facilmente:

Proposicién 6.8 Todas las inversiones de E en la direccion de s con punto
fijo xg € E son las siguientes:

1) 8i X es de Tipo 1, con 2s(xo) # s(l) + s(r), entonces su inversion estd
dada por la proposicion anterior.

2) Si X es de Tipo 2, entonces




4) Si X es de Tipo 4 o de Tipo 1 con 2s(xg) = s(l) + s(r), entonces I es la

s-reflexion en xg.

Demostraciéon Puesto que las pruebas son muy similares, solo probaremos
2):

Sea X una difusién de Tipo 2, es decir, oo < s(1) y s(r) = oc.

Sea {(I,7™)}n € IN una sucesién creciente de intervalos tal que lim,,_,o, 7™ — 7
donde s(r") < oo.

Entonces, lim,_,,, s(r™) = oo por continuidad de s. Restringiendo a X a
cualquier intervalo de la forma (I,7"), X es de Tipo 1 pues tanto s(l) como
s(r™) son finitos. Sea I, (z)la inversién asociada a X restringida al intervalo
(I,7™) ¥ an, by los coeficientes correspondientes al intervalo como se definieron

anteriormente. Entonces, tenemos que:

I(z)=s"" (%)

2s5(l)s(r™)—s(xzo)(s(l)+s(r™
<S<I> + = (52()10)(750(;;3%7")7; ( ))S($0)>

lim I,(z) = lim s '

2s(xo)—(s(l)+s(rm
n—>00 n—00 S(QE;)Q)Ei(;;(Eﬂﬂ)))(;(x) —1
s(rm)(2s() —s(w0) (5105 +1))
S(x) + 3(7‘")(@_8(”)
= lim s7* S
— ny(o2@) (s g
n—oo S(T‘ )( s(rY) (5(7«")+ ))

s (558 -s0) s(@) =1
=51 sz —2S(l) — S(xo)s x Ls T) —
=5 (s 2 (o) st 1)
WY CULORLIGREREREES
s(z) — s(1)
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No es dificil verificar que todas las funciones arménicas buscadas son las

siguientes:

(2L §i X es de Tipo 1y 2s(xq) # s(1) + s(r)

1 si X esde Tipo 1y 2s(xg) = s(l) + s(r) o es de Tipo 4

SS(Z))__SS((IZ)) si X es de Tipo 2

s(r)—s(z) .
{50 —s(ao) S X es de Tipo 3

En la Proposicién 6.7 ya se hallaron todas las funciones arménicas cuando X

h(z) =

es de tipo 1. No es dificil comprobar que las de tipo 2-4 descritas previamente
también satisfacen las condiciones buscadas.
El objetivo de esta proposicion es escribir las inversiones en funcién de la

funcién arménica h.

Proposiciéon 6.9 Si X es de Tipo 1, 2, 3 0 4 entonces

I(x) = bt (ﬁ) |

Demostraciéon Por la Proposicion 6.7 el caso en que X es de tipo 1 ya se
probo.

Si X es de tipo 2:

Por la Proposicién 6.8 la inversion I de X esta dada por:

. (s(z0) + 5(1)°
lw)=s (5“” (o) 1 50 )

—s(l
ey = S0 =)
s(r) —s(l)
Despejando a z en esta expresién de h(z) obtenemos que

h™H (@) = 57" (a(s(zo) — s(1) + s(1)).

Por lo tanto:
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Por lo que I(z) = h™! (ﬁ)
Si X es de Tipo 3:

Por Proposicion 6.8 la inversién I de X estd dada por:

_ (s(r) = s(0))?
—2(x) )

sl - s(@)
M) = ) = san)

Una vez mas, despejando = obtenemos que

ht(z) = s (z(s(xg) — s(r)) + s(r)) .

Por lo tanto:

Por lo que h™* (ﬁ) = I(x).

Si X es de Tipo 4 la prueba es similar y se omitird.

Por este resultado, hallar la inversién de X conociendo a su funcién armonica

h se reduce a un solo caso y es sumamente sencillo.

Proposiciéon 6.10 Una funcion [ : E — E es la s-inversion con punto fijo
xog € E siy solo si I(E) = FE y para todo x € E

P (H, < Hiwy) =P} = (Hiw < Ha)

donde P* es la ley de probabilidad del proceso X h-transformado, X*.
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Demostracién Ida:
Sabemos que I(z) = h™! (ﬁ) y S.p.g. supongamos = > I(z)

Como h es funcién de escala de X y % es funcion de escala de X* entonces:

h(wo) — h(I(x))
h(z) — h(I(z))
B h(zo) — ﬁ
@) -
h(z)h(zo)—1

_ h(x)

h?(z)—1

h(x)

_ h(z)h(zg) — 1

h2(z) —
~ h(x)—1
- hz(x) —

p*o (Hx < H](m)) =

pues h(zg) = 1.

Por otro lado:

(x) = h(I(x))
h(z)h(I(x))
(z0))

(z))
)
)

Pr (Hiwy < H,) = ;(C(Cﬂ;) (;( )))
) T RIE)
h(z) — h(xo)
h(x)h(zo)
h(zo)(h(x) — h(I
iy (@) = h(@o)
h(zo)(h(%) = 35
1— h(zo0)
)

i T h(xo)
/h
h(I(x))(h(z) = h
h(z)

(330 h( ) - f;f( 0))
h(z) — h(xo)
h(zo)(h*(z) — 1)

h(z) —

1
= —h2<$> ] pues h(zo) = 1.

Por lo que
3, (Hiw < 1) = P (H, < Hy)
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El regreso no se usard mas adelante asi que no se probara.

Teorema 6.11 Sea X una difusion tal que Xo = xo en [, 7] y sea p la prob-
abilidad de que X abandone el intervalo por l. Entonces el proceso X* es el
proceso X condicionado a abandonar el intervalo [I,r| por | con probabilidad

qg=1-p.

Demostracién Primero, probaremos que podemos descomponer a h(zx) como:

hx) = h(l) . h(r) —h(z)

") = o) = h@) TV ) — R(ag) ¢ T
donde
. h(zo)—h(), .
= ) = L (H, < H)
* _ h(r) — h(xo) o
B mh(l) =P, (H, > H))
ho(a) = M@ =B _ h@) = h() hr) — k() _ P*(H, < H)
' h(zo) — k(1) — h(r) — h(l) h(zo) — h(l) ~ P20 (H, < H))
() = ) = hl@) _ 0(r) = (@) Br) 0O _ P (H, > H)

h(r) — h(xzo)  h(r) — h(l) h(r) — h(zg) P20 (H, > H))

Primero, obsérvese que si remplazamos a ¢* por h(xo)_h(l)h(r) y a p* por

R(r)—h(l)
héfz)__h,%‘;)h(l) obtenemos a h(zx) pues si:

~ h(x) — R(1) h(z) — h(l)  h(r) — h(xo) h(r) — h(x)
B =5y =m0 " Ry =) T a0 —hm) " R~ )
_ h(z) — h(l) h(r) — h(x)
=" =e0 TN =R
_ h(x)h(r) — h(r)h(l) + h()h(r) — h(l)h(x)
h(r) — h(l)
h(r) — h(l)
=M R
= h(7)
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por lo que bastaria probar que:

hao) =h(D), .\ p
W) h() h(r) =P (H, < H)
h(r) — h(w) .

Por simplicidad, lo probaremos cuando X es de tipo 1 con s?(xq) # s(I)s(r).
Los demas casos son similares.

En ese caso, h estd dada por

Obsérvese que como s*(x) = ﬁ;) entonces si X es de tipo 1, X* también es
de tipo 1 pues tanto s*(I) como s*(r) son finitos. Ademads, s*(xg) # s*(1)s*(r)

por lo que h* estda dado por:

) =

ﬁ;) es una funcion de escala para X* entonces

Como
* _ h(x) 0
M T )

h(zo)

$*(0) = 5°(1) _ W(ao) = W°(0)
s (r) —s*(l)  h*(r) = h*(1)
h(zo) _ h(zo)
_ h(zo h(l)

)
"~ h(zo) _ h(zo)
h(r) h(l)

h()—h(zo)
_ _h(zo)h(D
- h(D=h(r)
h(r)h(l)

B~ ha),
=Ry =) )
_hey) —h(D),
~ h(r) —h() hr).

P* (H, < H)) =
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Por lo que en efecto,

ho) =hll),
h(T) _ h(l) h( ) IPx()(Hr < Hl)

Similarmente, se prueba que

hr) = h(zo) , o _ e

Por lo tanto, tenemos que:
h(z) = q"h.(z) + p*h(x) = P, (H, < H)h,(x) + P, (H, > Hp)h(z).
Como I(r) =1y I(l) = r, por 6.10 obtenemos:

P, (H, < H)) =P, (H, > H;) =p

P (H, > H)) = P, (H, < H) = q.

Asi,
h(z) =p-h.(z)+q- h(z).

Obtuvimos dos expresiones para h:
h(z) = ¢*h,(z) + p*Iy(z) = P} (H, < H))h.(x) + P} (H,. > H;)h()
h(z)=p-h.(z)+q-hz) =P, (H > H)h.(z)+ P, (H. < H)h(z).

Usando la segunda expresion, si s < t:

E;, (GO0 =104

=E[(p-he(z) +q- hu(z)) G(X,)]
= q- B [m(X)G(X,)] + p - B [h (X)) G(XS)] -

G(Xg}

Como: P (H, < H)
hr _ r l
A YA
P* (H, > H,))
hi(x) —
l<x> Pzo (Hr > Hl)
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entonces en el primer término, estamos condicionando a X a salir del intervalo
[l,r] por [ y en el segundo, a salir por r. Estas son h-transformadas como se

estudiaron en los capitulos anteriores. Asi:

E;, [G(X,)] = q- B [G(X,)] +p- EP [G(X,)]
=q- [ [G(Xs)|Hr > Hl] +p £ [G(Xs)|Hr < Hl] .

Ahora, seguiremos el mismo procedimiento pero usando la primera expresion

que obtuvimos de h:

E;, (60%) = E|

=E[(q" - he(x) +p" - () G(X,)]

= p" - B (X)) G(X,)] + ¢ - E™ [h(X,)G(X,)]

=p - EP[G(X,)] + ¢ - B [G(X,)]

= p* - E™ [G(X,)|H, > H] + ¢ -E* [G(X,)|H, < H]].

Por lo cual, se sigue que:

pEY [G(X,)[H, > H] + ¢"E™ [G(X,)|H, < H)]
— ¢E™ [G(X.)|H, > H) + pE*™ [G(X,)|H, < H)]

y por lo tanto, p* =qy ¢* = p.
Es decir:

P* (H, > H)) = P™ (H, < H))
P* (H, < H)) = P™ (H, > H,).

Por lo que el proceso X* es el proceso X condicionado a salir de [[,7] por [
con probabilidad p* = ¢ y a salir por r con probabilidad ¢* = p.
Los casos en que h(l) y h(r) no son finitos no se probaran. Para detalles de

la prueba, [1] On Inversions and Doob h-Transfroms of Linear Diffusions,

Alili, Graczyk and Zak.

Definicién 6.12 Para una difusion X, definimos al funcional

L t<I/)2(XS)02(XS> s
A "/o 2I%)
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Al ser creciente, es invertible; definimos a 7, como su inversa.
A} y 1 son los objetos andlogos asociados al dual de X, X*. Ademds, la

medida de velocidad de X* estd dada por m*(dz) = h*(z)dz (CITAR?) y su

funcion armdnica asociada es h*(x) = —h_(wl) .

Teorema 6.13 Sea [ la s-inversion de E con punto fijo vy € E. Si X,
X € E son tales que I(Xy) = X entonces:

1- Para todo t < &, 7, y A} tienen la misma distribucion.

2- Los procesos (X[, t < &) y (I(X,,),t < A¢) tienen la misma ley de prob-
abilidad.

Demostracion

1-Sea t > 0, definimos 7; := I(X,,). Puesto que 7; es la inversa de A,

entonces :

A, =t
por lo que derivando de ambos lados, obtenemos:
o P (X5 )0 (Xy)

b a(I(Xy)

Finalmente, despejando a 7/ e integrando:

Tt = /t atisy) ds
o (I*(Xr)o*(Xr,)
Ahora, puesto que I(I(z)) = z, entonces
N 1
"= raay

Remplazando en la féormula anterior, obtenemos la siguiente expresion para

=1.

Tt

N t(f/)z(XTs)Uz(XTs) s — A"
= 21X P

por lo cual, 7, = A
En el punto ntimero 2, probaremos que n y X* tienen la misma distribucién,

que es lo que falta para concluir esta prueba.

2-Antes de probarlo, necesitamos el siguiente resultado:
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Lema 6.14 Siy € E, entonces Ay, , = H

Demostracién

H!'=inf{s >0 : n, = a}

=inf{s >0 : I(X,,) = a}
=inf{s >0 : I(I(X,,)) =I(a)}
=inf{s>0: I(I(X,)) =1(a)}

Ahora, sea u = 75 entonces al ser 7 la inversa de A; tenemos que A, = A, =
s, por lo que podemos reescribir la expresion anterior usando el hecho de que

I o I = Id anterior como sigue:

=inf{A,u>0: I(I[(X,)) =I(a)}
=inf{A,u>0: X, =1(a)}
= Aint{u>0: Xu=I(a)} (Puesto que A, es estrictamente creciente)

= An,,-

Regresando a nuestra prueba, observemos que puesto que AHI(y) = H],

entonces:

B [HIAHY) =B A, A An,, |

Hr(ayNH(g)
=E / Al ds
0

Hi(ayNH(g)
0
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Asi:

Hia)NHi(g) Hi)AHrg) (712 2
0 0

I(o) 2
_ /I G(I(2), y)%
(

) o

®) a?((

. /6 GI(). I(y))

)
m
I(a) "2
=2 [ "Gy
<

Una vez maés, usando que I'(I(x)) =

_ /ﬁ () 1(y)

. /ﬁ G(I(x). I(y))

o 1
9 /ﬂ GU@: ) e hiEw))

Ahora, observemos que como I(r) = h_l((—) y (WY (y) = &

tonces

1 1
—a2(y)(MI(y)) " )

115



Ahora probaremos que G (I(x),I(y)) = G%(z,y).
Recordemos que si J = [a,b] a < b es un intervalo, entonces la funcién de

Green asociada a una difusion X esta dada por

s(b) — s(z Vy)
s(b) — s(a)

donde ¢ es una constante y s es la funcién de escala asociada a X.

Gy(z,y) =c(s(x Ny) — s(a))

Regresando a la prueba, en nuestro caso la imagen de la difusién X; es el in-
tervalo J = [a, 5]. Obsérvese que al ser I una inversién, es decreciente, por lo
que la imagen de J bajo I es el intervalo I(J) = [I(B), I(«)] con I(B) < I(«).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que I(z) < I(y) ( por lo que z > y).
Ast:

G (10). 1(0)) = (h(1(a) A 100) = h(1(5)) M)
=

= (=h*(z) + 1"(B))
h*(B) — h*(x)
h*(B) — h*(e)

= (o ) = ) D)
= Gy(z,y)-

= (h"(y) = h*(a))

En resumen, tenemos que:

B[ Y] =2 "G (1), I(w)) Ly

, ) (—hI )
2 / Gy (1), I(y))m*(dy)
B8

[0}

Gz, y)m™(dy)

B
= E[H: AHj).
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Ahora, bastarfa con probar que Gy (I(x),I(y)) es la funcién de green de
1; para concluir esta prueba, pues de ser asi, tendriamos que la medida de

velocidad de 7; y de X* es la misma, por lo que los procesos son los mismos.

Para eso, calculemos la funcién de Green de n; en I(J) = [1(5), [(«)]:

Sin perdida de generalidad, supongamos que x > y por lo que I(x) < I(y).

GrnU(@), 1(y)) = (s"(I(x) A (y)) — s"(1(B)))

= (s"(I(z)) — s"(I1(B))) :882; : EZEI

»

V)

n_ —1 . s
Observemos que s = () ©S una funcién de escala para n, pues

s"(ne) =

Como h es arménica, h(X,,) es una martingala por lo que es un movimiento
browniano cambiado de tiempo, y que sus tiempos de salida del intervalo
[a, B] son los de un movimiento browniano. Por lo cual, asi definida, s es

funcion de escala de ;.

Para mayor informacién acerca de esta afirmacion: [6] M. Yor, Continu-
ous Martingales and Brownian Motion, proposition 3.5
"Teorema: Una funcion Borel localmente acotada f es funcion de escala si y

solo si f(Xy) es una martingala local”.
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Asi:

Por lo tanto:

Asi que m"(dy) = m*(dy) es decir, ambos tienen la misma medida de veloci-

dad, por lo que n, = X}
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7 Procesos de Bessel

7.1 El proceso de variacion cuadratica de una martin-

gala

Definicién 7.1 El proceso de variacion cuadrdtica o simplemente la variacion
cuadrdtica de una martingala se define como

n

2
< X, X >;= lim <Xt?—Xt?71> 0<t<T

I
[T i=0

I1,, particion del intervalo [0,T.
Sea M, una martingala adaptada a una filtracién F; con s < t. Al ser 22 una

funcion convexa,

E [M|F)? < E[M}|F,]

Por lo tanto:

(M,)* = E[M,|F,)* < E [M?|F,]
(M,)? < E [M2|F,]

por lo que M? es una sub-martingala. El proceso de variacién cuadratica
sirve para compensar a la sub-martingala M? y volverla martingala. Se sabe
que si M es una martingala, no es de variaciéon acotada. Sin embargo, al

igual que el movimiento browniano se puede demostrar lo siguiente:

Teorema 7.2 Una Martingala continua y acotada tiene variacion cuadratica
finita, se le denota por < M, M >, y satisface:

t =< M, M >; cont € [0,T] es el inico proceso creciente y continuo tal que
M?— < M, M >; es martingala.

Demostracién (solo se probard la seqgunda afirmacion)

Por demostrar que M?— < M, M >; es martingala:
E [M,M,;] = E [E [M;M,|F,]] = E [M,E [M;|F,]] = E [M?] .
Por lo cual,

E [(M, — M,)*] = E [M? + M2 — 2M,M,] =E [M} — M?].

S
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Si {t;}71! es una particién de [s,t], con 0 < s <t

E[M? - M2\F) = > B [ME, - M|,
i=1 -

- ZE [(Mti+1 - Mtz‘)2 “FS] =k Z (Mti+1 - Mti)Q “FSI .
i=1

Li=1

Ahora, si {k;}74! es una particién de [0, s], entonces

= {r o= Lk, | ()

es una particién de [0,t], donde 7,41 = t1 = S ¥ Tmint1 = tny1 = t. Por lo

tanto,
n m-+n
E Z (Mti+1 - Mti)2 |]:S =K [/Z (MTJ'+1 - MT’J‘)Q |]:5]
i=1 j=m+1
m m—+n m
=E Z (M?“j+1 o Mf‘j)Q + Z (MTJ‘H o Mf‘j)z o Z (MTjJrl - Mﬁ')z ’}—5]
j=1 j=m+1 j=1
m—+n m
=B Z (M?“j+1 - Mf‘j)z o Z (MTjJrl - Mrj)z ’}—5] :
j=1 j=1

Lo cual, tomando limite cuando la norma de la particién tiende a 0, |II;| — 0,

I1; refinamiento de II, converge a
El<M,M> —<MM >, |F.
Por lo tanto, tenemos que
E[M} — M2|F] =E[< M,M > — < M,M >, |F,].

Al ser < M, M >, y M2 procesos F, medibles, reacomodamos la expresién

anterior para llegar al resultado enunciado:
E[M}— <M,M >, |F,] = M}— <M, M >, .

Es decir, M?— < M, M >; es una martingala.
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En nuestro caso, usaremos el proceso de variacion cuadratica solamente para
procesos obtenidos al integrar un movimiento browniano, es decir, de la forma
X, = fot fsdBs, donde f; es un proceso adaptado a la filtracion F; generada
por el proceso browniano B;.

En este caso particular, es facil de calcular la variacién cuadratica de X;:

Lema 7.3 Si F € T?[0,T] entonces (Y} = fg FSdBS> o tiene variacion
tef0,T

cuadratica fg F2ds.

Demostracién Sea Y; = fot F.dB; y f(x) = x?. Aplicando la férmula de

[t6, obtenemos:

Ox? 1 0%x?
df (V) = %(Yt)d}/; + 5@(

t t
:2/ Yt-FsdBSJr/ F2ds.
0 0

t 2 t t
(/ FsdBS) :2/ Yt-Fsst—l—/ F2ds.
0 0 0
t 2 t t
(/ Fsst) —/ Ffdg:Q/ Y, - F,dB,
0 0 0

que es una martingala por ser integral de un movimiento browniano.Por lo
que < X, X >,= fot FZds.

Una consecuencia de esto es que si B; es un movimiento browniano, entonces

Y,)dY;dY,

Por lo cual:

Entonces:

<B,B >t:t

pues B, = [} 1dB;.
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7.2 Resultados preliminares

Teorema 7.4 Sea B; un movimiento browniano. Entonces, para casi todo w
el conjunto C, = {t| Bi(w) = 0} es de interior vacio, de medida de Lebesgue
A(C,) =0 y no acotado.

Demostracién Cerrado: Puesto que Cy, = (B; ' (w)) (0) y B; es continuo,
C', debe ser cerrado (imagen inversa de un conjunto cerrado bajo una funcién

continua es un cerrado)

Interior vacio:

E[AC)] =E Uw ]l{o}(Bt)dt} = /WE [1(p,—0ydt] = /w P(B; = 0)dt =0

pues P(B; =0)=0 V¢t
Por lo cual, A(C') = 0 casi seguramente.

Finalmente, por recurrencia del movimiento browniano C, no es acotado.

Teorema 7.5 Teorema de Lévy

Sea M un proceso en (0, F,{F:}i>oP) adaptado a una filtracion F con
0<t<T tal que:

1. M tiene trayectorias continuas.

2. M es martingala.

3. <M, M >=1

Entonces, M es un movimiento browniano.

Este resultado no se probard

7.3 El proceso de Bessel

Sea B un movimiento browniano de dimensién 0 y sea p := |B|, la norma de

B. Aplicando la férmula de It6 a | B|?, obtenemos lo siguiente:
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5
d|B|2=Z/taf( Z/ —_dB;dB,
—~ Jo ox; ox; 8%
) t 1
= 2B;dB; + — / 2dB;dB;
> 2,23 :
s 5
:22/ Bide-JrZ/ ldt
i=1 70 i=0 V0
4 t
:22/ B;dB; + 6t.
i=1 70

Por lo cual: 5
t
p; :p§+22/ BldB: + 6t

eSido>2 P(B,=0)=0
e Sid =1, {s|ps = 0} tiene medida de Lebesgue 0. Por lo que podemos
definir el siguiente proceso:

Br _Z/ dBZ

Obsérvese que,

s t i s y
<85>~ (Z [ %dgg) (Z [ fsw)

1= 7j=1

e

0 i=1

—

Il
~+

Ademads, (; es martingala por ser integral con respecto a un movimiento
browniano y tiene continuidad de trayectorias.

Por el teorema de Lévy, 5, es un movimiento browniano.
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Como B
BydB; = Ptp—tdBt = prd By
t

, entonces podemos reescribir la ecuacién (1):

t
gi= s+ [ puds, v
0

Sea Z; = p?, el cuadrado de la norma de un movimiento browniano y sea

x > 0. Consideremos la siguiente ecuacién:

t
Zt:$+2/ \/ |Zt|d55+5t
0

Como |v/z — V2| < \/]z — 2| con z,2' > 0, entonces se satisfacen las condi-
ciones Holder de unicidad de soluciones (Continuous Martingales and Brow-
nian Motion, Daniel Revuz, Marc Yor Capitulo 9 seccion 3), por lo que la
ecuacion tiene una unica solucion fuerte y su solucién se llama el proceso
cuadrado de Bessel.

El siguiente teorema serd usado pero no se probara:

Teorema 7.6 Teorema de Comparaciéon Sean b', b* funciones Borel tales
que b' > b% y por lo menos una satisface condiciones Lipchitz. Si X1, X?
son soluciones de

dX' = o(XNdB, + b (X1)dt

dX? = 0(X?)dB, + b*(Xy)dt

ecuaciones definidas en el mismo espacio con respecto al mismo movimiento

browniano, y si Xg > X2 casi sequramente, entonces:
P(X! > X}Vt>0)=1.
Es decir, casi sequramente, para cada w € ) ,

X} w) > X (w)Vt.
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Regresando a lo anterior, obsérvese que en el caso 6 = x = 0 , claramente

Zt = 0 es una solucién a la ecuacién
dZ, = 27/ Z,dB, + 0dt.

Por el teorema de comparacion, la solucion Z; de la ecuacién
dZ, = 27/ Z,dB, + édt

con ¢ > 1 satisface que Z; > 0 casi seguramente. Es decir, cualquier solucion
a la ecuacién es positiva.

Por lo anterior, podemos reescribir la ecuaciéon omitiendo el valor absoluto
dentro de la raiz cuadrada.

La prueba se puede leer en Continuous Martingales and Brownian Motion,

Daniel Revuz, Marc Yor, Capitulo 9-Teorema 3.7

Definicién 7.7 Para cada 6 > 0, x > 0, la dnica solucion fuerte de la

ecuacion .
Zt:x+2/ ‘\/st63+(5t
0

tiene por nombre cuadrado de un Bessel § -dimensional, denotado BESQ’(x).
El semigrupo de un BESQ’(x) se denota Q. El indice de un BESQ® se

— 0
define como v := g5 — 1.

Teorema 7.8 Sean 5 y 5/ dos movimientos brownianos independientes y Z
y Z' los BESQ%(z) y BESQ® (') soluciones de las siguientes ecuaciones:

t
Zt::v+2/ /ZsdB, + ot
0

t
Z, =1+ 2/ V2B + 't
0
Entonces Z; + 7 es un BESQ (v + 2').

Demostracién Sea X; = Z; + Z;, entonces:

t t
Xt:Zt+Z;:x+x’+2</ \/stﬁs—i-/ \/ng6;>+(5+5’)t
0 0
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d(Z+ 7)) =2 (\/thﬁt + \/ngﬁt’> +(6+0) dt
VZidBit+/ Z1dB;
Sea vt :== Lix,>0 - ( : i/yt\/_ t) + Lix,=01df;.
Demostraremos que 7, es un movimiento browniano:

1 V7 Tt + /T Tt
YV 2t Y Y {X+>0} \/Yt\/yt

Zy+ Z))dt
= 1{Xp0}% + Lix,—oydt = Lyx,>0pdt + Lix,—oydt = dt = 1.
t

+ ]l{xtzo}dt

Como 7; es una suma de integrales con respecto a movimientos brownianos,
entonces es continua por trayectorias y es martingala.

Por el teorema de Lévy, v, es un movimiento browniano. Obsérvese que

VXidy = Lix,~00(V ZedBy +/ Z{dB,) + 0 - Lix,—vdB) = \/ ZdBy + / Z{d}s,.

Observacion: Esta ultima igualdad se da pues X; = 0 ssi Z; y Z; son 0 por
ser procesos positivos.
Ahora, teniendo lo anterior en cuenta, podemos reescribir la ecuacién que

satisface X;:
t t
Xy=z+47 +/ 2/ X dys + / § + d'dt.
0 0

Por lo tanto, X, es un BESQ*™ (z 4 2').

Definicién 7.9 A la raiz cuadrada de un BESQ(J) se le llama proceso de
Bessel de dimension 0, denotado BES(J).

Si Y; es un BESQ(d) con valor inicial x > 0, § > 2, podemos aplicar la
formula de Ito a X; = /Y; (pues el movimiento de dimensién § > 2 no toma
el valor 0 casi seguramente) y obtenemos que el proceso de Bessel X; satisface

la ecuacién:

0—1
dX; = e dt + dBy

t
En la siguiente seccion se vera con detalle el procedimiento.
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Proposicién 7.10 Para:
1) § <2 el proceso de Bessel es recurrente

2)§ <1 el0es alcanzado casi sequramente.

Demostracion Recordemos las definiciones de un proceso recurrente y un
proceso transitorio:
Si K es una bola con centro en 0 de radio R, X, es:
-transitorio si
-recurrente Si
P* (T < o0) <1
r € R™

1)El movimiento browniano es un proceso recurrente si 6 < 2, por lo cual
P* (T2 < o0) =1
Por lo que:
P* (existe t < 0o tal que |B;] = R) =1
Y entonces:
P* (T < o0) =1

por lo cual, Z; es recurrente si 0 < 2

3) Si § =1, entonces: Z; = max{By;, — B}

Como el movimiento browniano regresa al 0 casi seguramente, entonces para
todo t, existe ¢ty > t tal que By, = 0.

Entonces:

Zyy = max{By,, —B;, } = 0.
n

Recapitulando, se definié el proceso BESQ(J) como la norma al cuadrado
de un browniano y luego al proceso de Bessel como la raiz cuadrada de este.
En las siguientes secciones se construira el proceso de Bessel de otras dos
formas: como raiz de la transformada de Lamperti de un browniano con

deriva, y como la h-transformada de un browniano.
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7.4 Construccién del processo de Bessel como trans-

fromada de Lamperti

Sea B; un movimiento browniano, & = By +mt y f(z) = €.

Por la férmula de 1t0:

df (&) = /Ot 2%t dg, + % /t 4 dg,dé,

0

t t t
=2 / e®tdB; + 2m / et dt + 2 / et dt
0 0 0

t t
= 2/ e**dB, + 2(m + 1)/ e*eds.
0 0

Definamos M, := f(f e dB,.
Por el lema 7.3 : .
< M,M >t:/ e*eds.
0

Sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos:

t
f(ft)=1+2/ et dM, +2(m+1) < M, M >, .
0

El siguiente resultado no se probara:

Teorema 7.11 (Dambis, Dubino-Schwartz) Sea M, una martingala con-
tinua tal que My = 0 y < M, M >, = oco. Entonces existe un movimiento
browniano B, tal que para todo t > 0, M; = Boyys,. Es decir, M, es un
movimiento browniano cambiado de tiempo, y el cambio de tiempo esta dado
por su proceso de variacion cuadrdtica.
Inversamente, el proceso M, = B3, es un movimiento browniano con re-
specto a Frqy donde T(v) = inf{t| < M, M >,> v}.

7(v) es llamada la inversa generalizada de < M, M >, y obsérvese que en

caso de que < M, M >, sea estrictamente creciente, coincide con su inversa.

Se puede leer la prueba de este resultado en [7] Klebaner, Introduction to
Stochastic Calculus, Capitulo 7.
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Regresando a nuestro caso, como M; es una martingala por ser una inte-
gral con respecto a un movimiento browniano, por el teorema anterior, es un

movimiento browniano cambiado de tiempo y este cambio estda dado por
t
At =< M, M >= / 62£Sd8t.
0

Como A; es estrictamente creciente, entonces es invertible; si 7(v) es su

inversa entonces < M, M >, = v.
Ahora, evaluemos f(&;) en el cambio de tiempo 7(v):

7(v)
Xy = f(&w) =0 =1+ 2/ e dM+2(m +1) < M, M >,
0
=1+ 2/ eSO dM () + 2(m + 1)v
0
=1+ 2/ e @dB, +2(m + 1)v
0

pues recordemos que por el teorema anterior, M,(,) = 3, para algtin movimiento

browniano f,. Por lo tanto:
X, =1+ 2/ vV XudB, + év  donde § = 2(m +1).
0

El proceso solucién a esta ecuacién diferencial estocasitca es el Cuadrado
del Proceso de Bessel de dimensién 6, BESQ(6), v al proceso e*® se le
llama la transformada de Lamperti de &. Esta tiene la siguiente particu-
laridad: permite transformar un proceso de Lévy en un proceso de Markov
(como se hizo en este caso, aunque no se probard), y su inversa transforma

a un proceso de Markov en un Lévy.

Definimos el Proceso de Bessel BES(§) como Y; := /X, donde X; es
un BESQ()). Como para § > 2, BESQ(J) el 0 no es alcanzado casi segu-
ramente, entonces podemos aplicar la férmula de It6. Para el caso § = 1 no
se calculard la diferencial del proceso de Bessel, puesto que las herramien-
tas necesarias para su construccién son mas complejas. De hecho, el proceso

de Bessel se generaliza para o € Q) y es llamado proceso de Bessel fraccionario.
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Por la féormula de It6 aplicada a X; y f(x) = /z:

1 1 1 -3
dY, = dV/X, = 5 (X,)"7 dX, + 5 (—th 4dXtht)

1 _1 1 _3
— (X)) (2\/XtdBt + 6dt) — S (X)7F (4Xidt +0)

2
) 1 §—1
= dB dt — dt = dB dt
et WX, WX, et WX,
Entonces: 5.1
dY, = ——dt + dB,. (7)
Y:

La solucién a estd ecuacion es llamado el proceso de Bessel BES(§) de di-
mension 9.
Por el Teorema 2.9 obtenemos que su generador infinitesimal estd dado

por:
_o—-10f 1 o*f
Af(z) = 2x %+§8x8x'

Proposiciéon 7.12 Para d > 2, d € N yr > 0, el proceso de Bessel R; de

dimension d iniciado en r satisface

Es decir, casi seqguramente, R; es estrictamente positivo. Esto también prueba
que un movimiento browniano en R, d > 2 no regresa al origen casi sequ-

ramente.

Demostracion Basta demostrarlo para n = 2 pues solamente si d > 2,
2 2
<Wt(1)) ot (W,f”)) =0

2 2
Para los k € IN que satisfacen que (%)k < r < k definimos los siguientes

tiempos de paro:

1 k
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Skzinf{tZO|Rt:k}
Tk:Tk/\Sk/\n.

Como el movimiento browniano es casi seguramente no acotado,

P(Sp<o0)=1 y P(lim Sy =00)=1

k—o00

y por lo tanto:
PNy {Sk < o0} N {khm Sy =00}) = 1.
— 00
Como R es un proceso de Bessel de dimensién 2, satisface
dR; = ! dt +dB
t = R, t-

Por la férmula de 1t0:

1 11 11 1 11 1
d10g(R,) = —dR, — ~—dR, - dR, = — ——dt + —dB, — ~—dt = —dB
og(f) = p-df = 5 tTRaR Y TR, T g™ T R,

Entonce:
log(R,,) = log(r / —dB

Podemos aplicar la férmula de Itd pues log(x) es C? para x € (klk,k:) y
R, € (7, k).

1
Como para 0 < s < 7y, R ©8 acotado y como 7 es acotado por n, te-

Tk 1d
E —dB,| =0.
7]

Por lo que calculando la esperanza de ambos lados, obtenemos:

nemos que:

log(r) = E [log(R-,)]
=K [log(RTk) : ]l{TkSSk/\n} + log(RTk> . ]l{SkSTk/\n} + log(RTk) ' ]]-{n<Sk/\Tk}}

=

1 k
log ((E) ) yry<sumny +108(k) - Lig, <y +108(1n) - Lincsinmy
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= —klog(k)P(T) < SpAn)+log(k)P(Sy < TpxAn)+E [log(Rn) . ]1{n<SkATk}} )

Como paran > 1,
log(Rr,) <log(Ry,) - Tines,+1,) < log(Rs,)
—klog(k) <log(Rn) - Lincs,+1,} < log(k)
E [—~klog(k) - Lpnes i) < E[log(Rn) - Lines,ymy] < E [log(k) - Lpnes,11,]
~klog(k)P(n < Sp+T;) < E [log(Ry) - Lincs,+my] < log(k)-P(n < SpATh).
Recordemos que P(Sy, < co) = 1, por lo cual:

lim P(n < Sk ATj) = 0.
n—oo

Calculando el limite cuando n tiende a infinito de nuestra expresién anterior,

obtenemos que
lim E [log(R,) - Tin<s,+1e}] = 0.

n—oo

Usando lo anterior:

lim log(r) = lim —klog(k)P(Ty < Sk An)
n—oo

n—o0

+ log(k)P(S, < Tp An) + E [log(R,) - Lin<sari}]
log(r) = —klog(k)P (T} < Sk) + log(k)P (S, < Ty).

Dividiendo entre klog(k) y calculando el limite cuando k tiende a infinito,

obtenemos que:

k—o00

Ahora, si definimos a
T =inf{t >0| R, =0}.
Entonces, se tiene que

T >1T; Vk
P(T < oc) = lim P(T < 8) < lim P(T} < S;) =0
—00

k—o00
y asi:
P(R; >0V0<t<o0)=1.
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Para mas propiedades de recurrencia y transitividad del proceso de Bessel,
[14] Karatzas and Shreve Brownian Motion and Stochastic Calculus, Bessel

Process questions of Recurrence p158.

7.5 El proceso de Bessel 3-dimensional como

h-transformada de un movimiento browniano

Sea B un movimiento browniano en R. Construiremos el proceso X, obtenido
al condicionar a B a tomar el valor ¢ € R antes que el valor 0.
Sea 7 = inf{t|B; € {0,c}} por la Proposicién 3.3,

P*(B,=c¢)=—-— 0O<z<ec

Una vez mas, trabajaremos con el browniano parado en 7, para que el evento

{B: = ¢} sea invariante bajo ©.

El generador infinitesimal del browniano en R esta dado por

1 0?
L= 2020z

Por lo que el generador del browniano parado condicionado a llegar a ¢ antes
que al 0 esta dado por:

IR

V= 2010z * T 0%

=~

I

t~
+

S

S

|

alg|o =

ho _§8x835+

que es el generador de la difusion:
1
dX; =dB;+ —dt X, €][0,c].
Xi

Pero entonces, X es un proceso de Bessel 3-dimensional! Es decir, el proceso
de Bessel X es el proceso obtenido al condicionar a B a llegar antes a ¢ que
a 0.

Obsérvese que ¢ no aparece en el generador infinitesimal ni en la ecuacién
diferencial, es decir, X satisface que toma el valor ¢ antes que el valor 0 para

cualquier ¢ € R™.
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7.6 El proceso de Bessel como inversion, dualidad y su

relacion con la transformada de Lamperti

La idea de esta tultima seccion es establecer una conexion entre las construc-
ciones previas y el articulo de Alili, Graczyk y Zak [1] y surgié a raiz de las
correcciones y comentarios que hizo el doctor Victor Manuel Rivero al revisar
el trabajo, no se encuentra en los textos estudiados.

Primero, obtendremos al dual de un proceso de Bessel usando la teoria de-

sarrollada en [1]:

Sea X un proceso de Bessel de dimensién 4.

Si X es de dimension 3, indice v = % en (0,00), la funcién de escala estd
dada por s(z) = 2~ [6], por lo que en este caso, s(z) = 1.

Por [1], la funcién arménica asociada a X esta dada por:

_os(r) —s(x) 0—1 T
h(x)_s(r)—s(xo) S 0—-L a7

Asi, h(z) = %2. Ahora, por la Proposicién 6.9, la inversién asociada a X estd

I(x) = h <ﬁ) -

Este resultado sigue siendo vélido siempre que § > 2. Por el Teorema 6.13,

dada por:

I(X,@4) tiene la misma distribucién que X*, el dual de X con respecto a

h(z), donde c(t) es el inverso del funcional:

A — /t (I (Xs)o*(Xs) o

o?(1(Xs))
En este caso, 0 = % el(x) = % por lo que esta expresion se reduce a:
t
1
Ay = —ds.
o X

Para encontrar la expresion de X* = I(X,q)), necesitamos calcular a c(t),
el inverso de A; y para esto, usaremos la construccién del proceso como
transformada de Lamperti de & = B;+mt de la secciéon 7.4, donde m cumple
que 6 =2(m +1).
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Por la ecuacion (7) y lo estudiado en la seccién 7.4, la raiz de la transformada

de Lamperti de &, X, = ™ es un proceso de Bessel, donde 7(u) es la

t
Rt:/ e85 ds.
0

Esto nos permite obtener una nueva expresion de A; que facilitard calcular

inversa de:

a su inversa c(t):

b1
At: ; X_;Lds

t
1
_/0 —64£T(s)ds
T q
_ 28u

T q

pues usando el cambio de variable u = 7(s), entonces R, = R.(5) = s por lo
que eXudu = ds.

Por lo tanto,

_ K/O ejgudu) OT(t)] B
=771t)o (/Ot 6_25“du> h

:R(

fot e~ 2¢u du) -t

por lo que la inversa de A; esta dada por
C(t) = R(I(;g 6725udu)_1‘ (8)
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Ahora, podemos obtener al dual de X, X*.
Por el Teorema 6.13, X* = I(X.q)), pero por lo que acabamos de obtener:

-1
I(Xew) = (Xc(t))

— (egT(u)oc(t))_l

= e 5t por lo que usando la ecuacién (8):

_ ()

1

eig(f(35 6725")_

pues 7 y R son inversos.

Entonces, X* = (X)) = e ('/56_25“)71, que es la transformada de Lamperti
de —¢, denotada T'L (—¢).

Por el corolario 4 de [1], si X es un proceso de Bessel de dimensién 9,
entonces X* es un proceso de Bessel de dimension 4—4. Entonces, TL(—§) =
X* =Y donde Y es un proceso de Bessel de dimensién 4 — §. Es decir, si
partimos de un proceso & = B, +mt, la raiz de su transformada de Lamperti
TL(&) es un proceso de Bessel X de dimensién § = 2(m + 1) mientras que la
transformada de Lamperti de —¢ es un proceso de Bessel de dimension 4 — 9

y esta dado por:

t

TL(—&) = (X)) = ()™
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Apéndice

Teorema 7.13 Teorema de convergencia dominada
Sea {fn} una sucesion de funciones real valuadas integrables en un espacio
de medida (2, F, 1) que converge casi donde sea a una funcion f. Si existe

una funcion g tal que |f,| < g para toda n € N entonces f es integrable y
/fd,u = lim /fnd,u.
n—oo
La prueba se puede leer en [15] Teorema 5.6 pdgina 44.

Teorema 7.14 Teorema de convergencia monotona
Sea {fn} una sucesion mondtonamente creciente de funciones medibles pos-

itivas e integrables en (0, F, 1) tal que converge a una funcion f. Entonces:

/ fdy = lim / Fudy.

La prueba se puede leer en [15] Teorema 4.6 pdgina 31.

Lema 7.15 Lema de Fatou
Sea {f.} una sucesion de funciones real valuadas medibles positivas e inte-

grables en un espacio de medida (2, F, ). Entonces

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.

La prueba se puede leer en [15] Lemma 4.8 pdgina 33.
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