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Introduccion

El objetivo de este trabajo es analizar series de tiempo mediante el uso de métodos de suaviza-
miento exponencial (ezponential smoothing), introduciendo ademas la estructura de modelos
de espacio de estados para la obtencion de intervalos de prediccion.

Se comenzara haciendo una revision de algunos métodos de suavizamiento exponencial co-
munes. Después se procederd introduciendo el modelo lineal de espacio de estados, sefialando
sus propiedades y proporcionando ejemplos de algunos modelos. Posteriormente se abordara
un caso mas general, donde se veran modelos que pueden aplicarse incluso a series no esta-
cionarias. Una vez hecho esto, se estudiard el proceso de estimacién de parametros iniciales,
para después describir el proceso de obtencién de intervalos de prediccion de prondsticos
puntuales. Luego se hard mencién de los criterios de informacion para la seleccion de modelos
y finalmente se examinard un caso practico en el que se realizara el anélisis de una serie de
tiempo mediante la metodologia estudiada en este trabajo.

Para comenzar, hagamos una revisiéon de la estructura de una serie de tiempo. Cuando se
tiene una serie de tiempo, es comin considerar un modelo en el cual los datos constan de
ciertas componentes tales como tendencia T, estacionalidad .S, una componente ciclica C' y
una componente de error E. Recordemos que la tendencia indica el movimiento ascendente
o descendente a largo plazo en la serie. La estacionalidad se refiere a un patrén que se re-
pite con una periodicidad conocida (por ejemplo, cada 12 meses). La componente ciclica es
igualmente un patrén que se repite; sin embargo, éste tiene una periodicidad desconocida y
cambiante. La componente de error representa la parte irregular (impredecible) en la serie.
FEn este estudio consideraremos tnicamente modelos que tengan a lo mas tendencia, estacio-
nalidad y una componente de error.

Estas componentes pueden combinarse de distintas maneras para establecer un modelo que
explique la serie. Por ejemplo, un modelo puramente aditivo para una serie y seria:

y=T+S5S+FE.
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Figura 1: Simulacién en R de un modelo puramente aditivo.

Otro ejemplo seria un modelo puramente multiplicativo:

y=TxS85xE.
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Figura 2: Simulacién en R de un modelo puramente multiplicativo.

También puede haber una combinacién de uno y otro:

y=(T+58)xE.
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Figura 3: Simulacién en R de un modelo combinado.

Estos modelos son ttiles porque, como se verd a lo largo de este trabajo, emplean variables
auxiliares que permiten modelar y estimar la tendencia y la estacionalidad, lo cual no hacen
otros modelos como los AR, ARMA, ARIMA o SARIMA. Incluso en casos en los que se
busca estimar tendencia y estacionalidad mediante la descomposicién clasica, el proceso de
optimizacion de la funcién de verosimilitud puede volverse complejo. Ademaés, estos modelos
no requieren de transformaciones para modelar series que no son estacionarias; se aplican
directamente a la serie. De este modo, se evitan casos como el de los operadores de diferencias
en los modelos ARIMA o SARIMA, en los cuales, para transformar la serie original en un
proceso estacionario, se pierden observaciones.



Capitulo 1

Clasificacion de los métodos de
suavizamiento exponencial

1.1. Tipos de tendencia

Los modelos de suavizamiento exponencial consideran un término de tendencia que es com-
binacién de un término de nivel ¢ y un término de crecimiento b. Sea h el niimero de periodos
transcurridos y sea 0 < ¢ < 1. Sea T}, la tendencia a h pasos. Se tienen 5 diferentes modelos
para T}y; éstos se muestran en el cuadro [1.1l.

None T, =7

Additive Ty, =€+ bh

Additive damped Th=0+ @+ &+ +"b
Multiplicative Ty, = 00"

Multiplicative damped | T}, = (pPT*++o"

Cuadro 1.1: Tipos de tendencia.

Los modelos de tendencia aditiva que se desvanece (additive damped) y de tendencia multi-
plicativa que se desvanece (multiplicative damped) se usan cuando se piensa que la tendencia
esté a punto de terminarse. La componente estacional puede aparecer en los modelos en forma
aditiva o multiplicativa. En el caso de la componente de error, de igual manera éste puede
ser del tipo aditivo o multiplicativo.

La combinacién de las tendencias en la tabla, con los tipos de estacionalidad (aditiva, multi-
ﬁcativa, e inexistente), dan como resultado 15 modelos, los cuales se muestran en el cuadro

11
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Componente
. estacional
Componente de tendencia N N Wi
(None) | (Additive) | (Multiplicative)
N (None) N,N N,A N,M
A (Additive) AN AA AM
A4 (Additive damped) Ag,N Ag,A Ag,M
M (Multiplicative) M,N M,A M,M
My (Multiplicative damped) | Mg,N Mg, A Mg,M

Cuadro 1.2: Combinaciones de modelos segin el tipo de tendencia y el tipo de componente
estacional.

Hay que mencionar que algunos de éstos métodos tienen nombres conocidos en la practica. El
modelo N,N, es decir, aquel en el que no hay ni tendencia ni componente estacional, se cono-
ce como suavizamiento exponencial simple (Simple Exponential Smoothing, SES). El modelo
AN se conoce como método lineal de Holt. El modelo A A es el método de Holt-Winters
aditivo (véase, por ejemplo, [2, secciéon 10.2]) y el modelo A,M es el método Holt-Winters
multiplicativo. El modelo Ag, N es el modelo con tendencia que estd por terminarse.

Si se considera ademas la parte del error, se tienen entonces 30 modelos: 15 donde el error es
aditivo y 15 donde el error es multiplicativo. Se utilizard la notacion ETS( , , ) para referirse
a un modelo. Esto es conveniente, puesto que las letras permiten identificar facilmente la
componente a la que se refieren (E = Error, T = Trend, S = Stationality). Por ejemplo, el
modelo ETS(A,A,N) tiene error de tipo aditivo y tendencia igualmente aditiva; en este caso
no hay estacionalidad presente. Notemos que este modelo es el método lineal de Holt.

1.2. Pronésticos puntuales para algunos modelos conocidos

Veamos de manera introductoria algunos de los modelos mas conocidos del método de suavi-
zamiento exponencial. Vamos a considerar que se tienen una serie de datos observados yi, y2,

-y Yt. Sea Gy p|¢ €l pronostico para yi4p, basado en la informacién que se ha observado hasta
tiempoty h=1, 2, ... es el nimero de pasos adelante. En el caso del pronéstico a un paso
denotaremos simplemente yi11 = ;1. En las notaciones del cuadro ﬂ, cuando todavia no
se ha contemplado una componente estacional, se tiene que ¢,y = Th. Se hard el uso de
ciertos parametros, los cuales es necesario estimar. No obstante, por ahora se supondra que
éstos ya fueron estimados.

1.2.1. Suavizamiento exponencial simple (IN,N)

Si se ha observado una serie hasta tiempo ¢, el modelo de suavizamiento exponencial simple,
segin la metodologia de Brown a mediados de la década de 1950, dice que prondstico a un
paso estd dado por:
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Uer1 = Ut + oy — Ue)s (1.1)

donde 0 < a < 1.

Si consideramos que el error del pronéstico a tiempo t estd dado por la diferencia entre el
valor observado y el prondstico, entonces para este modelo el prondstico a un paso es la su-
ma del prondstico a tiempo ¢ y una constante por el error en el paso anterior. Dependiendo
del valor de a, el error en el paso anterior puede tener mayor o menor impacto en el prondstico.

Observemos que:

Jee1 =Gt + a(yr — )
Yt

=ay+ (1 —a)
MNaye—1 + (1 — a)gi—1]
=ay +a(l —a)yi—1 + (1 — oz)2;gt_1

=ay+ (1 —«

)
=ayr +o(l — a)y—1 + (1 — o) loye—s + (1 — @)ii—2]
=ay +a(l —a)yi—1 + a(l — Oé)2yt72 +(1- 04)33%—3

=ay +a(l —a)y—1+al —a)y_o+ - +a(l —a) ty + (1 —a)i.

De modo que el prondstico a un paso estd determinado al promediar de manera ponderada
los valores anteriores observados. Los pesos asignados a cada observacién van decreciendo de
manera exponencial (de ahi el nombre de esta familia de modelos).

Para tiempos sucesivos, supondremos que la funcién de prondstico es “plana”; es decir:

Ythlt = Yt+1,

con h=2,3,...

Esto se debe a que este modelo es adecuado para series en las que no hay tendencia, estacio-
nalidad ni otro tipo de componentes.

Ahora, podemos definir ¢ = g1, de modo que Gipp = L. De esta manera
ly = ay; + (1 — a)l,_;. Esta variable, como anteriormente se menciond, es el nivel de la serie
a tiempo t. Como se puede observar, ¢; estd determinada a su vez por f;_1; ésta a su vez por
U9,y asi de manera iterativa. Es necesario especificar el valor de £y = 91, asi como el valor
de a.
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1.2.2. Modelo lineal de Holt (A, N)

Este modelo se usa para series que tienen tendencia aditiva. Requiere de dos parametros, «
y 3%, con valores entre 0 y 1. El modelo esta especificado como sigue:

Nivel: ¢, = ay; + (1 — ) (b—1 + be—1), (1.2a)
Crecimiento: by = 8" (¢ — ;1) + (1 — *)b—1, (1.2b)
Pronéstico: g4y = £t + bih. (1.2¢)

La variable ¢; es el nivel de la serie. La variable b; estima la tasa de crecimiento de la serie.
Para el caso particular en que 8* = 0, se tiene que:

Crecimiento: by = by_1 = by_9 = --- = by = b (constante).

De modo que el modelo queda determinado por:

Nivel: ¢, = ay; + (1 — ) (bg—1 + b), (1.3a)
Prondstico: 9, p; = £+ + bh. (1.3b)

Este modelo se conoce como el modelo de suavizamiento exponencial con tendencia.

1.2.3. Modelo con tendencia que se desvanece (Ag,N)

Este modelo esta especificado por:

Nivel: 4, = ay; + (1 — a)(b—1 + Pbi—1), (1.4a)
Crecimiento: bt == ﬁ*(gt - ‘gt—l) + (1 — 6*)¢bt—l7 (14b)
Pronéstico: g qpy = b + (¢ + P2+ -+ b, (1.4¢)

Cuando ¢ = 1, este modelo es el modelo lineal de Holt. Cuando 0 < ¢ < 1, recordando que

S+ 2+ -+ oM = ‘z’*l‘f;jl h—> %, se tiene que el prondstico tiende asintéticamente a
— 00

ly + %. El caso ¢ < 0 no se considera para no tener coeficientes negativos para b;. Tampoco
se va a considerar el caso ¢ > 1, ya que de este modo b; creceria exponencialmente.

Para modelos que consideran estacionalidad, ésta puede ser aditiva o multiplicativa. Un par
de ejemplos se exhibiran a continuacion.



1.2. PRONOSTICOS PUNTUALES PARA ALGUNOS MODELOS CONOCIDOS 15

1.2.4. Modelo con tendencia y estacionalidad aditivas (A,A) (Método de
Holt-Winters aditivo)

Este modelo esta determinado por las ecuaciones:

Nivel: ¢, = a(ys — S¢—m) + (1 — a)(li—1 + bi—1), (1.5a)
Crecimiento: by = *(by — l—1) + (1 — 5%)bi—1, (1.5b)
Estacionalidad: s; = y(ys — li—1 — by—1) + (1 — ) St—m, (1.5¢)
Pronéstico: §yypp = b +bih+ 8, (1.5d)

donde se introduce la componente de estacionalidad s;; m es la longitud de la estacio-
nalidad (por ejemplo, m = 12 para datos mensuales; m = 4 para datos trimestrales), y
ht =1[(h —1) mod m] + 1. Los parametros «, 3*, v suelen considerarse entre 0 y 1.

1.2.5. Modelo con tendencia aditiva y estacionalidad muliplicativa (A,M)
(Método de Holt-Winters multiplicativo)

El modelo con tendencia y estacionalidad aditivas no es muy comun en la practica; es mas
comiin considerar estacionalidad multiplicativa. Las ecuaciones del modelo son:

Nivel: £, = asyt + (1= @) (loy + be_1), (1.6a)

t—m
Crecimiento: bt = 6*(£t - Et—l) + (1 - B*)bt—h (16b)
Estacionalidad: s; = yyi/(i—1 + b—1) + (1 — 7)St—m, (1.6¢)
Pronéstico: §yype = (6o +beh)s, - (1.6d)

Los modelos anteriores establecen recursiones para encontrar pronésticos puntuales g;; en
cada caso, dependiendo de las componentes de tendencia y estacionalidad que el usuario crea
procedente modelar en los datos. No obstante, para obtener intervalos de prediccién, se vera
en el capitulo E que es necesario relacionar estos modelos con modelos de espacio de estados.
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Capitulo 2

Modelo lineal general de espacio de
estados

2.1. Ecuaciones del modelo

Cada uno de los modelos expuestos es un método de suavizamiento exponencial ideado para
obtener prondsticos puntuales, pero también cada modelo se puede escribir como un modelo
de espacio de espacio de estados (véase [[]), con el objetivo de estudiar la posibilidad de obte-
ner intervalos de prediccién para cada método. Ahora vamos a considerar un modelo general
de espacio de estados que incluya todos los casos de suavizamiento exponencial. Este modelo
incluye una componente de error, de la cual se va a suponer que sigue una distribucién de
probabilidad. Los prondsticos puntuales obtenidos son los mismos que los que se obtienen
con la metodologia anteriormente expuesta. Sin embargo, el modelo de espacio de estados
permite, ademas, obtener intervalos de predicciéon para dichos prondsticos.

Este modelo utiliza variables auxiliares llamadas estados, que contienen informacion pasada
de la serie, la cual se utiliza para pronosticar valores futuros de la misma. Vamos a considerar
que dicha informacién estd contenida en un vector x;, llamado vector de estados.

Si se tiene una serie de tiempo con valores observados y1, ¥2, -- -, yt, €l modelo de espacio de
estados esta dado por:

yr = w'xi_1 + ey, (2.1a)

xy = Fay 1 + gey, (2.1b)

donde x; es el vector de estados de dimensién k X 1; w y g son vectores constantes de di-
mension k x 1, y F' es una matriz de k X k con entradas constantes.

17
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El vector @x; contiene las variables de mnivel /;, crecimiento b, y estacionalidad
{st, St—1, ..+, St—m+1}. Si se trata de un caso en que la serie tiene tendencia y esta-
cionalidad, entonces &; = (¢4, by, St, St—1, ..., St—m+1) . La variable aleatoria &; es conocido
como innovacion, y supondremos que las variables {e;}, son independientes e idénticamente
distribuidas N(0, o2). Denotaremos esto como g; ~ NID(0, ¢2). Esta es la componente que
agrega un caracter irregular a la serie.

La ecuacion se conoce como ecuacién de medicion y la ecuaciéon m como ecuacion de
transicion; F' se conoce como la matriz de transicion. El vector xy puede ser fijo o aleatorio,
pero en este trabajo consideraremos que xg es fijo.

Observemos que:

xt = Fxy 1+ get
=Fxy 1+ gy —w'a 1)
=Fx;_ — gw'zi_1 + gy
= (F — gw’)zi-1 + gy

Sea D = F — gw’. Entonces:

xr = Dxy1 + gyt
= D(Dx¢—2 + gyi—1) + gyt
= D’x; 5+ Dgy; 1 + gy
= D*(Dxi—3 + gyi—2) + Dgyi—1 + gy
= D?x_3+ D’gys_> + Dgys—1 + gy

t—1
= D'z + Z D’gy;—;.

=0
En particular:
t—2
zi_1 = D' zo + Z D’gy;1-
=0

- (2.2)

=D ey + Z Djflgyt_j.
j=1
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Siy=[y1, y2, ..., Yn], entonces la funcién de densidad de y estd dada por:
p(y [ ®o) = p(Yn, Yn-1, ---, Y1 | ®0)
1
= p(yn, Yn—15 ---5 Y1, wO)p(-'I/'O)
(vn | ol )
= 1y ey Y1, T 1y ey Y1, @
Pn | Yn—1 Y1, T0)P\Yn—1 Y1 Op(azo)
1
:p(yn ‘ Yn—1, ---5 Y1, a:O)p(yn—l ’ Yn—2, ---, Y1, :BO)p(yn—Zv -y Y1, mO)
p(o)
n
=[pwelve-1, -, v1, z0).
t=1
(2.3)
Anteriormente se vio que si D = F — gw’. Entonces x; = Dx;_1 + gy;, de modo que:
Yo =w'xi 1 + &4
= w'(Dxi 2+ gyi1) + &
=w' Dz +wgyi1 + &
=w' D(Dxi_3 + gyr—2) + w'gyi—1 + &
= (2.4)
t—1
=w' D" 'zy+ w’ Z D]_lgyt—j + €.
j=1
De la relacién @, condicionalmente a y1, y2, ..., ¥+—1 y To, Y¢ tiene una distribucién nor-
t—1
mal con media y = w' D' lxy + w’ Z Djflgyt_j y varianza o?. Por otra parte, de la
j=1
t—1
relacién @, x; 1 = D7 ey + Z Dj_lgyt,j. Es decir, condicionalmente a y1, y2, ..., yt—1
j=1

y X0, y¢ tiene distribucién N(w’z;_1, 02), pero como y; = w'x;_1 + &4, donde &; se distri-

buye N(0, 02), entonces, condicionalmente a @x; 1, 3 tiene distribucién normal con media
t—1

p=wz,_ =wD tag+w Z Dj_lgyt—j y varianza 02, de modo que y; | y1—1, - -, Y1, To
j=1

y Yt | 1—1 tienen la misma funcién de densidad. Es decir:
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pWe | yt-1, -+, Y1, To) = N(wlmt—lu 02) (2.5)
=p(ye | xe-1).
De lo anterior se tiene que:
n
p(y | o) = Hp(yt | Yt—1, -+, Y2, Y1, To)
t=1
n
=[Ipw: |21
t=1
n
= HN(w x; 1, 0°)
t=1
n 1/2 1
SR
t=1
1" 1 <
:{2 } eXp( szt 'wa:tl )
Puesto que g, = y; — w’xy_1, se tiene que:
1 n
p(y | mo) = (2m0”) " exp (-2 253/02> : (2.6)
t=1
2.2. Pronésticos a un paso
El pronéstico a un paso gy;_1 es:
Utje—1 = Elye | ye-1, -+, v2, y1, o
= Ely | ¢-1] (2.7)
=w'z_1,

lo cual se sigue de la relacién @

Por lo tanto, obtenemos las siguientes ecuaciones:
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~ ’
Yelt—1 = W L1,
€t = Yt — Ytjt—1»

Ty = Fil}t_l + g¢&t.

De esto se sigue que:

~ Y/
Yt|t—1 = W T—1

t—2
= w' (D" '@y + ) Digyi1-j)
=0
t—1
. 2.8
_ ’LU/(Dt_1$0 + Z Dj_lgytfj) ( )
j=1
t—1 ‘
=w' D" lay + Z 'w'Dj_lgyt,j.
j=1
Sia; =w' D" 'zg y ¢; = w' D’ g, entonces:
t—1
Ytjt—1 = ar + Z Cilt—j- (2.9)
j=1

Observamos que el pronodstico depende del valor inicial g y una combinacién lineal de los
valores observados anteriores de la serie.

2.3. Serie de tiempo pronosticable

t—1
Decimos que una serie de tiempo con g1 = at + chyt_j es pronosticable si se cumple
=1
que:
o0
ci| < o0 lim a; = a 2.10
>l y  lma=a, (2.10)
J:

donde a es constante.

Esta condicién implica que observaciones de tiempos distantes no tengan algin efecto en el
pronéstico. En la mayoria de los casos, a = 0, aunque esto no necesariamente sucede siempre.
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Se puede ver que una condicién suficiente, pero no necesaria, para que un proceso sea pronos-
ticable es que los valores propios de D se encuentren dentro del circulo unitario. Esto implica
que D7 tiende a la matriz 0 cuando j tiende a infinito. A esta propiedad se le llama condicidn
de estabilidad. A un proceso que cumple tal propiedad se le llama proceso estable. En un pro-
ceso estable, los coeficientes de las observaciones pasadas de la serie decaen exponencialmente.
Esta es una propiedad estrechamente asociada con los modelos de suavizamiento exponencial.

En ocasiones a; converge a una constante y la sucesion {c;} converge a cero incluso aun
si D tiene un valor propio sobre el circulo unitario. En este caso, los coeficientes de las
observaciones de tiempos distantes en el pasado no afectan el prondstico. Esto implica que
si un proceso es estable, entonces es pronosticable. Se puede ver que el inverso no siempre se
cumple; hay procesos que son pronosticables, pero no son estables.

2.4. Estacionariedad débil

Sea t € {0, £1, £2, ...}. Decimos que un proceso {Y;};°, con media p; y varianza o} es

débilmente estacionario si:
(1)  u¢ = m, donde m es constante,
(11)  Cov(Xy4n, X¢) es independiente de ¢ para toda h.

Esto implica que y; y o son finitos y no dependen de t (véase [5, p. 30]).

Observemos que si se satisfacen y , entonces:

x = Fay 1 + gey
=F(Fx;_>+gei—1) + gt
= F%x; o+ Fgey_ 1 + gey
= F*(Fx;_3+ ger—2) + Fgei1 + get
= F3z,_3+ F?ge;_o + Fge,_1 + g

t—1
= Flay + Z Fjgst_j.
§=0

Por lo tanto:
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y=wzi 1+

t—2

= w' (Flag + Z Fige, 1)+
j=0
t—1

=w' (Flag + Z Filge, ) +e
=1
t—1

= ’U),Ft_lmo + Z w'Fj_lget,j + &¢
=1

t—1
=dy + Z kjet—j.,
=0

donde d; = w' F'" 'z, ko =1y kj = w'F/ g, paraj=1, 2, ...

Esto implica que la serie estd determinada por el vector inicial @y y los errores de tiempos
anteriores.

Ahora, de forma andloga a cuando un proceso es pronosticable, diremos que un proceso que

t—1
se puede expresar como y; = d; + Z kjei—;, con e, ~ NI1D(0, 0?), es estacionario si:
j=0
(o]
ks lim d; = d 2.11
Z;!g|<oo y Jhmdi=d, (2.11)
‘7:

donde d es constante.

Esto se debe a un resultado que dice que si se tienen dos procesos {Y;},-,, {X¢}o, tales que
oo

{X¢}i2, es estacionario y ademds Y; = ¢+ Z k;X;_;, con c constante, entonces el proceso
=0
{Yi};2, es estacionario (véase [2, p. 84]).

2.5. Ejemplos de modelos

Ahora vamos a retomar los modelos de suavizamiento exponencial anteriormente menciona-
dos, vistos como modelos de espacio de estados.
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2.5.1. Modelo de suavizamiento exponencial simple ETS(A,N,N)

Este modelo solamente va a considerar una variable de nivel £; més una componente aditiva
de error. En este caso, la serie esta descrita por:

yr = b1 + e, (2.12a)
=01+ oz, (2.12b)

donde e, ~ NID(0, 0?). Six; = {;, w =1, F = 1, g = a, observamos que el modelo
tiene la estructura de un modelo de espacio de estados como en . Observamos que si
a = 0, entonces el nivel es constante, teniéndose asi que las variables y; son independientes e
idénticamente distribuidas. Si o = 1, entonces:

Yy =Ll1 + &
= Et — &t + E¢
:ﬁt.

Por lo tanto ys = €11 + ¢ = yr—1 + &¢; es decir, una caminata aleatoria. En este caso cada
observacién depende de la anterior.

Si « estd en el intervalo (0, 1), para los prondsticos se tiene:

~ ’
Ytjt—1 = W Ly—1
=14

= 61‘,717

€ = Yt — Ytji—1

=Yt — ﬁt—l,

b=l 1+ gy
=Ll +alys — li—1)
=li—1 +ay — ablyy
=(1—a)li_1 + ay:.

De modo que:
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t—1

Yele—1 = w' D ey + Z w' DI lgy,_;  (Véase la ecuacién @)
j=1
t—1 '
=w'(F — gw') txy + Z w'(F — gw')’ gy,; (2.13)
j=1
t—1 '
=(1-a)"+a« Z(l —a)y ly .
j=1

oo
La serie Z 11— a’~* converge si y solo si |1 — a| < 1, lo cual sucede si y sélo si 0 < o < 2.
j=1
Esto implica que el proceso es estable cuando 0 < a < 2, pues D = F — gw’ =1 — a, de
manera que D7 = (1 — «)7 tiende a cero si 0 < o < 2.

2.5.2. Modelo lineal de Holt ETS(A,A,N)

Recordemos que este modelo, ademéas de una variable de nivel ¢;, también contiene una
variable de crecimiento b;. Tenemos que:

Yr = b1+ b1 + &, (2.14a)
ft = Zt,1 + btfl + agy, (214b)
bt = bt—l + ﬁét. (214C)

El modelo puede verse como un modelo de espacio de estados si:

2=l b, w=[11], F= [é ﬂ Lg=[a A

Si 8 =0, entonces b; es constante. Si ademaés se tiene que o« = 0, entonces ¢; tiene una razén
de crecimiento constante. A esto se le conoce como tendencia global. La razén de crecimiento
suele interpretarse como la razén de crecimiento a largo plazo. Para otros valores de 3 dis-
tintos de cero, por ejemplo 8 = 1, se tiene que b; es una caminata aleatoria.

Para el pronéstico se tiene que:

gt\tfl =w'zy
= [11] [y be]
== gtfl + btfla
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& =Yt — Z)t|t—1
=yt — (b1 + bp—1)
=y — L1 — b1,

by =41+ b1+ ag
=Lli1+ b1+ oy — L1 — 1)
=l 1+b1+ay —ali 1 —ab
=ay + (1 —a)(l—1 + bi—1),

by = b1 + Bey
=b1+ Bl — L1 —b1)/a
=b—1(1 = B/a) + (B/a) (b — Li—1)
=B (b — 1) + (1 = )b,

donde g* = §/a.

Las ecuaciones ¢, = ay; + (1 — ) (b—1 + b—1) y by = *(l — 1) + (1 — *)bs—1 se pueden
interpretar como promedios ponderados si0 < a <1y 0 < f* <1l,obien,si0<a<ly
0 < 8 < a. En la practica suelen usarse estas restricciones. Se puede verificar (véase [6]) que
el proceso es estable si 0 < a, 0 < 8y 2a + 5 < 4.

2.5.3. Modelo de Holt Winters aditivo ETS(A,A,A)

A este modelo se afiade una componente estacional s;. Las ecuaciones que lo describen modelo
son:

Yo = L1+ b1+ St—m + &1, (2.15a)
by =01 + b1 + ey, (2.15b)
by = by_1 + Bey, (2.15¢)
St = St—m + VEL, (2.15d)

donde m indica la longitud del ciclo que define la estacionalidad.
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C o T 1 100 0 0
b, 0100 0 0
5 0 000 0 1
Notemos que si w’ = [110 --- 01}, & = s | F = 00 10 0 0]y
0 001 0 0
LStmmatL 0000 -~ 1 0
o]
p
2l .
g = ||, el modelo se puede ver como un modelo de espacio de estados.

0

Notemos que si en las ecuaciones que definen al modelo sumamos un ntimero arbitrario § a
la componente estacional s; y lo restamos de la variable de nivel #;, obtenemos las ecuaciones
equivalentes:

Yr = (lp—1 — 6) + by—1 + (S¢—m + 9) + &4,
by —6 =101 — 6+ b—1 + agy,
by = by—1 + P,
(st +0) = (8t—m +0) + vey.

Esto implica que podemos obtener una infinidad de variables de nivel ¢; y de parametros
de estacionalidad s;, obteniendo una infinidad de ecuaciones que determinan el modelo
ETS(A,A A). Para evitar este problema, vamos a imponer una restricciéon respecto a la varia-
ble de estacionalidad s;. Se va a requerir que las variables iniciales (¢t = 0) de estacionalidad
S—m+1, -- -, S—1, So estén normalizadas; esto es, que la suma de éstas sea igual a cero.

Para el prondstico se tiene que:

~ ’
Yijt—1 = W Ti—1

ly
by
St

=110 01]| 4

| St—m-+1 |
=Lli—1 + b—1+ St—m,
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€ =Yt — Ytjt—1

=y —li—1 — b1 — St—m,

by =01+ b1+ aey
=l 1+ b1+ a(ys —li—1 — b1 — St—m)
= a(yr — St—m) + (1 — a)(ly—1 + by—1),

by = by—1 + Pet
=bi_1+ B — b1 — bi—1)/
= (B/a)(ly —Lr—1) + (1 = B/a)bs 1
=Bl = ly—1) + (1 = B%)bs—1,

donde * = 3/a.

Notemos que:

Yo — b — Stem =Yt — (Yt — St—m) — (1 —a)(le—1 + b—1) — St—m
=1 —a)(ys —li—1 — bi—1 — 5¢—m)
= (1 — Oé)St,

de donde:

St = St—m + V&t
=St-m + Yyt — b — St—m)/(1 — @)
= st—m + [v/(1 = a)] (yt — & — s5t—m)
=7 (ye — L) + (1 = 7")St—m,

donde v* = v/(1 — a).

Las ecuaciones para ¢, by v s; se pueden ver como promedios ponderados siempre que «, 5*
y 7" estén en el intervalo (0,1); estoes, 0 <a<1,0<f<ayl<y<l-—a.



2.5. EJEMPLOS DE MODELOS 29

2.5.4. Modelo de suavizamiento exponencial con tendencia

Las ecuaciones que describen este modelo son las siguientes:

Yt = thl + b + Et, (2168,)
Et =b + thl + agg. (216b)
El modelo se puede ver como un modelo de espacio de estados si x; = [ b]l, w = |1 1]/,
11 /
F = [0 1] yg=I[a0].
Tenemos que:
D=F —gw
11 o
=[o o) [e]
|l-a 1-«a
N 0 1

Sin embargo, los valores propios de D son 1y 1 —a, de modo que D’ no converge a la matriz
0. Sin embargo, se puede ver que el modelo es pronosticable si 0 < a < 2.

u u

SeaU:[O 1

] . Entonces:

2 |u u||u u
=[5 36 Y]

u? u2+u
0 1 ’

U =U%U
C[w? WP tu]fuou
10 1 0 1
. ud u3+u2+u
10 1 ’
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. —a)
De tenemos que DI~ = (1-a)

CAPITULO 2. MODELO LINEAL GENERAL DE ESPACIO DE ESTADOS

a; = w'Dt_lwo

7j—1
—1 %
gt = | Z;“ (2.17)
0 1
j—1
-1 PRY
2(1 @) . Luego, por @, se tiene que:
0 1
B t—1 )
1-a)tt D (1-a)| [
i=1 0
0 1 (2.18)
_€0<1 — Ck)t*1
0
a)tfl
_ i1
1-ay > (1-a) [a
i=1 0
0 1 (2.19)
[a(1 — )it
0
o)L,

o0
Por lo tanto, si |1 —a| < 1, por , Z lcj| converge. Ademads, por , thm a; existe y es
—00

J=1

constante. De este modo, el modelo es pronosticable si | 1 —a| < 1,siisélosi 0 < a < 2.

Observamos que si a = 0, entonces y; = £y + bt + €¢; esto es, un modelo de regresion lineal.

Para el pronéstico se tiene que:
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€ = Yt — Ytjt—1

=y — i1 — b,

by =b+ 01 + ag
=b+ 01 +aly —li—1—D)
= oy + (1 - a)(ﬁt,1 + b)

2.5.5. Modelo con tendencia que se termina ETS(A,Aq4,N)

Este modelo considera un factor ¢ en (0, 1), el cual modifica la tendencia. Las ecuaciones del

modelo son:

Yr =Ll + Qb1 + &, (2.20a)
Et = Et,1 + betfl + aegy, (220b)
by = ¢be—1 + Per. (2.20c)
L ¢

Si Ly = [Bt bt],, w = [1 ¢}/, F = [

de espacio de estados.

] , g =[a B, el modelo se puede ver como un modelo

0 ¢
Para el prondstico se tiene que:

~ _ 4
Ytjt—1 = W Tg—1

b
=[1 ¢] [bj_j
= {1+ Ppbi_1,

€ =Yt — Ytjt—1

=yt — -1 — Pbi_1,

by =l + Pbi_1 + gy
=l 1+ ¢b—1 + a(ys — b1 — dbe—1)
=ay + (1 —a)(l—1 + Pbi—1),
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by = dbi_1 + Bey
= Gby_1 + By — b1 — dby_1) ]

= (B/a)(ly — ls—1) + (1 = B/a)pbs—1

=l — li—1) + (1 = B")pbi_1,

donde §* = §/a.

Cuando ¢ = 1, este modelo es el modelo ETS(A,A N).

2.5.6. Modelos compuestos

Podemos combinar dos modelos de espacio de estados. Si se tienen dos modelos de espacio

de estados, entonces, para i = 1, 2, se tiene que:

4
Y¢ = W ;X511 + Eig,

Tit = Fixi; 1+ g;€it,
donde ¢;; ~ NID(0, v;).

Al combinarlos, se tiene un nuevo modelo dado por:

/ l4
Yt =W 1T1 -1 + W oLa—1 + €y,

T Fi 0| |z1t-1 91}
Tl = ’ + Et.
w10 ) o)+ e

(2.21a)
(2.21D)

(2.22a)

(2.22b)



Capitulo 3

Modelo general de innovaciones de
espacio de estados

3.1. Ecuaciones del modelo

Vamos ahora a introducir una forma mas general del modelo de espacio de estados, la cual
va a describir otros modelos. Las ecuaciones de este modelo son las siguientes:

Yt = w(@—1) + r(Ti-1)et, la
xr = f(xi—1) + g(@i—1)er, (3.1b)
donde x; = (4, by, Sty St—1, .-, St—m+1) €s el vector de estados; w y 7 son funciones es-

calares, y f y g son funciones vectoriales. Las funciones w, r, f y g no dependen de t. La
componente {¢;}, es un ruido blanco con varianza 0. Recordamos que un ruido blanco es un
proceso de variables no correlacionadas e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza

o2,

[yt —w(:—1)]

Tenemos que y; = w(xi—1) + r(xi—1)er; entonces g, = @)

De modo que:

;= f(xi—1) + g(xi—1)es
yr — w(@e—1)]

= f(xt-1) + g(xt-1) (@)

33
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Definiendo D(x;) = f(x;) — lo@w@] o tiene que:

r(zt)

r(mt_l)
— f(x [g(xt—1)w(i-1)] z Yt
ST ey ey

de donde:

(3.2)

Cuando f(x¢) y g(x;) son lineales para @, y w(x;) = r(x;), se tiene que D(x;) es lineal. Si
g(x¢)/r(x;) no depende de las variables de estado, entonces podemos escribir a &; como:

x; = Dxi 1 + gyr.

Este es el modelo que se habia analizado antes.

Anteriormente se habia demostrado en @ que para y = [y1, Y2, ..., Yn), €n el modelo lineal
se tiene que:

n

p(y | mo) = Hp(yt | Yt—1, ---5 Y2, Y1, mO)-
t=1

Por otra parte, se tiene que:
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Yy = w(@e—1) + r(xi—1)es

=w (D(:BtQ) + g(th)r(ywtt__l2>> +r (D(:Etg) + g(a:tQ)T(y;t_;)) £t

_wlD <D(mt3) + g(mt:”)r(ﬁt_—z:z))

Yt—2 > Yi—1
r(@i-3) 7'<D(513t—3)+9(33t—3) o )

r(xi—3)
( D(xi—3) + g(ai— S)T(Zti,))

+y (D(wt—:a) + g(xt-3)

-2 -1
+ g D(®-3) + g(xt- 3)T(Zﬁ )) < _— &t
=3 T’<D(wt 3) +9(®-3) 705 3)>
=h(y1, Y2, - -5 Ye—1, o) +k(y1, Y2, ..., Ye—1, To)Es
Por lo tanto, tenemos que:
ye = w(@i—1) +r(xTe—1)er = My, Y2, -y Y1, To) + kY1, Y2, -y Y1, To)e,
donde w(xi—1) = h(y1, Y2, -, Yt—1, ®o) y r(®—1) = k(y1, y2, ..., Y1, ®o). De este
modo, condicionando a y1, y2, .., Yt—1, Tg, tenemos que y; sigue la misma distribucién que

condicionando a x;_;. Entonces p(y; | ¥¢—1, ---, Y2, Y1, ®o) = p(yt | Tt—1).

Asi, asumiendo que &; ~ N(0, ¢2), obtenemos:
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y|mo) = prtlyt 1y oy Y20 Y1, To)

n

= [ | z0)
t=1
[[Nw(@i1), r(@i1)0?)

Mm@ (ot -

. - 1 [y — w1
Yt — W(T¢—1
exp <—2 ; —TQ(mt_1)0'2 ) .

~+
—_

n

- {27302 }W 11

t=1

r(xi—1)

[yt—w(zi—1)]

Puesto que ; = T@io1)

, se tiene que:

n

sl =5} T

t=1

r(xi—1

1 n
)| exp (—;;ﬁ/ﬁ) . (3.3)

Luego, para el prondstico se tiene que:

>

Ye | Ye—1, -5 Y2, Y1, To)
yt | z—1]  (Puesto que p(ys | ye—1, - -5 Y2, Y1, To) = p(Yt | T1—1))
w(xs—1) +r(ei—1)er | 24-1]
(@e-1) | 1] + E[r(@i—1)et | @-1]
r(xi—1)Elet | 1] (3.4)

H
|

<
&
=

=

8

t—1

33
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Nota*: La igualdad E[e;] = Eley | @;—1] se sigue de que oy es funcién de g,_1, g4-92, ...,y
las variables aleatorias {e;}, son independientes.

Por otra parte:

et = (Yt — Joje—1)/r(x1-1), (3.5)
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@1 = f(®-1) + g(@—1)er- (3.6)

Estas relaciones definen el modelo y nos sirven para calcular y actualizar predicciones de
forma recursiva.

3.2. Ejemplos de modelos

Vamos ahora a introducir algunos modelos en los cuales la estructura de las ecuaciones des-
critas en estd presente.

3.2.1. Modelo de nivel local con error multiplicativo ETS(M,N,N)

Este modelo esta determinado por:

Y = ftfl(l + Et), (37&)
b = ftfl(l + OéE-It), (37b)

donde Ty = ft, w(mt_l) = T(iBt_l) = f(il)t_l) = Et—l y g(:l?t_l) = Olgt—l-

Sia =0, entonces ¢y = ¢;_1 = --- = £y = ¢ (constante). Asi, yy = (1 +¢&;). Si a = 1, entonces
by =0;_1(1 + &) = yi, de modo que la serie se expresa como y; = yi—1(1 + ;).

Notemos que:

yr = li—1(1+¢4)
= Et_g(l + OéEt_l)(l + z’:‘t)
= (y—1/(I+e-1)) (I +age—1)(L +&)  (Yaque yr—1 = li—o(1 +€-1).)
=y1(1+e)(1 4+ agi—1)/(1 + g4-1).

Por otra parte:
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yr =li—1(1+¢)
= Etfz(l + OéEtfl)(l + Et)
= Etfg(l + 0467572)(1 + 0467571)(1 + 5t)

t—1

=lo(1+e) [+ eg)),
j=1

b=l 1(1 + aey)
=l (14 ae) + b1 — aly_q
=l (1+e)+ (1 —a)lq
=ay + (1 —a)ly_q.

Observamos que ¢; se determina de la misma manera que para el modelo ETS(A,N,N).

Para el pronéstico se tiene que:

yt|t—1 = w(t-1)
=/l
=(1—-a)li—o+ oy
=1 -a)[(1 —a)li—3 + ayi—2] + ayr—1

=(1-a)*—3+a(l — a)yr—2 + ayi_1 (3.8)
t—1 )

=(1-a) M+ a) (1—a) ly .
j=1

Por lo tanto, el pronéstico a un paso es el mismo que en el modelo ETS(A,N,N).

o0
Como E 1 — ™' converge cuando |l —a| < 1, entonces el proceso es estable si
7j=1

—I<l—a<l,siysdlosi0<a<2.
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3.2.2. Modelo con error multiplicativo y tendencia aditiva ETS(M,A,N)

Este modelo contiene una variable de nivel ¢; y una variable de crecimiento b; para la ten-
dencia, ademas de los parametros o y . Las ecuaciones que lo describen son las siguientes:

Yt = (ﬁtfl + btfl)(l + 6,5), (39&)
by = (6,571 + btfl)(l + Oé&t), (39b)
by = bi—1 + B(et—l + bt—1)5t~ (39C)

Si i1 = [b b, w@1) = (1) = b1+ b, F@i—1) = (b1 + b1, ]y
g(xi—1) = [a(li—1 + b—1), B(ls—1 +bi—1)], el modelo se puede ver como un modelo de
espacio de estados.

Notemos que si 8 = 0, entonces b; = cte, de modo que el factor de crecimiento es constante.

Si 3 =0y a =1, entonces by = cte y yy = (l4—1 + b—1)(1 + &) = £;. Por lo tanto,

Y+ = (y1—1 + b)(1 4 &¢), lo cual se conoce como una caminata aleatoria con tendencia.
Si 8 = 0y a = 0, entonces by = cte y ¢ = {;_1 + b, teniéndose asi que
b=ty 1+b="L_o+20=1"0;_3+3b="---=Ly+ bt, por lo que y; = (bo + bt)(1 + &).

Para el pronéstico se tiene que:

Geje—1 = w(@i-1)
=Lly—1 + b1,

et = (yt — gt\t—l)/r(mtfl)
= (ye — -1 — bi—1)/(ls—1 + bs—1),

b = (o1 + b)) (1 + aer)
= b1+ b)) 1+ a(ye — be—1 — be—1)/(lr—1 + bt—1)]
=Ll + b1+ oy — l—1 — bi—1)
=ay+ (1 —a)(l—1 + bi—1),
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by = b1+ B(l—1 +bi—1)es
=b1+ (B/a)(li—1 + bi—1)aey
=b1+ (B/a)(ly — L1 — b—1)
= (B/a)(lt — 1) + (1 — (B/a))bt—1
=Bl — by—1) + (1 = B%)bs—1,

donde 8* = §/a.

También podemos escribir a b; de la siguiente manera:

by =bi—1 + B(l—1 + bi—1)es
=bi 1+ Bye — li—1 —bs—1)
= Byt — le—1) + (1 — B)be—1.

En [3, seccién 10.2] se establece que el proceso es estable si a >0, 3> 0y 2a+ ( < 4.

3.2.3. Modelo con error aditivo y tendencia multiplicativa ETS(A,M,N)

Este modelo estd determinado por las ecuaciones siguientes:

Yt = le—1bi—1 + &y, (3.10a)
ft = £t71bt—1 + asgy, (3.10b)
by =bi_1 + ﬁSt/ft,h (3100)

donde 8 = af5*.

De modo que:

Uy =Ll _1bi—1 + agy
=l1bi1 + a(yr — l—1b—1)
=(1—-a)l—1bp—1 + ay,

by = b1 + Be/li—1
= b1+ Byt — le—1bt—1)/li1
=bi1+ Bye/le—1 — br-1)
= (1= B)bs—1 + Byt /lr—1.
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Para este modelo no se pueden garantizar las condiciones de estabilidad (véase [3, seccién
10.2]).

3.2.4. Modelo con error y tendencia multiplicativas ETS(M,M,N)

Modificando el modelo anterior se tienen las siguientes ecuaciones:

Yt = gt—lbt—l(l + {:‘t), (311&)
Et = et_lbt_l(l + O[Et), (311b)
bt = bt_l(l + 5&}). (311C)

Por lo tanto, si 1 +e; > 0y si 0 < 8 < 1, entonces, por_la relacién , se tiene que
by > 0. Si ademas 0 < a < 1, entonces, por la relacién @, tenemos que ¢; > 0. De estas

observaciones se sigue que y; > 0 si se tienen las condiciones 0 < a < 1,0 < 8 < 1y 1+4¢¢ > 0.

En el caso en que g = 0, se tiene que by = b;_1 = --- = by = b, de modo que el factor de
crecimiento es constante. Si b < 1, se tiene que la tendencia va desapareciendo y si b > 1, se
tiene que la tendencia aumenta cada vez mas, lo cual no permitiria la condicién de estabilidad
en el proceso.

Veamos un ejemplo de un modelo en el que se incluye estacionalidad multiplicativa.

3.2.5. Modelo con error multiplicativo, tendencia aditiva y estacionalidad
multiplicativa ETS(M,A,M)

Este modelo agrega una componente estacional s; de tipo multiplicativo. Las ecuaciones que
lo describen estan dadas por:

Yt = (gt—l + bt—l)St—m(l + €t), (312&)
b = (gt—l + bt—l)(l + ast), (312b)
by = b1+ B(ls—1 + b—1)es, (3.12¢)
St = St_m(l + "YEt). (312(1)
g
by
St
El modelo se puede ver como un modelo de espacio de estados si x; = ,

| St—m-+1 |
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[a(p—1 + be—1)]
B(li—1+bi—1)
VSt—m
w(Ti-1) = r(x1-1) = (be—1 + bi—1)St—m, g(T1-1) = 0 y f(®i-1) = Fxyq,
- 0 -
1 1.0 0 0 0]
0100 0 0
0 0 00 0 1
con F=10 010 0 0
0 0 0 1 0 0
0000 --- 1 0

Notemos que podemos multiplicar y dividir por un niimero arbitrario § # 0 y obtenemos las
ecuaciones equivalentes:

yr = (1/6)(l—1 + bi—1) - 08— (1 + €¢),
(1/8)6 = (1/8) (fy—r + br_1)(1 + aer),
(1/6)by = (1/0)[br—1 + B(ls—1 + bt—1)]es,
08t = 08t—m (1 + ver).

De modo que, asi como en el modelo ETS(A,A,A), hay una infinidad de maneras de deter-
minar el modelo. Para resolver este problema, es necesaria la condiciéon de que las variables
iniciales de estacionalidad s_,,11, ..., S_1, So estén normalizadas; en este caso esto significa
que la suma de éstas se igual a m.

Por otra parte, tenemos que:

w(iﬂtq) g(xtfl)
= |[f(xi—1) — g(T4-1) (@) + r(mt,l)yt
= [Fx;_1 — g(xi—1)] + 9(@i-1)
T(il?t_l)

Al sustituir, se obtiene:
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4
by
St
Tt =1 s
| St—m+1 |
(1 —)(le—1 + 1) ] [ afsiem ]
be—1 — B(l—1 + bi—1) B/5t—m
(1—=7)st-m v/ (=1 + bi_1)
- St—1 + 0
St—m+1 i 0

Haciendo 8 = af*, se obtiene:

b= (1 —a)(l—1 +bi—1) + aye/st—m,

by = b1 — B(l—1 4+ bi—1) + Bys/St—m
=bi—1 — (af")(lr—1 + be—1) + (B )yt /St—m
=b—1+ B a(ye/st—m — li—1 — bi—1)
=b1+ B (b — L1 — be—1)
="l — ly—1) + (1 = B%)bs—1,

st = (L —=7)St—m + yyt/(lr—1 + bi—1).

A h pasos, tenemos que:

Yirh = (Legn—1 + begn—1)St4h—m(1 + €140)-

Observamos que:
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Cion1+biyn1 = (leyn—2+biyn2)(1+acryn1)

+bipn—2+ B(lirh—2 +biyn2)etin-1
=Llith—2+biyno+ f1(lisn—2, biyn—2)€trn1

+ bipn—2 + 91(ltyn—2, biyn—2)Et1n1
=liyn2+2bg o+ Kk1(brn—2, biyn2)etrn—1 (Con k1 = f1+g1.)
=Lliyn—3+brn3(1+ agpyn2)

+2(bgyn—3 + B(leyn—3 + bern—3)etrn—2) + k1(lirn—2, birnh—2)etrn1
=Lliyn-3 +biyn—3+ follirn—3, beyn—3)etrh—2

+2byn-3 + 92(lirn—3, bern—3)errn—2 +k1(brn—2, bryn—2)etrn-1
= Lliyn—3+ 3byn3 + k2(lirn-3, birnh3)etrn—2

+k1(leyn—2, biyn—2)etyn—1 (Con k= fo + go.)

(Se requieren h — 1 iteraciones.)
=l 1+ hbp 1+ kb1, be—1)er + - + k2 (bipn—3, bith—3)ct4h—2
+ k1(liyn—2, btsn—2)etsn-1, con k; = fi+giparai=1, 2, ..., h—1.

Las funciones k1, ko, ..., kn_1 pueden a su vez iterarse hasta llegar al tiempo ¢ — 1. En cada
iteracion se obtienen parametrOS el’ndice anterior—15 bindice anterior—1 Y E€indice anterior- Al hacer
todas las iteraciones necesarias, tenemos que:

Cosnot +bopn1 =1+ hbey + Ep_ (€1, by1)er + -+ Ea(b—1, be1)erin2
+ k1 (b1, be1)erin1,

donde las funciones IA% (4—1, bi—1) son el resultado de iterar las funciones k;.

Ademas, si h* = h mod m, se tiene que:
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St+h—m = Stth—2m (1 + V€t+h—m)
= St+h—2m T A1 (3t+h—2m)5t+h—m
= St4h—3m + (1 +verpn—2m) + M (St4h—2m)Et+h—m

= Stth—3m + A2(Stth—3m)Et+h—2m + A (St4h—2m)Et+h—m

(Se requieren h +m — h* iteraciones.)
= St4h—(htm+1-h*) T Atm—h* (St4h—(htm+1-h*))Et4h—(htm—h*)
+ o+ A (Stph—2m)Et+h—m
= St—m—1+h* T Ahtm—h* (St—m—1+h* )Et—m+h>
+ o A AM(St4h—2m)Et+h—m-

De igual manera podemos iterar las funciones )\;, obteniendo:

St4h—m = St—m—1+h* + Agt—h* (St—m—1-4h* )Et—m+h*

+ -+ 5\1(St—m—1+h*)5t+h—m-

Ahora vemos que:

Ytsh—1 = (lern—1+ bern—1)St4n—1(1 + €r4n)
= [y 4 hby—y + k1 (be—1, be—1)e + -+ ka(bi—1, be—1)etrn2
+ ];71(&—1; bt—1)€tth—1][St—m—1+n* + Antm—n (St—m—1+0*)Et—m+h>
+ 4 A (St4h—2m)Et-+h—m]

= (li—1+ hbi—1)St—m—1+n* + Z Ci,jEIE],
i’j

donde ¢; j es un coeficiente que depende de variables de nivel ¢; y variables de crecimiento by,
para tiempos anteriores o iguales a ¢t — 1.

El prondéstico a h pasos estda dado por:
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Z)t+h—1\t—1 = Elytrn-1 | 11
= E[(li—1 + hbi—1)8t—m—14n* + Z Cij€i€s | Ti—1]
Z’7j
= E[(li—1 + hbi—1)St—m—1+4h* | Tt—1] + Z cijEleigj | xi—1]
4,J
=E[(li—1 + hbi—1)St—m—14n+] + Z ci,jEleigj | xi—1]
,J

= (l4—1 + hbi—1)St—m—14n+ +0 ®
= (li—1 + hbi—1)S—m—1+4n*-

Nota*: Condicionando a @;—_1, se tiene que ¢;_1, by—1 ¥ S¢—m—_1+h+ SON constantes, y por otra
parte, como los ¢; ; corresponden a tiempos a lo mas ¢ — 1, también son constantes. En el caso
de g5, si 4, j >t — 1, entonces, como la sucesion {e;}, es de variables no correlacionadas y
Ele,] = 0 para toda n, se tiene que Elg;e; | 4—1] = 0.

En la practica comtinmente se eligen 0 < «, 5, v < 1.

Finalmente exhibiremos un par de modelos con tendencia que se termina.

3.2.6. Modelo con error multiplicativo y tendencia aditiva que se termina
ETS(M,Aq4, N)

A tiempo t, este modelo tiene una razén de crecimiento modificada ¢b;_1, con 0 < ¢ < 1,
lo cual disminuye la variable de nivel ¢;. Esto es til para casos en los que se piensa que la
tendencia no habra de continuar.

Este modelo esta descrito por:

Yt = (b1 + dbr—1)(1 + &), (3.13a)
b = (gt—l + ¢bt_1)(1 + Oé&t), (313b)
by = ¢bi—1 + B(li—1 + dbi—1)et, (3.13¢)

con 0 < ¢ < 1.
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3.2.7. Modelo con error aditivo y tendencia multiplicativa que se termina
ETS(A,My4,N)

Las ecuaciones de este modelo son:

Yt = ft—lbf,l + &4, (3.14a)
b=l b7 | + sy, (3.14D)
by = b | + Ber/ b1, (3.14c)

con 0 < ¢ < 1.
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Capitulo 4

Estimacion de parametros iniciales

4.1. Funcion de maxima verosimilitud

Una manera de estimar los parametros es mediante la funcién de méaxima verosimilitud. En
este caso, anteriormente se obtuvo que:

n

p(y ’ 07 o, 02) - Hp(yf | 07 Tt—1, 02)7 (41)
t=1

donde 6 es un vector de parametros a estimar.

Dado que y; = w(xi—1) + r(x¢—1)et, condicionando a x;_1, se tiene que w(xi—1) y r(xi—1)
son constantes, de modo que p(y; | 0, z;—1, o) = p(e)/ |r(z¢—1)|. Para esto recordemos un
resultado que dice que si Y = a + bX, con a y b constantes, entonces p(Y) = p(X)/ |b|.

De esta manera, tenemos que:

n

p(y |6, xo, 0%) = [[p(ee)/ Ir(@e-1)]. (4.2)

t=1

En el caso en que la distribucién de g4 es normal, se obtuvo que la funciéon de verosimilitud
estd dada por:

n

[[r@e1)

t=1

L(6, zo, 0? | y) = (2r0?) "

exp (; 253/02> . (4.3)
t=1

Por lo tanto, la log-verosimilitud es:

49
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1 n
In(L) = —(n/2)In(2r0?) Zln |r(xi—1)]) — 5 Z&?/O’Q. (4.4)
t=1

Si bien o? forma parte de los pardmetros a estimar, vamos a considerarlo a parte. Al calcular

la derivada parcial respecto a o2, se tiene que:

‘91(;10() —(n/2)0% + = Zaf/

Igualando a 0, se tiene que:

1 n
52 = = g 2. (4.5)
n
t=1

Sustituyendo 62 en la ecuacién @, se obtiene que:

L8, xy | y) = (276?%)

27re

De esto se tiene que:

TCL'tl

E3

—2In(L) = —2In | (2wes?) />

t=1
=9 [ (n/2)In( 271'60 —In (ﬁT (xi—1) >]

= nln(2mes?) + 2 Z In(|r(z:-1)])
t=1

=nln (226) + nln(nc}z) + QZID(V(%A)D

t=1

= ¢y + nln (Z 5?) +2 Z In(|r(xi-1)])
t=1 t=1

donde ¢, = nln (22¢) (no depende ni de 6 ni de ).
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Por lo tanto, para estimar los parametros, se tiene que minimizar la funcién:

L*(0, xo) = nln <Z g§> +2) In(|r(me1)]). (4.6)
t=1 t=1

De manera equivalente, se pueden estimar los parametros al minimizarse la funcion:

2/n g

> e (4.7)
t=1

n

[[r@e-1)

t=1

S(8, xo) = [exp (L*(0, x0))]"/" =

Este criterio es conocido en la literatura como Minimos Cuadrados Aumentados (Augmented
Least Squares, ALS).

4.2. Meétodo heuristico

Vamos a considerar el siguiente método propuesto en [3, p. 23-24]. Este sirve para obtener
valores iniciales de las variables de estado ¢y, by, S—m+1, --., So, los cuales serdn utilizados
en el proceso de optimizacién de la funcion de verosimilitud. Estos valores iniciales ayudan
a que el proceso converja mas rapido. Para esto vamos a mencionar conceptos que seran de
utilidad para tal método.

4.2.1. Promedio mévil

Si se tiene un proceso {Y;};°, para m = 2k + 1, con k un nimero natural, podemos definir
un nuevo proceso {W; 2, llamado m-promedio mdvil, el cual estd definido por:

k
1
Wy = m Zk Y;H-jv (4-8)
Jj==

conk+1<t<n-—k.

Sim es un ntmero par (m = 2k, con k un ntmero natural), el m-promedio mdvil esté definido
por:

k
1
Wy = m E Yiij, (4.9)
j=—k+1

conk<t<n-k.
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4.2.2. 2 x m promedio movil

Si se tiene un proceso {Y;};2, v {Wi}2, es un m-promedio mdvil de éste, con m = 2k, donde
k es un ntmero natural, entonces definimos un 2 X m-promedio mdévil como un proceso {Tt}
¢

tal que:

. 1

T, = §(Wt_1 + W), (4.10)
conk+1<t<n-—k.
Observemos que:
. 1
T; = §(Wt—1 + W)
k k
1(1 1
=5 = Z Yici4j+ — Z Yiyj
2\m j=—k+1 m j=—k+1
k k-1
1 1 1 1
= —Y,_ — Yicq14; + — Yie; + —Y,
thkJer'Z t1+]+2m,z t+g+2m t+k
Jj=—k+2 j=—k+1
k—1 k—1
1 1 1 1
= —Y,_ — Yie;: + — Yiei + —Y,
thk+2m.2 t+]+2mlz t+j+2m t+k
j=—k+1 j=—k+1
k—1
1 1 1
=—Y,_ — Y + —Y,
2mtk+m-zk:+1 t+j+2m t+k
e
k
= Z O‘jY;erjv
j=—Fk

dondeaj:%para—k‘—l—lﬁjgk‘—l,yaj:ﬁparaj::i:k.

De este modo, un 2 x m-promedio mdévil se puede ver como un promedio ponderado de los
valores Y; tales que los valores extremos tienen un peso igual a ﬁ y los demaés valores tienen
un peso igual a = (véase [4]).

4.2.3. Componente estacional inicial

Si m es el valor de la longitud de la estacionalidad, primeramente, si m es par, hay que
calcular un 2 x m-promedio mdvil para los datos de los primeros afios (2 para el modelo de
Holt-Winters y 3 para los deméas modelos ETS). Si m es impar, se calcula un m-promedio
movil. Los valores de los promedios méviles se denotaran {f;},, cont = m/2 +1, m/2 + 2,
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.simespar,yt=(m—1)/2+1, (m—1)/24+2, ... si m es impar.

Si la estacionalidad es aditiva, para eliminar la tendencia hay que definir el proceso y; — fi.
Si la estacionalidad es multiplicativa, definimos el proceso y:/f;. Luego hay que calcular
el promedio de los datos sin tendencia para cada estacion. Por ejemplo, si se tienen datos
mensuales y la serie empieza en enero, entonces el 2 x 12 promedio mévil {f;}, se calcula
para los tiempos t = 7, 8, 9, ... En este caso, t = 7 corresponde al mes de julio. Entonces,
promediando los valores de y; — fi (o de y;/fi, segin sea la componente estacional, aditiva
o multiplicativa) para los meses de julio, se obtiene el indice estacional para dicho mes. El
indice estacional de enero seria s_q11, el de febrero s_1g, ... hasta el de diciembre, que seria
so. En general asi se obtienen s_p,41, ..., sg. Finalmente se normalizan los valores obtenidos;
esto es, que la suma de éstos sea 0 si la estacionalidad es aditiva, o que la suma sea igual a
m si la estacionalidad es multiplicativa.

4.2.3.1. Normalizacion de indices estacionales

Sea ¢ = 0, ..., m — 1. Denotaremos SE) la componente estacional a tiempo ¢t que corres-

ponde a la estacion en el periodo de tiempo ¢t — i. Podemos observar que sgfll)
ponente estacional a tiempo t — 1 que corresponde a la estaciéon en el periodo de tiempo
t—1—(i—1)=t—1i, de forma que sgi) y sgi__ll) son componentes estacionales de la misma
estacion, pero para tiempos distintos. De manera general, en todos los modelos que tienen
componente estacional del tipo aditivo, podemos expresar las componentes estacionales por

medio de las siguientes ecuaciones:

es la com-

s§°) = sginfl) +vq(zi-1)et, (4.11a)
s,gi) = sgi__ll), parai=1,...,m— 1. (4.11b)

Si el error del modelo es de tipo aditivo, se tiene que g(x;—1) = 1, y si el error es de tipo
multiplicativo, entonces q(@—1) = Fyj¢—1-

m—1
Para normalizar los datos con estacionalidad aditiva, buscamos que g s¢—i = 0. Para esto,

i=0
() (%)

para cada ¢ modificaremos la componente s; ° por una nueva componente s, ’ definida por:

§§0) = 557_”1_1) + vq(&1—1)er — ay, (4.12a)

§§i) = §§i__11) —ay, parat=1,...,m—1, (4.12b)

con a; el factor de normalizacién dado por a; = (7v/m)q(&:—1)e:.
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Notemos que:

m—1 m—1
=50 3
i=0 i=1
m—1
= 550) + Z [55:1) —a;] (Usando )
i=1
m—1
= gg_nl_z) +vq(Ti—1)er — ag + Z [§§7’__11) —ai] (Usando )
i=1
1 m—1 -
= §£Tl_ ) +vq(Zt-1)er — ar + Z §§l__1 )] —(m—1)ay
i=1
m—1 )
= 5" 4+ yq(Fi-1)e — may + > g (4.13)
i=1

m—1
= 5" £ q(@-1)er — mly/m)q(@e-)e + Y 5"
=1

m—1

~(m—1 ~(i—1

= 5571 ) + Z ngl )
i=1

~(i—1
Sg—l)

Il
g

1
s

3
|

(4)
t—1-

I
o

Por lo tanto, si las componentes estacionales para el tiempo ¢t — 1 estan normalizadas, tam-
m—1 m—1

. , . . - ~(—i
bién los estardn para el tiempo t. De este modo, si suponemos que E S_; = g sé ) = 0,
i=0 i=0
entonces, para cada tiempo en el futuro de la serie, las componentes estacionales estaran
normalizadas.

Para el caso en el que la estacionalidad es multiplicativa, buscamos que se cumpla

m—1
E St—; = M.
=0

Usando la misma notacién del caso aditivo, modificaremos las componentes de la siguiente
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manera:

§§0) = [5?_”1_1) +vq(&1-1)et] /e, (4.14a)

s =50V parai=1,...,m—1, (4.14b)
con r; el factor de normalizacién dado por r = 1 + (y/m)q(Z¢—1)et, donde g(&£;—1) toma
valores segun los siguientes casos:

a) Modelo con error de tipo multiplicativo: q(&;—1) = 557:11_ b,

b) Modelo sin tendencia y con error aditivo: q(&;_1) = 1/6;_1.

¢) Modelo con tendencia aditiva y error de tipo aditivo: q(&,—1) = 1/(i—1 + by_1).

d) Modelo con tendencia aditiva que se desvanece y error de tipo aditivo:
q(®4—1) = 1/(l—1 + Pbr_1).

e) Modelo con tendencia multiplicativa y error aditivo: q(&_1) = 1/(f4—1b—_1).

f) Modelo con tendencia multiplicativa que se desvanece y error aditivo:
Q@) = 1/ (b ).

m—1
. . . [ . (i
Si para el tiempo t—1 las componentes estacionales estan normalizadas; esto es, E 51521 =m.
i=0
Entonces, se tiene que:
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3
L

m—1
=52+ 5
=0 =1

m—1
= 8"+ (@ ed e+ Y 8 I

=1
— [Z 550

=1

m—1 )
= [Z 591/”

1=0

+ vq(Z—1)et /1

+ vq(&e—1)ee /1

=m/r +7q(Ti-1)et/ e
__m+ Yq(Zi—1)es
L+ (v/m)q(Z—1)e
_ m[1 4 (v/m)q(&-1)e]
L+ (v/m)q(Zi-1)e

Por lo tanto, las componentes estacionales a tiempo t también estan normalizadas. De esta

m—1 m—1
. ~ (=i . .
manera, si suponemos que g S_; = g s(() ) = m, se tiene que para el resto de la serie las
i=0 i=0

componentes estacionales estaran normalizadas.

4.2.4. Componente inicial del nivel

Para estimar el componente inicial del nivel £y, si se tienen datos estacionales, se debe ajustar
una regresion lineal simple* respecto al tiempo ¢, t =1, ..., 10 para los primeros 10 valores
de los indices estacionales obtenidos en el paso anterior. Si los datos no son estacionales, hay
que ajustar un modelo de regresién lineal simple respecto al tiempo ¢, t =1, ..., 10 para los
primeros 10 valores de la serie. En cualquiera de los dos casos se ajusta un modelo del tipo
a + bt. En este caso, el valor inicial para el nivel serd el intercepto de la regresiéon. Por lo
tanto, ¢y = a.

Nota*: Para ver cémo se ajusta un modelo de regresion lineal simple, consultar [7, seccién
11.3].

4.2.5. Componente inicial del factor de crecimiento

Para estimar el componente inicial del factor de crecimiento by, si se trata de un modelo de
tendencia aditiva, entonces se elige by = b, con b el valor de la pendiente de la recta ajustada
en el procedimiento anterior. Si la tendencia es multiplicativa, se elige bg = 1 + b/a.



Capitulo 5

Intervalos de prediccion para
pronosticos puntuales

5.1. Media y varianza de prediccion

Con los modelos de espacio de estados podemos obtener prondsticos a h pasos a partir de
observaciones hasta un tiempo t = n. Si se asumen conocidos el modelo, los parametros y
el valor de xg, entonces se puede conocer el valor del vector de estados a tiempo n. Por
ejemplo, dados o, y1, ..., Yn, podemos usar las ecuaciones &; = (yr — Jppp—1)/7(Tt-1) ¥
x; = f(xy—1) + g(xi—1)er para calcular de forma iterativa €1, @1, €2, @2, ... Vamos a ob-
tener entonces pronosticos ¥y pn; €sto es, condicionando hasta x,. Para obtener intervalos
de prediccién para los prondsticos, una manera es hacer simulaciones de diferentes posibles
trayectorias a partir de las ecuaciones que describen el modelo y usar los cuantiles de las
trayectorias. Para esto, se hacen simulaciones sobre el error ; para obtener las trayectorias.
Esto tiene la ventaja de que incluso si la distribucién del error no es normal, se pueden hacer
simulaciones de otra distribucién. Para todos los modelos ETS se pueden obtener intervalos
por medio de este método.

Otra manera de obtener los intervalos de prediccién es obteniendo una expresion analitica
para la media i, 4p), y la varianza v, ), de y, 44, Para realizar esto, se tiene que:

Ynth = W(@nih—1) + 7(Tnth—1)Enths (5.1a)
Toth = f(@nth-1) + 9(Tnth—1)Enth- (5.1b)

Para el caso de los modelos ETS lineales y homocedéasticos podemos escribir:

’
Yn+h = W Tpth—1 + Enth,

Tpth = FTpip 1+ GTnin—1Enth-

57
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Si h =1, entonces:

’
Yn+l = W Ty + Eny1.

Usando el mismo argumento que en @, para la media de predicciéon tenemos que:

Hpiijn = Z)n+1|n
= E[yn—i-l\n | mn] (5'2)

=w'z,.

Para la varianza de prediccién se tiene que:

[
= Var[w'z, + cn11 | Ty
= Var[epy1 | 4] (5.3)
= Var[e,41]®
= o2
Nota*: Ya que en el caso lineal, =, depende de e,, €,.1, ..., €1 Yy ®g, pues
t—1
x; = Flzg + Z Fjget,j.
=0

Si h > 2, entonces:

Ynth = W Tpin1+ Enin
=w (Fx,ih-2+ genitn-1) + Enth
W Fxypo+w'genin1 + enth
= w' F(Fxnh-3+ 9enin-2) + wWgenin1+enyn

’ 2 / ’
=wF 'z, 3+wFge,p 2+wWgenin1+Entn

h—1
’ — ’ ) —
=wF'" 1z, + E w' FY 1g.€n+h_j + Enth-
Jj=1

Por lo tanto:
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Hnthln = E[yn—i-h | wn]

h—1
= EB[w'F'" 1, + Z W FI T gey | +entn | T
—1

J
5.4
o (5.4)
=w' F' g, + Zw’FJ_lgE[anrh_j | ]| + Elentn | )
j=1
— w/Fhila?nI,H
Un+hln = Var[yn-l—h | wn]
h—1 '
= Var[w'Fhila:n + Zw’FJflga,Hh,j + entn | T
j=1
h—1 '
= > (w'Fg)\Varleninj | @) (w' F'g)" | + Varlepin | @n)
j=1
h—1 . o (5.5)
20_2 ( le—l )( /Fj—lg) +O_2w
7j=1
h—1 4
=0 l—l—z w'Fi~lg 'Fj_lg)/]
7j=1
h—1
=’ [1+> ¢,
j=1

donde ¢; = w'Fi™lg.

Nota*: Asumiendo que {e;}, son variables independientes e idénticamente distribuidas.

Como ypip = WTpp—1 + Entn y ademas se tiene el supuesto de que €; tiene distribucién
normal, entonces, condicionalmente a x,, se tiene que y,4; también tiene distribucién nor-
mal con media fi,p, ¥ varianza v, pj,. Por lo tanto, el 100(1 — «) intervalo de confianza

para los pronosticos a h pasos es Intioo(1—a) = Mnihjn £ Z1-a/2+/Vnthln: donde 214/ es el
cuantil 1 — /2 de una distribucién N (0, 1).

En general, el procedimiento consiste en calcular i, pjn ¥ Unqhns ¥y con el supuesto de nor-
malidad de &, el 100(1 — «) intervalo de confianza es el mismo que el mencionado arriba. Lo
unico que varia de un modelo a otro es la complejidad de los cdlculos necesarios para obtener
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Hnthln Y Unthjn, 10 cual no siempre es posible.

En [B, p. 76] podemos encontrar el cuadro El], que hace una clasificaciéon de los modelos en
5 clases, segtin la derivacion de la formula analitica para (i, pjn ¥ Untnjn- La clase 1 consiste
de modelos en los que el error es aditivo y las componentes de tendencia y estacionalidad
pueden ser aditivas o inexistentes. La clase 2 se compone de modelos en los que el error
es multiplicativo y las componentes de tendencia y estacionalidad pueden ser aditivas o
inexistentes. La clase 3 consiste de modelos en los que el error es multiplicativo, la componente
de tendencia puede ser aditiva o no existir y la componente estacional es multiplicativa. La
clase 4 contiene modelos en los que el error es multiplicativo, la componente de tendencia es
multiplicativa y la componente estacional puede ser multiplicativa o inexistente. Finalmente,
la clase 5 se conforma de modelos en los que el error es principalmente aditivo (con algunos
casos de tipo multiplicativo), la componente de tendencia es aditiva o multiplicativa y la
componente estacional de todo tipo.

A NN ANA
Clase 1 — | AJAN AAA
AALN  AAGA
M,NN MNA | M\NM
Clase 2 — | M(AAN MJAJA | M(AM | +— Clase 3
M,Ag,N  M,A4,A | M,Ag,M

Clase 4 — M,M,N MMM
M, My, N M, My, M
MMA ANM AMN AMyN
Clase 5 — M,Mg, A AAM AMA ADMgA
AAGM  AMM A MM

Cuadro 5.1: Clases de los modelos ETS.

Para las primeras tres clases es posible obtener una férmula analitica de la media y la varianza,
de modo que con éstas se pueden obtener los intervalos de prediccién. Sin embargo, para la
clase 4 no se puede obtener una expresién analitica de la media o la varianza, de modo que se
realiza el método de simulacién para obtener los intervalos de prediccion de los prondsticos.
Para la clase 5, se realiza de igual manera el método de simulacién. Véase [3, p. 95-104],
donde se muestra como se derivan las formulas de g, 4)n ¥ Upynjn para cada clase. En la
pagina 81 se muestra una tabla con los valores de fi, 4, ¥ ¢; para los modelos de las clases
1y 2,y en la pagina 84 los valores de fi,,yp|, ¥ ¢; para los modelos de la clase 3.

5.2. Ejemplo de intervalo de prediccion del modelo
ETS(A,A,N)

Se tienen datos mensuales del indice bursatil S&P 500, de enero de 2010 a septiembre de
2016 (81 observaciones). Se va a utilizar un modelo ETS(A,A,N) (método lineal de Holt) y se
va a considerar que ya se conocen los valores de los pardametros del modelo, asi como de las
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variables de estado iniciales. Se tiene que a = 0.5, f = 0.4, £y = 1087.9488 y by = 34.6055.
Se obtendréan los prondsticos e intervalos de predicciéon con un nivel de significancia del 95 %

para los siguientes 6 tiempos; es decir, los dltimos 3 meses de 2016 y los primeros 3 meses de
2017.

Se utilizara la libreria quantmod de R para obtener los datos:

library(quantmod)

La funcién getSymbols() incluida en la libreria quantmod descarga los datos del simbolo selec-
cionado. La clave del S&P 500 es “"GSPC. Los parametros from y to especifican el intervalo de
tiempo para el cual se obtienen los datos. Los datos consisten de un objeto que tiene como
columnas la fecha, valor de apertura (Open), valor méximo (High), valor minimo (Low), valor
de cierre (Close), Volumen (Volume) y valor de cierre ajustado (Adjusted Close). El objeto
se almacena en una variable de nombre GSPC:

getSymbols (' ~“GSPC', from = "2010-01-01", to = "2016-10-01",
adjusted = TRUE)

La funcién getSymbols () obtiene valores diarios, por lo que para obtener los valores mensuales
se usa la funcién to.monthly(). Guardamos los valores mensuales del indice en la variable datos1:

datosl <- to.monthly(GSPC)

Necesitamos obtener los valores de cierre, por lo que se usa la funcién CI(). Creamos la variable
seriel, la cual le da a los valores una estructura de serie de tiempo. El parametro frequency = 12
indica que los valores son mensuales. El pardmetro start especifica el afio y mes desde donde
comienza la serie:

seriel <- ts(Cl(datosl), frequency = 12, start = c(2010, 01))

Visualizamos el grafico de la variable seriel con la funcién plot():

plot(seriel, main = 'S&P 500', xlab = 'Tiempo', ylab = 'Puntos')
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Figura 5.1: Grafico de puntos mensuales del S&P 500.

Especificamos los pardmetros del modelo:

alpha <- 0.5
beta <- 0.4

Creamos las variables de estado iniciales:

1_0 <- 1087.9488
b_0 <- 34.6055

1 t <- c(1_0)

b_t <- c(b_0)
I_t y b_t son inicialmente escalares cuyo tinico valor es |_0 y b_0, respectivamente. A continua-
cién se realiza un ciclo for para ir agregando, en la iteracion ¢, los valores de I_iy b_ide | 0y
b_0. De esta manera, en la iteracion 4, |_t=(_0,1_1,1_2, ..., 1_i); b_t=(b_0,b_1, ..., b_i).

Creamos el vector de estados x_t con las variables de estado |_t y b_t para cada tiempo:

for(i in seq(l, length(seriel))){
if (i == 1){
1_t = c(1l_t, alphax*seriel[i]+(1-alpha)*(1_0 + b_0))
b_t = c(b_t, (beta/alpha)*(1_t[2]-1_0) + (1-(beta/alpha))*b_0)
} else{
1.t = c(l_t, alpha*seriel[i]+(l1-alpha)*(1_t[i]l+b_t[i]))
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b_t = c(b_t, (beta/alpha)*(1_t[i+1]-1_t[i])
+ (1-(beta/alpha))*b_t[i])

Ahora vamos a obtener los valores ajustados del modelo para los tiempos t, det =1 a t = 81.

Se crea un vector sin elementos de nombre fitted y con un ciclo for se agregan los valores
ajustados:

fitted <- c()

for(i in seq(l, length(seriel))){

if (i == 1){
fitted = c(fitted, 1_0 + b)
} else{

fitted = c(fitted, 1_t[i] + b_t[i])
}
}

Se convierten los valores en un objeto del tipo de serie de tiempo:

fitted <- ts(fitted, frequency = 12, start = c(2010, 01))

Vamos a realizar el pronéstico de los 6 periodos siguientes. Se crea la variable serie2 para
replicar la serie original y anadir los valores pronosticados. Para esto se crean también las
variables 11_t y bl_t para replicar las variables |_t y b_t, respectivamente, y anadir los nuevos
valores:

serie2 <- seriel
11 _t <- 1_¢t
bl_t <- b_t

Realizamos los prondsticos:

for(i in seq(length(seriel)+1, length(seriel) + 6)){
serie2 = c(serie2, 11 _t[i] + bi1_t[il)
11 t c(1l1_t, alpha*serie2[i]+(1-alpha)*(11_t[il+b1l_t[i]))
bl _t c(bl_t, (beta/alpha)*(11_t[i+1]1-11_t[i])
+ (1-(beta/alpha))*bl_t[i])

Almacenamos los pronosticos en la variable prediction, la cual es del tipo de serie de tiempo:

prediction <- ts(tail(serie2, 6), frequency = 12, start = c(2016, 10))
1 n
. A . ~ ~2 2
Estimaremos 2. Para este modelo se tiene que e; = y; — 4 y 6° = - Zet.
t=1

Se crea la variable residuals, la cual es un vector de ceros. Con un ciclo for se sustituye cada
entrada con el valor de &;:
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residuals <- rep(0, length(seriel))

for(i in seq(l, length(seriel))){
residuals[i] = seriel[i]-fitted[i]

}

sigma2 <- mean(residuals”2)

Obtendremos el intervalo de prediccion mediante la férmula analitica. Para este modelo se
tiene que fi,,pjn = €n + hbn y que ¢; = a+ B;:

lower <- c(Q)

upper <- c()

c_j <- alpha+beta*seq(1,5)
v <- 0

for (i in seq(1, 6)){

if (i == 1){lower = c(lower,
qnorm(0.025, mean = 1_t[length(1l_t)] + i*b_t[length(b_t)],
sd = sqrt(sigma2)))

upper = c(upper,

gqnorm (0.975, mean = 1_t[length(1l_t)] + i*b_t[length(b_t)],
sd = sqrt(sigma2)))
} else{

v = sigma2*(1 + sum(c_j[1:i-1]172))

lower = c(lower,
gqnorm (0.025, mean = 1_t[length(l_t)] + i*xb_t[length(b_t)],
sd = sqrt(v)))
upper = c(upper,
qnorm (0.975, mean = 1_t[length(l_t)] + i*b_t[length(b_t)],
sd = sqrt(v)))

}

forecast_analytic <- cbind(prediction, lower, upper)
colnames (forecast_analytic) <- c('Forecast', 'Lower', 'Upper')

Se obtuvo que:

forecast_analytic
Forecast Lower Upper

Oct 2016 2203.761 2074.492 2333.029
Nov 2016 2213.460 2039.547 2387.374
Dec 2016 2223.160 1981.320 2465.000
Jan 2017 2232.860 1906.088 2559.632
Feb 2017 2242.559 1817.738 2667.381
Mar 2017 2252.259 1718.486 2786.032

Veamos graficamente los resultados:
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plot(seriel, main = 'S&P 500', xlab = 'Tiempo', ylab = 'Puntos',
xlim = c(2010, 2018), ylim c(0, 2800))
lines(fitted, col = 'red')
lines(forecast_analytic[,1], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast_analytic[,2], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast_analytic[,3], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
legend (2010, 2600, c('A,A,N', 'Valores ajustados', 'Serie original'),
1ty = c¢(1, 1, 1), col = c('blue', 'red', 'black'))
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Figura 5.2: Método de féormula analitica.

Con una funcién de R que realiza los prondsticos de manera automaética, se puede hacer este
mismo célculo:

library (expsmooth)

modelo <- ets(seriel, model = "AAN", alpha = 0.5, beta = 0.4,
gamma = NULL, damped = FALSE)
pred_analytic <- forecast(modelo, h = 6, level = 95)
pred_analytic
Point Forecast Lo 95 Hi 95
Oct 2016 2203.761 2074.492 2333.029
Nov 2016 2213.460 2039.547 2387.374
Dec 2016 2223.160 1981.320 2465.000
Jan 2017 2232.860 1906.088 2559.632
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Feb 2017 2242.559 1817.738 2667.381
Mar 2017 2252.259 1718.486 2786.032

Los resultados son los mismos. Para otro modelo solamente habria que cambiar la expresiéon
Para L pjn ¥ Cj-

Ahora realizaremos los intervalos de prediccién para el mismo modelo por medio del método
de simulacién.

Para obtener los intervalos de predicciéon vamos a generar un data frame para los posibles
trayectorias y sus posibles vectores de estados. Se crea la variable path, cuyas columnas alma-
cenan 5000 posibles pasos para los siguientes 6 periodos. La variable Ipred y bpred almacenan
en cada una de sus columnas los 5000 posibles valores para las variables I_t y b_t, respectiva-
mente:

path <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))
lpred <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))

bpred <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))

Se crea la variable epsilon y se realiza un ciclo for para crear en cada paso un vector de 5000
ntimeros aleatorios con distribucién N(0, %) por medio de la funcién morm(). En cada paso
se van almacenando los valores de las trayectorias y las variables de estados:

epsilon = c()

for (i in seq(1,6)){
epsilon = rnorm(5000, sd = sqrt(sigma2))
if(1i == 1){
path[,i] = 1_t[length(seriel)+1]+b_t[length(seriel)+1]+epsilon

lpred[,i] = 1_t[length(seriel)+1]+b_t[length(seriel)+1]+alpha*epsilon
bpred[,i] = b_t[length(seriel)+1] + beta*epsilon
} else{

path[,i] = lpred[i-1]+bpred[i-1]+epsilon
lpredl[,il lpred[i-1]+bpred[i-1]+alpha*epsilon
bpred[,i] bpred[i-1] + beta*epsilon

Se crea la variable confint, que es un data frame de 6 filas y 2 columnas donde se van a
almacenar el intervalo inferior y superior:

confint <- as.data.frame(matrix(0, 6, 2))

Con un ciclo doble se almacenan los intervalos de las trayectorias en cada tiempo. Para esto
se usan los cuantiles 0.025 y 0.975 de los vectores de trayectorias en cada paso. Esto se realiza
con la funcién quantile():
for(j in seq(1,2)){

for(i in seq(1,6)){
if(j == D{
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confint[i,j] = quantile(path[,i], probs = c(0.025))
}
elseq{
confint[i,j] = quantile(path[,i], probs = c(0.975))
}
}
}

La variable forecast almacena los prondsticos y los intervalos de prediccion:

forecast <- cbind(prediction, confint[,1], confint[,2])

colnames (forecast) <- c('Forecast', 'Lower', 'Upper')
Se obtuvo:
forecast

Forecast Lower Upper

Oct 2016 2203.761 2076.165 2335.427
Nov 2016 2213.460 2038.568 2388.100
Dec 2016 2223.160 1976.781 2468.534
Jan 2017 2232.860 1899.038 2564.384
Feb 2017 2242.559 1816.364 2670.723
Mar 2017 2252.259 1727.710 2789.073

Graficamos los resultados:

plot(seriel, main = 'S&P 500', xlab = 'Tiempo', ylab = 'Puntos',
xlim = c(2010, 2018), ylim = c(0, 2800))

lines(fitted, col = 'red')

lines(forecast[,1], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast[,2], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast[,3], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
legend (2010, 2600, c('A,A,N', 'Valores ajustados', 'Serie original'),

1ty = c(1, 1, 1), col = c('blue', 'red', 'black'))
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Figura 5.3: Método de simulacién.

Con la funcién de R se obtuvo lo siguiente:

library (expsmooth)

modelo <- ets(seriel, model = "AAN", alpha = 0.5, beta = 0.4,
gamma = NULL, damped = FALSE)
pred_analytic <- forecast(modelo, h = 6, level = 95, simulate = TRUE,
npaths = 5000)

predsim
Point Forecast Lo 95 Hi 95

Oct 2016 2203.761 2075.771 2335.260
Nov 2016 2213.460 2042.484 2387.173
Dec 2016 2223.160 1983.179 2473.192
Jan 2017 2232.860 1907.871 2561.356
Feb 2017 2242 .559 1817.050 2669.593
Mar 2017 2252.259 1715.175 2798.040

Como se puede observar, los resultados son muy similares para los intervalos de prediccion.
Difieren ligeramente debido a que para cada proceso los nimeros aleatorios generados no son
los mismos. Para otros modelos, seria necesario modificar las ecuaciones que describen la serie
y las variables de estado. Respecto a la componente de error, en caso de no tener normalidad,
seria necesario generar ntmeros aleatorios con la distribucién correspondiente. En caso de
que el error tenga una distribucién normal, la desviacion estandar serd la raiz cuadrada del
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valor estimado de o2, el cual se obtiene en la fase de estimacién de los pardmetros iniciales
ya antes mencionada.

Comparemos ahora los resultados obtenidos por los dos modelos:

plot(seriel, main = 'S&P 500', xlab = 'Tiempo', ylab = 'Puntos',
xlim = c(2010, 2018), ylim = c(0, 2800))

lines(fitted, col = 'red')
lines(forecast_analytic[,1], col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast_analytic[,2], col = 'red', type = 'p', pch = 3, cex = 1)

p
Ipl

lines(forecast_analytic[,3], col = 'red',6 type = , pch = 3, cex = 1)
lines(forecast[,2], col = 'blue', type = 'p', pch = 0, cex = 1)
lines(forecast[,3], col = 'blue', type = 'p', pch = 0, cex = 1)
legend (2010, 2800,
c('Pronésticos', 'Simulacién', 'Férmula analitica',
'Valores ajustados', 'Serie original'),
pch = c(20, 0, 3, NA, NA),
1ty = c(NA, NA, NA, 1, 1),
col = c('blue', 'blue', 'red', 'red', 'black'))
S&P 500
o
. Pronésticos @
% - o Simulacién E:B
+  Formula analitica 3333
—— Valores ajustados oestt
S Serie original By
S | i}
Liid
@
8
£
T T T T T
2010 2012 2014 2016 2018

Tiempo

Figura 5.4: Comparacién de los resultados obtenidos por los modelos.

Podemos observar que los intervalos de predicciéon obtenidos por cada modelo son muy cer-
canos.
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5.3. Ejemplo de intervalo de predicciéon del modelo
ETS(M,A,M)

Veamos otro ejemplo del método de simulacién. Se tienen datos trimestrales del S&P 500, de
enero de 2010 hasta septiembre de 2016. Utilizaremos un modelo ETS(M,A,M) y supondremos
que los valores de los parametros y de las variables iniciales ya estdn especificados. Tenemos
que a = 0.02, 8 = 0.01, v = 0.01, £y = 996.7884 y by = 45.7497, s = 1.0049, s_; = 0.9682,
s_9 =0.9925 y s_3 = 1.0343. Se obtendran los prondsticos e intervalos de prediccién con un
nivel de significancia del 95 % para los siguientes 6 tiempos.

Nuevamente utilizamos la libreria quantmod y la funcién getSymbols() para obtener los datos:

library (quantmod)

getSymbols (' “GSPC', from = "2010-01-01", to = "2016-10-01",
adjusted = TRUE)

Recordemos que la funcién getSymbols() obtiene valores diarios, por lo que para obtener los
valores trimestrales se usa la funcién to.quarterly(). Guardamos los valores mensuales del indice
en la variable datos1:

datosl <- to.quarterly (GSPC)

Con la funcién CI() obtenemos los valores de cierre y los guardamos en la variable seriel. La
funcién ts() le da a los datos una estructura de una serie de tiempo. En este caso, el parametro
frequency = 4 se refiere a que son datos trimestrales:

seriel <- ts(Cl(datosl), frequency = 4, start = c(2010, 01))

Veamos el grafico de la serie:

plot(seriel, main = 'S&P 500', xlab = 'Tiempo', ylab = 'Puntos')
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Figura 5.5: Grafico de puntos trimestrales del S&P 500.

Definimos los parametros iniciales:

alpha <- 0.02
beta <- 0.01
gamma <- 0.01

1 0 <- 996.7884
b_0 <- 45.7497
sl <- 1.0049

s2 <- 0.9682

s3 <- 0.9925

s4 <- 1.0343

1 t <- c(1_0)
b_t <- ¢c(b_0)
s_t <- c(s4,s3,s82,s81)

Hay que mencionar que s4 corresponde a la variable de estado (tedrica) s_3; s3 corresponde a
S_9;s2a s_1,ysla sg. Es importante que al definir la variable s_t se acomoden las variables
s4, s3, s2 y sl en el orden especificado arriba.

Creamos el vector x;. Para esto calculamos las variables de estado ¢;, b; y s; para cada tiempo:

for(i in seq(l, length(seriel))){
if(i == 1){
1_t = c¢c(1_t, alphax(seriel[1]/s_t[1]) + (1-alpha)*(1_0+b_0))
b_t = c(b_t, beta/alphax(1_t[2]-1_0)+(1-beta/alpha)*b_0)
s_t = c(s_t, gamma*(seriel[1]/(1_0+b_0)) + (1-gamma)x*s_t[1])
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} else if(i == 2){
1_t = c(1_t, alphax*(seriel[2]/s_t[2]) + (1-alpha)*(1_t[2]+b_t[2]))
b_t c(b_t, beta/alpha*(1l_t[3]-1_t[2])+(1-beta/alpha)x*b_t[2])
s_t = c(s_t, gammax(seriel[2]/(1_t[2]+b_t[2])) + (1-gamma)x*s_t[2])

} else if(i == 3){
1_t = c(1_t, alphax*(seriel[3]/s_t[3]) + (1-alpha)*(1_t[3]+b_t[3]))
b_t c(b_t, beta/alpha*(1l_t[4]-1_t[3])+(1-beta/alpha)*b_t[3])
s_t c(s_t, gammax*(seriel[3]/(1_t[3]+b_t[3]1)) + (i1-gamma)*s_t[3])

} else if(i == 4){

1_t = c(1_t, alphax(seriel[4]/s_t[4]) + (1-alpha)=*(1_t[4]+b_t[4]))

b_t = c(b_t, beta/alpha*(1_t[5]-1_t[4])+(1-beta/alpha)*b_t[4])

s_t = c(s_t, gammax(seriel[4]/(1_t[4]1+b_t[4])) + (l-gamma)*s_t[4])
} else{

1t = c(1_t, alphax*(seriel[il/s_t[i]) + (1-alpha)*(1_t[il+b_t[i]))

b_t = c(b_t, beta/alpha*(1_t[i+1]-1_t[i])+(1-beta/alpha)*b_t[i])

s_t = c(s_t, gammax*(seriel[i]/(1_t[il+b_t[i])) + (l-gamma)*s_t[i])

}
}

Realizaremos el prondstico de los 6 periodos siguientes. Se crea la variable serie2 para replicar
la serie original y anadir los valores pronosticados. Para esto se crean también las variables
I1_t, bl_ty sl_tpara replicar las variables |_ty b_ty s_t, respectivamente, y anadimos los nuevos
valores:

serie2 <- seriel
11 _t <- 1_t
bl_t <- b_t
sl _t <- s_t

for(i in seq(length(seriel)+1, length(seriel) + 6)){
serie2 = c(serie2, (11_t[i] + b1_t[il)*s1_t[il)

11_t = c(l1_t, alphax*(serie2[i]l/s1_t[i]) + (1-alpha)*(11_t[i]l+b1_t[i]))
bl_t = c(bl_t, beta/alphax(l1_t[i+1]-11_t[i])+(1-beta/alpha)*bl_t[i])
sl_t = c(s1_t, gammax(serie2[i]/(11_t[il+b1_t[i])) + (l1-gamma)*si1_t[i])

3

Calcularemos los valores ajustados y los almacenaremos en la variable fitted. Ademaés, le da-
remos a ésta una estructura de serie de tiempo con la funcién ts():

fitted <- c()

for(i in seq(l, length(seriel))){

if (i == 1){

fitted = c(fitted, (1_0 + b_0)*s_t[1])
}
else if(i == 2){

fitted = c(fitted, (1_t[2] + b_t[2])*s_t[2])
}
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else if(i == 3){

fitted = c(fitted, (1_t[3] + b_t[3])*s_t[3])
}
else if(i == 4){

fitted = c(fitted, (1_t[4] + b_t[4])*s_t[4])
}
elsed{

fitted = c(fitted, (1_t[i] + b_t[il)*s_t[il])
}

}

fitted <- ts(fitted, frequency = 4, start = c(2010, 01))

Vamos a almacenar los pronosticos en la variable prediction, ddndole ademéas una estructura
de serie de tiempo con la funcion ts():

prediction <- ts(tail(serie2, 6), frequency = 4, start = c(2016, 4))
Estimaremos 62 obteniendo los residuos del modelo. En este caso:
et = (e — 9)/r(®i—1) = (e — )/ ((Le—1 4 bi—1)St—m)-

1 n
= Z e2. El resultado se guarda en la variable sigma2:
n

t=1

Después utilizamos que &

residuals <- rep(0, length(seriel))

for(i in seq(l, length(seriel))){
if(i == 1){
residuals[i] = (seriel[i]-fitted[i])/((1_0+b_0)*s_t[1])

} else if(i == 2){
residuals[i] = (seriel[i]-fitted[i])/((1_t[2]+b_t[2])*s_tI[2])

} else if (i == 3){
residuals([i] = (seriel[i]l-fitted[i])/((1_t[3]1+b_t[3])*s_tI[3])

} else if(i == 4){
residuals[i] = (seriel[i]l-fitted[i])/((1_t[4]1+b_t[4])*s_tI[4])

} else{
residuals([i] = (seriel[i]-fitted[i])/((1_t[il+b_t[il)*s_t[il])

}

sigma2 <- mean(residuals”™2)

Calcularemos el intervalo de prediccién simulando 5000 trayectorias para y; almacenadas en
la variable path, asi como 5000 simulaciones para los pardametros #;, b; y s¢, guardados en las
variables Ipred, bpred y spred, respectivamente. Para esto, en cada paso se simulan ntimeros
aleatorios con distribuciéon N (0, 62):
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path <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))
lpred <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))
bpred <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))
spred <- as.data.frame(matrix(0, 5000, 6))
epsilon = c()
for (i in seq(1,6)){

epsilon = rnorm(5000, sd = sqrt(sigma2))

if (1 == 1){

path[,i] = (11_t[length(seriel)+1]

+bl_t[length(seriel)+1])*sl_t[length(seriel)+1]*(1+epsilon)

lpred[,i] = (11_t[length(seriel)+1]
+bl_t[length(seriel)+1])*(1+alpha*epsilon)

bpred[,i] = bl_t[length(seriel)+1]
+beta*(l1_t[length(seriel)+1]+bl_t[length(seriel)+1])*epsilon

spred[,i] = s1_t[length(seriel)+1]*(1+gamma*epsilon)

} else if(i == 2){
path[,i] = (11_t[length(seriel)+2]
+bl_t[length(seriel)+2])*sl_t[length(seriel)+2]*(1l+epsilon)

lpred[,i] = (11_t[length(seriel)+2]
+bl1_t[length(seriel)+2])* (1+alpha*epsilon)

bpred[,i] = bl_t[length(seriel)+2]
+beta*x(1l1_t[length(seriel)+2]+bl_t[length(seriel)+1])*epsilon

spred[,i] = s1_t[length(seriel)+2]*(1+gamma*epsilon)

} else if(i == 3){
path[,i] = (11_t[length(seriel)+3]
+bl_t[length(seriel)+3])*sl_t[length(seriel)+3]*(l+epsilon)

lpred[,i] = (11_t[length(seriel)+3]
+bl_t[length(seriel)+3])* (1+alphax*epsilon)

bpred[,i] = bl_t[length(seriel)+3]
+beta*x(1l1_t[length(seriel)+3]+bl_t[length(seriel)+3])*epsilon

spred[,i] = si1_t[length(seriel)+3]*(1l+gamma*epsilon)
} else if(i == 4){

path[,i] = (11_t[length(seriel)+4]
+bl_t[length(seriel)+4])*sl_t[length(seriel)+4]*(1+epsilon)
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lpred[,i] = (11_t[length(seriel)+4]
+b1l_t[length(seriel)+4])* (1+alpha*epsilon)

bpred[,i] = bl_t[length(seriel)+4]
+beta*x(l1l_t[length(seriel)+4]+bl_t[length(seriel)+4]) *epsilon

spred[,i] = si_t[length(seriel)+4]*(1+gamma*epsilon)

se{
path[,i] = (lpred[i-1]+bpred[i-1]) *spred[i-4]*(1+epsilon)

lpred[,i] = (lpred[i-1]+bpred[i-1])*(1+alpha*epsilon)
bpred[,i] = bpred[i-1] + beta*(lpred[i-1]+bpred[i-1])*epsilon
spred[,i] = spred[i-4]*(l+gamma*epsilon)
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La variable confint es un data frame que almacena el intervalo de prediccion para cada pro-
nostico:

conf

for (

int <- as.data.frame(matrix(0, 6, 2))

j in seq(1,2)){

for(i in seq(1,6)){

La variable forecast contiene los prondsticos a cada paso,

if(j == 1){

confint[i,j] = quantile(path[,i], probs = c(0.025))
}
elsed{

confint[i,j] = quantile(path[,i], probs = c(0.975))
}

correspondiente:

fore

cast <- cbind(prediction, confint[,1], confint[,2])

colnames (forecast) <- c('Forecast', 'Lower', 'Upper')

Se obtuvo:

fore

2016
2017
2017
2017
2017
2018

cast

Forecast Lower Upper

Q4 2301.125 2035.229 2563.954
Q1 2416.702 2122.608 2702.739
Q2 2365.238 2090.700 2652.064
Q3 2352.038 2065.273 2634.920
Q4 2487.665 2188.731 2783.452
Q1 2608.719 2306.568 2920.822

Graficamos los resultados:

asi como el intervalo de prediccion
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plot(seriel, main = 'S&P 500', xlab = 'Tiempo', ylab = 'Puntos',
xlim = c(2010, 2019), ylim = c(0, 3000))
lines(fitted, col = 'red')
lines(prediction, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast_lower, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(forecast_upper, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
legend (2010, 2600, c('M,A,M', 'Valores ajustados', 'Serie original'),
1ty = c¢(1, 1, 1), col = c('blue', 'red', 'black'))
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Figura 5.6: Método de simulacién.

Ahora, usando la libreria expsmooth de R, procedemos a calcular de nuevo los prondsticos y
los intervalos de predicciéon para los prondsticos:

library (expsmooth)

modelo <- ets(seriel, model = "MAM", alpha = 0.02, beta = 0.01,
gamma = 0.01, damped = FALSE)
predsim <- forecast(modelo, h = 6, level = 95, simulate = TRUE,

npaths = 5000)

predsim

Point Forecast Lo 95 Hi 95
2016 Q4 2301.086 2034.745 2581.476
2017 Q1 2416.716 2124.956 2697.428

2017 Q2 2365.168 2082.565 2642.166
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2017 Q3 2352.063 2073.347 2632.383
2017 Q4 2487.617 2194.542 2786.748
2018 Q1 2608.729 2293.678 2910.976

Nuevamente observamos que los intervalos de prediccién son muy similares. En el caso de
los prondsticos, los decimales difieren ligeramente debido a que en el proceso de célculo los
valores de la variable de estado s; fueron distintos solamente por decimales.

De esta manera se procede en el caso de un modelo que tiene una componente estacional s;.
Notemos que el procedimiento es casi el mismo que el que se realiz6 para el modelo A,A N
en los datos del S&P 500. Asi concluimos con la parte del célculo de intervalos de predicciéon
para los prondsticos.
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Capitulo 6

Seleccion de modelos

6.1. Criterios de informacion

Una vez que se tienen los elementos para ajustar modelos ETS hay que determinar qué
modelo habria que escoger en caso de tener varios modelos adecuados para los datos. Si
bien agregar parametros a un modelo puede ayudar para explicar diferentes aspectos que
intervienen en algtin fenémeno de estudio, en ocasiones una cantidad excesiva de parametros
puede hacer que el modelo obtenga prondsticos menos precisos. Recordemos que la finalidad
de estos modelos es obtener pronésticos lo mas precisos posibles. Para esto, introduciremos
los criterios de informacién, lo cuales penalizan la sobreparametrizacion en los modelos. De
manera general, el criterio de informacién IC esta dado por la siguiente ecuacion:

IC = —2In(L(6, & | y)) + ¢((n), (6.1)

donde L(OA7 Zo | y) es la funcién de verosimilitud maximizada, g es el nimero de parametros
en é, mas el nimero de estados libres; esto es, las variables que hay que estimar en &g. La
funcién ((n) depende del tamano de muestra n y varia segin el criterio de informacién. Pre-
sentamos algunos de ellos:

AIC: ¢(n) = 2, de modo que:

IC = —2In(L(8, &0 |y)) + 2q. (6.2)

Este es el criterio de Akaike (1974).
BIC: {(n) = In(n), de modo que:

IC = —2In(L(B, & | y)) + qln(n). (6.3)

79
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Este es el criterio de informacién bayesiano.
AICc: ((n) =2n/(n —q— 1), de modo que:

~

IC = —2In(L(0, Zo | y)) +2qn/(n —q—1). (6.4)
Este es criterio de Akaike corregido.
El elemento ¢((n) es la penalizacién particular de cada modelo.

En la préctica, al calcular el criterio de informacién de cada modelo, se deberia elegir el
modelo cuyo valor del criterio de informacion sea menor. En realidad, no se puede asegurar
que un modelo sea mejor que otro, pero el criterio de informacién indica qué modelos estan
mas sobreparametrizados que otros. Por lo tanto, éste es una referencia para elegir el modelo
“més adecuado” de entre los que se tienen.

En el caso en que la distribucién del error es normal, se tiene que:

~

IC = —2In(L(0, Z

= nln <Z€t> Z (|r(xs—1)] + qC(n)).

6.2. Tipos de errores para medir exactitud en un modelo

A continuacién veremos algunas medidas comunes para determinar la exactitud de un modelo
al momento de realizar prondsticos puntuales.

6.2.1. Error absoluto medio

Sea e; = yr — U1 A h pasos se define e,y = Yern — Ypppe- El error absoluto medio estd
determinado por:

t
1
MAE = — z; lel . (6.6)
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6.2.2. Error cuadratico medio

Definiendo e; de la misma manera que en el caso anterior, el error cuadratico medio estd dado
por:

t
1 2
MSE = — Zl ez, (6.7)

6.2.3. Error porcentual

Sea e; = Yyt — Ut, 0 bien €y p|¢ = Yt+h — Ygqn|e- Definimos el error porcentual p; de la siguiente
manera:

Pt = 100€t/yt- (68)

Este error mide el porcentaje, en cada paso, de la diferencia entre la observacion y; y el
prondstico g respecto al valor observado. Este tipo de error puede no ser adecuado cuando
se tienen magnitudes para las cuales un porcentaje no tendria sentido: por ejemplo, escalas
de temperatura.

6.2.4. Error absoluto porcentual medio

Maés cominmente que el error porcentual, se utiliza el error absoluto porcentual medio, el
cual estd determinado por:

t

1
MAPE = - ; pil - (6.9)

6.2.5. Error simétrico absoluto porcentual medio
Este tipo de error esta definido por:
L&
SMAPE = - 200{y: — gl /(4 + 6)- (6.10)
i=1

En este caso se tiene el inconveniente de que puede haber una divisién por cero, ademés de
que padece de las mismas limitaciones presentes en el error porcentual.
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6.2.6. Errores escalados
Sea e; = yr — Ut, 0 bien ey yp;p = Yt+n — Ypynpe- Definimos el error escalado ¢ como:

= “ (6.11)

1 < '
—] Z’yi — Yi-1|
=2

Este tipo de error es independiente de la escala de las unidades de medicién. A partir de éste
podemos definir el error escalado absoluto medio de la siguiente manera:

t
1
MASE = — Z lgi] - (6.12)

=1



Capitulo 7

Caso practico

Ahora veremos un ejemplo de cémo se hace un andlisis de una serie de tiempo utilizando los
modelos de espacio de estados. Para esto utilizaremos las librerias de R expsmooth y forecast.
La libreria expsmooth contiene las funciones necesarias para ajustar modelos de espacio de es-
tados a una serie de tiempo, mientras que la libreria forecast permite obtener los prondsticos
puntuales asi como los intervalos de prediccion.

Con la libreria quantmod y la funcién getSymbols() obtenemos datos de los precios de acciones
de la compania Amazon Inc, los cuales se guardan en un objeto de nombre AMZN. Con la
funcién to.monthly() extraemos los precios de cierre mensuales, comenzando en octubre de 2010
y terminando en noviembre de 2016 (74 observaciones), y los almacenamos en la variable datos.

Posteriormente creamos la variable serie, la cual da a la variable datos una estructura de serie
de tiempo. Hacemos entonces lo siguiente:

library (quantmod)

getSymbols ('AMZN', from = "2010-10-01", to = "2016-11-30",
adjusted = TRUE)

datos <- to.monthly (AMZN)
serie <- ts(Cl(datos), frequency = 12, start = c(2010, 10))

Ahora introduciremos la funcion ets() de la libreria expsmooth. Esta funcién es la que ajusta
los modelos de espacio de estados. La funcion se utiliza de la siguiente manera:

library (expsmooth)
ets(serie, model = 'ANN')

La funcion ets() requiere de un objeto de serie de tiempo. El parametro model permite es-
pecificar el modelo de espacio de estados. En este ejemplo se ajusta el modelo A,N,N (Sua-
vizamiento Exponencial Simple). La primera letra indica el tipo de error, el cual puede

83
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tener cualquiera de las siguientes 3 opciones: A = error aditivo, M = error multiplicativo y
7 = seleccionar automaticamente. De manera analoga, la segunda letra se refiere al tipo de
tendencia; se tienen 4 opciones: N = sin tendencia, A = tendencia aditiva, M = tendencia
multiplicativa y Z = seleccionar automaticamente. La tercera letra especifica el tipo de esta-
cionalidad: N = sin componente estacional, A = estacionalidad aditiva, M = estacionalidad
multiplicativa y Z = seleccionar automaticamente. Si quisiéramos ajustar el modelo AAA
(Holt-Winters), se usaria lo siguiente:

ets(serie, model = 'AAA')

Hay que mencionar que por defecto los parametros «, 3, v del modelo se estiman automatica-
mente, ya que la funcién ets() optimiza el modelo basandose en los pardmetros que obtienen
el menor valor para el criterio de Akaike. De igual manera, la decisién sobre si usar tendencia
normal (sea ésta aditiva o multiplicativa) o si usar tendencia que se desvanece, se realiza de
manera automatica, segin la opcién que minimice el criterio de informacién. A su vez, en
caso de que se use tendencia que se desvanece, el valor de ¢ se estima también de manera
automatica. Para especificar que se quiere usar tendencia normal, se hace lo siguiente:

ets(serie, model = 'AAA', damped = FALSE)

Si queremos usar especificamente tendencia que se desvanece, se utiliza:

ets(serie, model = 'AAA', damped = TRUE)

Por otra parte, los pardmetros pueden especificarse manualmente. Si queremos usar el modelo
AA4A (siendo A4 tendencia que se desvanece) y queremos elegir a = 0.9999, 5 = 0.0261,
7 =1x10"% (le-4 en R), ¢ = 0.98, utilizamos:

ets(serie, model = 'AAA', alpha = 0.9999, beta = 0.0261, gamma = 1le-04,
phi = 0.98)

Con esto ya podemos especificar cualquier modelo que queramos. Hay que resaltar que no
todas las combinaciones de valores de pardametros son aceptadas por la funcién ets(). Final-
mente, mencionamos que el pardmetro model tampoco es necesario. Si queremos que la funcién
ets() decida el modelo y los parametros que optimizan el valor del criterio de informacién,
escribimos simplemente:

ets(serie)

Vamos ahora a analizar la serie. Recordemos que la serie termina en el mes de noviembre de
2016. Nuestro objetivo es obtener prondsticos para los siguientes 4 meses, con sus respectivos
intervalos de prediccién.

Para esto, como se tienen los datos correspondientes a diciembre de 2016, enero, febrero y
marzo de 2017, vamos a leer éstos de manera que podamos comparar los prondsticos del
modelo con los valores que realmente tomé la serie en los tiempos posteriores. Utilizaremos
nuevamente la funcién getSymbols() para obtener los datos, los convertiremos a datos mensuales
con la funcién to.monthly(), los almacenaremos en la variable datos_ref y se creard la variable
serie_ref, la cual ya tiene la estructura de una serie de tiempo. De esta manera la serie tiene
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los mismos datos que la serie original mas los valores para diciembre de 2016, enero, febrero
y marzo de 2017:

getSymbols ('AMZN', from = "2010-10-01", to = "2017-04-01",
adjusted = TRUE)

datos_ref <- to.monthly(AMZN)

serie_ref <- ts(Cl(datos_ref), frequency = 12, start = c(2010, 10))

Visualizamos el grafico de la variable serie con la funcion plot():

plot(serie, main = 'Precios mensuales Amazon Inc.', xlab = 'Tiempo',
ylab = 'Precio')

Precios mensuales Amazon Inc.
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600 800
| 1

400
1

200
1

T T T T T T T
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Tiempo

Figura 7.1: Grafico de precios.

Podemos observar que los valores de los precios siguen una tendencia ascendente. No parece
haber ciclos estacionales, de modo que consideraremos un modelo que contenga solamente
una componente de error y una de tendencia. No parece que la tendencia esté por terminarse
(véase figura [7.1]), de modo que ésta se considerard como una tendencia normal (sin dampe-
ning). El modelo que elegiremos sera el modelo A A N; esto es, el modelo de error aditivo y
tendencia aditiva.

Vamos a ajustar a la variable serie el modelo con la funcion ets(). Hacemos lo siguiente:



86 CAPITULO 7. CASO PRACTICO

modelo <- ets(serie, model = 'AAN', damped = FALSE)

Ahora veamos los pardametros optimizados estimados por la funcién ets():

modelo
ETS(A,A,N)
Call:
ets(y = serie, model = "AAN", damped = FALSE)

Smoothing parameters:
alpha = 0.9999
beta = 1le-04

Initial states:
1 = 158.4272
b = 8.0153

sigma: 31.6903

AIC AICc BIC
839.9904 840.8727 851.5107

El valor de a es de 0.9999 y el de 3 es de 1 x 10~%. Los pardmetros iniciales son: £y = 158.4272
y bg = 8.0153. El valor estimado de 6 es de 31.6903. La funcién ets() también nos proporciona
los valores del criterio de Akaike, el criterio de Akaike corregido y el del criterio de informa-
cién bayesiano.

Para obtener los pronosticos utilizaremos la funcién forecast() de la libreria forecast. Esta se
aplica a la variable modelo, la cual contiene el modelo ajustado a la serie. Por defecto, si
existe una expresion analitica de la media y varianza de prediccién, entonces el intervalo de
prediccién se calcula a partir de la formula analitica. En caso contrario, la funcién forecast()
utiliza el método de simulacién. Por otra parte, si desde un principio se desea usar el método
de simulacion, se agrega el pardmetro simulate = TRUE.

Vamos a obtener los prondsticos e intervalos de prediccion para los siguientes 4 periodos
usando un nivel de confianza del 95 por ciento. La funcién muestra tres columnas, siendo la
primera la de los prondsticos puntuales, la segunda la del intervalo inferior y la tercera la del
intervalo superior. Almacenamos los resultados en la variable prediction:

library(forecast)
prediction <- forecast(modelo, h = 4, level = 95)

Si quisiéramos utilizar el método de simulacién para obtener el intervalo de prediccién, ha-
riamos:

prediction <- forecast(modelo, h = 4, level = 95, simulate = TRUE)

El parametro h se refiere al nimero de periodos para calcular los prondsticos y el parametro
level indica el nivel de confianza. Veamos los resultados obtenidos al usar la férmula analitica:
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prediction

Point Forecast Lo 95 Hi 95
Dec 2016 758.5901 696.4782 820.7019
Jan 2017 766.6054 678.7660 854.4448
Feb 2017 774.6207 667.0363 882.20561
Mar 2017 782.6360 658.4030 906.8689

Ahora veamos los valores reales almacenados en la variable serie ref. Para esto usamos la
funcién tail( ), la cual utiliza como objeto la variable serie_ref y ademés usamos el parametro n
=4 para indicar que se muestren los 4 ultimos valores:

tail(serie_ref, n = 4)

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep 0Oct Nov Dec
2016 749 .87
2017 823.48 845.04 886.54

Podemos observar que los valores de los prondsticos no coinciden con los valores reales; sin
embargo, estos ultimos se encuentran dentro de los intervalos de prediccién, lo cual es un
buen resultado del modelo.

Esto se puede ver méas claramente en el siguiente grafico. Hacemos lo siguiente:

plot(prediction, main = 'Prondésticos de ETS(A,A,N) vs datos reales',
xlab = 'Tiempo', ylab = 'Precio', ylim = c(0, 900), shaded = FALSE,
flty = 0, pi.lty = 0)

lines(fitted(modelo), col = 'red')

lines(prediction$mean, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)

lines(prediction$lower, col 'blue', type 'o', pch = 20, cex 1)

o', pch = 20, cex = 1)

lines(prediction$upper, col 'blue', type

lines(tail(serie_ref, 4), col = 'black', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
legend (2011, 900, c('A,A,N', 'Valores ajustados', 'Serie original'),
1ty = c(1, 1, 1), col = c('blue', 'red', 'black'))

Con la funcién plot() graficamos la serie original junto con los prondsticos puntuales y la
region de los intervalos de prediccion. La funcién lines() agrega los valores ajustados del
modelo obtenidos con la funcién fitted() (de la librerfa forecast) al gréfico original. De igual
manera, agregamos los valores futuros reales, los cuales son los tltimos 4 valores de la variable
serie_ref:
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Pronésticos de ETS(A,A,N) vs datos reales
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Figura 7.2: Comparacion de prondsticos con datos reales.

Las lineas azules de los extremos corresponden a los intervalos de prediccion. La linea negra
que se muestra antes de estos ultimos corresponde a la serie y; hasta noviembre de 2016.
La linea roja muestra los valores ajustados ¢; por el modelo hasta noviembre de 2016. La
linea azul que esta entre los intervalos de prediccién muestra los prondsticos puntuales para
diciembre de 2016, enero, febrero y marzo de 2017. La linea negra que se encuentra entre los
intervalos muestra los valores reales de la serie para los 4 meses mencionados.

De esta manera es mas facil notar qué tanto coinciden los valores de los prondsticos con los
valores reales de la serie y ademas si estos tltimos se encuentran dentro de la region de los
intervalos de prediccién, lo cual se cumple.

Ahora vamos a analizar los residuos para verificar el supuesto de que son un ruido blanco con
distribucién normal. Para esto, primeramente obtenemos los residuos y los guardamos en la
variable residuos. Hacemos lo siguiente:

residuos <- modelo$residuals

Ahora vamos a utilizar la funcién tsdiag() de la libraria forecast, la cual nos muestra el grafico
de los residuos, su funciéon de autocorrelacién y el grafico de los p-values de la prueba de
Ljung-Box:

tsdiag(modelo)
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Figura 7.3: Grafico y funcién de autocorrelacién de los residuos y prueba de Ljung-Box.

Podemos ver que los residuos tienen algunos valores que son considerablemente mayores que
los otros, de modo que la varianza no es constante. En la funcién de autocorrelacién ninguno
de los valores se sale de las bandas de prediccién (color azul), que es lo que se esperaria de un
ruido blanco. Todos los p-values superan la linea de valor 0.05 (dependiendo este niimero del
nivel de significancia de la prueba), por lo tanto, no se rechaza la hipdtesis nula de la prueba
de Ljung-Box que dice que los valores de las autocorrelaciones son cero.

Veamos ahora si éstos siguen una distribuciéon normal. Usaremos las funciones ggnorm() y

qqline():

gqnorm(residu
main =

gqline (residu

os, xlab = "Residuos",
"Probabilidad Normal",

ylab
pch

os, col = 2)

"Valores Esperados",

, col = "blue")



90 CAPITULO 7. CASO PRACTICO
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Figura 7.4: Prueba de normalidad.

La funcién qgnorm() y qgline() comparan los valores estandarizados de los residuos con lo que
serian los valores esperados de una distribucién normal estandar. Entre mas parecidos sean
los valores de los residuos (color azul) a la linea roja, mas indicios hay de que éstos siguen
una distribucién normal. En nuestro caso, en la regiéon del centro los valores se ajustan a la
linea, pero en los valores de los extremos se alejan de la linea. Esto sucede debido que los
residuos tienen la cola derecha pesada.

Otra manera de verificar la normalidad es mediante un histograma. Utilizaremos la libreria
MASS vy la funcidén truehist() y curve() para mostrar el histograma de los residuos y agregar la
curva de una distribucién normal con la media y desviacién estandar de éstos. Hacemos lo
siguiente:

library (MASS)
truehist (residuos, main = "Histograma de los residuos", prob = TRUE)
curve (dnorm(x, mean(residuos), sd(residuos)), add = T, col = "purple")

La funcion truehist() grafica el histograma de los residuos. El parametro prob = TRUE hace que
los valores del histograma se muestren como probabilidades y no como frecuencias. La funcién
curve() muestra la curva de una funcién de densidad de una normal. En este caso indicamos
que la media y la desviacién estandar son las de los residuos. El histograma se ve asi:
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Histograma de los residuos
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Figura 7.5: Histograma.

Si bien algunas de las barras se salen de la curva, en general las demaés tienen la estructura de
la curva de la funcién de densidad normal. Esta prueba apoya mas la hipotesis de normalidad
que la prueba realizada con la funcién ggnorm().

Una prueba formal es la prueba de Anderson-Darling, cuya hipétesis nula es que los residuos
siguen una distribucién normal. Esta prueba puede realizarse con la funcién ad.test() de la
libreria nortest. Hacemos lo siguiente:

library(nortest)

ad.test(residuos)
Anderson-Darling normality test

data: residuos
A = 0.95136, p-value = 0.01533

Usando un nivel de significancia de 0.05, el p-value es igual a 0.01533, de modo que es menor
que el nivel de significancia, por lo que se rechaza la hipodtesis nula. Por lo tanto, los residuos
no tienen una distribucién normal.

Esta prueba es la méas estricta de las pruebas mencionadas. Si bien se puede concluir que la
distribucién de los residuos no es normal, en la practica éste es un supuesto que no se cumple
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siempre.

El hecho de que los residuos no tienen una distribucién normal y que la varianza no es cons-
tante indican que este modelo no es adecuado para el andlisis de la serie. A pesar de esto,
para tener una idea de la precision de los prondsticos, vamos a calcular algunos de los tipos
de errores de exactitud.

Creamos la variable e_t, la cual corresponde a e; = y; — 3:

e_t <- serie-fitted(modelo)

Error absoluto medio:

MAE <- sum(abs(e_t))

Error cuadratico medio:

MSE <- mean(e_t"2)

o bien,

MSE <- modelo$mse

Error porcentual:

p_t <- 100*e_t/serie

Error porcentual absoluto medio:

MAPE <- mean(abs(p_t))

Error porcentual absoluto medio simétrico:

SMAPE <- mean (200*abs(e_t)/(serie+fitted(modelo)))

Error escalado:

q_t <- e_t/(1/(length(serie)-1)*sum(abs(diff (serie, differences = 1))))

Error escalado absoluto medio:

MASE <- mean(abs(q_t))

Creamos un data frame de nombre errors para mostrar los valores obtenidos de los errores:

errors <- data.frame(c('MAE', 'MSE', 'MAPE', 'sMAPE', 'MASE'),
c(MAE, MSE, MAPE, sMAPE, MASE))

colnames (errors) <- c('Tipo de error', 'Valor')
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errors

Tipo de error Valor
1 MAE 22.5695301
2 MSE 1004.2748129
3 MAPE 6.0957125
4 sMAPE 6.0494185
5 MASE 0.9520477

El error absoluto medio nos dice que en promedio el valor absoluto de la diferencia entre el
valor real y el pronostico del modelo es de 22.57. Observamos que los errores de porcentaje
indican que en promedio los prondsticos difieren en un 6 % de los valores de la serie.

Vamos ahora a hacer el mismo analisis, pero utilizando el modelo que la funcién ets() selecciona
de manera automatica. Hacemos lo siguiente:

modelo.auto <- ets(serie)

modelo.auto

ETS(M,A,N)
Call:
ets(y = serie)

Smoothing parameters:
alpha = 0.9281
beta = 1le-04

Initial states:
1 = 161.506
b = 5.6969

sigma: 0.0762

AIC AICc BIC
802.9436 803.8260 814.4639

El modelo seleccionado es el M,A,N. Notemos que el valor del criterio de Akaike es
AIC = 802.9436, menor que 839.9904, que es el valor del criterio de Akaike para el modelo
A,A N. Recordemos que el modelo seleccionado por la funcién ets() es el que tiene el valor
Optimo para el criterio de informacién.

En cuanto a los pardmetros, tenemos a = 0.9281, f = 1 x 10~%, siendo el valor de a diferente
del obtenido para el modelo A,AN (o = 0.9999). El valor de § coincide en ambos modelos.
Por otra parte, los pardmetros iniciales son £y = 161.506, by = 5.6969, los cuales no difieren
mucho de los obtenidos para el modelo A,AN (¢y = 158.4272 y by = 8.0153). El valor de &
es 0.0762, considerablemente distinto del valor obtenido para el otro modelo (31.6903).
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Vamos ahora a calcular los prondsticos y los intervalos de prediccién. Almacenamos los re-
sultados en la variable prediction.auto:

prediction.auto <- forecast(modelo.auto, h = 4, level = 95)

prediction.auto

Point Forecast Lo 95 Hi 95
Dec 2016 759.7728 646.3566 873.1890
Jan 2017 765.4882 609.9070 921.0693
Feb 2017 771.2035 582.0590 960.3481
Mar 2017 776.9189 558.7992 995.0387

Los valores reales fueron:

tail(serie_ref, n = 4)

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
2016 749.87
2017 823.48 845.04 886.54

Podemos notar que los prondsticos puntuales nuevamente fueron distintos; sin embargo, co-
mo en el otro modelo, todos los valores reales estan dentro de los intervalos de prediccién.

Veamos una comparacién de los resultados de cada modelo:

Modelo A,AN
prediction

Point Forecast Lo 95 Hi 95
Dec 2016 758.5901 696.4782 820.7019
Jan 2017 766.6054 678.7660 854.4448
Feb 2017 774.6207 667.0363 882.2051
Mar 2017 782.6360 658.4030 906.8689
Modelo M,A N
prediction.auto

Point Forecast Lo 95 Hi 95
Dec 2016 759.7728 646.3566 873.1890
Jan 2017 765.4882 609.9070 921.0693
Feb 2017 771.2035 582.0590 960.3481
Mar 2017 776.9189 558.7992 995.0387

Los valores de los prondsticos son muy parecidos. Recordemos que cuando los modelos tienen
los mismos parametros, los pronodsticos puntuales son los mismos sin importar si el error es
aditivo o multiplicativo, pero ese no es el caso aqui, puesto que difieren en el pardmetro .
También observamos que los intervalos de prediccién para el modelo M,A,N son més grandes.

Veamos en un grafico como difieren los prondsticos puntuales del modelo M,A N con los
valores reales:

plot(prediction.auto, main = 'Prondésticos de ETS(M,A,N) vs datos reales',
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xlab = 'Tiempo', ylab = 'Precio', ylim = c(0, 1000), shaded = FALSE,
flty = 0, pi.lty = 0)

lines(fitted(modelo.auto), col = 'red')

lines(prediction.auto$mean, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)

'y

lines(prediction.auto$lower, col 'blue', type 'o', pch = 20, cex

lines(prediction.auto$upper, col 'blue', type 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(tail(serie_ref, 4), col = 'black', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
legend (2011, 1000, c('M,A,N', 'Valores ajustados', 'Serie original'),

1ty = c¢(1, 1, 1), col = c('blue', 'red', 'black'))
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Figura 7.6: Comparacién de prondsticos con datos reales.

Observamos que la region de los intervalos de prediccién es méas amplia que la del modelo
anterior.

Veamos ahora los resultados de los dos modelos juntos:

plot(prediction.auto, main = 'Pronésticos de ETS(M,A,N) y
ETS(A,A,N) vs datos reales',
xlab = 'Tiempo', ylab = 'Precio', ylim = c(0, 1000), shaded = FALSE,
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flty = 0, pi.lty = 0)

lines(fitted(modelo), col = 'red')

lines(prediction$mean, col = 'red', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(prediction$lower, col = 'red', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(prediction$upper, col = 'red', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(fitted (modelo.auto), col = 'blue')

lines(prediction.auto$mean, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(prediction.auto$lower, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(prediction.auto$upper, col = 'blue', type = 'o', pch = 20, cex = 1)
lines(tail(serie_ref, 4), col = 'black', type = 'o', pch = 20, cex = 1)

legend (2011, 1000, c('M,A,N', 'A,A,N', 'Serie original'),
1ty = c(1, 1, 1), col = c('blue', 'red', 'black'))

Pronésticos de ETS(M,A,N) y ETS(A,A,N) vs datos reales
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Figura 7.7: Comparaciéon de modelos.
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Podemos observar que los valores ajustados de ambos modelos son muy cercanos entre si. Los
valores de los pronésticos puntuales de igual manera son muy parecidos. Por otra parte, los
intervalos de prediccion del modelo M,A N (color azul) son més grandes que los del modelo
A AN (color rojo), como ya se habia mencionado. En ambos casos, los valores futuros reales
de la serie (color negro) estan contenidos en los intervalos.

Ahora vamos a verificar los supuestos para el modelo M,A,N. Primeramente extraemos los
residuos del modelo y los guardamos en la variable residuos.auto:

residuos.auto <- modelo.auto$residuals

Ahora utilizamos la funcién tsdiag():

tsdiag(modelo.auto)
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Figura 7.8: Gréafico y funcién de autocorrelacién de los residuos y prueba de Ljung-Box.

Notemos que en el grafico de los residuos la varianza es constante. En el caso de la funcion de
autocorrelacion, los valores de dicha funcién no se salen de las bandas de confianza. Ademés,
todos los p-values de la prueba de Ljung-Box son mayores al nivel de significancia a = 0.05,
por lo que podemos concluir que los valores de las autocorrelaciones entre los p-values son
cero.

Veamos ahora la prueba de normalidad. Primeramente, utilizamos las funciones ggnorm() y
qqline():
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gqqunorm(residuos.auto, xlab = "Residuos", ylab = "Valores Esperados",
main = "Probabilidad Normal", pch = 1, col = "blue")
gqline (residuos.auto,col = 2)
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Figura 7.9: Prueba de normalidad.

Si bien algunos puntos de los extremos se alejan de ésta, la mayoria se ajusta a la linea normal.

Ahora veamos el histograma de los residuos:

truehist (residuos.auto, main = "Histograma de los residuos", prob = TRUE,
xlim = c(-0.4, 0.4), ylim = c(0,6))

curve (dnorm(x, mean(residuos.auto), sd(residuos.auto)), add = T,
col = "purple")
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Histograma de los residuos
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Figura 7.10: Histograma.

El histograma se ajusta aproximadamente a la curva de la funciéon de densidad de una dis-
tribucién normal.

Finalmente veamos la prueba de Anderson-Darling:

ad.test(residuos.auto)
Anderson-Darling normality test

data: residuos.auto
A = 0.24375, p-value = 0.7566

El p-value es igual a 0.7566, de modo que es mayor que el nivel de significancia a de 0.05,
por lo que no se rechaza la hipdtesis nula de que los residuos siguen una distribuciéon normal.

Con esto podemos concluir que el modelo M,A,N es un modelo adecuado. Puesto que cum-
ple més supuestos que el modelo A,A N, lo consideramos mas apropiado para el andlisis de
nuestra serie. Es necesario mencionar que no siempre el modelo seleccionado al optimizar el
criterio de informacion es el mas adecuado. Siempre es necesario verificar que los supuestos
se cumplen para aceptar o no un modelo. Cuando dos o mas modelos cumplen los supuestos,
entonces en ese caso si elegimos el modelo que tenga el menor valor del criterio de informacién.



100 CAPITULO 7. CASO PRACTICO

Calculamos ahora los tipos de error:

Definimos nuevamente la variable e_t:

e_t <- serie - fitted(modelo.auto)

Error absoluto medio:

MAE <- sum(abs(e_t))

Error cuadratico medio:

MSE <- mean(e_t"2)

o bien,

MSE <- modelo.auto$mse

Error porcentual:

p_t <- 100*e_t/serie

Error porcentual absoluto medio:

MAPE <- mean(abs(p_t))

Error porcentual absoluto medio simétrico:

SMAPE <- mean (200*abs(e_t)/(serie+fitted(modelo.auto)))

Error escalado:

qg_t <- e_t/(1/(length(serie)-1)*sum(abs(diff (serie, differences = 1))))

Error escalado absoluto medio:

MASE <- mean(abs(q_t))

Creamos un data frame de nombre errors.auto para mostrar los valores obtenidos de los errores:

errors.auto <- data.frame(c('MAE', 'MSE', 'MAPE', 'sMAPE', 'MASE'),
c(MAE, MSE, MAPE, sMAPE, MASE))

colnames (errors.auto) <- c('Tipo de error', 'Valor')

errors.auto
Tipo de error Valor
MAE 22.5806941
MSE 1021.2744008
MAPE 5.9967792
sMAPE 5.9939417
MASE 0.9525186

g W N



Comparemos los valores con los del modelo anterior:

Modelo A, AN
errors

Tipo de error
1 MAE
2 MSE
3 MAPE
4 sMAPE
5 MASE

22
1004.

Valor

.5695301

2748129

.0957125
.0494185
.9520477

Modelo M,A N

errors.auto
Tipo de error

1 MAE
2 MSE
3 MAPE
4 sMAPE
5 MASE

22
1021.

Valor

.5806941

2744008

.9967792
.9939417
.9525186
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Notemos que el error absoluto es ligeramente mayor, asi como el error cuadratico medio. No
obstante, los errores de tipo porcentual son menores.
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Conclusion

En este trabajo se hizo una revisiéon de la estructura y propiedades de los modelos de suaviza-
miento exponencial para el andlisis de series de tiempo, auxilidindose ademas del concepto de
modelos de espacio de estados, los cuales permiten la obtencion de intervalos de prediccién
para pronosticos puntuales. Se vio que estos modelos pueden utilizarse tanto en procesos
estacionarios como no estacionarios sin tener que recurrir a algin tipo de transformacién y
ademads pueden estimar componentes de tendencia y estacionalidad.

No obstante, asi como otros modelos, los modelos de espacio de estados se realizan bajo cier-
tos supuestos, de modo que si éstos no se cumplen, los modelos no seran adecuados para el
analisis de datos, aunque, como se vio, los supuestos requeridos son similares a los supuestos
realizados por otros modelos como los de la metodologia de Box-Jenkins (por ejemplo, mo-
delos ARIMA).

Puesto que hay muchas combinaciones de estos modelos, se tiene una gran cantidad de op-
ciones para elegir el modelo que més se ajuste a las caracteristicas de los datos en cuestion.
Sin embargo, en ciertas areas hay modelos de otras metodologias que en la préactica se han
mostrado bastante adecuados, por lo que los modelos de espacio de estados tal vez no sean
los méas convenientes en ciertos casos. Un ejemplo de esto es el modelo GARCH, el cual es
un modelo muy utilizado para el andlisis de rendimientos de acciones, datos para los cuales
posiblemente este modelo sea més recomendable que los modelos de espacio de estados.

Finalmente, cabe mencionar que el estudio de esta metodologia puede extenderse a, por ejem-
plo, casos en los que hay mas de un patron de estacionalidad, andlisis de series multivariadas,
entre otras cosas.
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