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Introduccion

Sin duda una de las dreas mas ricas de las matematicas en cuanto a historia, teoria y aplicaciones se refiere,
es el calculo de variaciones. Con sus herramientas se puede resolver una gran diversidad de problemas, por
ejemplo el de encerrar la mayor drea posible con una cuerda de perimetro fijo (el problema isoperimétrico),
hallar el camino més corto sobre una superficie dada (geodésicas) o el de hallar una curva en el plano que
una dos puntos fijos, uno arriba del otro, de forma que una particula que viaje sobre ella hara el recorrido
en el menor tiempo posible (la braquistocrona). Como se puede apreciar, la finalidad de estos problemas es

el de hallar un «6ptimo» en una familia de elementos que satisfacen restricciones prescritas.

En este trabajo de investigacion nos centraremos en los problemas del tipo isoperimétrico. Estos reciben
este nombre por ser similares al famoso problema mencionado anteriormente. La familia de problemas asi
denominados tiene la particularidad de que, tanto la funcién que se busca minimizar, como las restricciones
que se deben de satisfacer, pueden ser escritas como una integral que dependera suavemente de una curva y

de su derivada.

En la literatura podemos encontrar condiciones similares a las usadas en el calculo diferencial para hallar
condiciones de primer y segundo orden que debe de cumplir una curva éptima. Estas condiciones son la
anulacién de la primera variacién (condicién equivalente a las famosas ecuaciones de Euler-Lagrange), y la
no negatividad de la segunda variacién en cierto conjunto. Existen distintas hipdtesis bajo las cuales estas
condiciones se cumplen y de acuerdo a estas también varia el conjunto donde se satisface la no negatividad

de la segunda variacion. Ejemplo de esto puede encontrarse en los trabajos mencionados en la bibliografia.

Son dos las contribuciones principales de este trabajo a las condiciones necesarias de segundo orden. La
primera es ver que en gran parte de la literatura la hipdtesis usada es equivalente a lo que llamaremos nor-

malidad fuerte o normalidad relativa a Sy (més adelante quedara claro el motivo de esta nomenclatura), y



la segunda es debilitar esta hipotesis sin afectar el conjunto donde la segunda variacién es no negativa.

Para entender claramente de dénde viene la nueva nocién que sustituira a la normalidad fuerte, es necesario
recordar el caso basico en dimensién finita y notar que las condiciones clasicas para problemas isoperimétricos
no son analogas a estas. Esto se hara al inicio del Capitulo 1. Después se fijard la notacion usada a lo largo de
este trabajo y se planteara el problema que nos concierne. Para finalizar el capitulo se dan resultados bésicos

necesarios en el trabajo posterior.

En el Capitulo 2 se discutiran las condiciones clasicas de primer y segundo orden con hipdtesis de regularidad
y normalidad, y la relacién que hay entre ellas, partiendo del caso méas simple con restricciones de igualdad
para llegar al caso general con restricciones de igualdad y desigualdad. A continuacién se ven algunas equi-
valencias de normalidad fuerte usadas ampliamente en la literatura, y para concluir el capitulo, se da un

ejemplo que ilustra algunas de las ideas més importantes.

En el Capitulo 3 se generalizan las herramientas presentadas en el caso de dimensién finita para que también
abarquen nuestro problema. Primero se usan para deducir las condiciones de primer y segundo orden dadas
en el Capitulo 2, y después se plantea la nocién de normalidad débil (normalidad relativa a S). Se hace
notar que nuestra nueva condicién de segundo orden serd cierta bajo la suposiciéon de que esta nueva nocién
de normalidad implica regularidad. El Capitulo 4 se dedica a la prueba de este hecho, y se concluye con
un ejemplo donde es imposible aplicar la teoria clasica para discernir si un arco es solucién o no, pero la

condicién de segundo orden derivada en el Capitulo 3 nos permitira llegar a una conclusién.

Por ltimo, en el Capitulo 5 se da un breve resumen comparando nuestros resultados principales con los

resultados clésicos y se extiende el trabajo realizado en los capitulos anteriores al contexto de control éptimo.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. El Caso en Dimension Finita

Para entender claramente la generalizacion al caso de dimension infinita, se dard una breve exposicién del
caso en dimension finita. Las definiciones y resultados aqui presentados son en su mayoria de [19], mientras

que en [14] se puede hallar uno de los tratados méas completos del tema.

Supongamos que tenemos funciones f,g; : R™ — R (i € AU B). El conjunto de restricciones asociado estd

dado por

S={zcR" | ga() SO (a € 4), gs(a) =0 (€ B)},

donde A ={1,...,q} y B={q+1,...,m}. Consideremos el problema P(S) de minimizar f en S. Supon-
dremos adicionalmente que las funciones f,g; son continuas en una vecindad de xg € S y poseen primera y

segunda diferencial en xg.

Definicion 1.1.1. 1. El conjunto de indices activos en xq estd dado por

I(x0) ={a € A | ga(zo) = 0}.

2. El conjunto de restricciones tangenciales de S en xq estd definido por

Rs(x9) = {h € R" | g, (z0;h) <0 (a € I(x0)), gs(xo;h) =0 (8 € B)},



donde g, (zo; h) = g, (xo)h es la derivada de g, en xg con direccion h.

Es conveniente aproximar al conjunto de restricciones, al menos localmente, por uno mas sencillo de estudiar.
Esta idea motivé una gran variedad de «conos tangentes» (ver [1] y [14]). El cono tangente con el que
trabajaremos aqui sera llamado cono tangente secuencial o simplemente cono tangente, mientras que el cono

tangente mas conocido en la literatura serd llamado cono tangente curvilineo.

Definicién 1.1.2. 1. El cono tangente secuencial (o simplemente cono tangente) de S en xo estd definido

por

Ts(lL'o) = {h cR" | 3[{.%1}1021 C S, {tz}?il - R+] S5t; — 0, i t_ 0 — h} .

2. El cono tangente curvilineo de S en xg estd dado por
Cs(zg) ={heR" | 3[6 >0,y :[0,8] = S] 2y es continua, y(0) = zo, y'(0) = h}.

En general Cs(x0) C Ts(z9) C Rs(xo), pero no se tienen las contenciones contrarias. Los siguientes impor-

tantes resultados son bien conocidos y se pueden consultar en [19, C.4, Seccién 4].

Proposicién 1.1.3. 1. Ts(zo) es un cono cerrado.
2. Cs(xo) C TS(SC()) - Rs(l‘o).

3. 8i S es un conjunto convexo entonces Cs(xg) = Ts(xo).
El segundo inciso de esta proposicién es la motivacién para la siguiente definicion.
Definicién 1.1.4. El punto xq serd llamado regular de S cuando Ts(xo) = Rg(zo).

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias de primer orden para una solucién de P(S). Para su

demostracién consultar [19, p. 224].

Teorema 1.1.5. Supongamos que xg es reqular de S y es solucidn local de P(S). Entonces existen multipli-

cadores \; € R (i € AU B), con

Aa >0, Aaga(z0) =0 (a€A), (1.1.1)

F'(z9) =0, (1.1.2)

donde F:=f4+{Ng), A=1,- ., ) y9=1(91,---,9m)-



A la funcién F se le llama el Lagrangiano. Para estudiar las condiciones necesarias de segundo orden reque-

rimos de la nocién de extremos que es motivada por el teorema anterior.

Definicién 1.1.6. FEl conjunto de extremos & del problema P(S) son los elementos (x,\) € S x R™ tales

que, junto con F definida como en el teorema anterior satisfacen las relaciones (1.1.1) y (1.1.2).
Otra forma de expresar el Teorema 1.1.5 es la siguiente: si 2y es una solucién local regular de P(S) entonces
existe A € R™ con (zg, \) € €.

Las condiciones de segundo orden son mas delicadas. Consideremos el conjunto

So={zeR" | gi(x) =0 (i € I,(x9) UB)},

junto con sus restricciones tangenciales asociadas

Rs,(z0) = {h € R" | gj(wo;h) = 0 (i € Lo(z0) U B)}.

Es claro que si zg es solucién local de P(S) entonces también es solucién local de P(Sp). De la condicién
clésica de Lagrange de segundo orden para un minimo local de un problema con solo restricciones de igualdad

P(Sy) se tiene el siguiente resultado (ver [19, p. 186] o [14, p. 213]).
Teorema 1.1.7. Si (zg,\) € &, x¢ es una solucion local de P(Sy) y la matriz jacobiana §'(xo) de la funcidn
g=(9i: (i € I(ro) UB)) evaluada en xzq tiene rango completo, entonces
F"(xo; h) :== (F"(zo)h; h) >0
para todo h € Rg,(xo), donde F"(xg) es la matriz Hessiana de F en x.
Se puede probar el siguiente resultado similar como sigue.

Teorema 1.1.8. Si (z9,\) € £ y xo es una solucion local de P(Sy) regular de Sy, entonces

F"(x9;h) >0
para todo h € Rg,(zo)-

Demostracidn. Supongamos que h € Ts,(x¢) con sucesiones asociadas {z;} C So y {t;} C R". De la férmula

de Taylor de segundo orden obtenemos



F(x:) = Fxo) — (F'(xo); w1 — x0) _ L (0, i = %o L Ro(zo; 2 — w0)
2 2 O 2 ’

K2

y, tomando el limite de ambos lados de la igualdad, obtenemos

F(z;) - F 1

va que F'(zg) = 0y Rz es o(|z; — 79]?). Como x; € Sy tenemos que
F(zi) = Fxo) _ f(wi) — f(xo)

t? t? =

ya que xq resuelve P(Sp). O

De acuerdo al siguiente resultado (ver [19, p. 166]) y al inciso (2) de la Proposicién 1.1.3, el Teorema 1.1.8

es mas general que el Teorema 1.1.7.

Teorema 1.1.9. Si zg € S y la matriz jacobiana g'(xo) del Teorema 1.1.7 es de rango completo, entonces

Cs(zg) = Rs(xo). En particular, xq es reqular de S.

Una diferencia importante es que en el Teorema 1.1.7 los multiplicadores son dnicos, mientras que en el

Teorema 1.1.8 no necesariamente.

Podemos mejorar el conjunto donde las condiciones de segundo orden del Teorema 1.1.8 son validas tomando

en cuenta el signo de los multiplicadores. Para A € R™ que satisface (1.1.1) definimos los conjuntos

To(\) ={a€A|ra>0}, To\)={aecA]|A =0}

Asociados a estos conjuntos definimos las restricciones

S1(A) = {z € R" | ga(z) <0 (a € To(N)), gs(x) =0 (8 € T1(A) U B)}.

junto con sus restricciones tangenciales en zy € Sy (\) por

Rs, (v0) = {h € R" | go(z03h) <0 (a € La(wo) NTo(N)), gs(wosh) =0 (B €T (A)UB)}.



Teorema 1.1.10. Si (zg,\) € &, g es solucion local de P(S) y xo es regular con respecto de S1(\), entonces
F"(x9;h) >0

para toda h € Rg, (xo).

Para la demostracién ver [19, p. 227].

En general verificar regularidad es dificil, por lo que requerimos criterios mas sencillos que impliquen esta

condicion. A este tipo de criterios se les llamara de normalidad.

Definicién 1.1.11. Un punto xq € S serd llamado normal relativo a S si la iunica solucion A € R™ al

sistema

1. Ao 20, Maga(z0) =0 (x € A),

2. X*¢'(zg) =0, donde * significa transpuesta,
es A=0.

Esta es la definicién de normalidad que aparece en [19, p. 243], mientras que en [19, p. 241] se demuestra lo

siguiente.
Proposicion 1.1.12. Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. zg es normal de S.

2. Los gradientes {gs(xo) : B € B} son linealmente independientes y existe h € Rs(xo) de forma que
gh(zo)h <0 (a € I,(z0)).

La Definicién 1.1.11 depende del conjunto de restricciones S. Podemos aplicar esta misma definicién a los

conjuntos Sy y S7, de donde obtenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.1.13. 1. xg es normal con respecto de Sy si

Aaga(xo) =0 (@ € A), X¢'(zg) =0] = X =0.

2. xg es normal con respecto de Sy si

[Ua >0, /f’fagoz(xO) =0 (Oé € FO(A))7 H*g/(l‘o) = O] = p= 0.



Notemos que la definicién de normalidad con respecto a Sy coincide con la hipdtesis usada en el Teorema

1.1.7 sobre el rango de la matriz jacobiana.

En algunos textos (por ejemplo [18,20]) el resultado bésico es el siguiente.
Teorema 1.1.14. Si xg € S es normal de Sy, entonces es reqular de Sy, S1 y S.
Por medio de este resultado podemos modificar el Teorema 1.1.7 de la siguiente manera.

Teorema 1.1.15. Sixzy € S es solucidn local de P(S) y normal de Sy, entonces existe X\ € R™ con (x9,\) € €

Y

F//(mo; h) > 0
para todo h € Rg, (o).

Es decir, suponiendo normalidad con respecto a Sy tenemos condiciones de segundo orden no sélo en Sy, sino
también en el conjunto Sy que lo contiene. Este resultado puede verificarse en [19,20]. Més atin, es posible
obtener el mismo resultado con hipdtesis menos restrictivas. El siguiente teorema es crucial para continuar

con este esfuerzo y se puede consultar en [19, p. 241, Teorema 10.4].
Teorema 1.1.16. Si xzg € S es normal con respecto de S, entonces también es regular con respecto de S.

En vista de este resultado podemos enunciar condiciones de segundo orden mas fuertes que las anteriores,
en las que podemos reemplazar normalidad de Sy por normalidad de S;. Esto serd consecuencia de [19, p.
227 Teorema 7.5 y p. 241 Teorema 10.4] y de la definicién de normalidad relativa a S. A continuacién lo

escribimos explicitamente.
Teorema 1.1.17. Sea xy € S solucion local de P(S) y A € R™ con (z9,A) € €. Si g es normal relativo a
S, entonces
F"(zg;h) >0
para todo h € Rg, (xg).

En gran parte de la literatura del calculo de variaciones y control éptimo, las condiciones de segundo orden
se demuestran bajo hipétesis de normalidad fuerte (normalidad con respecto al conjunto que corresponde a

So), dejando abierta la pregunta de la existencia de un resultado andlogo al Teorema 1.1.17. En la Seccién 3



se mostrard que la respuesta es afirmativa en el caso del cdlculo de variaciones, mientras que en [9] también

se da una respuesta afirmativa para casos particulares en problemas de control.

Por 1ltimo, estariamos tentados a preguntarnos si con nuestras mismas hipétesis las condiciones de segundo
orden se satisfacen en el conjunto mds general Rg(xg). La respuesta es no. En [7, p. 159, Teorema 3.3]
aparentemente se dan hipodtesis mas restrictivas que las nuestras bajo las cuales condiciones necesarias de
segundo orden se satisfacen en este conjunto. Sin embargo, aiin con estas hipdtesis mas restrictivas el teorema

es falso, y un contraejemplo se puede hallar en [14, p. 307].

1.2. El Caso en Dimension Infinita

En esta seccién introducimos la notacién y el contexto en el que trabajaremos. Sea X el espacio de funciones
vector-valuadas definidas en un compacto, z : [a,b] — R™, que son continuas y poseen derivada continua a

trozos. Es decir existe una particién finita del intervalo [a, b]
a=1tyg <ty <---<tp=0"0,

de forma que x restringida a cada subintervalo [t;,t;11] (i = 0,...,k — 1) es de clase C*.

Usaremos la notacién & para denotar a la derivada de x con respecto a ¢. Si ; es un punto esquina de z (es
decir, la derivada no es continua en ese punto) denotaremos por 4(t;) al limite 4:(¢;—) si estamos considerando
el intervalo [t;—1,t;] o el limite &(¢;4) si estamos hablando del intervalo [t;,t;+1]. Por Z(t) denotaremos al
elemento (t,z(t), (1)) € [a,b] x R™ x R™.

Trataremos a X como espacio vectorial real normado.

Definicién 1.2.1. Definimos la norma débil en X por

||| = sup {|a(t)|* + |&(t)*}/>.
a<t<b

Conservaremos gran parte de la notacién de la Seccién 1.1. Definimos los conjuntos de indices A = {1,...,q}, B =

{g+1,...,m}, el conjunto X, por

X, ={z € X |z(a) = X, z(b) = Xp},



donde X, y X3 son elementos fijos de R"™, el conjunto de restricciones

S={reX,|I(x) <0 (acA), Is(z) =0 (3 € B)},

donde los funcionales I, (y € AU B) estan definidos por I,(z) = f f4(&())dt y las funciones f, f, :
R xR" x R" = R (y € AU B) se suponen de clase C?. A los elementos de R x R" x R" los denotaremos
por las ternas (¢, z, &) sin temor a confundir la variable independiente & con la derivada de una funcién @(t).
El contexto aclarara cualquier confusion. Las parciales de las funciones seran denotadas por fui, fii, frizi,

etc. mientras que f, y f; son los gradientes

fw = (fa:lv"'af$")? f$: (fi?l7"'7fii")7

YV foas i, fie son las matrices de segundas derivadas parciales correspondientes.

El problema que nos concierne, nuevamente llamado P(S), es el pmblema isoperimétrico de Lagrange con
puntos extremos fijos, que consiste en minimizar el funcional I(x f f(&(t))dt sobre el conjunto S. A los

elementos de X les llamaremos arcos, mientras que a los elementos de S les llamaremos arcos admisibles.

El siguiente resultado es fundamental en calculo de variaciones. Nos dice explicitamente quién es la primera
y segunda derivada (en el sentido de Fréchet) de los funcionales que tienen la forma de I con respecto de la

normal débil. Podemos hallar la demostracién en [18, C.2, Seccién 6]

Proposicion 1.2.2. 1. La primera derivada de I en el punto xg € X es la funcion
I'(zg;-) : X —» R,
donde

(w03 /{fT Fo(0)y () + Fa(Eo()i (1)}t

2. La sequnda derivada de I en el punto xg € X es la funcion

I"(x0;+) : X — R,

10



donde

20(t,y,9) = (Y Jax(To(0)y) + 2(y; foa(To(0))9) + (95 fia(To(£))9)-

La primera y segunda derivada de los funcionales I, (v € AU B) estdn dadas de manera andloga, cambiando
en el integrando la funcién f por f, respectivamente. En la literatura es muy comun usar la palabra variacion
como sinénimo de derivada de un funcional. Nosotros usaremos estas dos palabras indistintamente, aunque
en general nos referiremos a la primera y segunda derivada de un funcional como su primera y segunda

variacién.

Definicién 1.2.3. A Y, el subespacio normado de X cuyos elementos satisfacen y(a) = 0 = y(b) se le

llamard el conjunto de variaciones admisibles.

Asociado al conjunto de restricciones, tenemos el conjunto de restricciones tangenciales
Rs(xzo) ={y € Y | I,,(z0;y) <0 (a € Io(x0)), I5(xo;y) =0 (6 € B)},
y los conjuntos

So(zo) ={z € X¢ | I,(x) =0 (v € I,(z0) U B)},

$1(0) = {2 € X, | Io(x) < 0 (a € To(V)), Is(z) = 0 (8 € T+(A) U B)},

con sus respectivas restricciones tangenciales

Rs, (o) ={y €Y | I|(z0;y) =0 (i € I,(z0) UB)},

Rs, (x0) ={y € Y | I},(x0;y) <0 (a € Io(x0) NTo(N)), I5(wo;y) =0 (8 € T(N\)UB)},

donde los conjuntos I, (xg), £, To(A) y T+ (A) tienen el mismo significado que en la seccién anterior al sustituir

11



g5, (w05 +) por I’ (wo; -). Explicitamente el conjunto £ son los pares (z,A) € S x R™ con
1. Ao 20, Aalo(zo) =0 (€ A),
2. Si J(x) = I(x) + 37, A1, (2), entonces J'(x9;y) = 0 para todo y € Y.

En la literatura existen diversas condiciones de primer y segundo orden para el problema que acabamos
de definir y su equivalente en teoria de control. Algunas de estas condiciones son andlogas a las vistas
en la seccién anterior, mientras que otras tienen diferencias cruciales. Se remite al lector a los articu-

los [3,4,10,15-17,21,22,26-28,31] y a las referencias en estos para profundizar en ellas.

Como se mencioné antes, en el Capitulo 2 se muestra que las hipdtesis usadas en la mayoria de las referencias
corresponden al concepto de normalidad fuerte, o normalidad relativa a Sy con la notacion de la seccién

anterior. Esta normalidad se define como sigue.

Definicién 1.2.4. Se dird que o € S es fuertemente normal o normal relativo a Sy si las primeras varia-

ciones {I (zo;-) : v € La(z0) U B} son linealmente independientes en Y .

Por lo tanto nuestra pregunta persiste, jse tiene un andlogo al Teorema 1.1.17 en dimensién infinita?. Esta

pregunta se responde en los Capitulos 3 y 4.

1.3. Resultados Importantes

En esta seccion se enuncian algunos resultados necesarios para abordar las demostraciones de los capitulos
siguientes.

Los siguientes resultados son validos para funcionales lineales en un espacio vectorial real W.

Lema 1.3.1. [18, p. 12] Sean Ly, ..., L, funcionales lineales en W. Los siguientes enunciados son equiva-

lentes.

1. {L;}™, son linealmente independientes.

2. Euxisten elementos wy, ..., w,m € W de forma que el determinante |L;(w;)| #0 (4,5 =1,...,m).

Lema 1.3.2. [18, p. 12] Sean L,Ly,...,L,, funcionales lineales en W. Supongamos que L(w) = 0 en el

subconjunto de W definido por las restricciones
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Li(w)=0 (1<i<m).

Entonces existen multiplicadores A1, ..., A\, de forma que

j=1

Si los funcionales L1, ..., Ly, son linealmente independientes, entonces los multiplicadores son iunicos.

Lema 1.3.3. [18, p. 13] Sean L,Ly,...,L,, funcionales lineales en W. Supongamos que L(w) > 0 en el

subconjunto de W definido por las restricciones

Li(w) <0 (1<i<gq), Lj(w)=0 (¢+1<j<m).

Entonces existen multiplicadores A1, ..., Ay con A; >0 (1 <1i < q) y de forma que

L(w) + Em:)\]LJ(U)) =0
j=1

para todo w € W. Si los funcionales Ly, ..., Ly, son linealmente independientes, entonces los multiplicadores

son Unicos.

Lema 1.3.4. [19, p. 201] Sean Lq,...,L,, funcionales lineales en W. Si éstos se anulan en el conjunto

definido por los elementos w € W con

Li(w) <0 (1<i<q), Lj(w)=0 (¢g+1<j<m),

entonces existen multiplicadores A1, ..., A\m, con A\; positivos para i =1,...,q y de forma que

)\1L1(U)) + -+ )\mLm(w) =0
para todo w € W.

Lema 1.3.5. [19, p. 59] Sea (-;-) un producto interno en W. Entonces un conjunto de vectores yi,...,Yn €s

linealmente independiente si y solo si el determinante

|(<yi;yj>)ij| (i,j:l,...,n)

es distinto de cero.
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Requeriremos de la siguiente versién del teorema de la funcién implicita. Consideremos el sistema de ecua-

ciones

fitt, ot et a2 =0 (i=1,...,n),

donde f estd definida en un conjunto abierto F' C R™ x R" y es de clase C' con respecto de las variables

Z1,...,Zn. Definamos D(t, z) por

D(t,z) = |<§£§(t, x))ij

Teorema 1.3.6. [18, p. 23] (Funcién Implicita) Supongamos que existen funciones continuas

definidas en un conjunto compacto Tp, de forma que si ¢t € Ty se cumple que (¢, zo(t)) € F'y

filt,xo(t)) =0, D(t,z0(t)) #0.

Entonces existen funciones continuas

definidas en una vecindad T de Ty y una constante € > 0 de forma que

o'(t) = xo(t) sit € Ty, filt,z(t))=0siteT,

y ademas las relaciones

filt,x) =0, |Jz—z(t)<e (i=1,...,n)

se cumplen simultdneamente si y solo si x = x(t). Més atin, si las funciones f; son de clase C*, las funciones

2% también serén de clase C* en T.

El siguiente resultado engloba algunos teoremas fundamentales de la teoria clasica de ecuaciones diferenciales
lineales. Sea A(t) una matriz de dimensién n X n con componentes continuas definidas en [a, b], y consideremos

la ecuacién diferencial lineal homogénea
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(t) = A(t)x(t) (t € [a,b]). (1.3.1)
Podemos resumir [2, p. 123, Teorema 11.2] y las notas debajo de éste como sigue.
Teorema 1.3.7. 1. Cualquier combinacion lineal de soluciones del sistema (1.3.1) sigue siendo solucidn.

2. Si dos soluciones x,y del sistema (1.3.1) coinciden en un punto, entonces x = y. En particular, si

x(t) = 0 para algin t € [a,b], entonces x = 0.

3. Eziste una matriz X (t) de dimensidn n xn cuyas columnas x1(t),...,x,(t) son soluciones linealmente
independientes del sistema (1.8.1). Mds ain, podemos elegir tg € [a,b] de forma que X (to) = I, donde

I, es la matriz identidad.

A la matriz X (t) del inciso (3) se le llama la matriz fundamental del sistema (1.3.1) basada en ¢.
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Capitulo 2

Normalidad y Regularidad

En este capitulo enunciaremos condiciones de primer y segundo orden para el problema P(S) bajo distintas
hipétesis de regularidad y normalidad. Ademés veremos que en gran parte de bibliografia, las hipé6tesis bajo

las que se cumplen estas condiciones son equivalentes a normalidad fuerte.

2.1. Independencia Lineal con Restricciones de Igualdad

En esta seccién consideramos el caso donde A=0y B ={1,...,m}.

Definicién 2.1.1. Dado z¢ € S definimos los siguientes conjuntos.

1. El conjunto de restricciones tangenciales en xo por

Rs(wo) ={y € Y | Iz(zo;y) =0 (B € B)}.

2. El conjunto de tangentes curvilineos en xy por

Cs(xzo) ={y €Y |3d>0, z(,e) €S (le] <0)] 3 x¢(-,) xc(-,) ¥ xee(:,) s0ON continuas a trozos

ent, x(t,O) = IO(t) Y xe(ta 0) = y(t) (t € [aa b])}

En el inciso (2) de la definicién anterior y en adelante, ser continua a trozos en ¢ significard que existe una

particién finita T; = [t;—1,%] (¢ =1,..., N) de [a,b] de forma que tg = a, ty = by la funcién es continua en
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cada conjunto T; x [—d, d].
Lema 2.1.2. Cg(z9) C Rs(xo).

Demostracion. Siy € Cs(zg), § > 0y z(-,€) son como en la definicién anterior, entonces Iz(z(-, €)) = 0 para

todo |e| < 0 y B € B. Derivando esta igualdad obtenemos

O:dijﬂ(x / fat,x(t,€), @ (t,€))dt
N t;

N

_ Z%/t Foltsat,e), it e))dt
:Z/ 5o [t a(t €), a(t, )t

tll

= Z/t {foa(t,x(t,€), 2(t, €))ze(t, €) + foa(t, x(t, €), (¢, €))Ee(t, €) Fdt

b
[ Usnlts(t.0, 80, 0Dt + st 200,000, )
I,é(x(t7 6); $e<ta 6))7

por lo que evaluando en € = 0 obtenemos Ij(7o;y) = 0, que es lo que querfamos demostrar. O

Nota 2.1.3. En la demostracién anterior para concluir que 1 Ié (z0;y) = 0 se usé implicitamente el hecho que
las derivadas cruzadas i y ¢ son iguales. Esto es posible gracias a las hipétesis sobre las funciones x;, xc y
Ze (ver [25, p. 235, Teorema 9.41]). Del mismo modo se justifica el intercambio de la derivada con la integral
en la cuarta igualdad (ver [11] o [25]). Serd importante tener en cuenta esto en las demostraciones parecidas

que aparezcan mas adelante.
Definicién 2.1.4. Diremos que xq es c-reqular si Cs(xg) = Rs(xo).

Como se ha mencionado anteriormente, probar regularidad es complicado en la practica por lo que requerimos

de una nocién més sencilla de verificar que implique esta propiedad. El siguiente es uno de estos criterios.

Definiciéon 2.1.5. Un arco zy € S es llamado normal fuerte o f-normal si las primeras variaciones

I5(z0;-) (B € B) son linealmente independientes en Y .

Por el Lema 1.3.1, f-normalidad es equivalente a la existencia de variaciones y1, ...,y € Y de forma que el

determinante |Ij(xo; ;)| (8,4 € B) no se anula.
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Teorema 2.1.6. St xg € S es un arco f-normal, entonces xy es c-reqular.

Demostracién. Supongamos que xg € S es normal. Por el Lema 2.1.2 solo falta probar que Rg(z¢) C Cs(z0).
Sea y € Rs(x0) y tomemos yi,...,ym € Y de forma que el determinante |I(zo;y:)| (8,7 € B) no se anula.
Ahora definimos G = (Gy,...,Gn) : R x R™ — R™ por

Ggale,c) =1Ig <x0 +ey + ZC,Y%) (B € B).

~y=1
Notemos que G(0,0) = 0y [G¢(0,0)| = [I5(z0;y:)| # 0. Por el Teorema 1.3.6, existe > 0y c: [~4,6] — R™
funcién de clase C2 con ¢(0) = 0y G(e,c(€)) = 0 (|e| < §). Diferenciando esta tltima igualdad con respecto

a € y evaluando en ¢ = 0 obtenemos

0 = G(0,0) + G.(0,0)'(0) = G.(0,0)c'(0),
y por lo tanto ¢/(0) = 0. Definiendo z(t, €) := zo(t) + ey(t) + Y iv; ¢i(€)yi(t) obtenemos que y € Cs(zg). O

Nota 2.1.7. En la demostracién anterior z(t, €) tiene primera y segunda derivada continua x.(t, €), Te (¢, €)
con respecto de € que definen arcos en Y para |e|] < §. Ademds las parciales cumplen las propiedades de

continuidad del inciso (2) de la Definicién 2.1.1.

La derivacion de condiciones de primer y segundo orden con hipétesis de normalidad fuerte de la solucién del

problema se puede hacer via el Lema 1.3.2.

Teorema 2.1.8. Supongamos que xg € S es f-normal y resuelve P(S) localmente. Entonces existen multi-
plicadores tinicos A € R™ de forma que (xg, \) € £. Mds ain J"(xo;y) > 0 para todo y € Rs(xo).

Demostracion. Sea yo € Rs(z9), d >0y z(-,€) €S (le] < ) con z(t,0) = xo(t) y z(t,0) = yo(t) (¢ € [a,b]).
Si definimos g(e) := I(x(-,€)), entonces g tiene un minimo local en € = 0, por lo que ¢'(0) = I'(z; yo) = 0.

Por el Lema 1.3.2; existe A € R™ de forma que

I'(zo;y) + Z A I (zo;y) =0 para todoy € Y.
y=1

Por lo tanto si definimos J como en la definicién del conjunto £ de la Seccién 1.2.2, J'(zg;y) = 0 para todo
y € Y. Para demostrar la segunda conclusién, observemos que, por las igualdades I, (z(-,€)) = 0 podemos

escribir
g(e) = J(x(-, ) = I(@(-,€)) + Y M (x(-€)),
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de donde ¢'(e) = J'(z(-, €);z(-,€)). Como € = 0 minimiza g localmente y z..(-,€) € Y tenemos
0 < ¢"(0) = J"(z05 y0) + J'(20; Tee (-, 0)) = J" (205 yo)- m

Nota 2.1.9. Sean z(, A y J como en el teorema anterior. Entonces J'(xg;y) = 0 para todo y € Y si y solo
si existe ¢ € R" de forma que
t
Fi(t,x(t),z(t)) = / Fo(s,z(s),2(s))ds + ¢ (t € [a,b]),
a
donde F' = f + > Ay f, (ver [18, p. 69]). Esta es la forma integral de la ecuacién de Euler

d

(1) = Fa(2(1) (2 € [a,b]).

Si & tiene una discontinuidad, d/dt se interpreta como la derivada por la derecha o por la izquierda, y
esta férmula se cumple aunque z no tenga segunda derivada. Es importante recordar que, si J'(zp;y) = 0
para todo y € Y entonces xg satisface la ecuacién de Euler con respecto a F', pero a menos que la funcién
t — Fy(Zo(t)) (t € [a,b]) esté en X, el contrario puede no satisfacerse. Por ejemplo si F(t,z,%) = (#? —
22)/2,T = [0,27], xo(t) :=sent si t € [0,7] y zo(t) := 0 si t € [r,27], entonces zq satisface la ecuacién de

Euler, pero no existe ¢ € R de forma que ¢ (t) = fot —x0(s)ds + ¢ para todo t € T.

2.2. Restricciones de Igualdad con Indices Activos

Consideremos ahora el caso general donde A = {1,...,q} y B = {¢+1,...,m}. En esta seccién daremos
condiciones necesarias de segundo orden para el problema P(S), baséndonos en los resultados solo con igual-

dades de la seccion anterior.
Recordemos que el conjunto Sy esté definido por

So={z € X, | In(x) =0 (a € I,(z) UB)},

mientras que las restricciones tangenciales asociadas a este conjunto estan dadas por

Rsy(w0) = {y € Y | I (z0;y) = 0 (o € Lo(w0) UB)}.

Lema 2.2.1. Si g € S resuelve P(S) localmente, también resuelve P(Sy) localmente.
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Demostracion. Si I,(xg) < 0, tomemos €, > 0 de modo que I,(x) < 0 para ||z — zg|| < €,. Definamos
N :={z e X | ||z — x| < €} donde € = min{eqy | In(z9) < 0} si I4(xo) # A o N := X en caso contrario.

Como Sy NN C S, zg también resuelve P(Sy) localmente. O

Como en el caso de P(Sp) estamos considerando unicamente restricciones de igualdad, podemos derivar

condiciones necesarias de segundo orden a partir del Teorema 2.1.8 y del lema anterior.

Teorema 2.2.2. Supongamos que xq resuelve P(S) localmente y existe A € R™ con (xzo,\) € €. Si zg es
f-normal con respecto de Sy entonces
J"(x0;y) > 0 para todo y € Rg,(zo)-

Explicitamente, f-normalidad con respecto de Sy quiere decir la independencia lineal de los operadores
Il (x0;-) (v € Io(z9) UB) en Y, o equivalentemente por el Lema 1.3.1, la existencia de elementos y, € Y que

le permiten al determinante |I),(zo;y~)| (o, € Io(29) U B) no anularse.

En la siguiente seccién veremos cémo derivar condiciones de segundo orden que se satisfacen en un conjunto

més grande que Rg, (o).

2.3. Independencia Lineal con Restricciones de Igualdad y De-
sigualdad

Para trabajar este caso requerimos la siguiente modificaciéon de la definicién del conjunto de tangentes cur-

vilineos.

Definicién 2.3.1. FEl conjunto de tangentes curvilineos positivos de S en xg es el conjunto

Ci(zo)={yeY |I6>0, 2(,€) €S (0<e<d)]>at(), () Y Te(+,) son continuas a trozos

ent, x(t,0) =xo(t) y z(t,0) = y(t) (¢t € [a,b])}.

La derivada con respecto a € en la definicién anterior es la derivada por la derecha.

Es importante notar que ahora necesitamos del conjunto de tangentes curvilineos positivos en vez del con-
junto de tangentes curvilineos definidos en la secciéon anterior. Esto se debe a que, al demostrar que s-

normalidad implica p-regularidad (ver Definicién 2.3.3 y Teorema 2.3.5), tendremos que lidiar con la igualdad
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Ly(z(- €)) = I, (w0) + el (z0;y) con y € Rg(w), de donde podemos asegurar que z(-,€) € S tnicamente si

Lema 2.3.2. Sizg € S, entonces Cg (v0) C Rs(x0).

Demostracion. Siy € C¥(x0),6 > 0y z(-,€) son como en la definicién anterior, entonces para cualquier

a € I,(xzo) tenemos que I, (z(-,€)) < 0 para 0 < e < 4, por lo que

d .
02 L / Una @o(D)(0) + fos (Bo(0))i0)}t = I ().
El Lema 2.1.2 nos da la igualdad que necesitamos para Ig(z(-,€)) cuando 5 € B. O

También modificamos la definicién de regularidad de la seccién anterior de forma natural.

Definicién 2.3.3. 1. Decimos que xo € S es p-regular si C& (z9) = Rs(zo).

2. El arco zg € S serd llamado normal fuerte, o s-normal, si las primeras variaciones I’ (zo;y) (v € Ia(z0)U

B) de I, a lo largo de xo son linealmente independientes en Y.

A continuacién demostramos que s-normalidad implica p-regularidad. La prueba estd basada en el siguiente

lema.

Lema 2.3.4. Sea zg € S un arco s-normal. Si y € Rg(xo), existen 6 > 0 y una familia z(-,¢€) (0 < e < 9)

con las propiedades de la Definicion 2.3.1. Ademds para v € I,(xo) U B se satisface

L(x(-,€)) = eI’ (z0;y).

Demostracion. Por el Lema 1.3.1, existen y, € Y (0 € I,(z9) U B) de forma que |I’(wo;y,)| # 0 (7,0 €

I,(zo) U B). Definamos la funcién

f(t7€aa):950 +€y +Zaaya tE [a7b]a G;O‘UGR)7
donde oo = (e, : 0 € I(29) U B), y consideremos el sistema de ecuaciones
§(e,0) = L,(5(, €, 0)) — eI (w0 5) =0 (7 € Lu(w0) U B).
Notemos que en (e, ) = (0,0) las ecuaciones se satisfacen y, ademds
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o,

07 0.0) = Iy i)l £0 (110 € Tufao) U B,

Por el Teorema 1.3.6, existen § > 0 y funciones continuas a, : [~4,6] = R (o € I,(z0) U B) de clase C? con
a;(0) =0y g(e,a(e)) =0 (le] < §), donde g = (g7 : v € I.(xp) U B). Derivando esta tltima igualdad con

respecto de € y evaluando en € = 0 obtenemos

0= ge<0a O) + ga(07 O)O‘/(O) = goz(ov 0)0(6(0),

de donde a(0) = 0. Con esto podemos concluir que z(t,€) := Z(t, €, a(€)) satisface las propiedades deseadas

para 0 < e <. O
Teorema 2.3.5. s-normalidad implica p-reqularidad.

Demostracion. Supongamos que xg es s-normal. Queremos probar que Rg(xg) C C;(mo). Tomemos y €
Rs(xo) y 0 >0, 2(-,€) € X (0 < € < §) con las propiedades del lema anterior. Notemos que por la definicién
de z(t,€), (-, €) converge uniformemente a xg en [a, b] cuando € tiende a cero, por lo que de ser necesario, por
la continuidad de los operadores podemos disminuir 6 > 0 para que la desigualdad I, (z(-,€)) < 0 se mantenga

en 0 < e < ¢ para los v que cumplan I, (z9) < 0. Esto claramente implica la contencién deseada. O

Para demostrar las condiciones necesarias de primer y segundo orden usaremos el Lema 1.3.3 (que claramente

es una generalizacién del Lema 1.3.2) y el siguiente resultado.
Lema 2.3.6. Sea xo € S1()\). Entonces xo es s-normal relativo a S si y solo si es s-normal relativo a S1(N).

Demostracion. Definamos los conjuntos

I.A) ={a eTo(\) | In(z0) =0 } = {a € I(z0) | A\a =0}, B=T4,(\)UB.

Entonces o es s-normal de Si(A) si y solo si las primeras variaciones {I/(zo;-) | v € Io(x0) U B} son
linealmente independientes en Y. Por lo tanto basta mostrar que I,(z¢) U B = I (79, \) U B, pero como

I.(20) = I(20,\) UT4(\) tenemos que
I (20, \) UB = I,(x9, \) UT 1 (A\) UB = I,(x) U B. O

Teorema 2.3.7. Supongamos que xg es s-normal y resuelve P(S) localmente. Entonces existe A € R™ de

forma que (zo,A) € . Mds ain, J"(x0,y) > 0 para todo y € Rg, (o).
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Demostracion. Sea yo € Rg(x9) = Cd(x9) y 6 > 0,2(-,€) como en la Definicién 2.3.1. Como la funcién
g(€) := I(x(-,¢€)) tiene un minimo local en € = 0, tenemos que 0 < ¢’(0) = I'(xo;yo) (se tiene desigualdad y
no igualdad ya que g sélo esté definida en [0, )). Por el Lema 1.3.3, existen A, (y € Io(zo) U B) de forma
que Aq >0 (o € Ip(z0)) €

I'(zo;y) + Z M (x0;y) = 0 paratodoy €Y,
y=1

donde definimos Ay, = 0 para v € A — I(zo). Es decir definiendo J como antes tendremos que J'(zg;y) =0
para todo y € Y. Para demostrar la segunda conclusién tomemos y; € Rg, (xg). Como zy es s-normal re-
lativo a S, también es s-normal relativo a S1(A) y por lo tanto p-regular con respecto a Si(\). Entonces
Yy € C’;fl (z0) por lo que existe § > 0,z(-,¢) € S1(A\) para 0 < € < § como en la definiciéon. Como antes, si

g1(€) :=I(x(-,€)), entonces g; tiene un minimo local en e =0y ¢1(0) = I'(xo;y1) > 0.
Nuevamente por el Lema 1.3.3, existe u € R™ con g > 0 (o € Tp(N)) tal que

"(zo3y —|—Z,u7 (zo;y) =0 paratodoy €Y,

donde p1, = 0 para v € A —TI'{(A). Por unicidad p, = Ay. Como I(z(-,€)) = J(z(-,€)) podemos escribir
g1(e) = J(x(-,€)). Entonces g} () = J'(z(-,€); (-, €)) y como € = 0 es un minimo local de g; y zc(-,€) € Y
tenemos

0 <g1(0) = J"(xo; 1) + J'(20; Tec (-, 0)) = J" (w03 y1). 0

Para cerrar esta seccién, notemos que s-normalidad con respecto de S es lo mismo que f-normalidad con

respecto de Sy. Por lo tanto el teorema anterior representa una mejoria del Teorema 2.2.2 ya que Rg,(xg) C

RSI (l‘o)

2.4. El Método del Determinante

El objetivo de esta seccién es derivar condiciones de segundo orden usando las técnicas de [18, p. 283-286]
para problemas de control con restricciones integrales y ver que la nociéon de normalidad definida con este
método es equivalente a la de normalidad fuerte. A grandes rasgos, el método consiste en derivar condiciones
de segundo orden para el conjunto C’;‘l (z9) y asumir una hipédtesis adecuada que implique p-regularidad para

obtener de nuevo el Teorema 2.3.6.
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Teorema 2.4.1. Supongamos que (zg,\) € €. Si xy resuelve P(S) localmente tendremos que J"(xg;y) > 0

para todo y € C’;‘l (z0).
Demostracion. Definamos p(t) := Fj(Zo(t)) (t € [a,b]), donde F' = f+Z:/":1 Ay f~. Por la Nota 2.1.9 tenemos
que p(t) = Fx(#0(t)) (¢ € [a,b)). Sea G(t,,&) i= F(t,z,) — (p(t), &) — (p(t), z) y definamos
b
K (@) = (p0):Xi) ~ {pla). Xa) + [ Glta(t). (0.

Notemos que K (z) = J(x) para todo = con z(a) = X, y x(b) = X, por lo que

S1(A)={z eS| K(z)=1I1(z)}.
Como zg € S1(N), zp minimiza K(z) en S1(A). Ahora sea y € C;l (o) y 6 > 0 de forma que existe
x(-,e) € S1(N\) para cada 0 < e < § tal que x(¢,0) = x0(t) y z(¢,0) = y(t) (¢t € [a,b]). Entonces si
g(e) = K(x(-,€)) (0 < e <) se satisface que

g(€) = I(z(-,€)) = I(wo) = K(x0) = g(0) (0<e<9).

Como para t € [a,b] se cumplen las igualdades

tendremos que

b
9'(0) = K'(zo;y) = / {Ga(20(2))y(t) + G (2o(2))y(t) }dt = 0
lo que implica que g”(0) > 0. El resultado se sigue de que ¢”(0) = K" (xo;y) = J"(z0;y). O

Nota 2.4.2. En lo que sigue supondremos sin pérdida de generalidad que todas las restricciones son activas
con respecto a la solucién zy de P(S). Esto se puede hacer debido a que solo estamos interesados en arcos
admisibles en una vecindad de xg, por lo que si una restriccién es inactiva, i.e. I,(zg) < 0, existird una

vecindad suficientemente pequena de zg en donde cualquier arco también satisface esta desigualdad.
La siguiente definicién aparece en [18, p. 273].

Definicién 2.4.3. Diremos que xo € S es v-normal si existen m + n arcos y, € X con ys(a) =0 (o0 =

1,...,m+n) y de forma que el determinante
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I»'y(xo;ya) (7:17'~-am;7;:17~-'7n)
yt (b) (c=1.....,m+n)

A=

no se anula (v e i son indices para las filas mientras que o es indice para las columnas).
Teorema 2.4.4. v-normalidad implica p-regularidad.
Demostracion. Supongamos que xg € S es v-normal. Unicamente necesitamos probar que Rg(xg) C C;f(aco).

Sea y € Rg(xg), N =m + n y seleccionamos N arcos y, € X como en la definicién anterior.

Definamos

N
T(t e, ) := xo(t) + ey(t) + Z asYs(t) (t €la,b], €,a, € R),

donde o = (v, ..., an). Notemos que Z(t,0,0) = zo(t) y

Z(t,0,0) = y(t), T, (t,0,0) =y,(t) (t€ a,b]).
Definamos a g : R x RN — R por sus componentes mediante las férmulas

g (e,a) = L, (Z(-, e, ) — eﬂ,(xo;y) (y=1,...,m)
g™ (e, a) == T (be,a) — X} (i=1,...,n).

Notemos que, como todos los indices los suponemos activos, g(0,0) = 0y |g4(0,0)| = A # 0. Por el Teorema
1.3.6,36 >0y B:[-6,8] = RY de clase C? de forma que 3(0) =0y g(e, 5(¢)) = 0 (J¢] < ). Derivando esta

identidad con respecto de € y evaluando en € = 0 obtenemos

0 = g(0,0) + ga(0,0)5'(0) = ga(0,0)5(0),

por lo que 3'(0) = 0. Claramente el arco x(t,e) := Z(t, €, ((€)) satisface que z(-,e) € S (0 < € < 9),
2(t,0) = zo(t) y x(t,0) = y(¢t) (¢t € [a,b]) y se cumplen los requisitos de continuidad sobre las parciales, por
lo que y € C& (o). O

Nota 2.4.5. Observemos que v-normalidad estd definida en términos de las primeras variaciones y no dife-

rencia los indices de A de los de B. Por lo tanto, al igual que con s-normalidad, esta nocién no variard si se
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aplica a los conjuntos S, Sy o S7. Combinando este hecho con el teorema anterior se demuestra el siguiente

resultado.

Teorema 2.4.6. Supongamos que (g, A) € E. Si xg es solucion de P(S) y es v-normal, entonces J" (xo;y) >

0 para todo y € Rg, (xo).

A continuacién demostraremos que las nociones de v-normalidad y s-normalidad son equivalentes. Prime-
ro veremos que s-normalidad implica v-normalidad y después usaremos una nocién auxiliar para dar otra

caracterizacién de v-normalidad que nos permitird demostrar la implicacién contraria.
Teorema 2.4.7. Sea xg € S. Si xg es s-normal entonces es v-normal.

Demostracion. Supongamos que xo es s-normal. Entonces existen y, € Y (¢ = 1,...,m) de manera que

|M| # 0, donde M = (I’ (z0;Y5)) (7,0 =1,...,m). Parai,j =1,...,n definimos

(t—a)/(b—a) sii=]j

yin+j (t) =
0 de otra forma.
Entonces el determinante
A L(z0iy0) I(xoiym+i) | | M I (203 Ym+i)
yzij (b) y;n+z(b) 0 Inxn
(v,o=1,...,m;i=1,...,n) es distinto de cero y xy es v-normal. O

Ahora daremos la nocién auxiliar de la que habldbamos en el parrafo anterior al Teorema 2.4.7, esta aparece
en [18, p. 279] y es una definicién mds de normalidad, pero ahora en lugar de aplicarse a un problema de
optimizacién, se aplica a una ecuacién diferencial ordinaria. Supongamos que f es un mapeo de clase C' de

[a,] x R" x RP a R,

Definicién 2.4.8. Sea (xg,ug) es una solucion de la ecuacion diferencial

o(t) = f(t, =(t),u(t)) (t€ [a,b]),

y definamos A(t) = fo(t,zo(t),uo(t)) y B(t) := fult,zo(t),uo(t)). Diremos que (xo,ug) es d-normal si no

existe solucion no nula de la ecuacion adjunta

Ht) = —A*(D)z(t), B*()z(t) =0 (t€ [a,b]).
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Lema 2.4.9. Los sigutentes enunciados son equivalentes.
1. (zg,up) es d-normal.

2. Ezisten n soluciones (yj,v;) (j =1,...,n) de

y(t) = A()y(t) + B(t)v(t) (¢ € [a,b]), y(a) =0
de forma que la matriz (y;(b))”, cuyas columnas son los vectores y;(b), tiene rango n.
Demostracion. (a) = (b) : Por el inciso (3) del Teorema 1.3.7, existe la matriz Z(t) € R™*" con
Z(t) = —Z(HA{) (t € [ab]), Z(b) = In,

donde I,, es la matriz identidad correspondiente. Denotemos por z1(t), ..., z,(t) los vectores fila de Z(t). En-
tonces se cumple que 2;(t) = —A*(t)z(t) (t € [a,b], i =1,...,n). Si definimos v;(t) := B*(¢t)z;(t) (i=1,...,n),
las funciones v, . . ., v, seran linealmente independientes, ya que de lo contrario existiran constantes cy, ..., ¢y,

no todas cero de modo que

0= Zcivi(t) = ZciB*(t)zi(t) para todo ¢ € [a, b].
i=1 i=1

Por el inciso (1) del Teorema 1.3.7, la funcién z(t) := >, ¢;2;(¢) serfa una solucién no nula de la ecuacién

adjunta, lo que contradice la d-normalidad de (x¢,ug). Ahora sean y; (j = 1,...,n) soluciones de

(1) = A@)y(t) + B(t)v;(t) (L € [a,0]), y(a) = 0.

Notemos que

2 (05 95(0) = 27 (O[A@)y; (1) + Bt)v; ()] — 27 () A(t)y; (8) = 2 () B(E)v; (D),

por lo que

b
(z:(b);y; (b)) = / (vi(t);v;(E))dt (4,5 =1,...,n).

Podemos reescribir esta ecuacién en notacién matricial como

Z(b)(y;(b))ij = (/ <Ui(t);vj(t)>dt> . (2.4.1)



Como los vectores v; son linealmente independientes, podemos aplicar el Lema 1.3.5 al espacio X con el

producto interno usual

b
@) = [ @lry®)de @y X)

para observar que el lado derecho de la ecuacién (2.4.1) es no singular. Ademds por el inciso (2) del Teorema
1.3.7, la matriz Z(b) también es no singular. Por lo tanto, de la ecuacién (2.4.1) podemos concluir que la

matriz (y%(b)); es no singular.
(b) = (a) : Supongamos que z es solucién de la ecuacién adjunta

2(t) = —A"(t)z(t), B*(t)z(t) =0 (t € [a,b]),

y tomemos y; como en (b). Queremos demostrar que z es idénticamente nula. Para mostrar esto primero

veamos que (y;(t); z(t)) es constante para todo ¢t € [a,b] y j =1,...,n. Esto se debe a que
d . ,
%@j(t); z(t)) = 2" (t)B(t)v;(t) = 0 paratodot € [a,b], j=1,...,n. (2.4.2)

Por otro lado, como por hipétesis y;(a) = 0, tendremos la igualdad

((z(a);y1(a), .., (z(a);yn(a)) = 2" (a)(y;(a))i; = O. (2.4.3)

De las ecuaciones (2.4.2) y (2.4.3) podemos notar que

(2(b);y;(b)) =0 paraj=1,...,n

pero esto es equivalente a la igualdad matricial

2" (0)(y;(0))i; = 0

y como la matriz (yg(b))w es no singular tendremos que z(b) = 0. El resultado se sigue del inciso (2) del

Teorema 1.3.7. O

Regresemos ahora al problema original P(S) en cédlculo de variaciones. Sea (wyg, ug) solucién de la ecuacién

diferencial
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donde w = (x

Entonces

Sean A(t) = Ly, (t,wo(t), uo(t)), B(t) = Lu(t, wo(t),uo(t)). Notemos que A(t) es la matriz de (n+m) x (n+m)

dada por

donde

PR

n
)x ’J;

n+1

ge e

w(t) = L(t,w(t), u(t)) (t€ [a,b]),

L")y Lt [a,b] x R x R™ — R™™ estd dada por

LM (tw,u) = fry(t 2t 2™ ut o u™) = £y (to,u) (v € AUB).

) =ui(t) (i=1,...,n, t €[a,b]),

a5t 7(t) = £y (t,20(t), 30(t)) (v € AUB, t € [a,b]).

oL .. 9h
fra Ozt oxn
C(t) = : = oo :
f O fm Ofm
e ort oan

y B(t) es la matriz de (n 4+ m) x n dada por

donde

oL Iy _ ntm. e n
B<t>_<w)_(w)) =t =)
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df1 df1

f1u 3 aun
D(t) = : = e ;

f O fm O fm

e oul oun

donde todas las parciales de f estdn evaluadas en (¢, xo(t), Zo(t)).

Por definicién, (wg,ug) es d-normal si no existe solucién no trivial de

™
—
~+
=
I
I
o
*
—
~
=
N
—~
o~
N
oo

“()2(t) = 0 (t € [a,b]).

Este sistema corresponde a

0 0
es decir, parai=1,...,nyvy=1,...,m
% afl +1 afm + sn+
i) = — 2l (g) — = DIy () =
H(t) =~ 9o ) - Hmamimy () = o,
7 afl n+1 afm n+m
Haciendo A, = —2""7(¢t) (y =1,...,m), se sigue que (wp,up) es d-normal si A = 0 es la tnica solucién de

2(t) = DM 3a(@0(t), (1) = Y Ay fra(@o(t) (t € [a,0]).
y=1 =1

Ahora, por definicién tenemos que

b
L) = [ (600, a0)at

m

asi que, si definimos F(t,z,&) = > A, f,(t, @, 4) entonces J := 37" | A\, I, (z) satisface

Entonces
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m
J (xo;y) = Z)WI;(xo;y) =0 paratodoy €Y,
y=1

que es equivalente a la existencia de ¢ € R™ de forma que

Fy(0(t)) = / F, (o(s))ds + .

a

vy que a su vez es equivalente a la existencia de z € X que cumple

2(t) = Fi(Zo(t), 2(t) = F;(Zo(t)) (t € [a,b]).
Con esto hemos demostrado el siguiente Lema.
Lema 2.4.10. (wo,up) es d-normal si y solo si xo es normal relativo a Sp.
El ultimo resultado auxiliar que necesitaremos es el siguiente.
Lema 2.4.11. (wp,ug) es d-normal si y solo si xg es v-normal.

Demostracion. Por el Lema 2.4.9, (wo, uo) es d-normal si y solo si 3n + m soluciones (w;,v;) de

w(t) = Atyw(t) + B(t)o(t), w(a)=0 t€ [a,b],

cuya matriz (w}(b));; tiene rango n +m. Pero esto a su vez es equivalente a la existencia de n +m soluciones

yj de
y(t) = v(®), yla) =0,
§U() = fra(@o()y(t) + fra(@0()5(t), ¥ (a) =0,
cuya matriz (y5(b));; tiene rango n + m. Esta condicién es precisamente v-normalidad de . O

Combinando los dos lemas anteriores tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.4.12. Sea xg € S. Entonces xg es v-normal si y solo si xy es s-normal.

Hemos demostrado que las nociones de s-normalidad, v-normalidad, f-normalidad relativa a Sy y d-normalidad
para una ecuacién diferencial apropiada son todas equivalentes. Mencionaremos sin demostracién dos nocio-

nes adicionales también equivalentes a las anteriores. El método de Valentine [30] transforma el problema
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original a uno con solo restricciones de igualdad (ver [10] para una situacién similar), y con la hipétesis de s-
normalidad, las condiciones de segundo orden que ahi se derivan, se satisfacen en el conjunto Rg, (o). En [13],
la hipétesis que genera condiciones de segundo orden con multiplicador de costo positivo es equivalente a

f-normalidad con respecto de Sy, y la no negatividad se satisface en Rg, ().

2.5. Ejemplo

Para concluir el capitulo, daremos un ejemplo que ilustra algunas de las caracteristicas mas importantes
acerca de las condiciones de segundo orden que hemos discutido. Se pueden consultar més ejemplos en [24]

y en las referencias contenidas en ese articulo.

Sea a = 27 y consideremos el problema de minimizar

I(z) = /O ) — 22(0) + 2P (1))t

sujeto a z(0) = x(a) =0y [ —z(t)dt < 0.
Para este probleman=1, g=m =1, X, =0=X,,

f(t,x,a?) :t(xQ _xQ) +.TI3 y fl(t,.’E,jf) = —T.

El conjunto en el que estamos interesados en minimizar el funcional I es

S = {xGX | 2(0) = z(a) =0, Il(w)—/oam(t)dtSO}.

Queremos saber si g = 0 es solucién. Comencemos notando que xg es s-normal ya que existe y; € Y tal que

I (wo;y1)| = | [; —y1(t)dt| # 0. Ahora, si J := I + A]; de forma que

@) = Oa{t@ﬂ(t) — 22(8)) + 23 (t) — M (t) }t,

tendremos que

J'(z3y) = /O "B221) — 26(t) — M)y(t) + 2050,

por lo tanto
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a
Tanig) = [ M.
0
Entonces, si Ay = 0 tendremos que J'(z¢;y) = 0 para todo y € Y. Observemos que en este caso

Si(\) ={z €S| J()=I)}=S

y por lo tanto Rg, (w0, A1) = Rs(z0) = {y € Y | [, y(t)dt > 0}. Ahora consideremos la segunda variacién

de J con respecto a xy que estd dada por

fmmwé3mﬂwmet

Tomemos ¢ € (,27) y definamos

sen(t) sitel0,c¢/2]
y(t) = sen(c—t) site[c/2,d
0 de otra forma.

Entonces y € Rg, (g, A1) y tendremos que

c/2 c
J" (zo;y) = / 2t(cos® t — sen® t)dt + // 2t(cos?(c — t) —sen?(c — t))dt
0 c/2

c/2 c/2
= 20/ (cos® t — sen? t)dt = 20/ cos(2t)dt = csenc < 0
0 0

ya que ¢ € (m,2m). En vista del Teorema 2.3.6, podemos concluir que xg = 0 no minimiza I en S.
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Capitulo 3

Conos Tangentes y Normalidad Débil

En este capitulo se demostrarda que los resultados del Capitulo 2 también pueden ser derivados por los
métodos basados en conos tangentes para problemas de dimension finita. Mas atn, se vera que estos métodos

son ideales para obtener una versiéon més general del Teorema 2.3.7.

3.1. Definiciones y Resultados Basicos

En la Seccién 1.2 se hizo notar que I'(zg;-) e I”(xo;-) son la primera y segunda variacién del funcional I en

x¢ respecto a la norma débil. Esto quiere decir que se satisfacen las formulas de Taylor de primer y segundo

orden
I(z) = I(zo) + I'(z0; 2 — 20) + Ri(w0; 2 — 20),
! ]' 1
I(z) = I(zg) + I'(zo; x — zo) + 5[ (zo;x — ) + Ra(zo; 2 — o)
donde
fin DAL S0 o gy, Polteitmto)
z=wo ||z — z0| z=zo ||w — x|

Notemos que la definicién en la Seccién 1.1 de cono tangente en R™ se puede trasladar a cualquier espacio

normado. A continuacién recordamos esta definicion.

Definicién 3.1.1. El cono tangente de P C X en el punto xg € P es el conjunto Tp(xo) definido por
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Tp(l‘o) = {y eX | El[{tz};)i1 C R+, {xz};ﬁl C 'P} S5t — 0, i t_xO — y} .

i
Tomando a P como el conjunto de restricciones S con tnicamente igualdades (i.e. A = @), podemos probar
el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Sizy € S, entonces Ts(xg) C Rg(zo).

Demostracion. Sean y € Ts(xo) v {ti}521, {x:}52, como en la Definicién 3.1.1. Claramente y € Y. Por otro

lado el resultado se sigue de la identidad

Ly (z) — I, (o)

i

lim
1—00

= I (z0;y), (3.1.1)
que a su vez es consecuencia de la férmula de Taylor antes mencionada. Como z; € S tenemos que

0= lfm I’Y(Il) - I’Y(zo)
i—00

= ['ly('ro;y)' O

i
Para la siguiente definicién, S es el conjunto de restricciones general definido por igualdades y desigualdades.

Definicién 3.1.3. Diremos que xo € S es un punto regular de S si Ts(xg) = Rg(zo).

Por 1ltimo, enunciamos dos propiedades bésicas en el siguiente lema. Las demostraciones que aparecen

en [19, C. 4, Seccién 1] se pueden trasladar sin mayor dificultad a nuestro contexto en dimensién infinita.

Lema 3.1.4. 1. Tp(xg) es un cono cerrado enY.

2. St xg € K C P, entonces Tic(zo) C Tp(zo).

3.2. Restricciones de Igualdad

Comencemos derivando las condiciones de primer y segundo orden para el caso de restricciones de igualdad
(ie. A=0y B={1,...,m}). Recordemos que en este caso las restricciones tangenciales estdn dadas por el

conjunto

Rs(wo) ={y € Y | Iz(z05y) =0 (B € B)}.
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Teorema 3.2.1. Supongamos que o es un arco regular de S y resuelve P(S) localmente. Entonces existe

A €R™ tal que (x0,A) € E.

Demostracion. Sea y € Rg(xo) = Ts(xo) v {t:i}521,{xi}$2; sucesiones como en la definicién. Para valores

grandes de i tenemos que I(x;) > I(zg) por lo que

I(x;)—1
0< lim M = I’(ﬂio;y)-
i— 00 t;
Notemos ademds que si y € Rg(xg) entonces —y € Rg(xp), por lo que la desigualdad de arriba se convierte

en igualdad. El resultado se sigue del Lema 1.3.2. O

Teorema 3.2.2. Supongamos que xg € S y existe A € R™ con (zo,\) € . Si x¢ resuelve P(S) localmente

entonces J" (xo;y) > 0 para todo y € Ts(xo).

Demostracion. Sea y € Ts(xo) y {t:i}321, {z:i}52, sucesiones como en la definicién. De la férmula de Taylor

de segundo orden y del hecho que J'(zp;y) = 0 para todo y € Y tenemos la identidad

1t J(®1) = J(x0)

1
= §J”(ac0;y). (3.2.1)
Como J(z) = I(x) para todo x € S y para valores grandes de i se cumple la desigualdad J(z;) > J(xo),

tendremos que

0< Hmw

1
= 5 J" (w03 ). O
2
Nota 3.2.3. Si en el Teorema 3.2.2 ademds tenemos que xg es regular de S, tendremos que J”(zg;y) > 0
para todo y € Rg(zo).
Veamos que para un arco f-normal lo anterior se cumple. Para esto necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.4. Sea xy € S un arco f-normal de S. Entonces Cs(xg) C Ts(xo).

Demostracion. Por la demostracién del Teorema 2.1.6, si xg es un arco f-normal de S e y € Cg(zg), entonces
podemos tomar la funcién z(-,€) € S (|e] < §) que satisface x(¢,0) = z¢(t) v z.(t,0) = y(t) de la forma

m

w(t,€) = wo(t) +ey(t) + ) eile)yi(t)

i=1
donde los y; son elementos en Y y ¢ = (c1,...,¢n) : [—6,0] = R™ satisface ¢(0) =0 y ¢/(0) = 0. Definamos

xg :=x(,1/k) y tr, := 1/k. Tenemos que demostrar que
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, T —To
lim —— =y
k—o00 tx

en la norma débil. Pero esto es equivalente a demostrar que
t) — t tr(t) — To(t
fm SO =20 gy SO 80O

k—o0 t k— 00 tr

y que la convergencia es uniforme en [a, b]. Para esto notemos que, como y; € Y, existe M > 0 de forma que

ly;(t)| < M parai=1,...,myt € [a,b]. Entonces

xk(t)t;mo(t ‘ ‘Z“cll/lk{kyl ' il

gm0l <3

ci(1/k)
1/k ‘M

pero como

ci(1/k)

I =
o 1/k ‘ hroo

k—o0

dado cualquier n > 0 existe N > 0 de forma que si k > N

G(/m)|_
1/k mM
parai=1,...,m. Entonces si k > N
k() — wo(t) ~ 7
; | < 2 M

para todo t € [a,b]. De esto que la convergencia del primer limite es uniforme. Andlogamente demostramos

que la convergencia del segundo limite es uniforme. O
De este resultado podemos concluir que f-normalidad implica regularidad.
Teorema 3.2.5. Sea xg € S un arco f-normal de S. Entonces xqy es regular de S.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.6, xg es c-regular de S. Por lo tanto

Rs(z0) = Cs(z0) C Ts(xo),
por lo que x( es regular de S. O

Notemos que combinando los Teoremas 3.2.5, 3.2.1 y 3.2.2 regresamos al Teorema 2.1.8.
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3.3. Restricciones de Igualdad y Desigualdad

Regresemos al caso general con igualdades y desigualdades (i.e A ={1,...,q}, B={¢+1,...,m}). Comen-

cemos observando que la contencién Ts(zg) C Rs(xo) sigue siendo cierta.
Teorema 3.3.1. Sea zg € S. Entonces Ts(xp) C Rg(xo).

Demostracion. Seay € Ts(xo) y {t:}521, {zi}52, sucesiones como en la Definicién 3.1.1. De la ecuacién (3.3.1)

tenemos que si y € I, (o) entonces

Ly (z) — I (o)

0< lim === = I, (203 ),
mientras que si vy € B
Iy(x;)— I
OzilggoM :I'/y(%;y)- O

Como antes, llamaremos al punto zg € S regular de S si Ts(xzp) = Rs(xo).

Teorema 3.3.2. Supongamos que xog € S es reqular de S y resuelve P(S) localmente. Entonces existe A € R™

con (xg, ) € £.

Demostracion. Seay € Ts(xo) y {152, {x;}52, sucesiones como en la Definicién 3.1.1. Para valores grandes

de i tenemos que I(x;) > I(xg). Por la ecuacién (3.3.1)

0< lim L) —1(z0)

1—00 ti

= I'(z0; ).
Por regularidad, I'(x;y) > 0 para todo y € Rs(x) por lo que el Lema 1.3.3 nos da el resultado deseado. [

Teorema 3.3.3. Supongamos que xg € S resuelve P(S) localmente y existe A € R™ de forma que (xg, A) € £.

Entonces J"(zo;y) > 0 para todo y € Ts, (xo).

Demostracion. Seay € Ts, (xo) v {t:}52, {zi}52, sucesiones como en la Definicién 3.1.1. Como I(x) = J(z)
para todo z € S; tendremos que J(x;) > J(zo) para valores suficientemente grandes de i. De la férmula de
Taylor de segundo orden y del hecho que J'(z¢;y) = 0 para todo y € Y obtenemos

0 < lm 2~ J(z0)

1
= §J”($0;y). O

Nota 3.3.4. Si en el Teorema 3.3.3 ademds tenemos que zq es regular de S1, entonces J”(zg;y) > 0 para

todo y € Rg, (x0).
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Ahora damos una definicién de normalidad andloga a la del caso en dimension finita.

Definicién 3.3.5. Diremos que un arco xg es normal relativo a S, si A =0 € R™ es la dnica solucion a
1. A 20 y Aado(z0) =0 (€ A)
2. Z;nzl M I (z0;y) = 0 para todo y € Y.

El origen de esta definicién proviene de la siguiente condicion clésica de primer orden que podemos consultar

en [18, p 263, Teorema 5.1].

Teorema 3.3.6. Supongamos que xo resuelve P(S) localmente. Entonces existe A\g > 0 y A1, ..., Ay, no todos

cero de forma que
1. Mg >0 y AoIo(z0) =0 (0 € R).

2. dc € R™ tal que

Fi(aéo(t)):/ Fo(Fo(s))ds +c (t € [a,b])

donde F = Xof + 371 M\ [y

Como lo mencionamos anteriormente, la condicién (2) es equivalente a que J}(xo;y) = 0 para todo y € Y
donde Jy = Aol + ZZ;I AyIy. Ademads si zo es una soluciéon normal del problema necesariamente Ao > 0

y los multiplicadores en el teorema anterior se pueden escoger de modo que Ay = 1, en cuyo caso seran tinicos.

Esta nocién de normalidad puede aplicarse al conjunto S7(\). Recordemos que si A = (A1,..., Ay) cumple
Ao >0y Aalo(xg) =0paraa e Ay Ty (A) ={ae€ A| N\, >0} entonces
SiAN)={ze S| I,(x)=0 (aeT(N)}.
Notemos que zq es normal relativo a S1(A) si g = 0 es la tinica solucién de
L pia 20y pala(zg) =0 (v € To(N)),
2. 3700 Il (z0;y) = 0 para todo y € Y.

El siguiente teorema es nuestro resultado principal y puede ser visto como el andlogo al Teorema 1.1.17 en

dimensién infinita. El articulo original donde se plantea como conjetura es [5].
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Teorema 3.3.7. Supongamos que xo resuelve P(S) localmente y existe A € RY con (zg, A) € E. Entonces si

xo es normal relativo a S1(\) tendremos que

J"(x0;y) > 0 para todo y € Rg, (zo).

Este teorema es consecuencia sencilla del Teorema 3.3.3 y del hecho que «normalidad implica regularidad»,
afirmaciéon que se demostrard en el siguiente capitulo. Suponiendo esta afirmacién verdadera, normalidad

relativa a S1(A) implicard que Rg, (z9) = T, (x0), por lo que el Teorema 3.3.3 nos da la conclusién deseada.

3.4. Restricciones Mixtas de Igualdad y Desigualdad

Para acabar con este capitulo derivaremos condiciones de segundo orden para el problema de Lagrange con
restricciones mixtas. Esto se hara bajo la suposicién de que podemos insertar este problema en el isope-

rimétrico para usar los resultados de las secciones anteriores.
Supongamos que ahora el conjunto de restricciones estd dado por
S={zeX.| palt,z(t),z(t)) <0 (a € A), ¢pa(t,x(t),z(t)) =0 (8 € B) para todo t € [a,d]},

donde los conjuntos de indices A, B, el conjunto X y los puntos extremos X, y X; son como antes.

Consideremos el problema P(S) que consiste en minimizar

b
I(x):/ Fta(t), (1)) dt

sobre el conjunto S. Supondremos adicionalmente que f, ¢, son de clase C? y que la matriz de dimensién

m x (n+q)

( gf; Sia®a ) i=1,....m;a=1,...,¢; k=1,...,n)

tiene rango m (aqui daq = 1y dop = 0 si o # ) en el conjunto U definido por

U=A{(t,z ) €a,b] x R" xR" | ¢o(t,z,2) <0 (o € A), ¢5(t,z,2) =0 (8 € B) }.

Esta condicién es equivalente a que, en cada punto (¢,x,%) € U, la matriz
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i . :
(83@) (i =1, yipy k=1,...,n)

tiene rango p, donde i1,...,%, son los indices en A que satisfacen ¢;(¢,x,&) = 0 (ver [10] y [18] para més

detalles).

Las condiciones de primer orden para este problema se pueden resumir como sigue (ver por ejemplo [18, p.

265, Teorema 5.3]). Denotemos por U,, las funciones continuas a trozos que mapean [a,b] en R™.

Teorema 3.4.1. Supongamos que xg resuelve P(S) localmente. Entonces existen Ag > 0 y u € Uy, que no

se anulan simultineamente de modo que

L. pa(t) > 0y pa(D)@alt,2o(t), d0(t)) = 0 (a € A, t € [a,1]),

2. dc € R™ tal que

Fi(t,x20(t), Zo(t)) :/ Fi(s,20(8),20(s))ds + ¢ (¢ € [a,b]),

donde F(t,x, @) = Xof(t, 2, @) + D271 pay (8) (L, 2, 2).

La condicién (2) anterior, como ya hemos mencionado, es equivalente a que J'(xg;y) = 0 para todo y € Y,

donde

J(x) = /;F(f(t))dt = Aol () + i/: pry (8) ¢ (E (1))t
=1
Definicién 3.4.2. Denotemos por £ el conjunto de los pares (xg, 1) € S X Uy, que satisfacen
1. pa(t) 20 y pa(t)dalt,zo(t),2o(t) =0 (a € A, t € [a,b]),
2. J'(xo;y) =0 para todo y €Y, donde
m

b
Iw)= [ Fi@O)dt v Fitod) = f(t0.0)+ Y uy00(0.0)

=1

Para este problema la definicién de normalidad esta dada como sigue.
Definicion 3.4.3. Un arco xg € S serd llamado normal relativo a S si p =0 es la Unica solucion de

1 pia(t) 2 0y pa(t)da(Zo(t)) =0 (a € A, t € [a,b]),
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2. J'(zo;y) = 0 para todo y € Y, donde

b m
J(x):/ Folio®)dt y Folt5,8) = 3 11y () (t, 2, 2).

y=1

Por ultimo tenemos que modificar el conjunto de restricciones tangenciales asociado a este problema.

Definicién 3.4.4. Definimos el conjunto Rs(xg) de restricciones tangenciales de S en xq por el conjunto de

los elementos y € Y que cumplen

Pax(To(t))y(t) + Pai (To(1))y(t) <0 (a € La(wo(t)), t € [a,b]),

P (Z0(t))y(t) + dpa(To(t)y(t) =0 (B € B, t € [a,b]),
donde I, (zo(t)) = {a € A | ¢a(Zo(t)) = 0)}.

Para este problema podemos plantear una conjetura similar a la del caso isoperimétrico dada en el Teorema

3.3.7. La escribimos a continuacion.

Teorema 3.4.5. Sea (xo, p) € € y J como en la definicion de £. Supongamos que xq resuelve P(S) localmente

y es normal relativo a S1(p) ={x € S| I(x) = J(z)}. Entonces J"(xo;y) > 0 para todo y € Rg, (xo).

Esta conjetura atin no se resuelve, sin embargo, veremos a continuacién que un resultado similar se puede

derivar de forma sencilla «extendiendo» al problema P(S) que consiste en minimizar el funcional I sobre el

conjunto S dado por

S={zeX.|I,(z) <0 (a€A), Is(x) =0 (B € B)}

donde

b
I,(x) :/ 6. (t,2(1),#(t)dt (v€ AUB, z €X),

y suponiendo que nuestra soluciéon xg resuelve el problema original y el extendido. Tendremos dos versiones
de este resultado, la primera usando la nocién de normalidad fuerte o cualquiera de sus equivalencias y la

segunda usando normalidad relativa a Sj.

Teorema 3.4.6. Sea (xo,p) € € y J como en la definicion de . Supongamos que xq resuelve P(S) localmente

y it = X es constante. Si ademds xq resuelve P(S) y es un punto normal relativo a Sy, entonces
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J"(x0;y) > 0 para todo y € Y con

I (z0;y) <0 (a€ A con In(xg) =0 y A\, =0),
Ih(z0;y) =0 (B€ A con)sg>06p5E€B).

Teorema 3.4.7. Si en el teorema anterior cambiamos la hipdtesis de normalidad relativa a Sy por normalidad

relativa a S1(u), la conclusion sigue siendo verdadera.

Estos resultados son inmediatos de los Teoremas 2.3.7 y 3.3.7 respectivamente. Es importante notar que el
conjunto donde se satisface la no negatividad de J” en los teoremas anteriores contiene al conjunto Rg, (2o)

del Teorema 3.4.5 (que se obtiene al aplicar la Definicién 3.4.4 al conjunto Sy (u)).
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Capitulo 4

Normalidad implica regularidad

En este capitulo completaremos la demostracién del Teorema 3.3.7. Esto se hara a través de varios resultados

auxiliares que son generalizaciones de las técnicas usadas en [19, C. 4, Seccién 10].

4.1. Demostraciéon de Normalidad Implica Regularidad
Recordemos que xg es normal relativo a S si A =0 € R es la tnica solucién de

1. Ada >0y Ado(z0) =0 (a € A),

2. X0 M I (w0;y) = 0 para todo y € Y.
Comencemos enunciando el siguiente resultado que podemos encontrar en [18, p. 70].

Lema 4.1.1. Dados el funcional integral I y un arco admisible x € S, existe un unico elemento z € Y de
forma que
I'(z;y) = (2;9) para todoy €Y,

donde () es el producto interno en Y definido por

b
(i) = [ o),
a
y {(-;-) el producto interno euclidiano. Al elemento z se le llamard el gradiente en I en x.

Denotemos por z, los gradientes de I, en xo para v € AU B, es decir, los tnicos elementos z, € Y de forma

que
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I (z0;y) = (2439) = /t 1 (2 (t);y(t))dt

para todoy € Y.

Lema 4.1.2. Sea P C AU B. Los funcionales lineales I’ (xo;-) (v € P) son linealmente independientes en

Y siy solo si los gradientes {z, : v € P} son linealmente independientes en Y.

Demostracion. De la igualdad

ZMI;(%; y) = Z /\'y(z'y§y) = Z(/\'yz'y§y)a

Y Y

tendremos que los funcionales I’ (zo;-) (7 € P) son linealmente independientes en Y si y solo si

Z()sz; y) =0 paratodoy €Y
v

implica que A, = 0 (y € P). Como (+;-) es producto interno, la igualdad de arriba ocurre si y solo si

> Az =0,
v

con lo que concluimos la demostracién. O

Sin pérdida de generalidad supondremos, hasta que se indique lo contrario, que todos los indices son activos,

es decir I,(zg) = A. Las restricciones tangenciales de S en xy pueden ser reescritas de la siguiente manera.

Rs(zo) ={y € Y | (20;y) <0 (a € A), (z39) =0 (8 € B)}.

Definamos el conjunto I' por

I'={yeA|3yeRs(zo) 2 (2y;y) <0},

y el conjunto A = A—T'. Entonces las restricciones tangenciales de S en xg seran equivalentes a las restricciones

tangenciales del conjunto S* en xg, donde

S*={z| I.(x) <0 (ael), Ig(z) =0 (8 € AUB)}.
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Es decir, Rg(zo) es igual al conjunto
Rs+(z0) ={y €Y | (2a;9) <0 (a€T), (23;y) =0 (B€ AUB)}.

Lema 4.1.3. Si xg es reqular de S* entonces también es regular de S.

Demostracion. Como S* C S, por el inciso 2 del Lema 3.1.4 tendremos que Tg«(29) C Ts(xo). Por otro lado,

si xg es regular de S* entonces
Ts«(wo) = Rs+(x0) = Rs(z0) D Ts(x0),
por lo que
Ts* (xo) = Rs* (xo) = Rs(il,'o) = Ts(.’[o). O

Definamos al conjunto H por

H={yeY | (20;y) <0 (ax€Tl), (z3;9) =0 (8 € AUB)}U{0}.
Lema 4.1.4. H es un cono convero cuya cerradura H (relativa a 'Y ) es Rg(xo).

Demostracion. Verificar que H es cono convexo es trivial. Supongamos que h € H, entonces existe una
sucesién {h,} C H de forma que ||h — hg| tiende a cero si ¢ tiende a infinito. En particular h, tiende
uniformemente a h. Como z, estd en Y, es acotada. Tomemos M, > 0 de forma que |z, (t)] < M, para todo
t. Sea € > 0, por la convergencia uniforme existe N de forma que si ¢ > N entonces |hq(t)—h(t)| < ¢/M,(b—a).

De donde

b
(2yih— hy) = / oy (1) (1) — (1))t
b
< / [ (8): hrg(t) — hog(1))]
b
< / 12 (1) g () — hg(t)]dt
<

b
€
My——dt =
/a Mb—a)" "€

esto quiere decir que lim(z,; hq) = (z4; h), por lo que si v € A entonces
0 > lim(zy; hg) = (243 ),
q
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mientras que 0 = (z,;h) si v € B. Con esto obtenemos que H C Rg(z¢). Para verificar la otra contencién
notemos que, si y € Rg(xo) y existe 0 #£ h € H, entonces y + ch € H para toda constante ¢ > 0. Si definimos
hg =y + h/q es claro que hy y hq tienden a y y % uniformemente por lo que y € H. En caso de que el tinico

elemento en H es 0, entonces I' =) y H = Rg~(x0), por lo que {0} = H = Rg+(z¢) = Rs(z0). O
Lema 4.1.5. g es reqular de S si y sélo si H C Tg(xo). xg es reqular de S* si y sdlo si H C Ts+(xq).

Demostracion. Si xg es regular de S entonces H C Rg(xg) = Ts(xo). Por otro lado si H C Tg(zp) entonces
Rs(x9) = H C Ts(wg). Esta tltima contencién ya que el cono tangente es cerrado. La demostracién de la

segunda conclusién es andloga. O

Nota 4.1.6. En [19, p. 238] se hace notar que las restricciones tangenciales en x( asociadas al conjunto
K={yeY|[l(r) <0 (xeA) Ig(x) =0 (€ B)}
son equivalentes a las restricciones tangenciales en xg asociadas al conjunto
Ko={yeY|I,(x)=0(y€ AUB)},

en dimensién finita. Es facil ver que podemos ajustar la técnica que se utiliza para concluir que Ry (xg) =

RKO (130)
Lema 4.1.7. Si A # (), entonces los gradientes {z, | v € AU B} son linealmente dependientes.

Demostracion. Si A # ), por la nota anterior podemos aplicar el Lema 1.3.4 a los funcionales lineales
(245 - ) (v € AU B) para asegurar que existen multiplicadores Ay (v € AU B) de forma que A, > 0siy € A

y

> Az =0. O

yEAUB

Proposicion 4.1.8. Sixg es reqular de K entonces también es reqular de S. Si xg es reqular de Ky también

es reqular de K,S* y S.

Demostracion. Para demostrar la primer conclusién, por el Lema 4.1.5 basta ver que H C Ts(zg). Si H = {0}
la contencién es trivial. Sea 0 # y € H, entonces como xg es regular de Ky y € Ry, (z9) = Rk (x0), tendremos

que y € Tk (xo) por lo que existe {z,} C Ky {t,} CR' cont, =0y z, — z0/t; — y. Entonces

I (zq)

lim Y — lim IV(‘IQ) — I’Y(‘/EO)

q q q tq

= (zwy)'
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Como (zy;y) < 0 para v € I', podemos escoger gy de forma que I,(z4) < 0 si ¢ > go. Por lo tanto {z,} C S
si ¢ > go por lo que y € Ts(xg). Si o es regular de Ky, y y € H entonces y € Ry, (xo) = Tk, (x0) por lo
que podemos proceder como antes para verificar que H C T+ (xg), y de nuevo el Lema 4.1.5 nos asegurard
la regularidad de zg en S* que a su vez, por el Lema 4.1.3, nos garantiza la normalidad de zy en S. Para

verificar que la regularidad de K implica la de K notemos que

Rk (z0) = Ry (20) = Tk, (70) C Tk (20) C Rk (20),

por lo que Rg () = Tk (x0), donde la primera igualdad es por la Nota 4.1.6, la segunda igualdad se debe a la

regularidad de zg en Ky y las tltimas dos contenciones son por los Lemas 3.1.4 y 3.1.2 respectivamente. [

Nota 4.1.9. Como K, consta sélo de restricciones de igualdad, el Lema 4.1.2 con P = A U B nos asegura
que, si los gradientes {zg | § € A U B} son linealmente independientes, entonces z¢ es normal fuerte de Ky,

y por la Proposicién 3.2.4 regular de Kj.

Teorema 4.1.10. Si los gradientes {z, | v € AUB} son linealmente independientes, entonces A = () y xq es
reqular de S. Si A =0 y los gradientes {zg | 8 € B} son linealmente independientes, entonces xq es reqular

de S.

Demostracion. Por el Lema 4.1.7 debemos tener A = (), ya que de lo contrario los vectores {z, | v € AUB} no
pueden ser linealmente independientes. Por la nota anterior, g es regular de Ky, de forma que la Proposicion

4.1.8 nos asegura que xq es regular de S. La segunda conclusién se sigue trivialmente de la primera. O

Por ltimo para mostrar que normalidad de S implica regularidad de .S, reescribiremos la normalidad de una

forma equivalente a las hipétesis de la proposicién anterior.
Teorema 4.1.11. x¢ es normal de S si y sdlo si los gradientes {zg | B € B} son linealmente independientes
y existe un vector 0 £ h € Y con

(za;h) <0 (€ A)  (23;h) =0 (8 € B).

Demostracion. Primero supongamos que los gradientes {zg | 8 € B} son linealmente independientes y existe
un vector 0 # h € Y con las propiedades indicadas. Si A1, ..., A, son multiplicadores como en la definicién

de normalidad entonces

0= Z)WI;(Z‘O;h) = Z Ay (245 ) = Z)‘V(Z"Y; h).
y=1

=1 =1
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Como (zy;h) <0y Ay, >0siy el = A, debemos tener que A, = 0 si 7 € A. De esto que

m
Z (Azy;y) =0 paratodoy €Y,
r=q+1
por lo que Agy12g41 + -+ Ap2m = 0, y como z¢41, ..., 2y son linealmente independientes esto implica que

Ay =0 para vy € B.
Ahora supongamos que zg es normal de S. En particular haciendo A, = 0 para o € A, la 1inica solucién de

Agt1lgp1 (205 y) + -+ Ay, (203y) = 0,

para todo y € Y es A, =0 (v € B). Pero

0= )‘q+1Ic/1+1($0§y) + o A, (w03 y) = < Z szv?y>
r=q+1

para todo y € Y si y sdlo si
>\q+1zq+1 + -+ )\mzm = 0,

por lo que la tnica solucién a esta tltima ecuacién es Ag = 0 (5 € B). De esto que los vectores {23 | 8 € B}

son linealmente independientes. Més atin, A = () ya que de lo contrario existirfa una solucién de

> Az =0

yEAUB

con A, > 0si o € Ay distinta de cero, lo que por la hipétesis de normalidad no es posible. Entonces debe

existir h, con
(Za; ha) <0
para cada o € A. El vector h = hy + - - - 4+ hq cumple con lo que necesitamos. O

Teorema 4.1.12. Sea xg € S. Si xg es normal de S, también es reqular de S.

Demostracion. Notemos que la existencia de 0 # h € Y con las propiedades enunciadas en el teorema
anterior, es justamente que A = (). En vista de esto y del Teorema 4.1.11, la segunda conclusién del Teorema

4.1.10 puede ser reescrita como «normalidad implica regularidad». O
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4.2. Ejemplo

En esta secciéon daremos un ejemplo donde la teoria clasica no es suficiente para decidir si un extremo es o no

es solucién. Consideremos el problema de minimizar I(z) = Oﬂ/ ? [22(t) — 2%(¢)]dt sujeto a las restricciones

L) = [T a(t)dt <o,

(
L) = [7? [a(t) + @(t)]dt +2 < 0,
z(0) =1, z(xr/2) = —1.

En este cason =1,

f=a?—i? fo=2x fi=-28 few=2 foa=0 |[fiz=-2
fi==z fie=1  f1:=0 fiz2e =0 fiea =0 fizs=0
fo=x+i+4/m foo=1  foz=1  fora=0 fore =0 fo32=0

Definiendo la funcién

F=Ff+XMfi+Xf

=2 — %+ M+ Moz + 2+ 4/7),

la ecuacién de Euler-Lagrange

dF;

= FE
dt

toma la forma

AL+ A

i) + z(t) + 172 =0,
cuya solucién general es
A1+ A
x(t) = ¢y sen(t) + cg cos(t) — %
Por lo tanto
At A

1=2(0) =co
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A1+ A

71:‘T(7T/2):le 5
de donde
1= 12 21, c2:1+%_
Por otro lado
m/2
Li(z) = / [c1 sen(t) + cg cos(t) — #}dt
0
= c1[cos(0) — cos(m/2)] + eafsen(/2) — sen(0)] — 22122
TAL+ A
= + cy — 5 1 2 2

e
/2
I(z) = Ii(x) + / [c1 cos(t) — casen(t)]dt + 2
0
= c1[sen(m/2) — sen(0)] + cafcos(w/2) — cos(0)] + I (x) + 2
AL+ A
:Cl—CQ-i-Q-FCl-f—CQ—z ! 2.
2 2

Notemos que, si A\; =0 = )y entonces ¢c; = —1 y ¢co = 1 y el arco admisible

xo(t) = —sen(t) + cos(t)

satisface I1(xg) = 0 = Iz(xzo). En este caso S1(0,0) = S.

Veamos que x( es normal de S. Supongamos que A1 1] (zo;y) + A2 l5(x0;y) = 0 para cada y € Y y A1, A2 >0,

entonces

w/2 w/2 w/2 /2
M [ v [0+ a0 = ae ) [0 ns [ i

/2
= ue ) [yt =o
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La segunda igualdad es consecuencia de que foﬂ/ 2 y(t)dt se anula en Y. Como requerimos que la igualdad
se satisfaga para todo y € Y, A1 + A2 debe ser cero. Combinando este hecho con la condicién Ay, Ay > 0,
obtenemos que A\; = Ay = 0. Por otro lado, si eliminamos la condiciéon A1, Ag > 0, obtenemos que A\ = —Ag

son posibles soluciones no triviales, lo que quiere decir que zy no es fuertemente normal de S.

Finalmente notemos que la funcién y definida por

—t, te0,m/4],
y(t) =
—m/2+t, te€r/4,m/2]
es continua, satisface y(0) = 0 = y(7/2), I{(xo;y) < 0, Ii(xo;y) < 0y si definimos J(x) := foﬂ/Q F(z(t))dt,

entonces

/2
T (20, = / {52 (t) — 2 (t) it

/2

/4
:/ (t2—1)dt+/ ((t—m/2)? — 1) dt
0 T

/4
_ (/2
=3 —7/2 <0.

por lo que zy no es solucién.
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Capitulo 5

Generalizacién a Control Optimo

En este capitulo daremos un breve resumen sobre los resultados principales que involucran normalidad y
regularidad, para después abordar el problema de céomo trasladar nuestra nueva versién de normalidad al

contexto de control éptimo.

5.1. Resumen

Hagamos un recuento de los resultados mas importantes que hemos discutido hasta este momento que invo-

lucran normalidad y regularidad. Denotamos por £ el conjunto de elementos (xg, A) € S x R™ que satisfacen
1. A 20, /\aIa(IO) =0 (Ot € A)v
2. Si J:=1+3"", A\ I, entonces J'(xo;y) = 0 para todo y € Y.

Para (z9,A) € X x R™ consideremos los siguientes conjuntos de restricciones

So(zg) = {x € X | In(x) =0 (o € I,(x0) U B)},
S1(A) ={zeX. | Iu(z) <0 (xeTo(N)), Ig(x) =0 (B eTL(A)UB)},

S={reX.|I(z) <0 (ae A, Ig(x) =0 (8 € B)},
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junto con sus respectivos conjuntos de restricciones tangenciales en xg

Rs, (o) ={y €Y | Il (z0;y) =0 (a € I,(xo) UB)},
Rs, (z0) = {y € Y | IL(205y) <0 (a € Lo(w0) NTo(N)), Iz(zo;y) =0 (8 €T () UB)},

Rs(wo) = {y € Y | I3 (z0;y) <0 (a € La(0)), I5(zo;y) =0 (8 € B)},

donde I,(70) = {a € A | Io(z0) =0}, To(N) ={a € A | Ao =0} y T+(\) = {a € A | Ay > 0}. Notemos que
Rs,(20) C Rs, (z0) C Rs(xo).

Las condiciones necesarias basadas en la regularidad con respecto de Sp, S1(A) y S se pueden resumir de la
siguiente manera.

Teorema 5.1.1. Supongamos que (zg,A) € £ y xg es solucion local de P(S). Entonces los siguientes enun-

ciados son verdaderos.

a. Sixg es reqular de S, entonces I\ € R™ de modo que (xo,\) € £.

b. Si (xg,\) € € y zo es regqular de So(zo), entonces J"(xo,y) > 0 para todo y € Rs, (o).

c. Si(xg,A) € E y x es reqular de S1(N), entonces J"(xo;y) > 0 para todo y € Rg, (xo).
Con respecto a normalidad tenemos las siguientes definiciones.

m 9 € S es un arco normal relativo a So(zg) si Aala(z0) =0 (€ A) y Z,:nzl ML (205 y) = 0 para todo

y €Y implica que A = 0.

= 25 € S es un arco normal relativo a S1(A), 8 o, > 0, pala(zo) =0 (@ € To(N)) y Z:{nzl iy (z0;9) =0
para todo y € Y implica que p = 0.

= o € S es un arco normal relativo a S, si Ay, > 0, A\oln(20) =0 (0 € A) y Z:ﬂﬂ ML (z0;y) = 0 para

todo y € Y implica que A = 0.

Notemos que, si zp es normal relativo a Sy, entonces es normal relativo a Sy(\) con (xg,A) € £, y por lo
tanto normal relativo a S. Ademas, si zy es normal relativo a Sy, es decir s-normal relativo a S, entonces es

p-regular y por lo tanto regular de Sy, S1(A\) y S. En particular esto implica el siguiente resultado.

Teorema 5.1.2. Supongamos que (xg,\) € €. Si xy es solucion local de P(S) y es normal relativo a Sy,

entonces J" (xo;y) > 0 para todo y € Rg, (o).
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El resultado principal sobre condiciones necesarias de segundo orden es el Teorema 3.3.7, que puede ser escrito

como sigue.

Teorema 5.1.3. Supongamos que (xg, ) € E. Si xqy es solucidon local de P(S) y es normal relativo a Sy1(N),

entonces J" (xo;y) > 0 para todo y € Rg, (o).

5.2. El Caso en Control ()ptimo

El problema isoperimétrico de Lagrange con puntos extremos fijos en el contexto de control éptimo se plantea
como sigue. Denotemos por U, el conjunto de las funciones u : [a, b] — R? continuas a trozos y Z = X x U,,.
Supongamos que tenemos funciones L, L, : Rx R"xR? = Ry f: R x R" x R? — R" de clase C? en las

variables independientes (t, z,u). Definimos los conjuntos

D= {(z,u) € Z | &(t) = f(t,2(t) u(t)), ©(a) = Xa, 2(b) = X},

S=A{(z,u) € D| In(z,u) <0 (a€A), Ig(z,u)=0 (8 € B)},

donde X, y X, son puntos fijos en R™, A y B son conjuntos de indices como en los capitulos anteriores y los

funcionales I, estan definidos por

b
L) = [ Ly(ta(t) u(®)d.

El nuevo problema, que denotaremos por CP(S), es el de minimizar el funcional I(x,u) = f; L(t, z(t),u(t))dt
en el nuevo conjunto de restricciones S. Para cada pareja (zo,ug) € Z denotaremos por Zo(t) a la terna

(t,zo(t), uo(t)) € [a,b] x R™ x RP. Ahora definimos los conjuntos

Y ={(y,v) € Z [ §(t) = fa(Zo(0))y(t) + fulZo(®))v(t), y(a) =0 = y(b)}

Rs(zo,u0) = {(y,v) € Y | I},(x0,u05y,v) <0 (a € Ia(20,u0)), Ij(x0,u0;y,v) =0 (8 € B)},

donde I,(xg,ug) tiene el mismo significado que en las secciones anteriores, y para (zg,up) € Zy (y,v) €Y

b
I (w0, 03 9, v) = / (Lo (@o(D)y(t) + Lyu(Eo(D)o(t)}dt (v € AUB).
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Condiciones necesarias de primer orden para C'P(S) se enuncian como sigue (ver [18, p. 254, Teorema 2.1]

por ejemplo).

Teorema 5.2.1. Supongamos que (xg,ug) € S resuelve CP(S). Entonces 3 A\g > 0, A € R™

no se anulan simultdneamente para todo t € [a,b], y de forma que, junto con la funcidn
m
H(t,z,u,p) = (p; f(t,z,u)) — Ao L(t,z,u) Z At z, ),

satisfacen
1. Ao 20, /\ala(xmuo) =0 (Oz € A)

2. Los multiplicadores p;(t) son continuos en [a,b] y satisfacen

en los puntos (t,zo(t),uo(t),p(t)) para t en los intervalos de continuidad de .

3. Se tiene la desigualdad
H(t7 xo(t), u,p(t)) < H(t7 xO(t)a uo(t),p(t)),

para todo u en una vecindad de ug(t).
4. La funcion H(t,xo(t),uo(t),p(t)) es continua y satisface

dH
= _H
dt ¢

en los intervalos de continuidad de ug.

5. Hu(t,zo(t), uo(t), p(t)) =0 (¢ € [a,b]).

yp € X, que

De nuevo, sin pérdida de generalidad supongamos que todos los indices son activos. Normalidad para este

problema se puede definir como sigue (ver [18, p. 273], comparar con v-normalidad de la Seccién 2.4).

Definicién 5.2.2. Llamaremos a (xg,ug) € S normal fuerte si existen (Yo,vs) € Z (0 =1,...

de forma que y(a) =0, §(t) = fo(Zo(t))y(t) + fu(Zo(t))v(t) y el determinante

I (z0, u0; Yo, Vo) (v=1,....,m; i=1,...,n),

ye (D) (0=1,...,N),
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es distinto de cero.

Si en el Teorema 5.2.1 ademds suponemos que (zg,ug) es normal fuerte, podremos tomar \g = 1, y en este

caso los multiplicadores serdn tnicos (ver [18, p. 275, Teorema 7.2]).

Definamos ahora la segunda variacién del funcional I como

b
(oo, usiyeo) = [ 290t (0), o)t

donde
29Q(t,y,v) = (Y; Laa(To(1))y) + 2(y; Leu(To(t))v) + (v; Luu(To(t))v),

y las segundas variaciones de los funcionales I, estan dadas de manera andloga.
Definimos el nuevo conjunto de extremos &, como los elementos (xg, ug, A, p) € S x R™ x X que satisfacen las
condiciones (1), (2) y (5) del Teorema 5.2.1 con A\g = 1 (se define asi ya que la condicién 5 es consecuencia

de las condiciones 3 y 4). Al igual que en los capitulos anteriores, para (zg,ug,A) € S X R™ definimos el

conjunto

S1(A) ={(z,u) € D | Lo(z,u) <0 (a € Io(N)), Iﬁ(l’,u) =0 (Bely(N)UB)},

y su conjunto de restricciones tangenciales asociado

Rs, (z0,u0) = {(y,v) € Y | I (w0, u0;y,v) <0 (a € To(A) N Iu(wo,u0)), I5(20,u0;y,v) =0

(B el (A)UB)},

donde Ia(.CC(),UO) = {OL cA ‘ IQ(SCQ,’UJ()) = 0}7 Fo(A) = {O[ €A | Ao = 0} y F+(>\) = {Oé cA | Aa > 0}

La condicién clésica de segundo orden para C' P(S) que aparece en [18, p. 285, Teorema 9.1] puede ser reescrita

de la siguiente manera.

Teorema 5.2.3. Supongamos que (g, up) es solucion local de CP(S) y es normal fuerte. Si X y p son los

unicos multiplicadores con (g, ug, \,p) € € y definimos la funcion K y el funcional J por
b
K(ta Zz, U) = _H(tv L, uvp(t)) - <p(t)7 JJ>, J(Z‘, ’LL) = / K(t7 Z‘(t), u(t))dt + C’

donde H es como en el Teorema 5.2.1 con \g = 1 y C = (p(b), Xp)—(p(a); X,), tendremos que J" (xo,uo; y,v) >

o7



0 para todo (y,v) € Rg, (xo,uo)-

Para definir normalidad relativa a S de manera semejante a la Definicién 3.3.5, fijemos (zo,ug) € Sy

definamos los siguientes funcionales lineales en Z
F"/(Z‘/?“) = I'/y($07u0; y,'U) (’Y = 17 e 7m)a

iy, 0) =y () (i=1,....n).

Notemos que la Definicién 5.2.2, por el Lema 1.3.1, es equivalente a la independencia lineal de estos funcionales

en el espacio vectorial real definido por

Yo ={(y,v) € Z | 9(t) = fu(Z0(t))y(t) + fu(Zo(t))v(t), y(a) =0},
por lo tanto, permitiendo de nuevo indices inactivos, una forma natural de extender la Definicién 3.3.5 es la
siguiente.
Definicién 5.2.4. Diremos que (zo,uo) € S es normal relativo a S si la inica solucion X € R™*" al sistema
S-1) Ao >0, Aolo(x0,u0) =0 (a0 € A),
S-2) Zm+n)\ F,(y,v) =0 para todo (y,v) € Y,
es A=0.

Con esta definicién, es natural preguntarnos si podemos extender el Teorema 3.3.7 al caso de control. En las
siguientes secciones demostraremos que es posible llevar acabo esta tarea. Explicitamente, el resultado que

queremos demostrar es el siguiente.

Teorema 5.2.5. Supongamos que (xo,ug) es solucidn local de CP(S). Si A y p son multiplicadores con
(zo,up, \,p) € &, (xo,up) es normal relativo a S1(\) y definimos J como en el teorema anterior, entonces

tendremos que J" (xq, uo;y,v) > 0 para todo (y,v) € Rs, (zo,uo).

5.3. Dos Nociones Equivalentes de Normalidad Débil

Recordemos que los elementos del conjunto de extremos & son las ternas (z,u,A,p) € S x R™ x X que

satisfacen los incisos (1), (2) y (5) del Teorema 5.2.1 con Ay = 1. Explicitamente estas condiciones son

E-1) Ao >0, Molo(z,u) =0 (0 € A),
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£-2) p(t) = —f7(@®)p(t) + Ly(2(1) + 3011 M L3, (E(1),
€-3) fu(@()p(t) = Ly((1) + 32021 Ay L3, (£(1).

En gran parte de la literatura de suficiencia para distintos problemas de control ( [10,17,32] por mencionar
algunos), la normalidad se define en términos de la solucién de un sistema equivalente al de arriba cuando el

multiplicador de la funcién de costo Ag es igual a cero. Una definicién anédloga a estas seria la siguiente.
Definicién 5.3.1. Diremos que (xo,uo) € S es d-normal si la dnica solucion (A, p) € R™ x X al sistema
d-1) Mo 20, Aola(z0,u0) =0 (o € A),

d-2) B(t) = —F2(Fo()p(t) + STy Ay L, (F0(1)),

4-3) Fi@(O)p() = Xy AL, (Fo(t),

esp=0yA=0.

Por lo tanto nos preguntamos cémo se relaciona esta nueva definicién con la Definiciéon 5.2.4 de normalidad

relativa a S. A continuacién veremos que, en efecto, son equivalentes.
Teorema 5.3.2. Sea (zo,ug) € S. Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. (xo,u0) es normal relativo a S.

2. (zo,uo) es d-normal.

Demostracion. Supongamos primero que (xg,ug) es normal relativo a S y tomemos (A,p) € R™ x X que
satisface (d-1), (d-2) y (d-3). Queremos probar que (A, p) = (0,0). Sea (y,v) € Y, arbitrario, al multiplicar por

la izquierda a (d-2) por y*(¢), a (d-3) por v*(t), y despejando la sumatoria en (d-2) llegamos a las ecuaciones

y*(0) 3 A L3, (Fo() =y (OP(E) + ™ (0) £ (Fo(£)p(0), (5.3.1)
0" (6) 3 A L (F0(8)) = 0" (0 £ (@o(t))p(0): (5.3.2)
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Integrando ambas ecuaciones en [a, b] y luego sumédndolas obtenemos que

b
4 @0+ 5 O£ Go(0(o) + o (OF GO0}t
b m m
= [ O AL Go(0) + 07 () YN Lot
. y= =
= Y [ OM L Go(0) + 0T (OO0 L o)t
=14

m b
= Y0 [ (L Go®)(0) + Lo®)e(o)}ds

NE

)\’YF’Y(ya v).

2
Il
—_

Por otro lado podemos reescribir la primera integral como

ya que, como (y,v) € Yq, y*(a) = 0 para i = 1,...,n. Entonces, si definimos \,1; :== —p'(b) (i = 1,...,n),

tendremos por lo anterior que

n m—+n

0= MFy(y,v) = Y ¢ 0P (d) = Y A\F,(y,v)

=1

para todo (y,v) € Y, por lo que A € R™*" satisface (S-2). Como (d-1) es exactamente (S-1) y (xq,uo) es
normal relativo a S, se tiene que A = 0. Es decir, \, =0 (y =1,...,m) y p'(b)) =0 (i = 1,...,n). Como
esto transforma la ecuacién (d-2) en una ecuacién lineal homogénea de la cual p es solucién, el inciso (2) del

Teorema 1.3.7 nos garantiza que p = 0.

Supongamos ahora que (zg, ug) es d-normal y A € R™" satisface (S-1) y (S-2). Definamos p como la tnica
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solucién de la ecuacién diferencial lineal (d-2) con condicién final p*(b) = —Ayyi (i = 1,...,n). De nuevo,
multiplicando por la izquierda a (d-2) por y*(¢) e integrando llegamos a la ecuacién (5.3.1). Si (y,v) € Y,

por (S-2) y lo anterior tendremos que

m—+n n
0= Z A Fy (v / Z{y )AL L2, (F0(8)) + 07 (DA L2 (Fo() Yt + 3 Aty ()
@ i=1
- / [ (OP(E) + 5 ()£ Folt))p(t) i + / ZA Eru(ao(0)dt = 30 00

b m n
= [ @30 + 5" ® - v O1 @) o0}t + / 03 M@0 = 3 O

b

b b n

= [ @it + i opol - [ o OGO+ / (1) 30 A Lol — 39 (B )
b m

- [ v [Z ML (1)~ J: (fzo(t))P(t)] 2

Como para cada v € U, existe y € X de forma que (y,v) € Y,, tendremos que

b m
0= / v*(t) lz A L2 (Zo(t) — f2 (io(t))p(t)] di
a =1

para todo v € U,, lo que implica la igualdad
DALy (E0(t) = fi(Fo(D)p(t)
~y=1
para todo t € [a,b]. Esto es precisamente (d-3) y, como (A,...,\n) v p también satisfacen (d-1) y (d-2),

tendremos que A\, =0 (y=1,...,m) y p=0, lo que a su vez implica que A = (A1,..., Apyn) = 0. O

Notemos que la definicion del conjunto de extremos &£, en principio, no es anédloga a la definicién del conjunto
de extremos para el caso en cédlculo de variaciones. Una extension natural de esta iltima al caso de control

seria la siguiente.
Definicién 5.3.3. Definamos al conjunto € como las parejas (xg,up, \) € S x R™*" de forma que
E-1) Ao >0, Modo(z0,u0) =0 (a € A),

£-2) 8i G :=I'(x0,u0; ") + Zm+")\ F,, entonces G(y,v) = 0 para todo (y,v) € Y.
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Cambiar el sistema de ecuaciones (d) por (£) y el sistema (S) por (€) en la demostracién del Teorema 5.3.2

probara el siguiente resultado.

Teorema 5.3.4. Si (zg,ug) € S entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si (wg,u0, \,p) € & entonces (wg,ug, (N, —p*(b),...,—p"(b))) € £.

2. Si(xq,ug,\) € € entonces existep € X con p'(b) = —Apmas (i = 1,...,n) y de forma que (g, ug, (A1, ..., Am),p) €
E.

El Teorema 5.3.4 nos permite trabajar indistintamente con cualquiera de los conjuntos de extremos.

Recordemos que, para (zg,ug, A,p) € &, el funcional J definido en X que satisface la condicién clésica de

segundo orden (ver Teorema 5.2.3) estd definido por
J () / Kt 2(t), u(t))dt + C
—/’%4 +§jAth u(t)) - @@J@x@w®»QW%MM}ﬁ+C
(/{Htx u(t), A p(t)) + (5(8), 2)}dt + C.

donde C = (p(b); Xp) — (p(a); X4). Si (x,u) € S se puede verificar facilmente que

J(x,u) = I(z,u) + Y AL (x,u). (5.3.3)

~y=1
Tenemos la siguiente proposicion que sera fundamental mas adelante.
Proposicién 5.3.5. Sea (xo, ug, A\, p) € €. Entonces J'(xo,uo;y,v) = 0 para todo (y,v) € X X Up,.

Demostracion. De la definicién de J tenemos que
Taosu ) = [ (K EoODE) + Ko o))}
pero como (zg, ug, A, p) € € se dan las igualdades
Ko (olt)) = —Ha(ts0(6), u0(6), A, (1)) — 5(8) = 0, Kulio(t)) = —Ha(t, z0(t),uo(6), A p(t)) = 0

con lo que el resultado queda probado. 0

62



5.4. Las Variaciones Como Diferenciales

En esta seccion demostraremos que la primera y segunda variacién definidas en la seccién anterior son las

diferenciales de primer y segundo orden de los funcionales I, I, para una norma adecuada.

Consideremos a Z = X x U, como espacio vectorial real normado, con la norma definida por
(@, w)l| = [l + ffull,

donde la norma ||z|| en X es la norma débil de la Definicién 1.2.1, y la norma |ju| en U, es la norma del

supremo

lull = sup [u(t)].
<b

a‘__

Nota 5.4.1. Es claro que con esta norma una sucesion {(xy, ux)}32; C Z converge a un elemento (z,u) € Z

si y solo si xj converge a x en la norma de X y uy converge a u en la norma de U,.
La siguiente proposicion es fundamental para extender lo que hemos hecho en los capitulos anteriores.

Teorema 5.4.2. Sea I el funcional integral en Z definido por I(x,u) = f: L(t,x(t),u(t))dt. Entonces para
(zo,up) € Z, los funcionales lineales I'(xg,up;-) e I"(xo,up;) definidos anteriormente, son la primera y
sequnda diferencial del funcional I con respecto de la norma en Z, es decir, se cumplen las formulas de

Taylor de primer y sequndo orden

I(z,u) = I(xg,u) + I'(zo,u0; & — o, u — ug) + Ri(z — T, u — ug)

1
I(z,u) = (20, ug) + I' (w0, uo; 2 — o, u — ug) + 5]”(x0,uo;z — g, u — up) + Ro(x — xo,u — up),

donde Ry y Ry satisfacen

I Ryi(x — z0,u — up) —0 ™ Rz(xfﬂl‘o,ufuo)2 —o
(z,u)—(zo,u0) ||(l‘ — T, U — U())H (z,u)—(zo,u0) ||({,E — T, U — ’LL())H

Demostraremos esta proposicién a través de varios lemas, generalizando el método de [18, Capitulo 2, Seccién
6] para mostrar lo mismo en el caso de célculo de variaciones. Para esto fijamos un punto (zg,up) € Z y
definimos el conjunto F por

Fi={(two(t)uo(t)) | ¢ € [a, 1]}
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Nota 5.4.3. Recordemos que seguimos usando la convencién de representar a los puntos wug(t+) y uo(t—)
Unicamente por ug(¢) en un punto esquina t de ug. Esto nos garantiza que F es un conjunto cerrado. Ademds,

como (zg,ug) € Z, F también serd acotado, por lo que es un conjunto compacto.

Lema 5.4.4. Sea S vecindad abierta y acotada de F. Entonces existe p > 0 de forma que la p-vecindad de

F estd contenida en S. En particular si ||(x,u) — (2, uo)|| < p entonces (t,z(t),u(t)) € S.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, para cada p > 0 existe ¢, € [a, b] de forma que la p-vecindad
de Zo(t) no estd contenida en S. De esto podemos construir una sucesién {Zo(tx)}e>, C F de forma que
existe otra sucesién {h;}72,; C S° con

. 1
|{E0(tk) — hk‘ < E

Como {Zo(tr)}72; es una sucesién en un compacto, tiene una subsucesion que converge a un elemento f € F,

a la que por simplicidad llamaremos del mismo modo. De esto obtenemos que
f = lim fo(tk) = lim hk,
k—o0 k—o0

pero como {hy }52 ; es una sucesién en el conjunto cerrado S¢, el limite debe de estar también en ese conjunto,

lo que contradice el hecho que f € F. O

Lema 5.4.5. Representemos por P a L o a alguna de sus derivadas parciales de orden menor o igual que 2.
Entonces

(z,u)lir&o,uo)P(t’w(t)’“(t)) = P(t,z0(t), uo(?))
uniformemente en a <t < b.
Demostracion. Tomemos al conjunto S como una vecindad abierta y acotada de F. Entonces S, la cerradura
de S, es un conjunto compacto. Como P es continua, es uniformemente continua en S, es decir, para todo
€ > 0 existe § > 0 de forma que

|P(t7xau) *P(S,”U,”LUH <e si \(t,x,u) - (s,v,w)\ <9d Yy (t71'7u)7(53vaw) €S.

Sean € y 0 como arriba y p como en el lema anterior. Tomemos 7 := min{J, p} y (z,u) € Z de forma que
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|(z,u) — (zo,uo)|| < n. Entonces para todo t € [a, b] tendremos que

(¢, z(t), u(t)) — (L, 2o(t),uo(t))| = [(2(t) — zo(t), u(t) — uo(t))]
< z(t) — zo(t)| + |u(t) — uo(t)]
<z — ol + [lu — uo|

= [[(z,u) = (2o, wo)|| < &
v (t,x(t),u(t)) € S para todo t € [a,b]. Por lo tanto para todo t € [a,b] se cumple la desigualdad
[Pt x(t), u(t)) — P(t, zo(t), uo(t))| <e,

que es lo que queriamos demostrar. O

Lema 5.4.6. Para todo € > 0 existe § > 0 de forma que

‘Il(x()auo;y»v) - I/(x7u;y7v)‘ < EH(y,U)”

1" (o, w0y, v) — 1" (z, usy,v)| < el (y, ),
para todo (y,v) € Z y (z,u) con ||(x,u) — (xo,u0)|| < 9.

Demostracion. Por el lema anterior, dado € > 0 existen §; > 0 (¢ = 1,...,n), de forma que, para todo

t € [a,b] se cumple la desigualdad

€
| fai (8, 2(t), u(t) = foi (t, 2o (1), uo(t))] < n—a)
si ||(z,u) — (zo,u0)|| < J;. Similarmente existen §; > 0 (j = 1,...,p) de forma que, para todo t € [a,b], se
cumple la desigualdad
€
i, x(t),ult)) — fui(t,xo(t), up(t ,
| fur (&, (), u(t)) — fus (£, 20(t), uo(t))] < o0 —a)
si||(z,u) — (zo,u0)|| < 6. Definamos ¢ := min{4;,d; | ¢ =1,...,n; j =1,...,p} y tomemos a (z,u) € Z

con |[(x,u) — (xo,up)|]| < 0 y a (y,v) € Z arbitrario. Recordando que Z(t) y Zo(t) representan las ternas

(t,z(t),u(t)) vy (t,20(t), uo(t)) respectivamente tendremos que
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{[L2(2(1)) = La(Zo(0)]y(8) + [Lu(2(t)) = Lu(Zo(t))]o(t) }dt

| (z0, w05 y,v) = I'(x,u;y,v)| =

n b
<3 [ I G0) - Lol (0t
1= X \
+3° [ 1L @) — Los(Eole)) o5 (o) de
j=17a
n b € p b €
<3/ e | sl

=gy W0~ @)+ sl (6~ a)

e(lyll + [lvll) = €ll(y, )1,

con lo que demostramos la primera desigualdad.

Para mostrar la segunda desigualdad, definamos la norma de una matriz A = (a;;) por
Al = Jagl.
i,J

Con esta definicién es claro que si b es un vector que se puede multiplicar por la derecha, entonces | Ab| < | A|[b|.

Por el lema anterior existen d1,02 y d3 nimeros positivos de forma que, para todo t € [a, ]

|fmm(i'(t)) - fmm(i'()(t)” <

€ .
st () = (w0, w0)] < i,

ol (1)) = faulo(®)] < 3 st [wu) = (w0, u0) | < b2

|fuu(£(t)) - fuu(‘%O(t)N <

€ .
si ||(z,u) — (o, uo)|| < d3.
b—a
Para ver que existe d; con estas propiedades, usamos nuevamente el lema anterior para asegurar la existencia

de §;; >0 (i, =1,...,n) de forma que

|fzizj (‘%(t)) = fuiai (jo(t)ﬂ < m

si |[(z,u) — (zo,u0)| < dij,

por lo que, si definimos §; := min{d;; | 4,5 = 1,...,n} y tomamos ||(z,u) — (zo,uo)|| < 01, tendremos que
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para todo ¢ € [a, b]

n

| fea(@(t)) = foa(@o(8))] = D [ friad (2(2)) = faizs (F0(t))| <

4,3

€

b—a

La existencia de d3 y d3 se pueden verificar de forma similar. Ahora definamos § := min{dy, 2,03}, M (¢t) :=
Joa(Z(1)) = fau(@o(t)), M2(t) := fou(2(t) — fou(Zo(t)), M3(t) := fuu(Z(t)) — fuu(Zo(t)) y tomemos (z,u) con
|(z,u) — (zo,u0)|| <0y (y,v) € Z arbitrario. Entonces para todo t € [a, b] tendremos que

|I”(x,u;y,v) - I//(I’(),U(); y7v)| =

b
/ {{y(®); Mi()y(t)) + 2(y(t); M2(t)v(t)) + (v(t); M3 (t)v(t)) }dt

IN

b b
[ s dn@uniae +2 [ Mool
+ / | (w(t): Ma(to(t)) e
b b
< [ WOyl [ oI
+ / o) 1M (£)o (1) dt
b b
< [ n@lv@Pa2 [ el
+ / M ()] o)t
b

b b
€ 2 € € 2
— dt + 2 — dt dt
< [ g=attarez [ il + [ ol

= e(llyl* + 2llylllvl + lv]*) = ell(y, )11,

con lo que demostramos la segunda desigualdad. O

Estamos listos para demostrar el Teorema 5.4.2.

Demostracion del Teorema 5.4.2. Definamos la funciéon G por

G(e) := I((zo,uo) + €(x — xo,u — ug))

para 0 < € < 1. Usando la formula de Taylor de primer y segundo grado para G alrededor de 0 y haciendo

(z,w) = (x — zp,u — ug) obtenemos que

I(z,u) = I(xg,uq) + I'(x0,u0; 2, w) + Ri(z,w),
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1
I(z,u) = I(x,uo) + I' (w0, uo; 2, w) + ifll(xo,uo; z,w) + Ra(z,w)

y, como f es de clase C? podemos tomar a los residuos de la forma

1
Ru(z,w) = / (G'(6) - G'(0)}d

Ra(z,w) = /O (1 0){G"(0) — G"(0)}db

que se convierten en

Ri(z,0) = /0 {I'((xo, uo) + 0(2,w); (2,w)) = I'((x0, uo); (2,w)) }df

Ro(z,w) = /0 (1 —0){I"((xo, uo) + 0(2z,w); (z,w)) — I"((zo,u0); (2, w)) }d.

Por lo tanto, tomando € > 0 arbitrario y 6 > 0 como en el Lema 5.4.6 tendremos que

(e del_

=€
[z, w) [[(z,w)

Yy
Ry(z,w) | _ ell(zw)]? _
1wl Izw)l?

si ||(z,w)]| = |[(x — zo,u — up)|| < 4§, lo que prueba las igualdades

lim Ry(x — zo,u — up) —0 v ‘m Rz(«’L’—Io,U—uo)2 —0,
(z,u)—(zo,u0) H(CL‘ — X, U — UO)H (z,u)—(zo,u0) ||(.%' — X, U — UO)H
que es lo que queriamos demostrar. O

5.5. Extension de Resultados Previos

En esta secciéon veremos que algunos resultados criticos para la demostracién del Teorema 3.3.7 tienen su

analogo en el contexto de control.

Comencemos definiendo los conos curvilineos y secuenciales como en la Seccién 3. Aunque estas definiciones

son aplicables a conjuntos arbitrarios, nosotros estamos interesados unicamente en estudiar las propiedades
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de los conos tangentes del conjunto de restricciones S.
Definicién 5.5.1. Sea P C Z.

1. El cono tangente curvilineo Cp(xo,ug) del conjunto P en el punto (zg,up) € P estd definido por

O’P(‘TO’UO) = {(y7v) €7 | 3[6 >0, (JC(-,E),’LL(~,€)) epP (0 Se< 6)} > It('v')7 ‘TG("')’ xt€('7')7 u(?) Y

ue(+,r) son continuas a trozos en t, (x(-,0),u(-,0)) = (zo,up) ¥ (zc(-,0),uc(-,0)) = (y,v)}.

2. El cono tangente secuencial Tp(xo,ug) (0 simplemente cono tangente) del conjunto P en el punto (zg,ug) €
P estd definido por
To(an,uo) = { (1) | 3Hta}2s © R, {(on )i € P13

th—=0 y (xk’uk)t_k (7o, u0) _, (yyv)}~

Proposicién 5.5.2. Si (zg,up) € S entonces Cs(xg,ug) C Rs(xo,u0) y Ts(xo,ug) C Rs(xo,uo)-

Demostracion. Demostremos la primera contencién. Sean (y,v) € Cg(zo,up), § > 0y (z(-,€),u(-,¢)) € S
como en el inciso (1) de la definicién anterior. Primero notemos que, como (z(-,€), u(+,€)) € S, las funciones
x(a,€) y (b, €) son constantes para todo 0 < € < 4, por lo que y(a) = x.(a,0) = 0 = z(b,0) = y(b). Adem4s,

al derivar con respecto de € y evaluar en ¢ = 0 la igualdad %(t,€) = f(¢, (¢, €),u(t, €)) obtenemos que

jje(tv O) = fm('%O(t))xe(t’ 0) + fu(iO(t))ue(t’ O)a

y, como nuestras hipdtesis en z(-,-) y sus parciales implican la igualdad de las parciales cruzadas (ver por

ejemlo [11] o [25]), obtenemos que
y(t) = fa(Zo(0)y(t) + fulZo(t))v(?),

por lo que (y,v) € Y. Ahora definamos las funciones g,(e) := I, (z(-,€),u(-,€)) (v € I,(zo,uo) U B). Si

v € Io(xo,up) entonces g, tiene un méximo local en € = 0, por lo que

0> ¢.,(0) = I (0, u0; Y, v).
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Si vy € B la funcién g, es constante en 0 < e < 4, por lo que
0= ¢.,(0) = I (0, u0; Yy, v).

Con esto terminamos de probar que Cg(zg,ug) C Rg(xg,ug). Para probar la segunda contencién tomemos
(y,v) € Ts(xo,uo), {tr}22; C RT y {(@k, ur)}32; C S como en el inciso (2) de la definicién anterior. Como
(zx — xo, ur, — up)/tx tiende a (y,v) en la norma de Z, en particular tendremos que

zg(a) — zo(a)
Tk

2k(b) — o (b)

0 — y(b)

—yla) y

¥, COmo zy y xo tienen los mismos puntos extremos para todo k, y(a) = 0 = y(b). Fijando (¢, zo(t), uo(t)),

por el desarrollo de Taylor de primer orden de f alrededor de (z¢(t), ug(t)), existe Ry de forma que

ft 2 (t), u(t) = f(@o(t) + fo(Zo(t)(@k(t) — 0(t)) + fu(Zo(t)) (ur(t) — uo(t))
+ Ri(zk(t) — 2o(t), ur(t) — uo(t)),

y R satisface
Ri(x — zo(t), u — up(t))

lim =0.
(z,u)= (2o (t),u0 () [(z — z0(t), u — uo(t))]

Entonces podemos escribir

Tr(t) —2o(t) [t 2k(t),ur(t)) — f(t,zo(t), uo(t))

ty ty

= ruan(e) | 2020 oo |

Ry (2 (t) — wo(t), un(t) — uo(t))
ty

uk(t) = uo (t)]

tk

+

y, tomando el limite cuando k tiende a infinito en ambos lados de la ecuacién obtenemos que

y(t) = fa(Zo(0)y(t) + fulZo(t))v(t),

Ty — o Ty — To . Up —Ug
- Y, — Yy
ty 143 ty

ya que por definicién de convergencia en Z, — v de manera uniforme
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en [a, b], ademds

1 Ba(ee(t) —ao(t), un(t) —uo(®) _ . Balww(t) = zo(t), ur(t) —uo(t)) [(2x(t) — 2o (?), ur(t) — uo(t))|
e t koo |(@r(t) — zo(t), ur(t) — uo(t))] th

= 0-[(y(t),v(t))| = 0,

por lo que (y,v) € Y. Por otro lado, dividiendo la férmula de Taylor de primer orden del Teorema 5.4.2 entre

ty, tendremos que, para cada v € I,(zo,up) U B

I (xp,ug) — I, (xg,u T — Ty Up — U Ri(xr, — zo,up, —u
(T, uk) +(20,uo) :I; o, Uo: k 07 k o) . 1 (7, 0, Uk 0)
i 17" 122 123

y, como (zp,ug) € S para toda k, tomando el limite cuando k tiende a infinito de ambos lados de la igualdad

obtenemos que

siy € Io(zo,u0) y
si v € B. Esto completa la demostracion. -

Nota 5.5.3. Para llegar a las igualdades del lado derecho de los dos limites de arriba se usé la continuidad

de los funcionales lineales I,’Y(xo, up; ) en el espacio Z. Este hecho no es dificil de demostrar.
Esta proposiciéon nos permite definir nociones de regularidad similares a las dadas en las Secciones 2 y 3.
Definicién 5.5.4. Sea (xg,up) € S.

1. Diremos que (zg,up) es p-regqular si Cs(xo,ug) = Rs (o, ug).

2. Diremos que (xo,uq) es reqular si Ts(xg,up) = Rs(xo,up)-

Veamos ahora que podemos extender inmediatamente los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3 (Teoremas 5.5.5 y 5.5.6

respectivamente) mediante el Teorema 5.4.2.

Teorema 5.5.5. Supongamos que (zg,ug) € S es regular de S y resuelve CP(S) localmente. Entonces
existe A € R™™ con (z0,up,\) € E. En particular, por el Toerema 5.3.4, existe p € X de forma que

(a:o,uo, ()\1, .. .,)\m),p) eé.

Demostracion. Tomemos (y,v) € Ts(xo,uo), {tx}3>; C RT y {(zk, ur)}32; C S como en el inciso (2) de la

Definicién 5.5.1. Para valores grandes de k tenemos que I(zg.ug) > I(xq,up). Por el Teorema 5.4.2
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I 1
0< lm L&) = (@0, u0) = I'(w0, u0; ¥, v),
1—00 tk

por lo que la regularidad nos asegura que I’ (xg, ug; y,v) > 0 para todo (y,v) € Rg(xo,uq). Pero Rg(xo,uo)

se puede reescribir como
Rs(zo,u0) = {(y,v) € Yo | Faly,v) <0 (@€ A), Fs(y,v) =0 (B=q+1,...,m+n)}

por lo que el Lema 1.3.3 nos da el resultado deseado. O

Nota 5.5.6. De la demostracion del teorema anterior podemos concluir que, si (xg, ug) es una solucién local

de CP(S) entonces
Ts(zo,u0) C Rs(xo,u0) N {(y,v) € Y | I'(z0,uo;y,v) > 0}.

El siguiente resultado es una generalizacién directa del Teorema 3.3.3 ya que este 1ltimo es el caso particular

cuando f(t,x,u) = u.

Teorema 5.5.7. Sea (xg,ug) € S solucion local de CP(S) y (A, p) € R™ xX con (xg, up, A\, p) € €. Entonces

para J definida como en la Seccion 5.3 tendremos que
J" (20, u;y,v) >0 para todo (y,v) € Ts, (xo,up)-

Demostracion. Sean (y,v) € Ts, (zo,uo), {te}72; C RT y {(@k, ur)}32; € S1(A) como en el inciso (2) de la
Definicién 5.5.1. De la igualdad (5.3.3) tenemos que I(x,u) = J(z,u) para todo (z,u) € S1(A). Por otro lado,

del desarrollo de Taylor de segundo orden del Teorema 5.4.2 obtenemos

1 J —J y 2 — -
,J//(I()’uo;y,v) — lim (Jfk,’dk) (.130,’[10) 2($0,U0,J}k Zo, Uk U’O)
2 k—o0 tk

I(l’k, ’U/k) _ I(:C07 UO)
k— o0 ti

>0
ya que, por la Proposicién 5.3.5, J'(xg, uo; T — o, ux — ug) = 0 para todo k, mientras que para k suficiente-
mente grande I(zy,ug) > I(zg,up) por ser (zg, ug) solucién local. O

Como ocurrié en el caso en célculo de variaciones, el teorema anterior y la afirmacién «normalidad de S
implica regularidad de S» aplicada a S;(\) probardn el Teorema 5.2.5. La siguiente seccién se encargard de

probar la afirmacién anterior con nuestras nuevas definiciones en control, mientras que en la ultima seccion
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se da una demostracion alternativa del Teorema 5.2.5 sin recurrir al Teorema 5.5.7.

Recordemos que un resultado critico en la demostracién de que normalidad implica regularidad en el caso
del calculo de variaciones fue el Teorema 3.2.4. A continuacién veremos que este resultado sigue siendo cierto

en control, aunque la demostracién se torna mas complicada.

Teorema 5.5.8. Supongamos que S estd dado unicamente por restricciones de igualdad y (xo,ug) € S es un
arco fuertemente normal de S. Entonces Cs(xg,ug) C Ts(xo,uo). En particular, para S definido dnicamente

con restricciones de igqualdad, p-reqularidad implica regularidad.

Demostracion. Sea (xg, ug) normal de

S ={(z,u) | Is(z,u) =0 (5 € B)}

con B ={1,....,m}y (y,v) € Cs(xp,up). Por la demostracién de [18, Teorema 7.1], podemos tomar a
(z(-,€),u(-,€)) € S (0 < e <) como en la definicién de Cg(xg, ug) por

m—+n

ult,€) = ug(t) + ev(t) + Y Bo(€)v(t),

donde los elementos (yq,v,) € Y, son como en la Definicién 5.2.2 y z(t, €) es la tnica respuesta de u(t, €) (es
decir la tnica solucién de la ecuacién diferencial @(t, €) = f(t, z(t, €),u(t,€))) que une los puntos extremos de
7. Ademés B es de clase C? en 0 < e <y B,(0) = 0= B.(0).

Definamos las siguientes funciones con dominio [a,b] para k suficientemente grande,

ug = u(-, 1/k) g = z(-, 1/k)

u(-,€) —uo(-) o) = z(€) — 330(')7

€ €

w(- €)=

las constantes t, := 1/k y la sucesién {(z, wy)}72; C Z, donde 2y, := z(-,1/k) y wy, := w(-, 1/k). Claramente
(zk,up) estd en S para todo k, por lo que si verificamos que 2y tiende a y en la norma de X y wy, tiende a v
en la norma de U, tendremos que (y, v) estard en Ts(xg, ug). Para probar esto se tiene que mostrar que las

convergencias zr — Y, 2 — U ¥y wr — v son uniformes en [a, b].

Primero veamos que wy — v uniformemente en [a,b]. Para esto notemos que, como v, € U, existe M > 0

de forma que |v,(t)] < M para todo o =1,...,m+nyt € [a,b]. Entonces
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m4n m+n

ug(t) — uo(t) S oot By (1/k)vs (1) B, (1/k) By (1/k)
T ‘”(“':| 17k S; [0 <2 |7 R
y como
lim ‘B"(l/k)’: lim ‘B"(l/k)_B"(O)‘ = B! (0) =0,

1/k

para cada n > 0 existe N > 0 de forma que, si k > N,

k—oco k—oco

1/k

UL

1/k (m+n)M
para todo o = 1,...,n + q. Entonces si k > N
m—+n n
t)—v(t)| < — M =
u(®) = v(O)] < 3 M =

o=1
para todo t € [a, b], que es lo que querfamos demostrar. Desgraciadamente a diferencia de u(-,-), no conocemos
explicitamente a z(-,-), por lo que para demostrar que z; tiende uniformemente a y tendremos que basarnos

en teoremas de dependencia continua de pardmetros para ecuaciones diferenciales ordinarias.

Restrinjamos el dominio de f al conjunto S, donde S es una p-vecindad del conjunto F definido en la seccién
anterior. Como f € C? existe My > 0 con |f”(t,z,u)] < M; para todo (t,r,u) € S, ya que la segunda
derivada de f

78 — Lo(RMTPHL x RTPTL RM)

es una funcién continua del compacto S al espacio normado de las funciones bilineales continuas con dominio
RHPHL x R?P+L y rango R”. Gracias a esto podemos usar el Teorema de Taylor con resto de Lagrange [8, p.

263, Teorema 7.24] para obtener que, para todo (tg, 2o, ug) € S existe una funcién R(tg, 2o, uo; -) que satisface

f(t,z,u) = f(to, o, u0) + fi(to, o, uo)(t — to) + fu(to, o, uo)(® — w0) + fulto, o, uo)(u — up)

+R(t(],$0,uO;t—to,l’—.’Eo,u—U(]) (551)
para todo (t,z,u) € R"P*! y ademds, se satisface la desigualdad

M
|R(t(),$0,UO; t— t(),{I? — Ty, U — ’LL())‘ é 71 |(t — t07x — Zo, U — U0)|2 (552)
2
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para todo (tg,zo,uo) € S, (t,7,u) € R*PHL,

Despejando R de la igualdad (5.5.1) podemos ver que, como resulta suma y productos de funciones de clase
C', R también lo serd vista como funcién de S x R*"P+! 3 R™. En particular si restringimos R al conjunto
S x B, donde B C R™"P*! es una p-vecindad abierta de 0 (p > 0), la diferencial de R estard acotada en
el conjunto S x B, por lo que usando [8, p. 197, Corolario 5.14] podemos concluir que R es uniformemente

Lipschitz continua en S x B, es decir existe My > 0 con

|R(to, zo, uo; So, Yo, Vo) — R(t, x,u; s,y,v)| < Ma|(to, zo, wo; So, Yo, vo) — (¢, x, u; s, y,v)| (5.5.3)
para todo (to, zo, uo; So, Yo, Vo), (t,z,u;s,y,v) €S X B.
De la igualdad (5.5.1), para cada t € [a, D]

Ft i), uk(t)) = f(t,zo(t), uo(t)) + fult,zo(t), uo(t))(@x(t) — z0(t)) + fult,zo(t), uo(t))(ur(t) — uo(t))
+ R(t, x0(t), uo(t); 0, () — xo(t), ur(t) — uo(t)). (5.5.4)

Ahora definamos la funcién G(¢,y,¢€) : [a,b] x R™ x [0,d] — R™ por

FolEo(0)y + Fulo(t)u(t, ) + L R(Eo(t);0, ey, cw(t,e)) si e £0,
J2(Zo(t))y + fu(@o(t))v(t) sie=0.

G(t,y,e) =

Veamos que esta funcién es continua en los conjuntos T; x R™ x [0, 6], donde T; = [t;, t;11] son los subintervalos
de [a, b] donde las funciones ug, v, v, (0 = 1,...,m+n) son todas continuas. Fijemos (¢,y,0) € T; x R™ x [0, ¢]

y tomemos (s, z, €) en el mismo conjunto con € > 0. Entonces

|G(s,2,€) = G(t,9,0)] < |fo(Zo(5))z — fu(@o()y| + | fu(Zo(s)w(t, €) — fulZo(t))v(t)]
+ %R(sﬁo(s);OmZ,ew(s,e))
< | fae(@o(8)z = fu(@o )yl + | fu(Zo(s))w(t, €) — ful(@o(t))v(t)]

M ) ) 2
M, (s 9P
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donde se usé (5.5.2) para llegar a la tltima desigualdad. Como en el conjunto T; x R™ x [0, d] las funciones

gl(S,Z) = fm('fo(s))zv 92(576) = fu(fco(s))w(s,e)

2

son continuas en (t,y) v (t,0) respectivamente y el término |(z,w(s,€))|* en el tltimo sumando es acotado

cuando (s, z, €) tiende a (¢, y,0), podemos hacer la diferencia |G(s, z, ¢) — G(t,y,0)| tan pequenia como quera-
mos haciendo a (s, z,€) tender a (¢,y,0). La continuidad en los puntos (s, z,€) con € > 0 es trivial por c6mo

se definen los conjuntos T;. Esto prueba la continuidad en los conjuntos antes mencionados.

Ahora notemos que, por la férmula para u(t, €), esta funcién tiende a ug(t) uniformemente en [a,d] cuando e
tiende a 0, por lo que existe 0 < §’ < § con ¢’ <1 de forma que, si 0 < e < ¢’ entonces ||u(-,€) — ug|| < p/2
(p la misma constante para la que se satisface la desigualdad (5.4.3)). Ademds, definamos V' C R"™ como
la p/2-vecindad abierta alrededor de 0. Veamos que G restringida a T; x V' x [0,6’] es localmente Lipschitz

continua con respecto de y, es decir existe M > 0 de forma que
|G(t,y,€) — G(t,z,¢)| < M|y — z| paratodo t€T;, y,2€ V,e€l0,d].
Si € > 0 entonces

G(t,y,€) = G(t, 2, 6)| < |fe(Zo()))]ly — 2| + % [R(20(2); 0, ey, ew(t, €)) — R(Zo(1); 0, €2, ew(t, €))|

= |f2(To()lly — 2|

+ % |R(Zo(t); 0, ey, u(t, €) — uo(t)) — R(Zo(1); 0, €z, u(t, €) — uo(?))|,
mientras que si € =0
|G(t7y70) - G(t7za0)| = |fac(f0(t))”y - Z|7

pero

(0, ey, u(t, €) = uo ()] < ely| + [u(t, €) —uo(t)] < p

(0, €2, ult, €) = uo(t))] < €|z] + [u(t, €) —uo(t)] < p
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para todo (t,y,€), (t,z,€) € T; x V x [0,¢'], por lo que

(0, ey, u(t, €) — ug(t)), (0, ez, u(t,€) — uo(t)) € B para todo (t,y,e), (¢, 2,€) €T x V x[0,8]

y, como f,(Zo(t)) es acotada en [a, b] por una constante Mz > 0, tendremos por (5.5.3) que

|G(t’y7€) - G(t,Z,E)‘ < M3|y - Z‘ +M2|y_ Z|

sie>0y
|G(tay7€) - G(t,z,e)| < M3‘y - Z|

si € = 0. En cualquier caso |G(t,y,¢) — G(t,2,¢)] < M|y — z| donde M := My + M3, que es precisamente lo

que queriamos demostrar.

Por lo tanto podemos invocar [2, p. 110, Teorema 8.3] para asegurar que las soluciones de la ecuacién
diferencial

Ht) = Gt 2(1),€), (6,2(1),€) € T x V x [0,
dependen continuamente del pardmetro e. Por otro lado, como f € C2, también es localmente Lipschitz
continua, por lo que podemos usar de nuevo [2, p. 110, Teorema 8.3] para asegurar que la ecuacién diferencial

z(t) = F(t,x,€) := f(t,x,u(t,€))

depende continuamente del pardmetro e. Usando esto y que z(a,e) = X, = zo(a) para todo 0 < e < &,
podemos asegurar que z(-, €) tiende a xg uniformemente en [a, b] cuando € tiende a 0. Esto nos garantiza que,
para k suficientemente grande y t € [a, ], (¢t,2x(t) — xo(t), tx) € T; X V x [0,0'] para algtn ¢. De lo anterior
y (5.5.4) obtenemos que

Tg(t) — 2o(t)  f(t, ox(t), ur(t)) — f(t zo(t), uo(t))

a(t) = 23 N (77
L 25, (t) — mo(t) _ uy(t) — uo(?)
= futao(t) |0 gy | O]
+ %R(io(t); 0,z (t) — zo(t), ug(t) — uo(t))
I (EUEEUIN
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por lo que zj es solucién de la ecuacién diferencial 2(t) = G(t, 2(t),1/k) con (¢, zk(t),tx) € T; x V x [0,4']
para k suficientemente grande. Mas ain, como cada zj es continua en [a,b] y zr(a) = 0 para todo k, zj es
la tnica solucién en [a, b] de la ecuacién diferencial antes mencionada con condicién inicial zx(a) = 0. Como
y es la tnica solucién de la ecuacién diferencial 2(t) = G(¢, 2(¢),0) en [a, ] con condicién inicial y(a) = 0, la

dependencia continua del pardmetro nos asegura que zj tiende a y uniformemente en [a, b].

Por tltimo veamos que 2 tiende a ¢ uniformemente en [a, b].

0(0) = 9(0)] = |Fuln(t)26) + Ful@o(0)wn(t) + 2= BlEo(t):0, s (0). (1)
— F@o(0)5(0) — Fudo®)(0)
< Ufs (e |21(6) = 0]+ Fu(Go(O) lwn(t) = o(t)
+ 2 R(@0(0):0,20(6) = a0(®) n(6) = o (1)
< Ufs (e |a0(6) = y(0)] + Fu(Bo(O)[wn(t) = o(t)
+ o)~ mo(t), un() — uo(e)
= 1 @o(O)ll2(6) ~ y(O)] + |G (®) [wn(6) — v(t)

+ %I(Zk(t),wk(t))ll(wk(t) — o (1), ur(t) —uo(t))],

la segunda desigualdad es por (5.5.2) y, como los términos |f.(Zo(¢))|, |fu(Zo(¥))] v |(zk(t), wk(t))| son aco-
tados en [a,b] y los términos restantes de la tltima igualdad tienden a cero uniformemente en [a,b] cuando

k tiende a infinito, tendremos la convergencia deseada. O

5.6. Normalidad Implica Regularidad

En esta seccién se extienden los resultados del Capitulo 4. Para este fin conservaremos la mayor parte de
la notacién en ese capitulo. Fijemos (xg,ug) € S y sigamos suponiendo sin pérdida de generalidad que

Ia(l'o, Uo) = A.

Comencemos enunciando las definiciones bdsicas. Recordemos que (xg,uo) € S es llamado normal relativo de

S si la tinica solucién A € R™T™ al sistema

S_l) >\oz > O; /\aIa(xmuO) =0 (0[ € A)7
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S-2) Z:T:“‘l” A Fy(y,v) = 0 para todo (y,v) € Y,,

es A= 0.

Definamos los conjuntos I' y A como en el Capitulo 4, es decir
F:={a€ A|I(y,v) € Rs(xo,u0) > Fu(y,v) <0} vy A:=A-T.
Entonces es claro que las restricciones tangenciales Rg(xo,up) pueden reescribirse como
Rs(zo,u0) = {(y,v) €Y | Faly,v) <0 (a €), Fs(y,v) =0 (8 € AUB)}
que son justamente las restricciones tangenciales en (zg,ug) del conjunto S* definido por
S*:={(z,u) € D |Io(z,u) <0 (a€l), Ig(z,u) =0 (€ AUB) }.

El siguiente lema del Capitulo 3 puede llevarse al caso de control sin ninguna dificultad.
Lema 5.6.1. Sean K,P C Z.
1. Tp(zp) es un cono cerrado en Y.
2. Sixzg € K CP, entonces Tic(xg) C Tp(xo).
Mediante el resultado anterior, podemos basarnos en la demostraciéon del Lema 4.1.3 y obtener lo siguiente.
Lema 5.6.2. Si (zg,uo) es regular de S*, entonces también es regular de S.

Ahora definamos al conjunto H por
H={(y.v) €Y | Fuly,v) <0 («€T), Fg(y,v) =0 (8 € AUB)} U{0}.

Lema 5.6.3. H es un cono convexo cuya cerradura H (relativa a Y ) es Rg(zo,up)-

Demostracion. Ver que H es cono convexo es trivial. Demostremos primero que H C Rg(xg, up). Si tomamos
(y,v) € H debe existir una sucesién {(yr,vr)}3>, C H de forma que limy_o0(yx, vx) = (y,v). Por la

continuidad de los operadores F,, (a € ') tenemos que

0 < lim Fi(yr, o) = Fa(y.v),
k—o0
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por lo que (y,v) € Rg«(xo,u0) = Rs(xo,uo).

Por otro lado, si (y,v) € Rs(xo,ug) y existe 0 # (z,w) € H, entonces (y,v) + €(z,w) € H para cualquier

€ > 0. Definiendo

(11 08) 1= (,0) + £ (5, 0)

tendremos que

o) — (0, 0) = £z )]

por lo que limy_, o0 (Y, v&) = (y,v) y por tanto (y,v) € H. Si el tinico elemento en H es 0, entonces debemos

tener que I' = ) y H = Rg~ (20, up), por lo que {0} = H = Rg- (w9, u0) = Rs(zo,uo). O
Gracias al Lema 5.6.1 y la demostracién del Lema 4.1.5 se obtiene el siguiente resultado.

Lema 5.6.4. (xzo,up) es reqular de S si y sdlo si H C Tg(xzo,up). (xo,ug) es reqular de S* si y sdlo si

H C Ts« (mo,uo).

Sea K el conjunto dado nuevamente por
K:={(y,v) € D | Ia(y,v) <0 (a € A), Is(y,v) =0 (8 € B)},
y Ky el conjunto dado por
Ko:={(y,v) € D [ Is(y,v) =0 (B € AUB)}.

Lema 5.6.5. RK(l‘o,uO) = RKO (.Io,uO).

Demostracion. SiT = ) entonces S = K y S* = K, por lo que
Ry (z0,u0) = Rs(x0,u0) = Rs~(w0,u0) = Ri, (20, uo)-

SiT # 0y A =0, entonces K = Ky por lo que el resultado es trivial. Si ' # 0 y A # (), tomemos
0# (z,w) € Hy (y,v) € Ri(xg,up) arbitrario. Como

Fy((y,v) + h(z,w)) = Fy(y,v) + hFy (2, w),
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para todo h, podemos tomar h := méx,er{|F,(y,v)|/|F,(z,w)|} para obtener que

7 15 (y, v)]

F,(y,v) + hFy(z,w) < F,(y,v) + F.
K K K |y (2, w)|

MERT)

= F,(y,v) — [Fy(y,v)| <0

para todo v € I'. Ademas

F,(y,v) +hFy(z,w) = Fy(y,v) <0 si y€A

F,(y,v) + hFy(z,w) =0 si y€ B,

por lo que (y,v) + h(z,w) € Rg(xo,uo) = Rg~(zo,uo), de donde

Ey(y,v) + hFy(z,w) = Fy(y,v) =0 si v € A,

por lo que (y,v) € Rk, (xo, ug). La contencién contraria es trivial. O

Para los siguientes resultados es conveniente definir el conjunto de indices B* por
B*:=BU{m+1,....m+n}t={q¢+1,....mm+1,...,m+n}

Lema 5.6.6. Si A # () entonces los funcionales {F,, | v € AU B*} son linealmente dependientes en Y.

Demostracion. Si A # (), notando que

Rk (20,u0) = {(y,v) € Ya | Faly,v) <0 (a € A), F(y,v) =0 (8 € BY)}

Ric,(z0,u0) = {(y,v) € Yo | Fuly,v) =0 (a € AUB")},

podemos aplicar el Lema 1.3.4 a los funcionales F,, (v € A U B*) para concluir, por el lema anterior, que

existen A, € R (y € AU B*) de forma que A\, >0sia € Ay

Z A Fy(y,v) =0 para todo (y,v) € Y,
YyEAUB*
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que es justamente lo que queriamos probar. O

Notemos que también tenemos las herramientas para, basados en la demostraciéon de la Proposicién 4.1.8,

concluir lo siguiente.

Proposicién 5.6.7. Si (zg,ug) es reqular de K entonces también es regular de S. Si (zg,uo) es regular de

Koy también es reqular de K,S* y S.

Demostracion. Para demostrar la primer conclusion, por el Lema 5.6.4 basta ver que H C Ts(zq, ug). SiT # ()
tomemos 0 # (y,v) € H, entonces como (xg,ug) es regular de K y (y,v) € H C Ry, (2o, u0) = R (x0,uop),
tendremos que (y,v) € Tk (xq,ug) por lo que existe {(zx,ur)} C K v {tx} C RT como en el inciso (1) de la

Definicién 5.5.1. Entonces

1 I -1
lim L@, k) = lim 2 (T ) = 1 (%0, o) = F,(y,v).
k tr k ty
Como F,(y,v) < 0 para v € I', podemos escoger ko de forma que I,(zx,ur) < 0 si k > ko. Por lo tanto

{(zk,ur)} C S si k> ko por lo que (y,v) € Ts(xo,up)-

Si (zo,up) es regular de Ko, y (y,v) € H entonces (y,v) € Rg,(xo,u0) = Tk, (o, uo) por lo que podemos
proceder como antes para verificar que H C Ts+(x, ug), y de nuevo el Lema 5.6.4 nos asegurard la regularidad
de (zg,up) en S* que a su vez, por el Lema 5.6.2, nos garantiza la regularidad de (zg, ug) en S. Para verificar

que la regularidad de Ky implica la de K notemos que
Ry (z0,u0) = Rk, (%0, u0) = Tk, (0, u0) C Tr (w0, u0) C Rr(0,u0),

por lo que Ry (zo) = Tk (z0)- O

Teorema 5.6.8. Silos funcionales {F, | v € AUB*} son linealmente independientes en'Y o, entonces A = ()
y (x0,uo) es reqular de S. Si A =0 y los funcionales {Fs | B € B*} son linealmente independientes en Y,

entonces (zo,ug) es reqular de S.

Demostracion. Por el Lema 5.6.7 debemos tener A = (), ya que de lo contrario, los funcionales {F, | v € AU
B*} no pueden ser linealmente independientes en Y,. Ademds, como K| consta tinicamente de restricciones
de igualdad, normalidad fuerte de (xg,ug) en Ky coincide con normalidad relativa a Ky que es precisamente

la independencia lineal de los funcionales {F, | v € AU B*} en Y,. Por lo tanto el Teorema 5.5.7 y la
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Proposicién 5.5.2 nos garantizan que

Cro (0, u0) C Tk, (20, u0) C R, (0, uo).

Por otro lado, [18, p. 274, Teorema 7.1] nos dice que, si (zq, ug) es normal fuerte de K entonces C, (xq, ug) =
Ry, (2o, uo). Combinando este resultado con las contenciones anteriores obtenemos que Tk, (2o, uo) = Ri, (o, uo),
es decir, (zo,up) es regular de Kj. Finalmente por la Proposicién 5.6.7 tendremos que (g, ug) es normal de

S. La segunda conclusién es inmediata de la primera. O
Teorema 5.6.9. (xo,ug) es normal relativo a S si y sélo si los funcionales {Fg | 8 € B*} son linealmente
independientes en Y, y existe un vector 0 # (z,w) € Y con

Fo(z,w) <0 (€ A) Fg(z,w)=0 (8 € B).

Demostracion. Primero supongamos que los funcionales {Fj | 8 € B*} son linealmente independientes en
Y, y existe un vector 0 # (z,w) € Y con las propiedades indicadas. Si A1,..., \jp4n son multiplicadores

como en la definicién de normalidad relativa a S entonces

m—+n

q
0= AFy(z,w) =Y AF(z,w).
y=1 y=1

Como F,(z,w) <0y A, >0siyel =A, debemos tener que A, =0 si v € A. De esto que

m—+n
Z Ay (y,v) =0 para todo (y,v) € Y,
r=q+1
y, por la independencia lineal de estos funcionales, Aj4+1 = - -+ = Ay, = 0. Por lo tanto (xo, ug) es normal

relativo a S.

Ahora supongamos que (g, ug) es normal de S. En particular haciendo A\, = 0 para « € A, la nica solucién

de

m+n n+m
0= Z MEL(y,v) = Z A F,(y,v) paratodo (y,v)€ Y,
y=1 y=q+1

es Ay = 0 (y € B*), por lo que los funcionales {F, | v € B*} son linealmente independientes en Y,. Més

aun, A = () ya que de lo contrario, por el Lema 5.6.5, existirfa una solucién de

83



Z M F,(y,v) =0 paratodo (y,v) €Y,
YEAUB*

con A\, > 0si a € A, lo que por hipétesis de normalidad relativa a S no es posible. Entonces, como I' = A,
para cada « € A existe (Yo, V) € Rs(zo,up) con

Fo(Yarva) <0,
por lo que tomando (z,w) = > 4(Ya>Va), se cumple con lo que necesitamos. O
Finalmente tenemos lo que queriamos demostrar desde un principio.
Teorema 5.6.10. Sea (xg,ug) € S. Si (xg,up) es normal de S, también es reqular de S.

Demostracion. Notemos que la existencia de 0 # (z,w) € Y con las propiedades enunciadas en el teorema
anterior, es justamente que A = (). En vista de esto y del teorema anterior, la segunda conclusién del Teorema

5.6.7 puede ser reescrita como «normalidad implica regularidads. O

5.7. Demostracion Alternativa del Teorema 5.2.5

Fijemos (z0,ug, \,p) € £ y supongamos de nuevo que todos los indices son activos. En particular T'g(\) C

I, (zo,up). Para cada a € T'y(\) definamos
S = {(z,u) | In(z,u) <0, Ig(z,u)=0(8eTl+(AN)UB)}
y notemos que las restricciones tangenciales de cada S* en (xo,up) estdn dadas por
Rsa (20, u0) = {(y,v) € Y | I, (20, uo; y,v) <0, Ij(z0,u0;y,v) =0 (B €T+ (A)UB)}.

Lema 5.7.1. Si (x0,ug) es normal relativo a S1(\), entonces (xg,ug) es normal fuerte relativo a S* para

todo o € To(N).

Demostracion. Por el Teorema 5.6.9 aplicado a S1(A), los funcionales Fi(zo,uo;-) (8 € T'+(A) U B*) son

linealmente independientes en Y, y existe un elemento (z,w) € Rg, (xg,uo) de forma que

Fa(z,w) <0 (a € To(N), Fslz,w) =0 (8 € T4(A)U B,
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Por la independencia lineal de los funcionales F existen elementos (y,,vs) € Y, (0 € T4 (A) U B*) de forma
que la matriz M = (F3(Ys,vs))as tiene determinante distinto de cero. Por lo tanto, si para cada a € I'g(\)

definimos la matriz M por

Fo(z,w) Vy
0 M

M* =

donde V,, es el vector fila [Fy(ys,v5)] (0 € T1(A) U B*) v 0 es el vector columna que consiste solo de ceros

de dimensién |T'; (\) U B*|, tendremos que

|M®| = Fo(z,w)|M| # 0,
por lo que los vectores (z,w), (Yo, V) (0 € T (A) U B*) cumplen con la definicién de normalidad fuerte para
Se. O

El siguiente lema se puede verificar en la demostracién de [18, Teorema 9.1, p. 285]. Damos la prueba a

continuaciéon por completitud.
Lema 5.7.2. Si (zg,up) es solucion local de CP(S) y (y,v) € Cg, (xo,up), entonces J"(xg,ug;y,v) > 0.

Demostracion. Sea (y,v) € Cg, (xo,up) v (z(€),u(e)) € S1(A) (0 < e < 0) la familia uniparamétrica con las

propiedades necesarias. Del hecho de que esta familia pertenece a S7(\) podemos garantizar que

> A I(a(e), ule) = 0.

yEAUB

Por lo tanto, usando la igualdad (5.3.3), tendremos que J(x(¢€),u(e)) = I(z(e), u(e)) (0 < € < §). Si definimos

la funcién g por
g(€) = J(x(e), ule)) = I(x(e), u(e)) (0 <e <),

tendremos que existe 6* > 0 con g(e) > ¢(0) (0 < e < §*) y, por la Proposicién 5.3.5, ¢'(0) = J'(zo, uo; y,v) =
0. Por lo tanto debemos tener que ¢”(0) > 0. Por otro lado, en la Proposicién 5.3.5 se mostré que, si

(20, up, \,p) € &, entonces se dan las igualdades

Fx(ijO(t)) = _Hx(t7x0(t)7u0(t)7 )\,p(t)) —p(t) = Oa Fu(ijO(t)) = _Hu(t7x0(t)7u0(t)7 Aap(t)) = Oa
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con las que al desarrollar ¢’ (0) podemos concluir que
0<4"(0) = J"(xg,u0;y,v). O
Finalmente damos una demostracién alternativa del resultado principal.

Demostracion del Teorema 5.2.5. Primero tomemos (y,v) € Rg, (2o, ug) de modo que F,(y,v) < 0 para todo

a € To(A). Por el Lema 5.7.1 podemos concluir que

Rs,(z0,u0) = (| Rse(zo,uo) = () Cselwo,uo),
a€ly(N) a€lo(N)

por lo tanto si fijamos a* € To(\) tendremos que existe una familia uniparamétrica (z(e), u(e)) € S* (0 <

€ < ) con las propiedades necesarias para garantizar que (y,v) € Cga= (20, ug). Ahora definamos

g~(€) :== I, (z(e),u(e)) para todo v € I'o(A) — {a™}.

Entonces, como g,(0) =0y ¢/ (0) = I’ (2o, uo; y,v) < 0 para todo v € I'g(\) — {a*}, existe J, > 0 de forma
que I, (z(e),u(e)) = gy(e) < 0si0 < e < d,. De esto que, tomando 6* = min{n,d, | v € To(A) — {a*}},
podemos garantizar que (z(e),u(e)) € S1(A) (0 < e < §*), por lo que (y,v) € Cg, (xo,up) ¥ a su vez por el

Lema 5.7.2 tendremos que J"(xq, uo;y,v) > 0.

Ahora tomemos (y,v) € Rg,(zg,up) arbitrario. Como (xg,up) es normal relativo a S1()), existe (z,w) €
Rs, (zo,u0) de forma que F,(z,w) < 0 para todo o € Ig(A). Si definimos (yy,vx) = (y,v) + £(z,w)
tendremos que Fy,(yr, vx) < 0 para todo a € T'g(A) ¥ (yx, vx) tiende a (y,v), por lo que

J" (z0, uo; y,v) = kliﬂgo J" (zo, uo; Yy, vi) >0

debido a la continuidad de J”(zg,uo; ) y lo mostrado anteriormente. O
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5.8. Ejemplo

Por dltimo daremos un ejemplo donde el Teorema 5.2.5 proporciona mas informacion acerca de un extremo

que la teoria clasica. Consideremos el problema de minimizar

1

Iz, u) = ; {a1(t) + 23(t) — ui(t) — u3(t)}dt
Li(x) = fo (1) +w2(t)}dt <0,
sujeto a las restricciones L) = fol{xl(t) M (t) ui(t) +ua(®)dt <0,
uz(t)(22(t) + 1],

En este cason =m =p = 2,
L(t,:p,u):x%+x%fu%fu§ Ll(tazvu)le + 22 LQ(taxau)le +I2+u%+ug
y la dindmica estd dada por

'LL1(£L'1 + ].)

flt,zu) =
’U,2($2 + 1)

Claramente el arco (zg,ug) = (0,0) es admisible y ambos {ndices son activos. jSerd solucién local del pro-
blema? Primero notemos que al definir p = 0y A = (A, A2) = (0,0) tendremos que (zg,ug, A,p) € &:

como
H(t,z,u,p,\) = prur(z1 + 1) + poug(z2 + 1) — (»T? + ﬂfg - u% - ug) = A1(w1 + x2) — A2y + 22 + U% + Ug)

las derivadas parciales de H estan dadas por

H:cl = prur — 2(E1 - A1 - )\2 Hu1 = pl(xl + ].) + 27.L1 — 2)\2’&1

Hyy = poug — 220 — A1 — A2 Hyy = pa(z2 + 1) 4 2up — 2Xqus,
de donde es facil verificar que

pz(t) = *Hm (t,xo(t),uo(t),p(t), /\)a 0= Huq (t7$0(t)7u0(t)ap(t)7 )‘)
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para i = 1,2, por lo que efectivamente (xq,ug, A, p) € £. Ademds en este caso S1(\) = S. Ahora veamos que
(20, up) es normal relativo a S pero no es normal relativo a Sy, por lo que no podemos recurrir al resultado

clasico sobre condiciones necesarias de segundo orden. Supongamos que i1, fio, (43, ti4 SO0 tales que pq, o > 0

y
pa 1 (zo, uos y, v) + pols(zo, uos y,v) + psyr (1) + pay2(1) =0 para todo (y,v) = (y1,y2,v1,v2) € Yq.
Entonces

pa Iy (zo, wo y, v) + palsy(wo, uos y,v) + sy (1) + paya(1)

= /0 {y1(t) + ya(t) }dt + p2 /0 {y1(t) + y2(t) + 2uo1 (t)v1(t) + 2uo2(t)va(t) ydt 4 psy1 (1) + paya(1)

1
— (1 + 1) / (1 (8) + 9O bt + s (1) + paga(1)

ya que ug; = 0 = uge. Por otro lado, la ecuacién de variacién esta dada por

y(t) _ ’LLOl(t) 0 Y1 (t) I [L'Ol(t) + 1 0 U1 (t)
i 0 U2 (t) Y2 (t) 0 02 (t) +1 Vo (t)
_ U1 (t)
v2(t)

Si y(t)* = (senwt,sennt) y v(t)* = (wcoswt, mcosnt) entonces (y,v) € Y, y

0= G+ 102) | {30 (0)+ 3000}t + s (1) + (1) = 20+ ) [ sena.

Como la integral de la derecha es estrictamente positiva y p1, o son no negativos, debemos tener que
1 = pt2 = 0. Tomando las parejas de funciones y(t)* = (¢,¢),v(¢)* = (1,1) y y(t)* = (¢, —t),v(t)* = (1,—1)

en Y, podemos ver que
w3+ pg =0, p3 — pg =0,

de donde ps = pg = 0, por lo que (xg,up) es normal relativo de S. Para ver que (zg, ug) no es normal relativo
de Sy, basta tomar 0 # u € R y notar que, al quitar la restriccién sobre los signos de los dos primeros

multiplicadores, (@, —p,0,0) es solucién no trivial del sistema que define normalidad de Sp.
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Por otro lado las matrices de segundas derivadas parciales de H evaluadas en (¢, xo(t), uo(t), p(t), \) son
Hyp = Hyy = Hyy = 5

por lo que la segunda variacién de J estd dada por
1
J" (w0, ug, y,v) = / {297 (1) + 293 (t) — 207 (1) — 203(t) .
0
Tomemos la pareja (y,v) definida por

(—t,—t) sitel0,1/2] (=1,-1) site[0,1/2]
y(t)" = _ v(t)" = _
(t—1,t—1) site[1/2,1] (1,1) si t e [1/2,1]

Entonces claramente (y,v) €Y e

1/2 1/2
I (0, uo; y,v) = I5(x0, uo; y,v) = {—t —t}dt + {(A=t)+ (1 —t)}dt
0 0

1

2" (1—)2 1
= —2— + 2( ) =—-=-<0
2, 2 1/2 2
por lo que (y,v) € Rg(zg, up). Ademés
1/2 1
J" (zo,uo; y,v) = {44 — 4}dt —|—/ {4(t — 1)* — 4}dt
0 1/2
311/2 -1 31
L S Gl Vil R
3o 1/2
1 1
=—-+4+--4<0
6 + 6

por lo que el Teorema 5.2.5 nos garantiza que (o, ug) = (0,0) no puede ser solucién local del problema.
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Conclusiones

En este trabajo se analizaron problemas isoperimétricos de optimizacién mediante la teoria de conos tangen-
tes. En particular se observé que una generalizacién del cono tangente curvilineo (a quien denotamos por Cg),
usualmente visto en cursos de cédlculo de varias variables, nos permite demostrar los resultados clasicos en el
area, mientras que una generalizacién del cono tangente secuencial, con una norma apropiada, nos permite ob-
tener resultados més generales sobre condiciones de segundo orden. De este modo se logré debilitar la hipdtesis
de normalidad fuerte ampliamente usada en la literatura de condiciones necesarias de segundo orden para el
problema isoperimétrico de Lagrange con puntos extremos fijos en el calculo de variaciones. Esta condicion de
normalidad fuerte aparece en distintos contextos y problemas como alguna de las equivalencias enunciadas en
el Capitulo 2. Incluso en fuentes donde se abordan problemas de optimizacion sin condiciones de normalidad a

priori, se necesita imponer esta condicién para obtener un resultado andlogo al nuestro (ver por ejemplo [13]).

Una de las principales aplicaciones de las condiciones de segundo orden es reducir nuestro conjunto £ de
candidatos a solucién del problema, definidos como los elementos que satisfacen las condiciones de primer
orden. Como se observé en el ejemplo del Capitulo 4, existen problemas para los que nuestro resultado nos

da maés informacién acerca del conjunto £ que el resultado clésico.

También se consiguié trasladar el resultado antes mencionado al contexto de control éptimo gobernado por
ecuaciones diferenciales ordinarias. En este caso, los funcionales y el espacio que definen la normalidad débil
con la que se demostré el resultado principal, se modificaron adecuadamente para garantizar la controlabili-
dad del sistema. A esta nueva nocién de normalidad se le asocié un conjunto € de extremos, con la desventaja
de que no corresponden, al menos en un principio, al conjunto de candidatos a solucién del problema. Sin
embargo en la Seccién 5.3 se probd que esta desventaja solo es aparente, ya que este conjunto determina

completamente el conjunto de candidatos a soluciones y viceversa.

90



Existen varias formas en las que se pueden ampliar los resultados principales de este trabajo, por ejemplo
obteniendo andlogos en el problema con puntos extremos variables o en los problemas de Mayer y Bolza.
También se pueden buscar resultados equivalentes en el problema mas complejo donde las restricciones no son
funcionales integrales, como el resultado parcial que se obtuvo en la Seccién 3.4. Para estos problemas ain
no se tiene una conclusion equivalente, tanto en calculo de variaciones como en control 6ptimo, aunque para

algunos casos particulares se tienen resultados andlogos a los presentados en este trabajo (ver por ejemplo [9]).
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