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Introduccion.

La teoria de la aproximacion es una rama importante del analisis funcional, iniciada por Chebyshev a
mitad del siglo XIX, cuando demostré que toda funcioén continua sobre un cerrado admite una #inica mejor
aproximacién por polinomios de grado a lo mas n. En la época actual la importancia de esta teoria se ha
incrementado en especial por sus aplicaciones a la ingenieria, la computacion y el analisis. Los fundamentos
de la teoria de la mejor aproximacién en espacios normados fue establecida alrededor de 1920 por uno de
los fundadores del analisis funcional, S. Banach. Entre 1930y 1950 las ideas de Banach fueron desarrolladas
y sistematizadas por matematicos como S. M. Nicolescu, M. G. Krein, N. I. Achieser, A. I. Markushevich, J.

L. Walsh y A. N. Kolmogorov ([2], [38], [42], [43]).

Uno de los métodos de aproximacion mas extendidos es el método de los minimos cuadrados, desarrollado
por Gauss para calcular las orbitas celestes de planetas y cometas. Este método de aproximacion es muy util
cuando no buscamos un polinomio que pase por ciertos puntos sino entre ellos, lo cual puede ser deseable
si la informacién de la que disponemos tiene muchos errores. En principio las érbitas elipticas quedan
determinadas por cinco parametros, sin embargo, debido a lo impreciso de las medidas, ya sea por error
en los instrumentos o error humano, el calculo de una érbita a partir de 5 observaciones es poco precisa,
la solucion correcta se alcanza cuando se aplica el método de los minimos cuadrados a un numero grande
de observaciones. Este método también se aplica en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales sobre
determinados o incompatibles en los que, en general, no existe una solucién exacta, por lo que debemos

buscar un vector que, en algin sentido, sea la mejor aproximacién de la solucién.

El problema basico en la teoria de la mejor aproximacién es: "Dado un punto x y un conjunto K en un

espacio métrico (X,||-||), determinar ciando existen puntos k € K para los que la distancia entre x y K es

minima, es decir, son los elementos k € K tal que dg(x) = }Enf |[x—k||". Si sélo se puede encontrar un elemento
ek

ko € K con la propiedad anterior a éste punto k( se le llama la mejor aproximacion.

Algunas utilidades de la teoria de la mejor aproximacién son, por ejemplo, aproximar una funcién
arbitraria por términos de otras funciones mas simples o bien con propiedades especiales (reflexivas,
periddicas, continuas, integrables, etc.). Al obtener la expansién en serie de potencias de una funcién,
tratamos de representar la funcién en términos de polinomios, llamandolos sumas parciales. Estas
representaciones nos permiten obtener informacion sobre la funcion original que, tal vez, no podria

obtenerse de otra forma. En el estudio de la existencia, unicidad y caracterizacion de los elementos



de la mejor aproximacién y problemas relacionados subyacentes a los espacios lineales normados o
espacios de Hilbert se pueden encontrar muchas referencias ([54], [11], [17], etc.). Considerar problemas
de aproximacion en espacios mas generales (Espacios métricos lineales, espacios vectoriales topoldgicos,
espacios métricos, etc.) que son un reto mucho mayor aunque iniciado hace tiempo por autores como G. C.
Ahuja, N. V. Effimov, V. Klee, T. D. Narang, Ivan Singer, S. B. Steckin y otros ([19], [36], [55]), no ha llegado

a resultados tan buenos como en el caso de los espacios normados lineales.

El primer capitulo se divide en 3 secciones, la primera esta dedicada a la introduccion de los conceptos
basicos, notacién y resultados que seran usados en el resto de la tesis. En la segunda seccién demostramos
algunas condiciones para que un conjunto sea proximinal, y caracterizamos los espacios de dimensién
finita y reflexivos en términos de estos conjuntos. La tltima seccion esta dedicada al estudio de condiciones
para que un conjunto K sea Chebyshev y se presentan algunos espacios importantes que cumplen estas
condiciones. Al final de esta seccién veremos algunas propiedades que se cumplen en los espacios de

Hilbert.

En los espacios euclidianos de dimension finita todo conjunto Chebyshev es cerrado y convexo, para
demostrar esta afirmacion se necesita que la proyecciéon métrica sobre el conjunto sea continua, por lo que
ésta se vuelve un concepto de estudio en los espacios de dimensién infinita. En [58] Vlasov demuestra
que en los espacios de Banach estrictamente convexos los conjuntos con proyeccién métrica continua
son Chebyshev. Un andlisis en profundidad de su demostracién muestra que esta condicién se puede
debilitar, esto se estudia en la primer seccién del segundo capitulo, ademas de la relacién que existe entre la
propiedad de que una norma y la norma del dual sean localmente uniformemente rotundas y la existencia
de una formula para el calculo de la distancia entre un punto y un subconjunto cerrado. La convexidad ha
comenzado a ser un objeto de estudio debido a que, al igual que la compacidad, dota a los conjuntos de
propiedades que permiten la aplicacion de métodos y algoritmos para facilitar su analisis. Esta propiedad
se estudia en la segunda secciéon y se da una respuesta parcial a la conjetura de si todo conjunto Chebyshev
en un espacio de Hilbert es convexo, que es uno de los problemas abiertos mas importantes en la teoria de

la mejor aproximacion.



1.1

Conjuntos proximinales y de

Chebyshev

Preliminares

En 1853 P. L. Chebyshev trabajaba en como mejorar el paralelogramo de Watt, que es un mecanismo para
convertir el movimiento circular de un motor de vapor en uno rectilineo. Esto lo resuelve en [15], para ello

tuvo que considerar el siguiente problema:

Dada una funcién continua f en un intervalo cerrado [a,b] y un niimero natural n, se puede “representar”
n

f como un polinomio de grado a lo mas n, p(x) = Zakxk, tal que el error, definido por sup {|f(x) —p(x)] },
k=0 x€la,b]
alcance su minimo.

De este problema surgen otras cuestiones, que Chebyshev no estudio, por ejemplo:
¢ :Se puede construir?,
¢ $El polinomio es Gnico? y
¢ $Qué pasa si cambiamos la manera de calcular el error?

Chebyshev demostré que este polinomio siempre existe, iniciando asi la teoria de la mejor aproximacién.
Esta ha tenido un desarrollo importante en los Gltimos afios, en particular, debido a sus aplicaciones en la

ingenieria, el andlisis funcional y la computacion.

Nos dedicaremos al estudio de la mejor aproximacion en los espacios vectoriales normados y completos no

triviales (espacios de Banach) sobre el campo de los nimeros reales.
Vamos a denotar a:

¢ Bla,r]={xeX:|la-x|<r},

¢ Bla,r)={xeX:|la—x| <r},

o Bx={xeX:|x| <1}y



¢ Sy ={xeX:|x||=1}.

Comencemos dando algunas definiciones:

Definicion 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre Ry ||| : X — R una funcién tal que para

todo x, y € X y todo A € R se cumple
¢ |Ix]|=0siysdlosix=0,
o lAxll = [Alllll,
o e+l < flxll + 1yl

Entonces la funcion || - || es llamada norma, al par (X, || - ||) se le llama espacio normado.

Definicién 1.2. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado completo, es decir, un

espacio donde toda sucesion de Cauchy converge.

Una clase especial de espacios de Banach son los espacios de Hilbert:

Definicion 1.3. Un producto interior en un espacio vectorial X sobre los reales es una funcion

(-): X x X — R que verifica que paratodo x,ye X y « € R:
o {ax+y,z) = al{x,z)+{y,z),
0 (%9)=(¥x)
O {x,x)>0y(x,x)=0siysdlosix=0.
El par (X, (-)) se llama espacio pre-Hilbert.
Todo producto interior en un espacio vectorial define una norma si consideramos, ||x|| = m, en los

espacios pre-Hilbert tenemos la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz la cual asegura que para

todo x,v € X, se cumple |<x,y>( <||x|] ||y” Si un espacio pre-Hilbert es completo se llamara espacio de Hilbert.

Toda norma en X induce una funcién distancia definida por d(x,y) = ”x - y” Por distancia entre un punto

y un conjunto entendemos



Definiciéon 1.4. Sea (X,||-||) un espacio de Banach y K C X un conjunto no vacio. La distancia

entre Ky x es

dx () = d(x,K) i= inf{lly - ]}

Definicion 1.5. La proyeccion métrica de x sobre un conjunto K no vacio es el conjunto
Py (x) Cc X tal que
Py(x) = {k eK:|lx—k|= d(x,K)}.

Definiciéon 1.6. Una sucesién {x,} C K se dice que es minimizante para x€ X\ K si

lim ||x,, — x|| = d(x, K).
n—oo

Definicién 1.7. Un conjunto K no vacio es proximinal (respectivamente Chebyshev) si Pg(x) = 0

(respectivamente |PK(x)| = 1) para todo x € X.

Definicion 1.8. Sean (X, ||-|)), (Y,][|I') y f : X = Y una funcion. Decimos que f es localmente

acotada en X si para todo x € X existen r,M > 0 tal que si ||xg — x|| < r, entonces ||f (x)||’ < M.

Una propiedad importante de la funcién distancia inducida por una norma.
Proposicion 1.9. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio vectorial normado (X, ||-||). Entonces la funcion

, por lo que también es continua.

distancia para el conjunto K es no expansiva, es decir |dK(x) - dK(y)| < ”x -V

Demostracion. x,y € X y k € K. Por la desigualdad del triangulo

di(x) < [lx =kl < ||lx = ]|+ [y - |-

Por lo que dK(x)—“x - y” < ”y — k||, como k era arbitraria y el lado izquierdo de esta desigualdad

no depende de k, entonces dg(x) - ”x - yH <dg(p).

Analogamente dg(y) — ”x —yH <dg(x), por lo que |dK(x) —dK(y)| < “x—y”. Concluimos que la

funcion distancia es no expansiva. O
Demostraremos ahora propiedades basicas de la proyeccion métrica y la distancia en espacios normados.
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Lema 1.10. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio vectorial normado, (X,||-||), entonces la proyeccion

métrica es localmente acotada en X.

Demostracion. Sea xg € X fijo y sea r := 1 y M :=dg(xg) + ||xol| + 2; v € Px(B(x,7)), es decir,
y € Pg(x) para algtn x € B(xg,r). Considerando que la funcion distancia al conjunto K es una

funcion no expansiva y la desigualdad del triangulo, tenemos las siguientes desigualdades:

191l = Ily = Oll < [y = xoll + llxoll
< ly = xI[+ llx = xoll + [lxoll
= di (x) + [lx = xol[ + |Ixoll
< di (xo) + [1x = x| + [l = xol[ + [lxoll

<dg(xo) +2+|Ixoll = M,
entonces Px(B(xg,r)) C MBy y la proyeccién métrica es localmente acotada en X. O

Proposicion 1.11. dg(x) = 0si y sélo si x € K, en consecuencia Py (x) = 0 para toda x € K \ K.

Demostracion. Sea x € K entonces existe una sucesiéon {x, : n € IN} contenida en K que

converge a x, luego para todo n € IN existe k, € K tal que ||k, —x|| < %, entonces 0 = inlg {lly — xll}.
ye

Por otro lado, si 0 = inf,ck {|[y — ]I}, entonces para toda n € N existe k,, € K tal que ||k, —x|| < i

estas k, forman una sucesion contenida en K que converge a x, por lo tanto x € K. O

Proposicion 1.12. Todo conjunto proximinal o Chebyshev es cerrado.

Demostracion. Sea K un subconjunto no cerrado de X, entonces existe una sucesion

convergente {k, : n € N} contenida en K, pero lim k, = x ¢ K, entonces para todo n € IN existe
n—oo

1
melN, tal que dg(x) <|lk,, —x|| < —» por lo tanto dg(x) = 0, sin embargo para todo y # x,

d(x,y)> 0, por lo que el conjunto no es proximinal ni Chebyshev. O

Es importante observar que s6lo debemos analizar los puntos que no estan en K ya que para toda
x €K, dg(x) =0y {k} = Px(x). Una primer cuestién sobre los subconjuntos de X, es si para todo x € X \ K se
debe cumplir Px(x) = 0, la cual tiene una respuesta negativa, de hecho hay conjuntos para los que Py (x) =0
para todo x € X \ K, estos conjuntos son llamados antiproximinales, como la bola abierta de radio uno en el

plano euclidiano con la norma usual.



Para aclarar un poco estos conceptos se enlistan los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. Si X = R? con la norma usual, K = B(0, 1) no es un conjunto proximinal por no ser

cerrado.

Ejemplo 2. Si X = IR? con la norma usual, K = By es un conjunto Chebyshev, ya que para todo

x € X\ Ky k € K sabemos que ||x|| > 1 > ||k]|, por lo tanto

e = kIl = I 1xll = 1K1l = 1]l = [1kll > []x]] = 1.

De ahi que dg(x) > ||x|| - 1, por otro lado +—

X— llxlls— llll = 1] = [|x][ - 1.

H Il H lIxll ||XI| IIX|| | 1=

Entonces || ” € Px(x), es decir, K es proximinal, para ver que es Chebyshev supongamos
que existe #y €K para el cual ||x—y|/=]|x[|-1. La norma de y debe ser uno porque

Iixl
llxll =1 = [lx =yl > [Ix[| = [l9ll, lo que implica que 1 <|[y]|, pero y € B, asi [[y[| = 1.

Como [lx =yl =Ilxll=1 =[lx]| - lyll, entonces |lx -l +Ilpll =llx]l = llx -y + yll, sabemos que eso

sucede en IR"” con la norma usual sélo si x—y=ay para alguna a, es decir x=(a—-1)y,

escribiendo = a — 1, entonces x = fy, por lo que x| = |ﬂ|||y|| = |ﬂ ,

B = =||x||. Como —— =y entonces f§ = —||x|| y y = ———:.Pero en ese caso

i
il
]

> 2x—(y+H—i”)H

= 2|«

2(llxll = 1) = llx = pll +

Lo que no es posible, por lo tanto el conjunto es Chebyshev.

Ejemplo 3. Si X = R? con la norma usual, K = R?\ B(0,1), entonces K es proximinal no

Chebyshev. Sea k € K y x € R* \ K, entonces 0 < ||x|| < ||k||, por lo tanto
e = kIl = [llell = 1kl = 11Kl = 1]l = 1 = lx]
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Entonces dg(x) > 1 —||x||, ademas para todo x # 0, —

X

[l

X

Hu s 11l = 1 = x]L
T

X —
H [B]

Asi que la distancia se alcanza en —, pero el conjunto no es Chebyshev porque para x =0,

|| I’
dg(0)>1—-|0l|=1y|[h—-0||=1 para toda h € Sx.

15 15
1.5
i
0.5F 0.5
osf L
121
-1.5 -1 -05 0.5 1 1.5 -1.5 1.5
-1.5 0.5 15
-0.5¢
o
-1.5 -1.5 -1.5
(a) Ejemplo 1. (b) Ejemplo 2. (c) Ejemplo 3.

Ejemplo 4. Sea X = IR? con la norma ||(a,b)|| = |a| +|b] y

K:{( xY): yzf—EJ sixe[8m, 8m+4)0y—1—1+{4J51xe[8m+4 8m), meZ}

donde | x| es la parte entera de x, entonces K es Chebyshev.

(d) Ejemplo 4.



Veamos primero que si (xo,v0) € K y xq € [8m,8m + 4] entonces dg (xg, o) =

’

X0 X0
Yo 4+{4J

X+ h
—— |, entonces

4

XO+h X0+h _ _ X0+h X0+h
e J)H—|h|+yo (-]

_ _ %o |%|_h
=+ {vo 4+{4J 4'

lH

. . x
para demostrar estos es suficiente considerar las h tales que {ZOJ = {

> il +[lyo - 22 + | 2

X + XO
Yo 4
X0 X0

VO_Z+{4J

Y la igualdad se alcanza cuando h=0. El caso cuando xy€[8m+4,8m] vy

yo—1+ xZO - {%OJ es similar. Por lo tanto K es Chebyshev.

di (X0, Y0) =




1.1.1 Convexidad

Una condicién muy importante en el presente estudio es la de convexidad

Definiciéon 1.13. Sea (X,]|-||) un espacio vectorial y K un subconjunto de X. K es convexo
si para cualquier x,y € K 'y A1€[0,1] se cumple (1-A)x+ Ay € K. Una funcién f: X >R,
definida sobre un conjunto convexo K, es convexa si para todo x,y € K y A €[0,1] se cumple
que f(Ax+(1-A)y) < Af(x)+ (1 —A)f(v); f es estrictamente convexa sila desigualdad es estricta
paratodox=ypy Ae(0,1).

Proposicion 1.14. Si K es convexo, entonces Px(x) es un conjunto convexo.

Demostracion. El resultado es claro si Px(x) = @ 6 Px(x) consta de un solo elemento. Sean
ki # k, tal que kq, k, € Px(x), entonces ||x — k1| = |[x — k,|| = dg(x) > 0.Si A €[0,1],
[l = (Aky + (1= Vi)l = llx — Aky =k + ko]
=|lx = Aky —ky + Aky — Ax + Ax||
= [[A(x—ky) + (1 = A)(x = ko)ll
< Mlx =k [[+ (1 = A)[lx = ko]
= Adg (x) + (1 - A)dg (x)
= dg(x)

Por lo tanto Aky + (1 — A)k, € Py (k). O

Corolario 1.15. Si hay dos elementos distintos en Py (x) y K es un conjunto convexo, entonces Py (x) tiene una

infinidad de elementos.

El estudio de la convexidad de conjuntos y funciones, tiene especial relevancia a la hora de la basqueda
de maximos y/o minimos, asi como en el desarrollo de los algoritmos de resolucion de los problemas de
optimizacion ya que, como casi todas las funciones convexas se pueden expresar como el supremo puntual
de funciones afines, es posible aplicar métodos de resolucion eficientes para los problemas de optimizacion

como el del descenso infinito, seleccién de paso o criterios de tipo "backtracking"([52] y [33]).

En el Ejemplo 4 tenemos un conjunto Chebyshev que no es convexo. Considerando la ventaja de trabajar

sobre conjuntos convexos, surge la pregunta ;bajo qué condiciones un conjunto Chebyshev es convexo? Esta
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cuestion es uno de los problemas abiertos mas importantes en la teoria de la mejor aproximacioén, para la

que se han dado algunas respuestas parciales que se estudiaran mas adelante.

La primer restriccién que impondremos a las esferas unitarias es que, geométricamente, no contengan

segmentos de recta, para ello definimos:

Definicion 1.16. Un punto x de un conjunto K es un punto extremo de K si no existen x1,x; € K
diferentes y A € (0,1) tales que x = Axy + (1 — A)x;. El conjunto de todos los puntos extremos de

K se denotara como Ext(K).

De la definicién es inmediato que todo conjunto K convexo cumple que, si K \ x es convexo y x € K, entonces

X es un punto extremo.

Definiciéon 1.17. Un espacio de Banach (X,||-]|) se dice que es estrictamente convexo si

EXt(Bx) = Sx.
En la préctica es usual usar algunas definiciones equivalentes a la propiedad de ser estrictamente convexo:
Proposicion 1.18. Sea (X,||-||) un espacio normado. Es equivalente:
i) (X,||-]) es estrictamente convexo.
ii) Six,y € Sx son tales que ||x+y“ = 2, entonces x = .

iii) Six,peXyp2x|*+2 ||3JH2 - ||x +y“2 =0, entonces x = .

iv) Six,y =0 cumplen “x+y|| = ||x|| + ||y , entonces x = Ay para alguna A > 0.

v) Para cualesquiera x #y v r,R > 0 tales que R+r = ”x - (, se cumple que

B[x,r]N B[y, R] = {z}.

R r
oo == (5 e 5 o
onde= (R+r T R+r)Y

Demostracion. i) = ii): Supongamos que (X,|-|[) es estrictamente convexo y existen
X1+ X X1+X2€S X1 X

2 XY
x1,%; € Ext(By) lo que es una contradiccién.

X1,Xp € Sx talesque x, = x; y H ” =1, entonces € By, por definicion

11



ii) = i) : Debido a que todo x € Bx \ (Sx U {0}) cumple que

—MM”“ (1~ [Ixl)0,

si x =0, para cualquier y € Sx, 0 = %y + % (-v), entonces Ext(Bx) C Sx.
Si existe x € Sy que no es un punto exterior de By entonces existen xq,x, € By diferentes y
a €(0,1) tales que x = ax; + (1 —a)x,, ya que x € Sy se debe tener que ||ax; + (1 —a)x;|| = 1.

Six; &Sy o0x;¢eSy, |lax;+(1—a)x;||<allx||+(1-a)|x;|| <a+(1—-a)=1, que es imposible,

X1+ X
luego x1,x; € Sx. Ademas se cumple ” 122 H =1, ya que:

Sia e (%,1) y definimos f = 2a —1 € (0, 1), entonces

e b |

i+ a-p)

- ||x1(2a—1)+2(1 S

Bllxil[+(1=p)

X1+ Xy ||

=|laxy + (1 —a)x,|| = 1.

:>”x1 +XzHZ 1-Blall _
2 1-8
Slae( )yﬁ—1—2ae(01) entonces
Blkall+ (1-p)| 222 2|z + (1-p 22|
+
- sz(l —2a)+ (2a)M||
=llax; +(1 - a)x,||=1.
:>Hx1+xz||> L-Bllell _
2 1-p
1 1
Por lo que ”w” >1, pero 1= §||x1||+ §||x2|| > ”x1 X ”X1 ;xZH =1.Lo

anterior es una contradiccion con ii), por tanto Ext(Bx) = Sx.
ii) = iii) : Notemos que
200”2l e+ 51 2 2100+ 2 o]~ (el + o)
2
= (Il=[l2]))" > .

Es decir, si 2||x||> + 2 ||y||2 - ||x+ yHZ = 0, entonces ||x|| = ||y”
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Si 2||x||2 +2 ||y“ - ||x +y|| =0y x =0, entonces —

|| I ||x||
5 2 2
y x y
+2||7 =l 5=+ 7
‘II?H Il [l
por lo que
5 2\1/2
LT A I Y s =2
T 1 L ] ?
De ii) — X _ ——, ademas ||x||:”y||,portant0x:y.
<l [Jy]|

iii) = ii) : Sean x,y € Sx tales que ||x+yH = 2, entonces

20+ 2| =[x+ | = 4-|]x+ 9] =4-4=0

por lo que x = p.

iv)=1i):Six,p eSxy Hx+y|| = 2; entonces ||x|| + |

Xy y son de norma uno, entonces A = 1. Por lo tanto x = y.

ii) = iv): Sean x,y =0 tales que ||x+y|| =||x|| + ||y“ Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que 0 < ||x|| < Hy” Entonces

ER
S

RN N A
Sl ETRREL I (T

(nxn) -l “[IIXH II;II]

( )|| 1+ [lv11) Hyll(“xu ||;1J|)]

_ X
2V i

Por lo tanto

|| l Hy”

-7

vl
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= Ay con A >0, como




ii) = v): Sean x,y € X distintos y 7, R > 0 tales que R+ = ||x — 9|, entonces

=i = H(Rlir)XJr(R:r)y_xH :(R:r)”x—yllzr,

R r R
2=l = H(R+r)x+(R+r)y_yH _(E)HX_VH—R-

Por lo que z € B[x,r]N B[y, R]. Supongamos que existen distintos u,v € B{x,r]NB[y,R] y sea
u+v

T

Como u,v € B[x,r] y u,v € B[y,R], entonces |[x—u|| <71, |[x—v||<7, |ly—ul| <Ry |y-v||<R. Si
|lx — ul| < r entonces ||x — || < ||x — u|| + ||y — u|| < ¥ + R = |[|[x — y|| lo que es una contradiccién, por

lo tanto ||x — u|| = r, analogamente ||x — v|| = r.

X—1u X—-v X—-v Xx-—u
Ya que ||x —v|| =||x — u|]| = r, entonces H ” = H H =1,

%
r r r r
sia, b€ Sxya=b,se tiene que ||a|| +|b]| > ||a + b||, entonces

== S I e

20 r r
De lo anterior ||x — w|| < r, analogamente podemos probar que ||y —w|| <Ry

. De ii) tenemos que

u+v

X—v , Xx—u
X 2 r + r

2

r

k=l <llx—wl+llw-yll <r+R=[x-yl,

que no es posible. Por lo tanto la interseccién no puede tener mas de un punto y

{z} = B[x,r] n B[y, R].

v) = ii) : Supongamos que existen x =y en X tales que ||x|| =||y|| = “%” =1 entonces
1= -+l = 1= =1 52 ol = 15570 =
Por lo tanto {0, %} C B[x,1]N B[-y, 1]. Por lo que el espacio no cumple v). O

14



En 1936 Clarkson introdujo el concepto de uniformemente convexo para la norma de los espacios de
Banach. Geométricamente una norma es uniformemente convexa si el punto medio de una cuerda de

longitud variable en By tiende a cero cuando la cuerda se aproxima a la frontera.

Definicion 1.19. Un espacio de Banach (X,||-||) se dice uniformemente convexo si para todo e,

0 <€ <2, existe 0 = 9(e) > 0 tal que para todo x,y € By,

Hx;y” >1-0 implica que “x—y” <e€
0, equivalentemente
”x;yH <1-96 cuando “x—y” > €.

Un concepto mas débil que el anterior es ser localmente uniformemente estrictamente convexo, en términos
geométricos es similar a ser uniformemente convexo pero con uno de los extremos de la cuerda fijo en la

frontera.

Definiciéon 1.20. La norma ||| de un espacio de Banach es localmente uniformemente
convexa o localmente uniformemente rotunda (LRU) si para todo x € Sy y {x,} C Bx tales que

lim (2||x||2 + 2|, |17 = lx + xn||2) =0, entonces lim ||x,, — x|| = 0.
n—00 n—oo

Es claro que si la norma es LRU entonces lim ||x,, —x|| = 0 cuando x,,x € Sx y lim ||x,, + x|| = 2. Por lo que
n—o00 n—o00

todo espacio LRU es estrictamente convexo. Sin embargo el reciproco no es valido.

Ejemplo 5. Definamos la norma |||-||| en C[0,1] como |[|x]||* = ||x||%, + ||x||§, con ||l la norma
del supremo en C[0,1] y ||||, la norma de L,[0,1]. Esta norma no es LRU en C[0,1] ya que si
consideramos la funcién x(t) =1 y las funciones x,(f) que se forman al “pegar”el segmento

1 1
que une los puntos (0,0) y (E' 1) y el que une (Z' 1) con (1,1), entonces

sup x(t) = sup x,(t) =1, sup (x(t)+x,(t)) =2, sup (x,(t)—x(t)) =1,
t€[0,1] te[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

1
1 L 1 2.3
i t 1 2
Jxﬁ(t)dt:f nztzdt+f 1dr="" +(1——):1——
0 0 1 3

n
t=0

1 x(£) + x,,(2) 2(t)dt: W(nt+1)2dt+ 122dt: @+nt2+t
-[0 0 1 3

n

15



=

2t3
(nt—l)zdt:(nT—nt2+t)

! 2
| et =xo)’ = |

Por lo tanto

, , 2 5
tim 20+ 20l 17 =l + 17 = lim (2(2)+2(2- 5 ) ~(8- )
n—00 1n—00 3n 3n

. 2z — 11 1 —
sin embargo 31_)1110|||xn —x|l| = 31_)11010(1 + %) =1.

Por otro lado, si 2[||x[||* + 2[lIyllI* = lllx + pllI> = 0, entonces 2||x||3 + 2|y|l5 —|lx+y||3 =0 y como
-1l es estrictamente convexa porque L,[0,1] es un espacio de Hilbert [17], x =y. Por la

Proposicién 1.18 iii), la norma ||| - ||| es estrictamente convexa.

Una equivalencia muy util a ser uniformemente convexo en términos de sucesiones es.

Proposicion 1.21. Un espacio de Banach (X,||-||) es uniformemente convexo si y solo si para todo par de

, e
sucesiones {x,}, {v,} en Bx si lim Xn | _ 1, entonces

n—oo

lim ||xn —ynH =0.

n—oo

Demostracion. =) Supongamos que el espacio es uniformemente convexo Yy

; Xnt+Yn Lo . .
7}1_{20 —||= 1. Si nh_>nolo||x” —yn” #0, existen subsucesiones {xnk} Ci{x,} v {ynk} C {y,}
tales que ||x,,k ~Vn “ > € para alguna € > 0. Ya que el espacio es uniformemente convexo, existe
- . . ’ . x +
0> 0 tal que para toda ny a partir de un cierto indice I & e <1-9, por lo tanto

Xy, +
lim ||l o 5 <1
nj—00

lo que es una contradiccién.

<) Supongamos que (X, || - ||) no es uniformemente convexo, entonces existe € > 0 tal que para

. 1 .
toda o, = P > 0 existen x,,, v, € By tales que

Xy + Yy ] 1
- > ——|>1-95,=1——.
ol ey |22 > 1,21 L
.. . / ; Xp+ Yy _
Con estos puntos podemos definir las sucesiones {x,} y {y,,}, éstas cumplen lim | ———|| =1,
n—o0
ademas para toda n € IN “xn —yn” > ¢, por lo que lim ||xn —ynH >e=0. O

n—oo

16



(a) Estrictamente convexo. (b) LRU. (c) Uniformemente convexo.

Con esta equivalencia podemos demostrar la siguiente proposicion.
Proposicion 1.22. Todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo. Todo espacio estrictamente

convexo y de dimension finita es uniformemente convexo.

Demostracion. Si (X,]|-]|) es un espacio uniformemente convexo y xg,y, € X tales que

Icoll = ]| = || =522 = .

Supongamos que Xy # ¥, sea € >0 tal que ”xo —yOH > €, existe 0 > 0 con la propiedad de que
para todo x,y € Sy,

“x—y” > € implica que H%“ <1-6.

Como ||x0 —yOH > € se cumple que ”

Xo + . . .
OT})OH <1-06<1, pero esto es contradictorio, por tanto

el espacio es estrictamente convexo.

Por otro lado, sean (X,||-||) un espacio de dimensién finita estrictamente convexo y
{x,}{v,} C Bx tales que lim ||xn+y,,“ =2. Como X es de dimensién finita By es compacto,
n—oo

por lo que existen subsucesiones {x,, } y {y,,, } convergentes a x y y respectivamente. Entonces

i+ = 52
2=yl < i ol < 2
Por lo que “x-i—y” = ||x||+||y” =2, es decir ||x|| = ||y” =1. Como el espacio es estrictamente

convexo y = x, por lo que lim ”xnk _y”kH =0.
Ng—>00

17



Si suponemos que lim “xn —yn” no es cero, entonces existen € > 0 y subsucesiones {xni} y {yni}
n—00

tales que > € para j € N, pero al tomar subsubsucesiones convergentes, éstas deben

Xy — V.
nj = Yn;

converger a x" y y’, con un desarrollo anélogo al anterior tenemos que esos limites deben ser

iguales, que es una contradiccién con el hecho de que > ¢, luego lim “xn - yn” =0.
n—o00

O

Xp. — .
0 = Uy

La relacion entre los diferentes tipos de convexidad se observa en el siguiente diagrama.

Uniformemente Estrictamente
LRU
convexo convexo

Dimensién finita

18



1.1.2 Compacidad

Desde principios del siglo XX se traté de extender algunas propiedades de los intervalos cerrados y acotados
que eran cruciales para la demostraciéon de ciertos teoremas como el de valor medio o la continuidad
uniforme. De este modo surge el concepto de compacidad que en espacios métricos estd determinado por

sucesiones.

Definicion 1.23. Sea (X,||||) un espacio normado y K un subconjunto de X. K es compacto si

toda sucesion {k,} contenida en K contiene una subsucesién convergente a un punto k € K.

Un concepto relacionado con la compacidad que surge en el estudio de la mejor aproximacion es el

siguiente:

Definicion 1.24. Un conjunto K es aproximativamente compacto si para toda x € X y toda
sucesién {x,} contenida en K tal que lim ||x, —x|| = dx(x), existe una subsucesion {xnm} que
n—o0

converge a un elemento kg € K.

De las definiciones tenemos que todo compacto es aproximativamente compacto. Sin embargo la inversa

no es, en general, verdadera. Por ejemplo:

Ejemplo 6. Consideremos el conjunto X = Z con la norma |[|x —y|| = |x - y).

Esta norma genera la topologia discreta en Z. Consideremos K = IN \ {0}, entonces para x <1

di(x) = inf {llx—nll} = o~ 1],

Supongamos que {x,} es una sucesién minimizante en K, entonces lim ||x — x,|| = ||x — 1. Pero
n—00
simeIN\{0,1}

llx —mll = |lx = 1| + |1 = m| > [lx = 1] + 1,

por lo que existe ny € IN tal que para todo n € IN, n > ny se cumple que x,, = 1 y la sucesién

converge a 1 € K.

Sim e K, como la distancia entre my K es ceroy |[n—m|| > 1 para todo n € K\ {m}, toda sucesion

minimizante debe ser constante eventualmente.
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Por lo tanto K es aproximativamente compacto, pero K es un conjunto no acotado en Z con la

topologia discreta, por lo que no puede ser compacto.

Definiciéon 1.25. Un subconjunto K es acotadamente compacto si para toda r € R positiva

K N B[0,r] es compacto.

Es claro que compacto implica acotadamente compacto, si consideramos al conjunto R con la norma usual,
es acotadamente compacto, pero no es compacto, ademas:

Proposicion 1.26. Todo conjunto K acotadamente compacto es aproximativamente compacto.

Demostracion. Sea (X,||-||) un espacio de Banach, x € X y {x,,} C K una sucesién minimizante
para x, entonces la sucesion {x,} es acotada, sea M €N tal que {x,} C B[0,M], como K es
acotadamente compacto, K NB[0,M] es compacto, al tener una sucesién contenida en un

compacto, entonces debe tener una subsucesiéon convergente. O

De la definicién es claro que todo conjunto aproximativamente compacto es proximinal, sin embargo, no

todo conjunto proximinal es aproximativamente compacto como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7. Consideremos al espacio X = % ={{x,): x, €R y Z’|x,,|2 < oo} con el producto
n=1

interno definido por {x,}- {y,} = anyn y la norma ||-||, inducida por este producto interno. Si
n=1

K= {x ={x,) €l: x|, = 1}, entonces K es proximinal ya que

dg (0) = inf {[|0 - pll2} = inf {llyll2} = 1.
yeK yeK

X

AsiPK(O):K.SixinyeEK,entoncesWeKy
2
X 1
x— | = {1 = | Xl = lxll = 1
H Il Il ‘ e |l = 1 =1
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. . X
Si consideramos ——— € K

[l

X

[l

2

(Ilxll+1)

(-5

. . X
Finalmente si y € K y y # +——, entonces

llxll

sl = ylx=p)-(x=3)
= Ikl -2 )+ o]
> \/||x||§ = 2]fxdls [lv]], +1
= (I, - 1)2

= [IIxll - 1]-

2

> |Ilxll, - 1].

Asi concluimos que dg(x) = |||x||2 — 1|, por lo que K es proximinal.

Sin embargo K no es aproximativamente compacto, basta considerar la sucesién {x,, : n € IN}

de x, =(0,0,...,0,1,0,0...) donde el 1 esta en la n-ésima posicidn, ||x,||, =1 para toda n € N,

entonces lim ||0—x,||, =1 =dg(0),es decir, la sucesién es minimizante, pero no tiene una
n—o0o0

subsucesion convergente ya que para cualesquiera n = m se tiene ||x, — x|/, = V2.

De las proposiciones y ejemplos anteriores tenemos

Acotadamente Aproximativamente
Compacto —

]'_)[ Proximinal

compacto compacto
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1.1.3 Topologia débil y dualidad

El espacio de las funciones lineales continuas tiene estructura de espacio vectorial con la suma y producto

definidos punto a punto, es decir:
(f+8)x) = f(x)+g(x) 'y (Af)(x) = Af(x).

Para este espacio tenemos la siguiente proposicién:
Teorema 1.27. Sea (X,||-||) un espacio de Banach. Entonces el espacio vectorial de las funciones lineales continuas

x*: X — R es un espacio normado, con la norma

[lx*[l, = sup |x*(x)].

XESX

Este espacio se denota X*, y se le llama el espacio dual de X.

Demostracion. La continuidad de x* nos asegura que ||x*||, estd bien definida, ya

que (x*)7'(=1,1) es un abierto V alrededor de 0, por lo que existe r>0 tal que

B[0,r] € B(0,2r)C V. Si ||x|]|<r, entonces [|x*(x)||, <1. En particular ﬁ’ =r, por lo que
X
x*(ﬁ) = ﬁ [lx*(x)]l, < 1, por lo tanto [|x*(x)||, < @ para toda x € X.

La propiedad || Ax*||, = |/’\)-||x*||* es inmediata de la definicion. La subaditividad de los supremos
asegura la desigualdad del tridngulo, y por altimo, si ||x*||, = 0 entonces x*(x) = 0 para todo
x € Sx, y por la linealidad de x*, para todo x € X \ {0}

* _ * x _
< (x) = [l x (M)‘O

se sigue que x* = 0. O

Cuando no se preste a confusidon usaremos la notacién ||x*||, = ||x*||. Ademés la norma del espacio dual

cumple que

xX(x)| =

()]l = 17 - Dl (1.1)

. X
x|+l < sup
Il res,
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Un teorema importante en el estudio de conjuntos convexos es el Teorema de Hahn-Banach [48].
Teorema 1.28. (Hahn 1927-Banach 1929) Sea X un espacio vectorial, provisto de una funcion v : X — R que

verifica
¢ v(x+v) <v(x)+v(y) para todo x,y € X,
¢ v(rx) =rv(x) para todor >0y x € X.

Sea M un subespacio vectorial de X y g : M — R una funcion lineal en M tal que g(m) < v(m) para todo m € M.
Entonces existe un funcional lineal f : X — R en X que extiende a g, es decir, f(m) = g(m) para toda me M y

f(x) < v(x) para toda x € X.
Si v es una norma, se tiene |f (x)| < v(x) para toda x € X.

Como consecuencia de este teorema tenemos:
Proposicion 1.29. Si(X,||||) es un espacio normado y x € X, entonces existe una funcion lineal continua x* tal

que x"(x) = [lx|  [Ix[l, = 1.

Demostracion. El resultado es claro si x = 0. Sean x = 0 y M el subespacio generado por x,
definimos g : M — R como g(Ax) = A||x]|; y v(x) =||x|| para todo x € X, por el Teorema 1.28
existe x* tal que x*(x) = g(x) para toda x e M y x*(x) <||x|| para toda x € X, es decir ||x*||, = 1.

O

Y las versiones geométricas del mismo:

Definiciéon 1.30. Dado @ € R y un funcional lineal x* € X*, no nulo y no necesariamente

acotado, se define el hiperplano afin H como H, = H, - :={x € X : x*(x) = a}.

Teorema 1.31. (Teorema de Hahn-Banach/Primera version geométrica) Sean (X, ||||) un espacio de Banach, A, B C
X subconjuntos convexos, no vacios y disjuntos, tales que A es abierto. Entonces existen una funcion lineal x*(x)

v a € R tales que el hiperplano x*(x) = a separa ampliamente a A y B, es decir
x*(a)<aparatodoac A y x*(b)>a paratodob e B.

Teorema 1.32. (Teorema de Hahn-Banach/Segunda version geométrica) Sean (X,||||) un espacio de Banach,

A, B C X subconjuntos convexos, no vacios y disjuntos, tales que A es cerrado y B es compacto. Entonces existen
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una funcion lineal x*(x) y a € R tales que el hiperplano x*(x) = a separa estrictamente A y B, es decir, existe € > 0

x"(a)<a—eparatodoac A y x'(b)>a+e paratodob e B.

Asi como se ha definido el dual de un espacio normado, también podemos definir el dual del dual (el bidual
o doble dual):
(X*)* - _X**'

Este espacio es importante debido a que existe una funcidn isométrica del espacio X en X™
Proposicion 1.33. Six € X y x* € X*, entonces el elemento x define una funcion lineal ¢, € X™* que actiia sobre

el punto x* como @, (x*) = x*(x).
Mas aun, la funcién [y : X — X** tal que Jx (x) = ¢, es una isometria.

Demostracion. Es claro que ¢, es lineal, para ver que es continua supongamos que x,

converge a x" en X", entonces la desigualdad (1.1) nos asegura que

|@x(x5) = ()| = () = x*(x)| = | (5, = x°) ()| < o, = ¥ - I

Que tiende a cero cuando n tiende a infinito, de lo que
lim . () = 9,(x") = i Jim x; ).

Por lo tanto ¢, € X*, ademas

llpall = sup |@u(x)| < sup [l lIxllx = lIxllx

X*ESX* X*GSX*
lo que implica que ||@,|| < ||x||x. Pero el teorema de Hahn-Banach 1.29 nos asegura que existe
una funcién x* € X* con ||x*||, =1 y x*(x) = [|x]|, lo que prueba que el supremo se alcanza y por

ende |yl = [Ix[lx- N

La funcién Jx Se llama inclusién canénica de X en X™. Esta funcidém no tiene porque ser sobreyectiva.

Definicion 1.34. Un espacio de Banach es reflexivo cuando la inclusién canénica es una

funcion sobreyectiva, es decir [x es un isomorfismo isométrico entre X y X™*.
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Aqui hay que aclarar que la isometria entre X y su dual debe ser la canénica, en 1951 James [28] present6
un ejemplo de espacio de Banach que es isométricamente isomorfo a su bidual, pero no es reflexivo. El

conjunto de funciones lineales de un espacio en el campo sobre el que actiia induce una topologia:

Definicion 1.35. Sea (X,||-||) un espacio normado. La topologia inducida por el dual, es decir
la topologia mas débil para la cual todos los elementos de X* son continuos. Esta se trata de
la topologia engendrada por la familia 7 := {(x*)_1 (U): x* € X", U abierto en IR}, que no es otra
que la formada por uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de 7, es decir V

es un abierto en esta topologia si
V= {y eX: |xf(y—x)| <€, EI},

donde x} € X*, € >0 e I un conjunto finito. Esta topologia se llama topologia débil. Se suele
denotar a este espacio topolégico como X, a sus abiertos se les llama débilmente abiertos, a

sus cerrados débilmente cerrados, etc.

Como esta definida la topologia débil en un espacio de Banach (X,||-||), decimos que una sucesién {x,}
contenida en X converge débilmente a x si para cualquier abierto débil, V, de x existe N tal que para
toda n> N, x, € V, aunque esta es la definicion de convergencia débil, no es usual trabajar con ella. Una
equivalencia de ésta es:

Proposicion 1.36. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach, x,, una sucesion contenida en X, y x € X. Decimos que x,,

47 w . , .
converge débilmente a x y lo denotamos x,, — x si y sélo si x*(x,,) converge a x*(x) para toda x* € X".

Demostracion. =) sea x* € X", como x* es continua respecto a la topologia débil, que x,

converja débilmente a x implica que lim x*(x,) = x*(lim x,,) = x*(x).
n—o0 n—o0
&) Sea V un débilmente abierto de x en X,,. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
V= {y eX: (x;-‘(y—x)| <e,i eI}

donde € >0, I un conjunto finito, y x; € X* para toda i €I. Como lim x}(x,) = xj(x) para
n—oo

*

x;(xy —x)| < € para cada n > N;. Sea

cada i €I, tenemos que para i € [ existe N; € N tal que

N = mélx {N;}. Entonces x,, € V para todo n > N, por lo que x, converge débilmente a x. O
1€
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Otra topologia importantes es:

Definicion 1.37. La topologia débil estrella en el espacio dual X* es la topologia mas pequena

que contiene como abiertos a todos los conjuntos de la forma
U= {x* e X*: |(x*—x6)(xi)| <€, EI},
donde xj; € X, x; € X, € > 0 e I un conjunto finito de indices.

De manera analoga a la Proposicién 1.36 se puede demostrar que
Proposicion 1.38. {x}} € X" converge en la topologia débil estrella (x; Z x*) si p solo si

lim x},(x) = x*(x),
n—oo

es decir, la topologia débil estrella es lo mismo que la convergencia puntual.

La principal utilidad de las topologia débil y débil estrella radica en que tienen muchos conjuntos
compactos, esto al coste de disminuir el nimero de conjutos abiertos, en particular, en [13] tenemos:

Teorema 1.39. (Banach-Alaoglu) En un espacio de Banach, (X, ||-||), Bx+ es compacta con la topologia w*.

Como consecuencia, todo subconjunto del dual de un espacio normado que sea cerrado con la topologia
débil estrella y acotado en norma es compacto con la topologia débil estrella. Combinando el teorema
anterior con [22]:

Teorema 1.40. (Eberlein-Smulian) Sea A un subconjunto de un espacio de Banach (X,||-||), entonces es

equivalente:
o A es débilmente compacto.

o A es débilmente secuencialmente compacto (si dada una sucesion {x,} en A, existe una subsucesion {x, }

que converge débilmente a un punto de A)

o A es débilmente contablemente compacto (todo recubrimiento abierto y contable de A es reducible a un

recubrimiento finito)

se puede demostrar que

Corolario 1.41. Un espacio de Banach es reflexivo si y sélo si la bola unitaria es débilmente compacta.
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1.1.4 Diferencial y derivada

Ahora nos interesa incorporar el concepto de dierivabilidad para funciones definidas sobre espacios de

Banach.

Definiciéon 1.42. Sean un espacio de Banach (X, [|-||), un abierto U en X, x € U, h € Sx y una

funcién f : U — R. Si el limite
o Fx )= ()

t—0* t
existe y es finito, éste se conoce como la Gateaux derivada direccional de f en x con direccion
h y lo denotaremos como f’(x,h). Si f’(x,h) existe para toda h € Sx y f’(x,h) es una funcién
lineal continua, f es Gateaux diferenciable en x y a f’(h) = f’(x,h) la llamaremos la Gateaux

diferencial de f en x.

En la definicién anterior es inmediato demostrar que si f es Gateaux diferenciable en x, entonces la
diferencial es homogénea, es decir f’(ah) = af’(h), de este modo podemos extender el concepto de Gateaux

diferenciabilidad a todo el espacio.

Definicién 1.43. Sean un espacio de Banach (X, ||-||), un abierto U en X, x € U y una funcién

f : U - R Gateaux diferenciable, si

o S )= ()

t—0* t

es uniforme para h € Sx. Llamamos a f’(h) la Fréchet diferencial de f en x.

En particular la norma es una funcién que puede ser Fréchet o Gateaux diferenciable en X \ {0}.

Ejemplo 8. El espacio de las sucesiones de nameros reales
(o) [e¢]

0! :={x={x,:neN},x, € R tal que len| <ocop con la norma ||x|| = lenl. Veamos
n=1 n=1

que la norma es una funcién Gateaux diferenciable en x si y solo si todas las coordenadas de x

son no nulas, adema3s, la norma no es Fréchet diferenciable.

En efecto, tomemos los vectores canénicos ¢, = (0,0,...,0,1,0,...). Si la norma es Gateaux
diferenciable en un punto x € ¢' entonces la funcién Qr(t) « ||lx + teg]| = |xk+t|+Z|x,~| es

izk
Gateaux diferenciable en t = 0, por lo tanto x; debe ser diferente de cero para cada k.
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Ahora veamos que si x € £! es un punto con todas las entradas no nulas, entonces la norma en
x es Gateaux diferenciable. Como la norma no se ve afectada si cambiamos el signo de alguna
de las entradas de x, podemos suponer que x; es positivo para toda i € IN. Fijemos un punto

u € Sp1, para todo t > 0 tenemos

(o]
Il + tull —llxll _ N i+t = i
t Z« t '

=1

Sean e Ny 0 <t < min{xy,xp,...,x,}, como |u;| <1, entonces 0 < t|u;| <t < x; para toda
1 <i < n, entonces x; + tu; > 0. Esto nos permite escribir

n

X+ tul|—||x
LESTRLIR S

t £
i=1

X; +tu;| — x; X; +tu; —Xx;
donde €,(t) = Z% Observemos que |e,(t)| < Z'l—tlll = ZIM{L tomando
i>n i>n i>n
n
limite cuando ¢ tiende a cero tenemos f’(x,u) = inul- +A,con A, = lim+ €,(t). Es claro que
t—0
i=1

[e¢]
A, tiende a cero cuando n tiende a infinito, por lo que f’(x,u) = Zui.

i=1
Nos resta demostrar que la norma no es Fréchet diferenciable para toda x. Consideremos el
vector h,, = —2x,¢, para toda n € N y observemos que ||/, || = 2x,, tiende a cero cuando # tiende
a infinito, si || - || fuera Fréchet diferenciable en x, entonces tendriamos que

D 2 [ Y S A A B

=00 1Al 00 2y

| = x| = x, + 2%,

=1,

lo que es una contradiccion.
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flx+th) - f(x)

" es no decreciente para t >0

Lema 1.44. Si f es una funcion convexa, entonces

Demostracion. Sean f convexay 0 < t; < t,, como

tr—t t th—t t
x+t1h:( 2 1)x+(—1)(x+t2h) v (u)+_1=1,
1) t ) t

entonces

f(x+t1h)§(t2_tl )f(x)+t—1f(x+t2h)<:)
ty ty

Flx) < —tlf(x)+i1f(x+t2h) o
2

flx+t1h)-

Fla+tyh)— f(x) < %(f (x +t2h) - f(x) &

flx+t1h)—f(x) < f(x+t2h)—f(x).

f tr

flx+th)—f(x)

n es no decreciente para t > 0. O

Por lo que la funcién

flx—th)—f(x)

t

ya que f es convexa, se tiene que f(x)< f(xz—th) + f(x;—th)’ por lo tanto 2f(x) < f(x—th)+ f(x +th),

Si aplicamos este lema a —h € Sy, entonces — es una funcién no creciente para t > 0, ademas,

reordenando y dividiendo entre ¢ tenemos

flx—th) = fx) _ flx+th) - f(x)

t t
Por lo que los limites laterales F*(h)= lim

; 0+w y F7(h) = lim w existen y son

t
finitos, ademés F*(h) > F~(h) y L0+ f (f —th) = 2f(x)

Lema 1.45. Sea f una funcion convexa sobre un subconjunto abierto U de un espacio de Banach (X, || -||) continua

> 0 para todo t > 0.

en un punto x € U. Entonces f es Fréchet diferenciable en x si y solo si

lim flx+th)+ f(x—th)—2f(x) _

t—0* t

0

uniformemente para h € Sy.

Demostracion. =) Si f es Fréchet diferenciable, se cumple que F*(h) = F~(h) para toda h € Sy,
si t > 0 entonces

fla+th)=f(x) flx=th)=f(x)  flx+th)+f(x—th)=2f(x)

t —t t
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de lo que podemos afirmar que

lim flx+th)+ f(x—th)—2f(x)

t—0* t

=F*(h)-F (h)=0
uniformemente para h € Sx.

<) Si el limite es 0, entonces F* = F~. Asi F = F* = F~ es un funcional. Debemos probar que es
acotado, como f es continuo en x, existe 9,€ > 0 tal que f (z) < € cuando z € x + dBy. Para toda
heSxy M <90, porel Lema 1.44

f(th+X)—f(x)<f(6h+x)—f(x)<€—f(X)
t - ) 5

Entonces F(h) <

e—(];(x) para toda h € Sx. O

Analogamente se puede demostrar el siguiente lema.
Lema 1.46. Sea f una funcién convexa sobre un conjunto abierto U de un espacio de Banach (X,||-||) continua

th —th)-2
en un punto x € U. f es Gdteaux diferenciable si y sélo si para toda h € Sx lim flatth) + flx—th) = 2f(x) =0.

t—0* t

Usando el hecho de que la Fréchet diferencial es uniforme en Sy y el cambio de variable y = th nos permite

escribir

tim t =Fh <
}E%f(xﬂht)—f(x) CFh)=0e
i flx+ th)—{(x) —tF(h) _
Hyhrgof(x+z/)ﬂ;‘|ix)—lf(z/) 0.

Que es otra forma de escribir la Fréchet diferencial. Ahora podemos demostrar el siguiente teorema

Teorema 1.47. (Smulian) Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y x € Sx.
i) Es equivalente
1. |||l es Fréchet diferenciable en x.

2. Six}, v, €Sx v r}irrgox;(x) = r}irgoy;(x) =1 entonces T}I_)II‘EO”X; -val=0.

3. Si lim x;,(x) =1 y {x},} C Sx~, entonces {x,} es una sucesion convergente .
n—o00
ii) Es equivalente
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1. |||l es Gateaux diferenciable en x.
b * * z * z * * * w* *
2. Six,, v, €Sx v nlgrgoxn(x) = ’}Lngoyn(x) =1, entonces x;, —y,, = 0 en X"

3. Existe una tinica x* € Sx~ tal que x*(x) = 1.

Demostracion. i) 1 = 2) Sea ||-|| una norma Fréchet diferenciable en x € Sy, € > 0, por el Lema

1.45 existe 6 > 0 tal que ||x + h|| +||x — k|| < 2 + €|h]| cuando ||A]| < .

Sean x;, y;, € Sx- tales que lim xj,(x) = lim p;(x) = 1. Si tomamos 1y € IN tal que para n > ng se
n—o0

n—oo

cumple que méx{|x;(x) =1, |yp(x)— 1|} < €9, entonces, para n>ngy y ||h|| < 6 tenemos

(6 =) (h) = X3, (x + h) + 3, (x = h) = X3, (x) = 93, (%)
< e+ All+ [lx = Al = x5, (x) = 95 (x)
< 2-x(x) = (x) + el

<= x5 (x)|+ |1 = 9} ()| + € IHl| < 3es.

Por lo tanto, para n > ng se cumple

%= 9all = sup (6, = p;)(w) = sup ==
llull=1 flull=1

. . 4, * || _
y ya que € era arbitrario lim ||xn - ynH =0.
n—oo

2 = 1) Por contradiccidn, si suponemos que ||-|| no es Fréchet diferenciable en x € Sx. Ya que
[|x + th| + ||x — th|| - 2
t
existen 6 > t5 >0y hs € Sy tales que

> 0 paratoda t > 0y, por el Lema 1.45, existe € > 0 tal que para toda 6 >0

[lx + tshsll +llx — tshsll =2

ts
podemos construir una sucesion {t,h,} con lim |t,|=0y h, € Sx tal que para todo ne€ N,
n—oo

llx + bl + llx = |l > 2 + €]t P,
Por el Teorema 1.29, podemos elegir xj, v, € Sx- tales que xj(x+t,h,)=|x+th,] y
Yalx = tuliy) = 1t = £y, Notemos que [x,(tuhy)| < Ital y [+ hyll = I3l <[t para toda ne N,

asi xj,(t,h,) tiende a 0 y ||x + t,h,|| a 1 cuando # tiende a infinito. Por lo tanto

lim x},(x) = lim (x;(x+ tnhn)—x:l(tnhn)) = }1113;10( [lx + £, F,,]| —x;(tnhn)) =1

n—oo n—oo

31



Analogamente lim y;(x)=1.
n—oo

Por hipétesis, r}I—{Iolo ||x; - y,’;H = 0. Por otro lado

(XZ —?Z) (tnhn) = x::(x + tnhn) + y;(x - tnhn) - (x; + y;)(x)

2 ||x+ tnhn” + ”x_ tnhnH -2z €||tnhn||-

De lo que concluimos ||x; —y;” > € para toda n € IN.

2 = 3) Sea una sucesion {x},} C Sx- tal que lim xj,(x) = 1, por el Teorema (1.29), existe y* € X*
n—00
y*

la hipétesis, concluimos que

= 1. Sea la sucesion {y;} C Sx- tal que y* = v;, para todo n € N. Usando

tal que y*(x)=1y ‘

*

=0.

* * — z *
xn_yn” = lim “xn_y

n—o00

lim |

n—o0

Por lo que lim xj, =",
n—o00

3 = 2) consideremos dos sucesiones x}, vy € Sx» y lim x},(x) = lim v} (x) =1, definamos la
n—o00 n—00
sucesion {h,} tal que h,(y) =x" , (v) para valores impares de n y h, =y, para valores pares
T 3
de n, de este modo

hoy =9y, € Sx+ y hp1 = x, € Sx+.

Lo anterior implica que h,, € Sx»,y lim h,(x) = 1, por la hipoétesis, existe una funcion h(x) € Sx-
n—oo

tal que lim ||k, — k|| = 0. Entonces
n—o0

que converge a cero cuando n tiende a infinito.

Xy =vn| = 2ot = ol < ooy = Bl + 1o, — |

ii) 1 = 2) Supongamos que |||| tiene Gateaux diferencial en x € Sx. Fijemos y € Sx y € > 0. Por

el Lema 1.46, existe 6 > 0 tal que si 0 <t <, entonces

Hx+ ty” + ”x— tyH <2+et.

Sean xj,, v € Sx, n€ N, con lim xj,(x) = lim p;,(x) = 1, entonces
n—o00 n—o00

(X + 1Y)+ yp(x—ty) < ||x+ ty” + “x— ty” <2+et. (1.2)
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Tomemos ny € IN tal que, si n > ny, méx{)l —x3(x)

(1.2)

1 —y,’;(x)l} < €. Entonces, despejando en

’

(0 (¥) = i (v) < =x3,(%) — V(%) + 2 + €t+ < 3€0.

Por lo tanto (x;‘l (v) - y;(y)) < 3e.
Analogamente (y,fl(y) —x:l(y)) < 3¢, de este modo |x;(y) —y;(y)l < 3e.

Por lo que para y fija, lim (y,’;(y)—xn(y)) = 0. Como eso se cumple para cada y € Sy, v}, — X, 0.

2 =1) Por contradiccion, si suponemos que ||| no es Gateaux diferenciable en x € Sx. El
Lema 1.45 nos asegura que existen € >0, y € Sx y una sucesion {tn} de términos positivos

que converge a cero, tales que
||x + tny” + “x - tnyH > 2+ety,.
Elegimos x;, v; € Sx+, n €N, tales que

* t % t
xn(x+t,,y)2||x+tny||—;" y yn(x—tny)2||x+tny||—zn.

Por lo tanto

t 2
Xp(x+t,y)+yn(x—t,p) > 2+et, - 22 >2+ (e— —)tn.
n n
Esto implica que

(%90 2 2= 0=y + (e - 2 )t > (= 2 ),

de donde podemos concluir que

Por otro lado, ya que

® . " t " t n—o0o
1> xn(x) = xn(x+ tny) _xn(tny) 2 ”x+ tny” - ﬁ _xn(tny) >1- tn”y” - En - tn”y” i 1:

obtenemos que lim x}(x)=1. De manera analoga, lim y;(x)=1. Lo anterior es una
n—-oo n—00

contradiccion entre la hipotesis y (1.3).

2 = 3) Sea x € Sy, el teorema de Hahn Banach 1.29 nos garantiza que existe un funcional

x* € Sy~ tal que x*(x) = 1. Sea y* € Sx- tal que p*(x) =1, tomemos x;, =x" y y; =" para cada

33



n e NN, entonces lim xj,(x) =1 = lim p;(x), por hipétesis lim (x*—y*)(z) = 0 para cada z € Sy,

n—oo n—-oo n—oo

por lo tanto x* = p".
3 = 2) Consideremos {x:,} y {y;‘l} sucesiones contenidas en Sy- tales que

lim xj,(x) = lim p;(x) = 1.

n—-oo n—oo

Por hipétesis existe una tinica x* € Sx- tal que x*(x) = 1, por lo que {x:l} y {y;} deben converger

a x*, asi para toda y € X, lim (x}, - v;,) (v) = x* (y) - x* (y) = 0. Entonces x}, — p}, Y. O
n—-o00

Definicion 1.48. Un espacio (X, ||-||) es suave si para cada x € Sx existe un Gnico x* € Sx- tal

que x*(x) = 1.

Una aplicacion directa del Teorema (1.47), es el siguiente resultado:

Proposicion 1.49. Es equivalente ser suave y que la norma sea Giteaux diferenciable en todo vector no nulo.

Por lo que se suele decir que la norma es suave si es Gateaux diferenciable en todo vector no nulo.
Corolario 1.50. Sea (X, || ||) un espacio normado vy ||-||" su norma dual. Si ||-|" es estrictamente convexo (suave),

entonces || - || es suave (estrictamente convexo).

Demostracion. Primero supongamos que | - ||* es estrictamente convexo. Debemos probar
que para x € Sy existe un unico x* € Sx- tal que x*(x) =1. Sea x € Sx y x*,9" € Sx- tales que

x*(x) = p*(x) = 1. Observemos que
2> ||x* + y*” > (" +y")(x)=2,
entonces Hx* + y*”* = 2. Por la convexidad estricta de ||-||* concluimos que x* = p*.

Ahora supongamos que (X,||-||) no es estrictamente convexo, entonces existen x =y tales
X+

que ||x|| = ||yH = ” 5 H =1. Por el Teorema de Hahn-Banach 1.31 existe x* € Sy tal que
(XEDN_ XY _ (X _ ¥ KB) . .
x( 5 )_” 5 '_I.Porlotantol_x( 7 )_ ) . Como x*(x) <1y x*(y) <1,

entonces x*(x) = x*(y) = 1.
Sean @y, ¢, € Sx~ funciones definidas como en la Proposicién 1.33, éstas cumplen que
Px(x) =x"(x) =1 =x"(y) = @, (x").
Como @, # ¢, y ambos estan en S,, entonces el espacio no puede ser suave. O
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Corolario 1.51. Sea (X, || ||) un espacio Banach reflexivo. Entonces (X, || - ||) es estrictamente convexo (suave) si y

sélo si (X, ||-1I*)) es suave (estrictamente convexo).
Corolario 1.52. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y ||-||* la norma del dual de X. Si ||||" es LRU, entonces ||-|| es

Fréchet diferenciable.

Demostracion. Sea x € Sy, y escojamos x* € Sy- tal que x*(x) =1. Sean xj, € Sx- tales que

lim xj,(x) = 1. Tenemos
n—o00
2> I+ x> (X)) (x) =S 2.

2 2 2
Por lo tanto lim (2||x;||* + 201X =X+ I ): 0y por ser ||-|[* LRU, lim ||x}, — x| = 0. Por
n—oo n—oo

el Teorema 1.47 ||-|| es Fréchet diferenciable. O
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1.2

Conjuntos proximinales

Como dijimos en la Proposiciéon 1.12 un conjunto proximinal debe ser cerrado, el reciproco, que
demostraremos mas adelante, se cumple en todo conjunto cerrado no vacio de un espacio de Minkoswki
(espacio de Banach de dimension finita), de hecho esta es una caracterizacion de estos espacios. Aparte de
este resultado solo se tiene el Teorema 2.36, que nos asegura que en ciertos espacios los conjuntos cerrados
no vacios son casi proximinales, es decir el conjunto de puntos que no tiene mejor aproximacién es de
medida nula. Por lo que, en general, se necesita mas que ser un conjunto cerrado para ser proximinal. En
esta seccion estudiamos algunas condiciones de suficiencia para que un conjunto K sea proximinal.

Proposicion 1.53. Todo conjunto no vacio aproximativamente compacto de un espacio normado es proximinal.

Demostracion. Sean (X,||-]]) un espacio normado y KCX un subconjunto no vacio
aproximativamente compacto. Consideremos x € X \ K, por la definicién de dg(x) existe
una sucesion {x,} C K tal que Ji_)rr;oﬂxn —x|| = dg(x), como K es aproximativamente compacto
podemos extraer una subsucesion {xnm} que converge a un elemento y € K, de esto y que la

norma sea continua tenemos

lim x, —x” = lim ”xnm —x” = dg(x).

m—00 m—00

Iy —xl=|
O

Corolario 1.54. Todo conjunto acotadamente compacto es proximinal, en particular todo conjunto compacto es

proximinal.

De este corolario se sigue que todo subconjunto no vacio y cerrado de un espacio de Banach de dimensién
finita es proximinal, porque en estos espacios todas las bolas cerradas son compactas y la interseccién de
un cerrado con un compacto es vacia o compacta.

Corolario 1.55. Sea un espacio normado (X,||-||) v K C X el subespacio vectorial generado por los elementos

X1,%X2,.., %X, € X, sea x € X \ K, entonces existe la mejor aproximacion de x con respecto a K .

Demostracion. Sea K es espacio vectorial generado por K U {k}, entonces K es cerrado en K’

que es un espacio de dimension finita. O
Una consecuencia de este hecho es que en el espacio de las funciones continuas
C([a,b]):={f :[a,b] — R: f es continua}
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siempre existe la mejor aproximaciéon a un subespacio de dimensién finita, como lo es el espacio de los
polinomios de grado a lo mas n.
Teorema 1.56. (Teorema cldsico de Riesz.) Sea Y un subespacio propio cerrado de un espacio de Banach (X, ||])).

1
Existe x € X tal que ||x||=1y Hx—y“ > 5 para todoyeY.

Demostracion. Sea x’ € X\Y, por ser Y cerrado inlt;”y—x' =d>0. Sea ypeY tal que
(S

“x’ —y0|| < 2d. Definimos y” = x” — y,. Entonces ”y’” < 2d, ademas Hy’ —y” >d paratodoyeY,

por lo que ”y'—yH >d> X%;U()H es decir

-y vy |_ -zl 1
b =voll I =woll | = ol 2
Entonces x = —~—2%_ cumple que ||x||=1y ||x—y|| > 1 paratodoyeY. O
[ = ol 2

Corolario 1.57. En todo espacio de dimension infinita existe una sucesion {x,,} C Sx, tal que ||x,, — x,,|| > 5 para
todo n = m.
Teorema 1.58. En todo espacio de Banach de dimension infinita existe un conjunto cerrado no vacio K y un punto

x € X\ K tal que x no tiene un punto mds cercano en K.

Demostracion. Del Corolario 1.57 sabemos que existe una sucesion de elementos {x,} de

1
norma uno tal que ||x, —x,,|| > 5 Sea
K:={(1+2")x,:neN\{0,1,2}},
El conjunto K es cerrado porque para todo 2 <n<m

N1 +27") 2, = (1 +27") x|l = 11+ 277 ) x = (1 4+ 27) 2, + (277) 2, = (277) x|
= “(1 + 2—m) (xm _xn) - (2—11 - 2_m)xn||

> [(1+27") |Gt = x| = (27" =27 [l

Asi que toda sucesién convergente de elementos de K es constante a partir de un momento.

Pero, para toda n € IN, dg(0) = inf”(l + 2_")xn|| =1< ”0 —(1+ 2_”)xn”. O
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Corolario 1.59. Todo espacio de Banach es finito dimensional si y sélo si todo subconjunto no vacio cerrado es

proximinal.

Proposicidén 1.60. Todo subespacio reflexivo de un espacio de Banach (X,||-]|) es proximinal.

Demostracion. Consideremos un subespacio reflexivo K C X, sea x¢K y {k,} CK una
sucesién minimizante para x, la sucesion {||kn —x||} es una sucesion convergente, por lo que

existe M € IR tal que ||k, — x|| < M. De la desigualdad
lkull < {1y = X1 + [lx[| < M + ]|

tenemos que {k,} C B[0, M + ||x||]. Ya que el subespacio es reflexivo, por el Corolario 1.41 la bola
B[0,M +]|x||] es débilmente compacta. Entonces existe un y, al cual converge una subsucesion

de la sucesién minimizante, yy es un punto de mejor aproximacién para x desde K. O

Ahora vamos a caracterizar los espacios de Banach reflexivos en términos de sus subconjuntos débilmente
cerrados que son proximinales, para ello veamos algunos resultados preliminares. En 1950 R. C. James
anunci6 que un espacio de Banach X con base de Schauder es reflexivo si tiene la propiedad de que cada
x" € X" alcanza su supremo en la bola unitaria cerrada de todas las normas equivalentes. El mismo ano, V.
Klee demostro este resultado sin requerir la existencia de una base. En 1957, James encontré una prueba
sofisticada de que si By es la bola unitaria de un espacio de Banach separable X, entonces By es débilmente
compacto (y, por el Corolario 1.41, X es reflexivo) si, y sélo si, cada x* € X* alcanza su supremo en By.
En 1962, Klee conjeturd que esta propiedad podria caracterizar los conjuntos débilmente cerrados de
un espacio de Banach (separable) que son débilmente compactos. Finalmente, en 1964, James publicé el
siguiente resultado [13]

Teorema 1.61. (James, 1964) En un espacio localmente convexo cuasicompleto E (es decir, que todo conjunto
cerrado y acotado es completo), un conjunto débilmente cerrado A es débilmente compacto si, y sélo si, todos los

funcionales x* € E* alcanzan su supremo en A.

En particular de este teorema se desprende:
Teorema 1.62. Un conjunto débilmente cerrado K de un espacio de Banach (X, ||-||) es débilmente compacto si y

solo si todos los x* € X* alcanzan su mdximo en K.
Cuya demostracion se puede encontrar en [22].
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En 1933, S. Mazur observé que, dado un funcional x* € Sy-, el hiperplano H; = {x € X : x*(x) = 1} tiene
elemento de norma minima si y s6lo si x* alcanza su supremo en Sy, para demostrarlo veamos que:

Lema 1.63. Sean (X,||-||) un espacio de Banach y x* € Sx~. Se cumplen las siguientes igualdades:

inf {liyll} = sup {x*(0)} = sup {x"(x)} =1.

x(y)= [lxll=1 [lxll<1

Demostracion. La segunda igualdad es clara, para la primera consideremos y € X tal que

1 =x*(y), entonces, de la desigualdad 1.1, se tiene que
1 =x"(y) < [Ix"[L Il = Iyl

De la definicién de norma, para todo € > 0 existe x, € Sy tal que

o xe Xe 1
x =1 <
(ﬁua) Tl T T
Como € fue arbitrario, se sigue que 1nf {llyll} = sup {x { *(x )} O
@)= llxll=1
Lema 1.64. Sea X un espacio normado y x* € X* con ||x*|| = 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) x" alcanza su supremo en By

b) Para un (y en consecuencia para cada) a € IR, el hiperplano H, = {x € X : x*(x) = a} es proximinal

Demostracion. Tomemos xy ¢ H, y z € H,, sea

Xg—2
=" = 1.4
Y= g (1.4)
aplicando norma
H ” _ Xp—2 _ [0 — |
et —all ™ o) —al

por lo que

[[9[[1" (x0) = al = llxo — zII.

Como x*(z) = a, aplicando x* a la igualdad (1.4) obtenemos

oo X0—2 x* (xp —2)

Xp)=x (x*(xo)— ) x*(x0) —
_X*(xo)—X*(Z) x*(x) —a _1
C x(xg)-«a x*(xo) —a '
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Por otro lado si suponemos que x*(y) =1y z € X, de la igualdad (1.4), tenemos

ey e %0—2z | xT(x0) —x(2)
1_x(y)_x(x*(x0)—a)_ ,

entonces a = x*(z), es decir, z€ H,,.

De lo anterior deducimos que

At o -2l =

At {x' o) = allvll = [x*(xo) -] _nf {liy—oll}

Por lo tanto, la existencia de la mejor aproximacién para xy en H, equivale a la existencia de

la mejor aproximacion de 0 a H;. De esta observacion y el Lema 1.63 la demostracion se sigue

inmediatamente. O
Como corolario del Lema 1.64 y el Teorema 1.62 tenemos:
Corolario 1.65. Para un espacio de Banach (X,||- ), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Todos los subconjuntos débilmente cerrados de X son proximinales.
ii) Todos los hiperplanos cerrados de X son proximinales.
iii) X es reflexivo.
Demostracion. Es claro que i)= ii).

ii)= iii) Por el Lema 1.64 se tiene que todo funcional x* € X" alcanza su norma en By, por el

Teorema 1.62, By es débilmente compacta y, por lo tanto, (X, || -||) es reflexivo.

iii = i) Si consideramos un conjunto débilmente cerrado Y de X, x € X\ Y y un puntoyp € Y
tal que ||x—yp|| = d(x,Y), entonces los puntos de mejor aproximacién de x a Y estan contenidos
en la bola B[x,llx - yoll]. Sea {y,} una sucesién minimizante, entonces existe N € N tal que
Yy € B[x,llx —y0||] para toda n > N; por el Teorema 1.41, B[x,llx - yoll] es compacto, por lo que
1, tiene una subsucesién convergente a un punto y, este punto y es una mejor aproximacion

dexal. O
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Como corolario del Teorema 1.62 también tenemos:
Corolario 1.66. Sea (X,||-||) un espacio de Banach, si la norma del espacio dual es Fréchet diferenciable entonces

X es reflexivo.

Demostracion. Considerando el encaje definido en la Proposicién 1.33, si x* € Sx+ y x,, € Sx

es una sucesion tal que lim ¢, (x) =1, por el Teorema 1.47, {¢, } es convergente en X™* por
n—o0

lo que {x,} es convergente en X, es decir x* alcanza su norma vy, por el Teorema 1.62, X es

reflexivo. O

En particular los subespacios de dimension finita son reflexivos por ser su propio dual, por lo tanto son

proximinales. También lo son los subespacios cerrados de un espacio reflexivo.

Sabemos que no todos los subespacios tienen porque ser cerrados, por ejemplo los nimeros racionales como
subespacio de los reales sobre el campo de los racionales son un subespacio que no es cerrado. Otro ejemplo

de un subespacio que no es cerrado es:

Ejemplo 9. Sea ¢ el espacio de las sucesiones x = {x,} tales que lim x, =0 con la norma
n—oo

(o]

. . Xi
[|x]] = me]il\)I({lxnl}. Consideremos el subespacio K de ¢y de las x tales que E 2—z =0, entonces
ne

i=1
K no es un subespacio proximinal en ¢.

Para probar la afirmacién consideremos y={y,}eco\K, llamemos
=y |yl
A= 2—§ < 27 = ”y” < co. Tomemos
i= i=1
i
zi=—(ALA...,4,0,0,...)+{y,}.
200127007

i entradas
Primero veamos que z; € K. La suma de los elementos definida por z; es

i . 00 . i . .
=21\ A 1 =2 1 =2 2' -1
Z.— —.+Zy—].: —A —4+A=—"A]———+21=0.
20-1)2 2] 2t -1 =) 2] 2t -1 2!

j=1 j=1

9i
Ademas lim Hzi —y” = lim 51 [A]=|A|, de esto dg(y)<|A|. Supongamos que existe
1—00 1—00 —_

x={x;} €K tal que ”x—yH <|A|, como lim {x,}= lim {y,} =0, podemos encontrar N
n—-oo n—oo
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1Al

suficientemente grande tal que para todo i > N se cumple que )xi —yi| < ok En ese caso

(o)

Yi S Vi— X+ X c Yi—X; S X C Yi— X
= —| = - = < — | = Z- 7
Al ;21‘ — 21 - Zl, 21 " ;2" Zl 2i
1= 1= 1= 1= 1=

N-1 0 N-1 00 N-1 00
vi— % Vi =% i—x] & pi-xl A B
SZ lzil+leilS, 121’1*,2—121‘1 SZT+Z—2i2)=
i=1 i=N i=1 i=N i=1 i=N
N-1 1 0 1
|/\|[ ?+Zzi+l]<|/\|.
i=1 i=N

Por lo tanto K es un subespacio no es cerrado ni proximinal.

Otra consecuencia del Corolario 1.65 es que todo subconjunto cerrado y convexo K de un espacio de Banach
reflexivo es proximinal, para demostrar esto basta ver que estos conjuntos son débilmente cerrados.
Lema 1.67. Sea K un subconjunto convexo cerrado de un espacio de Banach (X, ||-||), entonces K es débilmente

cerrado

Demostracion. Si K es vacio o K = X entonces es débilmente cerrado, por lo que supondremos
que @ = K = X. Sea x5 € X\ K, como K es cerrado y convexo y xg € K por el Teorema de

Hahn-Banach 1.32 existe una f, € X" tal que
fxo (XO) > sup fxo (x)
xek
Entonces

X0 € fxgl (su}? (fxo (x)),oo)

es decir, x( esta en la imagen inversa de un abierto del funcional f,, (por lo que x; estad en un

débilmente abierto), como la unién arbitraria de débilmente abiertos es débilmente abierta y

x\k= | fxgl(sup(fxo(x),oo)),

xpeX\K xeK

entonces, X \ K es débilmente abierto. O

Corolario 1.68. Todo conjunto cerrado convexo de un espacio de Banach reflexivo es proximinal.
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1.3

Conjuntos Chebyshev

En 1961, Efimov y Stechkin demostraron que todo conjunto débil* cerrado y convexo de un espacio de
Banach con dual LRU es Chebyshev [19], posteriormente Day demuestra que todo conjunto cerrado y
convexo en un espacio estrictamente convexo es Chebyshev, resultado que podemos encontrar en [50], esta
es una de las propiedades mas usadas para saber cuando un conjunto es Chebyshev. Esto también es cierto
si sustituimos ser estrictamente convexo por uniformemente convexo, la importancia de esta afirmacién
recae en el amplio uso de espacios uniformemente y estrictamente convexos, por ejemplo:

Proposicion 1.69. Todo espacio con producto interior es uniformemente convexo

Demostracion. Sean (X, (-)) un espacio con producto interior y € > 0. Si x,y € Bx y ||x - y” > €,

< 2, entonces € < 2. Tomemos 6:=1— 5 V4—-€2>0. Por la ley del

como ”x—y” < [lx[| + ”V}

paralelogramo
2

e+l = 210 + 2 o]~ [}~
por lo tanto
x+9|* <4-|x-y| <4-e>=4(1-6)
ty

X ) .
entonces, T” <1-96,y(X,()) es uniformemente convexo. O

Corolario 1.70. Todos los espacios de Hilbert son uniformemente convexos.

Otros espacios importantes con esta propiedad son los espacios vectoriales de las sucesiones de numeros

reales que convergen. Para 1 < p < oo definimos el espacio ¢ como

P = {x: {x,:n €N}, x, € R tal que Z|x,,|p <c>o}.

n=1

1

(o9

r
Estos son espacios de Banach cuando se les dota de la norma IIll, definida por [|x]|,, := [Z|xn|p] para toda
n=1
x ={x,} elP.

Muy relacionados con estos, tenemos a los espacios LP. Considerando que dos funciones son iguales si lo
son salvo en un conjunto de medida nula, para Q ¢ RN un conjunto de medida finita en el sentido Lebesgue

y 1 < p < co definimos

LP(Q) = {f :QQ > R: f f Lebesgue integable, f |f|p < oo}.
0
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Estos espacios L? (QQ) son espacios de Banach con la norma I,

11, = (L | f|”)", para toda f € P (Q0).

En [34] se demuestra que los espacios €7 y LP con 1 < p < oo son espacios reflexivos con duales ¢7 y L7, donde

1 1
—4==1.
p 4

Para demostrar que estos espacios son uniformemente convexos utilizaremos las desigualdades de Clarkson
[26].

1 1
Lema 1.71. (Desigualdades de Clarkson) Sean 1 < p,q < co, tales que — + — = 1.

p 1

Si f,g € (LP(Q) I, ), entonces
I+ gllb +11f —gllb < 227 (IF1E + liglly) si 2 < p < oo (1.5)

g-1
If +glls +1f = gllg < 2(Iflp +1Igllp)" sit<p<2. (1.6)

Six,y € P, entonces

9l + =il = 207 (1t + o) si 2 < p < o

-1
ol =l < 2 (1l < lo]) st <p<2
Lema 1.72. (Clarkson) Sea 1 <p < oco. Los espacios (LP(Q),”.”p) v los espacios (gp,”.”p) son uniformemente

convexos.

Demostracion. Sean e >0y f,g € Byp tales que ||f g, > ey e<2.
Sip>2yé:=1-%/1- (%)p > 0, por la desigualdad (1.5) se cumple que

If +gllp < 2271 (115 + Nigllp ) - 1Lf — gt

<27 —|If -glbb
<2P_¢P
=2P(1-6).
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Sil<p<2yd:=1-J/1- (%)q > 0, por la desigualdad (1.6) se cumple que

q-1
If +8llp < 2(IF1Ip+1Igly)" =11 - gl

<27-|If —glly
<21-¢1
=21(1-9)1.
+
En ambos casos tenemos que ng <1-9, por lo que el espacio L? es uniformemente
P
convexo. El caso de los espacios ¢P es analogo. O

Los espacios L? son ampliamente utilizados en las matematicas por ejemplo en las transformadas de
Fourier, los espacios de Hilbert (que son fundamentales para muchas aplicaciones, desde la mecénica
cuantica hasta el calculo estocastico), en estadisticas donde las medidas de tendencia central y dispersion,

como la media , la mediana y la desviacion estandar , se definen en términos de LP-métricas, etc.

Dado el amplio nimero y uso de espacios de Banach estrictamente o uniformemente convexos las
Proposiciones 1.73 y 1.74 tienen especial interés.
Proposicion 1.73. Todo subconjunto convexo y proximinal K de un espacio de Banach estrictamente convexo

(X,11-11) es Chebyshev.

Demostracion. Supongamos que ki #kp, ki, k; € Px(X) para alguna x € X. Entonces

lk1 — x|| = ko — x| = dx (x), de lo que

1 1 1
|5 ko= < s =+ e = = .

1
Como K es convexo, §(k1+k2)eK, entonces “%(k1+k2)—x||2d1<(x). Por lo tanto
ki +k
LT ™2 ¢ pe(x).
2
ki - ky - ki—x  ky— L(ki+ky)—x
De esta forma — X, X y ! x, 27X ESX,perof(l—z)zlporloque
ey =11 Tea =1l ” Ty =’ ez =1 [ (ks + o) = x]
la norma no es estrictamente convexa. O
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Ejemplo 10. Sea X = R? con la norma

l(x, 9l =|x—y|+/x>+y? y K la bola cerrada de

norma uno. Por la Proposicién 1.68, K es un conjunto

proximinal, ademas es un subconjunto de un espacio

con norma estrictamente convexa, por la Proposicién

1.73, K es un conjunto Chebyshev en X.

Proposicion 1.74. Todo subconjunto K no vacio, convexo y proximinal de un espacio de Banach uniformemente

convexo (X, ||-||), es Chebyshev.

Demostracion. Inmediato de las Proposiciones 1.73 y 1.22. O
De estos resultados, por ejemplo, se tiene que todo conjunto cerrado, no vacio y convexo en un espacio de
dimension finita estrictamente convexo es Chebyshev.

Otra condicién que garantiza que un conjunto proximinal es Chebyshev esta relacionada con el
complemento métrico, el cudl fue utilizado por Day cuando mostré que ¢*° no tiene una norma suave
equivalente a su norma usual, su demostracion se basa, en parte, a las propiedades del conjunto de vectores
unitarios en el complemente métrico del conjunto ¢ definido en el Ejemplo 9. Argumentos usuales han sido

usados para estudiar la existencia de una norma equivalente suave en algunos espacios.

Definiciéon 1.75. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio de Banach (X,||-[|), el

complemento métrico, K es el conjunto

Ki={xe X x| = dy (x)}

Ejemplo 11. Sean el espacio X =R’ con la norma ||-|l; definida como ||(x,y)||1 = |x|+(y| y

K={(xy):y=x)
Dado que “(x,y)“1 = ”(x,y)— (0,0)”1 =|x| + ‘y| y (0,0) € K entonces dg((x,v)) < ”(x,y)”l.
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Six>0>vyoy=>02>x, entonces para toda a € R se cumple

ey, =l + ] =[x -3] <l al+ |y - a

en particular para la @ que minimiza la distancia de (x,y) a K (dK (x)= ||(a,a) - (x,y)”1 ), que
debe existir porque K es proximinal por ser cerrado y no vacio en un espacio de dimension

finita, luego ||(x,7)||, < dk((x,)), es decir ||(x, )|, = dx((x,7)).
Six, y>00x, y <0, entonces
o], =bel+ o] =[x+ 9] > [x 3|
=[l0.x-)|, =[x 0 - (x ), = dk((x,p)).
Asi que K = {(x,y) txp < 0}.
Proposicion 1.76. Sean un espacio de Banach (X,||-||) y un subespacio K C X , si x € X, k € K y A € R, entonces

Py(Ax + k) = APg(x) + {k}. En particular si Px(x) = 0, entonces APx(x)+ {k} = 0.

Demostracion. Sean x € X, k € Ky A € R, primero observemos que

d(Ax+k) = inf [|(Ax +k) = y|| = |A| inf ||x - 2|| = [A|dx (x).

zeK
Si A =0 el resultado es trivial, supongamos que A = 0, entonces

Y€ Pr(Ax+k) e |ly— (Ax+k)|| = dg (Ax + k)

(55 -] e
@"(#)—x = di (%)

-k
=4 yT GPK(X)

&y e AP(x)+k.
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Lema 1.77. Sean (X,||-||) un espacio de Banach y K un subespacio de X, K cumple:
i) KNK ={0}.
ii) K es cerrado.

iii) K es un conjunto Chebyshev si vy sélo si para todo x € X existen tinicos k € K y7<\e K tales que x = k +k.

Demostracion. i) Seaxe KN K, como x € K yxe K entonces dy (x) =0 = lx|| y x = 0.
ii) Sea {x,} C K una sucesion convergente a un x € X, entonces
llxll < lloe = xull + llall

= ||x = x| + di (x,,)

< ”x _xn” + ”xn _k”,
para toda k € K, tomando limite
llx]| < Tim ([|lx = x,]| + [lx, = kI)) = [lx —&l|,
n—-o00

de lo que ||x|| < dg(x). Por otro lado ||x|| = ||x — O]| = dk(x). Por lo tanto x € K.

iii) =) Para x € X existe un tnico k € K tal que dg(x) = ||x — k||, considerando A =1y -k €K

en la Proposiciéon 1.76 tenemos
Py (x—k) = Px(x) -k = {k} -k = {0},

de lo que se tiene que 0 € Py(x—k) y dg(x—k) =||x —k||. Entonces x=k+ (x—k), ke Ky
x—k € K. Por lo tanto X = K +K.
Supongamos que existen k; € K y7<\1 € K tales que x = k; +k;, de ahi se tiene
PK (X) = PK (kl +/k\1)
=P (/k\l ) +k;  por la Proposiciéon 1.76

=k porque Py (x) = {k}.

Como ’El €k, P (?1) =0=k—ky, por lo tanto k; =k, es decir la representaciéon de x en

términos de K y K es tnica.
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<) Ya que para todo x € X \ K existen tnicos k € K y/k\e K tales que x = k +k, entonces
k=x—k y|lx—k|| = “72” por lo que

10— (x—k)ll = [lx - kll = dx (x—k) 'y 0€Px(x—k)=Pe(x)-k

entonces k € Px(x). De lo que tenemos que el conjunto K es proximinal.

Para ver que es Chebyshev supongamos que existen ki,k; €K, ky #k, tales que

llk; — x|l = |lks — x|| = dx (x), entonces
0€Px(x—ki) vy |lx—kill=dg(x—ki),

por lo que 7(2 =x—k; €K para i € {1,2}. Concluimos que x = k; +7<\1 =k, +/k\2, lo que es

una contradiccién porque la representacion de x en términos de K y K es Gnica.

O

Con los resultados anteriores podemos asegurar cuando un conjunto es Chebyshev en términos del
complemento métrico.
Proposicion 1.78. Sea (X,||-||) un espacio de Banach y K un subespacio proximinal de X para el cual K es

convexo, entonces K es Chebyshev.

Demostracion. Supongamos que ki, k, € Pg(x) para algan x € X \ K. Si definimos
Ky i=x—kq, y ky:=x—k, entonces ||x—k|l=dg(x)<|x—ky —kl| para todo keK, por lo
tanto [lx—ki|| <dg(x—ky), pero [lx—ky =0l =|x - k[l > dx(x—k;). Es decir ki=x-k €k,
bk o Bk _k-k
2 2
=0y ky,=ky. O

analogamente , -k, = -x + k; € K. Como € K, entonces

ko —ky
2

Centrando nuestra atencién en los espacios de Hilbert, de las Proposiciones 1.74 y 1.69, sabemos que todo
conjunto cerrado, no vacio y convexo es Chebyshev, por lo que podemos denotar {p,} = Px(x) a la Gnica
mejor aproximacion. En estos espacios se cumple:

Lema 1.79. Sea K un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espacio de Hilbert (X,(-)), se cumple
i) Sixe X\K, entonces p, € Fr(K).
ii) Para cada x € X y toda k € K, tenemos que (x —p,, k —p,) < 0.

iii) Si K es un subespacio cerrado de X, entonces para cada x € X el vector x — p,. es ortogonal a K.
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Demostracion. i) Sea x¢ K, definimos el punto x,:=Ax+(1—-1)p, € X, entonces se

ii)

iii)

El inciso ii) nos dice que si x ¢ K, entonces el hiperplano que pasa por p, con vector normal x — p,, que es

cumple ||x—x,||=(1—A)||x —pyll <||x — p«ll para cada Ae(0,1). Si p, fuera un punto
interior de K, entonces existe € > 0 tal que B[py, €] C K, por otro lado [|x; — py|| = Al|x — pyll-

. € L

Si tomamos A < m, entonces x; € Ky ||x —x,|| <||x — p«ll, lo que es un contradiccién.
X—Px

Por lo tanto p, € Fr(K).

Seaxe X, keKyAe(0,1). Sabemos que p, cumple lo siguiente:

llxc = pall? < llx = [Ak + (1= A)p, ]I1°

= |(x = py) = Alk = pII?
=[x = pall> = 2A(x = py k= p) + A2 Ik = polI1%.

Por lo que -2(x—p,k-p)+A%|k—p,*>0 para todo Ae€(0,1), entonces
—2{x=py, k—pyx) >0, es decir (x—p,, k—p,)<0.

Fijemos k € K. Como K es un subespacio vectorial, p, + A(k) € K para toda A > 0. Entonces
Il = pall® < Ilx = (px £ AGDIP = llx = pull* F 24 (x = py Ky + A2 Ik,

A
es decir 21 (x—p,,k) < A?||k||* para toda A>0. De esta manera ={x —py, k)< E||k||2
para toda A >0, tomando el limite cuando A tiende a cero +{x—p,,k) <0 por lo que

(x—py k) =0 para toda k € K.

O

el conjunto {z €X :({x—pypz)y={(x —px,px)}, separa fuertemente a x de K.

Ademas podemos caracterizar la norma dual de un espacio de Hilbert.
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Corolario 1.80. (F. Riesz-Fréchet) Si (X,(,)) es un espacio de Hilbert y x* € X", entonces existe un iinico vector

Yy € X tal que X"(x) = (x,yy) para todo x € X.

Demostracion. Six* = 0 entonces y,- = 0. Si x* # 0 podemos hacer K = ker x*, entonces K es un
subespacio cerrado propio de X, por el inciso iii) del Lema 1.79 existe un vector unitario z € X
tal que (k,z) = 0 para todo k € K. Como z ¢ K y para cada x € X tenemos

x* (x - x*(x)z) =x"(x)- x*(x)x*(z) =0,

x*(2)

x*(x)
x*(2)

x € X, asi pp =x"(2)z.

z€ K. Por lo tanto <x— mZ,Z> =0, es decir x*(x) ={x,x"(z)z) para toda

x*(2)

entonces x —

Para la unicidad consideremos x* € X. Si x*(x) =(x,y) =(x,z) para toda x € X, entonces
(x,y—z) =0 para toda x € X, en particular para x =y -z, por lo que ”3/ —z” =0 de lo cual se

debe cumplir que y = z. Por lo que el vector debe ser tnico. O

Ademas, por la Proposicion 1.33 y el Corolario de 1.80, la funcién x*+ y,« es una isometria lineal

sobreyectiva por lo que podemos escribir X* = X.
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2.1

Convexidad de los conjuntos

Chebyshev

Proyeccion métrica

En 1934 Bunt, Motzkin en 1935 y Kritikos en 1938 demuestran de forma independiente que en los espacio
euclidianos, todo conjunto Chebyshev es convexo. Jessen lo demuestra en IR”, Busemann extiende las ideas
de Jessen y demuestra que en un espacio normado, lineal, suave y estrictamente convexo de dimensién
finita todo conjunto Chebyshev es convexo. Klee también logré hacer la demostraciéon de Busemann y
dio una caracterizaciéon de los conjuntos Chebyshev en estos espacios, mas adelante demuestra que la
convexidad estricta no es necesaria. En la demostracion de la convexidad de los conjuntos Chebyshev en
espacios finitos con norma estrictamente convexa se utiliza que la proyeccién métrica es continua, por lo
que resulta natural estudiar las consecuencias de que la proyeccién métrica sea continua en los espacios de
dimensioén infinita. Vlasov demostr6 que si la proyeccién métrica para un conjunto Chebyshev es continua

y el dual es estrictamente convexo, entonces el conjunto es convexo.

En 1972 Oshman estudiaba la relacién entre la propiedad de ser un conjunto aproximativamente compacto
no vacio y la continuidad de la proyeccién métrica, en 2010 Guirao y Montesinos encontraron un ejemplo
en el que existe un espacio de Banach localmente uniforme de punto medio y un subconjunto K no
vacio, cerrado y convexo Chebyshev de X tal que la proyeccién métrica sobre él no es continua; casi al
mismo tiempo Zhang y Shi demostraron que, en un espacio de Banach fuertemente convexo, un conjunto
no vacio cerrado y convexo es Chebyshev y la proyeccién métrica es continua si y sélo si el conjunto
es aproximativamente compacto. AUn sigue abierta la siguiente importante cuestiéon: ;En un espacio de

Hilbert la proyeccién métrica sobre un conjunto Chebyshev es continua?.

En esta seccion estudiaremos la continuidad de la proyeccién métrica generada por un conjunto cerrado no
vacioy su relaciéon con la convexidad de un conjunto Chebyshev. Como la proyeccién métrica es una funcion

que puede ser multivaluada hay que aclarar lo que significa ser continua para esta clase de funciones.
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Definiciéon 2.1. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio de Banach, se dice que
f: X - P(X) es continua en x si {y} = Px(x) y para toda sucesién {x,,} que converja a x, entonces

toda sucesion {y,,} con v, € f(x,) converge a .

De esta definicién se observa que una funcién multivaluada es continua en x si para toda sucesion {x,} que
converge a x, entonces f(x,) converge a f(x), sin embargo la inversa de esta afirmacion, en general, no es

verdadera [16].

Si consideramos un punto x € X \ K y una de sus mejores aproximaciones p,, entonces todos los puntos
entre x y p, tienen como mejor aproximacion, al menos, a p, como se muestra a continuacién:
Proposicion 2.2. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio de Banach (X,|-)). Si x € X\ K y p, € Px(x),

entonces para toda x) := Ax+ (1 — A)p, con A €(0,1), p, € Px(x)).

Demostracion. Supongamos que x € X, p, € Px(x), we Ky x) = Ax+ (1 - A)p,. Como x, p, y

x, son colineales y w € K, entonces

ll2ea = pall = Il = pxll = llx = xall
< lx = wll = [lx = x,l

<llxx —wl.
Por lo que dg(x,) = ||x) — p«ll, es decir p, € Px(x,). O

El resultado anterior es valido en los espacios métricos, donde el segmento entre x y v se define como
el conjunto {z:d(x,z)+d(z,v) =d(x,y)} [41]. El siguiente paso para el estudio del comportamiento de la
proyeccion métrica seria probar que su grafica para un conjunto Chebyshev es continua, sin embargo esto
no tiene que ser cierto, existen espacios de Banach reflexivos donde la proyeccién métrica de un conjunto
Chebyshev no es continua [27]. Lo que si cumple la proyeccion métrica es una propiedad un poco mas
débil.

Proposicion 2.3. Sea K un conjunto proximinal en el espacio normado (X, ||-|). Si {x,,},{v,,} son sucesiones tal

que lim x, =x, lim y, =y v v, € Px(x,,) para toda n € IN, entonces y € Pg(x).
n—o00 n—-o00
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Demostracion. Sean {x,},{y,} sucesiones tal que lim x, = x, lim vy, =y y v, € Px(x,) para toda
n—-o00 n—-o0

neN. K es cerrado por ser proximinal, por lo que y € K, ademas la funcién distancia es no

expansiva, de esto
1% = 3l - i) = e () = ()] < b = ]

para toda n € IN, tomando limite tenemos que ‘ ”x —y” - dK(x)| <0, de ahi que ”x —yH =dg(x),

por lo que y € Pg(x). O

Recordemos un tipo particular de funciones que nos sera util.

Definicion 2.4. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una funcién f : X — R U {-co,00} es

semicontinua inferiormente si, para todo a € R, {x € X : f(x) < a} es cerrado.

En particular tenemos:
Lema 2.5. En todo espacio de Banach (X, ||-||), la norma es semicontinua inferiormente respecto a la topologia

débil.

Demostracion. Sea a € R. Para probar la afirmaciéon debemos mostrar que el conjunto
A:={xeX:||x|| < a} es cerrado con respecto a la topologia débil. Es inmediato ver que A es

convexo y, dado que la norma es continua,
A= ([0,a])

es cerrado con respecto a la topologia de la norma, por el Lema 1.67 también es débilmente

cerrado. O

Otra propiedad que cumplen algunos espacios importantes y que ayuda a verificar la continuidad de la

proyeccién métrica es la siguiente.

Definicién 2.6. Diremos que la norma de un espacio de Banach tiene la propiedad Kadec-Klee,
si para toda sucesion x, en X tal que lim x, =x con respecto a la topologia débil y
n—o00

lim ||x,|| = ||x||, entonces lim ||x,, — x|| = 0.
n—o0 n—oo

La propiedad Kadec-Klee primero fue probada para los espacios L con 1 < p < oo por Riesz (1928) y Radon

(1913), por eso también se le conoce como propiedad de Radon-Riesz.
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Proposicion 2.7. Los espacios con norma uniformemente convexa tienen la propiedad Kadek-Klee.

Demostracion. Es inmediato cuando x = 0.

Sea x, una sucesiéon que converge a x y x#0, a partir de una N € N podemos asegurar

que x, =0 para toda n>N, por lo que vamos a suponer que x, # 0 para todo n € IN.
x x . s

Hagamos y = I YUy = H—"” Es claro que si x,, converge débilmente a x entonces y, converge
x Xy

débilmente a y, también lo es que si ||x,, — x|| tiende a cero también lo hace ||y,1 - y”

Observemos que

Xy X

x E.
ERE

X
llell ™"

por el teorema de Hahn Banach 1.29, existe x* € X" tal que ||x*|| =1 y x*(y) = 1. Entonces

7

0= lim ||x|| x| = |lx— x|,
n—-o0

n—oo

x*(}’n*‘}’) < | yn"‘l’“ <1.
2 2
+ +
Ya que lim x*(%) =1, se tiene que lim %” =1. Por la propiedad de ser
n—o00 n—o00
uniformemente convexa y la Proposicién 1.21, entonces “yn —yH =0. O

En los espacios de dimension finita las topologias fuerte y débil son equivalentes, por lo que estos espacios

tienen la propiedad Kadec-Klee.

Los conjuntos acotadamente compactos cumplen la siguiente proposicion.
Proposicion 2.8. Sea K un subconjunto acotadamente compacto de un espacio normado (X, ||-||). Si Px(x) es un

singulete para alguna x € X, entonces la proyeccion métrica es continua en x.

Demostracion. Sea x € X, supongamos que Px(x) = {p,} para algin p, € K y tomemos una
sucesion x, que converja a x, supongamos sin pérdida de generalidad que {x,} C B[x,r] para
alguna r > 0. Por la Proposicién 1.53, K es proximinal por lo que existe y,, € Px(x,,) para cada
ne NNy por el Lema 1.10 la proyecciéon métrica es localmente acotada, entonces existe M € IN
tal que Py (B[x,r]) C MBy, como K es acotadamente compacto K N MBy es compacto, por lo
que y,, tiene una subsucesién convergente a algin y € K. De la Proposicién 2.3 sabemos que

Y € Pg(x) de lo que y = p,. O

Corolario 2.9. Sea K un conjunto proximinal en un espacio normado de dimension finita (X,||-). Si Px(x) es

un singulete para alguna x € X, entonces la proyeccion métrica es continua en x.
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Demostracion. Por la Proposicién 1.12, K es cerrado, en dimensidn finita las bolas cerradas
son compactas, por lo que los cerrados son acotadamente compactos y, por la Proposicién

anterior, la proyeccion métrica es continua en x. O

Corolario 2.10. La proyeccion métrica para un conjunto Chebyshev en un espacio normado de dimension finita

es continua.

La propiedad Kadec-Klee sumada a ser reflexivo nos permite asegurar la continuidad de la proyeccién
métrica para todo conjunto Chebyshev débilmente cerrado.
Teorema 2.11. Sean (X,||-||) un espacio de Banach reflexivo con norma Kadec-Klee y K un subconjunto

Chebyshev débilmente cerrado, entonces K tiene proyeccion métrica continua.

Demostracion. Sean x € X, {p,} = Px(x), {x,} una sucesion tal que lim x, = xy {p, } = Px(x,).
n—00

Para toda n € IN se cumple

dg(x) = [lx = pall < [Jx = pa, || < e = xll + [0 = P, || = Il = 2l + dic ().

De la Proposicién 1.9 tenemos que lim dg(x,,) + ||x — x,,|| = dg (x). Por lo tanto
n—00

di(x) = lim dy(x,) = lim [lx~py, || = lim di(x,) +[lx = x| = di ()

n—o00
Por lo que la sucesién {”x—pxn”} converge, entonces existe M € R tal que “x—px”” <M
para toda n € IN. Si consideramos la bola B[x, M], por el Corolario 1.41, ésta es débilmente
compacta, por lo que existe una subsucesion {px”m} que converge débilmente a algin y € X,

como K es débilmente cerrado y € K.

Ahora veamos que ”x - y“ < dg(x). Sea € > 0, entonces existe un M € N tal que paratodam > M

se tiene que ”x —Px, || <dk(x)+E€, esto es equivalente a que para toda m > M
m

X—px, € {y eX: ||y” < dK(x)+e}.

Ya que la norma es débilmente semicontinua inferiormente, este conjunto es débilmente
cerrado, por lo que contiene sus puntos limite con la convergencia débil. Entonces,
“x —y” <d(x,K)+e. Como € > 0 era arbitrario, podemos concluir que Hx —y“ <d(x,K)y, como

K es Chebyshev, y = p,, es decir y € P¢(x). Ademas como la norma es Kadec-Klee y

lim X = Px, =||X—Px||;
m

m—00
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debido a que x-p, converge débilmente a x —p,, lo hace también en norma. Por lo tanto
m

{pxn,,,} converge a p, en norma, de lo que la proyeccién métrica es continua. O

Como ya se menciond, Vlasov demostré que si K es un conjunto Chebyshev con proyeccién métrica
continua en un espacio de Banach (X,||-]|) con dual estrictamente convexo, entonces K es convexo. Sin
embargo, la continuidad de la proyeccion métrica no es necesaria, basta con pedir que la funcién distancia
generada por el conjunto K cumpla que

—d
limsup dg(x+y) —dg(x) _ 1

lyl—0 gl
para todo x € X \ K. Veamos que si la proyeccidon métrica es continua se cumple esta propiedad.
Lema 2.12. Sea un espacio de Banach (X, ||-||) y K C X un conjunto proximinal. Para x e X\ K, p € Px(x)y A >0

definamos x) := x+ A(x — ), si v, € Px(x,), entonces

Y=
dK(XA)ZdK(x)+||XA—x||(1——” H]
-3
., . .. A 1
Demostracion. Si definimos a := ——, entonces 1 —a = ——, de lo cual
1+A 1+7

Xy=x+Ax-y)=x-y=(1+A)(x-p)

= 1+/\(x;\—y)=x—y

= (l-a)xy-y)=x-y

por otro lado tenemos

X)) =x+AMx-p)=>Ay=x—-x, + Ax
= Ay—Ax) =x—x) + Ax— Ax,

= Ay -x1) = (1+)(x-xy)

A=l

- - AR 2.2
R P 22

Si consideramos al punto w:=ay,+(l-a)xy entre x, y vy,, este cumple que

=51l = (1= 1 =3y como
Xy=x+AMx-y) o Aly=(1+A)x—x,
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entonces

||x — w|| = ”—ay/\ +x—(1 —a)x,\“ =a “y —y,\”.
Finalmente, ya que y, € K y usando la desigualdad del tridngulo

o=l <[l =91

<|lx=wll+ |lw -

Za“})—m”Jr(l—a)”x)\—}d”- (2.3)

Usando (2.1), (2.2) y (2.3)

di(x) = |]xa - 92|
1
1-a

> 7o sl 7=z -l
=

(]

=[xl lv =21

k=l
-]
[y =l

:dKa»wwA—ﬂql——————}
=]

= (Ibea =1+ |- 2] ) v -4

O

Corolario 2.13. Sea un espacio de Banach (X,||-1|) y K € X un conjunto proximinal. Si la proyeccion métrica es

continua en x € X \ K entonces

Al =l-all k) - di()
lim lim

= =1
A—0+ Iy — || A500 |y — x| ’

donde {y} = Px(x), x) :=x+ A(x—-v) vy v) € Px(x,) para toda A > 0.

Demostracion. Sea A > 0, usando que la funcién distancia es no expansiva y el Lema anterior

tenemos
-l k) —det  p-wall
= = Al [y

59



Como la proyecciéon métrica es continua en x, entonces lim y, = v y la parte derecha de la
A—0*

desigualdad anterior converge a 1 cuando A tiende a cero por la derecha, concluimos que

T di(xy)—dg(x)

=1
A—0* ||X/\ - X”
O

Ya que la funcion distancia es no expansiva

dg(x+vy)—d

limsup dx(xty) —dx(x) <limsup M =1
llyll—0 lIvll -0 |19
Ademas, del corolario anterior, si la proyeccién métrica es continua en x, entonces
d +7v)—d d —-x)—d d —d
llyll—0 ”y” [l —x]|—0 [lxcy — x| A—0* [y — x|
por lo tanto
dg(x+y)—d
limsupw = 1_ (2'4)
Iyli—0 Il

La proyeccion métrica continua es una condicién mas restrictiva que pedir la condicién

s K G+ V) =k ()
imsup —————F——

=1,
I9ll—0 Iyl

por lo que podemos estudiar nuevas condiciones que aseguren la convexidad de los conjuntos Chebyshev.

Por ejemplo:
Lema 2.14. Sean un espacio de Banach (X,||-1|) y K C X un subconjunto cerrado y no vacio. Si x € X\ K es un

punto tal que dy(x) es Gdteaux diferenciable en x y y € Px(x), entonces | d1'<(x)|| =1,dg(x—vp)= ||x—y|| = dg(x).

Demostracion. Como x€ X\ K y K es cerrado, dK(x):||x—y||>0. Para toda 0<t<1
definimos el punto x+t(y —x), como este punto esta entre x y y, por la Proposicién 2.2,

v € Pe(x+H(y —x)) por lo que dy(x + t(y - x)) = |x + ty —x) - p|| = (1 = ) ||y - x

, entonces

4 (x,y —x) = lim KOG =0) = dk ()

t—0t t
a-nly-sl-lp-

t—0+ t

oty -x
T
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y ya que la Gateaux diferencial es lineal, entonces dy (x,x —y) = ”y - x” Por la Proposicién 1.9

tenemos que

, . drg(x+tz)—dg(x
|dK(x,z)|| = tli)%lJr K ( t) k(%)
~ lim dg(x+tz)—dg(x)
t—0+ t
< lim Ptz IE
t—0* |£]
Asi que Hd1’<(x)H =1. O

Lema 2.15. Sea K un subconjunto cerrado y no vacio de un espacio de Banach, si dg es Fréchet diferenciable en

d -d
x, entonces limsup A xty) = dg(x) =1.
Illl—0 Iyl

Demostracion. Como di es Fréchet diferenciable también es Gateaux diferenciable, por lo
que basta demostrar que ||d1'<(x)|| =1 y utilizar el Lema 2.14. Tomemos «, una sucesiéon de
términos positivos que converge a cero y v, € K tal que a2 > ”x - ynH —dg(x) para toda n € IN.

Para t € (0,1) se tiene que
dig (x4 £ (g =) < [|x+ 1@ =2) = ]| = (1= D) [ =] < (1 = 1) (a5 + dic ()

porque v, € K, entonces tdy (x) — 2a2 < dg (x) — dg (x + t(y,, — x)).

Sea € > 0, como d(x) es Fréchet diferenciable entonces existe 6 > 0 tal que

dg (x +) —d (x) - dg (x)
Iyl

<€

para toda ”y” < 6. Si n es suficientemente grande se cumple que a,, > a2 > ”x—yn“ —dg(x)>0

ya,= XY a,, < 0, considerando la sucesién {t,,} con ¢, = L, entonces
b=l b=
a,e > dk[x+an Yn =X ]—dK(x)—d'(x,an In =X ]
[l =l b=l
Z—dk(x+a,,ﬂ]+dK(x)+d’(x,an In =X )
b=l b=l

61



Despejando

a,€— d'(x, ay, ”z"__yx” ] > —dy (x +a, ”zn—_yx” ) +dg(x)
n n

> t,di(x) - 202,

concluimos que

d’[x, X—=Vy )2—ean—2a%+tnd1<(x)

}x—yn” ay

d(x)
=

=—-€-2a,+

dg(x +y) —dg/(x)

Como € fue arbitrario, «,, tiende a cero y porque 1 > limsup Wl , entonces
llyll—0
- d
1> liminfd'[x, x_yn] > liminfﬂ =1,
P )
dg(x+v)—-d
y limsup dxx+y) = dg(x) =1 como se queria. O
llvll—0 lIwll

Continuando con la demostracién de que si la funcién distancia generada por un conjunto cerrado no vacio

dr(x+v)—dg(x
K cumple limsup ket y) = dic(x)
Iyll—0 Il
convexa, entonces K es convexo, necesitamos el siguiente teorema del calculo variacional [10].

=1 para todo x € X\ K y la norma del espacio dual es estrictamente

Teorema 2.16. (Teorema primitivo de Ekeland) Sea (X,d(-,-)) un espacio métrico y f: X — R una funcion

semicontinua inferiormente, acotada inferiormente. Dado € > 0 y x1 € X entonces existe xq € X tal que
i) f(xo)+ed(xo,x1) < flx1),

ii) f(y)> f(xg)—€d(xg,v), para today € X \ {x¢}.

Lema 2.17. Sea un espacio de Banach (X,||-||) y K € X un subconjunto cerrado no vacio que genera una funcion

dg(x +y) —dx(x)

distancia que cumple limsup =1 para todo x € X\ K. Dado x € X\ K, r>0y o >1 existe

lyll—0 Iyl
xo € X tal que
. X—X
i) dg(x)+ I - ol < dg(xo),
Iy o]

ii) dg(y) <dg(xg)+ , para toda y € B[x,r]\ {xq},

i) ||x— x|l =7.
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Demostracion. Sean x€ X\ K, r>0 y ¢ >1 dados. Consideremos la funcién f : B[x,r] > R
definida por f(y) := —dg(y). Como X es completo, B[x, r] también. Ademas la funcion distancia
es no expansiva, asi que f es continua y acotada por abajo. Por el Teorema Primitivo de Ekeland
existe un xq € B[x, r] tal que
[l — X0l Y~ %o
f(xo)+ Wy W s . I

o

para toda y € B[x,r] \ {x}. Entonces

et > di() + 20y i) <deor+ 221 ;"0”,

para toda y € B[x,r]\{xg}, lo que prueba los incisos i) y ii). De i) tenemos que dg (xq) > dx(x) > 0,
di (xo +) — dg (xo)

lo que implica que xy ¢ K. Supongamos que ||x — xg|| < r, como limsup I =1
llyll—0
sabemos que existe yy € X, 0 < ||yoll < 7 —||x — xo]| tal que
dg (o +30) —di(xo) _ 1
Iyo] o
Como yg + xg € B[x,r], de ii) tenemos que
Yo + X0 —Xo
dg (yo +xo) < dg(xo) + ”G—”;
por lo tanto
dk (yo +x0) —dk(xo) _ 1
lIoll "o
Lo que es una contradiccidn, por lo tanto ||x — xg|| = 7. O

Demostrar la convexidad de un conjunto puede ser dificil, a veces resulta mejor demostrar una propiedad

un poco mas débil:

Definicion 2.18. Un subconjunto K cerrado de un espacio de de Banach (X, || - ||) es casi convexo

si, para toda bola cerrada B[x,r] C X \ K y N > 0, existe x’ € X y r’ > N tal que

B[x,r] € B[x",r'] € X\ K.
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Ejemplo 12. El conjunto de los puntos {(-2,0),(2,0)} con la
norma ||(a,b)|l; =a|+|b| es casi convexo, ya que si y >0y

(x0,v0) € B[(x,v), 7], entonces |x — x| + (y —y0| <r,ademas
|x—x0|+|(y+r)—y0| Slx—x0|+|y—y0(+r$2r,

es decir Bl(x,v),r] C B[(x,y +1),2r] y si
(£2,0) ¢ B[(x,y),r] entonces |x+2| + |y( > r por

lo que |xiZ|+|y+r|:|x12|+y+r>2r, es decir

(+2,0) ¢ B[(x,y+1),2r], del mismo modo si y <0, entonces

Bl(x,y),r] C B[(x,y —71)),2r] y si (£2,0) € B[(x,y),r] entonces

(£2,0) & B[(x,y — 1)), 2r], siguiendo este proceso siempre se
puede construir una bola de radio arbitrariamente grande

contenida en X \ K. Pero (X, || -||) no es un conjunto convexo.

Proposicion 2.19. Sea K un conjunto cerrado no vacio en un espacio de Banach (X, ||-|). Si la funcion distancia

d —d
cumple limsup d(x+y) —dx(x)

=1 para todo x € X \ K, entonces K es casi convexo.
Iyll—0 el

Demostracion. Sea N € N y supongamos que B[x,7’] C X \ K para alguna x€ X y r’ > 0. De
esto x ¢ Ky r’ < dg(x), consideremos & > méax{dg(x),N}. Ya que & —dg(x) < a —+’, por el Lema

2.17 i)y iii), para 0 > 1, r > 0 tales que
a(a - dK(x)) <r<a-r,
existe xg € X tal que r = ||x — xg|| < G(dK(xO) - dK(x)).
Como ||x —xp|| = r <@ -1/, entonces B[x,7’] C B[x(, a]. Ademas
o(a~dy(x) <r < o(dx(xo) ~dx (v),
por lo que a < dg(x), es decir B[xp,a] € X \ K. O
En [27] encontramos el siguiente teorema

Teorema 2.20. Sea (X,||-||) un espacio de Banach con dual estrictamente convexo. Entonces todo subconjunto

€asi convexo es convexo.
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De esta forma podemos enunciar el Teorema de Vlasov
Teorema 2.21. (Vlasov) Sea K un subconjunto cerrado no vacio de un espacio de Banach (X,||-||) con dual

. : L . 4 dg(x+v)—dg(x
estrictamente convexo, si la funcion distancia al conjunto cumple que limsup dxlxty) = di(x)

=1, entonces K
llvll—0 9l

es convexo.

Demostracion. Inmediata del Teorema 2.20 y la Proposicién 2.19. O

Corolario 2.22. Todo conjunto Chebyshev en un espacio de Hilbert con proyeccion métrica continua es convexo.

Demostracion. Inmediata de la ecuacion 2.4 y los Teoremas 2.21(Vlasov) y 2.11. O
Corolario 2.23. Todo conjunto Chebyshev en un espacio LP, 1 < p < oo, que tenga proyeccién métrica continua
es convexo.

Demostracion. Inmediata de la ecuacién 2.4 y los Teoremas 2.21 (Vlasov) y 2.11. O

Corolario 2.24. Todo conjunto Chebyshev en un espacio de dimension finita estrictamente convexo es convexo.

Demostracion. Inmediata de la ecuacién 2.4 y los Teoremas 2.21 (Vlasov) y 2.11. O
Corolario 2.25. Todo conjunto Chebyshev tal que di(x) es Gdteaux diferenciable y Hdl'<(x)H =1 para toda
x € X\ K es convexo.

Demostracion. Inmediata del Teorema 2.21 (Vlasov), la Proposicién 1.12 y el Lema 2.14. O

Corolario 2.26. Todo conjunto Chebyshev tal que dy (x) es Fréchet diferenciable para toda x € X \ K es convexo.

Demostracion. Inmediata del Teorema 2.21 (Vlasov), la Proposicién 1.12 y el Lema 2.15. O

El calculo diferencial es una herramienta importante en el analisis, pero se necesita la derivada o la
diferencial de la funcién. Muchos problemas se definen sobre funciones que no son diferenciables, por
lo que se extendi6 el concepto de derivada tratando de conservar algunas propiedades de la funcién. Un
ejemplo de esta situacion es la teoria de distribuciones, donde la propiedad que se pretende preservar es
la regla de integracion por partes. En el caso del analisis convexo orientado a problemas de minimizacién

tenemos:

Definicion 2.27. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach, x € X y x* € X*. x* es llamada subgradiente

de una funcién f : X - Ren x si x*(y —x) < f(y) — f(x), para todo v € X. El conjunto de todos
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los subgradientes de f en x es denotado por Jf(x) y se le llama subdiferencial de Fenchel o

simplemente subdiferencial.

Cuando el subdiferencial es un singulete podemos dar algunas equivalencias a ser un conjunto Chebyshev
convexo, con ese fin veamos los siguientes lemas.

Lema 2.28. Sea un espacio de Banach (X, ||-||) y K € X. K es convexo si y sélo si es convexo de punto medio, es

ki +k
decir para todo kq,k, € K se tiene que L 5 2 cK.

Demostracion. =) Es inmediata.

&) Si K es convexo de punto medio y ki,k; € K, por induccién tenemos que para
t
toda ielN y te{0,1,2,...,25) se cumple que k1+?(k2+k1)eK, como K es cerrado y

t
U {ﬁ : te{O,l,Z,...,Zk}} es denso en [0,1] se sigue que k; + A(k, —k;) € K. O
kelN

Lema 2.29. Si K es un subconjunto cerrado no vacio de un espacio de Banach (X, ||-||), entonces di es una funcion

convexa si y solo si K es convexo.

Demostracion. =) Si K no es convexo entonces no es convexo de punto medio por

ky +k ki +ky

lo que existen ki, k, € K tales que TZEK, como K es cerrado dk(

)>O pero

di (k1) = dg(ky) = 0 por lo que dg no es convexa.

&) Si K es convexo, dados x,y € X, A € [0,1] y € > 0. Por la definicion de la funcién distancia,

existen k, y k, tales que
ekl <dix)re vy [lp—k[ <dip) e
Como K es convexo, entonces

dg(Ax+(1=2A)y) < [[Ax + (1= A)y — (Aky + (1 = Aky))l
= [IAx—ky) + (1 =) —ky )
< Ml =kyl[ + (1 = Dlly = Kyl
< Adg(x)+(1-A)dg(v) +e.

Como € era arbitrario, entonces la funcion distancia es convexa. O
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En [44] se demuestra:
Teorema 2.30. Sea f : X — R una funcién convexa y continua en una vecindad de x € X. df (x) es un singulete

siy solo si f es Gdteaux diferenciable en x, y en ese caso f'(x) = df (x).

Con las proposiciones anteriores se cumple la siguiente equivalencia a ser convexo para un conjunto
Chebyshev cuando df (x) es un singulete.
Teorema 2.31. Sea (X,||-||) un espacio de Banach con norma dual estrictamente convexa, K un conjunto

Chebyshev, x € X \ K y ddg(x) un singulete, entonces es equivalente:
i) K es convexo,
i1) dg es convexa,

iii) dyg es Gdteaux diferenciable en x,

dg(x+tz)—dg(x)
t

iv) existe z€ X tal que ||z|| =1y lir(r)1+ =1,
t—

») limsup dg(x+y)—dg(x)

=1.
llyl|—0 lIvll

Demostracion. i) < ii) Por el Lema 2.29.
ii) = iii) Por el Teorema 2.30.
iii) = iv) Por el Lema 2.14.

di(x+y)—dg(x)

iv) = v) Como dg es no expansiva, tenemos que limsup <1, ademas para

llyll—0 lIvll
cada u € Sy
_ —d
i KO () () —dg ()
t—0* t llyll—0 ||3/||

d —d
En particular para u =z en iv) tenemos 1 < limsup W
lIvll—0

v) = i) Por el Teorema 2.21. O

Para finalizar esta seccién vamos a estudiar algunas de las implicaciones de que la norma y la norma dual

sean LRU , asi que denotaremos
E(K):={xe X : existe k € K tal que dg(x) =[x —k[|},

E’(K):={x € X : Toda sucesién minimizante para x converge a un unico punto mas cercano k € K} y
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Py(x,0):={k e K :||x—k| <dg(x)+0}.

Diremos que K C X es casi proximinal si E(K) es denso en X \ K. Si la norma de un espacio de Banach es
LRU y K es un conjunto casi proximinal, entonces se cumple que E’(K) es un conjunto denso en X \ K, para
demostrarlo veamos primero que

Proposicion 2.32. Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y K C X un subconjunto cerrado.
i) x € E" si y sdlo si dado € > 0 existe 6 > 0 tal que diam{Pyx(x,d)} < €.
ii) Si x € E’(K), entonces la proyeccion métrica es univaluada y continua en x.

iii) E’(K) es un conjunto Gg (interseccion numerable de abiertos) en X.

Demostracion. i) =) Supongamos que existe € > 0 tal que para todo 6 > 0, diam{Px(x,9)} > €.
Sean x,,y, € {PK(x, %)} tales que Hxn - yn” > €, entonces {x,} y {y,} son dos sucesiones

minimizantes que no pueden converger al mismo punto.

<) Sean {x,},{y,} sucesiones minimizantes y € > 0. Entonces existen 0>0 tal
que diam{Px(x,0)}<e y N € IN tal que si mn > N entonces ||x,, —x|—dg(x)<09,

“ym—x||—d1<(x)<6, ”yn—x”—dK (x)<o vy [lx,, — x|| — dg (x) < 6, por lo que

“xm =Vl 1% = xall, |0 —ym” < e. Concluimos que las sucesiones {x,} y {y,,} son de Cauchy,

por lo que convergen y como el diam{Pg(x, 0)} tiende a cero deben converger al mismo punto.

ii) Que Px(x) = {p,} sea un singulete se sigue de la definicion de E’(K), para demostrar la
continuidad tomemos {x,} una sucesion convergente a x. Si tomamos k, € Px(x,) para toda x,,,

entonces {k,} es una sucesiéon minimizante para x porque
n—-oo
Il = pll < N1k = X[ < 1Ky = x| + Il = 2l —> [lx = piell»

como el lado derecho de la segunda desigualdad tiende a ||x — pg/||, entonces lim k,, = k.
n—o00

iii) Para cada n > 1, consideremos el conjunto
G, = {x € X\ K: existe 6 >0, tal que el diam {Pg(x,9)} < l/n}.

De i) se sigue que E’(K) = m G,,, lo tinico que resta es ver que G,, es abierto.
nelN
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Sea x € G, entonces existe 6 > 0 tal que diam{Pg(x,0)} < 1/n. Tomemos 0 < a < 0/2y =9 -2a.
Entonces para y € X\ K, |[y —x|| < a y k € Px(y, B) tenemos
e = kil < [l = pll + [}y — K1

<a+|ly—kll

<dk@)+p+a

<dg(x)+p+2a

=dg(x)+9,
por lo tanto Py (v, B) C Px(x,0) y diam{Px(y, )} < diam{Px(x,0)} < 1/n, es decir y € G,,. Por lo

tanto G,, es abierto. O

Teorema 2.33. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con norma LRU y K un conjunto casi proximinal en X. Entonces

E’(K) es un denso Gs en X \ K.

Demostracion. Por el Teorema 2.32 solo hay que demostrar que E’(K) es denso en E(K). Si

X e E(K) y ko S PK(X).
Sea xy =x—e€(x—kg) para 0 < e < 1/3, por la Proposicién 2.2 ky € Px (xy) y se cumple que
di (xo) = Ik — xoll = llko — x + €(x = koIl = (1 — €)d (x).

Tomemos una sucesién minimizante {x,} C K de dg(xg), por lo que lim ||xo—x,|| = dx(xg),
n—oo

entonces
di (x) < [|xy — xI| = [lx, — %0 — € (x = ko)l

< lxy = xoll + €llx = kol|
= ||x,, — xol| + €dg (x) n:)o dg (x)

por lo que r}im |lx — x,|| = dg (x). Ademas

Iy —x+elx—kolll = (1 —e)d(x) 'y lim |bx, —x+e(x ko)l = (1 - €)dk (x).

Como
1 _ en =l IIko—XIIS Xy — X —ek"_x
[lx — x| dg(x) Ix—x,ll  di(x)
1 1 1
< |2, —x — e(kg — x)|| +||x —x||(—_—),
di(x) " (o =l e = GG ™ =l
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entonces

lim |[-2n—% —eko_x =1-e
noooll|lx —x,ll - di(x)
X, —X ko —x 1-2¢ 1
H = , Ug = A= , ent — <A<, = =1
agamos u, I, — x| U dK(x)y e GfIlOHCf?S2 el = ol y
X,—x 1-2€ x,—-x € ko—x
lim ||2u,, — (At + (1 = Dug)|| = lim [|2 2= — L 0
ion, 2t = (At + (1= At nEiH|un—ﬂ| = ooyl T—e dglv)
zlimH 1 x,—-x € ko—x
n—oo||1—€llx, —x||  1-€dg(x)
1 Xy — X ko—x

li =1.
1—en1—>n.}o

o=l dx ()
Por otro lado, ya que
1204y = (At + (1= Nug)l| = 2 = [[Autyy + (1 = Nuol| 2 1,
entonces ,}LHJO"A”H +(1=Mugl|=1. Definamos la funcion f, : [%,1] — R tal que
Su(A) =1 =[[Au, + (1 = Dugl|.
Ay + (1= Mugll = [I(1 = A) (g + 1) + Asty — (1 = D)yl

= I = A) (g + 1) + 2 A1y, — |

<X = A)(ug + )l + (24 = 1) [faa|
Ug+uy,
2

+2A1-1.

SZ(l—A)”

fa(A) =1 = Ay + (1 = Aug|

21—(2(1—»”&2”" +2/\—1)
:—2(1—A)||”°;”" +2(1- 1))
ool

:2(1—/\)f,,(%).

1
Como lim f,(A) =0, entonces lim f, (5) =0, es decir lim ||u, + ug|| =2y ya que X es LRU, u,
n—oo n—00 n—oo
tiende a ug y por lo tanto x, tiende a ky. Concluimos que xy € E’(K) y ||xg — x|| < edg (x), que se

puede hacer tan pequefio como uno quiera. O
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Més adelante veremos que bajo ciertas condiciones la densidad de E’(K) se puede asegurar para todo
conjunto cerrado no vacio. La densidad de E’(K) ayuda al estudio de las mejores aproximaciones porque

nos permite encontrar formulas para encontrar la distancia entre K y un punto x € X \ K.

Si ademas de la norma, la norma dual es LRU , entonces podemos asegurar la continuidad de la proyeccién
métrica lo que nos permite, en este caso, establecer una condicién necesaria y suficiente para que un
conjunto de Chebyshev sea convexo. Para ello vamos a extender el concepto de subdiferencial de Fenchel
con la subdiferencial generalizada de Clarke, la cual denotaremos é\dK(x) y que se define como:

dK(Z'i'ty)_dK(Z)}.
t

ddy(x) = {x* €X*: f(y) <limsup

z—x,t—0

Las dos subdiferenciales son equivalentes cuando el conjunto es convexo, resultado que podemos encontrar
en [18] junto a la siguiente proposicioén

Proposicion 2.34. Supongamos que la norma de un espacio de Banach (X,||-||) es LRU y Fréchet diferenciable.

Entonces para un conjunto Chebyshev K y x € X \ K, la proyeccion métrica es continua en x si y solo si é\dK(x) es

un singulete.

De lo que tenemos el siguiente teorema:
Teorema 2.35. Supongamos que las normas de X y X* son LRU . Entonces un conjunto Chebyshev, K, es convexo

si y solo si §dK(x) es un singulete para toda x € X \ K.

Demostracion. =) Si K es convexo entonces é\dK(x) coincide con la subdiferencial usual y, por
el Lema 2.29, dg(x) es una funcién convexa, como la norma de X* es LRU por el Corolario 1.52
la norma es Fréchet diferenciable lo que implica que dg(x) es Fréchet diferenciable para todo
x € X\ K, la Fréchet diferenciabilidad implica la Gateaux diferenciabilidad y, por el Teorema

2.30, ddg(x) es un singulete y, por lo tanto, é\dK(x) también.

&) Si é\dK(x) es un singulete para cada x € X \ K, por la proposicién anterior, la proyeccién

métrica en K es continua y por el Teorema 2.21 (Vlasov) K es convexo. O
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2.2

Espacios de Hilbert y conjuntos Chebyshev

Algunos de los resultados que hemos estudiado hasta ahora se pueden mejorar si el espacio cumple con
condiciones mas restrictivas, por ejemplo:

Teorema 2.36. [9] (Lau-Konjagin) En todo espacio de Banach (X, ||-||) es equivalente
i) X es reflexivo y la norma es Kadec-Klee.
ii) Todo subconjunto no vacio cerrado K es casi proximinal.
iii) Para todo subconjunto no vacio cerrado K, E(K) es un Gg denso en X \ K, es decir K es casi proximinal.

Sin embargo la existencia de los conjuntos Chebyshev depende mucho de la estructura que impone la
norma y el espacio sobre el conjunto mismo, incluso en dimensién finita, por ejemplo, tenemos el siguiente
resultado de los trabajos de Tsarkov

Teorema 2.37. [3] Sea (X, || -||) un espacio de Banach de dimension finita y H un hiperplano con dimension mayor
o igual que 3. Entonces existe una norma en X tal que todo conjunto Chebyshev M C H acotado con respecto a

esta norma es convexo, pero existe uno que no es convexo ni acotado.

Esto es porque estas normas equivalentes no tienen “buenas” propiedades, como la diferenciabilidad o la
suavidad. El Teorema 2.36, La Proposicién 2.7 y el Corolario 1.70 nos aseguran que en los espacios de
Hilbert todo conjunto cerrado tiene muchos puntos con mejor aproximacién, sin embargo no podemos
asegurar que todos los puntos tengan mejor aproximacién, de hecho muchos matematicos creen que existe
un espacio de Hilbert con un subconjunto Chebyshev no convexo. Por ejemplo, Klee demostrdé que en
todo espacio de Hilbert existe un subconjunto casi Chebyshev cerrado no convexo, también considero el
problema de un subconjunto Chebyshev con complemento convexo (que hoy se conocen como cavernas de
Klee). Mas adelante, Asplaund demostraria que la existencia de estos conjuntos es equivalente a que exista

un conjunto Chebyshev no convexo.

Por estos motivos, sigue sin ser claro si todo conjunto Chebyshev es convexo o no, incluso en los espacios de
Hilbert que son ricos en propiedades deseables como la diferenciabilidad de la norma o ser espacios LRU.
Los primeros resultados respecto a esta cuestion de la convexidad en los espacios de Hilbert, condujeron a

un nuevo concepto:

Definicion 2.38. Un conjunto Chebyshev K es llamado sol si, para todo x€X,
PK()\x+ (1- /\)PK(x)) = Px(x) = {py} paratodo A > 0.
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Este concepto fue introducido para los espacios normados lineales en 1953, sin embargo el término sol fue
propuesto por Efimov y Steckin en 1958. Vlasov desarroll este concepto para demostrar el Teorema 2.21.
Phelps demostré que la convexidad de los conjuntos Chebyshev en los espacios de Hilbert es equivalente a
que la proyeccién métrica sea no expansiva. Si denotamos [x,y] :={z:z= Ay +(1 - A)x, A €[0,1]}, entonces:

Proposicion 2.39. Sea K un conjunto Chebyshev en un espacio de Hilbert (X,(-)), entonces es equivalente
i) K es convexo.
i) K es un sol.
iii) Para todo x € X, P (x) = Py p,),(x) para toda y € K.

iv) Px es no expansiva.

Demostracion. i)=ii) Si K no es un sol, entonces existe x€X y A>0 tal que
Yy :=x+A(x—p,) cumple que Px(y,)# Px(x). Por la Proposicién 2.2 todos los puntos entre
X'y py tienen como mejor aproximacioén a p,. Entonces existe y € K tal que “y,\ —y” < ||y/\ —px”.

Dividiendo entre 1 + A tenemos

1 )H =l flpa=pfl

Hx_(l+)\px+l+/\ To1+4A 1+4 [l = -

. A . N
De este modo si K fuera convexo, entonces TP + seria una mejor aproximacién de x
+

y
1+
a K, lo que contradice a la definicion de p,, por lo que K no es convexo.

ii) = iii) Si suponemos que existen x € X y y € K tales que Py (x) # B[, })(x), entonces existe

0<A<1talquexy:=Ay+(1-A)py € Ppypp(x)y

Il = xall < lx = pxll-

Dividiendo entre A, tenemos

1-1

SRR P

1
X+ XX—XPX

Por lo que vy es una mejor aproximacién a x +

(x —px) que py, es decir K no es un sol.
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iii) = iv) Sea x,y € X. Por iii) tenemos Py (x) = P{[px,py]}(x) y Px(y) = P{[px,py]}(y)' aplicando el
Lema 1.79 al segmento formado por los puntos Px(x) y Px(v), entonces <x—px,py —px> <0y
<y —PyPx— py> <0. Equivalentemente,

<x_px:px_Py> 20y <py _}):Px_py> > 0.

Sumando tenemos

0S<X—V+Py—Px,Px—Py>

=(x=ppe=py) - Pyl
2

< [x=vlllpx=pull-llpx=py|

por lo que Px es no expansiva.

iv) = i) Supongamos que K no es un conjunto convexo, por el Lema 2.28 existen x,y € K tales

ty

X
que z:= —= ¢ K. Ahora observemos que

max{lx - pall. [y - o[} > I =Pl ; lv -l Hx;yH.
Sila igualdad se alcanzara, entonces ||x — p,|| + ”y —pZ” = ||x —||, por lo que existe a > 0 tal que
7Pz = a(pz—y)ycomo llx = p-ll = %})” = “}J—pz ,entoncesa =1y
Pz = % ¢ K,

que es una contradiccién.

Por lo que méx{||x—pz||, y—p2”}> M Sin pérdida de generalidad, supongamos que

=] - |
[|lx —pll > — Pero como x € K, se debe tener que {x} =p, y = [|x — z|| es decir
lIpx = pall > llx —2]|.
Por lo que la proyeccién métrica no es no expansiva. O

También sabemos que todo conjunto débilmente cerrado en un espacio de Hilbert es proximinal, si
éstos conjuntos fueran Chebyshev se puede demostrar que son convexos; para demostrar esta afirmacion
necesitamos algunos resultados extra. De ahora en adelante vamos a identificar el espacio de Hilbert con

su dual, asi podemos escribir las funciones lineales continuas como x*(y), x(y) o (v, x) indistintamente. Una

definicion importante en el analisis convexo es el de la conjugada:
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Definicion 2.40. Sea f : X — RU {oo}. La conjugada (de Fenchel) de la funcién f es la funcién
f*: X* > RU{oco} definida por

fr(@") = sup{(ox') — f ()},

xeX
Observemos que podemos definir la conjugada de g: X* - RU {0}, g* : X — R U {oo} como

g*(x):= sup {(x, x*) —g(x*)}.

x*eX*

Lema 2.41. Sea un espacio de Hilbert (X,{-)) y f : X — RU{oo}. La conjugada de Fenchel f*(y) cumple:
i) Es semicontinua inferiormente.
ii) Es convexa.

iii) Para toda x € X y y* € X" se tiene que f(x)+ f*(v*) > (x,v"), esta desigualdad se conoce como la desigualdad

Young-Fenchel.
) f(x) < f(x).

Demostracion. i) Sea a € Ry y;, € {y"€X": f*(y*)<a} con n € N. Supongamos que

lim y;, =%, por tanto lim (x,y;) = (x,p") para todo x € X. Observemos que:
n—oo

n—oo

azf"(yn)
=sup{(xy;)— /()
= <Z,y;> _f(Z),
por lo que
limy o0 ((2,90) = f(2) =(29") - f(2) < a.

Concluimos que f*(y*) < «, por tanto f* es semicontinua inferiormente.

ii) De la definicion de conjugada tenemos para 0 <a <1

af' (") +(1-a) f(z") = supla(x,y ) —af (x)) +sup{(1 - @) ((x,2") - (1 - a) f (x)}]

xeX xeX
> su}I?{a (6y)—af(x)+(1-a)(xz)-(1-a)f(x)
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= sup{(x,ay*+(1 —a)z*)—f(x)}

xeX
=f(ay*+(1-a)z).
Por tanto f* es convexa.
iii) Es inmediato de la definiciéon de f*.

iv) De la definicion de conjugada de una funcién f*: X — RU {co} tenemos:

f70) = sup {(nx) = £1()) < sup {7 = () = ()} = f ()

x*eX*

O

De este lema tenemos que f* es una funcién convexa y semicontinua inferiormente menor o igual que f,
mas aun, f** es la mayor funcidn con esas propiedades [4], por lo tanto:

Proposicion 2.42. Si f es convexa y semicontinua inferiormente, entonces f* = f.

Proposicion 2.43. Sea (X,(-)) un espacio de Hilbert y f : X — IR. Entonces es equivalente
i) y*edf(x)
i) f(x)+f(v) < (xp")
iii) f(x)+f'(y") = (x,p")

Demostracion. i) = ii) Dado z € X tenemos, por hipétesis, que f(x)+{(z—x,y*) < f(z), lo que
equivale a f(x)+(z,v")— f(z) <{(x,9"). Como esta desigualdad se cumple para todo z€ X,
entonces f(x)+ f*(v") < (x,v").

ii) = iii) Es inmediata con la desigualdad de Young-Fenchel.

iii) =>1i) (Y= f(x)+fW)=f(x)+{(zv")-f(z) para todo zeX, por lo tanto
f(z)= f(x) = {z—x,9"). Por lo que y* € df (x). O

Ahora veamos un ejemplo, calculemos la conjugada de la funcién f(x) = !1—7||x||p.

Ejemplo 13. Sea (X,||-||) un espacio de Banach. Denotemos por || - ||, la norma dual. Para p > 1
1
consideramos la funciéon f : X — R definida por f(x) = %lellp, entonces f*(x*) = %llx*llq con

1.1_
p+q 1.
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En efecto, de la definicién de la conjugada

fT(x") =sup {(%x*> - %II})II”}

yeX

1
=sup< sup {t<}—],x*>——t”}
>0 |fpll=t U VE p

1
=su t||x*||*——tp}.
t>0p{ p

Esta funcién depende sdlo de t. Definimos la funcién 4 : (0,00) — IR tal que
. 1
h(t) = tllx"[l, — =P,
p

entonces ' (t) = ||x*]l, — P! y h” < 0, por lo que h alcanza su méaximo en t si y sélo si h’(t) = 0.
1

s . p-1 .
Entonces tenemos un maximo en t = ||x*||, . Ademas,

* (% * 1 p * p%l * 1 * %l g 1 *119 1 *119
[ =suptlaille——tP e =[xl Il = — |17l ) = {1 ——Jllx"ll = =[xl
P 1% p q

t>0

En particular, f(x) = %Hxll2 es su propia conjugada en los espacios de Hilbert.

Dado un espacio de Banach (X, ||-||), dos funciones convexas fi, f> : X — R, la convolucion infimal de fi y f»,

que denotaremos como f;0f,, se define como:

(iof)x) = inf {fi(x)+flx)}

X1+Xx=X
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Proposicion 2.44. Sean f, g dos funciones convexas, entonces su convolucion infimal, fOg, es convexa.

Demostracion. Consideremos la funcién h: X — R con h(x) = in)f( {f(x—y)+g(y)}. Basta ver
4SS
que h es una funcién convexa, sean x1,x; € X, @ € (0,1), k; > h(x1)y k; > h(x;). Entonces existen

V1,92 € X tales que f(x1 —p1)+8(y1) <kiy f(x2—92) +8(y2) <ky, por lo tanto:

haxi+(1-a)xy) < flaxi+(1—a)x,—ay; — (1 —a)yy)+ g(ay; + (1 —a)y,)
<af(xi-p)+(1-a)f (x2—p2)+ag(y)+ (1 -a)g(v2)
=a(f(x1=y1)+gw))+ (1 -a)(f (x2-22)+ & (¥2))
< aky +(1- )k

Tomando limite cuando k; y k, tienden a h(x;) y h(x,) respectivamente tenemos que
hax; +(1—a)xy) < ah(x;) + (1 - a)h(xy). 0

Proposicion 2.45. Sean fy, f, : X — R, entonces (fi0f,)" (x*) = f7'(x") + f5 (x7)

Demostracion. De la definicion de convolucién infimal y la de conjugada de Fenchel:

(iDfo) (x) = sup{(x,x) ~ (AOf) (x))

xeX
=sup{(xx) = ff (fi(x)+ fHlx))

=sup{(xx)+ sup (~fi(x) - f(x))}

xeX X1+Xp=X

=sup sup {<x1+x2,x*>—f1(x1)—f2(x2)}

xeX X1+xp=x

=Ssup sup {(xl,X*> = filxq) +{x2,x") = fz(xz)}

xeX xX1+xp=x

= sup {1, %)~ filx) + (0, %) — flxa))

Xp,x1€X
= sup {(x1,x") = fi ()} + sup { (a2 = fol2)}
=(fi + ) ().

78



Proposicion  2.46. Sean  fi,f,: X >R funciones  convexas y = xy,x€X tales

(fiOf2) (x1 +x2) = fi(x1) + fo(x2), entonces I(fiOfr)(x1 +x2) = df1 (x1) N Ifa(x2).

Demostracion. De la proposicién 2.43 tenemos
y" € d(fi0f)(x1 +x2) © (0f2) (x1 +x2) + (L0f2) (¥7) = (x1 +x2,7")
S filx))+ L)+ @)+ @) =(x,y") + (x2,97)
Eh60+ F 0~ =0y i) + HE) - (12,97) =0
ey edfi(x1)Ndfa(xa)

En * utilizamos la desigualdad de Young-Fenchel. O

que

Proposicion 2.47. Sean fi, f,, x| v X, como en la Proposicion anterior. Si fi es Gdteaux (Fréchet) diferenciable

en x1 , entonces (f10f,) es Gdteaux (Fréchet) diferenciable en x;.

Demostracion. Sea x* € d(fi0f,)(x1 + x;), entonces para toda y € Sy

(v,x") <(AOH)(x1 +x2+7) = (10f2)(x1 +x2)
< filxi +9) + falx2) = fi(x1) = falx2)
= fi(x1 +9) = fi(x1).
Si f; es Gateux diferenciable en x1, por la Proposicién anterior x* € df; (x;) y por el Teorema

2.30 (y,x") = f{(x1,v) para todo y € Sx. Ademds, si cambiamos y por ty, dividimos entre t > 0

y sacamos limite cuando ¢t tiende a cero por la derecha en

(@, x") << (AOfH)(x1 +x2+9) = (HOH) (X1 +x2) < filx) +) = fi(x1),

tenemos

(3,x") < lim < (hOfo)(x1 + x5 +19) = (10f) (%1 +x2) _ lim fi(x1 +ty) = fi(x1)

t—0+ t t—0+ t

= fl’(xpl/);

lo que implica que (f,0f,)(x1 + x2,9) = f{(x1,v) para todo y € Sy, por lo que (fi0f,) es Gateaux
diferenciable en x; + x,. Si f; es Fréchet diferenciable f{'(x;,y) es uniforme para y € Sy por lo

tanto (fi0f,) (x1 + X,,y) también, asi la funcion (f;0f,) es Fréchet diferenciable en x; +x,. O

En este contexto es util introducir la funcion indicatriz del conjunto K, 6k, definida por dx(x)=0sixe Ky

Ok (x) = o0 si x ¢ K, de este modo tenemos
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Proposicion 2.48. Si K es un subconjunto convexo cerrado de un espacio de Hilbert (X,(-)), entonces o es

convexa y semicontinua inferiormente.

Demostracion. Si a <0, entonces 6I_<1(a) =0, si a > 0 tenemos que 6,:1(a) = K. En ambos casos

la imagen inversa es un cerrado por lo que 0g es semicontinua inferiormente.

Seanx,yeXyae€(0,1),sixegKéyeK,esclaro que co = aog(x)+ (1 —a)ox(y) ZdK(ax+(1 -

a)y). Six,y € K, como K es convexo, ax + (1 —a)y € K por lo que 0 = adg(x)+ (1 —a)ox(v) >

dK(ax+(1—a)y):0. O
Proposicion 2.49. Sea K wun subconjunto no wvacio de un espacio de Hilbert (X,(-)), entonces
1 1 )

54 (x) = Sl 1?08} (x).

Demostracion. Por definicién de la convolucién infimal y la funcion indicatriz:
]' 2 C* . ]' 2 C*
S IIPB0 () = fnf {5 lx =1 + 0} (3)
, 1 2 *
= inf{5lke =3I + )}

- inf (3 l+—IP)

Proposicion 2.50. Sean K un subconjunto cerrado no vacio de un espacio de Hilbert, v f(y) := %Hy”z + 0k ().

Entonces d(y) = ”y”z =2f*(y).

Demostracion. De la definicién de f

f (y) =sup{{x,y) - f(x)}

xeX

= sup (o) - 5 I - o)

1 1 1

=sup{309)+ (23) - 3059 33,3 -2}
1 1 1

= §<w>+i2§{—5<x,x>+<x,y>— 5<zf:y>—51<(x)}

= 25l = 3 nf {0, ) - 2(0,3) + (,9) + 5k )
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_ 1 2 ]. , 2 -

= SI9IP = 5 if {((xr =y, x-9)) + 6 0)
I TS 2

= SIvI? - 5 inf{(x—p,x-))?)

1 1
= Sl - 342 ).

De lo que se sigue el resultado. O

En [60] podemos encontrar el siguiente teorema
Teorema 2.51. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach y f : X — IR U {oo} una funcién no idénticamente igual a oo,

con {x : df*(x) = 0} no vacio y abierto. Considerando la dualidad (X*, X™), si
i) f es semicontinua inferiormentey f* es Fréchet diferenciable para todo x* € dom df™* o

ii) X es débilmente secuencialmente completo, f es débilmente semicontinua inferiormente y f* es Gdteaux

diferenciable para todo x* € df*,
entonces f es una funcion convexa.

Como estamos trabajando en espacios de Hilbert, la dualidad se puede escribir como (X*, X). Con el fin de
demostrar que si K es un conjunto cerrado no vacio, entonces d12< es Fréchet diferenciable si y s6lo si K es
convexo demostremos el siguiente lema:

Lema 2.52. Sea f : X — IRU {co} una funcion convexa y semicontinua inferiormente no idénticamente co. Para

cualquier u € X fijo la funcién g(x) := §||x— ul|? + f (x) tiene un tinico minimo.

Demostracion. Las funciones f y §||X—”||2 son débilmente semicontinuas inferiormente,
entonces g también lo es. Por otro lado como f es convexa semicontinua inferiormente,
entonces existen y € X y 8 € R tales que para toda x € X se cumple que (x,y)— B < f(x),

entonces
80 = gl ull + £ = Sl ulP + (,9) -
= %(<x—”’x—”>+2<x’?>+2<u,y>—2<u,y>+<y,z/>—<y,y>)—ﬁ
= (- ) x (w e 23) - 3 9) - B

I TN o L
= Sl = =p)I° - wy) - SlblI* -
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Por hipoétesis existe b € X tal que f(b) <oo, por lo que podemos tomar p >0 tal que si
|lx—(u —v)|| > p entonces g(u)> g(b). Si consideramos una bola cerrada, B[u —y,r] con r > p
que contenga a b y una sucesiéon no creciente A, < g(b) tal que r};ngo A, =inf(g), como g es
semicontinua inferiormente los conjuntos K,, := {x : g(x) < A,,} son cerrados y estan contenidos
en Blu —y,r] por lo que son débilmente compactos, como g es convexa K,, también, ademas

K,.1 CK, por lo que ﬂ K, es no vacio y convexo, es decir g tiene un minimo en Bu —v,r].

neN
Para todo x € B[u —y,r] se cumple que g(x) > g(b) por lo tanto los minimos en B[u —y,r] son

minimos globales.

Finalmente g es estrictamente convexo por ser la suma de una funcién convexa y una

estrictamente convexa, si existieran dos puntos diferentes x1, x, que minimizaran a g, entonces

1 1
g(x1) Sg(xl -|2rx2 ) < Eg(x1)+ Eg(xz) =g(x1), que no es posible, por lo que el minimo es

unico. O

Teorema 2.53. Sea (X,(-)) un espacio de Hilbert y K un conjunto cerrado no vacio. Entonces K es convexo si y

sélo si d% es Fréchet diferenciable.

1 :
Demostraciéon. Consideremos f(x):5||x||2+bK(x), de la Proposicién 2.50 sabemos que

fi(x)= %lellz—%dﬁ(x) para toda x € X, de lo que df((x) = ||x||2—2f*(x) y f* es continua en
X, que es un conjunto abierto. La Fréchet diferenciabilidad de la norma es consecuencia del
Corolario 1.52. Como la suma de dos funciones Fréchet diferenciables es Fréchet diferenciable,
f* es Fréchet diferenciable si y slo si d2 1o es.

1 .
=) Primero veamos que f*(x) = 5||x||2D0}<(x).

Por la Proposicién 2.49 sabemos que %df((x) = %||x||2D5K(x). Por la desigualdad del triangulo:

allx||+ (1 - a)llyll = [lax+ (1 —a)y|| para todo a € (0,1) y todo x,y € X, es decir, la norma

es convexa, como K es cerrado y convexo, por la Proposiciéon 2.2, éx es convexa. Por

la Proposiciéon 2.44 la funcién %||x||2|:161<(x) es convexa. También sabemos que dy es

continua, por lo que d12< también, en particular es semicontinua inferiormente, por lo tanto
1

1 . . . . .
Edf((x) = ElleszK(x) es semicontinua inferiormente y convexa, de lo que:
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%di(x) = %||x||2[:|6[<(x) = (%Hx”zDESK(x))*)F Por la Proposicion 2.42.
= ((%”x“z)* + (5K(X))*)* Por la Proposicion 2.45
= (%HXHZ + 5*K(x))* Por el Ejemplo 13
_ Lol s
—ztel}g{@,@ Ll 6z<(y)}
1 *
= ig}g{(y,x)— 5(@&))—%(1})}
= sup{(y,x>— §(<y,y>—z<x,y>+<x,x>+ z<x,y>—<x,x>)—6;<<y>}
yeX
- §2§{<y"‘>‘ (= px=p)+ 209~ () - 5 0)}

1 1 .
= sup{(3, )~ 3llv = 9IP = x,9) + 31l - 559)
yeX

1 o1 -
= 3 I? = it { Sl =3I + 50}

1

Lot
= Ik - (Sl Eog ().

1 1 1
Por lo que Ellxllzué}(x) = §||X||2 - Edﬁ(x) = f*(x). Por el Lema 2.41, la funcién f*(x) es convexa
y semicontinua inferiormente. El infimo de la convolucién se alcanza porque la funcién
1 : . .
g(u)= §||x—u||2 + 0k (1) tiene un minimo por el Lema 2.52. Por la Proposicién 2.47 f*(x) es

Fréchet diferenciable, asi que d12< también lo es.

<) Como d12<(x) es Fréchet diferenciable también lo es f*(x). Por el Lema 2.5 la norma es
semicontinua inferiormente, por la Proposicién 2.2 ox también lo es. Como la norma y la
indicatriz con semicontinuas inferiormente y f(x) = %||x||2 + Ok, entonces f(x) también. i) del
Teorema 2.51 implica que f(x) es convexa, en particular es convexa para toda x € X tal que

f(x) < oo, pero f(x) es finita s6lo cuando x € K, es decir K es convexo. O

Finalmente demostraremos uno de los mejores resultados en la convexidad de los conjuntos Chebyshev en

los espacios Hilbert.
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Teorema 2.54. Sea (X,(-)) un espacio de Hilbert, K un conjunto no vacio débilmente cerrado. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) K es convexo,
ii) K es un conjunto Chebyshev,
i1i) d12< es Gdteaux diferenciable,

) d12< es Fréchet diferenciable.

Demostracion. i) = ii) Como el espacio es reflexivo y K débilmente cerrado, por el Teorema
1.65, K es proximinal, ademas el espacio es uniformemente convexo por el Teorema 1.69.

Usando la Proposicioén 1.74 concluimos que K es Chebyshev.
i) © iv) es consecuencia del Teorema 2.53.
iv) = iii) es inmediato.

iii) = i) Tomando f como en el Teorema 2.50 e identificando X con X*: Como K es débilmente
cerrado, f es débilmente inferiormente semicontinua. como d3 es Gateaux diferenciable y

= ”3}“2 —2f*(), entonces f* es Gateaux diferenciable en X* = X. Como X es un espacio
de Hilbert es débilmente secuencialmente completo. Por el Teorema 2.51 ii) tenemos que f(x)

es convexa, por el Lema 2.29 K es convexo.

ii) = iii) Supongamos que K es un conjunto Chebyshev, x € X y p, su mejor aproximacién.

Como df(( ) =|1x||* - 2f*(x) tenemos:

fx) = %nxnz——nx polP
(%, x) =(x =P, X = px))
(€%, x) = (%, %) + 2%, px) = (P Px))

= (5pa) -5 I’
(

Entonces
<x’px> = <px:x> =f(px)+ (%)= 7 (px) + (%)

por la Proposicion 2.43, p, € df *(x) para todo x € X.
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Si fijamos x € X, y € df*(x) y tomamos x,, = x + y _npx

, es claro que lim x, = x. Si {p,, } = Px(x,),
n—o00
sabemos del Teorema 2.11 que se debe cumplir que p,, converge débilmente a p,. Dado que

¥, Px, € df " entonces

(ta=xpo ) < f )= F () Yy (x=x03) < F )~ F ()

de lo que se sigue que <xn - x,pxn> +{x—x,,y)= <xn - X, pxn> —(x,—x,9) <0, es decir

<Xn—X,pxn—y>: %<y_pxrpxn_})>ﬁ 0,

por lo tanto <y —PxsPx, — y> < 0 para todo n € IN, tomando el limite cuando # tiende a infinito,

—”y —px” >0, es decir y = p,, asi para todo x € X, df"(x) = {py}, f* es una funcién continua ya
2_ 42
_ "~ die (%)
2
es una funcién convexa, entonces f~ es continua y convexa, por el Teorema 2.30, f* es Gateaux

que la norma y la funcién distancia son continuas y f*(x) , ademas la conjugada

diferenciable, por lo que también lo es dZ. O
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Conclusiones

La Teoria de Aproximacion, representa una de las areas del Analisis Numérico que recientemente ha
mostrado su gran utilidad practica y eficiencia en algunos campos de la ingenieria y la computacién,
especialmente en la implementacién de procesos y algoritmos para disminuir los costes computacionales y,

asi, poder aplicar éstos a sistemas mas complejos o reducir el tiempo para la obtencién de los resultados.

Por otro lado el estudio de la convexidad se ha desarrollado desde los tiempos de Euclides, sin embargo
su desarrollo sistematico vino hasta 1934 de la mano de Bonnesen y Fenchel, en los anos siguientes
se descubrieron importantes y numerosas aplicaciones, especialmente en la optimizacién geométrica. El
trabajar sobre un conjunto convexo con una funcién convexa nos permite asegurar que los puntos criticos
son minimos. Muchos problemas derivan, de manera natural, en optimizacién de funciones convexas y
algunas se definen sobre conjuntos convexos (Como las funciones lineales, el método simplex, compresiéon

de imagenes, manejo de senales, etc.).

Por las razones antes citadas, es usual que las condiciones o restricciones impuestas a un problema deriven
en la optimizacion sobre conjuntos convexos, en particular en los espacios de Hilbert (por sus importantes
aplicaciones en la teoria de las representaciones, ecuaciones diferenciales parciales, analisis espectral de
funciones, mecanica cudntica, etc.), y aunque se han dado grandes pasos para la solucién del problema
de la convexidad de los conjuntos Chebyshev aun falta mucho para alcanzar esa meta. Este trabajo es una
introduccidn tanto al estudio de los conjuntos proximinales y Chebyshev como de algunos de los métodos

con los que se han estudiado y pretende ser una introduccién para un estudio mas formal del tema.

En los altimos anos se han empezado a estudiar nuevas ideas sobre como construir conjuntos Chebyshev
no convexos, a mi parecer, la mas importante y que puede ser una buena linea de futuros estudios, se da en
[20] donde Faraci y Iannizzotto construyen un conjunto Chebyshev no convexo en un espacio pre-Hilbert,
no es claro como llevar este conjunto a un espacio de Hilbert, pero su trabajo ha conducido a nuevas ideas
para la construccién de un conjunto Chebyshev no convexo en un espacio de Hilbert, una de ellas debida
a Biagio [8] en la que considera el problema: Sea f: X — IR una funcién semicontinua inferiormente tal
que para todo y € X y A > 0 la funcién x > ||x —yll2 + Af(x) tiene un Gnico minimo global, entonces ;f es
convexa? La respuesta a esta pregunta, en dimension finita, es afirmativa, sin embargo si suponemos que en
dimensién infinita no se cumple esto, entonces se puede construir, en Lz([O, 1], X), un conjunto Chebyshev

no convexo.
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