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Introduccion

Este trabajo comenzé con una fuerte intuicién de que las entidades ma-
tematicas existen de forma objetiva e independiente de la mente humana.
Pero al igual que en la realidad no matematica, en la realidad matematica
no todas las entidades que existen son del mismo tipo: es necesario comen-
zar por un punto especifico. Por diversas razones, los niimeros naturales son
un buen punto de partida para una investigacion filoséfica sobre la reali-
dad matematica. Entre las razones matematicas, por ejemplo, esta que la
estructura de los niimeros naturales antecede a otras estructuras tanto en
un sentido temporal, como en un sentido logico. La axiomatizacion de la
aritmética en el siglo XIX fue el comienzo de un paradigma en la practica
matematica. Ademds, la estructura de los niimeros naturales sirve como base
para la construccién de los sistemas de nimeros que conforman los ejemplos
clésicos de una buena parte de las estructuras algebraicas (Esto es, los ntime-
ros enteros como el ejemplo paradigmatico de anillo y de dominio entero; los
nimeros racionales como el ejemplo paradigmatico de campo numerable; los
nimeros reales como ejemplo paradigmatico de campo no numerable, etc.).
Del lado de las razones filoséficas tenemos que los enunciados aritméticos
representan también un paradigma de importantes nociones. En particular,
nociones relacionadas con la verdad. Por ejemplo, los enunciados aritméticos
son un ejemplo representativo de verdades necesarias que se conocen a prio-
ri. Finalmente, tenemos razones précticas; por ejemplo, el hecho de que los
numerales—los términos que estan por los niimeros en las oraciones—tienen
presencia practicamente en cualquier tipo de discurso, desde los mas cotidia-
nos hasta los mas puramente cientificos.

Este proyecto se enmarca en un programa global en el que desde diferentes
enfoques se defiende una postura realista acerca de los nimeros naturales. En
este programa se sugiere que los numeros son propiedades de cierto tipo. El
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VI INTRODUCCION

objetivo particular que aqui perseguimos es el de, tras asentar la mencionada
postura realista, dar una explicaciéon epistemoldgica que dé cuenta de nuestro
conocimiento aritmético. Esto debe de lograrse teniendo siempre presentes
las intuiciones mas compartidas acerca de los niimeros naturales. Estas intui-
ciones son variadas y vienen de diferentes contextos. Por ejemplo, tenemos
la intuicién de que las verdades aritméticas son atemporales. Esta cualidad
de atemporalidad es una consecuencia de que los enunciados aritméticos son
necesarios. Si los nimeros son propiedades, no hay una limitacion que prima
facie nos impida explicar la necesidad de los enunciados aritméticos: otros
hechos sobre propiedades también son necesarios (por ejemplo, si la propie-
dad ser agua es ejemplificada por z, necesariamente, la propiedad ser HyO es
ejemplificada por z). Uno podria pensar que si los nimeros son propiedades,
el conocimiento aritmético es a posteriori (pensando en que las creencias se
justifican mediante la experiencia que nos relaciona con los portadores de las
propiedades numérica), pero esto no es asi. Tenemos conocimiento a priori
de las propiedades numéricas al igual que tenemos conocimiento a priori de
otras propiedades (sabemos a priori que la propiedad ser la nuera de X es
coextensional con la propiedad ser la esposa de un(a) hijo(a) de X). Tam-
bién tenemos intuiciones acerca de los niimeros que son menos tedricas. Por
ejemplo, tenemos la intuicion de que términos como ‘7’, ‘111," y “VII', estan
por el mismo numeros; los ninos tienen la intuicién de que contar no es mas
que ‘ir uno mas adelante’, de que sumar no es mas que agregar cosas, de que
restar no es mas que quitar cosas, etc. Todas estas intuiciones han tenido
cabida, ya sea implicita o explicitamente, en esta investigacion.

En el capitulo 1 daré razones para motivar la defensa de un realismo
en cuanto a los nimeros (estos argumentos pueden funcionar también pa-
ra otras ramas de la matemaética). La idea fundamental es que la practica
aritmética—tanto en contextos formales como en contextos informales—tiene
la caracteristica de estar profundamente arraigada al uso del lenguaje. Si
esto es asi, uno pensaria que el lenguaje no nos esta ‘enganando’ de alguna
forma mediante el encubrimiento de lo que seria el contenido de las oracio-
nes aritméticas. Si la practica aritmética es correcta, el uso de su lenguaje
es correcto. Si el realismo es correcto, los enunciados aritméticos son literal-
mente verdaderos, y son verdaderos en un sentido en el que intuitivamente
entendemos que cualquier enunciado es verdadero. Esta nocion intuitiva so-
bre lo que quiere decir que una oracién sea verdadera la desarrollaré en el
capitulo 2. Los enunciados con términos numéricos son verdaderos de forma
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homogénea con los enunciados no aritméticos que conforman un fragmento
importante del lenguaje natural. Este fragmento es aquél en el que la verdad
se da en virtud de que las entidades a las que refieren los términos singulares
satisfacen las propiedades que los enunciados predican.

La propuesta positiva comienza a desarrollarse en el capitulo 3. Esta des-
cansa en la idea de que los numeros son propiedades de cardinalidad de
pluralidades, consideradas como tales y no como entidades individuales de
un tipo complejo (como lo serian, por ejemplo, los conjuntos). Este desarrollo
viene acompanado con una propuesta de traduccién que ofrece un lenguaje
en el que se pueden reconstruir los enunciados de la aritmética y que intui-
tivamente, se corresponde con la idea de que los ntimeros son propiedades.
En el capitulo 4 he contrastado los resultados de nuestra propuesta con los
de otras propuestas realistas, eligiendo—en virtud de su popularidad entre los
naturalistas—aquéllas que consideran a los niimeros como ciertos conjuntos
descritos por la Teoria de conjuntos. El objetivo de este contraste es mostrar
que una propuesta de los nimeros como propiedades tiene una clara ventaja
explicativa (en lo que respecta a los usos de los niimeros en contextos ordi-
narios) frente a una teoria de los nimeros como conjuntos. Finalmente, el
capitulo 5 es la busqueda de la respuesta al que, bajo la perspectiva de algu-
nos, es el mayor reto filoséfico al que se enfrenta una teoria realista. Este es,
el reto epistemoldgico originalmente presentado por Benacerraf (1973), refor-
mulado posteriormente por Field (1989) y del cual, también he presentado
mi propia reformulacion en términos de dos requisitos de homogeneidad en el
capitulo 2. Si los nimeros existen como entidades abstractas e independientes
de la mente humana, es de ellos de lo que hablan los enunciados aritméticos.
Por lo tanto, nuestro conocimiento aritmético tiene que ser sobre estas en-
tidades. La propuesta presentada ofrece una explicacion epistemologica que
tiene como propodsito iluminar el conocimiento aritmético que hasta ahora,
podia haber parecido misterioso.
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Capitulo 1

. Por qué ser realista?

En este capitulo mi objetivo es motivar una postura realista en matemaéti-
cas. En particular, la postura que defenderé a lo largo del trabajo respecto a
los nimeros naturales. El primer paso sera explicar las razones por las que he
decidido tomar como punto de partida la filosofia del lenguaje y de esta ma-
nera, abordar la discusién acerca de la realidad aritmética comenzando por
la pregunta de cémo es que son verdaderas las proposiciones que involucran
términos numéricos. Mostraré que existen buenas razones para pensar que-a
pesar de lo oscuro que puede tornarse este debate metafisico—el realismo es
la postura filoséfica mas sensata al momento de querer explicar la practica
formal de la aritmética y al mismo tiempo, su uso en los &mbitos cotidianos.
Para lograr este objetivo es necesario presentar ciertos elementos de la filo-
soffa del lenguaje que resultaran relevantes para la presente investigacion. En
la primera seccién del capitulo explicaré el debate enmarcado en el &mbito
de las proposiciones. En la segunda seccién presento la idea del principio de
composicionalidad de la referencia de Frege, algunas objeciones que se le han
hecho, y como una postura realista puede tomar ventaja de este principio.
En la tercera seccién la motivacién para el realismo vendra desde el conoci-
miento matematico, presentando como ejemplo el paradigmatico realismo de
Godel. Finalmente, la tdltima secciéon me servird para presentar algunas de
las razones por las que considero que una teoria que sea realista respecto a la
matematica es mucho mas prometedora que una que implique un antirrealis-
mo. En particular me enfocaré en el nominalismo y es uno de sus mas fuertes
representantes: el ficcionalismo. En capitulos posteriores retomaré algunas de
las cuestiones que presentaré a continuacion.
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1.1. Proposiciones

Durante siglos, la naturaleza de las matematicas ha intrigado a muchas
generaciones de matematicos y filésofos. Entre las cuestiones relacionadas con
esta naturaleza se encuentra la pregunta sobre qué es aquello que estudian
las matematicas. Aunque existen diversas ideas acerca de estos temas, hay
algunos puntos en los que posiblemente cualquiera estaria de acuerdo. Por
ejemplo, no es dificil aceptar que, de existir las entidades estudiadas en ma-
temdaticas —aquéllas sobre las que hablan las proposiciones de la matematica—
éstas tienen la cualidad de ser abstractas y si esto es asi, las entidades ma-
tematicas, en contraste con las entidades fisicas, no son susceptibles de ser
localizadas dentro de cadenas causales que las relacionen de manera directa
con nuestros mecanismos de percepcion. Esto sugiere que la metodologia de
investigacion debera ser distinta a la tipicamente utilizada en el analisis de
fenémenos parcial o totalmente fisicos. Dicha metodologia quedara en buena
medida restringida por el tipo de relaciones que podamos mantener con las
entidades matematicas. Esta limitacion empirica ha dado lugar a que mu-
chos filésofos guien su investigacién sobre la naturaleza de la matemaética
preguntandose qué es aquello de lo que hablan las proposiciones que consti-
tuyen el lenguaje matematico, o de forma mas general, las proposiciones que
involucran términos propios del discurso matematico.

El uso de recursos tedricos pertenecientes a la filosofia del lenguaje podra
arrojar luz a profundas cuestiones filoséficas acerca de la matematica. Por un
lado aportard elementos para dar una interpretacién adecuada y una expli-
cacion de la teoria y la practica matematicas; por el otro, preguntarnos por
cuestiones como la referencia y la predicacién en las oraciones esta intima-
mente relacionado con la pregunta sobre si existen o no los objetos matemati-
cos. Como es de suponerse estas dos cuestiones estan relacionadas entre si.
Una investigacién sobre la naturaleza de las proposiciones de la matematica
deberd establecer guias para dar respuesta a ambas. Asi, el primer paso es
relacionar la cuestion ontoldgica con el lenguaje matematico. Pero éste es
un movimiento que resulta muy natural: de existir los objetos matematicos,
son ellos de los que hablan las proposiciones de esta disciplina. Si los objetos
matematicos no existen, es necesario explicar la funcién de las proposicio-
nes matematicas. Por ejemplo, hay que dar cuenta de qué significa que una
oracién sea verdadera cuando sus términos denotan entidades inexistentes.
Este es el principio del camino: aterrizar la pregunta acerca de la ontologia
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matematica en el terreno del lenguaje.

En términos de lenguaje podemos dividir las posturas sobre la ontologia
de la matematica en dos corrientes. (i) La corriente realista que tipicamente
sostiene que las proposiciones de la matematica refieren a los objetos abs-
tractos designados por los términos matematicos y las propiedades que estas
proposiciones predican de ellos. La referencia, cuantificacién y predicacion
de las oraciones matematicas es acerca de dichos objetos. (ii) La corriente
antirrealista, que paradigmaticamente es representada por las teorias nomi-
nalistas.

El nominalismo puede ser someramente caracterizado como la postura
filoséfica que niega la existencia de objetos abstractos. Estas teorias pueden
variar en gran medida su explicacion acerca del comportamiento de las pro-
posiciones. Por razones que detallaré més adelante, y que estan relacionadas
justamente con la naturaleza de las proposiciones matemaéticas y su papel en
el conocimiento humano, las posturas nominalistas que han tenido mas fuer-
za en el debate filosofico de los ultimos anos son las ficcionalistas. Por esta
razon, con frecuencia sera el ficcionalismo quien encabece el frente enemigo
de las posturas realistas.

El ficcionalismo es una corriente que establece algo acerca del lenguaje. En
una descripcién muy superficial, la idea es que el lenguaje de la matematica
es un lenguaje de ficcién cuyas afirmaciones son susceptibles de tener sentido
a pesar de que las entidades de las que este lenguaje habla sean inexistentes.
Falta mucho por decir al respecto; por ahora sélo quiero mencionar breve-
mente un poco sobre la relacién entre algunas de estas teorias —que parten
del lenguaje— y sus repercusiones en tanto a las consecuencias ontolégicas
que se siguen de ellas.

Una primera clasificaciéon entre posturas ficcionalistas es la que hacen
(Burgess y Rosen, 1997) entre la concepcién revolucionaria y la concepcion
hermenéutica. En la concepcion revolucionaria el ficcionalista tiene como
objetivo central la reconstruccién o revisién de las teorfas cientificas y/o
matematicas (Field, 1980). Las teorfas actuales deben ser sustituidas por
nuevas teorias. Estas nuevas teorias son el resultado de asignar nuevos signi-
ficados a las palabras pertenecientes a las teorias actuales. Las proposiciones
que constituyen estas teorias —en las que hay términos que parecen referir a
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objetos abstractos— no son las correctas. En la concepciéon hermenéutica la
recostruccién, o reinterpretacion, se toma como el analisis mas profundo de
lo que realmente significan los términos matematicos. La aparente naturale-
za de las proposiciones, refiriendo, predicando y cuantificando sobre objetos
abstractos, se debe a una interpretacién superficial. Esta forma més débil
de ficcionalismo es compatible con la creencia en las actuales teorias ma-
tematicas y cientificas. En un ficcionalismo de tipo hermenéutico no existe
un compromiso ontolégico hacia las enidades aparentemente denotadas. Esto
deja abierta la puerta a permanecer silentes frente a la pregunta sobre la
ontologia matematica. Asi, dentro de la gama de opciones tedricas, existen
aquéllas propuestas es que se puede dar una explicacién satisfactoria sobre
el comportamiento de las proposiciones matematicas—por ejemplo sobre su
verdad y como accedemos a ella—sin necesidad de asumir un compromiso ha-
cia la existencia o hacia la no existencia de los objetos matematicos (Bueno,
2016; Yablo, 2010). Pero el mencionado silencio no deja de tener profundas
consecuencias filoséficas en cuanto a la naturaleza ontolégica de la matemati-
ca. Volveré a esta cuestiéon con mas detalle en secciones posteriores.

Lo que existe, de algin modo determina aquello de lo que hablamos. La
posicién que se tome frente a la ontologia de la matematica repercutira en las
explicaciones que se ofrezcan en torno a las proposiciones. Pero también se
puede ir en el sentido opuesto: se puede partir de una teoria sobre proposicio-
nes y a partir de los elementos proporcionados por la teoria, desarrollar una
investigacion que lleve a la conclusion de como las entidades matemaéticas de-
berian ser'-o cémo es que la teorfa nos muestra que no hay tales entidades—.
La estrecha relacion entre las cuestiones ontoldgicas y las lingiiisticas, asi
como los beneficios metodoldogicos que brindan estos tratamientos, son una
buena motivaciéon para comenzar la defensa de cierta posicién filoséfica con
el andlisis de las proposiciones involucradas.

'Relacionado con este tipo de enfoques se introduce la distincién entre realistas ontologi-
cos y realistas en valor de verdad. Aunque seria extrano defender un realismo ontolégico y
negar la existencia de valores de verdad dentro de un mismo fragmento de la matematica,
no es raro encontrar posturas realistas en cuanto a valor de verdad defendidas por anti-
rrealistas ontoldgicos. Aqui entrarian por ejemplo, algunas de las teorias sobre la verdad
de la matemética que Benacerraf llama combinatorias o teorias como la de Stephen Yablo
[2010]. Estos son algunos ejemplos en los que a pesar de no haber un compromiso con la
existencia de las entidades referidas como tales, si lo hay con la existencia de la verdad de
ciertas proposiciones matematicas.
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1.2. Frege: el principio de composicionalidad

La filosofia de Frege es un punto de referencia importante dentro del
debate platonismo-antiplatonismo. Frege era un platonista en cuanto a su
visién de las matematicas. Estaba convencido de que la matematica se de-
dica al estudio de sus objetos abstractos, objetivos e independientes de la
mente humana, y que por lo tanto, las proposiciones de la matematica —en
particular de la aritmética— refieren y cuantifican sobre estos objetos. Asi, la
preocupacion de Frege por buscar un fundamento a la matemaética se tradujo
en clarificar el acceso epistémico de los matematicos a los nimeros natura-
les: estas entidades objetivas e independientes. De esta manera, el proyecto
de fundamentacion de las matematicas en Los fundamentos de la aritmética
(Frege, 1884), se convirtié en la tarea de traducir el lenguaje de la aritméti-
ca a un lenguaje completamente analitico; dentro de su marco, un lenguaje
cuyos enunciados se valieran tinicamente de leyes logicas generales y defini-
ciones. A partir de la definicién de ntmero, la logica revelaria de manera
clara nuestro acceso epistémico a estos objetos matematicos. Pero para al-
canzar el objetivo final, era necesario sofisticar el aparato logico, trabajo que
Frege realizé en su Conceptografia (Frege, 1879). Finalmente, el interés por
la 1égica llevo a Frege a desarrollar ampliamente la filosofia del lenguaje: al
final de cuentas, la logica se constituye por qué se sigue de qué y esto es
determinado por el contenido de las expresiones. Todas éstas, son cuestiones
propias de la filosofia del lenguaje.

Entre los argumentos de Frege, hay dos que juegan un papel central apo-
yando al platonismo matematico dentro de su teoria. Uno de ellos de caracter
ontoldgico y otro seméntico. El argumento ontoldgico (que no desarrollaré
aqui) se plantea bajo la suposicién de que el mundo se divide en dos tipos de
entidades: conceptos y objetos. Los conceptos son cierto tipo de funciones.
Pero los niimeros no pueden ser conceptos. En particular porque no toman
argumentos como lo hacen las funciones. Por lo tanto los niimeros tienen que
ser objetos. Por su parte, el argumento semantico enmarca el debate plato-
nista en el campo de la filosofia del lenguaje y replantea la cuestion apelando
a la naturaleza de las proposiciones matematicas. A éste se le conoce como
el argumento de composicionalidad de la referencia, y aunque ha sido muy
debatido, es dificil negar que hay un buen fragmento del lenguaje que alber-
ga en algin nivel de su naturaleza, la esencia de esta estructura. Podemos
plantear este conocido argumento de la siguiente manera:
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P.1 Las proposiciones de las matematicas pretende referirse a objetos ma-
tematicos abstractos y cuantificar sobre ellos.

P.2 Los teoremas matemaéaticos son verdaderos.

P.3 Un enunciado no puede ser verdadero a menos que sus subexpresiones

tengan éxito en hacer lo que pretenden hacer?.

Por lo tanto, existen objetos matemaéaticos abstractos a los que estas expre-
siones refieren y sobre los que cuantifican.

De la misma manera que la oracién ‘La Tierra gira alrededor del Sol’ es
verdadera solo si ‘La Tierra’ refiere a un objeto, y este objeto pertenece a
la clase de los objetos que tienen la propiedad de girar alrededor del Sol,
la oracion ‘El dos tiene exactamente dos divisores positivos’ es verdadera
solo si ‘El dos’ refiere a un objeto en el mundo, y este objeto pertenece a
la clase de los objetos que tienen la propiedad de tener exactamente dos
divisores positivos. En contraste, la oracién ‘El rey de Francia es calvo’ no
es verdadera si ‘El Rey de Francia’ no refiere a ningtin objeto—en cuyo caso
carece de valor de verdad—, o bien, si el objeto denotado no tiene la propiedad
de ser calvo—en cuyo caso es falsa—. La referencia de la oracién es su valor de
verdad y esta referencia quedara determinada por la referencia de cada una
de las partes de la oracion.

Es decir que, para que una proposicion sea verdadera es necesario que los
términos singulares de la oracion que la expresa refieran a objetos existentes.
Si la teoria es correcta y las proposiciones matematicas son verdaderas, la
verdad de dichas proposiciones se debe en parte a que los términos singulares
denotan objetos existentes cumpliendo satisfactoriamente los requisitos de
referencia de la teoria.

La teoria de Frege ha sido muy controvertida. Sin ir mas lejos, esta la
conocida objecién de Russell en contra de que una oracién cuyo término
singular carezca de referencia no tenga de valor de verdad. Segin Russell
nuestra teoria del lenguaje debe respaldar la intuiciéon de que oraciones como
‘El rey de Francia es calvo’ son falsas en virtud (para este ejemplo) de que

2Es decir, que los términos referenciales de hecho refieran, que los cuantificadores cuan-
tifiquen sobre ellos, y que los términos predicativos realicen su funcién predicativa sobre
los términos referenciales.
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no hay un actual rey de Francia. Pero decir que ‘El rey de Francia es calvo’
es falsa asi sin mas, nos llevaria a aceptar que su negacion ‘El rey de Francia
no es calvo’ es verdadera, lo cual no parece algo aceptable. La propuesta
russelliana para evitar que las oraciones con términos singulares sin referente
queden sin valor de verdad es traducir oraciones como ‘El rey de Francia es
calvo’ en oraciones del tipo ‘Existe un tinico x tal que x tiene la propiedad de
ser rey de Francia y x es calvo’, la cual claramente es falsa. La cuestion que
importa aqui es si las objeciones/modificaciones de Russell socavan la con-
clusién del argumento composicional en el sentido de que, la verdad (aunque
no la propiedad de tener valor de verdad) de un enunciado se da en virtud
de la existencia de los objetos denotados y las propiedades que de éstos se
predican. La respuesta es que claramente no. Dentro del marco de Russell, la
oracion ‘El dos tiene exactamente dos divisores positivos’ es verdadera solo
si la oracion ‘Existe un tnico x tal que z es el dos y x tiene exactamente dos
divisores positivos’ es verdadera. Entonces, bajo el punto de vista russelliano,
persiste la idea de que la verdad de las proposiciones implica la existencia
de los referentes, no sélo para las oraciones explicitamente existenciales sino
para cualquier oraciéon que contenga términos singulares.

Me interesa dejar muy claro que éste no es un intento por defender alguna
teoria filosofica del lenguaje o de la matemaética de Frege, Russell o cualquier
otro autor en particular. Mi objetivo es mucho mas modesto y no requiere
discutir si ciertas teorias de la referencia son exitosas o no. Por ejemplo,
aqui no cabria presentar como objecién al argumento anterior el hecho de
que, tanto Frege como Russell suponian a los nombre propios como ciertas
codificaciones de descripciones definidas—suposicion que sélo algunos filésofos
mantuvieron después de Kripke—. Si nos colocamos ahora en el marco de
Kripke, y suscribimos que ‘Dos’ es un designador rigido, todo lo que se ha
dicho hasta aqui se sigue sosteniendo. Es el objeto designado por ‘Dos’ —en
todo mundo posible— el que al satisfacer una propiedad P hara verdadera una
cierta oracién P(Dos). Lo que pretendo transmitir es la siguiente intuicién
que, a mi parecer, es muy natural y es compatible con muchas prominentes
propuestas filoséficas como las que he mencionado. Esta es que:

Una oracion es verdadera en virtud de que aquello de lo que habla
existe y satisface las propiedades que dicha oracion predica.

Por supuesto, esto no quiere decir qué toda oracién sea analizable total o
parcialmente bajo el principio de composicionalidad. Tampoco quiere decir
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que todos los fenémenos lingiiisticos sean composicionales. Sin embargo, creo
que existe un buen fragmento del lenguaje que si se rige bajo principios de
composicionalidad. Creo incluso que dentro de teorias semanticas mas com-
plicadas que las que he mencionado, la explicacion acerca de este fragmento
‘mas simple’ del lenguaje concurre con la mencionada intuicién. Vale la pena
senalar que, en general, el hecho de que haya algunos fenémenos muy com-
plicados no implica que no haya otros que son tan simples como parecen ser.
En cualquier caso, para salir un poco del esquema composicional y decir algo
mas sobre la relacién entre la referencia de un enunciado y su valor de ver-
dad, consideremos ahora la teoria que Stephen Yablo desarrolla en su libro
Aboutness (Yablo, 2014). La teoria de Yablo es un buen punto de contraste
por dos razones. La primera de ellas es que explicitamente Yablo niega el
principio de composicionalidad como una explicacién satisfactoria para de-
terminar el contenido de las oraciones. En segundo lugar, resulta relevante
para mis propésitos porque esta teoria viene acompanada de un resultado en
contra del platonista matematico.

En palabras de Yablo, uno de los grandes retos de la filosofia del lenguaje
ha sido explicar como seres finitos son capaces de entender un potencial in-
finito de oraciones. El principio de composicionalidad brinda una respuesta.
Este entendimiento es recursivo; si conocemos el significado de cada una de
las partes de la oracion y comprendemos las reglas que nos permiten identifi-
car la accién del predicado y los cuantificadores sobre los términos singulares,
tendremos el contenido de la oracién completa. El problema es reconciliar es-
ta respuesta con lo que las oraciones realmente estan diciendo, pues con fre-
cuencia las oraciones tienen significados que son semanticamente inesperados
(Yablo, 2014, p. 165). La solucién de Yablo consiste en brindar alternativas
a la via composicional para determinar el significado de una oracién S. Estas
alternativas serviran como guia para saber lo que S dice intuitivamente. En
general, el contenido aseverado —lo que una oracion realmente esté diciendo—
puede estar a una gran distancia del contenido semantico-composicional. El
contenido de las oraciones (subject matter) esta constrenido pero no queda
determinado, por sus condiciones de verdad. Estas condiciones se dan de
forma compleja debido a que cada oracion tiene distintas formas de ser ver-
dadera. El significado de una oracion tiene que ver con sus valores de verdad
en varios escenarios posibles: las circunstancias relativas a cada uno de esos
escenarios determinan el valor de verdad. Por ejemplo, consideremos un caso
de metafora,
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A = Crotona estd en el arco de la bota italiana

Alguien podria decir esto y nosotros tomar la afirmaciéon como verdadera.
Y claro, la razoén no es que Crotona esté en una relacién de pertenencia con
el objeto bota que, a su vez, tiene la propiedad de ser italiana. Aceptar la
afirmacién es otro tipo de ejercicio. Es pensar en ...como-si .... Es pensar
en Italia como st fuera una bota. Esto es, permitir a nuestra imaginacion ser
guiada por los hechos acerca de la cosa pensada. Analizando con mas detalle
el contenido tenemos algo como lo siguiente,

El hecho es que Crotona esta en un cierto lugar. ;Qué lugar es éste? Cro-
tona esta en el lugar en el que tendria que estar para que fuera aceptable en
la historia (en la que Italia fuera una bota) que Crotona estéd en el arco de
la bota italiana.

En el caso de las metaforas, la aceptabilidad de la emision literal depende
c¢émo son las cosas en el escenario figurativo. Para diferentes casos tendremos
diferentes principios que determinaran el contenido real de una oracién. En
casos de metafora seria algo como lo siguiente,

El contenido real de A, en el contexto del escenario figurativo G, es el R
tal que A serfa imaginado verdadero solo en el caso cuando R es realmente
verdadero.

Si v es la funcién generadora —que toma hipdtesis acerca de las condiciones
en el escenario figurativo para especificar qué es lo que puede ser imaginado—
entonces podemos escribir,

El contenido real de A (anteriormente llamado R), en el contexto del esce-
nario figurativo G, es v 1(A).

Al igual que para este ejemplo, se proponen diversos principios que permi-
ten determinar el contenido real para diferentes tipos de oraciones (no sélo
para metaforas). Notemos que esto le permite a Yablo hablar de enuncia-
dos casi-verdaderos, o verdaderos de cierta forma, sin tener que afirmar la
satisfaccion de la referencia y predicacion que ocurren en el enunciado. Lo
importante al hablar de la verdad no es el enunciado literal sino el contenido
real que éste esta aseverando. Este contenido puede estar dado de multiples
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maneras, pero en cualquier caso, los componentes literales de un enunciado
no implican la existencia de los objetos a los que parecen referir ni la satis-
faccién de las propiedades que en €l se predican.

La ventaja obvia de una teoria como ésta es que explica fenémenos muy
complejos que quedan fuera del alcance de las teorias que pretenden explicar
la referencia, el significado, y el valor veritativo de una oracién por medio
de sencillas reglas que permitan describir a las oraciones en términos de sus
componentes. Una teoria como la de Yablo explica casos complicados como
los de los usos figurativos, las presuposiciones, o tipicos contraejemplos de
las teorias tradicionales como es el de la oracion ‘Pegaso no existe’. La cual
aparentemente es verdadera, pero nos lleva a controversias decir que lo es en
virtud de que existe el objeto referido por el término ‘Pegaso’ que tiene la
propiedad de no existir. Todas estas virtudes explicativas son innegables. A
mi parecer lo que esto muestra es que hay fenémenos lingiiisticos para los
que la explicacion clasica resulta insuficiente. Pero que una explicacion tenga
limitados sus alcances no la vuelve incorrecta. Con frecuencia la complejidad
de los fenémenos demanda extender o hacer mas complejas nuestras teorias.
Por ejemplo, existen fendmenos que requieren modelos para los que el calculo
de una sola variable real resulta insuficiente, lo que nos obliga a incrementar
la dimensién o la complejidad del marco de trabajo para poder explicarlos.
Dependiendo del fenémeno, el marco se extendera, por ejemplo, al cdlculo de
varias variables, o al uso de variables complejas. Esto no quiere decir que los
fenémenos que si logran ser explicados usando célculo de una sola variable
estén erroneamente explicados —incluso si puedo valerme de estrategias como
proyecciones o encajes para explicar estos fendmenos sencillos en los marcos
méas complejos—. Del mismo modo, el hecho de que haya fenémenos complejos
del lenguaje que no admitan una explicacién sencilla no impide que haya
fragmentos importantes del lenguaje que si admiten este tipo de explicacién.

. Qué dice Yablo acerca de enunciados simples como ‘La mesa del comedor
es café’? Ciertamente, si de hecho la mesa del comedor es café, tenemos
una forma en la que la oracion es verdadera. Pero una oracién puede ser
verdadera en mas de una forma. De algiin modo ‘La mesa del comedor’ podria
no tener referente y/o que éste no cumpliera la propiedad de ser café y la
oracién podria seguir siendo verdadera. Si la oracion ‘La mesa del comedor
es café’ fuera verdadera y ademas, de hecho la mesa del comedor fuera café,
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estarfamos frente a una simple coincidencia. Respecto a las oraciones que
involucran términos matematicos, la explicacion sobre como determinamos su
contenido—y de acuerdo a éste como explicamos su valor de verdad—tampoco
va a seguir el esquema fregeano. Una primera razén que motiva a Yablo a
rechazar el esquema de composicionalidad que presenté al principio de esta
seccion podemos verla en el ejemplo siguiente,

El niimero de lunas de Marte es indiscutiblemente dos. ;Cémo es
esto posible cuando es discutible que los nimeros siquiera exis-
tan? [...] Si el nimero de lunas de Marte se nos arroja como
indudablemente dos es porque nos enfocamos en la parte corres-
pondiente a Marte y sus lunas y no en la parte correspondiente
al término numérico dos.

En pocas palabras, si un enunciado es verdadero y el contenido de éste—
en virtud del cual es verdadero—estuviera determinado composicionalmente,
tan indubitable como es la verdad del enunciado completo, deberia de ser
la funcién de cada una de sus subexpresiones. En particular, deberia ser
clara la referencia de los términos que parecieran designar a los nimeros.
Si queremos reivindicar el esquema, tenemos que mostrar que los términos
numéricos denotan ciertas entidades, que los predicados y cuantificadores
actian sobre éstos y que por lo tanto, el contenido de estos enunciados es
justamente el que parece ser. De este modo, con la misma seguridad que
podemos hacer afirmaciones sobre las lunas de Marte, podemos hacerlas sobre
la entidad que presumiblemente es el nimero dos.

Después de toda esta historia (que es mucho més larga, interesante y
compleja de lo que yo podria presentar aqui) lo que quiero destacar es lo
siguiente. ;Negariamos que si Cecilia es atleta, entonces la oracion ‘Cecilia
es atleta’ es verdadera en virtud de que Cecilia es la persona a la que nos
referimos al emitir el nombre ‘Cecilia’ y esta persona cumple las condicio-
nes que constituyen la cualidad de ser atleta? Mi intuicién, y creo la més
natural, es que no. Mi propdsito es defender que, en este mismo sentido,
tampoco negariamos que la oracion ‘Seis en un numero perfecto’ es verda-
dera en virtud de que el nimero denotado por ‘Seis’ cumple las condiciones
que constituyen la cualidad de ser perfecto. No es mi intencion que lo que
acabo de decir sea aceptado inmediatamente pero espero que el argumento a
lo largo del presente trabajo logre respaldar estas afirmaciones. En particular
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espero mostrar los siguientes dos puntos. 1. Que la forma tan simple en la
que Frege penso acerca de la verdad de una oracion es la correcta para un
cierto fragmento del lenguaje y; 2. Que esta filoséficamente fundamentada la
analogia entre este fragmento del lenguaje natural y un cierto fragmento del
lenguaje matematico.

Hasta aqui he presentado ejemplos de teorias que ejemplifican ciertos as-
pectos de la relacién que hay entre los aspectos lingiiistico y ontoldgico, y
cémo esta relacion frecuentemente se da en términos de la verdad de los enun-
ciados. La referencia (o aboutness para Yablo) de una oracién es una relacién
entre la forma lingiiistica y los hechos que estard intimamente relacionada
con el valor de verdad que le corresponda a la oracion. La idea general puede
ser esquematizada de la siguiente forma con sus respectivas conclusiones para
los casos de Frege y Yablo,

P.1 El valor veritativo de una oracién estd dado de cierta forma.

P.2 El contenido de la oracién—relacionado con el mencionado valor veritativo—
estda dado de tal otra forma.

C De la forma en la que se relacionan P.1 y P.2 se concluye que los objetos
matemadticos tienen que existir [Frege| o,

C’ De la forma en la que se relacionan P.1 y P.2 se concluye que los objetos
matemaéticos bien pueden no existir [Yablo].

Otra forma de relacionar el aspecto seméntico con la cuestion ontologica
es anadir a la explicaciéon sobre la verdad algiin otro elemento, por ejemplo,
un compromiso ontoldgico. Esto se puede realizar utilizando el criterio de
Quine acerca de compromisos ontolégicos:

Una oracién de primer orden (o una coleccién de estas oraciones)
esta ontolégicamente comprometida con la existencia de los ob-
jetos que se supone estan en el rango de las variables para que la
oracién (o coleccién de oraciones) sea(n) verdaderaf(s).

De este principio y el esquema fregeano se sigue que multiples oraciones
matematicas estan ontolégicamente comprometidas con objetos matemati-
cos. Como ya habia mencionado antes, para que S sea verdadera sus subex-
presiones deben tener éxito en su propésito de referir. Consecuentemente,
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para que S sea verdadera deben existir objetos matematicos en el rango de
las variables. Por el criterio de Quine esto significa que S esta ontolégicamen-
te comprometida con objetos mateméaticos. El problema con estos enfoques
es que pareciera que en nombre de explicaciones semanticas se generan afir-
maciones ontoldgicas que dejan una sensacion de vacio explicativo. Decir,
‘las entidades matematicas tienen que existir (o no tienen por qué existir) de
acuerdo a nuestra mejor explicacién seméntica (o a nuestra mejor explica-
cién cientifica)’ parece una buena estrategia argumentativa. Sin embargo, a
primera vista, no dice mucho de la naturaleza de estas entidades o de lo que
sea que constituya el contenido de las proposiciones. Esto sugiere respuestas
al esquema fregeano—incluyendo al argumento resultante de agregar el crite-
rio de Quine—construidas sobre la aparente brecha que hay entre la cuestién
semantica y la ontoldgica.

Algunos filésofos han negado que los términos singulares y los cuantifi-
cadores de primer orden den lugar a compromisos ontologicos. Es posible
que lo que se requiere para hacer verdaderas a las oraciones sea la existencia
de algunos, pero no de todos, los objetos en el rango de los cuantificadores
(Rayo, 2008). Otra opcién es negar la relacién entre el cuantificador existen-
cial de primer orden y la nocién de compromiso ontolégico (Azzouni, 2004;
Hofweber, 2000). Una respuesta a estas criticas es aceptar el esquema fre-
geano —para un cierto fragmento del lenguaje— y agregar una explicacion
satisfactoria acerca de las entidades que constituyen el dominio sobre el que
actian los cuantificadores. Dado lo dicho hasta aqui vale la pena preguntarse,
ademas de las semanticas, jqué otras razones podriamos tener para creer en
la existencia de los niimeros naturales?

1.3. Conocimiento matematico

Ademas de la conexién entre el contenido las proposiciones y cémo es que
les corresponde su valor veritativo estd la cuestion epistemoldgica. ;Como
obtenemos conocimiento de dicho contenido y en consecuencia, del corres-
pondiente valor veritativo? La matematica es una disciplina que ha mostrado
ser notablemente exitosa, tanto al interior de sus propias practicas como en
su papel de herramienta de la practica en otros campos del conocimiento.
Por esta razén la suposicién de la existencia del conocimiento matematico
no ha generado mucha resistencia. Suponer de antemano este conocimiento
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es otro punto de partida para abordar la cuestion: tenemos conocimiento de
las proposiciones matematicas-realizamos una practica exitosa alrededor de
éstas—. La busqueda de una explicacion seméantica y una respuesta a la pre-
gunta ontologica quedaran constrenidas también por nuestro conocimiento
matematico. Las afirmaciones filoséficas que contradigan alguna parte rele-
vante de las oraciones que constituyen a una disciplina con las mencionadas
credenciales cientificas tienen una fuerte desventaja desde esta perspectiva.

Un ejemplo clasico de un platonista que muestra gran preocupacion por el
apego a la practica matematica es Godel, quien defendia la existencia de los
objetos matematicos a partir de un enfoque distinto. La estrategia es remar-
car que existe un fuerte paralelismo entre teorias plausibles de conceptos y
objetos matematicos, y teorias plausibles de propiedades y objetos fisicos. Al
igual que la fisica es una ciencia exitosa en la medida en la que mayormente
llega a los principios correctos, la matematica es exitosa en la medida en la
que los axiomas utilizados en su practica son verdaderos. De esta manera,
al igual que los objetos fisicos, los objetos matematicos tampoco son cons-
truidos por los seres humanos lo que imposibilita que éstos sean reducidos a
entidades mentales (Godel, 1944b):

...a pesar de su lejania de la experiencia sensible, tenemos
algo como una percepcién también de los objetos de la teoria de
conjuntos, como se ve en el hecho de que los axiomas se fuer-
zan a si mismos a ser verdaderos. No veo ninguna razoén por la
que deberiamos tener menos confianza en este tipo de percepcion,
es decir en la percepcién matematica, que en la percepcion sen-
sorial. .. [los conjuntos| son en el mismo sentido, necesarios para
obtener un sistema satisfactorio matematico, asi como los obje-
tos fisicos son necesarios para una teoria satisfactoria de nuestro
sentido de la percepcion.

Percibimos los objetos fisicos, intuimos objetos mateméticos
y ...en ambos casos, es imposible interpretar las proposiciones,
que se quieren aseverar sobre estas entidades, como proposiciones
acerca de los “datos” ...

Asumimos que tenemos conocimiento matematico. Tenemos conocimien-
to del mundo matematico del mismo modo que tenemos conocimiento del
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mundo fisico; necesariamente existe una via por la cual adquirimos dicho
conocimiento. Como el contacto con los objetos matematicos no es causal —
debido a que son abstractos— la via de adquisicion no puede ser la percepcion
sensorial: tiene que ser una facultad mas de tipo intelectual. Esta facultad es
la intuicién (no cualquier intuicién, la intuicién del matematico). Tenemos
entonces una conexiéon entre el estado de conocimiento y lo que estamos co-
nociendo. A saber, los objetos de la teoria de conjuntos. Estos objetos hacen
verdaderos a los axiomas de la teoria de conjuntos. Debido a que una gran
parte de la matematica actual puede ser reconstruida en teoria de conjun-
tos, el realismo de conjuntos de Godel puede extenderse a otras ramas de
la matematica proporcionando asi una fuente de justificacién para nuestras
creencias.

Al decir que una gran parte de la matematica puede ser reconstruida
en la teoria de conjuntos pretendo tener en consideracion algunos debates
recientes que cuestionan el poder de ésta sobre el resto de la matematica. Esta
discusion queda fuera de los objetivos de el presente trabajo y, en cualquier
caso, Godel no parecia tener dicha preocupacion:

“...toda la matematica es reducible a la teoria abstracta de
conjuntos. Por ejemplo, el enunciado de que los axiomas de la
geometria proyectiva implican cierto teorema, significa que si un
conjunto M de elementos llamados puntos y un conjunto N de
subconjuntos de M llamados lineas rectas satisfacen los axiomas,
entonces el teorema vale para N y M. O bien, por mencionar otro
ejemplo, un teorema de la teoria de ntimeros puede interpretarse
como una afirmaciéon sobre conjuntos finitos. Asi, el problema en
cuestion es el de la axiomatizacion de la teoria de conjuntos.”

Tratando de reconstruir el esquema argumentativo como lo he venido
haciendo, plantearé de forma muy general la posicion filoséfica de Godel
relativa a la presente discusion,

= Tenemos conocimiento matematico; hay una facultad que nos permite
adquirirlo.

= Dicha facultad garantiza la verdad de los axiomas de la teoria de con-
juntos.
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= El poder fundamental de la teoria de conjuntos sobre otras ramas de
la matematica nos permite tener conocimiento también de ellas.

De acuerdo con mi interpretacion, las preguntas relevantes para este tra-
bajo quedarian respondidas de la siguiente forma en el marco platonista de
Godel. jAcerca de qué hablan los enunciados? En tltimas los enunciados de
la aritmética—y también de otras ramas de la matematica—hablan acerca de
conjuntos. (En virtud de qué son verdaderos estos enunciados? En virtud
de la realidad conjuntista que subyace a la realidad aritmética y que hace
verdaderos a sus principios. ;Cémo accedemos a su verdad? La percepcion
matematica (intuicion del matemdtico) arroja creencias verdaderas acerca de
la teoria de conjuntos. Esto nos permite justificar las creencias aritméticas
asi como de todas las ramas que admitan una reconstrucciéon conjuntista.

La teoria responde a todas las preguntas. El problema es que la parte
fundamental que da solidez al argumento es la existencia de la mencionada
intuicion matematica. Pero, jsobre qué base podemos afirmar que la relacién
que mantienen los objetos abstractos y la intuicion matematica es analoga
a la relacion causal que mantienen los objetos fisicos y la percepcién? En
particular, no existe informacién acerca de algiin mecanismo fisiologico que
pudiera respaldar dicha intuicién. En consecuencia, tampoco se muestra de
manera explicita como funcionaria una epistemologia que pueda dar cuenta
de como obtenemos nuestro conocimiento matemaéatico. Esta es una tipica
explicacion platonista que apela en tdltima instancia a misteriosos mecanis-
mos que proporcionan el acceso de seres fisicos a un mundo constituido por
objetos abstractos. Este aire de misterio entre el mundo de lo concreto y el
mundo de lo abstracto serd uno de los principales propulsores de las teorias
antirrealistas. Si logramos disolver este misterio sera mucho mas dificil refu-
tar una postura realista. Retomaré la cuestion mas adelante.

Independientemente de la aproximaciéon que se tome, lo que es muy claro
es que una explicacién sobre la naturaleza de los niimeros debe cubrir los
aspectos semantico, ontoldgico y epistémico. Para tener éxito en cubrir cada
uno de estos aspectos es importante organizar el debate en una forma ade-
cuada. Este serd el trabajo que realizaré en el siguiente capitulo. Durante
las secciones siguiente presentaré algunas razones por las que considero que
las posturas realistas son las mejor motivadas dentro del debate acerca de la
naturaleza de los nimeros.
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1.4. ;jPor qué no ser antirrealista?

Seamos antirrealistas por un momento y veamos cudles son las opciones
para el caso de la aritmética (los argumentos que presento aqui podrian ser-
vir para otras ramas, pero este trabajo es acerca de los niimeros naturales).
Enfocarnos en el discurso de la aritmética centrara la discusion en los usos—
aparentemente mas enigmaticos—de los términos numéricos. Esto no quiere
decir que queda excluida una explicacion para oraciones del lenguaje coti-
diano que contengan numerales. Una oracién como ‘El niimero de lunas de
Marte es dos’ siempre deja abierta la puerta a decir que en ella, el uso de
‘dos’ como sustantivo es aparente, y que la forma de dicha oracion oculta
su verdadero sentido. Este verdadero sentido podria ser mejor capturado por
alguna oracién como ‘Marte tiene dos lunas’, en la que ‘dos’ es simplemente
un modificador de ‘las lunas de Marte’. Si los niimeros existen, el término
‘dos’ en la oracion en cuestion es genuinamente un sustantivo. Si los niimeros
no existieran, esta la opcién de remitirnos a los usos de los niimeros como
modificadores en las oraciones y brindar una explicaciéon que muestre que
estos usos (los adjetivales) no requieren de la existencia de las entidades en
cuestién. Sin embargo, en oraciones como ‘Dos es el menor de los niimeros
primos’ no hay ningin contenido acerca de objetos concretos, por lo que
una explicacién como la anterior no esta disponible de manera evidente. Una
defensa antirrealista sustancial tiene que dar cuenta del lenguaje de la ma-
tematica pura.

Existen dos hechos fuera de controversia que tomaremos como punto
de partida. Primero, las oraciones utilizadas en el discurso de la aritméti-
ca aparentemente predican y cuantifican sobre niimeros. En otras palabras,
si tomamos estos enunciados de forma literal, su verdad determina que los
nimeros existen: sea o no el caso, los enunciados funcionan como silos niime-
ros existieran. Segundo, estos enunciados constituyen una practica que no se
encuentra aislada del resto de la actividad humana: diferentes métodos, en
diferentes tiempos y lugares, llevan a los mismos resultados susceptibles de
ser capturados por las mismas proposiciones. Ademas de esto, las proposicio-
nes que resultan de esta préactica son tomadas como verdaderas y aplicadas
en otras practicas (cientificas y no cientificas), produciendo con ello resul-
tados altamente favorables al conocimiento humano. La tarea antirrealista
implica explicar la mencionada apariencia referencial, teniendo en cuenta el
éxito-tradicionalmente atribuido a las virtudes epistémicas—de esta discipli-
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na no sélo al interior de ella misma, sino también en relacion al resto del
conocimiento—en particular, del conocimiento cientifico—.

La cuestion ahora es explicar la apariencia enganosa de las proposiciones
aritméticas en relacion con su verdad. Aqui tenemos la primera bifurcacion
para tomar una postura antirrealista. Si las proposiciones de la aritmética
son verdaderas, esta verdad se da en virtud de algin hecho ajeno a los ob-
jetos a los que los términos singulares parecen referir. En el trabajo voy a
considerar dos alternativas en esta direccion: la alternativa presuposiciona-
lista (de la que ya mencioné un poco al hablar de la teorfa de la referencia de
los enunciados de Yablo) y la alternativa que Benacerraf llama combinatoria,
que en esencia, atribuye la verdad de los enunciados de la matemaética a las
relaciones sintacticas que éstos guardan dentro de su sistema. En el siguiente
capitulo desarrollaré a profundidad mi argumento para defender que la mejor
teoria para explicar la verdad de los enunciados de la aritmética debe de ser
una que explique dicha verdad en términos que tradicionalmente considera-
mos semanticos. Es decir, en términos de satisfaccién de los referentes y de
los predicados que ocurren en las oraciones. Por ahora me enfocaré en la otra
alternativa de la bifurcacion: negar que las proposiciones de la aritmética
sean verdaderas.

Uno podria sentirse impactado ante la afirmacién de que las proposiciones
de la aritmética son falsas. Toda la vida hemos escuchado cosas como que
los niimeros no mienten, o que ciertas cosas (verdaderas) son tan verdaderas
como que dos mas dos es cuatro. Lo cierto es que esta estrategia tiene una
ventaja muy fuerte. Si bien, choca con nuestra intuiciéon de que la aritmética
se constituye de verdades, respeta otra intuicién—igual de primitiva—de que
la verdad es algun tipo de correspondencia entre las oraciones y los hechos.
Si los niimeros no existen, no hay un hecho en la realidad que sea reportado
por la oracién,

Jla((a e NAVR(n e NAn #a)) = a <n).

Del mismo modo que no existe un hecho que sea reportado por la oracion,
Pegaso vuela a quinientos kilometros por hora.

La no existencia de estos hecho parece razén suficiente para afirmar que las
proposiciones no son verdaderas. Frente a esta sensata observacién surge una
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de las corrientes antirrealistas mas fuertes de las ultimas décadas: el ficcio-
nalismo. Pero antes de discutir con mayor detalle esta postura, vale la pena
decir algo acerca del nominalismo con el fin de motivar la actitud de presu-
poner que los objetos matematicos—en particular los niimeros—no existen.

Recordemos que el platonismo-la postura realista por antonomasia—se
compromete con tres atributos de las entidades que ocupan la realidad ma-
tematica. Estos atributos son, la cualidad de ser abstractas, de ser objetivas,
y de existir independientemente de la actividad humana. La objetividad y
la independencia pueden requerir de consideraciones muy profundas para
poder ser determinadas. En contraste, se determina facilmente que algo es
abstracto cuando no es concreto, y esto se reduce a la ausencia de propie-
dades fisicas. Asi (aunque como siempre, hay sus excepciones) los filésofos
aceptaran normalmente que de existir los objetos matematicos, éstos serian
abstractos. Aqui empieza la controversia porque aceptar que existen cosas
que no podemos ver, o tocar, o rastrear las huellas que dejaron a su paso,
genera mucha resistencia por parte de la tradicion filoséfica con claras ten-
dencias cientificistas.

Entonces tenemos que si existen las entidades matematicas, éstas son abs-
tractas. Pero aceptar la existencia de objetos cuyas propiedades no podemos
comprobar mediante los populares mecanismos de percepciéon puede generar
reticencia. Por esta razén, el terreno mas amplio compartido por aquéllos que
dudan de una realidad matematica es el del nominalismo. Dado el condicio-
nal del principio de este parrafo [si existen las entidades matematicas, éstas
son abstractas|, negar la existencia de objetos abstractos implica necesaria-
mente la no existencia de las entidades matematicas. Desde luego, se puede
sostener que existen otras entidades abstractas pero no las de la matematica.
Por ejemplo para el caso de la ciencia, en particular de la fisica, hay otras
entidades que tendrian esta cualidad—como las leyes de la naturaleza—. La
cuestion aqui es que es dificil imaginar objeciones que apliquen para los ca-
sos de objetos abstractos mateméticos pero no para objetos abstractos de
otra indole. Ademas de esto, muchos de los candidatos a ser objetos abstrac-
tos en ciencia involucran ellos mismos a objetos matematicos. En cualquier
caso, la negacién tajante de la existencia de objetos abstractos aniquila una
buena parte las vias disponibles para defender el realismo matematico.
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1.4.1. Nominalismo

El nominalismo como lo describen Burgess y Rosen (Burgess y Rosen, 1997)
es la postura filoséfica que niega la existencia de objetos abstractos,

Finalmente [...] es tu turno de cuestionar al Orédculo de la filosofia.
[...] ‘4Qué es lo que hay? ;Qué tipo de cosas existen?’

A esto el Oraculo responde jQué? jQuieres toda la lista? Mira, no
tengo todo el dia. Pero te diré una cosa: todo lo que hay es concre-
to; nada de lo que hay es abstracto [...] Ahora te has convertido
en un firme creyente de la existencia tnicamente de entidades
concretas; te has convertido en un creyente de la no existencia de
entidades abstractas. Te has convertido en un nominalista [...]

Pero, jqué tan esotérico es creer en la existencia de abstractos? ;Qué
genera ese aire de misticismo que parece haber alrededor de la creencia en
una realidad donde no todo lo existente es concreto? Aqui lo que hay, entre
otras cosas, es el temor de que al abrir la puerta a la existencia de objetos
abstractos no haya evidencia para discriminar ciertos abstractos existentes
de otros que no lo son. Por ejemplo, el mismo condicional parece aceptable
para el siguiente caso: si Dios existe entonces es abstracto. ;Cémo sabriamos,
de todas las entidades que pudieran habitar la realidad abstracta, cudles son
reales y cudles no?

Mi impresion es que ésta no es razon suficiente para negar la existencia de
entidades abstractas. La evidencia relacionada con dichas entidades vendréa
de diferentes fuentes. Pensemos en entidades de algtin tipo diferente a las ma-
tematicas. ; Negariamos la existencia, por ejemplo, de novelas, instituciones
o estados mentales? Por ejemplo, ;alguien diria que la novela ‘Cien anos de
soledad’ es inexistente? Creo que dificilmente. Tampoco deberia generar mu-
cha controversia que una novela es una entidad abstracta. Cuando hablamos
de ‘Cien afnos de soledad’” no nos referimos a algunos, o a todos, sus ejempla-
res. Tampoco nos referimos al manuscrito original escrito por Gabriel Garcia
Miérquez. No nos referimos a un tiraje o a una edicion: leer dos ejemplares
distintos—incluso de ediciones diferentes—de la novela no es leer dos novelas,
es leer dos veces la misma novela. ;jLa novela existe? Si, en tanto que tiene
ejemplares que pueden ser leidos, tiene un autor, tiene ciertas propiedades
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—en contraste con otras novelas—, etc. jLa novela es abstracta? Si, en tanto
que no es concreta.

Estos ejemplos me serviran para mostrar lo que yo considero un prejuicio
epistémico. Tenemos muy claros casos en los que la naturaleza de aquello que
conocemos determina como lo conocemos. Conocemos el sabor de un platillo
en virtud de que éste tiene la propiedad de tener su sabor; y la propiedad de
tener un sabor es una que se conoce mediante el sentido del gusto. Sabemos
que degustar el platillo nos dard conocimiento sobre su sabor. Ejemplos asi
son muy féciles de imaginar para el mundo de lo concreto pero no parece ser
asi en el caso de lo abstracto. La disanalogia parece tan dramatica porque
se asume como condicién necesaria de existencia de un objeto el que seamos
capaces de determinar a primera vista—a partir de la existencia de dicho
objeto—el modo en el que éste puede ser conocido. Pero que no sea obvio
el modo en el que podemos conocer algo no es razon suficiente para dudar
de su existencia. Determinar el modo en el que podemos conocer una cierta
entidad puede requerir un poco mas de investigacién. Este es justamente el
caso de las entidades abstractas.

Pensemos por ejemplo en cémo adquirimos conocimiento de una institu-
cion. La explicacién no es clara a primera vista, pero esto no quiere decir que
no haya formas de conocerla. La respuesta no sera del tipo viéndola, tocdndo-
la, leyéndola, etc., pero podemos tener algunas ideas al respecto. Podriamos
por ejemplo, revisar cudles son sus funciones, en qué contexto fue en el que
se origind, cudles son las partes que las constituyen, qué se establece en sus
estatutos, etc. Esto dependera también de qué aspectos nos interesa conocer
de la institucion. Lo cierto es que, como hemos de conocer a una institucion
no es una cuestién de meros mecanismos perceptuales; seguramente sera algo
mas complejo, pero no tanto para impedirnos acceso epistémico. ;La existen-
cia de una novela determina de manera contundente cémo debe ser el acceso
epistémico a ella? No. La novela sugiere los modos en los que podemos cono-
cerla: leer uno de sus ejemplares es nuestra primera opcién. Pero qué pasaria
si todos los ejemplares resultan destruidos, jse pierde toda posibilidad de
conocer la novela? No necesariamente. Si alguien memorizé la historia, un
modo de conocerla es que esa persona nos la relate. No es inmediato, a partir
de la existencia de la novela, el modo en el que ésta puede ser conocida pero
esto no nos imposibilita adquirir conocimiento de ella. De hecho tenemos este
acceso a ella en muchos sentidos. Al igual que en el caso de la institucién,
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diferentes intereses determinaran diferentes vias de conocimiento. Podemos
tener conocimiento tedrico literario, histérico, conocimiento puramente de su
contenido, etc. El hecho de no poder ubicarla en una cadena causal no la
convierte en inaccesible. Con los objetos matematicos ocurre algo parecido.
No tenemos explicaciones inmediatas sobre como es nuestro acceso a ellos,
pero esto no es razén suficiente para negar su existencia. Sobre todo cuando
los enunciados que hablan sobre estos objetos forman parte de una ciencia
que ha sido crucial en el conocimiento humano. Cuando eliminar la historia
matematica resulta dificil incluso de concebir: en contraste con cualquier his-
toria de ficcion, de la que facilmente podemos imaginar un mundo en el que
nunca hubiera existido. Ciertamente existe una disanalogia metafisica y ésta
se refleja en la forma de conocer, pero la disanalogia por si misma no muestra
la no existencia de los objetos abstractos. Esta simplemente muestra que se
requiere de un analisis filos6fico més profundo y de una teoria epistémica mas
robusta.

El caso de la novela y la institucién reflejan que del condicional Si X
existe entonces X es abstracto, no se sigue que X no existe. Simplemente
porque hay cosas que son abstractas en tanto que es evidente que existen
y que no son concretas. Soy consciente de que afirmar la existencia de las
entidades que mencioné como ejemplo genera menos controversia que la mis-
ma afirmacién para las entidades matematicas. La diferencia en niveles de
aceptacion tiene que ver con la facilidad de explicar algunos aspectos de la
entidad correspondiente (por ejemplo, su origen). Esta facilidad parece estar
relacionada con la dependencia de las entidades hacia la actividad humana.
Podemos afirmar—con un alto nivel de seguridad—que de no haber existido
Gabriel Garcia Marquez no hubiera existido tampoco ‘Cien anos de soledad’.
Algo parecido ocurre para el caso de las instituciones o los estados mentales.

Una respuesta del antirrealista matematico puede ser que el caso de las
instituciones y las novelas no es realmente complicado. Puede ser que no
sea tan claro el modo en el que obtenemos conocimiento de estas entidades.
Sin embargo, estos ejemplos son de entidades claramente dependientes de la
mente humana. Esta dependencia arroja guias hacia los modos de conocer.
Por ejemplo, toda novela tiene autor (incluso si la identidad de éste es desco-
nocida sabemos que lo tiene). Esto nos da una linea para rastrear cuestiones
propias de la novela. El problema es que el platonista también quiere defen-
der la independencia de las entidades de la mente humana, y si esto es asi,
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no ubicamos en la mente del matematico—o en su actividad—una guia hacia
los objetos del mismo modo que lo hacemos para las novelas o en las institu-
ciones. Ahora el problema ya no es que los objetos sean abstractos, sino que
sean abstractos e independientes de la mente humana. Creo que esta nueva
complicacion sugiere que el andlisis requiere de una profundidad mayor que
la que se requeriria para explicar nuestro conocimiento de instituciones o de
novelas. Sin embargo, si no nos quedamos atorados en que sélo existen los
objetos concretos—como pretende el nominalista—, la cuestién de la indepen-
dencia tampoco deberia llevarnos a negar prima facie la realidad matemaética.
Después de todo, en la realidad concreta también hay cosas dependientes y
cosas independientes de la actividad humana.

Pero si el platonista tipicamente se ve obligado a dar una explicacion
que cierre la aparente brecha epistémica entre la realidad matematica y los
matematicos (quienes presuntamente poseen conocimiento acerca de dicha
realidad), el nominalista tiene sus propios retos teéricos. El lenguaje y las
teorias de las ciencias naturales y sociales estan saturadas de afirmaciones
que involucran entidades abstractas: en particular, nimeros. Existe un am-
plio espectro de teorias, incluyendo muchas de sentido comin, la mayoria de
las cientificas y practicamente todas las matematicas a las que, en principio,
un nominalista no podria darles credibilidad. Para el realista el reto es pro-
minente epistémico. No es necesario decir mucho més acerca del lenguaje: el
lenguaje es tal y como aparenta ser, por lo que la tinica interpretacion dispo-
nible es la literal. En contraste (volviendo a los dos hechos no controvertidos
que mencioné al comienzo de la seccién), el nominalista, que considera las
oraciones falsas, tiene que explicar por qué éstas tienen la forma que tienen,
y como es que de estas oraciones se obtienen los beneficios que normalmente
atribuimos a las virtudes epistémicas. Es decir, beneficios que consideramos
relacionados con la verdad de dichas oraciones. Estos retos nominalistas son
los que motivan el ficcionalismo en su forma mas tradicional.

1.4.2. Ficcionalismo

El ejemplo paradigmatico de ficcionalismo en filosofia de las matematicas
es el trabajo que realizé6 Hartry Field durante la década de los 80. Como ya
he mencionado varias veces, las opciones del antirrealista se limitan a, o bien
proponer teorias alternativas que expliquen la verdad de los enunciados—para
los nominalistas que defiendan la verdad de las proposiciones—, o a negar di-
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cha verdad. El ficcionalismo de Field toma esta tltima opcion. El lenguaje de
la matemadtica se constituye por oraciones falsas que estamos acostumbrados
a tomar como verdaderas. Pero a pesar de que estas oraciones sean falsas
deben de tener alguna caracteristica que las distinga de otras. Por ejemplo,
aun cuando la proposicién 2+ 2 = 4 sea falsa (por el hecho de que no existen
referentes que la satisfagan), debera serlo de un modo diferente al modo en el
que la proposicion 242 = 5 lo es. La caracteristica que diferencia a estas dos
proposiciones es la de ser acorde con la historia estandar de la matemadtica.
Del mismo modo que, el que Oliver Twist naciera en Londres es acorde con
la historia Oliver Twist, que 2+ 2 sea 4 es acorde con la historia estandar de
la matematica. En contraste, que Oliver Twist nazca en Paris, o que 2 + 2
sea 5 no cumple con dicha concordancia (Field, 1989). Tenemos entonces una
teoria que asume que la verdad estda dada en términos de la satisfaccion de
los referentes y las propiedades denotados por los enunciados. El lenguaje
de la matemaética no es mas que un lenguaje de ficcion. Como los objetos
matematicos no existen, los enunciados de la matematica no son satisfechos
y en consecuencia, no pueden ser verdaderos. La restriccién de acorde con
la historia estandar de la matemadtica discrimina enunciados que—por alguna
razon—no pertenecen a la clase de enunciados que los matematicos consideran
verdaderos.

Esta postura ha recibido fuertes criticas. En su libro de 1989 Field re-
conoce el conocido argumento de la indispensabilidad (atribuido a Putman
y Quine) como la tnica objecién seria al ficcionalismo. Este argumento par-
te de la idea de Quine de que las teorias cientificas conforman una red que
constituye nuestra mejor explicacién del mundo. Los niimeros—y otros obje-
tos matematicos como los conjuntos—constituyen una parte de dicha red aun
cuando las teorfas matematicas queden aisladas de revisién inmediata (de-
bido a su distancia de las observaciones empiricas) (Quine, 1980). Putnam
modifica el argumento de Quine sosteniendo que no sélo nuestras mejores
teorias cuantifican sobre entidades matematicas, sino que de hecho, las en-
tidades matematicas son indispensables para las ciencias naturales (en el
sentido de que no hay manera de formular tales teorias sin cuantificar sobre
ellas) (Putnam, 1979). Putnam también acepta las propiedades de los obje-
tos matematicos basado en que éstas son necesarias en la propia formulacion
de las leyes naturales. De hecho, son las propiedades las que nos proveen de
explicaciones satisfactorias en cuanto a medidas fisicas, relaciones causales,
funciones bioldgicas y reduccién intertedrica. Aceptando el reto de mostrar
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que las teorias cientificas pueden prescindir de la referencia a objetos abs-
tractos, Field elabora una reconstruccion de la mecénica clasica utilizando
lenguaje puramente nominalsta. Mark Balaguer, por su parte, intenté una
labor paralela para el caso de la mecénica cudntica (Balaguer, 1998). Las
traducciones son complicadas y resultan poco accesibles incluso para los ex-
pertos en estas teorias, quienes estan preparados para el analisis de fenémenos
de la fisica mas que para el manejo de lenguajes construidos en un sofisticado
vocabulario 1égico.

Aunque concediéramos la validez de estas traducciones eso unicamen-
te mostraria que la referencia a objetos abstractos es prescindible en estas
teorias en particular. En conclusion, al ficcionalista le toca una larga tarea
que no ha sido resuelta, y que no da senas de estar cerca de resolverse. El
ficcionalista necesita, primero, demostrar que la referencia a objetos abstrac-
tos no es indispensable-esta tarea es para cualquier nominalista—. Segundo,
explicar si no es en virtud de la verdad de sus enunciados, en qué se basa la
aplicabilidad y éxito del lenguaje de la matematica. Tercero, dar cuenta de
las disanalogias que hay entre el lenguaje de la matematica y cualquier otro
lenguaje de ficcion. Por su parte, respecto al lenguaje, el realista matematico
tiene poco que hacer. La funcion de las oraciones es justamente la que parece
ser: describir correctamente la realidad matematica.

Negar la existencia de los objetos matematicos, ante la incomodidad de
admitir la existencia de objetos abstractos, no es una cuestién facil. No se
puede desestimar una teoria matematica como si ésta fuera mitologia del mis-
mo modo que uno desestimaria una teoria astronémica por estar basada en
antiguas leyendas mayas. Ningun filésofo diria que el astrénomo debe renun-
ciar a sus teorias por presuponer la existencia de niimeros o funciones sobre
la misma base de que deberia renunciar a ellas por presuponer alguna vieja
leyenda. En términos metafisicos y epistémicos, el realismo tiene su propia
tarea. Pero en términos del lenguaje—en el que se basa de manera esencial la
préactica del matemético—el realismo en matematicas tiene una ventaja clara
y contundente.
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1.5. Conclusion

Cualquier postura realista o antirrealista en matematicas debera decir al-
go respecto al aspecto lingiiistico, epistémico, y ontolégico de la aritmética.
Mi objetivo central en el trabajo es mostrar que los nimeros existen. Esta
existencia me permitira tomar el modelo mas intuitivo para explicar el con-
tenido y la verdad de las oraciones aritméticas. Finalmente, espero estar en
posicion de dar cuenta de nuestro acceso epistémico al contenido de estas
oraciones.

Considero que una explicacion de tipo realista es mas plausible que cual-
quier teoria antirrealista. Lo que sugiere esta plausibilidad es que, una teoria
realista cubre (potencialmente) todos los aspectos filoséficos, teniendo una
gran ventaja sobre cualquier postura antirrealista en el aspecto semantico—
dando con esto respaldo a una idea de genuino conocimiento de la practica
matematica actual-. Una teoria realista atiende a la explicacién mas intuitiva
sobre el contenido de las proposiciones: las proposiciones aritméticas hablan
acerca de lo que parecen hablar. ‘24-3=5" habla de los nimeros dos, tres y
cinco, de la relacion aritmética de la suma y de la relacién de identidad que
estas entidades pueden mantener. La oracién ‘Dos es el menor nimero pri-
mo’ habla del nimero dos, la propiedad que éste porta de ser un nimero
primo, y un modo en la que la porta—siendo el menor de los niimeros que
portan la propiedad— También las proposiciones que involucran entidades
fisicas resultan ser genuinas: ‘El nimero de lunas de Marte es dos” habla de
las lunas de Marte y su relaciéon con el nimero dos. Esto es congruente con
que las proposiciones de un buen fragmento del lenguaje (dejando de lado
contenidos figurativos, implicaturas, presuposiciones) hablan acerca de lo que
parecen hablar: mesas, lunas, nieve, propiedades, etc. Si el contenido de las
proposiciones es el que parece ser, entonces la verdad de las proposiciones
estd dada en términos de este contenido (del modo en el que esta expresado
en el esquema que presento al comienzo de la seccién). Con una explicacién
exitosa del acceso epistémico al contenido de estas proposiciones, quedara
cubierta la tarea, y no hay razén para negar una postura realista. Tendremos
una teoria que ofrezca mucho més que otras al momento de atender de mane-
ra simultanea a nuestras intuiciones mas naturales y a los requisitos tedricos
que una buena explicacion filosofica debe satisfacer.

Si el realismo es correcto, dado que la labor matemaética no es inventar sino
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descrubir, el mateméatico no tiene por qué restringirse a métodos o axiomas
constructivos. Esto permite la justificacion de métodos alternativos asi como
de ttiles axiomas en la préctica (por ejemplo, el Axioma de eleccién). Esto
motiva la bisqueda de nuevos axiomas para responder a preguntas abiertas
(tales como la verdad de la Hipétesis del Continuo).

Vale la pena senalar que el realismo también respalda la idea de que la
existencia de la practica matematica es independientemente de los diferentes
paradigmas metodoldgicos. La matematica va mas alla de sus formas de
estudio y ha estado presente siempre de algiin modo: habia matemaética previa
a las distintas etapas de formalizacion, previa a la teoria de conjuntos, e
incluso previa al mas primitivo de los sistemas axiomaticos.
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CAPITULO 1. ;POR QUE SER REALISTA?



Capitulo 2

El esquema de Benacerraf

2.1. Introduccion

A lo largo de las ultimas décadas las discusiones en torno al realismo en
matematicas han tomado como una importante consideracion las objecio-
nes que Benacerraf present6 en sus articulos Mathematical Truth y What the
numbers could not be. Las teorias que afirman que las proposiciones de la
aritmética describen alguna parte de la realidad se han visto comprometidas
a atender a estas consideraciones. Mi propdsito en este capitulo es analizar
con detalle los requisitos que Benacerraf establece en Mathematical Truth,
con la finalidad de obtener una reformulacién de ellos. El replanteamiento
de estos requisitos debera rescatar las partes filoséficamente relevantes con-
tenidas en el trabajo de Benacerraf, y agregar los elementos que hagan falta
para determinar las condiciones deseables que una explicacién sobre la verdad
aritmética deberia satisfacer.

Una de las razones por las que el trabajo de Benacerraf trascendié en el
debate sobre realismo en matemaéticas es que éste organiza la discusion de
tal manera que distingue entre aspectos relevantes a la cuestion de diferente
naturaleza filoséfica. En primer lugar, el problema se presenta en forma de
dilema. Esto permite separar el camino que conduce a la postura antirrealista
del que conduce a la postura realista y en este proceso, distinguir las cues-
tiones semanticas y metafisicas de las epistémicas. En segundo lugar—y de
mayor importancia para los propoésitos de este capitulo—para que el proble-
ma sea establecido en su forma original (y en algunas de sus derivaciones) es
necesario asumir ciertos supuestos tedricos hechos por Benacerraf. La acep-
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tacion o el rechazo de estos supuestos servira para clarificar cuestiones sobre
la naturaleza del objeto de estudio de la aritmética. Asi pues, mi expectativa
es que el andlisis de este planteamiento sirva de guia para mostrar el camino
hacia mi explicacién sobre la naturaleza de los enunciados de la aritmética y
en consecuencia, de aquello de lo que dichos enunciados hablan.

2.2. El problema para el platonista

Para comprender el problema de Benacerraf, hacer evidente el dilema aso-
ciado y mostrar sus consecuencias, voy a partir de las dos preocupaciones que
segun Benacerraf, motivan las explicaciones acerca de la verdad matemaética.
Estas preocupaciones son:

a. La preocupacién por disponer de una teoria semantica homogénea entre
las proposiciones del lenguaje natural y las del lenguaje matematico.

b. La preocupacion por que la explicacion acerca de la verdad matemaética
se combine con una epistemologia razonable que haga inteligible cémo
es que adquirimos el conocimiento matematico.

Asi, una teoria para explicar la verdad matematica sera satisfactoria sélo
si cumple con una semdantica homogénea (en el sentido del inciso a.) y con
una epistemologia razonable (en el sentido de b.). Benacerraf divide las ex-
plicaciones existentes de la verdad matemaética en dos, y cada una de ellas
desatiende a una de las dos condiciones presentadas en los incisos a. y b.
Los dos tipos de explicacion sobre como obtienen su verdad las proposiciones
matematicas que reconoce Benacerraf son:

i. La explicaciéon combinatoria: se construye por medio de concepciones
que asignan valores de verdad a los enunciados (en particular de la
aritmética) sobre la base de ciertos hechos sintécticos.

ii. La explicacién estandar: es una explicacion semantica y se da en térmi-
nos de la referencia de los nombres y el rango de los cuantificadores que
pueden contener las proposiciones.

Si aceptamos una explicacién de la verdad matematica combinatoria, no
tendremos una semdantica homogénea (desatendiendo a la preocupacién en
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a.). Esto debido a que las condiciones de verdad de las proposiciones en el len-
guaje natural estan determinadas por cuestiones semanticas de tipo estandar
como la referencia de los nombres y el rango de los cuantificadores, mientras
que las de los enunciados matematicos—aritméticos—estarian basadas en he-
chos meramente sintacticos. Por otro lado, si aceptamos una explicacion del
tipo estandar, no podremos dar una epistemologia razonable que explique
como es que obtenemos conocimiento matematico. Mas adelante desarrollaré
detalladamente las consideraciones que acabo de sintetizar. En conclusién,
ninguna de las explicaciones sobre la verdad matematica serd satisfactoria
debido a que cualquier explicacién existente cae en el tipo i. o en el tipo ii.,
impidiendo asi, que se cumplan las condiciones a. y b. respectivamente. El
dilema determina de esta manera, un problema que quedara planteado por
el tipo de explicacién sobre la verdad matematica que uno pretenda defender.

Las posturas que sostienen que las entidades matematicas son reales tipi-
camente se identifican con una explicaciéon de la verdad del tipo estandar:
si estas entidades existen, deben ser ellas las que hagan verdaderas a las
proposiciones de la matematica. Asi, un realista en matematicas se encuen-
tra ubicado en el segundo cuerno del dilema; el reto se traduce en ofrecer
una epistemologia razonable que explique cémo adquirimos conocimiento ma-
tematico.

Desde luego podemos preguntarnos qué es lo que hace que la explica-
ciéon semantica determine la explicacion epistemoldgica. La respuesta es que
Benacerraf cuestiona la conexién entre la semantica y la epistemologia ma-
tematicas en virtud de una conexion tedrica que asume entre una semantica
para el lenguaje natural-considerando por defecto la seméantica de Tarski—y
la epistemologia que en la década de los anos setenta predominé en acep-
tabilidad: la epistemologia causal. En esta tradicion nuestro conocimiento
acerca del mundo estd dado por relaciones causales que tenemos con los he-
chos. Estas relaciones son las que posibilitan el conocimiento de la verdad
de las proposiciones en el lenguaje natural. Por ejemplo, la oracion ‘La nieve
es blanca’ es verdadera en virtud de que la nieve es blanca, y conocemos la
verdad de esta proposiciéon debido a que nuestras relaciones causales con el
mundo nos permiten saber que el objeto denotado por el término ‘nieve’ per-
tenece a la clase de los objetos que cumplen la propiedad de ser blancos. El
problema para el realista es que, debido a que son abstractas, no hay relacion
causal con las entidades matematicas y tenemos conocimiento acerca del va-
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lor de verdad de las proposiciones matematicas. Bajo estos supuestos, no es
posible que sean estas entidades las que dan las condiciones de verdad de las
proposiciones, ya que al no haber relaciones causales con ellas, no tendriamos
manera de explicar nuestro conocimiento de la verdad matematica.

Al igual que una gran cantidad de posturas filoséficas, el problema plan-
teado por Benacerraf no es concluyente. Burgess por ejemplo, rechaza el
problema como tal. Para defender la realidad matematica, Burgess retoma
el programa de Quine para construir un marco en el que podemos ver que el
dilema de Benacerraf es descartable. El problema resulta inaplicable al natu-
ralismo quineano, en el que las creencias acerca de objetos abstractos estan
justificadas dentro del holismo como parte de nuestras mejores teorias cientifi-
cas. Simplemente no necesitamos justificar creencias individuales acerca de
objetos abstractos particulares . Sin embargo, ademés de la 1itil esquemati-
zacion que nos proporciona Benacerraf, cabe senalar que vistos de un modo
mas general —no relativos a las teorias particulares que Benacerraf tenfa en
mente—, los desiderata del dilema de Benacerraf resultan bastante razonables.
En las siguientes secciones defenderé la aceptabilidad de estos requisitos.

2.3. Homogeneidad semantica

La primera preocupacion que presenta Benacerraf es la de disponer de
una teoria homogénea en la cual la semantica para las proposiciones de la
matematica sea andloga a la semantica para el resto del lenguaje. Notemos
que tenemos aqui dos cuestiones; una de ellas es la homogeneidad y otra es
la pretendida analogia. Benacerraf estd pidiendo algo més que homogeneidad
en la semantica; esta pidiendo que esta homogeneidad sea provista por me-
dio de una analogia con la semantica para el resto del lenguaje. Es decir que
el punto de partida para el andlisis es tener una teoria satisfactoria para el
lenguaje natural. De este modo, uno de los supuestos basicos es que de hecho
disponemos de una teoria semantica satisfactoria para el resto del lenguaje
a la cual, una teoria satisfactoria de la verdad matematica seria analoga. Lo
que Benacerraf tiene en mente es la teoria de Tarski. Yo no voy a discutir en
este trabajo si la teoria de Tarski es o no una teoria satisfactoria para el len-
guaje natural; y justamente no lo voy a discutir porque, como argumentaré

1Burgess, John P., 1990, “Epistemology and Nominalism”, publicado en A. Irvine, ed.,
Physicalism in Mathematics (Dordrecht: Kluwer), pp. 1-16.



2.3. HOMOGENEIDAD SEMANTICA 33

en la siguiente seccién, la posibilidad de dar una teoria satisfactoria para la
verdad matematica es completamente independiente de este hecho. En reali-
dad Benacerraf tampoco estda demasiado comprometido con este supuesto,
en un pie de pagina de Mathematical Truth senala,

Me permito la ficcién de que disponemos de una semantica para
el resto del lenguaje, o para ser mas preciso, de que los seguidores
de las concepciones que toman su impulso en esta preocupacién,
piensan en ellos mismos como si estuvieran en posesién de tal
semantica, al menos para partes del lenguaje filoséficamente im-
portantes.

Sin embargo, de no hacerse esta concesion el dilema no puede establecerse
de la manera precisa como él lo formuld. Benacerraf considera obvio que
cualquier explicacién filoséficamente satisfactoria de la verdad, la referencia,
el significado y el conocimiento debe abarcar todos estos conceptos y ser
adecuada para todas las proposiciones a las que estos conceptos aplican. Lo
cierto es que resulta dificil concebir una explicacién sobre el lenguaje que
no dé cuenta de cada una de estas nociones. Una teoria que no dijera nada
acerca del significado de los términos, de la referencia, o de la verdad de las
proposiciones, simplemente no seria una teoria acerca del lenguaje. La teoria
de Tarski estd desarrollada en estos términos, pero esto de ninguna manera es
suficiente para considerarla una teoria satisfactoria para el lenguaje natural.
A mi parecer Benacerraf ofrece buenas razones por las que deberia darse una
proximidad en cuanto a la explicaciéon de la verdad en el lenguaje natural y
la de la verdad en el lenguaje matematico. Pero no parece haber mayor razén
para que deba fijarse la teoria de Tarski como satisfactoria y a partir de ella,
constrenir como deberia de ser una explicacion satisfactoria para la verdad
matematica.

Dejando un poco de lado la cuestién de si contamos con una explica-
cion semantica satisfactoria para el lenguaje natural y centrdandonos en la
condicién de homogeneidad, me gustaria plantear la siguiente pregunta.

. Qué tanto puede distanciarse una explicacién sobre la verdad en el len-
guaje matematico de una explicacion sobre la verdad en el lenguaje natural?
En primer lugar, no debemos perder de vista que el lenguaje matematico for-
ma parte del lenguaje natural. Los términos del matematés son todos térmi-
nos pertenecientes al lenguaje natural. Incluso aquellas palabras que sélo
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existen dentro del vocabulario matematico. Si no aceptamos esto, querria
decir que tampoco el vocabulario filoséfico, ni el vocabulario de la medicina,
ni el de cualquier disciplina que tenga términos técnicos, pertenecen a nues-
tro vocabulario usual. Los enunciados tienen la misma estructura sintactica
y cualquier hablante competente del lenguaje estd en condiciones de com-
prender una oracién matematica. En este sentido, el lenguaje matematico es
parte del lenguaje natural.

Negar que los enunciados de la aritmética forman parte del lenguaje na-
tural nos llevaria a cuestionar también si los lenguajes de las diferentes dis-
ciplinas, o incluso los lenguajes en otros idiomas, forman parte del lenguaje
natural. Entonces por principio, como el lenguaje matematico esta contenido
en el lenguaje natural, una teoria que explique el segundo debera explicar
—en alguna medida— también el primero. Desde luego que esta teoria podra
tener diferentes explicaciones para los conceptos (verdad, referencia, signifi-
cado, conocimiento) en cada uno de los fragmentos del lenguaje. Pero, ;qué
tan diferentes? Pensemos por ejemplo en una teoria en biologia sobre ani-
males. Es claro que la misma teoria —si es una teoria sobre animales— debera
explicar los fendmenos relacionados con los mamiferos y con los anfibios, ya
que los mamiferos y los anfibios son subclases de la clase de los animales.
Esto no quiere decir que la teoria vaya a dar la misma explicacién sobre la
respiracién en los mamiferos y la respiracion en los anfibios. La explicaciones
seran diferentes. Pero de nuevo, ;qué tan diferentes pueden ser dado que la
teoria general esta constrenida por la clase de los animales a la que pertene-
cen ambas subclases? No pueden ser radicalmente diferentes dado que hay
un sentido claro en el que el fenémeno es el mismo. Soy consciente de las
diferencias entre un fenémeno abstracto como la verdad y uno fisico como la
respiracién. Sin embargo mi intencién por ahora es simplemente hacer una
consideracién metodoldgica: es de esperarse que un mismo fenémeno que se
presenta en diferentes instancias tenga un anélisis similar—en algin nivel-para
cada una de ellas.

De acuerdo con las consideraciones anteriores, tenemos que como parte
de una misma teoria acerca de los fragmentos del lenguaje en consideracion
podemos aceptar una explicacion diferente—en algin grado—pero homogénea
sobre los conceptos propios de la teoria. En particular, mi interés estd en
la explicacién para el concepto de verdad en un cierto fragmento del len-
guaje matematico: el fragmento en el que las oraciones toman a los términos
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numéricos como singulares y cuyos predicados y cuantificadores actiian sobre
éstos. Es importante dejar en claro que mi propuesta no excluye la posibi-
lidad de explicaciones diferentes y quizd mucho mas complejas para otras
ramas de la matemética—como también las hay para otro tipo de oraciones
en el lenguaje cotidiano—.

La idea central es que una teoria de la verdad debe proporcionar condi-
ciones similares para enunciados similares. Por ejemplo, las condiciones de
verdad para dos enunciados con cuantificadores deben reflejar de manera
significativamente similar la contribucién de los cuantificadores. Retomando
la analogia con la teoria en biologia, una explicacion sobre el fenémeno de
la respiracion en dos distintas clases debera dar cuentas similares del papel
que el oxigeno juega en este proceso para cada una de ellas. Cualquier dis-
tanciamiento sustantivamente radical entre ambas explicaciones tendria que
estar fuertemente motivado. Dicho de otra manera, la carga de la prueba
estd del lado de quien pretenda dar una teoria no homogénea para un mismo
fenémeno que se presenta en distintas instancias.

El ejemplo més representativo de una teoria que proporciona una ex-
plicacion distinta de la contribucion de los cuantificadores al razonamiento
matematico, es la explicaciéon provista por Hilbert. Benacerraf toma las ideas
que Hilbert present6 en 1925 en el congreso en Miinster en honor a Weiers-
trass 2. La razén para considerar precisamente este trabajo es porque en él
resulta muy clara la motivacién mas ulterior de Hilbert; la preocupacion por
explicar la nocién de infinito evitando las temidas paradojas. Esto permite
que en el analisis filosofico se adquiera una visiéon mas amplia del estado re-
sultante al asumir una explicacién combinatoria. Lo que hace la explicacién
de Hilbert es separar los enunciados de la matemdtica intuitiva como aquéllos
que no necesitan més justificaciéon. Podemos pensar que estos enunciados son
los finitamente verificables (en algiin sentido no especificado). Los enunciados
de la aritmética que no pertenecen a esta clase (aquéllos que contienen cuan-
tificadores) resultan ser instrumentos para pasar de unos enunciados reales
(de nuevo, los finitamente verificables) a otros. Estos instrumentos tedéricos
de la matematica son los elementos ideales. Su introduccion es anédloga a los
puntos al infinito de la geometria proyectiva. Estos son simplemente recursos

2Hilbert, David, 1926, “Uber das Unendliche”, Mathematische Annalen, 95: 161 - 190.
Conferencia en Miinster, 4 de junio de 1925. Traduccién al inglés en van Heijenoort (1967,
367 - 392).
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tedricos que permiten explicar aquello que de algin modo estd ahiy que cons-
tituye lo que nos interesa estudiar. Si no llevan a contradicciones y ademés
tienen otros usos, entonces su introduccion esta justificada. Esta justificacion
es la que impone la necesidad de una prueba de consistencia para el sistema
completo de la aritmética de primer orden.

Si esta interpretacion es correcta, la teoria de Hilbert no da una explica-
cién satisfactoria sobre la naturaleza de la verdad matematica debido a que
no considera por igual-en términos semanticos—a todos los enunciados cuan-
tificados. Esta brecha resulta contundente en la teoria dada y no se ve cémo
podriamos encontrar su forma analoga en el lenguaje natural. La pretendida
homogeneidad no ha sido satisfecha. En otras explicaciones del mismo estilo,
las condiciones de verdad para los enunciados de la aritmética son entendidas
a modo de derivabilidad formal a partir de un cierto conjunto de axiomas.
Ademas de lo que he senalado en el parrafo anterior, estas teorias tienen
un problema adicional. Una teoria satisfactoria deberia ser capaz de atribuir
un valor de verdad para cada enunciado de la aritmética. Sin embargo, los
teoremas de incompletud de Godel nos muestran que en cualquier sistema
formal S con la expresividad suficiente para reconstruir la aritmética, vamos
a encontrar proposiciones tales que ni ellas ni su negacion son demostrables

en S.

Si queremos atender a la manera mé&s natural de pensar en el concepto
de verdad, la explicacion debera implicar condiciones de verdad para las
proposiciones de la aritmética que sean condiciones de su verdad de manera
evidente, y no condiciones para ser teorema en algin sistema formal. Desde
luego se puede sostener que ser un teorema es una condicion de verdad para
una proposicion, pero entonces habra que dar una explicacién entre la verdad
y la propiedad de ser un teorema, ;de dénde obtendriamos esta explicacion?
Parece que necesitariamos de algo como una teoria de teorias de la verdad
que diera cuenta de como la propiedad de ser un teorema y la propiedad de
que una proposicion sea verdadera en el lenguaje no matematico convergen
ambas en concepto de verdad. Esto lo tendriamos que hacer para cualquier
explicacion que desatienda al requisito de homogeneidad. No poder dar esta
explicacion seria tanto como asumir que por un lado, las oraciones cotidianas
tienen sus condiciones de verdad—dadas de la manera estdndar—, y por el otro,
la matematica tiene las suyas. Es decir que tendriamos al menos dos tipos
de verdad: la verdad matematica y la verdad no matematica. No seria claro
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cudl es el sentido de oraciones como ‘Es tan verdadero como que dos mas dos
es igual a cuatro’, que reflejan la intuicién de los hablantes de que la verdad
es un fendmeno-relativo a las oraciones—que no deja de ser el mismo cuando
se presenta en instancias aritméticas, que cuando se presenta en instancias
no matematicas.

Volviendo al ejemplo de la respiracién (para enfatizar mi punto pero reco-
nociendo que éste es un fenémeno de distinta naturaleza) suena muy extrano
decir que cuando hablamos de la respiracion en los anfibios hablamos de una
respiracién y cuando hablamos de la respiracién en los mamiferos hablamos
de otra respiracion. Los procesos pueden ser diferentes y puede haber cier-
tas variaciones en las explicaciones pero en ambos casos nos referimos a la
misma cosa cuando hablamos de respiracién. Lo mismo ocurre para el caso
de la verdad de las oraciones; puede que haya diferencias, pero éstas deberan
surgir en el nivel del andlisis de la referencia de los términos singulares y los
predicados.

2.3.1. Una teoria satisfactoria de la verdad

Hasta aqui he dado razones por las que una teoria sobre la verdad ma-
tematica no deberia estar demasiado alejada de una teoria sobre la verdad
en el lenguaje natural. Al menos para fragmentos de ambos lenguajes que
resulten semejantes. Esta idea es la que Benacerraf plantea en el desideratum
a. Pero como ya mencioné anteriormente, lo que nos encierra en el dilema
es la suposicion de que este requisito implica asumir la teoria tarskiana para
explicar la naturaleza de la verdad—asumiendo de una vez su conexién con la
teoria causal de justificacion para el conocimiento—. Lo que quiero hacer aho-
ra es plantear el desideratum a. sin suponer la teoria de Tarski—o cualquier
otra teoria en particular—. Argumentaré que una teoria satisfactoria para el
lenguaje natural es una teoria de la verdad que da cuenta de una adecuada
relacion entre las proposiciones y los hechos a las que éstas refieren.

Uno podria asumir teorias distintas a la de Tarski y satisfacer los requi-
sitos relevantes que impone Benacerraf. Mi intencién es abrir el espectro de
alternativas para obtener las caracteristicas de lo que seria una teoria sa-
tisfactoria para explicar la verdad en el lenguaje natural pero conservar el
espiritu benacerrafiano de homogeneidad para nuestra explicacion de la ver-
dad matematica. Asi, mi objetivo sera mantener a. modificando el supuesto
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de que la teoria satisfactoria a la que hay que analogar nuestra teoria para
la verdad es la teoria de Tarski.

La idea de la verdad como un fenémeno que refleja cierta relacion entre
hechos y proposiciones es la mas natural. Esto no debiera ser algo muy con-
troversial. Simplemente debemos apartarnos un poco de la sobrecarga tedrica
y atender al sentido comin. Cuando reprochamos a alguien por decir algo
falso, usualmente queremos decir que la oracién proferida no se corresponde
de alguna manera con los hechos. El problema es que cuando volvemos a la
teoria y decimos algo como que la verdad es un tipo de correspondencia con
los hechos, surgen todo tipo de cuestionamientos filosoficos y puede parecer
que no tenemos mucho mas que una fuerte intuicién. En cualquier caso, las
alternativas tradicionales (e.g. igualar la verdad con la pertenencia a un algin
sistema coherente de creencias; pensarla como lo que podria ser verificado en
condiciones ideales; o como una base adecuada para la accién) parecen no
haber funcionado precisamente porque ellas no encajan con la intuicién de
correspondencia. La cuestién es que el predicado, ‘es verdadero’ no es utili-
zado de la forma usual para atribuir una propiedad no correspondentista a
cierto tipo de entidades (creencias, enunciados, etc.). Este més bien expresa
una caracteristica cuya naturaleza subyacente sera explicada por la relacion
que estas entidades mantengan con otros aspectos de la realidad °.

Cuando menciono la correspondencia, no busco defender una teoria co-
rrespondentista como las que se han dado anteriormente sino rescatar la in-
tuicién detras de estas teorias y que, a mi parecer, es una intuicién bastante
natural. No es necesario pensar en la verdad como una fuerte correspondencia
entre proposiciones y hechos (como lo hubiera pensado el primer Wittgens-
tein) en la que una oracién es una entidad que expresa—como lo haria una
pintura—un hecho cuyos elementos constitutivos son los referentes de los ele-
mentos constitutivos de la oracion y la oracion es verdadera si y sélo si tal
hecho existe’. En una teorfa que atienda a las intuiciones que menciono en el
parrafo anterior, tenemos que la verdad de una oracion depende de como sus
elementos constitutivos estan organizados entre si y cudles entidades estan
por ellos. No es dificil imaginar que si Benacerraf hubiera escrito su articu-
lo en 1930 y no en 1973, bien pudo haber tomado la wittgensteniana como

3Horwich, Paul., 1998. Truth, Oxford: Blackwell (segunda edicién).
4Wittgenstein, Ludwig., 1922. Tractatus Logico-Philosophicus, London: Routledge &
Kegan Paul.
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‘una explicacién satisfactoria sobre la verdad en el lenguaje natural’ —quiza
usando un pie de pagina similar al que presenta para aclarar que ¢l no esta
convencido de su propia suposicion—.

Atender a las intuiciones de que la verdad captura ciertas relaciones apro-
piadas entre hechos y proposiciones no requiere necesariamente de una me-
tafisica del lenguaje tan radical. Otra forma de hacerlo es definir verdad en
términos de referencia y de satisfaccion de predicados sin tener en conside-
racion las nociones de hecho o de estructura (e.g. Austin, 1950; Tarski, 1958;
Davidson, 1969). En el caso de Tarski podemos prescindir de la categoria on-
tologica de los hechos, y tenemos que la verdad de una oracién o proposicion
se construye directamente a partir de las relaciones de referencia y satisfac-
cion entre sus partes y varios objetos externos. En otras palabras, la verdad
de una entidad es engendrada por los objetos a los cuales corresponde cada
uno de sus constituyentes. Esta descripcion resalta la utilidad que tiene asu-
mir la teoria de Tarski como parte del desideratum a. para generar el dilema.

La teoria de Tarski es una teoria que rescata intuiciones corresponden-
tistas acerca de la verdad puesto que nos permite derivar todos los bicon-
dicionales del tipo: ‘La nieve es blanca’ si y solo si la nieve es blanca. En
este marco la verdad de un enunciado es explicada en términos de las pro-
piedades semanticas de sus constituyentes. Su diferencia con otras teorias,
basadas en intuiciones similares, es que ésta es una teoria primordialmente
composicional y no refiere explicitamente a hechos o estructuras légicas.

Consideremos por ejemplo, la siguiente reconstruccién que hace Paul Hor-
wich de la explicacion wittgeinsteniana:

i Una secuencia de términos (o sentidos) S, refiere a una secuencia de en-
tidades O, cuando Sy O tienen la misma longitud y el n-ésimo miembro
de S refiere al n-ésimo miembro de O.

ii Una oracién (o proposicién Fregeana) x, corresponde a una proposicién
russeliana y > existen una secuencia S y una secuencia O tales que

- x estd compuesto por los miembros de S

-y esta compuesto por los miembros de O;
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- x y y tienen la misma forma légica;

- S refiere a O.
iii y = la proposicién ruselliana expresada por p
iv x es verdadera <+ existe una proposicion russelliana y, tal que

- x corresponde a y;

- y es un hecho.

La teoria de Tarski no requiere de este tipo de esquemas para especificar
para cada proposicion cuando ésta expresa un hecho. Lo que hace es dar una
teoria donde la verdad de cada oracién se deriva a partir de los referentes de
sus partes. Tenemos una explicacién recursiva que finalmente resulta en una
definicién explicita de verdad:

p es verdadera en un lenguaje L si y sélo si

(i) p tiene la forma ‘P(x)’ y existe un objeto, z, tal que el predicado de p
es verdad en L (respecto a x) y el sujeto de p refiere en L a z; o

(ii) p tiene la forma ‘¢ A1)’ y cada miembro de la conjuncién p es verdadero
en L; o

(iii) p tiene la forma ‘—¢’ y lo que es negado en u no es verdadero en L; o

(iv) p=...;

Por diversas razones esta teoria gozé de una alto nivel de aceptacion.
Por esas mismas razones, no parece descabellado que Benacerraf la asuma
como parte del desideratum a. Pero prescindir del supuesto de que la teoria
de Tarski brinda una explicacién satisfactoria para la verdad en el lenguaje
natural tampoco tiene nada de absurdo. De hecho, cuando Tarski presento
esta teoria lo hizo para un cierto lenguaje simple L, donde se puede definir el
predicado ‘verdadero en L’ cuya extension son justamente las verdades de L.
Sin embargo, algunos filésofos como Davidson® han sostenido que para len-
guajes complejos, el predicado ‘verdadero en L’ puede definirse en términos

®Davidson, Donald, (1969) ‘True to the Facts’, Journal of Philosophy, 66: 748-64, re-
impreso en Davidson (1984).
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de ‘refiere en L’ y ‘satisface en L’. El problema es que esto no ha podi-
do demostrarse. Mas aun, se han dado buenas razones para pensar que no
es posible. Por ejemplo, una critica comin es que la estrategia tarskiana
solo aplica a aquellos lenguajes cuyas formas logicas pueden expresarse en
logica de primer orden. Es decir que sélo aplica para oraciones cuyo valor
de verdad estd determinado por los valores de verdad de las proposiciones
atomicas. Pero no hay razon para suponer que toda verdad concebible tiene
esta estructura. Pensemos por ejemplo, en los condicionales contrafacticos;
las afirmaciones probabilisticas, las leyes de la naturaleza; o las aseveraciones
modales de diferentes tipos. Todas estas construcciones parecen resistirse a la
formalizacién en el lenguaje de predicados, entonces no es claro que la teoria
de Tarski alcance para cubrirlos. Sin embargo, esto no impide que también
para estos fragmentos del lenguaje puedan darse explicaciones que rescaten
de alguna forma nuestras intuiciones de la verdad como una cierta relaciéon
entre oraciones y hechos.

Como ya dije anteriormente, mi intencion no es rechazar el dilema de
Benacerraf negando sus supuestos sino rescatar de sus preocupaciones las
condiciones relevantes para determinar cuando una teoria sobre la verdad
matematica —en particular sobre la verdad aritmética— es satisfactoria.

Lo que he intentado mostrar es que no hay mayor razéon para compro-
meternos con la teoria de la verdad de Tarski. No necesitamos garantizar
tampoco la existencia de una teoria de la verdad satisfactoria para el lengua-
je natural. Para que una teoria de la verdad sea satisfactoria no requiere ser
analoga a la teoria de Tarski. Ni siquiera tiene que satisfacer sus requisitos
—como lo dirfa Benacerraf—. Lo que hara a esta teoria satisfactoria es que
cumpla con la condicién general de reflejar una adecuada relacion entre he-
chos y oraciones. En particular, este requisito resulta satisfecho por la teoria
de Tarski, pero de igual forma puede ser satisfecho por toda una gama de
teorias de la verdad. Si queremos atender a nuestras intuiciones y al requisi-
to de homogeneidad, la afirmacién de que una oracién es verdadera debera
garantizar que hay una adecuada relacién entre las oraciones y aquello de
lo que éstas hablan. Dicho esto, el primero de los requisitos que propongo
para determinar cuando una explicacion sobre la verdad en el fragmento del
lenguaje matematico en el que estoy interesada (los enunciados aritméticos)
es satisfactoria es el siguiente.
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= Requisito de homogeneidad semantica:

Nuestra semdntica para ambos tipos de lenguaje debe preservar la in-
tuicion de que la verdad es algo que expresa una cierta relacion entre
las oraciones y los hechos que éstas reportan.

2.4. Homogeneidad epistémica

La segunda preocupacién que Benacerraf presenta en Mathematical Truth
es la que anteriormente indiqué con el inciso b. Esta es, que la explicacién de
la verdad matematica se combine con una epistemologia razonable. Defen-
diendo mi posicién ontoldégica replantearé este requisito como la necesidad de
tener una explicacion, que dada la homogeneidad de ambos contextos dentro
de un marco realista, explique el conocimiento tanto en dominios matemati-
cos como en dominios no matematicos. Nuevamente cabe senalar que esto
no supone que hay un sélo tipo de conocimiento. Asi como en los dominios
no matematicos podemos distinguir diferentes tipos de conocimiento (practi-
co, proposicional, inferencial, modal, etc.) la matemética es suficientemente
amplia para presentar sus propias variaciones. Sin ir muy lejos, tipicamente
se ha hecho la distincién entre el conocimiento geométrico y el aritmético.
Mi preocupaciéon aqui es la de tener explicaciones homogéneas para el co-
nocimiento de hechos que son capturados por un mismo tipo de oraciones:
oraciones —naturales y aritméticas— compuestas por referentes sobre los que
se predica y cuantifica. Por ejemplo,

l.a. El (ntimero) dos es el menor de los niimeros primos.

L.b. El (monte) Everest es el mas alto de los montes del Himalaya.

2.a. Doce es combinacion lineal de dieciocho y veinticuatro.

2.b. Nancy es prima de Laura y Martin.

3.a. Para todo n numero natural, n es congruente con 0 médulo 2 o n es
congruente con 1 médulo 2.
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3.b. Para todo habitante x del edificio Morelos, x vive enfrente de la sefiora
Martha o x vive arriba del senor Venancio.

2
da 13428433 4+... 443 = <a(a2+1)) .

4.b. La reina de Inglaterra es Isabel II.

En su formulacién original Benacerraf presupone que tenemos conoci-
miento matematico. Ademéds de esto, se declara explicitamente partidario
de una explicacién causal del conocimiento en la que, para que X sepa que
S es verdadero se requiere que haya alguna relacion causal entre X y los
referentes de los nombres, predicados y cuantificadopres de S. Aunque Be-
nacerraf esta justificado en la exigencia de una epistemologia razonable para
el conocimiento matematico, parece haber un sesgo en lo que él considera
razonable. Su compromiso con una teoria causal de la referencia—adherida a
la teoria de Tarski— y con una epistemologia donde el elemento causal jue-
ga un papel central en la justificacion de las creencias, conduce a un marco
sumamente constrenido para la explicacion de la verdad matematica. Este
constrenimiento culmina en el famoso dilema. Pero una vez que los requisitos
hayan sido analizados, la nueva organizacion de los elementos filoséficos en
juego permitira replantear el papel de las relaciones causales disolviendo asi
el dilema.

Compartiendo el punto de partida de Benacerraf, comenzaré con la pre-
suposicién de que poseemos conocimiento aritmético. Por otra parte, en el
mismo espiritu del desideratum semantico, pretendo defender el requisito
epistémico en términos de homogeneidad. Esto quiere decir explicar el co-
nocimiento de las verdades del lenguaje natural y de manera homogénea,
explicar también las del lenguaje aritmético. Mi motivacién para perseguir
dicha homogeneidad es que una gran parte de los historicos prejuicios contra
el realista matematico han provenido de la aparente lejania entre la forma en
la que adquirimos conocimiento sobre entidades fuera del dominio matemati-
co, y la forma en la que conocemos las verdades matematicas.

JPor qué deberiamos esperar cierta concordancia entre nuestras expli-
caciones del conocimiento matemédtico (en particular del aritmético) y del
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conocimiento no matematico? La primera razén es que, como ya defendi en
parrafos anteriores, la verdad es un cierto tipo de relacion entre oraciones y
hechos. Dado que tenemos el mismo tipo de oraciones—pertenecientes a cada
uno de los fragmentos relevantes en su respectivo lenguaje—verdaderas, no es
de extranar que haya también similitud—a un cierto nivel-entre los tipos de
hechos que estas oraciones expresan. Si tenemos hechos similares en algin
sentido, podemos esperar una explicacién unificadora que permita satisfacer
para ambos casos las mismas condiciones y que den cuenta del conocimiento
que tenemos acerca de estos hechos.

Otra razén es que las variaciones radicales entre explicaciones de fenéme-
nos no tan radicalmente diferentes suelen generar cierta desconfianza. En este
sentido Benacerraf sostiene que hay poca flexibilidad para que la explicacion
sobre el conocimiento de distintas cosas pueda variar y esto no parece ser
algo sospechoso. Lo que yo presento como homogeneidad, Benacerraf lo to-
ma como parte de las condiciones que una teoria filoséficamente satisfactoria
debe cumplir:

Una explicacion del conocimiento que parece funcionar para
ciertas proposiciones empiricas sobre objetos fisicos de tamano
medio, pero que falla a la hora de explicar el conocimiento mas
tedrico, es insatisfactoria; no sélo porque sea incompleta, sino por-
que también puede ser incorrecta, incluso como una explicacién
de las cosas que parece abarcar de manera bastante adecuada.
[Benacerraf 1973, p.162]

Si bien Benacerraf no presenta explicitamente la condicién de homogeneidad,
el pasaje anterior me permite pensar que ¢l aceptaria—o al menos no recha-
zaria—dicha condicién.

En otras reformulaciones podemos encontrar también compatibilidad con
dicho requisito. Por ejemplo, en la reformulacion del problema de Benacerraf
que Hartry Field presenta en Realism, Mathematics, and Modality °:

P.1 Los matematicos son fiables, en el sentido de que para casi cualquier
oracion matematica S, si los matematicos aceptan .S, entonces S es
verdadera.

6Field, H. 1989. ‘Realism, Mathematics and Modality’. Oxford: Blackwell. P.68
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P.2 Para que una creencia en matematicas esté justificada, debe ser posible,
al menos en principio, explicar la fiabilidad descrita en P.1.

P.3 Si el platonismo en matematicas esté en lo correcto, entonces esta fia-
bilidad no puede ser explicada de forma alguna.

Si estas tres premisas son verdaderas, entonces el platonismo en matematicas
socava la justificacion de nuestras creencias.

La idea detrds de esta reformulacion es evitar que el problema sea des-
cartado por medio de negar que la epistemologia causal es nuestra mejor
explicaciéon para el conocimiento. En lugar de asumir la suposicién original
de Benacerraf, Fied plantea el problema mostrando que el platonismo no
permite explicar la justificacion de nuestras creencias en el marco de alguna
epistemologfa de tipo fiabilista .

Que Field presuponga una epistemologia —o un tipo de epistemologias—
que hoy en dia goza de un alto grado de aceptacion evidencia la expectativa
de que una explicacion satisfactoria para el conocimiento matematico pre-
serve cierta homogeneidad con lo que seria una explicacion satisfactoria para
el resto del conocimiento. De esta manera, espero haber motivado suficiente-
mente lo que serd mi segundo requisito de homogeneidad:

= Requisito de homogeneidad epistémica:

Una explicacion satisfactoria del conocimiento aritmético tiene que ser
homogénea con nuestras explicaciones para el conocimiento en dominios
no matemdaticos.

2.4.1. Conocimiento de propiedades

Como ya he venido diciendo, estoy de acuerdo en muchos de los puntos que
conducen al problema de Benacerraf. Sin embargo, las cuestiones en las que
discrepo merecen especial énfasis porque resultan cruciales para mi propues-
ta positiva de solucién al problema de la tension metafisica-epistemoldgica
que Benacerraf ha interpretado bajo sus propios términos. Pero distanciar-
se de los fuertes compromisos de la formulacion original no es nada nuevo:

"Goldman, A. 1979. “What is Justified True Belief?” En G.S. Pappas (ed.), Justification
and Knowledge. Dordrecht: D. Reidel: 1-23.
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ya anteriormente mencioné la reformulacién de Field. En ésta se ha aban-
donado el compromiso con la epistemologia causal y se ha adquirido uno
nuevo con las epistemologias de tipo confiabilista. Lo que hizo Field con esta
reformulacion fue actualizar el problema a un marco tedrico vigente, a mi
parecer, conservando el més arraigado supuesto que tenia Benacerraf: que
las relaciones causales desempenan un papel central en nuestra justificacién
del conocimiento. Desde luego que Field no menciona explicitamente el re-
quisito causal. La idea de este replanteamiento es salvar al problema de las
criticas que lo atacan por el lado de la epistemologia causal. Si en vez de en
la causalidad, la imposibilidad del conocimiento matematico descansa en la
confiabilidad de los matematicos acerca de sus creencias, no parece haber una
exigencia de mantener relaciones causales con los objetos en juego. De esta
manera, tampoco se puede responder simplemente que las relaciones causales
con los objetos no son una condicion necesaria para adquirir conocimiento
de ellos. Pero he aqui las razones por la que considero que en la reformula-
cién de Field subyace nuevamente el requisito de una conexién causal con los
objetos matematicos. Primero, vale la pena recordar que Goldman presenta
el confiabilismo a modo de refinamiento de su teoria causal del conocimiento
(Goldman, 1975). Segundo, la inquietud de Field bien puede resumirse como,

De existir los objetos matemadticos, jcomo estarian éstos conectados a los
procesos generadores de creencias matemdticas de tal modo que sea posible
determinar la confiabilidad de dichos procesos?

Dado que los procesos generadores de creencias son procesos primordial-
mente cognitivos, jcémo podria ser la conexién—si no es causal-entre ellos y
los objetos acerca de los que son las creencias? Por estas razones me atrevo
a decir que hay un supuesto de fondo de que la confiabilidad de los pro-
cesos generadores de creencias se determina mediante mecanismos causales.
Nuevamente, el bloqueo epistémico para el realista estd dirigido a la imposi-
bilidad de mantener relaciones causales con las entidades matematicas. En
mi propuesta pretendo mostrar que no hay tal aislamiento causal. Podemos
responder positivamente a Benacerraf y también a otros refinamientos del
argumento como el de Field.

Algo que tanto Benacerraf como otros filésofos han pasado por alto es que
un requisito que una buena epistemologia deberia cumplir, sea matemético
su dominio o no, es el de dar cuenta del conocimiento de propiedades. Las
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propiedades (bajo précticamente cualquier forma en la que se les entienda)
son abstractas, sin embargo, resulta bastante extrano decir que no tenemos
ningin tipo de conocimiento de ellas. Nuestros ejemplos mas sencillos de co-
nocimiento® involucran propiedades. Sin ir més lejos, para que sea posible
el conocimiento de objetos, incluso de los méas simples y cotidianos, es ne-
cesario tener conocimiento de propiedades. jPor qué? Simplemente porque
conocemos objetos via sus propiedades. Aqui la cuestién es que las relaciones
epistémicas que mantenemos con las propiedades no son tan claras como las
que mantenemos con los objetos concretos. Queda mucho por explicar.

Bajo el uso que se le da a la expresién ‘estar relacionados causalmen-
te’ nosotros no estamos causalmente relacionados con las propiedades en si.
Pero justo ésta es la cuestion que me interesa resaltar: ciertamente yo no
estoy causalmente relacionada con la esfericidad, ni con la propiedad rojo.
Sin embargo, soy competente en el uso de los términos, tengo un cierto cono-
cimiento de estas propiedades que me permite distinguir, aun cuando no sea
infalible, entre objetos esféricos y objetos no esféricos. Seria raro decir que mi
estado es de completo aislamiento causal de estas propiedades. Lo tinico que
puede afirmarse es que no estamos en contacto directo con la propiedad en si
misma (vista por ejemplo, como universal), pero es un hecho que todas esas
relaciones que guardamos con los portadores en cierta manera nos ponen en
contacto con sus propiedades. Conocimiento de proposiciones como,

(1) Juan es alto.

(2) La altura es una propiedad de longitud.

requiere de cierto conocimiento de propiedades. De esta manera atendiendo
a los puntos que ya he explicado de las preocupaciones de Benacerraf, pero
distanciandome de algunos prejuicios construidos en torno a la idea de estar
causalmente relacionados, pondré en reconsideracion el papel que las relacio-
nes causales han desempenado en los argumentos en contra de las posturas
realistas para la justificacion del conocimiento aritmético.

Con base en los argumentos que he presentado, agregaré un pequeno
senalamiento al requisito de homogeneidad epistémica,

8Una vez més quiero precisar que cuando hablo de cosas como ejemplos sencillos de co-
nocimiento, lo que tengo en mente son casos en los que el conocimiento puede ser expresado
por oraciones simples del tipo ‘La nieve es blanca’.
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= Requisito de homogeneidad epistémica:

Una epistemologia satisfactoria tiene que ser homogénea con nuestras
explicaciones para el conocimiento en dominios no matemdticos y,

debe dar cuenta del conocimiento de propiedades.

Hasta aqui me he enfocado en preparar el terreno hacia una explicacién
realista acerca de la naturaleza de los niimeros que responda a las preocu-
paciones relacionadas con la verdad matematica, acotadas a los enunciados
pertenecientes a la aritmética, que Benacerraf plantea en su trabajo de 1973.
El andlisis que realicé evidencia que algunas de las suposiciones que hace
Benacerraf son completamente prescindibles. Esas mismas suposiciones son
las que generaron el dilema que, entre otras cosas, tiene como consecuencia
la imposibilidad de sostener una postura filoséfica de tipo platonista respecto
a los objetos matematicos. Renunciar a estas ideas, que en gran parte fueron
motivadas por el éxito que tuvieron las teorias filosoficas en las que estan
basadas, nos motiva a dar un paso atras; a revisar una vez mas el problema
desde el principio y a buscar explicaciones que en lugar de rendir cuentas a
dichas tradiciones, atiendan a nuestras intuiciones mas naturales.

Teniendo en mente el objetivo que describo en el parrafo anterior, he
partido del planteamiento original del problema de Benacerraf y he llegado
a la formulacion de un esquema, cuyas condiciones conduciran a que una
explicacion sobre la verdad matematica sea satisfactoria respecto a las con-
sideraciones filosoficas relevantes que se han planteado. Dicho esquema estéa
constituido por el requisito de homogeneidad semantica y el requisito de
homogeneidad epistémica.



Capitulo 3

Los niimeros como propiedades

3.1. Introducciéon

Este capitulo presenta las bases sobre las que descansa mi postura acerca
de los nimeros como propiedades. Si bien es cierto que dificilmente podré
dar una caracterizacién completa, intentaré dar una buena aproximacién a
la nocién del tipo de propiedades que los niimeros son. Con esto en mente,
lo que haré serd comenzar con una somera introduccion acerca de cuestiones
tedricas muy generales conocidas sobre las propiedades. Para mis propdsitos
basta con decir que la forma en la que entiendo la naturaleza de las propieda-
des es como entidades susceptibles de ser ejemplificadas (ya sea por objetos
o por otras propiedades). Ademds de esto, comentaré algunas preguntas que
diferentes teorias se hacen acerca de las propiedades (dénde se localizan, si
existen de forma independiente a otras entidades, si siempre deben encon-
trarse ejemplificadas, etc.) Teniendo esta idea muy general de propiedad,
defenderé la existencia de propiedades plurales, entre las cuales se encuen-
tran los numeros. Para identificar a los niimeros serd necesario analizar el
modo en el que las propiedades numéricas se ejemplifican en contraste con
otras propiedades plurales. Este analisis conduce a la conclusién de que las
propiedades numéricas se ejemplifican de manera estricta respecto a la mul-
tiplicidad de una pluralidad: esto quiere decir que la propiedad ser n tiene
la propiedad de ser ejemplificada por pluralidades de estrictamente n ele-
mentos). Basada en algunas ideas de Byeong-uk Yi y otras de Mario Gémez
Torrente llego a una aproximacién hacia la identificacién del nimero n como:

49
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El niimero n es la entidad susceptible de ser ejemplificada (por objetos o pro-
piedades); que serd portada por pluralidades estrictamente de multiplicidad
n; y que tiene como propiedad, el mantener una relacion esencial propiedad-
argumento con cualquier pluralidad de n individuos.

Otra cosa que sera especificada es que la condicién de tener multiplicidad
n es la unica que deben cumplir las pluralidades para ejemplificar la pro-
piedad ser n, dejando asi abierta la posibilidad de que los individuos de las
pluralidades sean entidades de cualquier naturaleza. Esta flexibilidad en el
tipo de cosas que seran las que constituyan las pluralidades portadoras de las
propiedades numéricas refleja que éstas son independientes de la existencia
de una vasta cantidad de entidades. Por ejemplo, no podria ocurrir que los
numeros dependieran de los objetos fisicos; o de la existencia de conceptos,
digamos, como representaciones mentales. Es claro que se requiere algo del
mundo: deberan existir al menos propiedades para garantizar la existencia de
los niimeros. La cuestion a resaltar aqui es que como propiedades, los niimeros
tienen un grado de aplicacién muy general y en ese sentido, un gran nivel de
independencia con respecto a la existencia de otras entidades. Contrastemos
por ejemplo con la propiedad ser hijo de Hitler, esta propiedad es depen-
diente de la existencia de Hitler. Las propiedades numéricas que llamaremos
impuras también muestran esta dependencia; la naturaleza de la propiedad
ser cinco vocales depende de la naturaleza de la pluralidad de las vocales.
Por ejemplo, dicha propiedad tendra ejemplos siempre que haya cinco o mas
vocales. No asi la propiedad ser cinco (que es una propiedad numérica pu-
ra); ésta no depende de la pluralidad de las cinco vocales ni de ninguna otra
pluralidad en particular. De esta forma las propiedades numéricas puras (los
nimeros) son independientes en el sentido senialado. Esto nos permite hablar
sin remordimientos de la aritmética pura sin tener que preocuparnos por la
existencia de un mundo fisico, de una infinidad de objetos individuales, o de
conceptos de algun tipo particular. En la seccion final del capitulo presen-
taré una propuesta de traduccion para reconstruir los enunciados usuales de
la aritmética pura en el marco de las ideas defendidas en el presente trabajo.
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3.2. Propiedades

Tradicionalmente las propiedades han representado un enigma para la
filosofia. Por un lado pareciera que estas entidades son prominentemente fa-
miliares a nosotros: las hay temporales, 16gicas, cientificas, espaciales, etc.
Van de la mano con cualquier objeto o evento—de cualquier indole—y no se
necesita de ningiin andamiaje tedrico para ser capaces de pensar en propie-
dades particulares. Por otro lado, resulta muy complicado obtener algunas
regularidades (ya no digamos una caracterizacién) que nos permitan la com-
prension de su naturaleza. Dada esta falta de regularidades, cada aspecto en
torno a las propiedades ha dado origen a controversia filoséfica: en dénde se
localizan, como se originan, dependen o no de sus portadores, etc. Es impor-
tante para los objetivos de este trabajo dejar en claro que mi intenciéon no
es dar una teoria metafisica de las propiedades. Por supuesto, dado que la
tesis central aqui defendida es que los niimeros son propiedades, tendré que
decir algunas cosas al respecto. Mi objetivo es mostrar que si los nimeros
son propiedades, dada alguna teoria plausible sobre propiedades, es viable
una explicacién realista de la aritmética que responda satisfactoriamente a
los retos que he presentado y desarrollado en los dos capitulos anteriores.
Dicho esto, comenzaré por algunas consideraciones muy generales sobre las
propiedades y més adelante me concentraré detalladamente en aspectos del
tipo de propiedades que los ntimeros podrian ser.

A la pregunta ;Qué es z?7 la respuesta mas precisa que podemos dar es la
definicion de z. Posteriormente, ciertas dudas particulares podrian deman-
dar mas informacion sobre x, por ejemplo, para qué sirve, o de qué forma
podriamos dar con ella. Con frecuencia la respuesta comienza por determinar
alguna clase (posiblemente muy amplia) a la que pertenece z. Por ejemplo,
un carro es un objeto que pertenece a la clase de los aparatos con automotores
que sirven para transportacion; un vector es un elemento de un espacio vecto-
rial V', el cual tiene la propiedad de relacionarse con el resto de los elementos
de V' de alguna forma inducida por las caracteristicas de V. De este modo,
las propiedades son un recurso que nos permite caracterizar a un objeto deli-
mitando cada vez més la clase a la que dicho objeto pertenece hasta llegar al
caso ideal en el que logramos individuar al objeto. Pero, jqué ocurre cuando
lo que pretendemos identificar es una propiedad? ;Cémo encontramos esa
clase mas amplia que contiene a las propiedades y que iremos delimitando
hasta llegar a la individuacién de la entidad en cuestion? Este desafio ha
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llevado a la respuesta recurrente de que las propiedades son universales. Y
no es que haya mucha claridad acerca de lo que significa ser un universal,
pero al menos esto parece agregar cierta inteligibilidad a la cuestiéon. Un uni-
versal es aquello que cosas particulares tienen en comun, pueden ser ciertas
caracteristicas o cualidades. Los universales son entidades recurrentes que
pueden ser ejemplificadas por varias cosas particulares. Por ejemplo, dada la
pluralidad de bancas negras en un saléon de clases, éstas comparten la cua-
lidad ser banca (la banqueidad, dicho de otro modo), asi como la cualidad
ser negro. Las bancas comparten un universal. Los ejemplos paradigmaticos
de universales son los tipos (o clases), las propiedades y las relaciones. Si
consideramos a las propiedades como universales, no hay un compromiso por
seguir buscando una clase mas amplia que las contenga de manera propia.
Ademas de esto, vista como universal, una propiedad puede ser ejemplificada
en dos lugares completamente diferentes al mismo tiempo y esto pareciera
ser una gran ventaja al querer explicar el comportamiento de las propiedades.

Uno de los recursos mas inmediatos para rastrear informacion acerca de
las propiedades es analizar la relacion que hay entre ellas y sus posibles
portadores. Por esta razén, hablar de propiedades sugiere hablar de ejempli-
ficacién. Las condiciones de ejemplificacion de una propiedad pueden resultar
muy informativas. La pregunta sobre en ddnde se ejemplifica una propiedad-
si es que ésta se ejemplifica—parece mucho mas adecuada que la pregunta
sobre en donde se localiza una propiedad. De hecho, a la segunda pregunta se
le puede buscar una respuesta basada en la primera. Hay quienes sostienen
que las propiedades se localizan exactamente en donde éstas se ejemplifican.
Esta respuesta trae consigo muchas dificultades pero, como muchas otras res-
puestas, supone de forma basica que las propiedades son entidades que son
susceptibles de ser ejemplificadas.

En una explicacién estandar la manera en la que se presenta la ejem-
plificacion es mediante un estado de cosas (Armstrong, 1997). Un estado de
cosas es una entidad compleja constituida por un objeto y una propiedad que
ocurre dentro del estado al ser ejemplificada por dicho objeto. El estado de
cosas es un recurso tedrico que permite, de algiin modo, ubicar en el discurso
metafisico por un lado los objetos y por otro lado las propiedades. Dado un
estado de cosas, por ejemplo, podemos hablar de él en términos lingiiisti-
cos utilizando la predicacion, en donde la funcién que corresponde al objeto
corresponde al sujeto, y la que corresponde a la propiedad corresponde al
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elemento predicativo de una oracién. Algunos filésofos consideran que a cada
estado mental representacional se le puede asociar una proposicién. Tipica-
mente un estado de cosas se considera el hacedor de verdad de la oracién (o
de la proposicién) asociada a él.

No todas las propiedades pueden ser ejemplificadas, por ejemplo la pro-
piedad de ser redondo y cuadrado. Alguien podria decir que una propiedad
que no puede ser ejemplificada no existe. Pero entonces surge la duda de cémo
podriamos, del total de las propiedades, determinar cudles de ellas pueden
ser ejemplificadas y cudles no. La pregunta misma parece asumir que las
propiedades existen independientemente de su ejemplificacién. Si queremos
condicionar la existencia de las propiedades a su ejemplificacion, hay que ir
en el sentido contrario y decir algo como que una propiedad es aquello que
estd de hecho ejemplificado por algin objeto actual. Aunque hay quienes han
dicho cosas parecidas a esto, es una idea dificil de aceptar. Imaginemos que
el dia de hoy desaparecieran todos los objetos morados del universo, ;des-
apareceria la propiedad de ser morado? Si es asi, las propiedades no sélo
resultarian contingentes, sino completamente arbitrarias, habria manera de
crearlas o desaparecerlas a gusto (entre otras cosas, esto significa que tendrian
relaciones causales directas). Todo lo que se necesitaria para crear nuevamen-
te la propiedad de ser morado es mezclar una lata de pintura roja con una
de azul, y tendriamos que en el momento y lugar justos de la mezcla, se lo-
calizaria la propiedad de ser morado. Este no parece ser el comportamiento
de una propiedad pensada de la forma usual en que lo hacemos.

Las teorias metafisicas son capaces de brindar herramientas que permitan
hablar sobre propiedades sin tener que garantizar la existencia de los porta-
dores. Por ejemplo, Zalta distingue entre dos formas en que las propiedades
pueden relacionarse. La primera es la ejemplificacién y la segunda es la co-
dificacién. Mientras que la propiedad de tener masa es portada por cualquier
objeto fisico, la propiedad de ser un caballo alado es codificada por Pegaso.
Otra observacion acerca de la ejemplificacion es que las propiedades tam-
bién pueden ser portadas por propiedades. Las propiedades también tienen
propiedades: una predicacién como ‘Rojo es un color primario’ es perfecta-
mente aceptable. El portador de la propiedad de ser un color primario no es
un objeto. Entiendo entonces por propiedad—en contraste con un objeto—una
entidad que es susceptible de ser ejemplificada, aunque no necesariamente lo
es.
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Con lo anterior no pretendo negar la diferencia entre las propiedades que
son ejemplificadas y las que no; por principio de cuentas, una propiedad ejem-
plificada de algiin modo mostrara algo de si a través de su portador. Estas
consideraciones deberdn refinarse segin lo requiera el caso. El punto impor-
tante aqui es que la relacién entre propiedades y portadores resulta informa-
tiva; no solo en cuanto al conocimiento de los portadores como tipicamente
se percibe, sino también relativa al conocimiento acerca de las propiedades
mismas. Aunque esta relacion de ejemplificacion es una importante fuente de
informacion, hay que tener en mente que la existencia de una propiedad no
implica necesariamente la existencia de un portador que la ejemplifique.

3.3. Propiedades plurales

Las propiedades son entidades susceptibles de ser ejemplificadas. A través
de esta relacion de ejemplificacion entre propiedades y portadores podemos
conocer caracteristicas de las propiedades mismas. Por esta razén una de
las cuestiones mas importantes en este trabajo es senalar quién o quiénes
pueden ser los portadores de estas propiedades que, presumiblemente, son
los niimeros. La respuesta es que los niimeros son propiedades susceptibles
de ser portadas por pluralidades como tales. Este paso requiere motivar y
explicar la existencia de propiedades plurales. Para lograr este propdsito se-
guiré en buena medida la propuesta sobre propiedades plurales que presenta
Byeong-uk Yi en su articulo Is Two a Property? (Yi, 1999). Intentaré a con-
tinuacion ilustrar la relacion de ejemplificacién dada entre las propiedades y
sus correspondientes pluralidades.

Es claro que cualquier teoria del lenguaje natural tiene que proporcionar
una explicacion acerca de la predicacién plural. La diferencia sustancial que
hay entre una teoria de tipo estandar y una como la que suscribo es que,
mientras que en las del tipo estandar se piensa que todas las relaciones y
propiedades pueden expresarse en términos de propiedades singulares, en las
del segundo tipo defendemos la existencia de ciertas relaciones y propiedades
que no son reducibles a otras de tipo singular. Esto se traduce en el hecho de
que en la concepcion estandar—en contraste con una teoria del segundo tipo—,
una propiedad no puede ser ejemplificada por muchas cosas como tales. En
esta concepcion decir que cierta coleccion de cosas ejemplifica una propiedad
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no es mas que decir que la propiedad en cuestion es ejemplificada por cada
uno de los elementos de la coleccién. Pero una aproximacion no estandar co-
mo la defendida aqui, nos permite describir la ejemplificacion de propiedades
plurales de una forma maés clara. Podemos distinguir entre propiedades que
al ser ejemplificadas por una pluralidad, son ejemplificadas por cada uno de
los miembros que la constituyen, y propiedades que son ejemplificadas por
las pluralidades como tales. Por ejemplo, tenemos que la propiedad de ser
mujer—ejemplificada por Thelma y Louise—es ejemplificada por cada una de
ellas. En contraste, la propiedad de ser dos—ejemplificada también por Thel-
ma y Louise—no es ejemplificada por cada una de ellas sino por la pluralidad
como tal.

La mencionada distincion se refleja de manera inmediata en la cualidad
que se piensa (de nuevo, de acuerdo a la concepcion estandar) que tienen
las propiedades de distribuirse entre cada uno de los miembros de una co-
leccién dada. Recordaremos que éste es un argumento de Frege en contra
de los niimeros como propiedades. Este argumento, cuya conclusion es que
los nimeros no pueden ser propiedades de objetos fisicos, presenta dos ob-
jeciones centrales. La primera es simplemente que éstos (los nimeros) no se
distribuyen de la forma en la que regularmente se distribuyen las propiedades
de objetos fisicos: mientras que, el que un bosque sea verde se debe a que
algunos de los arboles que lo conforman son verdes, el que un bosque tenga la
propiedad de tener 21 arboles no se debe de ningiin modo a que la propiedad
21 esté relacionada con alguno de los arboles que conforman el bosque. La
otra objecion relacionada con la distributividad es un problema de arbitra-
riedad que puede presentarse como la cuestion de definir cémo atribuir una
propiedad numérica a un objeto: supongamos que tenemos un libro y a éste
le corresponde una cierta propiedad numérica, jcual seria esta propiedad?
iSerfa la propiedad de tener 5 capitulos? ;La de tener 100 paginas? ;O la de
tener 3 secciones? Con frecuencia, sélo a la primera objecion se le identifica
como el problema de la distributividad de las propiedades. Pero el problema
de cémo atribuir un nimero a un objeto (los ejemplos de Frege del libro y
de la baraja) puede ser visto también como un problema de distributividad.
Mientras que el ejemplo del bosque muestra que la propiedad numérica no
se distribuye hacia sus arboles, en el ejemplo de la baraja podriamos decir
que el nimero 104 (o el nimero 2) no se factoriza hacia el montén de cartas
que tiene el sujeto en la mano. El problema real con la segunda objecién
no es que nos lleve a alguna clase de confusién el intentar atribuir nimeros
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a colecciones de objetos. La cuestion importante que estd en juego es la de
la arbitrariedad en la determinacién de un nimero. Dado un cierto objeto
(como un libro o una pila de cartas), la forma en la que le atribuimos su
nimero parece arbitraria. De este hecho Frege deriva la consecuencia de que
aquello a lo que le atribuimos nimeros no pueden ser objetos y que por lo
tanto, tienen que ser conceptos.

Si bien es cierto que existe la mencionada arbitrariedad en la atribucién de
un ntimero a un objeto, no queda claro que no haya también arbitrariedad en
la atribucién de niimeros a conceptos. Para que no hubiera esta arbitrariedad,
por principio, los conceptos tendrian que estar siempre bien determinados, en
el sentido de que uno deberia siempre ser capaz de especificar una propiedad
que unifique a sus elementos (para entonces poder atribuirles su nimero).
Pero no siempre podemos hacer esto, de modo que la atribucién numérica a
conceptos es susceptible de incurrir también en la arbitrariedad que le preo-
cupaba a Frege. Por otro lado, si las entidades a los cuales atribuimos estas
propiedades numeéricas son pluralidades como tales no hay esta indetermi-
nacion, pues la pluralidad puede ser especificada independientemente de los
conceptos que agrupen a sus miembros. De este modo, a la pluralidad forma-
da por una pila de cartas le corresponde—sin arbitrariedad alguna—el ntimero
uno; a la pluralidad formada por dos barajas como tales le corresponde el
nimero dos, y a la pluralidad de las cartas de dos barajas le corresponde el
namero 104.

Frege asume en las objeciones anteriores que las propiedades que aplican
a objetos son distributivas. Al mostrar que los nimeros no se distribuyen
entre los objetos, concluye que los nimeros no pueden ser propiedades de
objetos fisicos. Esta idea de distributividad estd profundamente arraigada a
una logica que reduce las propiedades de pluralidades a propiedades de indi-
viduos.

El rechazo de la concepcion estandar y la introduccién de las propiedades
plurales—con sus correspondientes predicados—eliminan los problemas asocia-
dos a las distributividad. Primero, la propiedad de ser verde es una propiedad
que es portada por la pluralidad que constituye el bosque en virtud de que es
portada también por al menos algunos de sus elementos—como la propiedad
de ser mujeres en el caso de Thelma y Louise—. Por otro lado, la propiedad de
ser 21 se relaciona con el bosque en la medida en la que ésta es portada por la
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pluralidad como tal de los arboles que constituye el bosque. Al igual que ser
dos no es portada por ni por Thelma ni por Louise de manera individual, la
propiedad ser 21 no es susceptible de ser portada por cada uno de los arboles
del bosque. Precisaré esta distincién mas adelante. El punto central es que,
de entre la gran variedad de propiedades que pueden ser ejemplificadas por
pluralidades, hay ciertas propiedades que unicamente pueden ser ejemplifi-
cadas por pluralidades como tales.

Existen propiedades cuya naturaleza parece claramente plural, pero esto
no quiere decir que no puedan ser ejemplificadas también por los individuos
que conforman las pluralidades en cuestién. Por ejemplo, consideremos la
propiedad de ser una o mas mujeres. Esta propiedad es ejemplificada por
la pluralidad Thelma y Louise, pero ademas, cada una de las constituyentes
de esta pluralidad ejemplifica la propiedad. Cualquiera de Thelma y Louise,
quienes son una o mas mujeres (especificamente dos mujeres), es una o mas
mujeres (especificamente una mujer). Pero la concepcién estandar excluye
también esta propiedad. Esto se debe a una caracteristica que comparte con
la propiedad de ser dos, y que distingue a ambas de las propiedades estandar.
Ser una mujer debe ocurrir méas de una vez para ser ejemplificada por Thelma
y Louise, ya sea para formar dos diferentes hechos, tal como el hecho de que
Thelma es una mujer y el hecho de que Louise es una mujer, o como diferentes
componentes de un hecho de tipo complejo. Podemos capturar esta idea de
la concepcion estandar con el siguiente principio:

Principio de ejemplificacion singular: No existe una propiedad
que pueda ocurrir sélo una vez siendo ejemplificada por varias
cosas (esto es, por més de una cosa).

Dadas las dificultades que presenta el discurso sobre propiedades es muy
importante ser cuidadosos al momento de describir la ejemplificacién. El prin-
cipio de ejemplificaciéon singular implica que dada una coleccién de objetos
y una propiedad ejemplificada por ellos, existe una ejemplificacion por cada
uno de los objetos. Esto implica una individuacion de eventos que no se ve
de manera clara en virtud de qué seria dada. Por ejemplo, dada la pluralidad
a, b, c y la propiedad P portada por dicha pluralidad, tenemos tres distintas
ejemplificaciones P(a), P(b) y P(c), pero P(a) no esta en principio separada
temporalmente de P(b) ni de P(c) (la propiedad es portada por la plurali-
dad en un tiempo dado t). Los eventos P(a), P(b) y P(c) tampoco tienen
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por qué estar separados espacialmente, esto es presuponer cosas acerca de la
pluralidad a, b, ¢ y de la forma en la que se ejemplifica P. No hay razones en
principio para suponer que esta individuacién es posible. A lo largo de este
capitulo presentaré casos que ejemplifican las dificultades con las que se en-
frenta una teoria de propiedades que defienda el principio de ejemplificacién
singular.

Una forma de pensar a las propiedades es como relaciones con un soélo
argumento. Visto de esta manera, la diferencia entre una propiedad y una
relacién con dos lugares de argumento no es mayor que la que hay entre una
relacién con dos lugares de argumento, y una relaciéon con tres lugares. Esto
me permite utilizar el término ‘relacion’ en un sentido amplio que comprende
también a las propiedades (persistiendo todo lo dicho anteriormente respecto
a la ejemplificacion).

El siguiente paso es buscar respuestas a la pregunta ;Qué tipo de cosas
pueden ocupar los lugares de argumento en una relacién dada? Hay que te-
ner presente que esta pregunta es diferente a la pregunta sobre qué cosas
ejemplifican la relacion. Para marcar la diferencia, diré que una relacién R
admite como argumentos a ciertas entidades si intuitivamente, no hay impo-
sibilidad en que estas entidades ocupen los lugares de argumento de R o de
su complemento. Consideremos nuevamente la propiedad de ser una mujer
refiriéndonos a ella como ¢. Como ya dije, el lugar de esta relacién (una-
ria) admite a Thelma como argumento. Esto no quiere decir que tinicamente
una mujer pueda ocupar dicho lugar de argumento. México (denotado mas
adelante por m), por ejemplo, puede ser el argumento de la propiedad. In-
cluso podemos predicar verdaderamente con este argumento gracias a que
México estd en en el complemento de la relacion. Tenemos la oracién falsa
‘México es una mujer’ y podemos construir la oracion verdadera ‘México no
es una mujer’ gracias a que, si bien, México no esta en la relacion si estd en
su complemento. El predicado ‘es una mujer’ admite al sustantivo ‘México’
como sujeto. La verdad de la oracion construida con la negacion de este pre-
dicado acerca del mismo sujeto, revela que la propiedad de ser una mujer
admite a México como argumento pues de hecho tenemos que —p(m). Por
otro lado, Thelma y Louise no podrian ocupar el lugar de argumento de esta
relacién. La propiedad ser una mujer no admite a Thelma y Louise como
argumento. Si consideramos la oracion ‘Thelma y Louise es una mujer’ o su
negacion ‘Thelma y Louise no es una mujer’ vemos que éstas mas que fal-



3.3. PROPIEDADES PLURALES 99

sas son incorrectas. Desde luego, la razén evidente es que estas oraciones no
son gramaticales porque tienen un predicado singular sobre un sujeto plural.
Pero mas alla de lo gramatical, lo que tenemos es una imposibilidad de la
pluralidad Thelma y Louise de ocupar el lugar del argumento de la propiedad
Ser una mujer.

Si bien la gramética no da un criterio determinante, si proporciona una
primera guia para distinguir cuando una cierta propiedad admite a una en-
tidad como argumento. Aunque no es claro qué tanta informacién metafisica
obtenemos de la evidencia lingiiistica, la idea es que esta ultima proporcio-
ne cierta iluminaciéon que guie nuestras intuiciones sobre de las cuestiones
metafisicas. Es facil ver que no podemos utilizar los criterios gramaticales
como determinantes de las relaciones metafisicas entre objetos y propieda-
des. Regresemos una vez mdas a Frege y pensemos en los conceptos azules.
La oracién ‘El concepto C' es azul’ es perfectamente gramatical (al igual que
lo es ‘El concepto C' no es azul’). Podemos decir que el predicado ‘es azul’
admite a la expresion ‘El concepto C” como sujeto, pero de aqui no se sigue
que la propiedad de ser azul admite conceptos como portadores. Es evidente
que la propiedad ser azul no es ejemplificada por ningiin concepto (como
tampoco lo es la propiedad no ser azul). Pero la propiedad ser azul no sélo
no es ejemplificada por ningin concepto, la cuestion es que esta propiedad no
admite conceptos; sin embargo, en este ejemplo la gramatica no nos dice nada.

Es dificil dar una definicién mas precisa de lo que quiere decir que una
propiedad admita una entidad como argumento. Un intento podria ser decir
que la propiedad ¢ admite a & como argumento si existe algin mundo posi-
ble en el que « ejemplifique ¢, pero esto no funciona: no hay ningin mundo
posible en el que un pais fuera una mujer (considerando lo que significa ser
un paisy ser una mujer en el mundo actual). Para concluir que ser una mu-
jer admite a México como argumento, la estrategia fue mostrar que México
esta en el complemento de la relacion: ‘México no es una mujer’ no sélo es
gramatical sino que incluso es verdadera. De este modo, saber cudndo una
propiedad ¢ admite una entidad dada «, es una cuestiéon primordialmente
intuitiva pero que, de algin modo, permitira ser iluminada por evidencia
lingiiistica o consideraciones metafisicas. Notemos que en el primer ejemplo
tenemos dificultades para asignar un valor de verdad a la oracion ‘Thelma y
Louise es una mujer’ o a su negacion—en contraste con la oraciéon ‘México es
una mujer'—debido a que las expresiones no son gramaticalmente correctas.
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Por su parte, con la oracién ‘El concepto C' es azul’ y su negacién también
tenemos dificultad con la asignacién de valores de verdad (a pesar de que
ambas oraciones son gramaticales). Parece que el problema en este caso tiene
que ver con la naturaleza de los conceptos y de la propiedad ser azul. Algo
intrinseco a estas entidades parece impedir que se encuentren en la relacién
admite a.

Vale la pena senalar que el problema con la asignacién de valores de
verdad en el ejemplo del parrafo anterior es diferente a un tipico caso de
oraciones con nombres vacios. La cuestién de si una oracién como ‘Santaclds
viste de rojo’ es verdadera es una cuestion distinta que no se relaciona de la
misma manera con la relaciéon de admision entre propiedades y portadores.
La consideraciéon aqui es la siguiente: dada una entidad o y una propiedad
©, tenemos que ¢ puede admitir o no a & como argumento. Si ¢ es de hecho
ejemplificada por «, entonces claramente ¢ admite a o como argumento. Si
v no es ejemplificada por o ain tiene sentido preguntarse si ¢ admite a «
como argumento. Para dar una respuesta podemos apelar a consideraciones
metafisicas (como en el ejemplo de los conceptos azules) o a consideraciones
lingiifsticas (como en el caso de México y la propiedad de ser una mujer).

La estructura gramatical nos da un criterio de predicacién que es sensible
a la distincién entre sujetos individuales y plurales: no se predican propieda-
des plurales (como ser dos mugeres) de sujetos individuales (como Thelma)
ni viceversa. Este fenémeno gramatical acerca de la predicacion parece pro-
yectar un fenémeno metafisico acerca de la ejemplificacion. El predicado ‘es
una mujer’ admite a ‘Thelma’ como sujeto, las reglas gramaticales indican
que el predicado ‘son dos mujeres’ no admite a ‘Thelma’ como sujeto. Si-
guiendo la linea trazada por las observaciones gramaticales, tenemos que la
propiedad ser una mujer es una propiedad que admite como argumento a
Thelma pero que no admite como argumento a la pluralidad constituida por
Thelma y Louise. El criterio gramatical nos permite distinguir las propieda-
des que admiten entidades singulares de aquéllas que admiten pluralidades
de multiplicidad distinta a uno. Sin embargo, este criterio deja de ser 1util
cuando queremos distinguir entre predicaciones de distintas cardinalidades.
Por ejemplo, la oraciéon ‘Thelma y Louise son tres mujeres’ es gramatical-
mente correcta (aunque falsa) y a partir de ella podemos construir la oracién
‘Thelma y Louise no son tres mujeres’ que, en principio, podria ser verdade-
ra. ;Se sigue de aqui que la propiedad ser tres mujeres admite a Thelma y
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Louise como argumento? Me parece que no; las consideraciones semanticas
(al igual que las gramaticales) también pueden ser informativas (como en
los ejemplos del parrafo anterior) pero no tienen por qué ser determinantes.
Aunque existe una relacion entre la predicacion y la ejemplificacion, las con-
diciones de verdad no siempre son suficientemente evidentes para asegurar
que proporcionan la informacién necesaria para determinar las relaciones que
hay entre los portadores y sus propiedades.

Como dije antes, es dificil caracterizar propiedades pero vale la pena des-
tacar la informacion disponible sobre las propiedades que una cierta propie-
dad tiene. Una propiedad ¢ tiene la propiedad de admitir o para toda « en
la clase de los as que estan el la relacion admite a con . En el caso de la
propiedad ser tres mujeres, tenemos que ésta tiene como propiedad que en
su dominio de admision no estan las pluralidades de cardinalidad distinta
a tres. Esto se debe a que la propiedad numérica ser tres mujeres se puede
analizar en términos de las propiedades plurales ser tresy ser mujeres; y la
propiedad ser tres sélo admite pluralidades de multiplicidad tres. Veremos
esto con detalle mas adelante.

La idea de que las relaciones plurales admiten pluralidades como argu-
mento no es mas que decir que las propiedades deben poder ocurrir una sola
vez—el lugar del argumento admitird sélo una cosa—individual o plural-. La
pregunta acerca de qué cosas no podrian ser el argumento de estas relaciones
continuia motivando la descripciéon e identificacion de propiedades plurales.
Estas consideraciones no parecen haber sido tomadas muy en cuenta en la
concepcién estandar. Esto queda expresado en el principio de singularidad
que cualquier teoria que defienda la existencia de relaciones que sélo admiten
pluralidades como tales debera de rechazar.

Principio de singularidad: Un lugar de argumento de una re-
lacién no admite varias cosas como tales.'

Consideremos un ejemplo:
(1)  Thelma y Louise son amigas.

En (1), ‘son amigas’ es predicado de algo que parece ser plural: Thelma y
Louise. Pero el principio de singularidad dice que cualquier aparente plurali-

Ligeramente modificado de (Yi, 1999, p. 169).
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dad que haya aqui, es inicamente superficial. Podemos analizar (1) simple-
mente como:

(2)  Thelma es amiga de Louise y Louise es amiga de Thelma.

En (2) la aparente pluralidad ha desaparecido. En lugar de predicar una tni-
ca ocurrencia de la propiedad (o relacién) de amistad mantenida por una
pluralidad, hemos analizado (1) diciendo que la relacién ser amiga ocurre
dos veces entre diferentes individuos.

El principio de singularidad tiene éxito analizando (1) en términos de (2),
pero no es claro que el andlisis correcto de todos los hechos sea de este estilo.
Consideremos por ejemplo:

(3) Jorge y Pedro coprotagonizan ‘Dos tipos de cuidado’.
(4)  Holly y Fred wviven juntos en Manhattan.

De acuerdo al principio de singularidad, ;jcémo analizarfamos (3) y (4)? La
estrategia estandar es decir que aun cuando ‘coprotagonizan’ y ‘viven juntos
en’ aparece una sola vez en (3) y en (4) respectivamente, el andlisis correcto
nos dice que éstas son relaciones que ocurren dos veces, (una por Jorge y
una por Pedro en el caso de (3) y andlogamente, una por Holly y una por
Fred en el caso de (4)). Pero, ;jqué relaciones serian éstas? Consideremos (3)
y propongamos el andlisis obvio de acuerdo al principio de singularidad:

(5) Jorge coprotagoniza ‘Dos tipos de cuidado’ y Pedro coprotagoniza ‘Dos
tipos de cuidado’ .

En (5) estamos diciendo que Jorge esta en la relacién de cooprotagonizar con
‘Dos tipos de cuidado’ y también que Pedro esta en la relacion de cooprota-
gonizar con ‘Dos tipos de cuidado’. Es decir que,

(6) [(J,F) € R] & [(P,F) € R

Donde J esta por Jorge, P estd por Pedro, F' por ‘Dos tipos de cuidado’
y R por la relacion coprotagoniza. Aplicando la regla de eliminacion de la
conjuncion a (6) obtenemos en particular que,

(1) (L F)eR

Es decir, derivamos el hecho de que Jorge coprotagoniza ‘Dos tipos de cui-
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dado’; lo cual no parece correcto. En la oracién ‘Jorge coprotagoniza Dos
tipos de cuidado’ parece haber una falla en la predicacion de esta propiedad
sobre el sujeto ‘Jorge’. La relacion coprotagonizar no admite a Jorge como
argumento. Pero el defensor del principio de singularidad podria decir que
no es (6) el andlisis correcto de (5), sino algin andlisis alternativo que pre-
serve su principio. Para ilustrar esto consideremos ahora (4). Si la relacién
en cuestién es vive junto(a) en tendriamos que,

(8) Holly wvive junta en Manhattan y Fred vive junto en Manhattan.

la cual parece un sinsentido. Como aparentemente es el adjetivo ‘junto’ lo que
genera el conflicto, podriamos pensar que la relacién (singular) en cuestién
es simplemente vive en:

(9)  Holly vive en Manhattan y Fred vive en Manhattan.

Este no es un sinsentido pero es claramente un hecho distinto al reportado
en (4). No hay duda de que el partidario del principio de singularidad podria
decir algo mas con la finalidad de hacer posible el andlisis singular. Sin em-
bargo, no parece que para ciertas relaciones ésta vaya a ser una tarea simple.
Por ejemplo,

(10) Holly vive junto a Fred en Manhattan y Fred vive junto a Holly en
Manhattan.

En este andlisis de (4), la propiedad vivir juntos en Manhattan ejempli-
ficada por Holly y Fred se describe como la propiedad wivir junto a Fred
ejemplificada por Holly y la propiedad vivir junto a Holly ejemplificada por
Fred. Este anélisis logra pasar el filtro gramatical y el filtro semantico: (10)
es gramaticalmente correcta y ademads, mantiene las mismas condiciones de
verdad que (4). Aun asi, (10) no parece decir exactamente lo mismo que (4)
y la relacion wvivir juntos en que hay entre Holly y Fred, y Manhattan no
parece ser equivalente a la conjuncion de las propiedades vivir junto a Fred
en Manhattan y vivir junto a Holly en Manhattan. En principio porque el
dominio de aplicabilidad de la relacién viven juntos en, e incluso de la pro-
piedad wviven juntos en Manhattan, es diferente al dominio de parejas (z,y)
que pueden ser argumento de la propiedad x vive junto a Fred en Manhattan
v y vive junto a Holly en Manhattan. Vale la pena recalcar que es nueva-
mente el principio de singularidad el que bloquea la posibilidad de que este
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analisis sea correcto: el lugar del argumento de la propiedad viven juntos en
Manhattan admite tinicamente pluralidades, mientras que, tanto vive junto
a Fred en Manhattan, como vive junto a Holly en Manhattan admiten tinica-
mente objetos individuales. La propiedad viven juntos en Manhattan admite
a Holly, Fred y Mr. Yunioshi como argumento: obtenemos la oracién (gra-
matical y sujeta a valor de verdad) ‘Holly, Fred y Mr. Yunioshi viven juntos
en Manhattan’ mientras que cualquier intento de incluir ‘Mr. Yunioshi’ como
parte del sujeto de (10), preservando la propiedad expresada, resultard no ser
gramaticalmente correcto. Aunque el interlocutor podria seguir proponiendo
analisis gobernados por el principio de singularidad, parece que estos analisis
seran cada vez mas rebuscados, y por lo mismo, mas distantes de la forma
original del enunciado original. Si el andlisis arroja una oracion radicalmente
diferente a la original, lo mas probable es que ésta exprese una propiedad
distinta a la propiedad expresada por el predicado original. Esto nos muestra
que el analisis més natural es uno que acepte relaciones plurales. Por ejemplo
en (4) tenemos que la relaciéon viven juntos en ocurre una vez entre Holly y
Fred—como una pluralidad—y Manhattan. Espero con estos ejemplos haber
dado un primer paso en la motivacion para introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.3.1 Llamamos al lugar de un argumento de una relacién plural
si éste admite varias cosas como tales; sera singular en cualquier otro caso.
Llamaremos singular a una relacién si todos sus lugares de argumento son
singulares, y serd plural en cualquier otro caso. (Yi, 1999, p. 169)

El principio de singularidad es simplemente la tesis de que no hay relacio-
nes plurales. Pero como sugiere (4) si las hay. Presento a continuacién otros
ejemplos. Notemos que coprotagonizary viven juntos en son relaciones (bina-
rias) plurales. Los siguientes son ejemplos de relaciones plurales monadicas,
es decir, de propiedades plurales.

Thelma y Louise son dos mujeres.

Thelma y Louise son dos.

Holly y Fred viven juntos.
México y Canada cooperan.

)
)
13) Jorge y Pedro son coprotagonistas.
)
)
) Ana, Beto, Carlos y Diana realizan la obra ‘A puerta cerrada’ * .

2A puerta cerrada es una obra de teatro existencialista creada por Jean-Paul Sartre.
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Veamos cémo seria el analisis de (16) de acuerdo al principio de singulari-
dad. Sea P la propiedad realizar la obra ‘A puerta cerrada’ y sean A, B,C'y
D, Ana, Beto, Carlos y Diana respectivamente. El andlisis seria el siguiente:

(17)  P(A) & P(B) & P(C) & P(D)

Si (17) fuera el analisis correcto de (16) entonces, de acuerdo a la ley de la
eliminacion de la conjuncién, podemos concluir (por ejemplo) P(A). Es decir,
podriamos concluir que,

(18)  Ana realiza la obra ‘A puerta cerrada’.

Lo cual es falso pues si bien Ana, Beto, Carlos y Diana realizan la obra A
puerta cerrada, Ana actia (o realiza) inicamente su papel en la obra: no hay
forma de que ella realice como tal la obra. La propiedad de realizar la obra
A puerta cerrada no es algo que concierna a Ana per se. A puerta cerrada es
una obra que simplemente no puede ser actuada por una sola persona. Esta
es la razén por la que no podemos analizar (16) en términos de cada una
de las personas que conforman la pluralidad que realiza A puerta cerrada.
En otras palabras, esto es por lo que (17) no puede ser el andlisis correcto
de (16). Contrario al principio de singularidad, el andlisis correcto de (16)
es que la propiedad de realizar la obra A puerta cerrada es una propiedad
plural, propiedad que es ejemplificada por la pluralidad como tal de Ana,
Beto, Carlos y Diana.

No pretendo asumir que he establecido de forma concluyente la existencia
de propiedades plurales. Aun hay mucho que decir, por ejemplo, en contra de
otros posibles andlisis® de los hechos, que como he argumentado, se explican
en términos de propiedades plurales (ver Yi). Sin embargo, espero haber dado
evidencia que sirva de respaldo para esta teoria de las propiedades plurales.

Me parecié un ejemplo adecuado debido a que esta obra en particular estd conformada
por cuatro personajes que aparecen simultdneamente en una habitacién. El que todos
aparezcan simultdneamente en escena y la misma trama de la obra (que gira en trono
a las interacciones entre distintos individuos) imposibilitan que la obra sea interpretada
por menos de cuatro actores. También cabe observar que el ejemplo puede ser visto como
la propiedad plural realizan la obra ‘A puerta cerrada’ o como la relacién binaria plural
realizan la obra que se da entre Ana, Beto, Carlos y Diana, y la obra A puerta cerrada.

3Por ejemplo, aquéllos que sostienen que en casos como los que presento, el indivi-
duo portador de la propiedad es el conjunto o coleccién formado por los elementos de la
pluralidad.
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En adelante, daré por hecho que existen estas propiedades. (Vale la pena
senalar que aunque he seguido muy de cerca el argumento de Yi respecto a la
existencia de propiedades, lo que presento aqui es una especie de extension de
sus ideas. Yi no dice nada acerca de la naturaleza de las propiedades mismas,
o como ellas se relacionan con los nimeros naturales. Su principal objetivo es
desarrollar una logica de plurales para regimentar el lenguaje de pluralidades
sin reducir (erréneamente) el lenguaje sobre pluralidades a un lenguaje de
individuos.)

3.3.2. Numeros como propiedades plurales estrictas

Los ntimeros son propiedades plurales de un tipo particular (a las que lla-
maré plurales estrictas). Para decir qué tipo de propiedades son los ntiimeros,
necesitamos distinguir dos tipos de propiedades plurales. Consideremos:

(19)  Thelma y Louise son mujeres.
(20)  Thelma es una mujer.

(21)  Louise es una mujer.

Existe tinicamente una propiedad presente en estos tres hechos, esta propie-
dad es ser mujer. En (19), ser muger es ejemplificada por la pluralidad de
Thelma y Louise; en (20) ésta es ejemplificada por Thelma; en (21), por Loui-
se. Cada una de estas formas (individuales o plurales) pueden ejemplificar
la propiedad en cuestién. Ahora consideremos (16); existe una importante
diferencia entre (19) y (16):

(16) Ana, Beto, Carlos y Diana realizan la obra ‘A puerta cerrada’.

Como ya vimos, cuando Ana, Beto, Carlos y Diana realizan la obra A puerta
cerrada, ninguno de ellos esta realizando la obra ‘A puerta cerrada’ de forma
individual, y de hecho, ninguno de ellos podria hacerlo. Sélo pluralidades
pueden realizar la obra A puerta cerrada. En contraste, la propiedad ser
mujer aunque es susceptible de ser portada por pluralidades, es también
susceptible de ser portada por individuos. Esta distinciéon motiva la siguiente
definicién.

Definicién 3.3.3 Decimos que una propiedad plural P es plural estricta si
su lugar de argumento admite exclusivamente pluralidades; P sera plural
tolerante en cualquier otro caso.
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De este modo, realizar ‘A puerta cerrada’ es una propiedad plural estricta,
mientras que ser mugjer es una propiedad plural tolerante. Las propiedades
plurales estrictas generan otras propiedades plurales estrictas. Por ejemplo,
podemos analizar ciertas propiedades plurales como una combinacién de pro-
piedades plurales estrictas con propiedades plurales tolerantes. El siguiente
es un caso de una de estas combinaciones. Podemos analizar

(11)  Thelma y Louise son dos mugeres.

en términos de, (i) la propiedad plural estricta ser dos y (ii) la propiedad
plural tolerante ser mujer, de acuerdo a la siguiente definicién, donde DM es
la propiedad ser dos mujeres, Thelma y Louise como tales son la pluralidad
Bs, D es la propiedad ser dos y M es la propiedad ser mujer. Tenemos
entonces,

(22)  DM(Bs) = D(Bs) A M(Bs)

Ahora estamos en posicién de hablar de los niimeros como propiedades. Estas
propiedades (las numéricas) pueden ser combinadas con otras, como en el caso
de ser dos mujeres, o pueden ser plurales estrictas, como ser dos. Podemos
encontrar estas propiedades en hechos como:

(12)  Thelma y Louise son dos.

Mi afirmacion es que la propiedad ser dos es simplemente el nimero dos.
De acuerdo a la definicion 3.3.3 ésta es una propiedad plural estricta debido
a que, no solamente admite pluralidades sino que, de hecho, no es tolerante
a admitir individuos para generar hechos como el siguiente:

(23)  Thelma es dos.

LA qué se debe que Thelma no pueda ocupar el lugar del argumento de la
propiedad ser dos? De acuerdo a (22), la propiedad DM se define en térmi-
nos de dos propiedades plurales correspondientes a los dos tipos mencionados
(estrictas y tolerantes). La propiedad ser mugjer no es la que imposibilita que
Thelma ejemplifique DM pues ésta es tolerante (incluso tenemos que Thel-
ma porta esta propiedad). Lo que le imposibilita a DM ser ejemplificada por
Thelma es la cualidad de la propiedad ser dos de ser plural en el sentido
estricto.



68 CAPITULO 3. LOS NUMEROS COMO PROPIEDADES

Hemos visto hasta aqui que si una propiedad es plural estricta entonces
solo admite pluralidades como tales. Ahora quisiera mostrar que cuando las
propiedades plurales son propiedades numéricas como ser dos, éstas no solo
son estrictas en el sentido de 3.3.3 sino que de hecho, lo son en un sentido
mas fuerte en el cual unicamente admiten pluralidades como tales de cardi-
nalidades especificas.

Por un lado tenemos que el andlisis de (12) como
(24)  Thelma es dos y Louise es dos.

es incorrecto en virtud de que ser dos es una propiedad que no admite in-
dividuos como argumentos. Ademas de esto tenemos que los individuos no
son el tnico tipo de argumento que no admite esta propiedad. Consideremos
ahora el hecho

(25) Thelma, Louise y Annie son dos mujeres.
Sabemos que esta excluido el andlisis
(26) DM(T) & DM (L) & DM (A)

pues ser dos mugeres es plural estricta en virtud de ser la combinacién de pro-
piedades que incluyen una que es plural estricta. Nuevamente tenemos una
propiedad que es plural de forma estricta (pues sélo admite a pluralidades
como tales) pero por alguna razén—que no es la de no ser una pluralidad—
Thelma, Louise y Annie no pueden ocupar el lugar del argumento de esta
propiedad. Antes de continuar, vale la pena decir algo con la finalidad de
senalar que la cuestién en juego no se limita a determinar las condiciones de
verdad de un enunciado.

En general, las oraciones donde el numeral aparece como determinante
numérico (como (25)) admiten una lectura intervalar de cantidad. Esto quiere
decir que hay un intervalo numérico de objetos para el cual la oracién sera
verdadera. Consideremos por ejemplo,

(27) Hay cinco manzanas en el frutero.

Claramente (27) es verdadera en el caso en el que hay exactamente cinco
manzanas en el frutero. Pero éste no es el tinico caso. Si hay seis manzanas
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en el frutero, en particular sigue siendo verdadero que hay cinco manzanas
en el frutero. La oracién es verdadera en cualquier caso en el que haya cinco
o mas manzanas en el frutero. En contraste, la oracién,

(28) El nimero de manzanas en el frutero es cinco.

admite sélo una lectura exacta (Geurts, 2010). Es decir que (28) es verdadera
solo en el caso en el que haya exactamente cinco manzanas en el frutero. Esto
nos da razones para cuestionar la equivalencia de oraciones como (27) y (28),
pues éstas pueden no coincidir en condiciones de verdad. Las consideraciones
lingiiisticas sobre los términos numéricos juegan un papel importante en la
investigacion de la naturaleza de los niimeros, pero en este momento es nece-
sario ir un poco mas alld del lenguaje e intentar profundizar en los aspectos
metafisicos.

Dadas las consideraciones anteriores, es claro que no estamos en posicién
de rechazar (25) en virtud de su estructura gramatical y tampoco en virtud
de sus condiciones de verdad. Es plausible que el hecho de que Thelma, Loui-
se y Annie sean tres mujeres haga verdadera a (25) (pues si hay tres mujeres,
en particular hay dos mujeres). Pero en términos de las propiedades de las
que estamos hablando, el caso es que, del mismo modo en que ser dos no
admite individuos como argumentos, tampoco admite pluralidades de tres, o
de cuatro, o de cualquier cardinalidad que sea distinta de dos. La pluralidad
de Thelma, Louise y Annie como tal no es admitida por la propiedad ser dos.
Una explicacién sobre qué propiedad harfa a (25) verdadera (dado que la plu-
ralidad de Thelma, Louise y Annie no ejemplifica la propiedad predicada) es
que esta pluralidad si ejemplifica la propiedad plural ser dos o mads mujeres
(ademés de ejemplificar ser tres mugeres). El anélisis de la lectura intervalar
de (25) es complicado y se desvia ligeramente de los presentes objetivos.

En un sentido relevante, (25) es anédlogo al caso que mencionaba al prin-
cipio de la seccién, en el que Thelma y Louise no podian ocupar el lugar del
argumento de la relacién monddica ser una mugjer (mientras que México, tan
es susceptible de figurar como dicho argumento, que podemos encontrarlo
en el complemento de la relaciéon debido a que Mérico no es una mujer). Si
Thelma, Louise y Annie como tales no pueden ocupar el lugar de argumento
de la propiedad ser dos (o ser dos mugjeres) es porque parece haber una impo-
sibilidad en que esta pluralidad ocupe este lugar de argumento. La propiedad
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ser dos no admite pluralidades de multiplicidad tres. Es plural estricta en un
sentido aun mas fuerte: no sélo admite inicamente pluralidades como tales
sino que admite tinicamente pluralidades de dos elementos.

Definicién 3.3.4 El nimero natural n es la propiedad ser n, donde esta
propiedad admite de forma estricta pluralidades como tales de n individuos.
Esto quiere decir que n es una propiedad que es plural, y no es tolerante a
pluralidades cuya multiplicidad sea distinta de n.

Recapitularé lo que he dicho hasta ahora acerca de la idea de que la pro-
piedad ser n admite estrictamente pluralidades de n individuos. Sea n # 1
y sea e una entidad individual arbitraria. Si existen propiedades plurales—es
decir, que admiten pluralidades como tales-las propiedades numeéricas tie-
nen que estar entre ellas. Estas propiedades bien pueden ser propiedades no
puramente numéricas como ser dos mujeres. Estas se pueden descomponer,
obteniendo asi propiedades plurales estrictas (como ser dos) y propiedades
plurales tolerantes (como ser mujeres). Las propiedades estrictamente plura-
les no pueden reducirse a la ejemplificacién de la propiedad por cada uno de
los individuos de la pluralidad. Por lo tanto, la propiedad ser n no admite a
e. La propiedad ser dos no admite a Thelma como argumento. FEn este caso,
la gramatica respalda nuestra intuicién.

Sea P, P, ..., P, una pluralidad arbitraria. Afirmamos que la propiedad
ser m, donde m > n, no admite a la pluralidad Py, P, ..., P, como tal. El
argumento para defender esta afirmacion es una extension del argumento an-
terior. Si una propiedad numérica ser m admitiera pluralidades de menos de
m individuos, en particular tendriamos que la propiedad ser dos admitiria a
e como argumento. Pero como ya vimos, una propiedad como ser dos muje-
res no admite un argumento como Thelma. De la misma forma que ser dos
no admite un individuo como argumento; ser tres no admite una pluralidad
de dos individuos (ni un individuo) como argumento; ser cuatro no admite
pluralidades de tres, ni de dos individuos (ni un individuo) como argumento;
etc. Sin # 1, las observaciones gramaticales no aportan nada a la intuicion.
La oracién ‘Thelma y Louise son tres’ es gramatical (aunque falsa). Pero el
solo hecho de que la oracion sea falsa no implica que la propiedad ser tres no
admita a la pluralidad Thelma y Louise como argumento. Sin embargo, esta
reduccion de una propiedad plural de cardinalidad mayor a una pluralidad
menor es parte de las consecuencias de una teoria estdndar que intentamos
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eliminar tras el rechazo del principio de singularidad. El rechazo de este prin-
cipio que con lleva a la no distributividad de las propiedades plurales respalda
nuestra intuicion.

Sea P, P,, ..., P, una pluralidad arbitraria. Afirmamos que la propiedad
ser m, donde m < n, no admite a la pluralidad Py, Ps,...,P,. Como m
es un numero menor que n, de la pluralidad P, P, ..., P, podemos tomar
Wlm), pluralidades de m individuos. La propiedad ser m admite a todas
estas pluralidades pues, de hecho, es ejemplificada por cada una de ellas. Pero
la pluralidad Py, P ..., P, a pesar de que comparte individuos con todas sus
‘subpluralidades’ de m individuos no ejemplifica ser m. Tampoco queda cla-
ro que P, P, ..., P, esté en el complemento de la relaciéon; podemos afirmar
que P, P, ..., P, no son exactamente m pero nuevamente la lectura interva-
lar nos hace dudar de la verdad de la oracién Py, P, ..., P, no son m. Estas
razones apuntan a que ser m no admite a Py, Ps, ..., P,, pues si lo admitie-
ra estaria dentro de la relacién unaria (como todas las ‘subpluralidades’ de
m elementos con las que comparte individuos) o en el complemento de esta
relacion. Aqui el argumento ya no es tan claro como en los casos anteriores.
Los recursos que hemos venido utilizando ya no respaldan fuertemente las
intuiciones, pero vale la pena notar que tampoco las contradicen. Como ya
vimos, una oracién como (25) es gramatical. Pero esto no dice mucho, las for-
mas en las que se predica pueden variar entre lenguajes y tienen elementos de
arbitrariedad. Tampoco contamos con una contundente evidencia semantica;
la forma de la predicacién admite una lectura intervalar en la que el hecho de
que Thelma, Loiuse y Annie sean tres podria hacer la oracién (25) verdade-
ra. Las consideraciones para respaldar este punto tienen una naturaleza mas
cargada hacia las relacion metafisica de ejemplificacion entre una propiedad
y sus posibles portadores.

El nimero cero no es mas que la propiedad de ser cero, que admite de
forma estricta pluralidades de cero individuos. Consideremos el hecho

(29)  Hay cero estudiantes en este salén.

La pluralidad que puede ocupar el lugar del argumento de la propiedad ser
cero estudiantes en el salon tiene que ser una con cardinalidad cero. Ninguna
pluralidad con cardinalidad diferente puede funcionar como argumento de la
propiedad. Ana y Carlos como tales, por ejemplo, no podrian ser el argumento
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pues no hay lugar para el hecho
(30) Ana y Carlos son cero estudiantes en este salon.

Ni siquiera si Ana y Carlos de hecho si estan en el salén pero no son estu-
diantes, o si Ana y Carlos son estudiantes que no estan en el salén (o desde
luego, si no cumplen ninguna de las dos condiciones). El andlisis de (29) esta
dado por

(31)  CES(8s) Za; C(Bs) A E(Bs) A S(Bs)

donde C' es la propiedad de ser cero, E es la propiedad de ser estudiante y
S es la propiedad de estar en la habitacién. C'E'S es una propiedad plural,
ademas es estrictamente plural ya que aunque E y S son propiedades plura-
les tolerantes, C' es una propiedad plural estricta; y no sélo eso, como C' es
el numero cero, s tiene que ser una pluralidad de cero individuos.

Para el caso del nimero uno tenemos algo muy similar: el niimero uno
es la propiedad que admite de forma estricta pluralidades de un elemento.
Aqui puede parecer un abuso nombrar a algo pluralidad de un solo elemento.
Desde luego que en este caso, el analisis de los hechos que involucren a uno
va a coincidir con un andlisis de la propiedad como una propiedad singular.
Esto no me parece que sea un problema para mi, todo lo que yo tengo que
decir es que la propiedad ser uno y todas aquéllas resultantes de combinar-
la con otras propiedades (ser una muger, ser un gato, etc.) son propiedades
cuyo lugar de argumento es susceptible de ser ocupado por un solo elemento
(la descripcién pluralidad de un individuo como tal puede omitirse o quedar
simplemente implicita). Asi, ha quedado establecido que la condicién que
una entidad debe cumplir para ser portadora de la propiedad numérica n es
ser una pluralidad de multiplicidad n, la cual portara de manera estricta la
propiedad ser n.

Otra cuestion relacionada con qué tipo de propiedades son los ntimeros
es la de si son propiedades de algin orden en particular. Algunas teorias de
propiedades son jerarquicas: organizan las propiedades en niveles y cuando
describen a los niimeros como propiedades, éstos quedan determinados en
algiin nivel de dicha jerarquia. La teoria que aqui defiendo es independiente
de esta cuestién. Mencionaré algunos ejemplos del tipo de teoria que tengo
en mente para ilustrar este punto.
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Frege le atribuye a Mill la idea de que los nimeros son propiedades de
agregados de cosas fisicas, es decir que las propiedades en la teoria de Mill
serfan propiedades de primer orden. Por otro lado, podemos considerar la
teorfa del mismo Frege como una teoria de propiedades’ (dejando de lado la
cuestién de las extensiones asociadas a estas propiedades). Los ntimeros de
Frege-sin-extensiones serian propiedades que aplican Unicamente a concep-
tos. Estos niimeros serian entonces, propiedades de—al menos—segundo orden.
A partir de su paradoja, Russell desarrolla una teoria jerarquica de propieda-
des. Los objetos basicos eran los individuos y los universales se encontraban
en algun nivel més alto. Cada propiedad pertenece a un niveles determinado,
y en cada uno de estos niveles, podemos encontrar a los niimeros: tenemos
un cero en el primer nivel, un cero en el segundo nivel, etc. Esto para ca-
da nimero y para cada nivel. En literatura mas reciente, encontramos por
ejemplo, la tesis de Harold Hodes quien considera que los niimeros codifican
cuantificadores numéricos de objetos de los que se habla de manera disfraza-
da en la formalizacién de primer orden de la aritmética elemental. (Hodes,
1984). Chateubriand por su lado presenta a los niimeros como propiedades de
propiedades (nuevamente, propiedades de al menos segundo orden) (Chateu-
briand, 2001). La respuesta a la pregunta de a qué tipo de entidades aplican
las propiedades numéricas, queda determinadas por las jerarquias que el au-
tor tenga en mente en el caso de teorias jerarquicas de propiedades.

No todas las teorias sobre propiedades son jerarquicas. Existen una gama
de teorfas de propiedades (con diferentes compromisos respecto a la predica-
cién) que no implican la existencia de tipos o jerarquias. Una ventaja de estas
teorias es que permiten que una propiedad se ejemplifique a si misma, lo cual
desde luego, trae la preocupacién por la consistencia. Estas teorias [type-free
theories| pueden ir desde un realismo de universales ingenuo (el cual tiene el
mencionado problema de la inconsistencia) hasta teorfas més sofisticadas, que
tratan de distintas maneras la cuestion de la predicacion, con la finalidad de
tratar con el problema de las paradojas (e.g. Gilmore [1974], Feferman [1975],
Aczel [1980], Feferman [1984], Reinhardt [1985], Flagg y Myhill [1987], Tur-
ner [1987], etc.). Mi interés aqui es el de senalar que la propuesta que presento
es compatible con cualquiera de estas teorfas (que, desde luego, dardn una

4 Esta lectura de los niimeros fregeanos como propiedades ha sido hecha en varios lados,
por ejemplo en Maddy (1981) y Chateubriand (2004).



74 CAPITULO 3. LOS NUMEROS COMO PROPIEDADES

respuesta diferente a la cuestion de cémo los ntimeros pueden ejemplificar
ellos mismos las propiedades numéricas). La tinica condicién necesaria para
ser un portador de la propiedad numérica n es ser una pluralidad de n indi-
viduos. La naturaleza de los individuos que conforman estas pluralidades es
irrelevante para la cuestion. Las propiedades numéricas pueden ser portadas
por pluralidades de objetos, por pluralidades de conceptos, por pluralidades
de propiedades, de conjuntos, de propiedades de conjuntos de conceptos, etc.
Al enmarcar esta propuesta en una teoria de propiedades no hay compro-
miso alguno de asumir a las propiedades numéricas como inherentes a algin
nivel jerarquico. Sera aceptable una explicacion que diga que las propiedades
numéricas estan en el nivel mas alto de la jerarquia y desde ahi se pueden
aplicar a todos los niveles por debajo (teniendo presente que también deben
poder aplicarse a este nivel mds alto); o una que diga que éstas son propieda-
des que existen de forma independiente a la jerarquia dada y que se aplican
a cualquier otra entidad sin importar el nivel en el que ésta se encuentre; o
una que diga que no hay jerarquia alguna y que los niimeros son propiedades
que se aplican tanto a objetos como a propiedades de forma indistinta.

Una consecuencia de lo dicho en el parrafo anterior es que los nimeros
son propiedades que no dependen de la existencia de algiin tipo de entidad
particular (salvo de si mismas). Los nimeros pueden, desde luego, ser ejem-
plificados por pluralidades de objetos fisicos pero esto no hace que la exis-
tencia de los nimeros dependa de la existencia de objetos fisicos. Un nimero
muy grande (digamos m) es una propiedad susceptible de ser portada por
cualquier pluralidad de m individuos. Si el nimero de cosas en el universo
resultara ser menor que m, entonces la propiedad ser m no seria portada por
una pluralidad de objetos fisicos. Sin embargo, m seguiria siendo la propiedad
esencial y susceptible de ser portada—de forma estricta—por pluralidades de m
individuos; por ejemplo, por la pluralidad formada por un objeto cualquiera
y por todas las propiedades numéricas desde 0 hasta m — 1. Dejando esta-
blecido el punto de que estas propiedades son independientes de la existencia
de algin tipo de entidad en particular, podemos hablar sin remordimiento
acerca de los enunciados (y de los hechos) puramente aritméticos.
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3.4. Enunciados puramente aritméticos

Una de las principales ventajas de la propuesta de este trabajo es que nos
permite dar una explicacion homogénea entre los términos numéricos en sus
usos cotidianos y en sus usos dentro del discurso de la aritmética pura. Del
mismo modo que la palabra ‘dos’ esta en la oracién

(12)  Thelma y Louise son dos.
por la propiedad ser dos, la palabra ‘dos’ estd en
(32)  Uno més uno son dos.

por la misma propiedad. Y claro, de aqui se sigue que ‘mas’ estd en (32) por
una relacion entre propiedades. También tenemos que en

(33) 2+2=4

los numerales arabigos estan por estas mismas propiedades y los signos de
suma e identidad, por relaciones entre estas propiedades (para una propuesta
sobre la referencia de los numerales arabigos—refiriendo éstos a propiedades—
ver Gomez-Torrente (2017) ). En enunciados como

(34)  Dos es el menor de los niimeros primos.
o como llegamos a decir en espanol,

(35) El dos es el menor de los ntimeros primos.”

5 Me parece que cualquiera de los dos enunciados (34) y (35) suena bien espafiol. A
muchos hablantes les suena mal la segunda lectura, y de hecho, hay oraciones en las que
suena més extrafio usar el articulo (como ‘El dos més el dos es el cuatro’). Respecto a esto
yo diria que la flexibilidad que estos términos muestran para permitir la introduccién del
articulo definido, no refleja de ningin modo que los términos numéricos sean expresiones
con una naturaleza semantica distinta a la de los nombres propios. Es cierto que para los
nombres propios de personas no suele utilizarse el articulo, pero en el caso de nombres
propios para animales o lugares en ocasiones si existe la posibilidad de introducirlo sin que
esto suene raro: la Titi, el Firulais, el Everest, el Nilo, el Popocatépet, etc. Pareciera que
‘El dos’ no es sino una abreviacién para ‘El nimero dos’, de la misma forma en la que
‘El Everest’ es una abreviacién de ‘El monte Everest’. Desde luego, uno podria referirse a
Juan con la expresién ‘El profesor Juan’ de lo cual no se sigue el uso de la abreviacién ‘El
Juan’. Pero de acuerdo a estos ejemplos y considerando que hay lenguas como el inglés en
los que simplemente no se puede introducir el articulo definido para los numerales, creo
que el uso de la expresion ‘El dos’ no introduce ningin problema a la idea de que los
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‘Dos’ o ‘El dos’ estén por la propiedad numérica pura (es decir, sin apelar a
ningun portador particular) ser dos. La expresién ‘los niimeros primos’ esta
por aquellas propiedades numéricas que tienen ellas mismas la propiedad
de ser primos, es decir, que tienen la propiedad de no poder ser expresadas
como el producto de otras propiedades numéricas distintas de ellas mismas
y de la propiedad ser uno. Como es de esperarse, ‘es el menor de’ expresa
la relacién que hay entre ser dos y el conjunto de los niimeros primos. En
la siguiente seccion presentaré una propuesta de traduccion de los enuncia-
dos primitivos sobre los que se formaliza la aritmética, en un lenguaje que
tenga sentido en el marco de la concepcion de los niimeros como propiedades.

3.4.1. El lenguaje

Lo primero que necesitamos es un lenguaje que permita llevar a cabo
predicaciones plurales. Tomaré como base el sistema en el que Yi formaliza
estas predicaciones (en principio, cualquier légica de plurales tendria que fun-
cionar). No voy a presentar el sistema completo [desarrollado en Yi (1999)],
pero mencionaré algunos elementos que considero, son relevantes para mis
propdsitos. Empecemos con los constituyentes primitivos del sistema que nos
permitira expresar relaciones logicas que involucren construcciones plurales.

El lenguaje plural de esta légica (llamémosle LP), a grandes rasgos, se
construye como sigue.

1. Términos primitivos

» Constantes singulares. Por ejemplo, ‘Thelma’ (que podemos de-
notar ‘t’), ‘Louise’ (que podemos denotar ‘1’).

= Variables singulares. Por ejemplo, ‘o/, ‘5’

» Variables plurales. Por ejemplo, ‘as’, ‘Gs’. (Las variables plurales
corresponden a pronombres plurales como usadas anaféricamente
en oraciones como ‘Existen algunos humanos y ellos cooperan’.)

2. Un operador (conectivo)

- L@? (¢Y7)

términos numéricos se comportan como nombres (al menos en sus usos como sustantivos).
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En la notacion de Yi, el simbolo ‘@’ es una conjuncién que tiene una
lectura colectiva. Este operador nos permite construir un objeto com-
plejo sobre el que no se distribuye la predicacion como en la conjuncion
usual. Consideremos el ejemplo,

(36) La pizza y la cerveza me hacen dano.

En una lectura estandar (no colectiva) de la conjuncién D(p A ¢), (36)
es equivalente a:

(37)  La pizza me hace dano y la cerveza me hace dano: (D(p)AD(c))

En una lectura colectiva, la idea no es expresar como en (37) que la
pizza me hace dano y por otro lado, que la cerveza me hace dano.
La idea es expresar que la pizza y la cerveza de forma conjunta me
hacen dano. Asi, la pizza y la cerveza constituyen un objeto complejo
(pQc)que si bien, se forma con una conjuncién, inicamente admite una
lectura colectiva.

(36) La pizza y la cerveza me hacen dano: D (pQc)

El operador ‘@Q” acepta cualesquiera dos ocurrencias de términos para
formar un termino plural complejo. De este modo ‘[Cicerén@Tulio]” y
‘[Cicer6n@Cicerén|’ son términos plurales.

3. Predicados

= Predicados singulares
predicado légico ‘= (‘es idéntico con’)
predicados no légicos. Por ejemplo, ‘es un humano’ (‘H’), ‘ad-
mira’ (‘A’), ‘es un miembro de’ (‘€’)
» Predicados plurales
predicado légico ‘H’ (‘Es-uno-de’)

predicados no légicos. Por ejemplo, ‘Cooperan’, ‘Coprotago-
nizan’ | ‘Conviven’, etc.
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Ademas del predicado ‘=’ el lenguaje de plurales de Yi contiene
otro predicado logico: ‘Es-uno-de’. Este predicado cuenta como
l6gico por la misma razén que ‘=" cuenta como légico en un sistema
l6gico clésico: algunas relaciones logicas descansan en la naturaleza
especifica del predicado. Por ejemplo, ‘Cicerén es uno de Ciceréon
y César’ [H(S, Q)] es una verdad légica; ‘Cicerén es uno de
Tulio y César’ y ‘Ciceron es uno de los filésofos romanos’ son
equivalentes con ‘Cicerén es Tulio o César’ y ‘Ciceron es un filésofo
romano’ respectivamente.

4. Conectivas oracionales
= ‘~’ (‘no es el caso que’)
- (/\7 (Ly7)

5. Cuantificadores

» cuantificador existencial singular ‘3’ (‘existe algun. .. tal que’)

» cuantificador existencial plural ‘¥’ (‘existen algunos. .. tales que’)

En su formalizacion, Yi incluye inicamente los cuantificadores existen-
ciales y dos conectivas proposicionales. Los cuantificadores universales
V" (‘cualquier cosa. . . es tal que’) y ‘[ ]’ (‘cualesquiera cosas . .. son tales
que’) se introducen via las definiciones usuales.

Yi presenta también 13 esquemas validos en su sistema divididos en cua-
tro grupos. En estos esquemas estan, los esquemas familiares de la logica
elemental, su contraparte plural, algunos relativos al predicado ‘H’, y algu-
nos mas para los fines particulares del tipo de relaciones que le interesan a Yi.

Para dar una reconstrucciéon formal que permita formular enunciados
aritméticos en un lenguaje que capture la idea de los niimeros como propie-
dades, necesitaremos agregar un predicado plural extra que permita expresar
la relacién de ejemplificacion y un operador de nominalizacion que al ponerlo
delante de una férmula, produce un término singular.

2*. Operador (de nominalizacién)

[SEaay]
u
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Dado un predicado F, el términoF’ denota como término singular la pro-
piedad referida por el predicado F. Asi, este operador nos permite convertir
formulas complejas en expresiones del mismo tipo que las variables singulares
y las constantes. Por ejemplo, férmulas como,

rT=2xy

H(B,as)

resultan, bajo los efectos de este operador, en los términos singulares,

3*. Predicado (plural)
= ‘|’ (‘Es ejemplificada por’)

Ahora podemos expresar la ejemplificacién por pluralidades a modo de
predicacién sobre propiedades: I(z, as) es la ejemplificacién de la propiedad
x por la pluralidad de as. Vale la pena enfatizar nuevamente que x es ejem-
plificada por las as tomando éstas como tales. Es decir, como una pluralidad
en el sentido primitivo en el que las hemos venido considerando que incluye
la pluralidad de cero elementos.

3.4.2. Una traduccién para la aritmética formal

La traduccion para los enunciados de la aritmética de primer orden sera
dada en términos de los elementos que se presentan a continuacion.

= Signos légicos: ‘=7, ‘A, 'V’ y ‘=" (Con su interpretacién usual.)

= Signos no légicos: ‘0’ (como una constante individual cuyo significado
intuitivo es ‘cero’); y S(z,y) (un predicado singular diddico, con el
significado intuitivo ‘y es el sucesor de x”).
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e El término que esta por la propiedad que admite pluralidades
arbitrarias estrictamente de cero elementos. Es decir ‘0’, se traduce

6

por °:

C(-3BLH(B, as)])

e El término que expresa la propiedad que tiene una propiedad
numérica de ser el sucesor de otra, éste es ‘S(z,y)’, se traduce
por:

‘y="38>vs(U(z,ys)NH(B,as) A\YO[H(J,vs) <> H(d,as)\J #
A1)

e Introduzcamos la abreviatura ‘N (x)’ para la expresién

TIs(H(0,vs)AVBYS(H (B,78)AS(8,0) — H(,7s)) — H(x,7s))’

Podemos ver que la propiedad que identificamos como 0 satisface ‘N (z)’: no
puede ocurrir que si se satisface el antecedente del condicional principal en
la expresion anterior, no se satisfaga el consecuente, pues una parte de la
conjuncién del condicional es que H(0,s). Intuitivamente, vemos también
que ‘N(z)’ es satisfecha por la propiedad numérica 1:

1="(38> vs(1(0,vs) N H(B,as) ANVS[H(d,vs) +» H(0,as8) N # f])),

la propiedad ser cero es uno de los s, y tenemos que para cualquier propiedad
numérica (3 (que sea parte de las vs) se tiene que también su sucesor es parte
de las vs; siendo que S(0,1), tenemos que H(1,~s). El mismo razonamiento
intuitivo aplica para cada una de las propiedades que hemos identificado con
los nimeros naturales. La idea es la misma que en la explicitacion de defi-
niciones recursivas implicitas: la pluralidad (el conjunto) de las propiedades
numéricas es la menor pluralidad (conjunto) que contiene a cero. Esta plu-
ralidad esta cerrada bajo la operacion anadir el sucesor de los elementos que
ya estaban previamente contenidos.

Con estos elementos a nuestro alcance, tenemos que dada una férmula
aritmética ¢:

6La pluralidad de cero elementos es, como lo indica la definicién, aquélla que no tiene
elementos (desde luego hay muchos conceptos que determinan a esta pluralidad. Uno de
ellos, por ejemplo, es el concepto de ser distinto de si mismo).
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= ‘Vxyp' se traduce por ‘Va(N(z) — seguido de la traduccién de .
= ‘—p’ se traduce por ‘=’ seguido de la traduccion de .

= ‘0 A’ se traduce por la traduccion de ¢ seguida de ‘A’ seguida de la
traduccion de 1.

Las disyunciones, implicaciones y enunciados existenciales se traducen en
términos de los anteriores de la forma usual.

Dada la interpretacién anterior podemos observar que las traducciones de
los axiomas de Peano son intuitivamente verdaderas:

1. N(0)
2. VaVy(N(xz) A S(z,y) = N(y))

3. VaVyVwVz(N () AN(y) AN(w) AN (2) AS(x,w)ANS(y,z) = (x =y <
w = 2))

4. VaVy(N(z) A S(z,y) = -y =0)

5. (Esquema de induccion) (¢(0)AVZVy(N (z)AS(x, y)Ap(z) = ¢©(y))) —
Va(N(x) = ¢(z))

Vale la pena mencionar que la traduccion aqui propuesta tiene como
objetivo atender a la preocupacién de que esta teoria de los niimeros como
propiedades pudiera ser incompatible con el uso de los términos numéricos en
la aritmética formal. Los enunciados que se toman como primitivos en una
construccién estandar de los numeros naturales tienen una interpretacion
intuitiva bajo esta traduccion. Por ejemplo, la interpretacion sugerida en
la siguiente paréfrasis. (Posteriormente diré algo mas acerca de la precisién
de esta traduccién al expresar los enunciados aritméticos cuyos términos
singulares refieren a cierto tipo de propiedades.)

PA.1 La propiedad numérica ser cero satisface la férmula ‘N(x)’.

PA.2 La propiedad numérica m [donde S(n,m)] satisface la féormula ‘N (z)’

en virtud de que la propiedad n satisface la féormula ‘N (x)’.
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Para cualquier propiedad numérica ser m si existe la propiedad ser n
tal que S(n,m), entonces la propiedad ser m no puede ser la pro-
piedad ser cero (pues no existe una propiedad numérica z tal que
0="(38>_vs(I(z,vs) NH(B,as) \YO[H (5,7s) <> H(0,as) N # []))).
Esto se debe a que, al no poder determinar ninguna pluralidad de —1
individuos, no hay cabida para una propiedad plural con la caracteristi-
ca de ser portada estrictamente por dicha pluralidad. *

Si dadas las propiedades ser n'y ser m, tenemos que ser x es la misma
propiedad numérica que ser y (donde S(n,z) y S(m,y)), entonces la
propiedad ser n y la propiedad ser m son la misma propiedad.

Si la propiedad ser cero tiene la propiedad P (expresada en la for-
mulacién de arriba por  ¢’) y dada cualquier propiedad ser n con la
propiedad P, se tiene que la propiedad ser m (donde S(n,m)) también
tiene la propiedad P, entonces todas las propiedades que satisfacen la
férmula ‘N(z)’ tienen la propiedad P.

Utilizando los recursos sugeridos hasta aqui, podemos dar ahora una tra-
duccién para las definiciones recursivas de suma, producto y exponenciacion;
donde ‘4, ‘X’ y ‘e’ son predicados triadicos. Intuitivamente, también estas
definiciones tienen sentido bajo la interpretacion que ha sido propuesta.

Suma:
Para todo x,+(x,0, x)
Dados z,y, z,w y v, si S(y, 2), +(z,y,w) y S(w, v), entonces +(z, z,v).

Producto:

7 Alguien podria argumentar que del mismo modo como estoy usando la imposibilidad
de pluralidades de -1 individuos para expresar la idea de que el 0 no tiene predecesor, se
podria decir que, dado que en sentido estricto tampoco hay pluralidades de cero individuos,
el nimero 0 tampoco esta bien definido. A esto yo responderia que a 0 lo estoy definiendo
en términos de ser la propiedad numérica que porta la pluralidad que no tiene individuos:
a esta pluralidad la podemos identificar mediante diversas propiedades. Por ejemplo, como
la pluralidad de aquellos elementos con la propiedad de no ser idénticos a si mismos. Esto
podria ser controvertido, pero sin duda, estd bien definido. Por otro lado, parece haber
una especie de error categorial al intentar hablar de la propiedad que tiene una pluralidad
de tener -1 individuos.
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Para todo x, x(z,0,0)

Dados z,y, z,wy v, 81 S(y, z), X (x,y,w) y +(w, z,v), entonces X (zx, z,v).

= Exponenciacién:
Sea « tal que S(0, ). Para todo z,e(x,0, a)

Dados z,y, z,wy v, si S(y, 2), e(z,y, w) y x(z,w,v), entonces e(z, z,v).

3.4.3. El problema de la arbitrariedad

Esta traduccién trae a discusién una importante preocupacién alrededor
de nuestra propuesta. Esta preocupacion la he abordado en otras secciones
como un problema de arbitrariedad que ha sido central en varias teorias
realistas sobre los niimeros naturales. En la seccion 3.3.2 mencionaba esta
cuestion en Frege. Cuando Frege presenta sus objeciones en contra de que
los ntimeros sean propiedades de objetos fisicos, una de las preocupaciones
es que hay arbitrariedad en la determinacién del nimero (visto como pro-
piedad) que le corresponde a un objeto dado: del mismo modo que podemos
atribuirle el nimero 2 al mazo de cartas en la mano (teniendo en mente las
barajas que conforman el mazo), podemos atribuirle también el niimero 104
(teniendo en mente las cartas que conforman el mazo). La objecién de Frege
esta bien fundada, pero no es claro que su propuesta no incurre también en
arbitrariedad. Si hay arbitrariedad en la atribucién de propiedades numéricas
a objetos, jpor qué no habria arbitrariedad en la atribucién de propiedades
numeéricas a conceptos? Al fin y al cabo, no queda claro que siempre haya una
propiedad que unifique a los individuos en la extensién de un concepto. Si
no esta garantizado para cada concepto que esta bien definido, ;cémo podria
estarlo su numerosidad? Pensar en pluralidades parece dar una respuesta a
la preocupacion de Frege: las pluralidades quedan bien determinadas por el
s6lo hecho de tener a los individuos que tienen, independientemente de que
haya una propiedad adicional que unifique a estos individuos. Pero atin no
nos libramos del problema de la arbitrariedad; una vez que las entidades
portadoras han quedado determinadas satisfactoriamente, todavia falta de-
terminar cudles de todas las propiedades que estas pluralidades ejemplifican
son los ntimeros.

El problema de la arbitrariedad es recurrente en este debate. Otro ejemplo
(que presentaré con detalle en el siguiente capitulo) es el problema que pre-
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sentan las teorias de los niimeros-como-conjuntos al momento de determinar
exactamente qué conjuntos son los nimeros, considerando que diferentes sis-
temas proponen para cada numero natural diferentes conjuntos. Parece que
cualquier teoria que sostenga que el lenguaje aritmético describe una parte
de la realidad se vera obligada a considerar el problema de la arbitrariedad.

En el contexto del presente trabajo, la preocupacién se presenta con la
pregunta acerca de qué propiedades son los niimeros. Al principio del capitulo
dije que no daria una respuesta concluyente a esta pregunta pero que inten-
tarfa presentar una respuesta sustantiva a la pregunta de qué tipo de pro-
piedades son los niumeros. Es evidente es que al momento de proponer una
traduccién formal para los enunciados de la aritmética, se requiere de una
mayor precision que la utilizada en las secciones anteriores en la descripcion
de estas propiedades en los contextos lingiiistico y metafisico. La necesidad
de un lenguaje, para traducir enunciados formales, que utilice términos pri-
mitivos que refieran a propiedades nos ha llevado a elegir de una forma que
podria parecer arbitraria, las propiedades y relaciones en cuyos términos fue-
ron descritos los nimeros. Mi objetivo ahora es disipar en la medida de lo
posible esta preocupacion filoséfica y mostrar que no representa una objecion
fulminante para nuestra teoria de los niimeros como propiedades.

El oponente a la teoria podra conceder que nuestra traduccion no es un
caso de absoluta arbitrariedad (como no lo son en general las teorias que
mencioné al principio de esta seccién). El andlisis partié de la consideracién
de las propiedades cuya prominencia es perceptible a través de las intuiciones
generadas por el comportamiento de los niimeros y expresadas en los discur-
sos que involucran a los numerales. Por ejemplo, la idea de presentar a cada
numero distinto de cero en términos de su antecesor es algo que se comparte
con una gran mayoria de propuestas (tanto filoséficas como matematicas).
JPor qué es esto? Me parece que porque, independientemente de nuestras
preferencias tedricas, es dificil ir en contra de la naturaleza recursiva de los
nimeros naturales. Asi obtenemos una primera motivacién para la introduc-
ci6én de la férmula N(z) como

[T~s(H(0,vs) ANVBVO(H(B,7vs) A S(B,0) — H(d,7s)) = H(z,7s)).

Sin embargo esta expresion compleja se construyo a partir de otras mas
simples. En particular, se utilizé una expresién para la propiedad que es el
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nimero cero y otra para la relacion de sucesor que se da entre dos propieda-
des numéricas. A la propiedad que es el nimero cero (expresada por ‘0’) la
traducimos como:

C(-3PIH (B, as)])

La critica de la arbitrariedad de la determinacion aqui dirfa algo como lo
siguiente. Supongamos que el niumero cero es una propiedad pero, ;por qué
esta propiedad es la propiedad de que no exista ninguna entidad B que perte-
nezca a una cierta pluralidad de as. ;Por qué ésta y no otra propiedad?

Cabe recordar que anteriormente he mencionado que el tipo de entida-
des (en particular, abstractas) que son las propiedades dificulta la estrategia
de determinacion que utilizamos para los objetos. Esta estrategia es la de
utilizar las propiedades del objeto para ir acotando las clases a las que éste
pertenece tratando de llegar al caso ideal de determinar una clase cuyas con-
diciones sean todas satisfechas por el objeto en cuestién y sélo por él. Ante
esta dificultad, la propuesta aqui ha sido buscar otras formas de aproxima-
cion a las propiedades, en particular, analizando la relacién con sus posibles
portadores y su relacién con otras propiedades.

La pregunta ;Qué propiedad es el cero? es respondida en el marco pre-
sentado sobre propiedades plurales. En términos de sus portadores, cero es
la propiedad susceptible de ser portada por cualquier pluralidad con cero ele-
mentos. Como la propiedad ha sido dada en términos de la (o las) entidad(es)
que la ejemplificaria(n), quisiéramos saber como caracterizar a esta(s) enti-
dad(es). En este punto la estrategia no es muy distinta a la que utiliza la
Teoria de conjuntos para caracterizar al conjunto vacio: la pluralidad ejem-
plificadora de la propiedad plural ser cero (que se expresa en la férmula de
arriba con ‘as’) es la pluralidad que no tiene elementos. La diferencia en
nuestro caso es que en lugar del marco tedrico que rodea al conjunto vacio,
la existencia de la pluralidad que no tiene elementos descansa en nuestras
intuiciones sobre las pluralidades mismas y sus propiedades. La propiedad
(el niimero) cero es la propiedad plural numérica portada por la pluralidad
caracterizada por la propiedad ser cero, que no es sino la propiedad de no
tener elementos. La pluralidad as puede ser identificada mediante muy diver-
sas propiedades, por ejemplo, podemos decir que as es la pluralidad formada
por los individuos con la propiedad de no ser idénticos a si mismos. Esto no
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me parece un problema pues como lo mencioné antes, para determinar una
pluralidad no es necesaria la existencia de una propiedad unificadora entre
sus elementos (y tampoco es un problema si existe més de una). Los indivi-
duos conjuntamente (bajo la nocién plural de conjuncién, que en particular,
no admite su eliminacién ) son la pluralidad como tal. De aqui que la traduc-
cién propuesta para ‘0’ derive de la forma en la que predicamos la propiedad
ser cero de la pluralidad que no tiene elementos:

Ser cero(as) = —~3B[H(S, as)]

El primer paso ha sido dado, me parece que no hay arbitrariedad en la
identificacion de la propiedad que es el ntimero cero. Quiza en este punto el
lector pueda conceder que la traduccién propuesta no es un caso de completa
arbitrariedad. Sin embargo, es importante reconocer que ain queda espacio
para la objecion.

Para los ntimeros distintos de cero la cuestién es més complicada. En par-
ticular, nuestra traduccién sugiere el uso de la relacién de sucesor. Aunque,
como ya lo he mencionado, hay una motivacion inicial para usar esta rela-
cién como un recurso identificador, ésta no es razén suficiente para garantizar
que los niimeros son exactamente las entidades que se corresponden con las
propiedades especificas usadas en la traduccién. En otras palabras, la natura-
leza recursiva de los niimeros naturales no implica que la propiedad que es el
nimero n (para n # 0) sea exactamente la propiedad que se ejemplifica por
pluralidades arbitrarias de n individuos y que esta en la relacién de sucesor
con el nimero n — 1 (que es la propiedad que se ejemplifica por pluralidades
arbitrarias de n — 1 individuos y que. .. ). La traduccién propuesta nos per-
mite identificar a un nimero dado n, pero no nos da condiciones completas
para decir con toda precisién lo que es n. En este sentido, sigue presente
la cuestién de la arbitrariedad. Pero, ;qué tan grave es esta arbitrariedad?
i Acaso deberiamos darnos por vencidos? jDeberiamos concluir que no puede
existir algo que no pueda determinarse de manera precisa mediante el uso de
recursos primitivos que nos resulten familiares por su uso en otros contextos?
.Es hora de arrojarnos al antirrealismo? Yo creo que no, mi intuicién es que
los niimeros son cierto tipo de propiedades que son entidades primitivas. Es
decir que no pueden reducirse a otras propiedades. Pero esta irreducibilidad
metafisica no nos impide encontrar modos de identificarlas mediante el uso
de otras propiedades diferentes.



3.4. ENUNCIADOS PURAMENTE ARITMETICOS 87

Otra alternativa de propiedades de identificacién de los niimeros esta en
las relaciones entre los individuos que constituyen las pluralidades portado-
ras. Si las propiedades que son los niimeros son propiedades de pluralidades,
y las pluralidades estan constituidas de individuos, tiene sentido preguntarse
si estas pluralidades y sus propiedades (en particular las numéricas) pueden
expresarse en términos de relaciones (l6gicas por ejemplo) entre los indivi-
duos de la pluralidad. Este razonamiento nos conduce a que la traduccion
de los enunciados aritméticos podria ser diferente a la sugerida. Esta podria
explotar un modo de presentacion diferente de los niimeros. Por ejemplo,
mientras que en la traduccién propuesta el nimero 1 se identifica con cier-
tas propiedades, entre las que esta la ejemplificacion del predecesor de 1 por
una pluralidad ~s, otra propiedad para identificarlo podria ser la propiedad
que tiene cualquier pluralidad que la ejemplifique de que sus elementos sean
todos idénticos entre si. Es decir:

Ser uno(as) = ABVI[H (8, as) +» § = 3]

Aqui, en contraste con el cero, ya hay una diferencia con las propiedades
usadas en la traduccion sugerida para la identificacién del nimero. Las pro-
piedades que aparecen del lado derecho de la identidad anterior no son las
que aparecen en el lado derecho de la traduccion sugerida para ‘1’

1="(38>_vs(1(0,vs) N H(B,as) AVO[H(d,vs) <> H(d,as) N # B]))

Consideremos el caso analogo para el nimero 2. Podemos identificar la pro-
piedad de ser dos en términos de relaciones logicas entre los individuos de
sus pluralidades portadoras (sin involucrar, como lo hicimos en la traduccién,
ninguna propiedad de su predecesor):

Ser dos(as) = 3BIV(B # v AVO[H(§,as) <> § = BV I =1])

No es dificil ver la existencia de alternativas también para otros conceptos
aritméticos como el concepto de sucesor. Asi, resultan posibles diferentes
traducciones con la capacidad de expresar los enunciados aritméticos consi-
derando a los niimeros como propiedades. Establecer cuél de todas ellas es la
correcta parece ser la demanda del problema de la arbitrariedad. Una posible
respuesta es decir que todas ellas son correctas, que si dos formulas refieren
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al mismo hecho aritmético es porque las propiedades expresadas son todas
ellas de hecho la misma propiedad. Mi vision es distinta, considero que el
nimero 3 no es sino la propiedad de cardinalidad que admite estrictamente
pluralidades de tres individuos. Es decir, la propiedad que tiene cualquier
pluralidad de tres individuos de ser tres. A esta propiedad le corresponde
una predicacion plural en enunciados como ‘Hugo, Paco y Luis son tres’. Es
una propiedad primitiva porque 3 es no es mas que la propiedad ser tres, y
ser tres no es una propiedad compleja que se dé en términos de otras pro-
piedades. Pero que la propiedad ser tres sea primitiva (en el sentido de ser
atémica) no nos impide echar mano de otras propiedades para identificarla,
como lo muestra la traducciéon sugerida.

Notemos que las propiedades que usamos para las traducciones ni siquiera
son todas ellas el mismo tipo de propiedad. Los niimeros son propiedades de
cardinalidad, mientras que las propiedades usadas en el lado derecho de las
identidades varian. Por ejemplo, en repetidas ocasiones aparecen entre es-
tas propiedades relaciones légicas entre individuos. Podrian aparecer muchos
otros tipos de propiedades colaborando con la identificacién de los niimeros.

El proyecto hasta aqui ha consistido en buena medida en la buisqueda
de propiedades que permitan la identificacién de los nimeros. En este ca-
mino he sugerido el analisis de propiedades de las propiedades numéricas
(los nimeros) que de algin modo resultan prominentes. Entre éstas estén las
caracteristicas que tienen sus potenciales portadores; la relacién de ejempli-
ficacién entre entre estos portadores y las propiedades numéricas; el compor-
tamiento de los términos numéricos que las expresan en discursos informales
y formales; sus propiedades aritméticas (por ejemplo, tener un sucesor) y las
propiedades (por ejemplo, légicas) que hay entre los individuos que consti-
tuyen las pluralidades portadoras. Espero con esto haber logrado el objetivo
de proporcionar una aproximaciéon hacia la respuesta a la pregunta de qué
tipo de propiedades son los ntimeros. Muchas de las virtudes de la presente
propuesta son compartidas por otras explicaciones realistas de los nimeros
naturales. Por esta razén dedicaré el siguiente capitulo a mostrar algunas
ventajas filoséficas de nuestra propuesta de los nimeros como propiedades
sobre otras conocidas propuestas realistas.



Capitulo 4

Lo que los niimeros no podrian
ser

4.1. Introduccion

Como ya argumenté en el primer capitulo, tenemos buenas razones para
defender un realismo en la aritmética (y buenas razones para rechazar un
antirrealismo). El debate, sin embargo, dificilmente dejard de generar con-
troversia. La naturaleza misma de la cuestion hace de cierto modo inaccesible
el escenario en el que se da una respuesta concluyente a la pregunta acer-
ca de la existencia de los nimeros. Por esta razon los argumentos negativos
terminan teniendo un gran peso en el andlisis de la cuestion y esto se refleja
en el hecho de que en la literatura aparecen frecuentemente tesis cuyas ideas
expresan cosas como lo que los nimeros no podrian ser; como es que éstos
no se podrian conocer; por qué no se deberia de ser un nominalista, etc. El
dificil acceso a cuestiones positivas que resulten concluyentes fuerza el debate
a considerar con mucha seriedad las respuestas alternativas a las preguntas
planteadas, para entonces, buscar argumentos tan poderosos como sea po-
sible que descarten dichas alternativas. Le dedicaré este capitulo a analizar
algunas propuestas alternativas, presentando sus ventajas, asi como las ra-
zones por las que no resultan del todo satisfactorias. Estas consideraciones
deberan aportar razones para favorecer una teoria de los niimeros como pro-
piedades susceptibles de ser portadas por pluralidades como tales.

Hasta aqui el esquema de lo que he presentado en el trabajo esta for-

39
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mado por (i) razones que, si bien no son concluyentes, al menos espero que
muestren una clara motivacién para rechazar el antirrealismo; (ii) la idea
(el hecho) de que la representacién lingiifstica de las oraciones que incluyen
términos aritméticos sugiere la existencia de los nimeros y; (iii) especificar
(tanto como sea posible) las caracteristicas de las propiedades numéricas que
nos permiten identificarlas como los niimeros mismos. Atn queda la tarea de
explicar como, en virtud de lo que este andlisis ha revelado sobre la naturale-
za de los niimeros, se puede dar una respuesta satisfactoria a algunos de los
retos filoséficos que han sido impuestos a las teorias realistas. En particular,
al reto epistemologico de Benacerraf.

Con la finalidad de dotar de fuerza la propuesta positiva, es necesario
hacer algunas consideraciones (primordialmente negativas) respecto a otras
respuestas a la cuestion de qué tipo de cosas los numeros podrian ser. Como
esta pregunta ya parte de un presupuesto realista, las teorias antirrealistas
quedan fuera de estas consideraciones (éstas las discuto en las partes del tra-
bajo mas enfocadas al lenguaje). Las ideas centrales en este capitulo son, en
primer lugar, defender que—contrario a lo que algunos matematicos moder-
nos piensan—la aritmética puede prescindir completamente del discurso sobre
conjuntos (no asi del de propiedades). En segundo lugar, que las teorias fi-
loséficas sobre la aritmética cuya base es la Teoria de conjuntos se quedan
cortas al momento de explicar los usos cotidianos de los ntimeros. Presen-
taré con detalle algunas criticas a las versiones conjuntistas de las teorias de
Maddy y Kripke acerca de los nimeros. Finalmente, presentaré un argumento
de Mario Gomez Torrente defendiendo la idea de que los niimeros no podrian
ser otra cosa sino propiedades de pluralidades. Este argumento es esencial
para el presente proyecto porque arroja como resultado la identificacién (en
el sentido metafisico fuerte de que son la misma cosa) de cada niimero con su
correspondiente propiedad de numerosidad. El argumento muestra que para
cualquier pluralidad dada, su propiedad de cardinalidad no puede ser otra
cosa sino su nimero y su nimero no puede ser otra cosa sino su propiedad
de cardinalidad. Como las pluralidades son arbitrarias, la existencia de los
numeros resulta independiente de la existencia de una amplisima clase de
entidades de otros tipos. Pensar a los nimeros en términos de estas otras
entidades (las pluralidades) no es algo que comprometa de forma sustantiva
las ideas nucleares de una propuesta realista (como la independencia u ob-
jetividad de la existencia de los nimeros). Adicionalmente, el argumento de
Goémez Torrente aporta detalles a la cuestion, ampliamente discutida en el
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capitulo anterior, de qué tipo de propiedades son los niumeros, revelando la
propiedad—esencial a estas propiedades—de ser portadas por pluralidades con
su correspondiente cardinalidad.

4.2. Los nimeros como conjuntos

Una respuesta frecuente-tanto de filésofos como de matematicos—a la pre-
gunta de qué son los nimeros es que éstos son conjuntos (o en su defecto que
requieren de los éstos en algun sentido muy fuerte). Primero quiero hacer
explicito algo que creo que no deberia generar mucha controversia: sean lo
que sean los conjuntos y sean lo que sean las propiedades hay una relacién
sumamente estrecha entre estos dos tipos de entidades. En la direccién de
las propiedades hacia los conjuntos tenemos que, si bien Russell nos dejo
como leccién que no a toda propiedad le corresponde una extensién y Quine
nos dejé como leccion que las propiedades son entidades intensionales mas
que extensionales, no dejamos de asociar las propiedades con sus extensio-
nes (incluso si la extension es vacia), jpor qué? Por las mismas razones que
motivaron la metodologia en el capitulo anterior: la nocién de propiedad es
escurridiza y la relacién de ejemplificacién que tenga con los posibles por-
tadores es informativa; las extensiones de las propiedades pueden ser vistas
(o al menos una gran parte de ellas) como conjuntos. En la otra direccién
tenemos el hecho de que todo conjunto esta determinado por una propiedad
que es portada por sus elementos. Esta propiedad no tiene que ser tinica pero
siempre hay alguna, por ejemplo, a cualquier conjunto A le podemos asociar
la propiedad que tienen sus elementos de pertenecer a A.

Los ultimos renglones del parrafo anterior pueden haber traido a la mente
del lector la expresion Azioma de comprehension, y claro, esto es mas o menos
lo que dice el axioma de comprehension de la teoria de conjuntos. Este axioma
dice que dado un conjunto A y una propiedad P tenemos el conjunto

X = {z € A|P(z)}

Efectivamente, el axioma de comprehension dice algo muy similar a la
afirmacion que hice de que todo conjunto esta determinado por una propie-
dad. Pero la diferencia relevante es que mientras que en mi afirmacién no
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hay ninguna especificaciéon adicional que sea requerida, en el axioma de com-
prehension tenemos que A tiene que ser ya en si mismo un conjunto y P tiene
que ser una propiedad expresada de forma precisa en el lenguaje. Esto me
lleva a senalar que la palabra ‘conjunto’ con frecuencia es usada en reempla-
zo de palabras como ‘agregado’, ‘coleccion’, ‘pluralidad’. Yo no veo ningin
problema en principio con esto, el problema es que en este intercambio de
términos ocurre que en ocasiones, las teorias echan mano de la naturalidad
que tiene el ‘ser una coleccién’ para més adelante gozar de los beneficios
tedricos de la teoria de conjuntos.

Las teorfas més conocidas que dicen que los nimeros son conjuntos (o
que estan en alguna relacién fuerte de dependencia con los conjuntos, por
ejemplo Maddy o Kripke) tienen en mente a los conjuntos como los objetos
sobre los que trata la teoria de conjuntos, no a los conjuntos en su sentido
méas natural de agregado o pluralidad. Dado este panorama y antes de pa-
sar a las consideraciones particulares, diré que mi intuicién es que ninguna
de estas explicaciones puede estar bien. Los conjuntos como agregados—como
pluralidades—son muy naturales, podrian ser tan reales como los niimeros na-
turales. Por otro lado, los conjuntos como objetos pertenecientes a la teoria
de conjuntos son los objetos de una herramienta tedrica. El papel central de
la Teoria de conjuntos es el de crear y organizar dominios desde los cuales
se pueden construir los objetos sobre los cuales hablan los enunciados de la
practica matematica cldsica. Como tal, brimdan un apoyo importante para
el discurso matematico (aritmético): una herramienta de formalizacién. Sé
que la discusion sobre la ontologia de los conjuntos es complicada y no pre-
tendo defender mi postura en este espacio. Mi tinico propédsito es senalar por
qué las explicaciones sobre los nimeros tienden a asociarlos con conjuntos
y sentar las bases de mi argumento para defender que los nimeros no son
conjuntos, y de hecho, que la relacién niimero-conjunto no va mas allé de la
que mantienen los niimeros con cualquier otra entidad vista como pluralidad.

La razon por la que las repuestas de tipo conjuntista son tan populares
no es dificil de imaginar: pareciera que en la practica matematica profesional
los enunciados de la aritmética hablan sobre conjuntos. Pero como lo dije
en el parrafo anterior, parece que la aritmética habla sobre conjuntos por la
misma razoén por la que parece que todos los enunciados de la matematica
popular hablan de conjuntos: jporque ése es justamente el papel de la Teoria
de conjuntos! La Teoria de conjuntos proporciona dominios de discurso para
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construir los objetos matematicos. Dada la gran carga tedrica de la Teoria de
conjuntos, si defendemos la posicién de que los niimeros son conjuntos (con-
juntos de la Teoria de conjuntos) va a haber un hueco explicativo enorme
que tendra que ser llenado en virtud de explicar los usos cotidianos de las ex-
presiones aritméticas. ;Cémo se explica que los nifios (que tienen intereses y
contextos muy distintos a los de estos matemaéticos profesionales) son capaces
de desarrollar niveles de competencia aritmética desde muy temprana edad?
En cualquier caso, la tendencia naturalista de la filosofia contemporanea con-
duce a privilegiar el discurso aritmético que concierne a los matematicos por
encima de los usos cotidianos. Mi parecer es que una buena explicacion acer-
ca de la naturaleza de los nimeros naturales deberia cubrir por igual ambos
USOs.

Los enunciados aritméticos que tienen en mente estos filésofos de los
nimeros-como-conjuntos son enunciados como los siguientes,

Definicién 4.2.1 Los numeros naturales estdn formados por un conjunto N
que tiene un_elemento distinguido 0-llamado el cero—junto con una funcion
sucesor S : N — N la cual satisface los siguientes axiomas:

1. S es inyectiva.
2. 0¢ S(N), y

3. Si M C N es un conjunto que contiene al cero y satisface S(M) C M,
entonces M = N.

La palabra ‘conjunto’ aparece méas de una vez en la definicién, pero no
solo eso, si preguntamos qué quiere decir que S es una funcion inyectiva, la
respuesta es que es una relacion S C N x N. Es decir, un conjunto que es
subconjunto (donde ‘C’ expresa una relacién bien definida entre conjuntos)
de otro conjunto (el producto cartesiano) formado por las dos ocurrencias del
conjunto N. Esta relacion tiene la propiedad de que a cada elemento del do-
minio (que es el conjunto N) le corresponde uno y solo uno del codominio (N).
Esta funcién (conjunto de parejas ordenadas) tiene la propiedad adicional de
que no ocurre que varios elementos en el dominio estén relacionados bajo
S con el mismo elemento en el codominio. /Y qué es una pareja ordenada?
Pues es también un conjunto. Una pareja ordenada es un conjunto que nos
permite distinguir entre el primero y el segundo elemento de la pareja. Pode-
mos expresar esto de distintas maneras, por ejemplo (a,b) = {{a}, {a,b}}...
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Asi pues, podemos ser tan prolijos como queramos en llevar nuestra defini-
cién acerca de la aritmética a un bonche de definiciones conjuntistas. ;Quiere
decir esto que la aritmética habla de conjuntos? ;Quiere decir esto que los
nimeros son conjuntos? Desde luego que no, lo tinico que quiere decir esto
es que los conjuntos facilitan mucho—para los propdsitos del matematico—el
discurso aritmético. Si esto se lo presentamos a cualquier otro hablante con
intereses distintos a los de los matematicos, no sélo no le vamos a facilitar
nada, sino que es muy probable que ni siquiera vea cémo eso tiene alguna
relacion con los niimeros que él utiliza de forma cotidiana.

La funcién sucesor lo que refleja es el proceso de conteo—el hablante no
necesita saber lo que es una funciéon inyectiva para saber lo que es contar. El
axioma 1. equivale a que a # b = S(a) # S(b), que no es otra cosa mas que
decir que—en el proceso de conteo—uno nunca encuentra al mismo ntmero dos
veces; el axioma 2. equivale a decir que el proceso de contar comienza por el
0, si esto no pareciera muy natural no hay problema alguno con comenzar
por el nimero 1. El axioma 3. equivale al Principio de induccién completal,
y no requiere en absoluto de ningtin elemento de la Teoria de conjuntos.
Todo lo que este principio requiere json propiedades! Podemos prescindir
absolutamente de la Teoria de conjuntos y expresar el axioma 3 en términos
puramente de numeros—para los que ya he dado yo una definicién en términos
de propiedades—y propiedades de estas propiedades:

Principio de Induccién Completa. Si una propiedad P se
aplica al cero (base inductiva) y si para todo n que posee la
propiedad P su sucesor S(n) también la posee (paso inductivo)
entonces esta propiedad la poseen todos los niimeros naturales.

! Teorema. El Principio de induccién completa y el axioma 3. son equivalentes.

Demostracion. Supongamos que el Principio de induccién completa es valido. Tomemos
como P a la propiedad estar en M. Tenemos de esta manera que 0 satisface P y que si n
satisface P, entonces S(n) también satisface P (pues por hipétesis tenemos que S(M) C
M). Por el Principio de induccién completa, la propiedad P la poseen todos los ntimeros
naturales; es decir que N C M implica que M = N. Ahora supongamos valido el axioma 3. y
sea () una propiedad que se aplica al cero y que para toda n que satisface la propiedad @, el
sucesor S(n) también satisface (). Deseamos probar que todos los naturales satisfacen dicha
propiedad. Para ello consideremos el conjunto M = {z € N|Q(x)}. Vemos inmediatamente
que 0 € M y que si & € M entonces S(z) € M. Por el axioma 3. M = N, es decir, todo
numero natural ejemplifica la propiedad Q). =
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En otras palabras,

Principio de Induccion Completa. Si una propiedad P se
aplica a la propiedad ser cero (que es el inicio del conteo) y
ademas, para cada propiedad ser n que posee la propiedad P,
la propiedad susceptible de ser portada de manera estricta por
cualquier pluralidad de n + 1 individuos porta la propiedad P,
entonces esta propiedad la poseen todas y cada una de las pro-
piedades numéricas (del tipo ser n) a las que en su totalidad
llamamos ‘los nimeros naturales’.

Probablemente, esta version del principio de induccién le parecerd super-
flua al matematico y al hablante promedio le parecerd muy rebuscada. A
pesar de esto, ambos estan en perfecta posicion de comprender el contenido
de este enunciado sin ningun tipo de informacion adicional proveniente de
otra teoria. Esto no es asi para las versiones conjuntistas del enunciado.

Hasta aqui he presentado mis consideraciones preliminares en contra de
la idea de que haya algin tipo de necesidad de considerar a los niimeros co-
mo conjuntos. Ahora pasaré a algunas consideraciones particulares en contra
de los nimeros-como-conjuntos. El propésito de esto, mas que convencer al
lector de que los nimeros no son conjuntos, es—por contraste—senalar algunas
virtudes (principalmente respecto a la naturalidad de mi explicacién) que
considero, favorecen la propuesta de que los niimeros son propiedades plura-
les.

La objecién en contra de que los niimeros son conjuntos que ha sido to-
mada con mas seriedad en la literatura es la que presenta Benacerraf en
su articulo What Numbers Could Not Be (Benacerraf, 1965). En realidad el
interés de Benacerraf no es tanto dar un argumento en contra de que los
nimeros sean conjuntos, sino mas bien dar un argumento en contra de que
los nimeros sean objetos de cualquier tipo. Al centrar los argumentos en con-
tra del que parece ser el mejor candidato a decir cuales son aquellos objetos
que son los niumeros, Benacerraf pretendia establecer que los nimeros no son
objetos, de hecho, ningun tipo de objeto.

El nicleo del argumento de Benacerraf es presentar dos construcciones—
en cierto sentido arbitrarias—que se hacen de los niimeros naturales desde
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la teoria de conjuntos. En estas construcciones los ntimeros se definen de
acuerdo a las siguientes listas:

1. Construccién de Von Neumann:
1= {0},
2={0,{0}},
3={0,{0}.{0.{0}}}

2. Construccion de Zermelo:
1= {0}
2={{0}}
3={{{0}}}

Haciendo un analisis de las expresiones que se encuentran del lado derecho
de los signos de identidad como objetos (es decir, a partir de sus propiedades
internas), Benacerraf resalta que,

» En 1., {0} € {0,{0},{0,{0}}}. Es decir, 1 € 3.
= Mientras que en 2., {0} € {{{0}}}. Es decir, 1 & 3.

Si los nimeros fueran conjuntos deberiamos ser capaces de identificar ca-
da nimero a partir de las propiedades internas del correspondiente conjunto.
El contraste entre 1. y 2. muestra que esto no es asi. Luego, los nimeros
no pueden ser conjuntos. Después de presentar esto y tras contar una larga
historia acerca de qué es lo que es importante en el estudio de los ntme-
ros, Benacerraf concluye que cualquier sistema de objetos, conjuntos o no,
que forme una sucesion recursiva es adecuado para ser considerado como los
numeros naturales. La teoria de los niimeros no es mas que el desarrollo de
las propiedades de todas las estructuras del tipo de orden de los niimeros. De
esta forma, los términos numéricos no tienen referente tnico; la aritmética
es la ciencia que elabora la estructura abstracta que todas las progresiones
tienen en comun por el solo hecho de ser progresiones. Finalmente, dar con-
diciones necesarias y suficientes para identificar a los niimeros no es mas que
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caracterizar una estructura abstracta. A estas ideas ideas de Benacerraf con
frecuencia se les atribuye ser la génesis del estructuralismo en filosofia de las
matematicas.

Una versién muy general, como la que presenta Benacerraf, del estruc-
turalismo podemos pensarla también como una teoria de los ntimeros-como-
propiedades. En este caso los niimeros naturales estarian dados por las rela-
ciones que hay entre las propiedades de orden correspondientes a cada ntimero
natural. Los nimeros serian algo asi como las relaciones que hay entre ser el
primer elemento de una sucesion recursiva £ 'y, ser el sequndo elemento de
&, ser el tercer elemento de &,. .. ser el enésimo elemento de &,. . .etc.; ser el
sequndo elemento de £ y, ser el primer elemento de &, ser el tercer elemen-
to de &,...ser el enésimo elemento de &,...; ser el tercer elemento de £ vy,

etc. La diferencia evidente entre una teoria de éstas y una como la que
yo defiendo aqui es que estos estructuralismos toman como privilegiadas las
propiedades de ordinalidad de los niimeros por encima de las propiedades de
cardinalidad, multiplicidad, o numerosidad ?).

El debate acerca de los niimeros en su funciéon de ordinales y los ntimeros
en su funcién de cardinales es largo y complejo y aqui no cuento con el espa-
cio suficiente para desarrollarlo. Pero sélo por presentar una razén (que para
mi resulta contundente en el favorecimiento de una teoria de propiedades de
numerosidad por encima de una de propiedades de ordinalidad), considero
que los usos de los niimeros vistos como propiedades de orden—identificando-
los con la estructura abstracta que rige las las progresiones—explicaran, a lo
mucho, los usos que hace el matemdtico profesional. Sin embargo, esta ex-
plicacién se queda corta al momento de explicar los usos cotidianos de los
numeros que hace un individuo en su vida cotidiana. En particular tenemos
el caso de los ninos, que presentan un cierto nivel de competencia aritméti-
ca en un momento en el que comprenden a los nimeros Unicamente en su
papel de propiedades de numerosidad y no en su papel de propiedades de
ordinalidad. Algunos comportamientos, como contar o realizar operaciones
aritméticas bésicas con el apoyo de objetos fisicos (canicas, dedos, abaco),

2Prefiero usar el término ‘numerosidad’ en lugar de ‘cardinalidad’. La razén es la im-
portancia que (para mi propuesta) tiene enfatizar que el tipo de entidades que portan las
propiedades-nimero son pluralidades como tales. Asi, al al hablar de la numerosidad de
una pluralidad pretendo distanciarme de la idea de la cardinalidad de un conjunto, la cual
se encuentra con frecuencia inmersa en la Teoria de conjuntos.



93 CAPITULO 4. LO QUE LOS NUMEROS NO PODRIAN SER

reflejan que el acceso al conteo—que refleja la ordinalidad de los ntimeros—se
logra a partir de su capacidad, desarrollada previamente, de identificar la
numerosidad de una cierta colecciéon de objetos.

Existen habilidades que subyacen a una cogniciéon completa de los ente-
ros. Entre estas habilidades (primordialmente prelingiiisticas) estan algunas
que les permiten a los infantes (de entre 0 y 4 afios) identificar ciertas propie-
dades numéricas. A esta capacidad que tienen los ninos de identificar ciertas
numerosidades de objetos fisicos se le asocia con algo que los neurocientificos
y psicologos llaman ‘el sentido del niimero’. Tatiana Arrigoni y Bruno Caprile
dicen en su trabajo sobre adquisicién de enteros,

Los datos empiricos apoyan la idea de que “el sentido del ntime-
ro” incluye al menos dos sistemas representacionales activos des-
de muy temprano en la infancia. El llamado “sistema numérico
aproximado” y el “sistema de monitorizacién de objetos” . El pri-
mero es descrito como un mecanismo para responder a grandes
multiplicidades de elementos sensoriales por medio de la repre-
sentacion de los mismos como magnitudes similares a segmentos,
que fluctian en una linea numérica mental. El segundo es descrito
como un mecanismo para responder a pequenas multiplicidades
(3-4 miembros) de elementos sensoriales por medio de la codifi-
cacién de sus miembros con otros tantos simbolos mentales que
se guardan en la memoria de trabajo. Como consecuencia de las
representaciones obtenidas por estos sistemas, las multiplicidades
grandes y pequenas parecen ser procesadas de distinta forma por
los humanos. .. [Las cantidades mas grandes serfan aprehendidas
gracias a las capacidad de percibir las propiedades de tamano
y las méas pequenas a la capacidad de percibir propiedades de
cardinalidad (como en el caso de la subitizacién)]....Los ninos
aproximadamente a los cuatro anos [una vez que su competencia
lingiifstica se ve enriquecida notablemente] llegan a comprender
que esas cardinalidades dan lugar a un orden discreto que que-
da reflejado en el orden en que los numerales son recitados.. . . Los
datos expuestos muestran que la teoria de los enteros de los prees-
colares no incluye ni el principio de sucesion ni la infinitud de los
enteros. . . [condiciones asociadas directamente a las propiedades
de ordinalidad de los enteros]. (Arrigoni y Caprile, 2016, pp. 55,
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56, 63)

Estoy consciente de que las anteriores no son razones concluyentes para
la afirmacion filoséfica de que los niimeros son propiedades de numerosidad
(que desde luego, tienen propiedades de ordinalidad). Sin embargo, si creo
que favorecen de manera importante mi postura, ya como lo he dicho en
ocasiones anteriores, una explicacién que tenga como consecuencia que los
numeros de los matemdticos son unos y que numeros de los no matemdaticos
son otros me parece inaceptable.

Si bien el argumento de Benacerraf no es definitivo para probar que los
nimeros no son objetos, lo cierto es que para un defensor de los ntimeros-
como-conjuntos se vuelve dificil sostener su posiciéon cuando no es capaz
de responder a la pregunta Si los numeros son conjuntos, entonces dime,
scudles, de entre estos distintos conjuntos, son? Esto empuja a aquéllos que
quieren otorgar a la Teoria de conjuntos un papel privilegiado a decir que si
los nimeros no son conjuntos, entonces lo que refleja la practica mateméatica
es que los nimeros estan muy estrechamente relacionados a los conjuntos.
Aqui entran las propuestas de Maddy y Kripke, voy a tratar de describir bre-
vemente ambas con el fin de presentar algunas consideraciones particulares
y concluiré la secciéon con un argumento de Mario Gémez Torrente que, con-
sidero, es el mejor argumento de por qué los niimeros no podrian ser algin
tipo de entidad distinta a las propiedades.

4.2.2. Propiedades de conjuntos

Cuando Penelope Maddy escribié su trabajo Sets and Numbers (Maddy,
1981) tenia objetivos muy similares a los que tengo yo en el presente trabajo.
Especificamente, Maddy queria dar respuesta a los retos de Benacerraf. El
objetivo era dar respuesta a las siguientes preguntas. (i) Si los nimeros son
objetivos e independientes, ;cémo obtenemos conocimiento de ellos? y (ii) Si
los ntiimeros son conjuntos, {qué tipo de conjuntos son? La pregunta (i) esta
relacionada con el reto epistémico de Benacerraf que presenté detalladamente
en el capitulo 2, y la pregunta (ii) tiene que ver con el reto de la identificacién
que presenté en la seccion anterior.

El punto de partida de Maddy es lo que ella llamé el realismo tedrico
conjuntista. Ella presenta esta postura como un realismo acerca del mundo



100 CAPITULO 4. LO QUE LOS NUMEROS NO PODRIAN SER

externo (contrario a un fenomenalismo) con tendencias tedricos conjuntis-
tas y toma como inspiracién algunos escritos de Godel. El realismo teorico-
conjuntista afirma que los conjuntos son reales y tienen ubicacién espacio
temporal. Este es el resultado de defender el realismo desde una via natura-
lista: Maddy tiene un fuerte interés por que sus ideas se adecuen a la practica
matematica. Su propuesta, a grandes rasgos, consiste en que los niimeros son
propiedades de conjuntos de la misma forma que las longitudes son propie-
dades de objetos fisicos. De esta manera la teoria de niimeros es parte de la
teoria de conjuntos, a saber, la parte de la teoria de conjuntos que concierne
a las propiedades numéricas de conjuntos finitos. La analogia con las ciencias
empiricas refleja nuevamente su naturalismo: la Teoria de conjuntos es el es-
tudio de los conjuntos justo como la fisica es el estudio de los objetos fisicos
y el nimero se encuentra entre las cantidades estudiadas. ;Cémo responde
esta propuesta a los retos (i) y (ii)?

(i) (Elreto epistémico). Dado que los nimeros son propiedades de conjun-
tos, es necesario dividir el reto en dos partes: jcomo conocemos a los
conjuntos? Y, jcémo conocemos sus propiedades? Recordemos que los
conjuntos tienen ubicacion espacio temporal. Entonces, presuponien-
do alguna explicacién sobre la percepcion y la intuicion matemaéticas
que justifique las creencias particulares acerca de conjuntos de objetos
fisicos de mediano tamano y algunos axiomas basicos de la teoria de
conjuntos—como extensionalidad y apareamiento—, es facil ver que los
principios tedricos de la Teoria de conjuntos han sido testados a través
del tiempo por las exitosas técnicas de la ciencia fisica. De esta forma
queda establecido cierto tipo de relaciones causales con conjuntos fi-
nitos de objetos de mediano tamano, con lo que podemos explicar el
conocimiento de las proposiciones de la teoria de conjuntos. Entre estas
proposiciones estan las proposiciones de la aritmética (pues éstas son
acerca de conjuntos, especificamente de sus propiedades de medida).
Teniendo en mente el reto de Benacerraf (para la aritmética), Maddy
agrega un elemento mas respecto a la epistemologia de conjuntos. La
justificacion de las creencias acerca de conjuntos estda dada por (a) la
existencia de instancias de confirmacion y la falta de instancias de des-
confirmacién y (b) por su poder explicativo. El poder explicativo de la
Teoria de conjuntos para la aritmética sirve de fuente de justificacion
para nuestras creencias sobre niimeros. El poder explicativo de la Teoria
de conjuntos proporciona la conexion ontoldgica entre las propiedades-
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nimero y los conjuntos (con los que si mantenemos relaciones causales)
que da la respuesta positiva al reto de Benacerraf.

(ii) (El reto de la identificacion). Los niimeros no son conjuntos sino pro-
piedades de conjuntos y la teoria de ntimeros es la parte de la teoria de
conjuntos acerca de las propiedades numéricas de conjuntos finitos. La
razon de que haya multiples interpretaciones de la teoria de niimeros en
la Teoria de conjuntos es que éstas son simplemente, reglas alternativas
con las cuales las propiedades numéricas de los conjuntos pueden ser
medidas. (Es decir, la diferencia entre los modelos de Zermelo y Von
Neumann no es mayor que la diferencia que hay entre la escala Celsius
y la escala Fahrenheit donde ambas arrojan distintos valores para una
misma temperatura.)

En lo particular, estoy bastante de acuerdo con Maddy y es evidente la
similitud entre mi estrategia y la suya para dar una respuesta al reto de
Benacerraf. La diferencia relevante radica en la respuesta a la cuestién de
propiedades de qué son los nuimeros. Aqui presento un par de objeciones
(independientes de las que en su momento se le hicieron al realismo teérico
conjuntista) a esta respuesta de los niimeros como propiedades de conjuntos.

Primero, respecto al punto (ii) que se relaciona de forma directa con las
cuestiones propias de la Teoria de conjuntos. Dice Maddy que los diferentes
modelos (como el de Zermelo y Von Neumann ) son algo asi como escalas con
la que se miden las propiedades de tamano de los conjuntos: diferentes escalas
dan diferentes resultados para una misma magnitud. Entonces ni los nimeros
de Zermelo ni los numeros de Von Neumann son en realidad los nimeros.
Por ejemplo, el nimero 3 es la propiedad que portan todos los conjuntos
como {1,m, =8}, {h, >, =}, {{A4}, {{a}}, 2z}, por supuesto, {0, {0}, {0,{0}}}
(que es el 3 de Von Neumann), etc. Luego, esta propiedad (el 3) es arrojada
por alguno de los modelos de la Teoria de conjuntos. Entonces, por ejemplo,
A={0,{0},{0,{0}}} tiene la propiedad 3 y esto lo sabemos porque al me-
dir A con el modelo Von Neumann, lo que obtenemos es {0, {0}, {0, {0}}}.
Notemos que en este caso, tanto la propiedad expresada en la escala Von
Neumann como el conjunto que la ejemplifica son el mismo conjunto A. Esto
es algo que no ocurre cuando hablamos de objetos fisicos, sus propiedades y
las escalas con las que las medimos. No parece haber la analogia metafisica
que Maddy pretende con las escalas de medida de la fisica. Este ejemplo con
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el conjunto A es como si la escala Celsius fuera en si misma una temperatura.
Entonces, utilizariamos una temperatura para cuantificar una temperatura
dada y, a veces, la temperatura (como escala) arrojarfa a la misma tempe-
ratura que esta siendo medida. La analogia con la fisica, que es una parte
sustancial de la propuesta de Maddy, parece extrana y dificil de sostener.

Respecto a la cuestion (i) tenemos que para mostrar el poder explicativo
de la teoria de conjuntos en la aritmética Maddy da el siguiente ejemplo:

Supongamos que alguien se pregunta por qué la multiplicacién es conmuta-
tiva. Entonces uno podria demostrar la propiedad por induccién a partir de
los axiomas de Peano demostrando que

I.n-0=0-n
2. Sin-m=m-nentonces (n+1)-m=m-(n+1)

Hacer esto requerird de algunos lemas °. Si ti estds convencido, dice
Maddy, de la verdad de los axiomas de Peano y de la robustez del teorema,
este ejercicio te convencera de la conmutatividad de la multiplicacién, pero
ya que tu estabas convencido de estos elementos desde el principio, la cues-
tién era en realidad la de saber por qué la multiplicacion es conmutativa, y la
demostracion no responde a esta pregunta. Supongamos que tomamos una
perspectiva tedrico conjuntista para dar respuesta a la pregunta de por qué la
multiplicacion es conmutativa. Tendriamos una respuesta como la siguiente:

Sean A y B conjuntos. Entonces existe una correspondencia biunivoca
entre los productos cartesianos A x By B x A.

AxB=- - - - . BxA=-

Un rectangulo de n filas cada una con m puntos contiene n - m puntos. Si
giramos el rectangulo intercambiando filas por columnas, lo que tenemos es

3Mendelson E., 1979 Introduction to Mathematical Logic, segunda edicién. (Van Nos-
trand)., pp 123-126.
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un rectangulo con m - n puntos. Como el nimero de puntos del rectangulo no
ha cambiado, concluimos que n - m = m - n. Este argumento explica por qué
la multiplicacion es conmutativa, y su capacidad para dar tal explicacién da
algin apoyo tedrico para los axiomas de la teoria de conjuntos involucrados.

En general, el poder explicativo de la teoria de conjuntos para los hechos
matematicos da apoyo tedrico para los axiomas de la teoria de conjuntos que
se encuentren involucrados en las explicaciones. Maddy no precisa si cual-
quier hecho matematico es susceptible a estas explicaciones, pero en virtud
de su ejemplo, senala que los hechos matematicos para los que se requieren
los principios tedricos de la Teoria de conjuntos, son los principios de la teoria
de nimeros.

Pero un ejemplo en el que el uso de elementos tedrico conjuntistas explica
de algiin modo una propiedad aritmética no demuestra que esta estrategia
esté disponible en todos los casos. Maddy no da un procedimiento sistemati-
co de como dar con estas explicaciones (con la finalidad de brindar la epis-
temologia requerida para los nimeros). Para que esta epistemologia fuera
satisfactoria, Maddy tendria que decir algo mas acerca de como obtener los
recursos necesarios de la Teoria de conjuntos para brindar una explicacién
satisfactoria de cualquier propiedad aritmética. La sola relacion entre una
propiedad de aritmética y una propiedad conjuntista no basta para afirmar
que la segunda tiene una funcién explicativa sobre la primera. Consideremos
el siguiente ejemplo.

Definimos el conjunto de los enteros como,

7 =A{[(a,b)]~|(x,y) ~ (a,b) siy sblosi x+b=1y+aconz,y,abec N}

Definimos la suma (4) en términos de las clases de equivalencia deter-
minadas por la relacion descrita en la condicién del conjunto anterior. Asi,
dados dos enteros z; = [(a,b)] y 22 = [(¢,d)] definimos

zitze = [(a,b)]+[(c,d)] = [(a,b) + (¢, d)]

Donde la suma (+) es la suma usual de parejas ordenadas en el producto
cartesiano N x N. As{ z; + 23 = [(a + ¢,b + d)]. Como la suma de nimeros
naturales es conmutativa, tenemos que (a+c¢,b+d) = (¢c+a,d+b) de donde
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21+ 29 = [(c+a,d+b)] = 22 + 21, con lo que queda demostrado (suponiendo
algunos ingeniosos lemas, como dirfa Maddy) que la suma de nimeros ente-
ros es conmutativa.

De hecho, en un esquema muy simple se puede expresar esta prueba. Cada
clase de equivalencia, es decir cada niimero entero, esta representado por los
puntos sobre cada diagonal paralela a la identidad en el producto cartesiano
N x N. Para sumar dos numeros z; = [(a,b)] v 22 = [(c,d)], basta tomar
un representante de cada clase y sumarlos: digamos (a,b) y (¢, d). El resul-
tado de esta suma serd el representante (a + ¢, b+ d), que es el vértice del

paralelogramo resultado de desplazar los segmentos imaginarios (0,0)(a,b

y (0,0)(¢,d) (cada uno hasta el extremo del otro). Este punto claramente
coincide con el vértice del paralelogramo resultado de sumar (c,d) + (a,b),
y la diagonal (la clase de equivalencia) [(a + b, ¢ + d)] tendrd exactamente
a los puntos resultantes de sumar a los representantes de la clase z; con los
representantes de la clase zs.

El caracter de intuitivo o explicativo resulta mucho menos evidente en
esta explicacion de caracter conjuntista. Ciertamente, la propiedad demos-
trada es una propiedad de los nimeros enteros (incluyendo a los nimeros
negativos). Pero no es que yo esté complicando innecesariamente la situa-
cién con la finalidad de contradecir a Maddy, la misma demostracion sirve
si nos restringimos tnicamente a los enteros positivos dados por el siguiente
conjunto,

z" = {[(a,b)]~|a > b}

Donde ‘~’ expresa la misma relacién de equivalencia definida previamente.
Claro, aqui la demostracién es superflua porque los enteros positivos coinci-
den con los nimeros naturales y hay demostraciones més directas (y que no
requieren presuponer la conmutatividad de la suma en N). Pero de nuevo,
Maddy no nos dio un criterio para encontrar las demostraciones que si cum-
plen su funcién explicativa y que estan en la base de su epistemologia para
la aritmética.

Mi principal critica a esta propuesta de Maddy tiene que ver nuevamente
con la inquietud que me generan todas las explicaciones de los nimeros-
como-conjuntos (o como entidades dependientes de conjuntos): incluso si
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concedemos esta cuestion del poder explicativo de la Teoria de conjuntos
sobre la aritmética, esta epistemologia aplicaria inicamente para el conoci-
miento aritmético del matemdtico profesional. Es dificil imaginar el caso de
un hablante promedio que considere mas facil de comprender un hecho de la
Teoria de conjuntos que un hecho acerca de los nimeros mismos. Como lo
he dicho anteriormente, cualquier explicacién que tome por separado los usos
puramente matematicos, de los usos cotidianos de la aritmética, me parece
que deberia de ser rechazada.

Concluyo esta seccion senalando que con lo que me quedo del argumento
de Maddy es con la idea de que los niimeros son propiedades y que la justifi-
cacion epistémica requerida por Benacerraf puede ser dada por las relaciones
que, en principio, podemos mantener con sus portadores.

4.2.3. Sucesiones de conjuntos

Los nimeros de Kripke (Kripke, 1992) son el resultado de buscar una
respuesta a la pregunta de como podemos explicar nuestras actitudes de re
hacia los nimeros naturales. En otras palabras, Kripke trata de explicar como
es que estamos en aparente contacto con los nimeros, dejando nuevamente
manifiesta la preocupacion epistémica de dotar de justificacion a nuestras
creencias aritméticas. Después del analisis conceptual, Kripke presenta a los
numeros como sucesiones ordenadas de objetos correspondientes a los digi-
tos en su representacién en alguna base; las caracteristicas de la notacién
numeérica resultan relevantes para la cuestion acerca de los ntimeros mismos
(la notacién que Kripke tiene en mente por defecto es una notacién decimal
arabiga). La conexién entre la notacién numérica y nuestro conocimiento del
numero estda dada por una propiedad que, de acuerdo a Kripke, tienen las
notaciones numéricas posicionales. Esta propiedad es la de ser inmediata-
mente reveladora. Aqui un ejemplo de cémo las notaciones numéricas son
inmediatamente revelatorias del ntimero. Consideremos el numeral ‘36,518’.
Al ver este signo, gracias a la estructura que rige la notacién arabiga-decimal
(y al entrenamiento que hemos recibido sobre su uso), el nimero es aprehen-
dido (revelado) de manera inmediata. Por ejemplo, que el digito 3 esté en
el quinto lugar de la sucesion (3,6,5,1,8) (contando de derecha a izquierda)
expresa que ‘3’ esta ahi por el nimero de decenas de millares que corresponde
al nimero 36,518; esta cuestion (estructural) del nimero no es asi revelada
por la expresion ‘Treinta y seis mil quinientos dieciocho’. Entre mayores son
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los ntimeros, més claro es el contraste entre la revelacion que obtenemos de
un numeral ardbigo y uno léxico (siendo la del numeral ardbigo la més inme-
diata, con sus respectivas limitaciones para los niimeros mucho més grandes).

Entonces, la tesis central de Kripke (y la respuesta al reto epistémico)
es que la notacion revela la estructura de los ntimeros que dicha notacién
denota. Diré algo mas sobre los detalles de esta tesis para explicar como entra
la Teoria de conjuntos en esta historia. La siguiente es mi interpretacion de
la definicién de ntmeros de Kripke,

Definicién 4.2.4 Los numeros denotados por un sistema finito de base n
son sucesiones finitas de objetos (por ejemplo, digitos) denotados por ‘rgy’
hasta ‘r,’ ordenados por longitud y lexicograficamente, donde las sucesiones
no pueden comenzar con la denotacién de ‘xq’.

Para que esta definicion cobre sentido todo lo que hay que hacer es en-
contrar la manera de hablar de sucesiones y digitos sin apelar a nimeros (con
la finalidad de evitar obtener una definicién circular). Veamos cémo queda
el modelo para la notacién en base 10.

Definicién 4.2.5 Los numeros denotados por el sistema decimal son su-
cesiones finitas de objetos denotados por ¢ 01’ hasta ‘ 919" ordenados por
longitud y entonces lexicograficamente, donde ninguna sucesién comienza
con la denotacién de ‘ 0q¢ .

Pero, jcudles son esos objetos denotados por los digitos? Aqui es donde entra
la Teoria de conjuntos.

Comenzamos con dos conjuntos I y J.

w [ ={z,zzx,z0,...}
o J={0.{0F {0 {0} - A{{{H{{{{H{O} 3 0 )

I es cualquier conjunto bien ordenado, por su parte, J es cualquier con-
junto que permita representar digitos; esto es, un conjunto doblemente bien
ordenado (lo que significa que J tiene tinicos primer y ultimo elemento). En
este ejemplo tenemos que, en los numerales decimales arabigos:
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“ 010" estd por 0,
“ 110" esta por {0},

e,y
* 9107 estd por {{H{{{{{{{O}}}}}}1}H}H})

Ahora definimos una funcién f : I — J que asigne indices para cada
objeto denotado por un digito. Por ejemplo, el numeral ‘102" denotaria a
la funcién (es decir, a la sucesién) dada por,

[ (@avzzat J, cuya imagen queda descrita como,

f(x) = {0},
flex) =0y
f(rzz) = {{0}}.

El numeral ‘102;¢’ revela (inmediatamente) la estructura dada por el con-
junto de parejas ordenadas {(z,{0}), (zx,0), (zzz, {{0}})} o, expresado ya
como estructura, ({0}, 0, {{0}}),,-

Esta propuesta tiene, a mi parecer dos fallas epistemoldgicas importantes
(recordemos que el propdsito de la teoria era el de ofrecer una explicacion
epistemoldgica). Primero, una consideracién particular: nosotros sabemos que

10219 = 11001104

Segun la teoria de Kripke estos dos numerales de hecho denotan deferen-
tes cosas. Ya expliqué qué es lo que denota ‘1021y’, en este modelo tendriamos
que 11001105 denotaria (y revelaria) algo como el conjunto,

{(z,{0}), (zz,{0}), (zz2,0), (x2z2,0), (r2ezx, {0}), (zezzxz, {0}),

(zzxzxzzx,D)}. Es decir, la estructura

{0}, {0},0,0,{0}, {0}, 0),

Donde tenemos una funcién indicadora distinta, con codominio el conjunto

de los digitos de esta base (J' = {0,{0}}).

Kripke aduce que el fendmeno de la revelacién inmediata (cudles son los
numeros que nos seran revelados) dependerd de en qué sistema hemos sido
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entrenados (en cualquier caso, todos esos diferentes sistemas numéricos sir-
ven por igual para los propésitos de los niimeros naturales). Aqui la cuestion
es que no hay razén para suponer que todos hemos sido entrenados en un
unico sistema numérico que nos revele aquéllos que seran nuestros nimeros.
Pensemos en una persona que ha sido igualmente bien entrenada tanto en
base 10 como en base 2. Esta persona cree que ‘102;5" y ‘11001105’ tienen el
mismo referente. Bajo la explicacion de Kripke, ella esta equivocada; cada
numeral de éstos tiene un referente distinto. Es decir que la persona estd en
contacto directo (acquainted) con los nimeros via sus lenguajes numéricos,
pero al mismo tiempo esta equivocada al pensar que ambas expresiones de-
notan al mismo nimero.

En segundo lugar, quiero presentar la misma consideraciéon general que
he venido mencionando a lo largo de la seccién: ;Como podriamos dar una
epistemologia para la aritmética con base en la Teoria de conjuntos, cuan-
do una gran mayoria de los hablantes muestra un nivel de competencia mas
inmediato respecto a la primera que respecto a la segunda? Es dificil creer
que nuestra, aparentemente simple, practica aritmética ordinaria es acerca
de todo este complicado bagaje tedrico. Creo que cualquier explicacion de la
practica aritmética ordinaria deberia reflejar su caracteristica simplicidad.

La objecién respecto a la Teoria de conjuntos podria resolverse de dis-
tintas formas. Por ejemplo, diciendo que los digitos estan por propiedades
numéricas de cardinalidad. Asi, ‘0’ estd por la propiedad ser cero; ‘1’ estd
por la propiedad ser uno, etc. Dado que la competencia para distinguir plu-
ralidades de entre 0 y 9 individuos se desarrolla a muy temprana edad, y
se puede explicar via nuestro contacto directo con pluralidades pequenas,
podriamos decir que nuestra familiaridad con estas pluralidades nos brin-
da el acceso epistémico a los digitos. Posteriormente, siguiendo la linea de
Kripke, al desarrollar competencia en el uso de las secuencias de digitos que
constituyen los numerales, podemos explicar como tenemos conocimiento de
nimeros mas grandes.

Senalar la notacién como el puente que conecta al niimero con el hablante
suena a una muy buena opcién. Después de todo, la morfologia de una nota-
ciéon numérica dada, parece reflejar que el niimero mismo esta estrechamente
conectado con el numeral que lo denota. Ademds, es la competencia en el
uso de esta morfologia la que le permite al usuario adquirir conocimiento
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sustancial acerca de los ntimeros. El problema, como ya vimos, es que esto
tiene la muy implausible consecuencia de que diferentes notaciones denotan
diferentes niimeros. Suena a un defecto grave de la teoria el que un hablante
igualmente entrenado en dos notaciones distintas, tenga pleno conocimiento
de los numeros que cada notaciéon denota, pero que a la vez esté equivoca-
do en pensar que esas dos notaciones refieren a los mismos ntimeros. Este
problema evidencia que la solucién epistémica no ha resultado satisfactoria.

4.3. Sobre la esencia

Como ya lo mencioné al principio del capitulo, el argumento de Mario
Gomez Torrente en ‘On the Essence and Identity of Numbers’ constituye
una parte muy importante del presente proyecto. El articulo presenta varios
resultados que favorecen la idea de que los ntimeros son propiedades atri-
butivas de cardinalidad de pluralidades. Pero la principal idea (teniendo en
mente mis propdsitos) obtenida de este articulo es que un niimero natural n
tiene de forma esencial la propiedad de ser tenido por cualquier pluralidad
de n individuos.

Sabemos que las propiedades pueden ser més escurridizas que los objetos
al momento de su identificacion. El porqué de este contraste no es ningin
misterio: la manera en la que identificamos objetos es a través de sus pro-
piedades. Pero las propiedades son abstractas y también las tendremos que
identificar via sus propiedades. Entonces, para identificar una propiedad C
primero hay que identificar las propiedades de C' a las que podemos acceder
con el propdsito de obtener informacion sobre C' misma (esto podria requerir
de una reflexion mas compleja que la que se require para la identificacion de
un objeto particular). De este modo, sosteniendo la idea de que los niime-
ros son propiedades de cierto tipo, he propuesto como estrategia realizar un
analisis en torno a los portadores de estas propiedades: quiénes serian estos
potenciales portadores y cémo se daria el fenémeno de ejemplificacion entre
ellos y la propiedades que serian los niimeros. Sobre la naturaleza de los por-
tadores, la conclusién es que éstos tienen que ser pluralidades como tales. El
camino para llegar a esta conclusién fue mostrar que hay relaciones (en parti-
cular propiedades) que son, en su naturaleza, plurales; si existen propiedades
plurales entonces las propiedades numéricas tienen que estar entre ellas. El
siguiente paso del andlisis fue ver de qué manera se ejemplifican estas propie-
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dades numéricas. Lo que nos llevé a la conclusion de que esta ejemplificacion
se da de manera estricta en pluralidades de n individuos: mientras que hay
propiedades plurales que son tolerantes a la ejemplificacién por pluralida-
des de distintas cardinalidades, las propiedad numérica n admite inicamente
pluralidades de multiplicidad n. Los individuos de la pluralidad no tienen
que tener ninguna caracteristica en particular, pero la pluralidad como tal
debe ser de multiplicidad n.

Hasta aqui el panorama se ve alentador: ser n es la propiedad plural sus-
ceptible de ser portada por pluralidades de estrictamente n individuos. Sin
embargo, ain queda una brecha por llenar: ; En virtud de qué identificamos
al nimero n con la propiedad ser n (de acuerdo a la definicién 3.3.4)?7 Aqui
es donde entra el argumento de Gomez-Torrente (2015). La respuesta a esta
pregunta proporciona por un lado, un elemento crucial en la aproximacion
(que ya he venido utilizando) a una especificacién que nos permita identificar
la propiedad que un niimero dado es. Por otro lado, el argumento muestra
que otras propuestas no cumplen la propiedad de ser parte de lo que se re-
quiere para dar una especificacién de n, dando asi razones (que se suman a
las que presenté en las secciones anteriores) de por qué los niimeros naturales
no podrian ser los descritos en los modelos conjuntistas (como los de Von
Neumann y Zermelo) ni los que proponen otras teorias filoséficas como la de
Kripke o el estructuralismo fundado en las ideas del problema de la identifi-
cacion de Benacerraf.

‘Sean lo que sean los nimeros, un nimero natural n debe—en virtud de
su naturaleza—ser susceptible de ser tenido por cualquier pluralidad de n in-
dividuos’. Como lo seniala Gémez Torrente, este principio es muy razonable.
Esto queda manifiesto a partir de lo que quiere decir ser tenido. El verbo ‘te-
ner’ puede ser utilizado para objetos o para propiedades, y con base en esto,
su connotacién es hacia la posesion o hacia la ejemplificacién. Por ejemplo,
hay hechos como tengo una pelota (o tengo una multa, para usar un obje-
to abstracto) y hechos como tengo mal cardcter, o tengo un metro y medio
de altura. En los ejemplos del segundo tipo, parece que ‘tener’ expresa la
ejemplificacion de una propiedad que, de algiin modo, no es una propiedad
externa al portador. Los ejemplos del primer tipo parecen respuestas adecua-
das a la pregunta ‘; Qué tienes (en la mano, en el expediente, en la bolsa)?’
Mientras que los del segundo tipo, responden a otro tipo de pregunta, por
ejemplo ‘; Cémo es tu personalidad?’ o ‘; Cudl es tu estatura?’ La idea de que
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el nimero n sea tenido por una cierta pluralidad P se refleja en que ‘n’ es
la respuesta a pregunta ‘; Cudl es el nimero de P?’ Para usar el ejemplo que
pone Gomez Torrente, ‘jCual es el nimero de lunas de Jupiter?’” El principio
es evidente y apunta a que la propiedad de ser tenido esta de algin modo
relacionada con la propiedad de ser ejemplificado por una pluralidad. Mos-
trar que ser tenido (por pluralidades) para el nimero n es simplemente ser
ser ejemplificada (por pluralidades) para la propiedad ser n, y que esta rela-
ci6én entre nimeros y pluralidades es esencial (en un sentido que explicaré a
continuacion), cerrard la brecha mostrando que es adecuada la identificacién
de n como la propiedad ser n.

Llamemos R a la relaciéon entre nimeros y pluralidades dada por el si-
guiente criterio: (n, P) € R si n es tenido por P. La afirmacién de Gémez
Torrente es que el niimero n tiene de manera esencial la propiedad de estar
relacionado bajo R con pluralidades arbitrarias de n individuos. La nocién
de propiedad esencial que estd siendo usada es la de Kit Fine (1994,1995). En
esta nocion queda establecido que mientras que todas las propiedades esen-
ciales son necesarias al individuo que las porta, el converso no se cumple. Es
decir que hay propiedades que son necesarias pero no esenciales. El ejemplo
tipico para ilustrar esta distincion es el de la propiedad que tiene Sécrates de
ser el inico miembro del conjunto {Sécrates}. Esta propiedad es necesaria
pues no hay forma de que Socrates no sea el tinico miembro del conjunto
singular que lo tiene como miembro. Pero la propiedad de ser el iinico miem-
bro de {Sécrates} no es esencial a Sécrates, y aqui esta la idea clave: ésta
no es una propiedad que Socrates debe de tener en virtud de ser el objeto
que de hecho es. En contraste, una propiedad esencial a Sdcrates (como ser
humano) es una propiedad que Sécrates debe tener en virtud de ser el que
él es. Esto se refleja en el hecho de que ser humano es una propiedad que
debera aparecer en una especificacion de lo que Sécrates es. En contraste,
la propiedad de pertenecer al conjunto singular {Sécrates} no tiene por qué
aparecer en alguna especificacién de lo que Socrates es.

Estar relacionado bajo R con cualquier pluralidad arbitraria de n indi-
viduos debe aparecer en una especificacién de los que el nimero n es (por
ejemplo en la definicién 3.3.4). Esto quiere decir que el nimero n no pudo
haber sido el que es, si no fuera el caso que para cualquier pluralidad P de n
individuos, n es el nimero de P. La propiedad que tiene n de ser el niimero
de P para cualquier pluralidad arbitraria P de n individuos no sélo es una
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propiedad que es necesaria sino que ademas es una propiedad que n debe
tener en virtud de ser lo que de hecho es.

Llamemos P,, a la propiedad del niimero n de ser tenido por pluralidades
arbitrarias de n individuos. La propiedad P, es esencial a n y por tanto, es
parte de su especificacion. Esto abre las vias a una explicacién epistemologi-
ca que explique el conocimiento aritmético tanto en contextos matematicos
como no matematicos. Como ya lo mostré Gémez Torrente, los nimeros de
Zermelo, los de Von Neumann, los de Kripke y otros més propuestos en la
literatura, no poseen la propiedad P,. En cada una de las teorias mencio-
nadas podemos ubicar una propiedad que, al igual que P,,, seria parte de la
especificacion de n. Por ejemplo, en el modelo de Zermelo, la propiedad de n
de tener a n — 1 como miembro seria parte de su especificacién. Claramente,
tener a {{()}} como elemento, no sélo es una propiedad necesaria de {{{0}}}
sino también esencial. Asi, parte de la especificacién de 4 (que es simplemente
el conjunto {{{0}}} ) es la propiedad de tener a 3 ( es decir, a {{0}} ) como
miembro. Si los nimeros naturales fueran los niimeros de Zermelo, entonces
todo el conocimiento aritmético, en particular el que se da en contextos no
matematicos, seria acerca de estos nimeros. De aqui se sigue que un usuario
competente del nimero 4 es, de hecho, un usuario competente del conjunto
{{{0}}}. Pero este usuario, pese a ser competente, es completamente ciego
ante la propiedad esencial que tiene 4 de tener a 3 como miembro. En cual-
quier especificacién que este usuario nos dé del ntimero 4 (y tiene que ser
capaz de darnos alguna, pues él conoce al nimero 4), dificilmente aparecera
la propiedad de tener 3 como miembro. Este test parece que serd incluso mas
complicado de pasar para los nimeros de Von Neumann, de Kripke, y otros
mas complicados.

El test enunciado en el parrafo anterior no quiere decir que cualquier usua-
rio competente de los nimeros deberia ser capaz de brindar su definicién, ni
siquiera de identificar la mayoria de sus propiedades esenciales. Lo que trato
de senalar es que, de alguna manera, tiene que haber una conexién entre
las propiedades esenciales que posee una entidad y los hablantes que tienen
conocimiento de ella. En el caso particular de los ntmeros, cabe recordar
que la competencia numérica se comienza a adquirir desde muy temprana
edad. Si le preguntamos a un nino (que ya haya desarrollado cierto nivel de
competencia aritmética) qué es el niimero n, es claro que éste no va a senalar
entre sus propiedades a P,. Pero tampoco parece que haya un aislamiento
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total entre las propiedades con las que el nifio identifica a n'y P, (como si lo
hay con las propiedades que especifican al n de Zermelo).

La introduccién de los nimeros a los ninos viene de la mano con la identi-
ficacién de éstos con distintas pluralidades (como dedos, canicas, manzanas,
abacos, etc.). Asi se van especificando los nimeros en relacién con la pro-
piedad que tienen de ser tenidos por algunas pluralidades. Notemos que esta
propiedad (la de ser tenido por algunas pluralidades) no es mas que una
version débil de P,. La introduccion de un ntimero, digamos 5, apela a esta
propiedad de ser tenido por ciertas pluralidades: Cinco es el numero de dedos
en tu mano; cinco es el numero de dedos en tu pie; cinco es el numero de
vocales en el abecedario, y de hecho, 5 es el numero de cualesquiera cosas a,
b, ¢, d y e que sean todas distintas entre si. Esto, me parece, es una gran vir-
tud de la presente explicacién. En contraste con muchas otras que parecieran
tener como consecuencia el hecho, que ya he mencionado como inaceptable,
de que los matematicos tienen conocimiento de unos nimeros y el resto de
los hablantes tienen conocimiento de otros.

Ademas de que el nimero n tiene la propiedad esencial de estar relacio-
nada bajo R con cualquier pluralidad de n individuos, también tenemos que
es esencial a una pluralidad dada P de n individuos, el tener a n como su
numero. En palabras de Gémez Torrente,

Dadas n cosas, la propiedad de tener a m como su numero es
parte de la esencia de esas cosas tomadas como una pluralidad;
cualesquiera cosas que tengan a un nimero diferente de n como su
numero seran diferentes (como pluralidad) de las primeras cosas,
y no meramente como una cuestion de lo que es necesariamente
verdadero de esas cosas tomadas como una pluralidad, sino en
virtud de lo que tomamos como la naturaleza de la pluralidad
misma.

De esta forma, tenemos que P tiene (como parte de su especificaciéon como
pluralidad) la propiedad de tener a n como nimero. En el articulo, Gémez
Torrente muestra que la naturaleza del niimero n de Zermelo nada tiene que
ver con que P tenga (como parte de su especificacién como pluralidad) la
propiedad de tener a n como numero (lo mismo ocurre con el resto de los
ejemplos que aborda). Pero si tomamos a n como la propiedad ser n entonces
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ésta si que esta relacionada de manera adecuada con la pluralidad dada. La
propiedad que esencialmente tiene una pluralidad P para ser lo que es (como
pluralidad) es la de la de ser n individuos.

No es necesario que haya alguna propiedad compartida por los individuos
de una pluralidad con el fin de que ésta sea la pluralidad que es. Entonces,
P tiene, como parte de su especificaciéon como pluralidad, la propiedad de
tener a n como numero. También tenemos que P tiene, como parte de su
especificacion como pluralidad, la propiedad de ser n. Bajo estas considera-
ciones, el mejor candidato para ser el nimero n es la propiedad ser n. El
nimero n no es sino la propiedad de multiplicidad que porta cualquier plu-
ralidad de n individuos.

En una seccién previa ya habia presentado algunas razones que favorecen
la idea de los nimeros como propiedades de cardinalidad por encima de la de
los nimeros como propiedades de orden. Sugeri que, por ejemplo, al estruc-
turalismo se le puede ver como una teoria de los niimeros-como-propiedades
ordinales. Donde el nimero n es la propiedad ser la enésima posicion en cual-
quier sucesion que mantenga la estructura de los nimeros naturales (o ser la
(n + 1)-ésima posicion, si consideramos al 0 en la primera posicién). Puede
que sea necesario dar una construccion completa de una teoria filosofica de
los niimeros como propiedades de orden para dar una objecién contundente.
Sin embargo, no es dificil ver que el argumento que da Gémez Torrente en
contra de que el niimero n sea el enésimo lugar en la estructura w? se podria
generalizar a cualquier teoria de los nimeros como propiedades de orden.
Simplemente porque cualquier teoria de este tipo sera susceptible del senala-
miento general de que una propiedad de orden (como ser el enésimo lugar
en la sucesion de numeros naturales) no puede estar en la relacién apropiada
de acuerdo a la relacion en la que se encuentra el nimero n con pluralidades
arbitrarias de n individuos.

Siguiendo la linea de los ejemplos previos, Gémez Torrente senala que no
existe una propiedad que relacione a la propiedad ser la enésima posicion en

4En su articulo, Gémez Torrente describe la estructura w como una propiedad que es
satisfecha por un sistema de objetos siempre que éste constituya una progresién. Es decir,
un sistema de objetos con un orden lineal discreto sobre ellos que tiene un primer elemento,
no esta acotado superiormente y dado cualquier elemento a del conjunto total, el conjunto
de todos los que son menores que a es siempre finito.
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la estructura w con pluralidades arbitrarias de n individuos y que sea parte
de la esencia de ser la enésima posicion en la estructura w. Ser parte de la re-
lacion que llamamos R no parece intuitivamente ser parte de la especificacion
de lo que es ser la enésima posicién en la estructura w. R no es parte de las
propiedades que ser la enésima posicion en la estructura w deberia de tener
para ser lo que es. La propiedad ser la enésima posicion en la estructura w, a
diferencia del nimero n (es decir, de la propiedad ser n) tiene su naturaleza
determinada independientemente de sus relaciones potenciales con pluralida-
des arbitrarias de n individuos. Por otro lado, la propiedad ser la enésima
posicion en la estructura w no es parte de la esencia de una pluralidad P (sea
o no P una pluralidad de n individuos). Alguien podria tratar de defender
que si lo es, por ejemplo, diciendo que estd en la esencia de P que el niimero
de P es una posicién anterior a la enésima posicién cuando a P le quitamos
un individuo. Este razonamiento es incorrecto, en primer lugar porque si P
tiene un individuo menos, entonces ya no es la misma pluralidad como tal.
Entonces tendriamos que otra pluralidad P’ es a la que le corresponde ser la
(n-1)-ésima posicion en la estructura w. Desde luego que hay una relacién
entre Py P,y de aqui podemos derivar que hay una relacién entre la plura-
lidad P y las propiedades ordinales de la estructura w. Sin duda la hay, pero
es dificil creer que esta relacién sea esencial en el mismo sentido que la hay
entre Py ser n. A la pluralidad P le podemos asociar muchas propiedades
ordinales, pero ninguna de ellas parece ser necesaria para una especificacién
de P, en el mismo sentido que no parece necesario ser miembro del conjunto
{Sécrates} para una especificacién de lo que Sécrates es.

En conclusién, los niimeros no son (ni podrian ser) los nimeros de Zerme-
lo, ni los de Von Neumann, ni los de Maddy. Los nimeros son propiedades,
y no son propiedades de orden, son propiedades plurales de cardinalidad.
Esto, en conjuncion con los resultados del capitulo anterior, brinda respaldo
a la tesis de los niimeros como propiedades de numerosidad del modo que
lo sugeri en la definicién 3.3.4. Con estos resultados en mente, el siguiente
capitulo tiene como propdsito mostrar que la presente propuesta da una res-
puesta satisfactoria al reto epistemolégico (para el caso de la aritmética) al
que estan sometidas las teorias filoséficas realistas sobre las matematicas.
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Capitulo 5

Una epistemologia para la
aritmética

5.1. Introduccion

La propuesta de los niimeros como propiedades tiene variados beneficios
tedricos; brinda respuestas satisfactorias a muchos de los enigmas filosoficos
que tradicionalmente han rodeado a la aritmética. Uno de estos enigmas (el
que me he propuesto resolver en este trabajo) es el epistemoldgico. El proble-
ma ha sido presentado desde diferentes perspectivas. Siendo, probablemente,
la mas conocida la de Benacerraf. El enigma surge a partir de un aparente
contraste entre la naturaleza metafisica de las entidades sobre las que hablan
los discursos sobre objetos concretos y las entidades sobre las que habla el
discurso aritmético. La naturaleza de los objetos en el primer caso, nos per-
mite interactuar con ellos de tal forma que podemos acceder a las verdades
que de ellos hablan. La aparente disanalogia entre ésta y la naturaleza que
supuestamente tendrian los nimeros si existieran (siendo entidades abstrac-
tas) tendria como consecuencia la imposibilidad de acceder a las verdades
aritméticas. Este razonamiento ha conducido a muchos filésofos a la conclu-
sién de que los ntimeros no pueden existir.

La idea de que todo lo existe es concreto es dificil de sostener. En par-
ticular, los objetos concretos tienen propiedades y éstas son entidades abs-
tractas. Nuestro conocimiento no puede limitarse al conocimiento de objetos
concretos porque éste en si mismo requiere del conocimiento de entidades
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abstractas (como las propiedades). Asi, si los niimeros son propiedades, pese
a su abstraccion, no hay tal brecha metafisica entre la realidad aritmética y
la realidad no matematica. En consecuencia, el conocimiento aritmético no
es mas misterioso que el conocimiento sobre otras propiedades; y el conoci-
miento sobre propiedades es tan misterioso como lo puede ser cualquier otro
tipo de conocimiento. En este capitulo presento el desarrollo de estas ideas,
llegando a la conclusién de que el conocimiento de propiedades—en particular
de las propiedades que son los ntimeros—se da en virtud de nuestra habilidad
para atribuirlas correctamente y de encontrar otras propiedades definitorias
que nos ayuden a identificar estas propiedades. Estas habilidades se desa-
rrollan en ultimo término mediante nuestras interacciones con las entidades
que las propiedades admiten como argumento. Para decir algo mas sobre el
conocimiento aritmético, presentaré algunos recursos que desde las ciencias
cognitivas apoyan la idea de que la adquisicién de los humanos de los niimeros
comienza mediante las interacciones que tienen los ninos—prominentemente,
a través del conteo—con pequenas pluralidades de objetos fisicos.

5.2. Conocimiento de objetos y de propieda-
des

Tenemos conocimiento de objetos. Sabemos cosas como que Juan es al-
to, que el foco estd caliente y que la mesa frente a mi esta constituida por
particulas. Las atribuciones de este conocimiento relativo a objetos, requieren
tener cierto conocimiento sobre las propiedades involucradas con la finalidad
de saber que las respectivas predicaciones son correctas. Tener conocimiento
de objetos va de la mano con tener conocimiento de propiedades. Sabemos
que la propiedad de ser bajo no tiene a Juan como ejemplo, que la propiedad
que ejemplifica el foco constituye una razén para no tocarlo directamente
y que estar constituido por particulas es una propiedad que la mesa que
esta enfrente de mi preservara siempre que ella exista. Tenemos conocimien-
to de objetos, y por tanto de propiedades, tanto necesario como contingente.
Sabemos que Juan bien pudo no haber sido alto. De aqui se sigue que es
contingente también de la propiedad ser bajo el no tener a Juan como ejem-
plo. Por otro lado, es necesario—en cualquier mundo que exista la mesa—de la
propiedad ser constituido por particulas el ser portada por la mesa que esta
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enfrente de mi.

Ademads de las observaciones anteriores, podemos ver que tenemos co-
nocimiento sobre las propiedades que no esta directamente relacionado con
sus instancias particulares. Sabemos que la propiedad de ser alto puede ser
relativa al contexto: se puede ser alto para ser un jockey pero no para ser
jugador de baloncesto (aunque la propiedad de tener un altura dada x es in-
dependiente en este sentido). Sabemos también que el rojo es un color bésico
en la base de colores RGB, y que la sabiduria es una propiedad que invo-
lucra conocimiento e inteligencia. Es evidente que, debido a su abstraccion,
hay dificultad en explicar nuestro conocimiento de propiedades, pero resulta
igualmente evidente que excluir el conocimiento de propiedades nos deja sin
una explicacion también para el conocimiento de los objetos concretos mas
comunes. Si los nimeros son propiedades y ofrecemos una epistemologia para
las propiedades que los abarque, tomar una postura antirrealista para negar
el conocimiento aritmético tendra como consecuencia negar también conoci-
miento acerca de otras propiedades y con ello, negar incluso el conocimiento
de objetos comunes introduciendo dificultades para casos en los que las ads-
cripciones de conocimiento resultan mucho menos controvertidas.

Al revisar la literatura en epistemologia uno encuentra que hay poco tra-
bajo dirigido especificamente al conocimiento de propiedades. El acceso a
particulares parece menos misterioso que el acceso a universales. Dada una
oracién P de la forma P = F(z) (donde x es un objeto y F' la propiedad
predicada por P ), la atribucién del conocimiento de P a un cierto agente A,
suele explicarse en términos del tipo de contacto que A tiene con z. Lo que
parece perderse un poco de vista es que, al tener A algin tipo de contacto
con x—que valida la atribucién del conocimiento de P—, el agente tiene que
estar también de algin modo relacionado con F' (pues F es la propiedad de x
que resulta involucrada en el conocimiento de P). En estos términos, conocer
la proposicién P no es mas que saber que F'(x). Entonces, el conocimiento de
P involucra saber algo sobre x, saber algo sobre F'y saber algo sobre la ejem-
plificacién de F' en x. Suponiendo que tenemos conocimiento de P podemos
afirmar que sabemos algo relacionado con x y que sabemos algo relacionado
con F. Es claro que en este punto no podemos asegurar que A conoce la
propiedad F' en su condicién de universal, pues el conocimiento de P podria
darse incluso con un somero entendimiento de algunas caracteristicas de F.
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En el parrafo anterior utilicé el término ‘conocimiento’ de dos formas dis-
tintas. En el caso de P estamos considerando el conocimiento proposicional.
Por muy controvertido que sea este tipo de conocimiento, hay bastantes pun-
tos de acuerdo sobre qué es de lo que estamos hablando. Si es conocimiento
proposicional, se entiende que es acerca de proposiciones y aunque no haya
consenso general sobre lo que es una proposicion, hay una idea nuclear intui-
tiva que es compartida por la mayoria de los filésofos. En esta idea nuclear
compartida estan involucradas de algin modo nociones como la de valor ve-
ritativo. Por otro lado, también mencioné el conocimiento de objetos y el
conocimiento de propiedades. Este es un conocimiento de entidades (concre-
tas o abstractas) que con frecuencia involucra conocimiento de re. En este
caso se dificulta un poco el analisis; ya no parece haber una idea nuclear
m&s o menos robusta tedricamente que sea compartida por las mayoria de
las concepciones. En contraste con el conocimiento proposicional, al pensar
en el conocimiento de cosas no se nos vienen a la mente, al menos de manera
inmediata, elementos tedricos (como las nociones de creencia o de valor de
verdad) que sirvan como guia del andlisis. Para hablar sobre nuestro conoci-
miento de los nimeros (como las entidades reales que creemos que son) habra
que empezar practicamente desde cero. Es necesario clarificar por principio
de cuentas lo que significa tener conocimiento de una entidad dada.

. Cuando conocemos un objeto? Esta pregunta no es facil de responder,
pues incluso para los objetos més simples es complicado dar descripciones
exhaustivas, definiciones precisas o algin otro recurso que, junto con una
buena epistemologia, arrojen una respuesta completamente satisfactoria. El
conocimiento que tenemos acerca de los objetos (y también de las propie-
dades) de algiin modo se relaciona con nuestra capacidad de identificarlos.
Sélo por poner un ejemplo, pensemos en el ejemplar concreto de una cierta
planta. Hay mucho conocimiento que acerca de esa planta se puede tener:
un botanico tendra cierto tipo de conocimiento, un jardinero puede tener
otro, una vendedora de plantas quiza tenga algin conocimiento diferente de
los anteriores. ;Cuando realmente se conoce a la planta? Es una cuestién
compleja, cada uno de los individuos se relaciona epistémicamente de forma
distinta con ella. Pero hay un aspecto que se puede destacar de todas estas
relaciones epistémicas: decimos que estas personas tienen conocimiento de
la planta en la medida en que son capaces de identificar algunas (quizé una
gran cantidad) de sus propiedades y distinguirla de los objetos que no son
esa planta. El conocimiento de A de un objeto x se relaciona fuertemente
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con la capacidad de A de identificar a x. Esto involucra mucho conocimiento
proposicional relacionado con . Este a su vez requiere que A tenga cierto
conocimiento de las propiedades de x. Esto es, A tiene que estar en posicién
de identificar las propiedades para entonces, ser capaz de atribuirlas correc-
tamente y de este modo, poder identificar a z. La cuestién ahora es como A
identifica estas propiedades.

;,Cuando conocemos una propiedad? Tomando como referencia el razona-
miento del parrafo anterior, tenemos que, asi como conocer un objeto tiene
que ver con identificar qué propiedades podemos atribuirle, conocer una pro-
piedad tendrd que ver con nuestra capacidad de atribuirla correctamente a
sus posibles portadores. El conocimiento acerca de individuos esta, de algin
modo, predeterminado por el tipo de relaciones que podemos mantener con
éstos, y estas relaciones se suelen dan en virtud de las propiedades que di-
chos individuos ejemplifican. Asi, el proceso de adquisicion de conocimiento
acerca de un individuo involucra estar en algin tipo de relacion con sus pro-
piedades: el conocimiento de que la planta es verde requiere relacionarse de
cierta forma con la propiedad ser verde. Aunque adquirir conocimiento sobre
la propiedad verde (o ser verde) sea un fendmeno un tanto lejano al hecho de
saber que una planta en particular es verde, estos dos estados epistémicos no
pueden ser absolutamente independientes. Consideremos la siguiente oracion,

(1)  Monica es sabia.

Esta oracion tiene exactamente las mismas condiciones de verdad que la
oracion,

(2) La sabiduria es una propiedad que tiene Moénica.

aunque las oraciones hablen acerca de cosas distintas ((1) habla acerca de
Ménica y (2) habla acerca de la sabiduria). El conocimiento de (1) no requie-
re nada mas del mundo que lo que se requiere para tener conocimiento de
(2). Desde luego, una exigente epistemologa no va a conceder que conocemos
la propiedad ser sabia por el solo hecho de que estas atribuciones sean co-
rrectas. Pero la insatisfaccién no es menor para el caso de Ménica. Nuestra
epistemologa tampoco cree que, el que (1) exprese una atribucién correcta,
sea suficiente para decir que se conocemos a Ménica. ;Por qué no basta la
verdad de (1) para asegurar el conocimiento de Ménica? Basicamente, por-
que esta atribucion es insuficiente para identificar al individuo: hay muchos
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individuos diferentes que cumplen esta propiedad. Conocer a Ménica tiene
que ver con atribuirle correctamente propiedades que nos permitan identi-
ficarla. Estas propiedades pueden ir desde saber que Monica es el referente
de ‘Monica’, hasta saber que Moénica es la chica alta que se sienta cada lu-
nes a mi derecha en la clase de légica. Tener conocimiento de (1) pone a
nuestra disposicion ser sabio como una de las propiedades que me permiten
identificar a esta entidad. ;Qué hace falta para conocer a Monica? Estar
en posicién de atribuirle propiedades ademés (o en vez de) la sabiduria que
nos permitan identificarla para los fines relevantes del contexto de nuestro in-
terés. Ahora la cuestién es qué hace falta para conocer la propiedad ser sabio.

Si el mero conocimiento de (1) parece insuficiente para decir que conoce-
mos a Monica, el conocimiento de (2) se queda ain més corto para decir que
conocemos la sabiduria (la propiedad de ser sabio). Pero la tradicién cientifi-
cista, temerosa siempre del reconocimiento de entidades abstractas como los
universales, dird que (2) no sélo se queda corto para brindar conocimiento de
la propiedad ser sabio, dird que de hecho, no contribuye en nada. Si esto es
asi, y nuestro conocimiento de hechos como (1) y (2) en nada se relaciona con
el conocimiento de la propiedad ser sabio, entonces es un completo misterio
como es que somos capaces de hacer las atribuciones correctas a entidades
como Moénica. De una forma inexplicable, nos relacionariamos adecuadamen-
te con las propiedades en virtud de ser capaces de atribuirlas correctamente
a sus portadores.

El modo en el cual nos relacionamos con las propiedades, de tal forma
que eventualmente adquirimos la capacidad de atribuirlas correctamente a
los objetos, es mediante el contacto con sus instancias. La habilidad de atri-
buir correctamente una propiedad F' a las entidades que la ejemplifican es
la que nos conduce a un estado de conocimiento de F. Asi como conocemos
a Moénica en la medida en la que somos capaces de atribuirle correctamente
propiedades como ser mujer, ser alto, ser sabio, etc., conocemos la propiedad
ser sabio en la medida en la que somos capaces de atribuirla correctamen-
te a las entidades que la ejemplifican. Conforme adquirimos la habilidad de
atribuir correctamente una propiedad a sus instancias portadoras vamos te-
niendo conocimiento de ella. Una vez que sabemos que Moénica es sabia; que
sabemos que Confucio era sabio; que los adolescentes rara vez son sabios, que
Pena Nieto no es sabio, etc., vamos adquiriendo conocimiento sobre la sabi-
durfa. Por ejemplo, algo que Monica y Confucio tienen en comin en virtud



5.3. CONOCIMIENTO DE NUMEROS 123

de ser sabios, es que ademas de inteligentes son sensatos. En contraste, los
adolescentes no suelen ser sensatos; la informaciéon que adquirimos de Pena
Nieto no apunta a que sea una persona sensata. Por supuesto, podriamos
equivocarnos en muchas de estas atribuciones. El punto es que nuestra rela-
cién con los objetos que admite F' (aunque no la ejemplifiquen de hecho) nos
da acceso a sus condiciones de aplicacién. El contacto con estas condiciones
se refleja en nuestra habilidad de atribuir la propiedad correctamente a sus
instancias. Finalmente, esto es lo que nos va conduciendo al conocimiento de
F. A partir de nuestra exposicion a Moénica, a Confucio, a los adolescentes, a
Pena Nieto, etc., eventualmente, estamos en posicion de saber que la sensatez
es una propiedad relacionada con la sabiduria. Este conocimiento es parte de
lo que tendremos a nuestro alcance cuando busquemos ser capaces identificar
la propiedad ser sabio.

5.3. Conocimiento de ntiimeros

De acuerdo a lo desarrollado en la secciéon anterior, tener conocimiento de
re de una propiedad F' es algo que tiene que estar asociado con la habilidad de
atribuir /' correctamente. Esta habilidad a su vez, involucra la atribucion de
ciertas propiedades de F' que pueden ser, en algin sentido, mas basicas y que
conducen a identificar a F'. El caso en el que F' es una propiedad numérica
no es una excepcion. Si el nimero n es la propiedad numérica ser n podemos
decir que conocemos a n cuando poseemos la habilidad de atribuirlo, en prin-
cipio, a cualquier pluralidad de multiplicidad n. El conocimiento aritmético
es el conocimiento de los niimeros en el sentido mencionado junto con el co-
nocimiento de las propiedades de estas propiedades que, nuevamente, es un
fenémeno relacionado con nuestra capacidad de identificarlas y atribuirlas.

Una condicién deseable para decir que tenemos conocimiento de la pro-
piedad F es ser capaz de atribuirla correctamente. Esto sugiere un punto de
partida para nuestra explicacién epistemoldgica. ;Cémo adquirimos esta ha-
bilidad de atribucién? Como lo senalé en la seccion anterior, esta habilidad se
adquiere mediante el contacto que mantenemos con las entidades que F' ad-
mite como argumento. En particular, con los objetos que ejemplifican F'. Es
decir que en el caso del nimero n, la habilidad de atribuirlo correctamente
estd dada por las relaciones que mantenemos con pluralidades—que no re-
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quieren de ninguna especificacién adicional-de n individuos (principalmente
mediante el conteo). Esto abarca el conocimiento inicial que tenemos de los
nuameros. Eventualmente, el conocimiento aritmético se torna méas abstracto
y no requiere de que estemos en contacto con las relaciones entre los nimeros
y sus instancias ejemplificadoras.

El objetivo de explicar la habilidad de atribucion de propiedades numéri-
cas a pluralidades dadas sugiere considerar la forma en la que los ninos asig-
nan significado a los numerales por primera vez (este proceso culmina alre-
dedor de los 4 anos). Existe una literatura muy amplia en ciencias cognitivas
para explicar el fenémeno de adquisicién de los niimeros en los ninos. Sin
embargo, éste es aiin bastante misterioso y las teorias varian de forma signi-
ficativa: hay las que apelan a habilidades cognitivas innatas, las que sostienen
que las capacidades lingiiisticas subyacen a las aritméticas, las que dicen que
estas capacidades (las lingiifsticas y las aritméticas) son independientes, etc.
Pero el interés del presente trabajo es dar una explicacién epistemoldgica de
la aritmética que en particular atienda a preocupaciones filosoficas como las
de Benacerraf y Hartry Field que presenté en el segundo capitulo. Sea cual sea
la explicacion correcta sobre la adquisicién de los niimeros, ésta funcionard
como base de nuestra epistemologia. ;Por qué? Porque independientemente
de la naturaleza del fenémeno cognitivo de adquisicion, el hecho es que el
fenémeno existe. Los ninos adquieren conocimiento basico aritmético a muy
temprana edad y éste, bajo la lupa de practicamente cualquier teoria, esta
relacionado con la identificacion de las propiedades de cardinalidad de ciertas
pluralidades. Es decir, con la asignacién de medidas exactas de multiplicidad
a pluralidades identificables mediante el conteo. Una vasta gama de teorias
sobre adquisicién de nimeros funcionara como el elemento inicial de nuestra
epistemologia.

La competencia en la atribucién de las propiedades numéricas a pluralida-
des pequenas constituye un primer nivel en nuestro conocimiento aritmético.
Para explicar este conocimiento juega un papel importante que la adquisi-
cion de los primeros nimeros naturales se da en virtud del contacto que los
ninos tienen con pequenas pluralidades de objetos fisicos (o de sus represen-
taciones). Notemos que el fenémeno de un nino atribuyendo correctamente
una propiedad numérica a una pequena pluralidad en virtud de su contacto
con los individuos que la constituyen, es un caso particular del fenémeno de
una persona atribuyendo correctamente propiedades numéricas a pluralida-
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des arbitrarias de cualquier cardinalidad en virtud de sus relaciones con los
individuos que constituyen estas pluralidades. Un nino sabe que los dedos
que mira en su mano izquierda son 5; un usuario competente de los niime-
ros en principio puede saber que una pluralidad constituida por cualesquiera
entidades (ideas, conjuntos, nimeros) de n individuos tiene la propiedad ser
n. El nino se relaciona con la pluralidad de los dedos de su mano mediante
sus sentidos y llega al nimero mediante la habilidad—que ya involucra un
elemento lingiiistico-de contar. En el segundo caso, la relacién con los porta-
dores debera ser més de tipo intelectual. Pero al igual que en el caso del nino,
esta habilidad involucra un elemento lingtiistico. Esta habilidad llega mas le-
jos en parte porque los recursos linglifsticos también son mas poderosos. El
manejo de una notacién numérica, tal como la de los numerales arabigos o
la de los numerales verbales juega un papel crucial en la posesion de dicha
habilidad. Nuestras actitudes de re hacia los nimeros se expresan a través
de un lenguaje en el que los numerales juegan un papel de nombres dentro
de un sistema especifico de simbolos, como el sistema decimal posicional.

Como ya dije, mi propésito no es defender alguna teoria particular so-
bre adquisicion de ntimeros. Lo que haré a continuacion serd tomar algunas
consideraciones—no demasiado controvertidas—desde algunos trabajos relacio-
nados en ciencias cognitivas, con la finalidad de mostrar como éstas entrarian
en la presente propuesta. Para explicar el comienzo del proceso de desarrollo
de las habilidades aritméticas algunos tedricos sostienen que los ninos ad-
quieren informacién que ya estaba tacita cuando se les expuso por primera
vez a los numerales. Como fuente de esta informacion los tedricos apelan
recurrentemente a algo que ellos llaman el sentido del nimero. El sentido
del niimero es un sentido prelingiiistico y tiene que ver con las formas en las
que los animales humanos y no humanos pueden responder automaticamente
a las caracteristicas numéricas del mundo (Arrigoni y Caprile, 2016). Este
sentido podria brindar las condiciones iniciales para que la interaccién con
ciertas pluralidades se refleje en la habilidad de atribuirles sus correspondien-
tes propiedades numéricas. Los datos empiricos dan cuenta de dos sistemas
representacionales activos desde muy temprana edad que se relacionan con el
sentido del nimero. Estos son el sistema numérico aprorimado y el sistema
de monitorizacion de objetos. El primer sistema incluiria las relaciones con
la propiedad misma de numerosidad y el segundo, las relaciones con ciertas
pluralidades de objetos fisicos.
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El sistema de monitorizacién de objetos es descrito como un mecanis-
mo para responder a pequenas multiplicidades (3-4 miembros) de elementos
sensoriales por medio de la codificacién de sus miembros con otros tantos
simbolos mentales que se guardan en la memoria de trabajo (el fenémeno
de subitizacién es un resultado de este mecanismo). El sistema numérico
aproximado es descrito como un mecanismo para responder a grandes mul-
tiplicidades de elementos sensoriales por medio de la representacion de los
mismos como magnitudes similares a segmentos, que fluctiian en una linea
numeérica mental. En este sentido, podemos decir que la atribucion de ntme-
ros pequenos (que es la primera sobre la que adquirimos competencia) esté
fuertemente arraigada al contacto sensorial con pluralidades pequenas de ob-
jetos fisicos. No asi la atribucion de propiedades numéricas mayores. Esta se
basara en la identificacion de multiplicidades mediante el conteo. La habilidad
en la atribucion de ntimeros a pluralidades se refleja implicitamente en el uso
de los numerales como adjetivos. La cognicién humana de los ntimeros evo-
luciona significativamente una vez que la nocion de cardinalidad es adquirida.

El punto de vista mayoritario es que la nocion de cardinalidad que subyace
al uso correcto de numerales por los ninos esta conectada a su interaccién
con multiplicidades de objetos espacio temporales. Sin embargo, razonando
sobre estos objetos no se pueden inferir todas las propiedades aritméticas.
Incluso, aparece cierta dificultad para razonar de este modo para el caso
de nimeros muy grandes. Eventualmente los usuarios competentes de los
numeros dejan de tratarlos como cardinalidades de multitudes de objetos
espacio temporales. Si los nimeros son propiedades, una vez que tenemos
una epistemologia para las propiedades, la ejemplificacion de propiedades
por otras propiedades incrementa sustancialmente el espectro de los hechos
aritméticos que podemos conocer.

5.4. Mas propiedades aritméticas

Cuando hablamos de conocimiento aritmético es central ver a los niime-
ros como una sucesion de elementos mostrando la siguiente estructura: la
sucesion tiene un elemento inicial tnico; cada uno de sus elementos tiene un
sucesor unico y, todos los elementos (excepto por el inicial) tienen un uni-
co predecesor. Finalmente, la sucesion satisface la induccién matematica (de
segundo orden), que prohibe ser un elemento de la sucesiéon de nimeros a
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todo aquél que no sea o bien el elemento inicial, o su sucesor, o el sucesor
de su sucesor,. .., o el sucesor del sucesor. .. de su sucesor. Nuestra teoria de
los niimeros como propiedades no tiene dificultades particulares frente a esta
consideracién.

Una vez que entendemos el conocimiento de propiedades en términos de
nuestra capacidad para determinar sus relaciones con las entidades que admi-
ten como argumento (en particular, de atribuirlas correctamente a sus porta-
dores), podemos hablar del conocimiento de propiedades de propiedades. Las
propiedades numéricas que son los ntiimeros tienen a su vez propiedades a las
que tenemos acceso epistémico. Ahora estamos en posicion de explicar este
acceso en la misma linea que explicamos el conocimiento de re de los nimeros.

La propiedad ser el elemento inicial de la sucesion es una propiedad que
se atribuye al nimero cero (o en los modelos que no consideran al cero como
un numero natural, al nimero uno). Esta propiedad relaciona a la propiedad
ser cero con el resto de las propiedades numéricas. Una propiedad definitoria
es la que tiene la clase de las propiedades numéricas de no contener un ntme-
ro que sea el antecesor de cero (en un discurso aritmético que use Teoria de
conjuntos: Vo € N(0 < z)). (En el capitulo 3 mencionaba que esto no es més
que decir que no hay una propiedad numérica que admita pluralidades de
multiplicidad menor a cero.) De igual forma, conocer (de re) la relacién de
sucesor es tener la habilidad de atribuirla correctamente a pares de niimeros
y haber aprendido a atribuirle ciertas propiedades bésicas o definitorias. El
desarrollo de la habilidad de atribuir correctamente la relacion de sucesor a
pares de nimeros no es misterioso. Como lo senalaba en la seccién anterior,
conocemos el nimero n (y también el nimero S(n)) mediante el desarrollo de
la habilidad de contar. No es misterioso que se pueda desarrollar la habilidad
de determinar que las habilidades correspondientes a n y a S(n) estdn en
una relacién correspondiente a la relaciéon de sucesor, e indirectamente, que
ny S(n) estan en la relacion de sucesor. La habilidad de contar hasta S(n)
puede determinarse como la habilidad de contar hasta un elemento més que
los que se contarian por medio de la la habilidad de contar hasta n.

Respecto a las operaciones aritméticas tenemos la misma explicacion. Co-
nocer (de re) la relacién de suma es tener la habilidad de atribuirla correcta-
mente a trios de nimeros y haber aprendido a atribuirle ciertas propiedades
basicas o definitorias. Podemos decir algo en la misma linea de lo que hemos
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trazado para las relaciones anteriores. La habilidad de atribuir correctamente
la relacién de suma a trios de nimeros [es decir, de determinar +(n,m, p)],
se da en términos de la habilidad de determinar que m, n y p estan en la re-
laciéon de suma, que corresponde esencialmente a la habilidad de determinar
que la habilidad de contar hasta p estd en una relaciéon correspondiente con
la habilidad de contar hasta m y la habilidad de contar hasta n—la habilidad
de contar hasta p es la habilidad de contar la unién de dos clases ajenas entre
si, una de los cuales se cuenta por medio de la habilidad de contar hasta m
y la otra se cuenta por medio de la habilidad de contar hasta n. Es facil ver
que una explicacion en la misma linea se puede desarrollar para el caso de las
operaciones de multiplicacién y exponenciacion. El conocimiento de enun-
ciados donde todas las cuantificaciones son acotadas es similar: determinar
la propiedad que tiene un nimero de pertenecer a una cierta clase descansa
en la habilidad que tenemos de atribuir a este niimero—y al resto de los que
pertenecen a la clase en cuestion—la propiedad que determina esa clase; por
su parte, los cuantificadores no son mas que propiedades de dichas clases. El
conocimiento de enunciados con cuantificaciones no acotadas podria parecer
algo mas misterioso, pero de nuevo sera misterioso sélo en la misma medi-
da en que sea misterioso nuestro conocimiento de generalizaciones sobre las
habilidades de contar que corresponden a las propiedades que identificamos
con los nimeros.

Nuestra epistemologia se basa en la ejecucién de las habilidades de atri-
buir e identificar propiedades, asi como en generalizaciones de la habilidad
de contar. Las primeras habilidades son meramente intelectuales, por lo que
no hay una tensién a primera vista entre éstas y el conocimiento aritméti-
co. Pero la base del conocimiento propiamente aritmético estda dada por las
generalizaciones de las habilidades relacionadas con el conteo. Podria pen-
sarse que un conocimiento que se basa en ultimo término en una habilidad
empirica (como la de contar) es empirico. Quiza el conocimiento de gene-
ralizaciones aritméticas no acotadas sea empirico, como sostienen algunos
(Maddy (1981) , Quine (1980)); estos autores sostienen de hecho que todo el
conocimiento aritmético es empirico). En ese caso el conocimiento de gene-
ralizaciones aritméticas no acotadas seria un conocimiento cuya base tltima
seria la formacién de hipétesis implicitas sobre las propiedades numéricas,
hipdtesis que sin embargo estarian fundadas empiricamente.

Aunque la cuestion de si el conocimiento aritmético es empirico o no no
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sea una que se deba decidir aqui, nuestra inclinacién es hacia la idea de
que es conocimiento a priori. Si el conocimiento propiamente aritmético es a
priori, esto puede deberse a una variedad de posibilidades. Una de ellas, (ha-
cia la cual nos inclinariamos) es que las verdades aritméticas son verdades
analiticas, es decir, verdades que conocemos en virtud de nuestro conoci-
miento de nuestros conceptos de las propiedades que estamos identificando
con los numeros. Los axiomas de Peano, por ejemplo, son plausiblemente
analiticos bajo esta interpretacion. Si esto fuera asi, podriamos apelar a al-
guna teoria del conocimiento analitico para complementar la nuestra, por
ejemplo una teoria de las verdades analiticas del tipo de la que da Boghos-
sian (1997), segin la cual estas son definiciones implicitas—no convenciones
arbitrarias, sino enunciados que se aceptan implicitamente y cuya verdad
no es puramente convencional sino que depende de que consigan capturar o
caracterizar objetos apropiados, que serian las propiedades numéricas y sus
relaciones en este caso. Esas definiciones implicitas constituirian el conjunto
de notas conocidas inicialmente de los conceptos de las propiedades numéri-
cas. Pero, como he dicho, no son estas cuestiones que sea necesario resolver
para los propositos del presente trabajo.

En conclusién, si aceptamos que los niimeros son propiedades, podemos
explicar el conocimiento aritmético en términos del acceso a las relaciones que
hay entre estas propiedades y sus portadores; asi como entre estas propieda-
des y sus propiedades (y las propiedades de sus propiedades, las relaciones
entre ellas, etc.). Asi, tenemos una respuesta a la pregunta de en virtud de
qué adquirimos conocimiento aritmético. En un primer plano, el conocimien-
to aritmético se da en virtud de nuestras relaciones con los portadores de
estas propiedades. Posteriormente mediante el desarrollo de habilidades de
atribucion e identificaciéon de las propiedades aritméticas. Estas habilidades
también se presentan en contextos de conocimiento de otras propiedades. En
el caso de la aritmética las habilidades de atribucion e identificacion van de
la mano con el desarrollo de la habilidad de contar. Esta habilidad tiene un
fuerte elemento lingiifstico que se hace presente a través de las propiedades
que caracterizan a las diferentes notaciones numéricas. La atribucién de las
relaciones que corresponden a la suma, la multiplicacién y la exponencia-
cion no es sino la habilidad de determinar ciertas propiedades relacionadas,
en ultimo término, con la habilidad de contar. El lenguaje aritmético, como
cualquier otro, esta equipado con las herramientas para hacer referencia a una
entidad como portadora de atributos. Estos elementos en conjuncion, expli-
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can nuestro acceso epistémico a las entidades denotadas por los numerales y
sus propiedades.

5.5. Homogeneidad epistémica

En el capitulo 2 presenté la clésica objecion epistémica para el platonismo
en matematicas. Primero, la objecién original de Benacerraf y después una
reformulacion presentada posteriormente por Hartry Field. Estas objeciones
estan dirigidas a una postura estandar de platonismo:

Platonismo estindar. Los nimeros existen. Son objetos abstrac-
tos e independientes de la mente humana. Estos objetos y sus re-
laciones son los hacedores de verdad de las proposiciones aritméti-
cas.

Para conocer la verdad de un enunciado aritmético necesitamos saber al-
go acerca de aquello que hace verdaderas a las oraciones de la aritmética. De
acuerdo a la preocupacion de Benacerraf, debido a que no estamos causal-
mente conectados con objetos abstractos no podemos saber que enunciados
como

(3)  Dos es el menor de los nimeros primos.
son verdaderos de la misma forma en que sabemos que enunciados como
(4)  Juan Villoro es el mayor de los hijos de Estela Ruiz.

lo son.

Sabemos que (4) es verdadera porque nuestras relaciones causales con
Juan Villoro y con su familia nos permiten darnos cuenta que el objeto (Juan)
pertenece a la clase de cosas con la propiedad de ser el mayor de los hijos de
Estela Ruiz. Pero si los nimeros son abstractos, entonces la via causal para el
conocimiento no es una alternativa. De este modo si el platonista tiene razon,
no podemos tener conocimiento de los nimeros. La reformulacién de Field
actualiza la conclusion a que, si el platonista tiene razéon, queda socavada
la justificacion de nuestras creencias aritméticas debido a que no es posible
explicar, ni siquiera en principio, la confiabilidad de los procesos que las
generan. Sintetizando la preocupacién de Benacerraf y de Field, podemos
construir el siguiente argumento:
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P1. Cualquier epistemologia satisfactoria para dominios no matematicos
sostiene que el conocimiento requiere satisfacer una cierta condicion Q).

P2. No podemos tener conocimiento de los nimeros si el conocimiento re-
quiere satisfacer la condicion Q).

P3. Una explicacién satisfactoria del conocimiento matematico debe de ser
homogénea con una explicacion satisfactoria del conocimiento en do-
minios no matematicos.

C. Por lo tanto, no tenemos conocimiento aritmético.

Tanto Benacerraf como Field tienen posiciones particulares acerca de la con-
dicién @ (en ambos casos estd involucrado un elemento de conexién causal) y
de P2 (si existen los niimeros, éstos son objetos que estéan causalmente aisla-
dos). Podemos permanecer neutrales ante estos supuestos tedricos particula-
res, conservando la forma general del argumento y especialmente la premisa
3. Esto nos conduce al siguiente requisito que una explicacién satisfactoria
sobre el conocimiento aritmético deberia cumplir.

Requisito de homogeneidad epistémica:

Una explicacion satisfactoria del conocimiento aritmético tiene
que ser homogénea con nuestras explicaciones para el conocimien-
to en dominios no matemdaticos.

La solucién al problema de Benacerraf (y al de Field y otros del mismo
tipo) que he desarrollado a lo largo del presente trabajo consiste en analizar
la condicién ). Un anélisis de () podia conducirnos al rechazo de P2 y por
lo tanto, de la conclusién de que no tenemos conocimiento aritmético.

Por las razones que presenté en las secciones anteriores, sea cual sea la
condicién () para tener una teorfa satisfactoria del conocimiento (en parti-
cular en los dominios no matematicos) ésta tiene que dar cuenta del conoci-
miento de propiedades. De no ser asi, no podemos explicar las adscripciones
de conocimiento del tipo S sabe que P. Saber que P, para las proposiciones
de la forma P = F(x), implica aplicar correctamente el predicado que esté
por la propiedad F' al sujeto que estd por la entidad z. Esto es, atribuir co-
rrectamente la propiedad F' a la entidad x. Para lograr esta atribucion, es
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necesaria cierta familiaridad con la propiedad F'. De acuerdo a estas obser-
vaciones, tenemos razones para pensar que, del mismo modo que adquirimos
conocimiento de re de un objeto en la medida en la que somos capaces de
atribuirle correctamente propiedades, adquirimos conocimiento de re de una
propiedad en la medida en la que somos capaces de atribuirla correctamente.
El conocimiento de propiedades ha pasado algo desapercibido al momento de
determinar la condicién @), pero no considerarlo deja huecos explicativos en
nuestra epistemologia sobre los objetos mas comunes.

Vale la pena senalar que muchas de las predicaciones que se hacen so-
bre objetos se pueden derivar en oraciones sobre propiedades con condiciones
de verdad equivalentes. (Serfa raro decir que tenemos conocimiento de que
Michael Jordan es alto, pero no de que ser alto es una propiedad que tiene Mi-
chael Jordan.) Finalmente, tenemos conocimiento sobre propiedades que no
esta relacionado directamente con sus portadores: sabemos que el color mo-
rado no es un color basico en la escala decolores RGB, que la sabiduria no es
lo mismo que la inteligencia, que la distancia es una propiedad relacional, etc.

Sea cual sea la condicion @), tiene que dar cuenta del conocimiento de
propiedades. Si los niimeros son propiedades, no hay razén para aceptar P2.
Nuestra epistemologia razonable para dominios no matematicos considera el
conocimiento de propiedades. En particular, el conocimiento de propiedades
plurales, entre las cuales estén las propiedades de cardinalidad (que son los
nimeros). La naturaleza de la condicién @) va a determinar la justificacién
de nuestras creencias aritméticas. Por ejemplo, si () es la condiciéon impuesta
por Benacerraf tenemos que:

La justificacién de nuestras creencias sobre x estda dada por las
relaciones causales que mantenemos con x.

Como @ incluye la condicién de dar cuenta del conocimiento de propie-
dades, las propiedades tienen que jugar algiin papel en las relaciones causales
que mantenemos con z. Este papel podria ser, por ejemplo, el de posibilitar
el acceso a los objetos portadores. El acceso a una pluralidad R de multi-
plicidad n puede incluir el conteo de sus individuos. Este conteo—que nos
conecta con R—nos relaciona con la propiedad ser n, es decir, con el ntimero
n. Veamos ahora el ejemplo en la reformulacion de Field de la objecién:
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De existir los ntimeros, ;jcoémo estarian éstos conectados a los
procesos generadores de creencias matemdaticas de tal modo que
sea posible determinar la confiabilidad de dichos procesos?

Los procesos generadores de creencias (en particular en dominios no ma-
tematicos) tienen que darles un papel sustantivo a las creencias sobre propie-
dades. Determinar la confiabilidad de dichos procesos no puede no tener en
consideracién determinar algo acerca de las propiedades (por ejemplo, deter-
minar que éstas son atribuidas correctamente). Si los niimeros son propieda-
des, intervienen en los procesos generadores de creencias sobre pluralidades
(de objetos o propiedades) y al igual que con cualquier otra propiedad, es po-
sible determinar, en principio, nuestra confiabilidad acerca los procesos que
los involucran.

Si los nimeros son propiedades y la condicién @) incluye dar cuenta del
conocimiento de propiedades, tenemos una epistemologia homogénea para los
dominios aritméticos y los no matematicos-razones como las de Field y Bena-
cerraf no sirven para rechazar la existencia de los nimeros. Desde luego, decir
que nuestra epistemologia en ambos dominios es homogénea no es decir que
las explicaciones epistémicas son las mismas. Es evidente que hay diferencias
entre nuestro conocimiento de hechos puramente aritméticos y nuestro cono-
cimiento de hechos con los que mantenemos relaciones mas empiricas. Pero
una diferencia en las explicaciones para distintos tipos de propiedades no es
suficiente para generar una divisién metafisica importante entre propiedades
aritméticas y propiedades no matematicas. Probablemente estas diferencias
puedan llevarse meramente al nivel de distinciones entre el conocimiento de
diferentes tipos de propiedades. No es dificil ver que las condiciones en las que
se da el conocimiento de propiedades fisicas son distintas a las condiciones
en las que se da el conocimiento de propiedades logicas. Quiza exista la dis-
tincién entre propiedades fundamentales y propiedades no fundamentales; de
ser asi, es probable que las relaciones epistémicas con ambos tipos de propie-
dades sean diferentes. Conocer propiedades que son dependientes de la mente
humana parece un fenémeno distinto al de conocer aquéllas que son indepen-
dientes. Nuestra conclusion es que, aunque pueda haber estas diferencias al
nivel de clases de propiedades (o a algun otro nivel), una epistemologia sa-
tisfactoria debe explicar de manera general el conocimiento de propiedades.
Bajo nuestra propuesta de los nimeros como propiedades el conocimiento
aritmético no quedara excluido de cualquier epistemologia satisfactoria en el
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sentido que he senalado.



Conclusiones

El debate entre realismo y antirrealismo acerca de las entidades ma-
tematicas—en particular, de los nimeros—es amplio y complejo. La dificultad
de encontrar evidencia concluyente para defender cualquiera de las dos pos-
turas ha cargado el debate hacia los aspectos negativos del lado contrario.
El ganador parece que sera aquél que muestre que las dificultades a las que
se enfrenta su oponente son irresolubles, y en el mejor de los casos, que des-
de su posicion dé algunas ideas acerca de cuestiones muy particulares que
no resultan generalizables a todos los casos. Por un lado, los antirrealistas
estan representados por las teorias nominalistas que niegan la existencia de
los niimeros en tanto su condicion de entidades abstractas. Estas posturas re-
chazan la existencia de los nimeros motivadas basicamente por la percepcién
de una disanalogia metafisica entre la realidad de lo concreto y la realidad
de lo abstracto. Por otro lado, estéan las teorias realistas, que presentan como
una de sus mayores ventajas la defensa de una lectura literal de las oraciones
de la aritmética. Si los enunciados aritméticos hablan de lo que parecen ha-
blar, no hay que buscar rebuscadas teorias para explicar el contenido de estos
enunciados y como, en virtud de este contenido, obtenemos los beneficios que
generalmente le atribuimos a la verdad de las oraciones que contienen térmi-
nos NumMéricos.

La disanalogia metafisica que enfrenta el realista (entre una realidad de
entidades abstractas y una realidad de entidades concretas) y la disanalogia
lingiifstica que enfrenta el antirrealista (entre el lenguaje aritmético y el len-
guaje cotidiano) han llevado a una tensién entre las explicaciones seméntica
y epistémica sobre los enunciados aritméticos. Esta tension ha sido senalada
de forma muy esquematica y clara por el dilema de Benacerraf. En su famo-
so trabajo Mathematical Truth, Benacerraf habla de dos tipos de explicacion
sobre la verdad matematica. Cada una de estas explicaciones es el resultado
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de la posicion metafisica que uno sostenga frente a los objetos matematicos.
Si uno es realista, la verdad matematica se da en virtud de la satisfaccion
por los objetos matematicos de las condiciones que las oraciones predican. A
este tipo de explicacién Benacerraf le llama estandar. Por otro lado, estan
las explicaciones combinatorias de la verdad matemaética. En estas explica-
ciones son las relaciones—principalmente sintacticas—de los enunciados dentro
del sistema que los contiene son las que dan las condiciones de verdad. Estas
explicaciones van de la mano con el antirrealismo bajo la idea de que, de
existir los objetos matematicos, no hay forma de que no sean ellos los que
hacen verdaderos a los enunciados. Asi, a cada postura metafisica le ha sido
asignado un tipo de explicacion sobre la verdad matematica, y a partir de
ésta, le serd asignado también un problema filoséfico.

Si uno es realista, como ya vimos, estd comprometido con una explicacion
de la verdad de tipo estandar. Esto quiere decir que cuando z conoce una
proposicion matematica P, lo que x sabe es que los objetos a los que refieran
los términos que aparecen en P satisfacen las propiedades predicadas por P.
Dada la disanalogia metafisica que mencioné en el primer parrafo de la sec-
cién, nuestro acceso a estos objetos matematicos no puede ser como nuestro
acceso a los objetos concretos. Esto nos despoja de la posibilidad de explicar
cémo obtenemos conocimiento de P. El realista se encuentra en una dificul-
tad epistémica. Por otro lado, si uno es antirrealista el tipo de explicacion
que le ha sido asignado lo enfrenta a un problema seméntico. El antirrealista
estd dando condiciones de verdad en términos muy diferentes a los del resto
del lenguaje natural: jen virtud de qué puede el combinatorio sostener que
hay tal contraste entre la verdad matematica y el resto de las verdades del
lenguaje natural? El antirrealista se encuentra en una dificultad semantica.

La notable simetria en el planteamiento de Benacerraf se debe al cons-
trenido marco tedérico que él utilizé para su articulo. Cada uno de los su-
puestos acota las posibilidades y asi, la cuestion resulta en un dilema bien
definido. Eliminar los supuestos de Benacerraf para disolver el dilema no es
algo complicado. Primero, no es cierto, o al menos no es evidente, que sélo
haya estos dos tipos de explicaciéon sobre la verdad matematica. Por ejemplo,
algunos ficcionalismos, o la teoria de Yablo de la que hablo en el capitulo 1, no
parecen encajar claramente ni en la explicacion estandar, ni en la explicacion
combinatoria en los términos de Benacerraf. Segundo, cuando Benacerraf usa
el término ‘estandar’ apela a una explicacion satisfactoria de la verdad en el
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lenguaje natural y menciona la explicacién de Tarski como ejemplo. Has-
ta donde yo sé, no hay un consenso general entre los tedricos acerca de la
existencia de una explicacién satisfactoria para el lenguaje natural. Tercero,
Benacerraf entiende por una explicacion satisfactoria de como conocemos las
verdades, una epistemologia en la que la justificacién de nuestras creencias
estd dada por las relaciones causales que mantenemos con los objetos sobre
los que versan estas creencias. Algo que tampoco es ampliamente aceptado
hoy en dia.

Por las razones que he mencionado, el dilema de Benacerraf no es algo
que hoy en dia genere mucha preocupacion. Pero lo cierto es que este trabajo
pone a la vista importantes consideraciones filosoficas que deben tomarse en
cuenta al tratar de defender una teoria sobre la ontologia de la matematica
y en particular, sobre la naturaleza de los niimeros. El analisis del dilema
de Benacerraf del capitulo 2 tuvo por objetivo extraer del trabajo original
consideraciones relevantes que nos lleven a establecer los requisitos que una
explicacién satisfactoria sobre los niimeros naturales deberia cumplir. La con-
clusién que aqui he presentado es que los desiderata de Benacerraf culminan
en dos requisitos de homogeneidad que cualquier teoria sobre la naturaleza
de los ntimeros deberia cumplir. Primero, esté el requisito de homogeneidad
semantico. Este requisito establece que, dado que es poco plausible que ha-
ya dos verdades diferentes (una para la aritmética y una para los dominios
no mateméticos), la explicacién para ambos fragmentos del lenguaje debe
mantener una cierta homogeneidad. Esta homogeneidad debe lograrse pre-
servando la intuicién de que la verdad es un fenémeno que tiene que ver con
la propiedad de las oraciones de reportar correctamente hechos acerca del
mundo. Después esta el requisito de homogeneidad epistémica. Este requi-
sito establece que nuestra explicacion del conocimiento aritmético debe ser
homogénea con una buena epistemologia para los dominios no matematicos.
Cumplir este requisito es disolver la tensién senalada por Benacerraf entre
una metafisica realista y una buena explicacion epistemoldgica.

Nuestra propuesta tiene como propésito general dar una teoria positi-
va realista sobre la existencia de los nimeros naturales. Si esta propuesta
da una respuesta satisfactoria a las preocupaciones epistemologicas que se le
han impuesto al realista, no hay razén para adoptar el antirrealismo. Ser rea-
listas nos permite quedarnos con una semantica homogénea: los enunciados
aritméticos dicen exactamente lo que parecen decir; cuando los matematicos
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hacen aritmética, sus creencias son exactamente acerca de lo que ellos creen
que son; el contenido de las oraciones con términos numéricos en el lenguaje
ordinario es su contenido literal (tanto en el papel de estos términos como
determinantes o adjetivos, como en su papel de términos singulares), las ac-
titudes de re que tienen los hablantes hacia los nimeros quedan también
explicadas. Resolver el problema epistemolégico despoja al antirrealista de
una de sus mas fuertes motivaciones.

Los niimeros como propiedades

Una vez que han quedado establecidas las ventajas de una postura realista
acerca de los numeros y que hemos decidido enfrentar el reto epistemolégico,
la pregunta es qué tipo de entidades son los niimeros. Nuestra respuesta es que
los nimeros son propiedades. El platonismo estandar apunta a la idea de que
los nimeros existen como entidades abstractas (causalmente aisladas) dentro
de una realidad concreta (causalmente conectada). La brecha metafisica entre
estas dos realidades genera suspicacia. Pero si los niimeros son propiedades,
siendo éstas entidades abstractas, no hay la mencionada brecha entre ellos
y el resto de la realidad concreta. Las propiedades podran parecer misterio-
sas pero no del mismo modo que lo son objetos en una realidad abstracta
causalmente aislada de la realidad concreta. Las propiedades son universales,
muchas son ejemplificadas por objetos concretos, incluso podemos decir que
algunas de ellas son abstracciones de sus portadores. Hay propiedades de mu-
chos tipos, las hay fisicas, 16gicas, temporales, etc. Sus conexiones causales
con el mundo de los objetos concretos no es un gran misterio: los objetos
concretos tienen propiedades y es, de hecho, en virtud de estas propiedades
que interactuamos causalmente con ellos. Si los niimeros son propiedades te-
nemos la esperada homogeneidad entre la realidad aritmética y la realidad
no matemadtica (en contraste con los objetos abstractos).

Pero la respuesta satisfactoria a un problema tedrico no es la tnica razon
para pensar que los ntmeros son propiedades. Es claro que las pluralida-
des de objetos—concretos o abstractos—tienen propiedades de cardinalidad; la
propiedad que tiene una pluralidad de tener n individuos, de ser n o de tener
a n como su numero, tiene que relacionar de algin modo a dicha pluralidad
con el nimero n. La investigacion sobre las propiedades que una pluralidad
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puede portar nos lleva a la conclusion de que existen propiedades plurales. Es
decir, propiedades cuyos portadores son pluralidades como tales; propiedades
que no pueden ser reducidas a propiedades individuales de los elementos de
la pluralidad. Entre estas propiedades estan las propiedades de cardinalidad.
Asi, la propiedad ser dos es una propiedad que es portada por Thelma y
Louise como tales y que no admite pluralidades de diferente cardinalidad.
En su articulo On the Essence and Identity of Numbers, Mario Gémez To-
rrente muestra que hay una relacion esencial entre pluralidades arbitrarias
de n individuos y el nimero n. Esta relacion estda dada, por un lado, por la
propiedad ser n (o tener a n como numero) de las pluralidades arbitrarias
(es decir constituidas por cualquier tipo de entidades) de n individuos. Por el
otro lado, la relacion esta dada por la propiedad del niimero n de ser tenido
por cualquier pluralidad arbitraria de n individuos. Los argumentos presen-
tados favorecen fuertemente la idea de que la relacién entre la propiedad ser
n y el nimero n es una relacién de identidad. La relacion esencial que las
pluralidades de multiplicidad n mantienen con la propiedad ser n y con el
nimero n (relacién que no se da con otros buenos candidatos a ser el nimero
n) dan un sélido respaldo a la idea de que el niimero n no es sino la propiedad
ser n.

Una posible preocupacién de pensar en los niimeros como propiedades es
que esta idea solo encaje en los usos ordinarios de los términos numéricos en
discursos cotidianos. Alguien podria dudar de que el uso de los nimeros en
el contexto de la matematica pura pueda ser explicado por una teoria de los
nimeros como propiedades. Ante esto, vale la pena mencionar que una de las
mayores motivaciones detras de este trabajo es dar una teoria que sea natu-
ral, que atienda a nuestras intuiciones compartidas acerca de los nimeros y
que sea homogénea entre los diferentes usos de los términos numéricos. El ca-
so de la aritmética pura no presenta ningin problema para estos propdsitos.
Si bien, la forma mas usual de formular los enunciados aritméticos actual-
mente es mediante el uso de la Teoria de conjuntos, hay que recordar que la
axiomatizacion de la aritmética es previa. Los enunciados de la aritmética
pueden ser formulados perfectamente bien en términos de propiedades. En
el capitulo 3 presentamos una sugerencia de traduccion para los enunciados
de la aritmética que hace uso de un lenguaje en el que los términos estan
claramente por propiedades.

Dada la importancia de la Teoria de conjuntos en la practica matematica,
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decidi analizar en el capitulo 4 algunas propuestas realistas que involucran a
los conjuntos como parte de lo que constituye la realidad aritmética. Como lo
mencioné anteriormente, parte del espiritu de este trabajo es no dejar de lado
ninguno de los usos de los numerales. Las propuestas realistas que basan sus
explicaciones en una realidad tedrico conjuntista enfrentan el problema de
explicar cémo los usuarios competentes tienen acceso a esta compleja reali-
dad para poder hacer uso de los nimeros en contextos cotidianos. Nuestra
propuesta tiene una clara ventaja en términos de homogeneidad.

Requisitos cubiertos

Concluimos este trabajo presentando un bosquejo que les da a las pro-
piedades (en particular a las propiedades que son los nimeros) el lugar que
les corresponde dentro de una buena explicacién epistemoldgica. Las adscrip-
ciones de conocimiento se dan cuando estamos en posicién de decir que un
sujeto S sabe que P. En el caso de los enunciados de la forma F'(x), saber
que P es tener conocimiento de que x y la propiedad F' estan en una rela-
cién de ejemplificacién. Asi, el conocimiento de P requiere saber algo de x
(que tiene la propiedad F') y saber algo de F' (que es ejemplificada por z).
Todo el conocimiento proposicional que involucra a x esta relacionado con x
y por esta razon con el conocimiento de re de x. Conocemos de e a x en la
medida en la que somos capaces de adscribirle correctamente propiedades de
tal modo que estas adscripciones nos lleven a su identificacion. Pero como ya
dije, el conocimiento de P también estd relacionado con el conocimiento de
F'. El conocimiento de re de F' se da en la medida en la que somos capaces de
identificar las relaciones de F' con las entidades que admite como argumento.
En particular, las relacion de ejemplificacion de F' con sus portadores. Rea-
lizar adscripciones correctas de F' nos pone en contacto con sus propiedades.
De tal modo que eventualmente, identificamos suficientes propiedades de la
propiedad F' para ser capaces de identificarla.

De acuerdo a esta explicacion, el conocimiento de los niimeros como
propiedades comienza con la adquisicion de la habilidad de atribuirlos co-
rrectamente a sus respectivas pluralidades. Resultados en ciencias cognitivas
respaldan esta idea, debido a que el fenémeno de adquisicién de los nimeros—
bajo casi cualquier teoria—se relaciona con el contacto que tienen los ninos
con pequenas pluralidades de objetos fisicos. Mediante este contacto el nino
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desarrolla la habilidad de contar, y con ésta, la capacidad de inferir cono-
cimiento aritmético mas abstracto. Una vez que tenemos acceso epistémico
a las propiedades, sabemos que podemos conocer propiedades de objetos,
pero también de propiedades. Las propiedades que son los niimeros tienen
otras propiedades. Cada niimero tiene la propiedad de tener un sucesor; las
operaciones aritméticas también pueden ser vistas como propiedades, el prin-
cipio de induccién establece una propiedad que es satisfecha por conjuntos
de ntimeros naturales, etc.

. Hemos logrado una teoria que satisfaga los requisitos impuestos por el es-
quema de Benacerraf? En otras palabras, ;podemos defender una metafisica
realista sobre los niimeros naturales disolviendo la tensién epistemolégica que
estas posturas tradicionalmente han generado? Mi respuesta a estas pregun-
tas seria afirmativa, pero desde luego, la ultima palabra la tiene el lector. A
modo de conclusion demos un tltimo vistazo a los requisitos que, de acuerdo
al andlisis, una explicacién sobre la verdad aritmética deberia cumplir.

= Requisito de homogeneidad semantica:

Nuestra semdantica para ambos tipos de lenguaje (el lenguaje aritmético
y el correspondiente fragmento del lenguaje no matematico) debe pre-
servar la intuicion de que la verdad es algo que expresa una adecuada
relacion entre las oraciones y los hechos que éstas reportan.

= Requisito de homogeneidad epistémica:

Una explicacion satisfactoria del conocimiento aritmético tiene que ser
homogénea con nuestras explicaciones para el conocimiento en dominios
no matemdaticos.

En el presente trabajo nos enfocamos mas en el aspecto epistémico que en
el aspecto seméntico del programa de los nimeros como propiedades. Aun-
que yo no ofreci una teoria semantica sobre ninguna parte del lenguaje, algo
que si puede verse aqui es que, si los niimeros son propiedades, estamos en
posicion de dar una explicacion de la verdad de las oraciones aritméticas en
términos de las entidades a las que sus términos singulares refieren y de las
propiedades por las que estan sus predicados. Esta idea de verdad, intuiti-
vamente, es la que debemos preservar para ambos fragmentos del lenguaje.
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En Gémez-Torrente (2017), el autor desarrolla una teorfa detallada sobre la
referencia de los numerales (tanto ardbigos, como verbales) y muestra que
las propiedades de estos términos son compatibles con que los referentes sean
propiedades.

Si los ntimeros son propiedades, considerando que las propiedades deben
estar incluidas en cualquier epistemologia satisfactoria, hemos conseguido la
homogeneidad buscada. Las explicaciones sobre el conocimiento de oraciones
deberan dar lugar al conocimiento de propiedades. Si las oraciones reportan
un hecho aritmético (puro o aplicado a otros dominios) o reportan un hecho
no matematico, en cualquier caso, el acceso a las propiedades involucradas
quedara garantizado por nuestra epistemologia. Ha desaparecido la tension.
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