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Resumen

En los anos recientes se han establecido nuevas maneras de abordar los temas
de investigacién acerca del cancer de mama, como es el caso de las pruebas para
detectar células tumorales circulantes (CTC) que consiste en buscar mediante una
prueba sanguinea a las pequenas células cancerosas que se desprenden del seno
y recorren el cuerpo a través del torrente sanguineo, o la Gammagrafia mamaria
(imagenologia molecular del seno) en la que se inyecta en una vena un trazador
ligeramente radiactivo que se une a las células del cancer de seno, y luego se
utiliza una cdmara especial para detectarlas [1].

Las imagenes médicas, especialmente las mamografias son uno de los mejo-
res métodos de estudio y diagndstico por su facilidad de interpretaciéon para los
especialistas, aunque siguen siendo estudiadas para determinar la confiabilidad
en la busqueda de canceres de seno. Generalmente a los médicos les es 1til pa-
ra observar areas sospechosas encontradas en las mamografias convencionales,
aunque siempre con el margen de error humano que implica la observacion. La
investigacion actual esta dirigida a proporcionar una herramienta computacional
que potencialice las capacidades del ser humano para evaluar el posible avance de
crecimiento de tumores en situaciones especificas, tales como en el caso de tejidos
densos en mujeres mas jévenes, especificamente de cancer de mama en donde se
han realizado diferentes andlisis y propuestas para poder desarrollar métodos de
prondstico de crecimiento basados en iméagenes y en la manera en que las masas
o tejidos densos pueden propagarse.

Esta tesis aborda la propuesta de un modelo hibrido que relaciona las propie-
dades de las imagenes, los tejidos densos y la propagacién de fluidos en un medio
para poder obtener contornos de areas determinadas de la imagen y posterior-
mente simular una posible forma de propagacién de los tejidos densos que pueden
llevar a diagnosticar un cancer.
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Capitulo 1
Introduccion.

El método de redes de Boltzmann o ”Lattice Boltzman Method” (LBM por
sus siglas en inglés) es un método relativamente nuevo puesto que se ha utilizado
desde el ano 1985 en diferentes campos de la ciencia, principalmente para la simu-
lacién de fluidos con una alto grado de confiabilidad con respecto a los métodos
numéricos comunes [2].

Es un método que se apoya en la Ley de Fick [3] y las ecuaciones de Fourier
[4], v que se aplica para resolver problemas de transferencia de masa, momento y
energia, simulando las propiedades de masa, temperatura y momento a diferen-
tes escalas. En muchos casos son ecuaciones que son dificiles de resolver de forma
analitica o que las aproximaciones no son lo suficientemente adecuadas a nuestras
expectativas.

Se trata de ver en una macro escala cudl sera el efecto de la interaccién de
pseudo particulas a nivel microscépico, de tal manera que, aunque tengamos una
gran cantidad de pseudo particulas en un medio, analizaremos el efecto que tie-
nen en conjunto todas ellas. Por tal motivo hay que tener muy en cuenta las
caracteristicas de velocidad, momento y fuerza con las que interactiian todas las
particulas, ya que esto determina el efecto de transferencia de informacién (masa,
calor, energia, etc) en cuestién dentro del medio que analizamos.

En este trabajo se realiza una asociacion de las caracteristicas de los fluidos y
la intensidad de brillo de la imagen médica, tomando en cuenta que las variacio-
nes de brillo se pueden expresar como flujos de informacién que se desplazan en
un medio o rejilla y se pueden localizar como pseudo particulas con coordenadas
en espacio y tiempo (tal es el caso de las imédgenes), y ademas, se aplica este con-
cepto al campo de las ciencias médicas, con lo cudl tenemos un amplio margen
de trabajo y exploracion de posibilidades.




1.1 Presentacion.

Para poder trabajar las imégenes médicas como los medios en los que se
desplaza nuestra informacién (los pixeles se consideran como la rejilla y las inten-
sidades de brillo de los pixeles se consideran como un flujo de informacién para los
fines del método de redes de Boltzmaann) es necesario relacionar directamente la
densidad del tejido de interés con su respectiva intensidad de brillo del pixel, por
lo que abordaré la manera mas adecuada de realizar esta asociacion de los valores.

1.1. Presentacion.

La idea de este trabajo surge en el ano 2015, tras una exhaustiva revision de
posibilidades en las que se pueden aplicar las redes de Boltzmann, dicho esto, se
desarroll6 una propuesta inicial basada sélo en crecimiento de células cancerosas.
Sin embargo es un estudio en el que encontrd la caracteristica de que el creci-
miento parte de un conjunto de células sanas y que los tumores pueden crecer
siguiendo una probabiidad que depende de cada individuo [5], tal como se mues-
tra en la figura 1.1.

Donde P; es la probabilidad de que las células cancerosas crezcan a un ritmo
uniforme , por lo que, P; = 1 aparenta ser una esfera. P; = 0.1 representa que
el crecimiento como mayor probabilidad de que crezcan células cancerosas sin ser
uniforme en la periferia, y por ultimo P; = 0.03 nos indica que las células no crecen
de manera controlada, por lo que para poblaciones de 150 000 células ya es una
forma completamente irregular en su periferia. Por otro lado, la tabla nos indica
también en color rojo que las células madre [6] comienzan a morir y proliferan las
células necréticas en color gris (las células que ya se han convertido en un tumor).

Tomando en cuenta esta condicién de poblaciones iniciales uniformes se deci-
di6 complementar la idea con la extraccion de contornos de las mamografias. De
manera que al partir de una mamografia, obtendria sélo el contorno del tejido
sospechso y usarlo como una condicion inicial real del método y complementado
con el uso de las redes de Boltzmann simular la propagacién de células utilizando
las reglas de crecimiento propuestas por Anderson et. al. [7] con las cuales se com-
plementa la propuesta de modelo de crecimiento basado en una poblacién inicial
real y las caracteristicas de consumo de nutrientes de células, grado de apoptosis
(tasa de mortalidad de las células), consumo de oxigeno, entre otras.




1.1 Presentacién.

50,000 cells 100,000 cells 150,000 cells CSCs

Ps=1

Ps=0.1
g
'%x.ﬁ-"}

Pg=0.03
e

Figura 1.1: Modelo de crecimiento de tumores basados en probabilidad con dis-
tintas poblaciones iniciales [5].




1.2 Motivacion.

1.2. Motivacion.

El motivo por el cual se llevé a cabo este trabajo es porque se considera que se
deben reducir los tiempos de diagnodstico y ademas poder predecir qué tan rapido
puede llegar a crecer un cancer.

En México, el Instituto de Cancelorogia y el Instituto de Fisica de la Univer-
sidad Nacional Autéonoma de México publicaron en 2006 una media de tiempo
basada en normas oficiales mexicanas, las cuales muestran estadisticas que in-
dican que para que un cancer pueda evolucionar de manera considerable, deben
pasar cerca de 7 anos, y se deben realizar mamografias de preferencia cada 6
meses para poder observar la evolucion. Son datos que contrastan con estadisti-
cas como por ejemplo en Espana, donde las mamografias son recomendadas cada
dos anos [8]. Tomando estos datos datos se puede decir que para un expediente
médico de algin paciente se necesitan tomar imagenes en un intervalo de 2 por
ano. Transcurridos 7 anos obtenemos para obtener 14 imagenes que muestren la
evolucion de un tejido y poder diagnodsticar una calcificacién o un cancer benigno
o maligno, por lo que se reduce la oportunidad de poder atender a tiempo con el
tratamiento adecuado. Por esta razon es una meta proponer una herramienta que
ayude a simular el crecimiento y evolucion de ese tejido sin tener que esperar mu-
cho tiempo, aplicando las redes de Boltzmann como un método de aproximacion
a la soluciéon de las ecuaciones que representan el fenémeno de crecimiento de las
células del cuerpo humano. Esta propuesta en redes de Boltzmann se considera
un problema computacional debido a la gran cantidad de ciclos e iteraciones ne-
cesarias para llegar al resultado, por lo que es un excelente punto de partida para
utilizar las poderosas herramientas computacionales actuales combinadas con la
implementacion de métodos numéricos.

Esta y muchas herramientas mas en conjunto pueden ayudar a mejorar la
calidad de vida de las personas y a no reducir sus expectativas de vida.

Ademas de lo antes mencionado, la obtencién de los parametros necesarios
para la simulacién de crecimiento requieren como base la obtencién de los contor-
nos de interés, cuyas dimensiones y densidad nos brindaran el punto de partida
para el modelo de crecimiento, por tal motivo, es una buena alternativa partir
de la obtencién de contornos por el mismo método. Esta manera de obtener los
contornos de la imagen se basa en el método de conjuntos de nivel, resolviendo
su ecuacion por el método de redes de Boltzmann, de tal manera que asi se puede
introducir al lector en la idea general del proceso de simulacién de crecimiento.




1.3 Objetivo.

1.3. Objetivo.

Desde los anos 90 se han hecho estimaciones acerca de la cantidad de perso-
nas que se diagnostican con algun tipo de cancer, y especialmente de cancer de
mama, que es uno de los mas comunes en la poblaciéon tanto de hombres como
de mujeres. En México el cancer de mama es la segunda causa de muerte en mu-
jeres. (Instituto Nacional de Estadistica y Geografia e informatica INEGI 2014
[9] y representa el 16 % de todos los cédnceres en mujeres a nivel mundial segun la
Organizacion Mundial de la Salud.

El alto nimero de personas que lo padecen y los grandes tiempos diagndstico
han hecho que se necesiten herramientas eficientes para poder tener un diagnésti-
co oportuno y certero. Por esa razon se propone una herramienta computacional
que ayude en primera instancia, y como objetivo principal de este trabajo, a
la obtencién de contornos en imagenes de cancer de mama, utilizando redes de
Boltzmann como una variante del método de ajustes de nivel en imagenes. Pos-
teriormente, generar una nueva red de Boltzmann que tenga como condiciones
iniciales dicho contorno obtenido en la primera parte, Con esto se obtendra una
simulacion de crecimiento de anomalias en una zona especifica del tejido. Esto
puede ayudar al diagnéstico y a la determinacién de la velocidad de crecimiento
y asi contribuir a la toma de decisiones en el tratamiento.

También se propone determinar un método de obtencién de informacion de las
imégenes médicas a partir del tratamiento digital de imégenes, utilizando bancos
de imagenes publicas con el fin de hacer pruebas de confiabilidad del resultado
obtenido, corroborar los resultados con imégenes de casos clinicos nuevos y for-
mular conclusiones acerca de la eficiencia del método empleado.

Este trabajo tiene por objetivo general buscar la aplicacién de un proceso de
analisis digital de imagenes que permita resaltar regiones con posibles anormalida-
des mediante técnicas hibridas de tratamiento de imagenes en las que, por un lado
se toman en cuenta las condiciones bidlogicas de crecimiento de tumores a partir
del brillo de los pixeles, y por otro lado se simula una propagacién de dicho tejido
con condiciones iniciales de frontera del dominio dadas por la imagen, todo es-
to ayudandose de los autématas celulares que se basan en la mecanica estadistica.




1.4 Planteamiento del problema.

1.4. Planteamiento del problema.

El problema especifico que se considera es obtener el contorno de un tejido
considerado como una calcificacién o un conjunto de células cancerosas a partir
de una imagen de mamografia y extraer ese contorno de la imagen médica me-
diante el uso del método de Redes de Boltzmann. Posteriormente establecer ese
contorno como una condicién de concentraciones iniciales de las células y utilizar
una nueva Red de Boltzmann acoplada a la inicial para modelar y simular cémo
se difunden esas concentraciones a través de la rejilla en un intervalo de tiempo
determinado.

El procedimiento esta dividido en dos secciones:

Primera parte. La obtencion de contornos y la generacion de la méascara
inicial para encontrar las concentraciones iniciales en base a la imagen.

En este trabajo se presenta la primera parte, con sus respectivas fases y re-
sultados y en la seccién final se plantea lo que se necesita para iniciar con la
segunda parte del proceso general, por lo que nos centraremos en la obtencién de
contornos y los métodos utilizados.

Segunda parte. La generacion de la nueva red de Boltzmann a partir de la
mascara e iniciar la simulaciéon de crecimiento basado en las ecuaciones que lo
describen.

Se debe generar y extraer ese nuevo contorno y generar una imagen que re-
presente la forma final que tendra ese conjunto de células, por lo que se considera
que es un problema de suma importancia para el area de las ciencias de la salud.

Debido a que este tipo de simulaciones se deben hacer por cada red de Bol-
tzmann, se requiere mucho tiempo de cémputo y es necesario adaptarlas para
ejecutar los algoritmos de manera serial en una computadora o en cémputo pa-
ralelo. Para ello se plantea la estrategia a seguir en los capitulos posteriores.




1.5 Metodologia.

1.5. Metodologia.

= Etapa inicial en donde se efectuard un estudio exhaustivo del estado del
arte del procesamiento digital de senales, analizando las técnicas clasicas
para el filtrado y restauracién de imagenes, y todo lo referente a la teoria
e implementacién de las redes de Boltzmann [10] en particular aplicado a
imégenes de tumores de cancer de mama.

= Acotar el alcance del trabajo y enfocarse en la obtencion de contornos me-
diante redes de Boltzmann.

» Analizar resultados de la obtencién de contornos.

= Realizar la selecciéon de parametros que intervienen en el crecimiento de
células cancerosas, fundamentado en el tratamiento digital de senales y
realizar los respectivos algoritmos y su programacion.

» Realizar los algoritmos y programas que simulen los fenémenos de reaccién-
difusién reales que ocurren en la evolucién de un tumor.

La metodologia consta también de marcar el avance por objetivos, y el ob-
jetivo inicial es realizar un algoritmo para la obtencion de los contornos en las
imégenes. Este trabajo requiere mucho tiempo de estudio debido a que es una
alternativa poco explorada en ambos casos (imagenes y crecimiento) y se ha aco-
tado el primer objetivo a corto plazo para poder alcanzarlo. Es necesario hacer
una seleccion precisa de los parametros de inicio y las ecuaciones de redes de Bol-
tzmann, por lo que se considera que este trabajo tiene los elementos necesarios
para ser estudiado en esta tesis de nivel de maestria.

El siguiente objetivo es generar un algoritmo computacional para simular cre-
cimiento de tumores basados en su forma de crecimiento con variables fisicas y
quimicas, por lo que se ha decidido trabajar a futuro en ello. Finalmente se trata
de apoyar con una herramienta computacional al diagnéstico y tratamiento de
los tumores de cancer de mama.

1.6. Contribuciones.

La principal contribucion de este trabajo es que se genera un modelo compu-
tacional que combina el tratamiento digital de imégenes con la segmentacién de
imédgenes en redes de Boltzmann para asociar las propiedades de la imagen con




1.7 BEstructura de la tesis.

las concentraciones de células cancerosas en el cuerpo humano, posteriormente
simular el probable crecimiento de un tumor de cancer de mama y es altamente
probable su implementacién en cémputo paralelo debido a las caracteristicas de
no dependencia de cada nodo en las redes de Boltzmann. Esto quiere decir que,
el fenémeno de colision y propagacion se puede analizar en cada nodo de manera
local sin tener que depender del valor de concentraciones en un nodo con respecto
a otro. También es probable su implementacién en un futuro para diferentes tipos
de céncer, aunque es objeto de otro estudio mas profundo.

1.7. Estructura de la tesis.

Este trabajo esta dividido en 5 capitulos en los que se desarrolla el modelo de
crecimiento y simulacion de las Redes de Boltzmann a partir de imagénes médi-
cas, la implementacion de algoritmos computacionales, las caracteristicas que se
consideran en nuestras imagenes y el resultado de la aplicacion del método.

En el capitulo 1 se establecen los objetivos, la motivacion y la metodologia
utilizada para entender el problema y cuéles son los alcances a los que llega este
trabajo.

En el capitulo 2 se encuentra una breve introduccion al estado del arte de los
métodos actuales para ayudar al diagnostico de cancer de mama, el tratamiento
de las imagenes obtenidas de las mamografias y cuales son tejidos y densidades de
tejidos que son relevantes para su posterior estudio. También se plantea la base
teodrica de las redes de Boltzmann y su relacién con el tratamiento de imagenes.
Se hace una descripcién de lo que son los automéatas celulares y sus ventajas en
el momento de realizar simulaciones de sistemas dindmicos.

En el capitulo 3 se explica detalladamente como aplicar las Redes de Bol-
tzmann para la obtencion de contornos en imégenes, basado en un algoritmo
computacional propuesto por Souleymane Balla-Arabé, Xinbo Gao y Bin Wang
[11] y la extraccién del contorno obtenido como una mdscara normalizada. De
igual forma se describen las ecuaciones de crecimiento de células propuesto por
Anderson et. al. [12], con las que se establecen las condiciones iniciales de la si-
mulacién y las condiciones de frontera del dominio apoyados en en método de
solucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) en dos dimensiones para un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas.
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En el capitulo 4 se discutirdan los resultados obtenidos de la generacion de
contornos, extraccion de los contornos y la manera en que se pueden hacer mas
eficientes los algoritmos de cémputo utilizados. También se discutird acerca del
modelo de crecimiento de células cancerosas y la implementacién en un nuevo
modelo que conjunte los contornos obtenidos para utilizarlos como base para una
nueva red, a partir de los resultados obtenidos de las EDP.

En el capitulo 5 se concluye el resultado obtenido de todos los experimentos
y propuestas realizadas en este trabajo y se pone de manifiesto el trabajo a futuro.
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Capitulo 2
Marco tedrico

2.1. Introduccion

En este capitulo se plantean los distintos conceptos necesarios para poder
relacionar las redes de Boltzmann con el tratamiento de imagenes, el concepto
de imagenes médicas y la escala de medida en que se utilizan, ademas de la
implementacién de redes en la obtencion de contornos de éstas imagenes.

2.2. Imagenes Médicas.

El mundo de la imagenologia médica se ha visto beneficiado por dos princi-
pales acontecimientos. El primero de ellos, fue el descubrimiento de los rayos-X
por el fisico Wilhelm Konrad Rontgen en 1895, quien alcanzé a diferenciar y re-
presentar en una pelicula fotografica el grado de atenuacion de estos rayos en los
diferentes tejidos de una mano, visualizandose por primera vez la piel y el hueso.
Este acontecimiento marcé el inicio de la imagenologia médica. Posteriormente,
en 1968 aconteci6 el descubrimiento de la tomograffa computarizada (TC) por
Godfrey Hounsfield [1], surgiendo la necesidad de almacenamiento y manipulacion
de las imégenes médicas para el diagndstico basado en imégenes digitales Este
descubrimiento, proporciond por primera vez la representacion tridimensional de
objetos a partir de la representacién de imagenes rayos-X individuales, apiladas
paralelamente en un volumen.

Desde entonces, se han desarrollado técnicas en la adquisiciéon de imagenes
de diferentes modalidades, las cuales son diferenciadas por la naturaleza de los
principios fisicos involucrados en el proceso de adquisicion de las imégenes, ver
figura 2.1. Las modalidades mas comunes de imagenologia médica son la tomo-
grafia computarizada (TC) que mide el coeficiente de atenuacién de los rayos X,
la resonancia magnética (RM) que mide las ondas de radio frecuencia y campos
magnéticos ver figura 2.2. La imagenologia por ultrasonidos (US) que representa
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2.2 Imagenes Médicas.

Figura 2.1: Tomoégrafo Philips Brilliance 64 CT.

la atenuacién de ondas acusticas, y la imagenologia por medicina nuclear (MN),
entre otras. En este trabajo se utilizaron las imégenes de TC y RM.

El alto grado de aceptacion de las técnicas de imagenologia médica y los
diversos fabricantes de equipos médicos, originaron la aparicion de diferentes es-
pecificaciones para el manejo de estas imagenes, por lo que integrar todas ellas
en un sistema comtn para su almacenamiento y transferencia de manera flexi-
ble, era practicamente imposible. Como consecuencia, en el ano 1983, se inici6
la estandarizacion del proceso de manipulacion de imagenes médicas digitales,
desarrollandose el estandar Digital Imaging and Communications in Medicine
DICOM [2], como iniciativa del Colegio Estadounidense de Radiologia (ACR) y
la Asociacién Nacional de Fabricantes Eléctricos (NEMA). Este estandar describe
el formato de archivos y la especificacién de los datos primordiales de un paciente
en la imagen, asi como como el encabezado requerido para conocer las carac-
teristicas de las imagenes obtenidas, describiendo un lenguaje comun a distintos
sistemas médicos. [3]

La aplicacién de las rutinas planteadas en los casos de estudio analizados en
imagenes médicas en formato DICOM, sin embargo, también se implementaron
rutinas para leer imdgenes en otros formatos como: JPG, RAWS, BMP, VTK, los
cuales son muy utilizados en el mundo de la visualizaciéon médica.

La tomografia computarizada (TC) es una técnica de diagndstico utilizada en
medicina, la cual al ser empleada en el cuerpo humano, obtiene cortes transver-
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2.2 Imégenes Médicas.

Figura 2.2: Imagen de tomografia computarizada (Especializado May 21, 2015
Blog Médico, Radiologia, Rayos X, Tomografia Axial Multicorte (TAC) ).

sales a lo largo de una regién concreta del cuerpo (o del cuerpo entero). La TC
es una técnica de imagenologia de exploracién de rayos X que produce imége-
nes detalladas de cortes del cuerpo. En lugar de obtener una imagen como la
radiografia convencional, la TC obtiene miltiples imagenes al rotar alrededor del
cuerpo. Una computadora combina todas estas imagenes en una imagen final que
representa un corte del cuerpo como si fuera una rodaja, obteniéndose multiples
imdgenes en rodajas o cortes (slices) de la parte del cuerpo que esté siendo estu-
diada. Cada imagen o corte representa un perfil de intensidades medido por los
detectores del tomodgrafo, el cual es reconstruido empleando la transformada de
Radon [4] que tiene sus bases en el teorema de Fourier [5].

En las imagenes de los cortes originales, a cada elemento pixel de la tomo-
graffa computarizada se le asigna un valor numérico que representa el valor de
atenuacion del haz radioldgico absorbido por el tejido en ese punto, resultando la
densidad de la tomografia directamente proporcional al coeficiente de absorcion.
El nivel de gris de cada pixel se expresa en unidades de Hounsfield (HU).

El coeficiente de atenuacion de los rayos X expresado en Unidades Hounsfield
para los diferentes tejidos vivos u otros materiales sometidos a un examen to-
mografico de rayos X viene dado por la siguiente formula:

HU = (1000) [M} (2.1)

Hagua
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Figura 2.3: Escala de Hounsfield para densidades del cuerpo humano.

Donde fi4guq €s €l coeficiente de atenuacion lineal del agua destilada y ji; el coefi-
ciente de atenuacion lineal del tejido o material de interés.

Para la reconstrucciéon 3D a partir de la tomografia, se consideran los siguien-
tes parametros:

1. Resolucién espacial. Compuesta por el nimero de cortes y el nimero de
pixeles de cada corte. Este parametro es representado por una matriz 3D
de la imagen, cuyas medidas x,y dependen del tamano en pixeles de cada
corte vy z depende del nimero de cortes obtenidos. Por ejemplo, en un
conjunto de datos de TC con una matriz de imagen de 512 pixeles x 512
pixeles y 300 cortes, obtendremos un volumen de datos con la resoluciéon
512 x 512 x 300.

2. La distancia entre voxeles (voxel spacing). Es calculada a partir de la dis-
tancia en x, y de los pixels dentro de cada corte (en el plano) y la distancia
z de los pixeles entre dos cortes, llamado grosor del corte (fuera del plano).
Si x,y,z tienen mismo valor, se tendrian voxeles isotrépicos, caso contrario
se denominan anisotrépicos.

En el momento de reconstruir cada corte, el valor de intensidad calculado para
cada pixel representa la densidad del objeto escaneado. En las imagenes médicas,
estos valores de intensidad son normalizados en unidades Hounsfield (HU). La
normalizacion de los mapas del rango de datos para una representaciéon numérica
de 12 bits, se asume como la intensidad del agua en valor cero y el aire con valor
-1000. Esta normalizacion se formaliza con la ecuacion 2.1.

Es esta primera figura se observa que los valores estan dentro de un amplio
rango de posibilidades, pero que estan bien definidos para zonas especificas del
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Figura 2.4: Otra forma de representar la figura 2.3. Escala de Hounsfield para
densidad de tejido en 6rganos.

cuerpo. Se puede distinguir grasa, hueso o identificar aire.

En la figura 2.3 se puede encontrar el valor de escala que nos interesa, que
es en tejidos grasos en mamas, de un valor aproximado de entre -20 y -60 HU.
Con este valor podemos centrarnos ya en encontrar su correspondiente valor en
la escala de grises de la imagen.

Resonancia magnética (RM).

El descubrimiento de la resonancia magnética (RM) se atribuye a dos grupos
de investigadores independientes: (a) Felix Bloch de la Universidad de Stanford
y colaboradores y (b) Edward Purcell de la Universidad de Harvard y colabora-
dores, quiénes en 1945 decidieron investigar el comportamiento de la resonancia
magnética nuclear en materia condensada.

Desde entonces, la resonancia magnética se ha convertido en una sofisticada
técnica con aplicaciones en una amplia variedad de disciplinas que incluyen ahora
la fisica, quimica, biologia y medicina.

Un equipo de RM esta constituido por un conjunto de aparatos emisores de
electromagnetismo, antenas receptoras de radio frecuencias y computadoras, las
cuales analizan datos para producir imagenes detalladas en 2D o 3D, con un gran
nivel de precisién que permite detectar, o descartar, alteraciones en los érganos
y los tejidos del cuerpo humano. La obtencion de las imagenes de RM se pro-
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duce sin la intervencién de radiaciones ionizantes (rayos gama o X), sometiendo
al paciente a un campo electromagnético con un iman que atrae a los protones
que estan contenidos en los dtomos de hidrogeno que conforman los tejidos hu-
manos, los cuales, al ser estimulados por ondas de radio frecuencia, salen de su
alineamiento normal. Cuando el estimulo se suspende, los protones regresan a su
posicién original, liberando energia que se transforma en senales de radio para
ser captadas por la computadora que las transforma en imagenes, las cuales des-
criben la forma y funcionamiento de los 6rganos. Ver figura 2.5.

(a) Crédneo (b) Rodilla

Figura 2.5: Imagenes de resonancia magnética convencional.

De manera muy similar a las imégenes de TC, en los cortes originales de
RM, a cada elemento pixel se le asigna un valor numérico que representa el va-
lor de atenuacién de la onda de radiofrecuencia incidente en el tejido en ese punto.

Las imagenes de RM permiten visualizar de mejor manera los tejidos blan-
dos, aunque también permiten ver el hueso. Sin embargo la TC es ideal para la
visualizacién de estructuras éseas.

2.3. Segmentaciéon y Contornos.

La deteccion de bordes es una de las operaciones més utilizadas en el analisis
de iméagenes, y hay probablemente mas algoritmos en la literatura para mejorar y
detectar bordes que cualquier otra cosa. La razén de esto es que los bordes forman
el contorno de un objeto, en un sentido muy generalizado. Los objetos son temas
de interés en sistemas de andlisis de imagenes y de visiéon. Un borde es el limite
entre un objeto y el fondo e indica el limite entre la superposicién de objetos
[6]. Esto significa que si los bordes de una imagen pueden ser identificados con
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precision, todos los objetos se pueden localizar, y las propiedades basicas, tales
como el area, perimetro y forma pueden ser medidas.

Dado que el tratamiento de imégenes involucra identificacién y clasificacion
de objetos en una imagen, la deteccion de bordes se convierte en una herramienta
esencial.

En la figura 2.6, se ilustra un ejemplo directo de deteccién de bordes. Existen
dos objetos superpuestos en la imagen original: la imagen de la izquierda contiene
un color gris uniforme de fondo y la imagen de la derecha es la version mejorada
de la misma imagen de la izquierda, pero tiene lineas negras que delimitan los
tres objetos. Hay que tener en cuenta que no hay manera de saber qué partes de
la imagen son de fondo y cuales son objetos, sélo los limites entre las regiones se
identifican. Sin embargo, dado que las figuras en la imagen son las regiones, se
puede determinar que el objeto niimero 3 cubre una parte del objeto 2 y por lo
tanto estd en un primer plano.

La deteccién de bordes es parte de un proceso llamado segmentacién (la iden-
tificacién de regiones dentro de una imagen). Las regiones que pueden ser objetos
de la figura 2.6 se han aislado y el procesamiento posterior determinara qué clase
de objeto representa cada region. Mientras que en este ejemplo la deteccién de
bordes es simplemente un paso en el proceso de segmentacion, a veces es todo lo
que se necesita, especialmente cuando los objetos en una imagen son lineas.

@ O

(a) Figuras en gris (b) Figuras en blanco
Yy negro

Figura 2.6: Ejemplo. (a) Imagen con gotas sobre un fondo gris. (b) Imagen que
muestra s6lo los contornos de los objetos.

Consideremos la imagen de la figura 2.7, que es una fotografia de la seccién
transversal de un arbol. Los anillos de crecimiento son los objetos de interés en
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2.3 Segmentacién y Contornos.

(b) (c)

Figura 2.7: La seccién transversal de un arbol. (a) Imagen original en gris. (b)
Borde ideal de la imagen mejorada mostrando los anillos de crecimiento. c¢) La
mejora del borde que se podria esperar utilizando un algoritmo real.

esta imagen. Cada anillo representa un ano de la vida del arbol, y el ntimero
de anillos es por lo tanto el mismo que la edad del arbol. Encontrar los anillos
usando un detector de bordes como se muestra en la Figura 2.7 es todo lo que se
necesita para segmentar la imagen en primer plano (los objetos son los anillos) y
fondo (todo lo demés).

Técnicamente, la deteccién de borde es el proceso de localizacion de los pi-
xeles de borde, y la mejora de los bordes es el proceso de aumentar el contraste
entre los bordes y el fondo para que los bordes se vuelvan mas visibles. En la
préactica, sin embargo, los términos se utilizan indistintamente, ya que la mayoria
de los programas de deteccion de pixeles del borde usan un nivel o color de gris
especifico para que puedan ser facilmente vistos. Ademas, el rastreo de bordes es
el proceso de seguir los bordes, generalmente recoger los pixeles de borde en una
lista. Esto se hace en una direccion consistente, en sentido horario o antihorario
alrededor de los objetos.

La codificacién de cadena es una ejemplo de un algoritmo especifico para el
rastreo de bordes. El resultado es una representacion de los objetos que pueden
usarse para calcular medidas de forma o de lo contrario identificar o clasificar el
objeto.

Existen otras propuestas de deteccién de bordes incluyendo métodos tradicio-
nales como el de Canny y el detector de bordes Shen-Castan, o ISEF. Ambos se
basan solidamente en consideraciones tedricas, y ambos reivindican un grado de
optimalidad; es decir, ambos afirman ser lo mejor que se puede hacer bajo ciertas
circunstancias especificadas.

Estas afirmaciones seran examinadas en la practica en el capitulo 3 de esta
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tesis.

2.3.1. Modelos de bordes

El borde escalonado de la Figura 2.8 es ideal porque es facil de detectar en
ausencia del ruido, cualquier cambio significativo en el nivel de gris indicara que
hay un borde. Un borde escalonado nunca ocurre realmente en una imagen por-
que: a) los objetos rara vez tienen un contorno tan definido, b) una escena nunca
es muestreada de manera que los bordes estén exactamente dentro del margen de
un pixel, y ¢) debido al ruido. Es decir, al haber varios valores intermedios entre
los valores limites de las capas en primer plano y los objetos de fondo.

2.3.2. Muestreo.

Las figuras 2.8a y 2.8b muestran un borde de paso ideal y el conjunto de
pixeles implicados. Hay que tener en cuenta que el borde se produce en el extremo
izquierdo de los pixeles del borde blanco. A medida que la camara se desplaza
hacia la izquierda en cantidades menores que el ancho de un pixel, el borde se
mueve hacia la derecha. En la Figura 2.8c el borde se ha movido a la mitad de
un pixel, y los pixeles a lo largo del borde ahora contienen parte de la imagen en
negro y algunas partes en blanco. Esto se reflejara en el nivel de gris como un
promedio ponderado:

= Ywlw T U (2.2)

Ay — Ap
donde v, v v, son los niveles de gris de las regiones blancas y negras, vy a, v ay
son las areas de las partes blancas y negras de los pixeles del borde. Por ejemplo,
si el nivel de blanco es 100 y el nivel de negro es 0, entonces el valor de un pixel en
el borde para el cual el borde pasa a través del centro sera 50. El resultado es un
doble paso en lugar de un solo paso en el borde, como se muestra en la Figura 2.8d.

Si el efecto de un contorno borroso es extender el cambio de nivel de gris sobre
un numero de pixeles, entonces el inico escalén se convierte en una escalera. La
rampa es un modelo en el que el borde debia haberse visto originalmente para
producir una escalera, y por lo tanto es una idealizacién, una interpolacién de los
datos encontrados.
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Figura 2.8: El efecto del muestreo en un borde escalonado. (a) Un borde de
paso ideal. (b) vista tridimensional del escalén en el borde. (c) Borde de paso
muestreado en el centro de un pixel, en lugar de en un margen. (d) El resultado,
en tres dimensiones, tiene la apariencia de una escalera..

2.3.3. JPG

JPG o JPEG (para Joint Photographic Experts Group) [7] , es el formato
de archivo mas comun en formato digital fotografia. Soporta una profundidad de
color de 24 bits (3 canales de color de 8 bits cada uno). Casi todos los dispositi-
vos de adquisicion son capaces de escribir imdgenes utilizando este formato y es
ampliamente apoyado en diferentes programas de visualizacién. Produce archivos
pequenos y compresion con pérdidas. Cada vez que se guarda una imagen en este
formato, la calidad se degrada porque se realiza una compresién con pérdidas.
La compresion con pérdida elimina los detalles de la imagen de modo que pue-
da representarse con menos informacion. Utiliza andlisis matematicos complejos
para hacer menos perceptible aquellos bits de informacion de la imagen para los
que el ojo humano no puede destinguir la diferencia. Tenga en cuenta que puede
ver una imagen JPG tantas veces como quiera sin alterar su calidad; la calidad
se degrada sélo cuando se guarda. Ademas, la pérdida de calidad en la mayoria
de los casos es muy pequena y casi imperceptible por el ojo humano si se guarda
en un ajuste de alta calidad. Sin embargo, guardar un archivo JPG varias veces
puede llevar a una considerable pérdida de calidad de imagen. Por lo tanto, se
recomienda que las imagenes digitales se guarden en otros formatos mientras se
realiza el procesamiento sobre ellas, y sélo guardar a JPG como el ultimo paso
cuando no hay mas modificaciones que hacer.
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Tal es el caso de las imagenes utilizadas en este trabajo de tesis, se guardan en
formato JPG porque al momento de la aquisicién no necesitan ningin tratamiento
en especial, por lo que pueden almacenarse de inmediato, ademas de que es el
formato estandar para visualizacién de archivos en todos los sistemas operativos.

2.4. Automatas Celulares de Gas.

Por definicién un autémata celular (CA por sus siglas en inglés) es una entidad
que ocupa una posiciéon en una malla o un punto de una rejilla y que interacia
con sus vecinos idénticos. Generalmente examina su propio estado y el estado de
sus vecinos en un determinado paso de tiempo, luego reinicia su propio estado
para evaluar el siguiente paso de tiempo siguiendo una serie de reglas. Ademas
de estas caracteristicas se cuenta también con condiciones de frontera iniciales las
cuales gobiernan el comportamiento del autémata y su evolucion en el tiempo [8].

El método de redes de Boltzmann tiene sus origenes en los autématas celulares
de gas, que son un modelo que cuenta con una malla discreta y un tiempo discre-
to, comenzando con los primeros modelos hexagonales en donde Frish, Hasslacher
y Pomeau obtuvieron las ecuaciones de Navier-Stokes por primera vez de manera
correcta. El modelo es conocido como FHP (Frish, Hasslacher y Pomeau) desde
ese momento [9].

El modelo se construye a partir de triangulos equilateros que forman un malla
al tener puntos comunes. A partir del punto central se trazan lineas conocidas
como “unidades de la red” (Lattice Unit. LU por sus siglas en inglés) y todas
las particulas tienen una sola velocidad v = LU/dt, es decir, una velocidad da-
da por la distancia de cada particula con respecto de la particula central y el
tiempo que tarda en desplazarse. En cada punto de la malla, pueden haber hasta
6 particulas que corresponden a las 6 posibles direcciones e; del punto central

e; = (cos%r, sin%) donde a= 1, 2, ... , 6y e; es cada velocidad que parte del
origen (0,0) en coordenadas cartesianas (cos%, sin’g).

Al ser un modelo discretizado en tiempo y espacio, sus velocidades también
son discretas y corresponden a cada posible direccion en la que se desplazan las
particulas de la malla [10].

En esencia, estos métodos son ampliamente utilizados en dinamica de fluidos,
donde las particulas atémicas se mueven de acuerdo a las leyes de Newton. Sin em-
bargo, estas herramientas realizan una descripcion mesoscépica de un fluido, atin
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Figura 2.9: Vectores unitarios del modelo FHP.

cuando no necesariamente representan como particulas a los a&tomos individuales.
Pueden representar conjuntos de particulas, campos cuantizados o transferencia
de informacion o intensidad, como es el caso de este trabajo de tesis en el manejo
de las imagenes.

2.5. Método de redes de Boltzmann (LBM).

El método de redes de Boltzmann es un modelo prometedor y altamente facil
de implementar, en términos de facilitar la soluciéon numérica de sistemas de di-
ferentes ecuaciones diferenciales hiperbdlicas.

Los modelos basados en LBM son un poco diferentes a los de aproximaciones
en diferencias finitas, elemento finito y volumen finito. Por un lado en una preci-
sién microscopica, y por otro lado por una precisién macroscépica (Navier-Stokes

eq) [11].

El punto clave es el siguiente: A pesar de que la dindmica microscépica de-
pende en gran parte de la naturaleza del fluido considerado (gases y liquidos), se
puede decir que la descripcién macroscépica de un fenémeno es generalmente mas
insensible a las interacciones subyacentes inherentes en la escala microscopica a
las interacciones a lo largo de las particulas, lo cual quiere decir que la probabili-
dad de que el fenémeno a micro escala se reproduzca en macro escala es muy alta.
A su vez, un mismo sistema macroscépico es consistente con un conjunto de sis-
temas microscépicos. Siguiendo la aproximacion estadistica clasica de Boltzmann
[12], este tratamiento se conoce como multiescala y ha trascendido al mundo de
la fisica.
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Por esta razén es posible disenar una descripcién microscépica idealizada, la
cual, sin embargo, nos lleva a recobrar las ecuaciones macroscépicas. Ademas de
esto, los gases reales o liquidos reales, se consideran un ensamble de micro mun-
dos artificiales de pseudo particulas que “viven” en mallas con interaccciones que
conservan masa y momento. La micro dindmica de muchos micro mundos seria
muy simple en una computadora para simularla eficazmente. Consideremos por
ejemplo una malla cuadrada con cuatro celdas en cada lado, en los cuales una
célula estd asociada con otra a través de un nodo vecino. Esas celdas deben estar
vacias u ocupadas por a lo mucho una particula con masa unitaria, por lo que
cada celda tiene solo dos posibles estados.

La velocidad y también el momento pueden ser asignados a cada particula por
el vector que conecta un nodo con su siguiente nodo vecino. La interacciéon mi-
croscopica es estrictamente local y por lo tanto masivamente paralelizable, debido
a que envuelve sélo una particula en un tinico nodo. Las particulas intercambian
momentos o transfieren informaciéon mientras conservan masa y los momentos se
suman en cada nodo (estas son las colisiones).

En pocas palabras, estamos asumiendo una relajacién del sistema fuera de
su estado de equilibrio hacia su equilibrio en un tiempo de relajaciéon para uno
o varios casos complejos. Los tiempos de relajacion determinan la dindmica mi-
croscopica, macroscopica y los coeficientes de transporte al mismo tiempo. Una
vez definido el modelo mesoscépico las constantes de tiempo de relajacién son
practicamente parametros controlados para ambos casos, microscopico y ma-
croscopico.

El algoritmo para selecionar las constantes de tiempo de relajacion es llamado
estrategia de busqueda mesoscopica.

El método de redes de Boltzmann ha mostrado en los ultimos anos, ser una
herramienta computacional confiable para realizar simulaciones de problemas de
fluidos complejos. Con este método se han simulado problemas clasicos como el
de Rayleigh-Bénard [13], flujo a través de obstaculos (con condiciones de frontera
inmersas), propagacién de ondas de sonido y turbulencia. Ademds de haber pre-
sentado excelentes resultados en otras dreas como la segmentacién de iméagenes
[14], v la creacién de simulaciones de crecimiento celular, entre otras.
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d*v

Figura 2.10: Espacio u con N particulas de masa m.

2.5.1. La ecuacion de transporte de Boltzmann

Si consideramos un gas mono atémico formado por N particulas cada una con
masa m y confinadas en un volumen v, el estado del gas al tiempo t esta deter-
minado por la posiciéon r y velocidad v de cada una de las particulas. Dicho gas
lo podemos representar en un espacio de seis dimensiones, tres para la velocidad
y las tres restantes para la posicién, conocido como el espacio p, que se muestra
esquematicamente en la figura 2.10. La ecuacion de transporte de Boltzmann des-
cribe el cambio temporal y espacial de la funcién de distribucién de velocidades
f en el espacio u que definimos como:

distribucién de probabilidad de particulas que se encuentran
f(r,v,t)d*rd*v = { en el tiempo t en un elemento de volumen d®r alrededor de r
con velocidades d®v alrededor de v.
(2.3)
En ausencia de colisiones, una particula que se encuentra en (r,v) al tiempo
t se encontrard en (r + vot, v + (F//m)dt) al tiempo t +dt, siendo F una fuerza
externa actuando sobre el gas. Entonces podemos escribir:

f(rv,t)dPrd®v = f (r +v6t, v+ (F/m)ét, t + 6t) d>r'd>v’ (2.4)
Si 0t es pequeno se puede demostrar que:
Erd*v = &r'd*' (2.5)
Por lo tanto podemos decir que:

f(r,v,t) = f(r+vot,v+ (F/m)dt,t+ ot) (2.6)

Al tomar en cuenta las colisiones entre particulas, la diferencia entre las fun-
ciones de distribucién ya no es cero, por lo que obtenemos:
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0
f(x+vot,v+ (F/m)dt,t+dt) — f (r,v,t) = < (‘3_{> ot (2.7)
col
donde el lado derecho en la ecuacion anterior es el término de colisién. Ex-
pandiendo en series de Taylor el lado izquierdo de la ecuacion a primer orden en

0t obtenemos:

9 F 0
(a‘i‘V'vr‘i‘E'vv)f(r?V?t):<a_{)001 (28)

0o 0 0 o 0 0
=== = - (222 2.
Vs (fh’@y’az)’ Vv (8u’0v’8w)’ (2:9)

x,yy z se refieren a los tres ejes espaciales y u, v y w las componentes de la
velocidad para cada uno de los ejes respectivamente. La densidad de particulas n,
la velocidad u y la energia térmica € son momentos de la funcién de distribucion:

donde:

n(r,t) = /f(r,v, t) d*v (2.10)
u(r,t) = 1 /Vf (r,v,t) d*v (2.11)

e(r,t) = %/% (v —u)’f(r,v,t)d* (2.12)

respectivamente, donde p = nm es la densidad de masa. Boltzmann supuso
que el gas es diluido por lo que su comportamiento termodinamico debe corres-

ponder a un gas ideal. Por ello, puede definirse una temperatura local a partir
de:

D
e(r,t) = gnk’T (2.13)

donde D es la dimension espacial, T' la temperatura local y k la constante de
Boltzmann.

Boltzmann encontré una forma explicita para el término de colisién que es:

af = ! p!
(E)col a /U (&) dQ/dSvQ [vo = vi| (fifz = fif2) (2.14)

donde o(£2) es la seccién diferencial de choque, 2 es el dngulo sélido de dis-
persién para la colision entre dos particulas f; , fo con velocidades vy y vy que
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tienen velocidades v y v4 después de la colision, respectivamente, y f] y f3 son
las funciones de distribucién después de la colision.

Para llegar a esta ecuacion, Boltzmann considerd un gas de particulas con co-
lisiones en las cuales se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la energia.
Ademas usé la hipotesis de caos molecular la cual establece la independencia es-
tadistica de las colisiones binarias.

Se puede demostrar que una condiciéon necesaria y suficiente para alcanzar
el equilibrio termodinamico en el cual la funcién de distribucién no dependa del
tiempo es que:

f{f£:f1f2zo (2-15>

De esta manera obtenemos la funcién de distribucién de velocidades en equili-
brio, conocida como la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann dada por:

fe(v)=n (%)D/Q exrp (_—m (;k_TU) ) (2.16)

2.5.2. La ecuacion de Boltzmann en redes.

Si derivamos la ecuacion de Boltzmann en redes a partir de la ecuacién de
transporte de Boltzmann con la aproximaciéon de Bhatnagar, Groos y Krook
(BGK) [15] y discretizando el tiempo y el espacio de velocidades obtenemos la
ecuacion de Boltzmann en redes para el espacio bidimensional.

La ecuacién de transporte de Boltzmann es:

9] F ([ 9f
(E‘FV'Vr‘i‘E'vv)f(r:Vat)_ (E)col <217)

donde f(r,v,t) es la funcién de distribucién y v es la velocidad microscépica.
Tomamos la ecuacion en ausencia de fuerzas de cuerpo externas y obtenemos:

0
f(r+vit,v,t+6t) — f(r,v,t) = ( 8—{) (2.18)
col
y reemplazamos la funcion de colisién por un relajamiento local al equilibrio
dado por la aproximacion BGK, obtenemos:
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1
< g—{)ml == [f (x,v,t) — f9(r,v,1)] (2.19)

donde 7 es el tiempo de relajacién adimensional. Las ecuaciones (2.18) y (2.19)
forman la ecuacion de evolucién de las funciones de distribucion discretizada en el
tiempo. Si consideramos que la velocidad del gas es cercana a cero, a la funcién de
distribucion de Maxwell-Boltzmann la podemos escribir en términos de potencias
de u como:

2
W= L enp(—v2/2kT v-u w 2.20
/ k)PP (=VERT) ean (S = g7 (2.20)
y realizando una expansion en series de Taylor alrededor de u = 0
1
feq:1+erq(0,())-u+§u-H(O,O)(u)2+... (2.21)
donde:
Ve (0.0) u= W (2.22)
9 kT .
y (u) es la matriz traspuesta de u y H es la matriz Hessiana dada por:
Vg 2 Vx Vy
—r + (&) i ()
H (0,0) = (2.23)
’L)y Vg 'Uy 2
(&)t GF)

donde v, y v, son los componentes horizontal y vertical de v. Evaluando los
términos hasta orden O(u?) obtenemos la aproximacién para nimeros de Mach
bajos:

2 2
v-u  (veu)” (u)
KT 2(kT)*  2kT

(2.24)

o1 = P exp __1}2
(27 kT)P"? 2kT

Los momentos hidrodinamicos de la funcion de equilibrio los podemos calcular
de la siguiente manera:

I = / Y (v) fd%v (2.25)

ot o) e (52) [+ g+ L 8y
(2rkT)P/? 2kT KT " 2(kT) 2kT

donde ¥ (v) es un polinomio de v. La integral anterior tiene la forma:
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/ e () da (2.26)

por lo que puede ser calculada numéricamente usando una cuadratura de
Gauss-Hermite [16]:

/ YV, v, ) dv =Y Wath(va) fr, Va, ) (2.27)

donde W, son los coeficientes de la cuadratura Gauss-Hermite y v, es el
conjunto de velocidades discretas. Ahora la masa, la cantidad de movimiento y
la energia las podemos escribir como:

p(r,t) =m Y Waf*(r,va,t) (2.28)
a(r,t) = % S Wova FE9(x, v ) (2.29)
= % Ea: W [Va — uf® £o(r, v, t) (2.30)

El polinomio ¢ (v) tiene la forma:

Vmn(V) = vy'vy (2.31)

Con todo esto nos queda la siguiente expresion:

I= /wm,n (v) fed*v = (27rka) {// v vyexp(—n’) <1 - %) dvxdvy]
+ (QW/;{ZT) // vl ol exp(—n?) (%) dvmdvyl

+ (27TI.;€T) // ool exp(—n?) <(2\Ek;))22) dvxdvy}
(2.32)

donde n = v/V2kT . Al evaluar cada uno de los términos anteriores obtene-
mos:
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R

+ 2 (VarT) e [2(talmi o + uy[m]n—l-l)}
T i 2kT
+2 ( v 2kT> o [l In + 2ty L1 Fng + g Do
i kT
(2.33)
donde:
I = / e~ " dn (2.34)

La ecuacién anterior la podemos escribir como la sumatoria de términos de n

con sus pesos respectivos:

3
Ln=> wn} (2.35)
7=1

donde se considera la suma hasta tercer orden. Al evaluar las sumatorias de

la ecuacién obtenemos:

2

3 2
p vijru | (vi;-u) u
=23 www(viy) (1 _ 2,
- “J”’WVZ’J)( T T 2uy sz) (2.36)

,j=1

De la ecuacion anterior podemos identificar a la funcion de equilibrio. Para el
caso particular de 1(v) = 1 la ecuacién queda como:

3 2 5
_ cq _r . vijru | (vijru)  u
I za: Wo f(r,v,t) - Z Wi, (1 + T + 2KT)2 LT

1,7=1

(2.37)

3
=2 1]

,j=1

donde:
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2

2
eq _ Wil vijru  (vig-u)®  u
e _ Wi _ 2
i == p( T T 0 2k:T> (2.38)

Para determinar los valores de w;w;, empleamos los polinomios de Hermite
calculando los valores de n;. Los polinomios son de la forma:

d? 2
H(n) = (—1)"e” —¢ " 2.39
() = (-1 e (2:39)
para n = 3 tenemos:
Hs(n) = 8n° — 127 (2.40)

por lo que ny = —/3/2 , o =0y n3 = /3/2.
Finalmente, para encontrar los pesos, utilizamos la formula de Hermite [15]:

o+ 1)nyT

donde HJ, es la derivada del polinomio de Hermite de orden n. Paran = 3

Hi(n) = 24n* — 12 (2.42)
entonces Hj(n) = 24, Hi(ny) = —12 y Hl(n3) = 24, por lo tanto:
LS 2\/T VLS
=— Y

w1 = ?, Wa 3 W3 = ? (243)

Entonces tenemos deducida la manera en que encontraremos los pesos para
cada una de las direcciones de las particulas, tal como se muestra a continuacion:

o 4/9, i=j=2, a=0
wo=—2=¢1/9, i=1j=2,..., a=1234 (2.44)
T 1/36, i=j=1,..., a=5678

la funcién de distribucién de equilibrio la podemos escribir como:

. 3(ca-u)  9(cq-u)® 3u?
fal(r, 1) = wap (1 L e e (2.45)
donde:
0,0), a=0
Co = (cosb,, senbd,)c, O = (a—=1)5, «a=1,23/4 (2.46)

V2(cos0y, senfy)c 0, = (o — 55 +7%, a«=56,78
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6 2 5
Cg © Cs
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3 2 1
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Cy )
(] Cg
7 -+ 8

Figura 2.11: Esquema de velocidades ¢, para la malla D2Q9 con valores 0,1 y
V2. La velocidad ¢ se localiza en el centro.

y ¢ = ¢?/3 es la velocidad del sonido y ¢ = §,/d;, donde §, es la distancia entre
nodo y nodo y usualmente es unitaria y d; es el intervalo de tiempo discretizado,
también unitario. Entonces la ecuacién de Boltzmann en redes [17] es:

fa = (r 4 dteg, t + 0t) — fo(r,t) = %(f;q(r,t) — fal(r, 1)) (2.47)

donde a =0, ..., 8 para la malla D2Q9, que se muestra en la figura 2.11.

2.6. LBM en contornos.

Tipicamente, la segmentacion de imagenes se logra mediante la identificacion
de los puntos que pertenecen a cada uno de los objetos de interés o a través de
la localizacién de aquellos que determinan su contorno [18]. Entre las distintas
alternativas planteadas, existen algoritmos de segmentaciéon que son capaces de
dividir una imagen en regiones uniformes de color o textura, lo cual es una impor-
tante técnica que facilita la segmentacion de regiones con propiedades de textura
significativas [19].

La textura describe la existencia de alguna regularidad en una regién continua
de la imagen, la cual se puede manifestar como un patrén o forma repetitivos,
aunque no estd definido cudn regular debe ser [20]. Este proceso resulta de gran
importancia en numerosas aplicaciones de procesamiento de imagenes, especial-
mente clasificacién de objetos, sintesis de texturas para computacién grafica y
visién computacional [21].
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Entre las distintas técnicas usadas para segmentacion se pueden mencionar los
campos aleatorios de Markov, dimensién fractal, poligonos de Voronoi, filtros de
Gabor y descomposicién wavelet [22]. Los tres primeros extraen las caracteristi-
cas de textura por medio del calculo de algunos pardmetros de la imagen. Cabe
senalar que al hablar de textura nos referimos a las diferentes formas y objetos
que se distinguen visualmente en una imagen, y que podemos ver en primer o
segundo plano. Mientras que los dos ultimos primero transforman la imagen al
dominio de frecuencia y luego lo dividen en diferentes sub-bandas. La distribucién
de energia en cada una de estas sub-bandas es utilizada para distinguir diferentes
texturas.

El principal problema en la mayoria de los métodos se relaciona a la discrimi-
nacién entre estructuras con diferente textura. Ademas, la similitud de texturas
no puede ser exactamente definida ya que depende por lo general de cada aplica-
cién particular.

El algoritmo de segmentacién mediante redes de Boltzmann es capaz de detec-
tar distintas texturas presentes en una imagen digitalizada analizando magnitudes
y parametros asociados al comportamiento de un fluido simulado.

2.6.1. El modelo de redes de Boltzmann

Los autématas de redes de Boltzmann son aproximaciones relativamente nue-
vas que utilizan computacién paralela para simular fenémenos de transporte de
diferentes tipos, y son vistos como métodos prometedores para resolver una varie-
dad de ecuaciones diferenciales parciales y modelar fenémenos fisicos. La ventaja
del método de redes de Boltzmann es la velocidad y facilidad del calculo diferen-
cial a partir de reglas aritméticas simples, presentandose como una alternativa
interesante a los métodos numeéricos tradicionales.

A diferencia de los métodos clasicos que aproximan con esquemas discretos las
ecuaciones diferenciales parciales que representan comportamientos macroscopi-
cos, las redes de Boltzmann construyen modelos cinéticos locales que incorporan
los mecanismos esenciales de procesos que ocurren microscopica o mesoscopica-
mente, de manera que las propiedades macroscépicas promediadas obedezcan las
ecuaciones de transporte deseadas.

Es esencialmente una representaciéon discreta del espacio mediante una rejilla
o malla regular de celdas cuyo estado esta caracterizado por una poblacion de
“particulas”, esto quiere decir que un nodo en la malla no representa necesa-
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riamente a una particula del sistema en cuestion. El estado de las particulas se
expresa con una funcién de densidad de probabilidad f;(r,t) que representa la
cantidad de particulas en la celda x en el tiempo t moviéndose con los vectores
de velocidad ¢, (tratada como una variable interna). La funcién de distribucién
cambia de estado segun reglas que se ejecutan secuencialmente, simulando meca-
nismos de transporte y colision de particulas.

El conjunto de velocidades ¢, esta definido por el tipo de malla, tal como se
vio en la ecuacion 2.44 y la figura 2.11. La vecindad de Moore en 2D es la més
popular, la cual lleva a la resolucién conocida como D2Q9, tal como vimos en la
ecuacién 2.44 (dos dimensiones y nueve velocidades) debido a la naturaleza de la
vecindad, tal como se muestra:

=0, a=0, =0
a=(9) a=() =0
=), =) a=0)

donde v = Ax/At es una velocidad caracteristica dada por el cociente entre
el tamano de la red y el paso de tiempo asociado a cada cambio del estado del
automata.

Como en cualquier autémata celular, el estado de cada celda de una red de
Boltzmann cambia siguiendo un esquema de reglas explicitas que s6lo dependen
del estado actual de la celda y sus vecinos. La ecuacién 2.48 muestra el transporte
desde el tiempo t al ¢t + 1 para una celda en la posicién x:

f (x4 Vot t+6t) = f (r,1) (2.48)

En el paso de colisidn, se aplica el operador de colisién Q(f) = df /dt [23] a la
funcién de distribucion de particulas en cada celda. Si las colisiones se dan entre
las particulas habra una diferencia entre el estado inicial y el estado final en el
caso de que no exista una fuerza externa antuando en el sistema. Este operador
es clave para el funcionamiento del modelo de Boltzmann, ya que simula las
colisiones de particulas dentro de la celda. Para aplicar el operador de colision
a una celda dada, debe calcularse la funcién de distribucién en equilibrio f;9.
En el caso de un fluido, la densidad p de una celda es la medida del nimero de
particulas en la celda:

q—1
p=> 1 (2.49)
1=0
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La velocidad u de la celda es la velocidad promedio de las particulas en tal
celda:

1
u=—>Y_fie; (2.50)
L
Para el caso del modelo BGK, el operador de colisién es:

%(ffq(r, t) — fi(r,t)) (2.51)

La densidad y la velocidad son usadas para calcular la funcién de distribucion

en equilibrio f{? . Esta funcién representa la colisién entre particulas y se define
de manera que a nivel macroscépico se recobre el comportamiento de lo que se
estd simulando (gas, liquido, etc.). En cada paso temporal, se calcula un nuevo
conjunto de valores de f; usando los valores actuales de f; y los valores de equi-

librio f{?. La regla cldsica de actualizaciéon de f;(r,t) es la ecuacién discreta de
Boltzmann [24]:

Fix + Otca, t + 6t) = fi(r,t) + %( £ t) — fir,1) + S; (2.52)

donde S; es un término fuente y 7 es un tiempo caracteristico de relajacion
usado para controlar la velocidad con la que la simulacion alcanza el equilibrio.
Tal coeficiente se corresponde con la viscosidad del fluido simulado, de modo que
valores muy altos de 7 corresponden a viscosidades muy bajas. La ecuacién de
Lattice Boltzmann generalmente se resuelve mediante un algoritmo de paso tem-
poral explicito en el que se separa la fase de colision y la de propagacion.

Finalmente, en el paso de colision se incluye en la funcion de equilibrio basada
en la entropia méxima, donde C' = 1/3.

(2.53)

2.7. Palabos en redes de Boltzmann.

2.7.1. Simulaciones de redes de Boltzmann.

Palabos [25] es una plataforma para resolver problemas de dindmica de fluidos
complejos (CFD por sus siglas en inglés. Complex Fluid Dynamics) basado en
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el método de redes de Boltzmann. Es una plataforma muy amplia y fexible que
permite acoplar nuestros problemas con condiciones particulares y su programa-
cién para realizar simulaciones de muy elevado grado de exactitud. Cuenta con
muchos ejemplos y cédigo abierto en Python [26] que estd a nuestra disposicién
para un mejor control de la plataforma.

Se puede utilizar esta herramienta para construir programas en C++ y es en
general muy eficiente aunque no siempre facil de utilizar. Palabos es una herra-
mienta que combina un ambiente similar al de Matlab y las herramientas propias
de Palabos para realizar la ejecucién de cédigo [27].

Entre sus més distinguidas caracteristicas se encuentran:

= Combina alto rendimiento e interactividad

= Ofrece una conveniente plataforma para desarrollar nuevos modelos

Un ejemplo muy claro de su uso es en la creacion de geometrias de medios
porosos, y el algoritmo béasico de uso es el siguiente:

= Ejecucion de simulaciones.
= Visualizaciéon de resultados.

» Validacion del modelo matematico que gobierna el sistema.

A continuacién se presenta un ejemplo escrito en Python. Para realizarlo es
necesario descargar los paquetes de instalacién de Palabos de la pagina oficial y
consultar el ejemplo exzamples/porous.py. El resultado de la simulacién se mues-
tra en las figuras 2.12 y 2.13.

Coddigo completo de ejemplo de medio poroso.

#!/usr/bin/python

from palabos import *
nx, ny, nz = 100, 50, 50
tau= 0.6

lattice = Block3D(nx,ny,nz, D3Q19, BGK(omega=1/tau))
pout.display( lattice[10,10,10].getPopulations() )
lattice[10,10,10] .initializeAtEquilibrium(1.1, [0.,0.,0.])
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lattice.collideAndStream()

for i in range(1,100):

lattice.collideAndStream()

imShow(latticel[:,:,nz/2] .velocityNorm())
lattice[10:30,10:30,10:30] .defineDynamics (BounceBack(1.))
dir(lattice)

help(lattice.defineDynamics)

for i in range(1,100):

lattice.collideAndStream()
imShow(latticel:,:,nz/2].velocityNorm())
lattice.defineDynamics (BGK (omega=1./tau))

X,y,z = lattice.meshGrid()

media = (x-10)**2 + (y-10)**2 + (z-10)**2 < 10%%*2
pout.isoSurface(media, [1.])

nobst = 30
r= 8

for cx,cy,cz in zip(rand_int(nobst,nx), rand_int(nobst,ny), rand_int(nobst,nz)):
pout.display(’Sphere at position’, cx, cy, cz)

media += (x-cx)**2 + (y-cy)**2 + (z-cz)**2 < r**2

pout.isoSurface(media>0, [1.])

boundary.regularized() .definePressureBC(lattice[0,:,:])
lattice[O,:,:].setBoundaryDensity(1.02)

boundary.regularized() .definePressureBC(lattice[nx-1,:,:])
lattice[nx-1,:,:].setBoundaryDensity(1.)

lattice[media>0] .defineDynamics(BounceBack(1.))

for i in range(1,200):

lattice.collideAndStream()

imShow(latticel[:,:,20].velocityNorm())

pout.display( lattice[media==0] [nx/2,:,:].velocityComponent(0).average() )
pout.imagesc( [ lattice.velocity().strainRate() .symmetricTensorNorm()[:,:,20],
lattice.strainRateFromStress() .symmetricTensorNorm() [:,:,20] ] )

En cada nodo se tienen diferentes reglas de colision.
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Figura 2.12: Simulacién D3Q19 de una malla de medio poroso.

Se trata de una malla en tres dimensiones de 100 x 50 x 50 con 7 = 0.6 segtn
el modelo de BGK (Q = %) y 19 direcciones de propagacion de las particulas de
cada malla.

Se realizan 100 iteraciones en las que se evalian la colisién y propagaciéon de

las particulas y se muestra la grafica correspondiente:
Colisién local: es definida por reglas locales.

=0

§=-Lv I1 (2.55)

La velocidad de los gradientes tiene un enfoque no local y se define como
operaciones de rango limitado:

S = (Vu + (VU)T) (2.56)

N | =
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Figura 2.13: Simulaciéon D3Q19. Comparacién de estrés y tensién en las particu-
las.

Palabos
CFD, COMPLEX for Gallery ot Benchmar
PHYSICS

Heated Sphere in a Channel QUICK LINKS

The unsteady transient flow around a sphere placed in a rectangular channel is presented. The Reynolds Download
number is equal to 420. Thermal convection is also simulated, since the sphere has a constant temperature
which is higher than that of the surrounding fluid. The Prandtl number is 1.2 This problem may seem simple,

i 2 ; Documentation
but it Is quite difficult, since at this Reynolds number a complex flow pattem is formed downstream the
sphere, as shows in the animations that follow.

Forum

First let's have a side-view which includes the sphere. Both velocity magnitude and temperature are displayed: LBM Wiki

Velocity

L ——

»

Temperature

Figura 2.14: Simulaciéon de una esfera calentada en un medio.
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pout.display( lattice[media==0] [nx/2,:,:].
velocityComponent (0) .average() )
pout.imagesc( [ lattice.velocity().strainRate().

symmetricTensorNorm() [:,:,20],
lattice.strainRateFromStress().
symmetricTensorNorm() [:,:,20] 1 )

Este y muchos ejemplos mas de implementacién de redes de Boltzmann pue-
den ser encontrados en el sitio oficial de Palabos y ofrecen una gran cantidad de
métodos de solucién de problemas de simulacién de fluidos en distintos medios,
basados en las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Capitulo 3

Implementacion de redes de Boltzmann
para obtencion de contornos en imagenes
de cancer de mama.

3.1. Introducciéon

Para llegar al objetivo de este trabajo, es necesario obtener en primera ins-
tancia los contornos de interés de las imagenes de prueba. Se trabaja con las
imégenes como una matriz que contiene informacién de brillo en cada uno de
sus pixeles (cuya equivalencia en términos de fluidos para poder aplicar las redes
de Boltzmann corresponde a una magnitud). Contiene también un coeficiente de
viscosidad que se relaciona con un coeficiente de relajacion en toda la imagen,
con el cudl se va a propagar la magnitud dentro de toda la matriz y el cual deter-
mina en cuanto tiempo se alcanza un equilibrio local antes de analizar un punto
diferente de la malla.

En este capitulo de lleva a cabo la implementacion de las redes de Boltzmann
mediante el método propuesto como “Fast and Robust Lattice Boltzmann Met-
hod” [1], en 5 direcciones diferentes, y su adaptaciéon a 9 direcciones diferentes
para mejorar la calidad de los contornos. Obteniendo asi, los pardmetros mas ade-
cuados para poder aplicar el método a todo el conjunto de imédgenes de prueba y
posteriormente, a imagenes de casos clinicos actuales.

3.1.1. Meétodo de ajuste de nivel

Level Set Method o LSM [2] es una técnica numérica para trazar interfaces
y contornos que se usa como una representacion de contornos activos, la cual
tiene la ventaja de manejar automaticamente los cambios topoldgicos de contorno
trazado. Esto quiere decir que el método trabaja comparando valores entre pixeles
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de una imagen y almacena la informacién para después trazar una trayectoria que
une todos los puntos, formando asi el contorno activo.

¢r+ Vo [Vy| =0 (3.1)

donde V,, es una componente de velocidad en direccion normal, también se co-
noce como la velocidad normal. Por lo que la cantidad de movimiento en esta
curvatura se paracteriza por V,, = —bk. Esta es la ecuacién de level set basica [3].

Ecuacion de level set con efecto de conveccion-difusion

0 -

donde 6 es el angulo del gradiente en una curvatura del objeto de la imagen, es
decir, es la curvatura del contorno. V es la velocidad del gradiente, V, y Ay son
gradiente y el laplaciano, que interactiian con una viscosidad “virtual” bAy4 que
tiene un valor bajo. Esta ecuacién representa el fenémeno de conveccién-difusion,
que incluye el efecto de un campo de velocidad externo y un coeficiente de difu-
sion [4].

El método de redes de Boltzmann tiene ventajas sobre el método de conjuntos
de nivel por ser altamente paralelizable y simple, debido a que las colisiones y el
tiempo de relajacion en los nodos no dependen entre si.

Lo interesante de esta variacion del método de redes de Boltzmann propuesta
por Souleymane et. al., es que combina el método de Boltzmann para recuperar
la ecuacion de LSM asociada con las caracteristicas de Navier-Stokes, y lo hace
incorporando una fuerza externa para minimizar el problema de dividir una ima-
gen de N pixeles en distintas clases (c) [5,6,7].

Con este método se obtiene un contorno muy bien definido, descrito en la fi-
gura 3.1, y que es funcional en las imagenes médicas que se usaran en este trabajo
(ver apéndice A).

3.1.2. Algoritmo para la obtencién de contornos usando
redes de Boltzmann.

El proceso consiste en obtener una imagen o seccién de una imagen médica
que sea de interés para obtener su contorno. Posteriormente, se debe iniciar una
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(a) Imagen inicial (b) Contorno de refe- (c) Contorno obtenido
rencia

Figura 3.1: Obtencién de contornos en imagen de rodilla [1].

funcién de equilibrio en cero para almacenar los resultados en cada paso de coli-
sion. A continuacion se obtienen las dimensiones en pixeles x y y de la imagen y
se almacenan en dos vectores U} (z,y) y U3 (z,y). Se establecen otros pardmetros
iniciales en la variable B. A partir de este momento se asignan valores iniciales
para nuestros coeficientes de relajacion, viscosidad de la malla y velocidad de pro-
pagacién inicial, y se calcula el valor de una fuerza externa que inicia el proceso
de colisién entre las magnitudes de brillo en los pixeles. En cada paso de colisién
y relajacion, se resuelve un problema de reaccién-difusion en la malla, y, esto da
paso a acumular el resultado de la ecuacién en una funcién de equilibrio f;(r, )
correspondiente a cada pixel de la malla para la direccién inicial. Finalmente se
toma la funcién de equilibrio como nueva condiciéon inicial y se repite el proceso
para las 8 direcciones restantes obteniendo las distancias en cada punto y trazan-
do un contorno en cada uno de ellos.

Este proceso de muestra en el Algoritmo 1.
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Algorithm 1: Obtener contorno de imagen

Result: Contorno de imagen

inicio;

establecer la funcién de distribucion f;

calcular valores para UY(x,y) y UY(x,y);

calcular vy y vo;

calcular los valores de B;

while )\ # B do

instrucciones;

determinar parametros de inicio rho, tau, gamma and v;

calculo de fuerza externa;

incluir la fuerza externa;

resolver la ecuacién de reaccion-difusion;

almacenar los valores de f;(r,t) en cada punto de a malla, que
generan las distancias en cada punto;

13 trazar contorno;

14 A=A+1;

15 end

© W N O A W N

P
N = O

Dado que el contorno se obtuvo de una malla D2Q5 en el algoritmo (véase
figura 3.2), se realizaron las primeras pruebas con iméagenes de un banco de imége-
nes publicas conocido como Mammographic Image Analysis Society “MIAS” en
donde podemos encontrar distintas imagenes previamente clasificadas en grupos
de suma importancia, como lo son: a) Por tipo de cancer. Maligno o Benigno; b)
Por la forma de las acumulaciones de grasa. Espiculares, redondos, etc,; ¢) Por la
densidad del tejido. Alta densidad, baja densidad, etc.

Utilizando imégenes de la clasificacion de cdncer maligno de forma espicular
(con forma de estrella) y con cancer benigno, se obtuvo como resultado el con-
torno mostrado en la figura 3.3.

3.1.3. Esténcil D2Q5.

En la figura 3.4 se muestra parte del codigo implementado en Matlab. Se pue-
den ver asignados valores a los vectores ex y ey, los cuales por su valor de posicion
representan coordenadas de cada uno de los vecinos del esténcil, es decir, para c
tenemos las coordenadas (0, 0) si las unimos de manera vertical, para ¢; tenemos
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Figura 3.2: Esquema del esténcil para la malla D2Q5 con velocidades 0,1 y v/2.
La velocidad 0 se localiza en el centro.

(a) Imagen inicial (b) Contorno obtenido

Figura 3.3: Obtencion de contornos en imagen de prueba.
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[# Editor - /media/pidios/Beta/Documentos/Posgrado/Trabajo de imagenes médicas/respa.

| FRLEM_Main.m | + |

22

23 % D205 LATTICE COMSTANTS

24 - ex = [0, 1, 9, -1, @l;

25 - ey = [0, 0, 1, 0, -11;

26 - A= [173, 1/8, 1/8, 1/6, 1/8]1;
27

28 % IMITIAL DISTAMCE FIELD

29 - J= imread ('Image_test.jpg');
20 - I=im2double(1);

31 %I=1mresize(l,0.8);

a2 - I=rgb2gray(I);

33 - h = figure;

34 - imshow(J);

35 - hold on;

36 - binary_image = roipoly;

a7 - phi = Initial_Mask(binary_image);
28 - contour (phi, [0 @], 'b')

39

40 % LOG TRANSFORMATICON

41 - 1x = size(I,1);

42 - 1y = size(1,2);

43 - c = 1/log(2);

a4 - Y = zeros(lx,ly);

45 - for x = 1:1x

45 - for y = 1:1y

a7 %I (x,y)=log(I(x,y).*255);
48 - Y(x,yl= c.*¥logl(l + I(x,y]);
49 % I=I(x,y).*255;

50 - end

51 - end

Figura 3.4: Esquema del esténcil para la malla D2Q5. Con coordenadas y pesos
por columnas.

las coordenadas (1,0) y asi sucesivamente. Ademéds tenemos otro vector que nos
indica el valor de los pesos de cada una de las posibles direcciones de la malla.
Siendo para ey = 1/3, e; =es =e3 =e4 = 1/6 [8].

Hay que trazar un contorno de referencia para poder inicializar la variable phi
del cédigo. y comenzamos con el algoritmo de obtencién de contorno.

También se pueden observar los demas parametros de inicio que necesitamos
(figura 3.5): gamma = 30 y tau = 68 que son valores que determinan el tiempo
de relajacion; v = coeficiente de conveccion del sistema, p = 2 que representa a
la viscosidad rho en el cédigo.

3.1.4. Esténcil D2Q9.

Como resultado de aplicar el algoritmo con las modificaciones a D2Q9 se obtu-
vieron las siguientes imagenes en la figura 3.6, con contornos mucho mas definidos.
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EZ Editor - /media/pidios/Beta/Documentos/PosgradofTrabajo de imagenes médicas/respa

FRLBM_Main.m +
70 - phiz = phi - min(phi(:));
71 - for x = 1:1x
72| for y = 1:ly
73 - for 11 = 1:5
74 - Feq(li,x,y) = phi2(x,y).* a(li);
75 - end
76 - end
77 - end
78 - Fint = Feq;
79
80 % SETTING PARAMETERS
81 - gamma = 30;
32 - tau = (S*gamma+2) /4;
83 - its_max = 1;
84 - V = 0.05; % Convection coefficient
85 - p=2;
86 - pb = zeros(lx,Lly);
a7 - tic;
88 - for its = l:1ts_max
89 % COMPUTATION OF THE FUZZY EXTERMAL FORCE
90 - for x = 1:1x
a1 - for y = 1:1y
92 - pbix,y) = ¥(x,y)-Blx,y)-v2;
93 - Uld(x,y) = (v (x,yl-BOx,y)-vl). /(v (x,y]-B(x,y)-v2);
a4 - U2d(x,y) = (¥, y)-Blx,y)-v2) /(v (e, y)-BOx, y)-v1);
95 - Ullx,y) = L./ 00y (x, y)-B O, y) -wl) o/ 0 O, y) -BOx, y) -v2) ) o
o5 - U20(x,y) = 1./(1+ 00y (x,y)-Blx,y)-v2) ./ (Y(x,y)-Blx,y)l-v1) ).~
97 - end
98 - end
ag

Figura 3.5: Variables de inicio.

(a) Imagen inicial (b) Contorno obtenido

Figura 3.6: Obtencién de contornos en imagen de prueba.
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EZ Editor - /media/pidios/Beta/Documentos/Posgrado/Trabajo de imagenes médicasire.

| FRLEM_MainQe_modificado.m |+ |

19 % E-mail: balla_arabe_souleymane@ieee.org
20

21 - clear all;

22

23 % direcci@nes D209

24 - ex = [1, o, -1, 0, 1, -1, -1, 1, 0Ol;
25 - ey = [0, 1, 0, -1, 1, 1, -1, -1, 0l;
26

27 - s = [4y9, 19, 179, 1/9, 179, 1736, 1/38, 1/36, 1/36];
28

29 % IMITIAL DISTAMCE FIELD

30 - J= 1imread ('cc.jpg');

31

3?2 - imshow (1] ; smuestra la imagen

33 - rec=imcrop; %selecciona con el mouse la region a recortar
34

3s - f=imzdoublelrec);

36 %sI=imresize(I,0.8);

37 - I=rgb2gray(f);

38 - h = figure;

39 - imshow(rec);

40

11 - hold on;

42 - binary_image = roipoly;

43 - phi = Initial_Mask(binary_image);

44 - contour (phi, [0 @], 'b')

45

45

a7 % LOG TRANSFORMATION

48 - Ix = size(1,1);

Figura 3.7: Cédigo D2Q5 modificado a D2Q9.

El cédigo modificado y adaptado se muestra en la figura 3.7.

El algoritmo define los bordes que hay en toda la imagen, esto sucede debido
a que el contorno inicial (delimitado por el poligono azul), sirve como mecanismo
para encontrar un nivel de brillo promedio de los pixeles alcanzados por él, de
tal forma que al encontrarlo comienza a fluir esa informaciéon a través de todos
los pixeles de la imagen. A diferencia de un level set bésico, este algoritmo no se
limita a segmentar una regién especifica de la imagen, por lo que, sin importar el
lugar donde se trace el poligono azul, el resultado siempre sera en toda la imagen.

A simple vista no se puede apreciar un gran cambio, sin embargo, al reali-
zar una cercamiento a ciertas partes de la imagen podemos pareciar una mejor
definicion del contorno y algunas secciones que inclusive, ya no aparecen de un
esténcil a otro, tal como se muestra en la figura 3.8.

De esta manera se obtiene la imagen y el esténcil adaptados para comenzar
a utilizar las diferentes imagenes de prueba, y para trabajar con el algoritmo 2
que se propone en este trabajo de tesis; mismo que se describe en un diagrama
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D2Q5 D2Q9

Figura 3.8: Cédigo D2Q5 comparado con D2Q9.

de flujo simple en la figura 3.9.

Hay que mencionar que el procedimiento inicial fué generar el cédigo dada la
necesidad de trabajar con una vecindad de 8 individuos en el esténcil D2Q9 y que
a partir de este momento seguiremos el algoritmo 2 para obtener los contornos
de ciertas partes especificas de la imagen.

Algorithm 2: Obtencién de contorno de un area especifica.
Result: Contorno de las areas de interés

abrir el archivo de la imagen original;

seleccionar el area de interés de la imagen;

obtener un contorno de referencia para inicializar el Algoritmo 1;
calculo de la fuerza externa;

resolucion de la ecuacion de reaccién-difusion;

acumulacion de las funciones de equilibrio;

realizar el paso de propagacién (actualizacién);

obtencion del contorno.

® N O ok W N+
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[ Seleccionar imagen ]

Y

Enfocar areas
de interés

y

Obtener contorno
de referencia.
Valores iniciales (centroide)

Calculo de
fuerza externa

Resolver
difusion-conveccion
Colision

v

Acumular valores
De f*1

propagacion ]

2

Obtener
contorno

Figura 3.9: Diagrama de flujo que describe el proceso de obtenciéon de contornos
en D2Q9 comparado con D2Q5.
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3.2 Obtencién de imagenes con contorno.

3.2. Obtenciéon de imagenes con contorno.

En esta seccién se utilizaron diferentes imagenes de la base de datos publica
y algunas imagenes proporcionadas por instituciones de salud del pais, y el resul-
tado obtenido es el siguiente:

En la figura 3.10, de izquierda a derecha, en la primera columna tenemos las
imédgenes de la base de datos en formato .jpg. En la segunda columna tenemos
recortadas solo las regiones de interés en la imagen y un contorno de referencia
trazado con poligonos azules para inicializar el programa. En la tercer colum-
na tenemos trazados contornos obtenidos después de aplicar el algoritmo. En la
cuarta columna se muestran los resultados de la mascara obtenida a partir de los
contornos obtenidos para cada imagen.

Podemos observar que no sélo aparecen los contornos de los tejidos mas den-
sos, sino que también aparece el borde de todo el seno de la paciente con respecto
al fondo negro de la imagen, esto debido a que hay una gran diferencia en los
valores de fondo con respecto a los pixeles que representan la orilla del tejido.
Este no es inconveniente debido a que la mascara en escala de grises que genera
Matlab para trazar el contorno se queda almacenada en la variable phi2 del codi-
go y podemos extraerla por separado.

Para llevar a cabo este procedimiento es importante aclarar que se utilizaron
condiciones de frontera periddicas [9,10], en el dominio de la imagen (el tamano
de la imagen); esto quiere decir que para realizar una propagacién adecuada de
fi se considera que tenemos un dominio en el que al llegar al pixel de cualquiera
de los bordes, se continua analizando con el pixel de la fila o columna del otro
extremo, simulando un efecto de medio ciclico en el que no hay limites.

Es como si la imagen se transformase en un toriode. De esta manera se garan-
tiza que no se esta limitando la propagacién de informacién de niveles de brillo
en una sola seccion de la imagen.

Aunque existen otros tipos de condiciones de frontera que se establecen bre-
vemente en las siguientes secciones.

3.2.1. Mascara normalizada.

Debido a que la mascara obtenida consta de un dominio, que es el tamano de
la imagen recortada, se almacenan los distintos valores de escalas de gris que po-
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3.2 Obtencién de imagenes con contorno.

mascara 1

mascara 1

D2Q9 mascara 1
Ky
L
%

k] TN .1

D2Q9 mascara 1

mascara 1

mascara 1

Figura 3.10: Obtencién de contornos. a) imagen original, b) regién de interés y
contorno de referencia, c¢) contorno obtenido, d) méascara obtenida.
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3.3 Bibliografia capitulo 3.

demos obtener con 2% posibles combinaciones. Esto nos da 256 diferentes niveles
de gris (0 — 255) lo cudl dificultaria obtener el comportamiento de la distribucién
de probabilidad de toda la imagen (debido a la magnitud del valor de los pixeles).
Por tal motivo se debe normalizar la imagen para que los valores queden entre
0 y 1 y se reduce el tiempo de cémputo para la siguiente etapa de este trabajo,
que es iniciar una nueva red de Boltzmann con condiciones iniciales dadas por la
méascara normalizada.

El tamano de la mascara regularmente queda en tamanos pequenos de hasta
256 x 256 pixeles.
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Capitulo 4
Analisis de Resultados

4.1. Resumen.

En el capitulo anterior se implementé un algoritmo y se adapté a las necesida-
des del problema planteado. Obtener un contorno dentro de una imagen médica
que resalte un tejido de interés para el usuario. En este capitulo se va a analizar la
calidad de los contornos obtenidos para las imagenes de prueba y se determinara
que tan cercano es este contorno a la forma real del tejido denso, para saber que
tan confiable es, y ademas cuales son las posibles alternativas que se tienen para
obtener otros resultados. A partir de los contornos obtenidos se estableceran nue-
vas condiciones iniciales para generar una nueva red de Boltzmann que simule su
posible evolucién y crecimiento, ahora enfocandose en las condiciones bioldgicas
del crecimiento de tumores.

Los resultados de contornos se evaluaran comparando el método de Chan-Vese
con ajustes de nivel, contra el método propuesto y se tomara como referencia la
unidad de medida de distancias de Hausdorff.

4.2. Resultados.

Como pudimos observar en las imégenes anteriores de contornos, en la figura
3.10. Es un procedimiento sencillo el poder obtener el contorno de un area en
especial de nuestra imagen médica. A pesar de obtener contornos no sélo de los
tejidos, sino también del borde externo de la mama, es posible obtener mediante
la extraccion de una mascara sélo el contorno del tejido en cuestion.
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4.2 Resultados.

f)

Figura 4.1: Obtencién de contornos. Fila 1: imagen de prueba. Fila 2: contorno
con el método Chan-Vese. Fila 3: contorno con el método utilizado en este trabajo.
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4.2 Resultados.

Distancias Hausdorff
a) Jarrén 114.2979
b) Florero 168.3568
c¢) Camarégrafo | 176.1164
d) Jirafa 273.9069
e) Rodilla 95.8958
f) Mama 226.3957

Tabla 4.1: Distancias obtenidas con la métrica de Hausdorff

Con los resultados obtenidos se completa la primera parte de este trabajo,
que consiste en obtener regiones delimitadas por un método confiable y que esté
adaptado a generar los nuevos dominios de trabajo para la implementacién de la
siguiente parte del modelo propuesto, que es obtener ahora las condiciones inicia-
les de la nueva red de Boltzmann y simular a través de éstas, una posible forma de
propagacién del contorno. Sin embargo, esto serd en funcién de las caracteristicas
biolégicas de crecimiento de un cancer.

4.2.1. Acerca de la eficiencia en los bordes obtenidos.

En la figura 4.1 se muestra el resultado de aplicar dos métodos distintos sobre
la misma iméagen. Es claro que al ser una validacién con dos métodos que trazan
bordes, es necesario obtener una medida de referencia cuantitativa y cualitativa
de la calidad de los resultados, por lo cual, se aplicé una funciéon en Matlab para
poder realizar la comparacion de las imagenes y se obtuvieron los siguientes re-
sultados:

En la tabla 4.1 se puede observar que las distancias obtenidas corresponden
visualmente con los contornos en la figura 4.1. Las distancias obtenidas son muy
elevadas debido a que cada método traza una gran cantidad de bordes pequenos,
que son los que generan estas diferencias muy grandes. Esto refleja que el método
implementado en este trabajo no se limita a obtener el contorno en una regién de
la imagen de prueba (como en el caso de los level set basicos), sino que delimita
los contornos sobre toda la imagen. Esto es especialmente importante para el caso
de las imagenes de cancer de mama que se usaron como prueba. El resultado es
elemental para poder decir que hay un flujo de informacién sobre toda la imagen
y que es muy importante esta caracteristica para poder realizar ajustes sobre el
trabajo futuro.
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4.2 Resultados.

Los bordes obtenidos por el método propuesto pueden variar en consecuencia
a dos pardmetros principlamente, que son el tipo de esténcil utilizado (en este
caso pasamos de un esténcil D2Q5 a D2Q9), y al coeficiente de difusién (p) en el
algoritmo 1 .

Por tal motivo y mediante experimentacion se obtuvieron los valores mas ade-
cuados en la simulacion para encontrar los contornos mas cercanos visualmente a
la frontera entre el tejido denso y el tejido normal en las imagenes de mamografias,
realizando una variaciéon en el tiempo de relajaciéon que depende de gamma, y
la densidad del medio rho sin afectar el tiempo de cémputo necesario para la
simulacion, por lo que el resultado obtenido se considera 6ptimo en términos de
tiempo del computo necesario para generar el contorno.

En general, se han propuesto una gran variedad de métodos para resolver
problemas de segmentacién de imagenes. El mas conocido y aplicado es el de
contornos activos. Basicamente entra dentro de tres categorias: basado en bor-
des, basado en regiones, y los modelos de contornos activos hibridos. Utilizan
principalmente la informacién de los bordes como un gradiente en la imagen para
poder detener la evolucién del contorno, tal es el caso de los contornos activos
geodésicos que se desarrollan a partir del modelo de Snakes. Sin embargo, son
muy sensibles al ruido y también dificilmente detectan bordes suaves. Tal es el
caso del resultado del método empleado para la comparaciéon en la imagen 4.1.

Ademas, la segmentacién depende fuertemente del lugar de la curva inicial. Es-
tos métodos de segmentacion comunes tienen limitaciones al segmentar imagenes
con grandes variaciones en la intensidad de los pixeles, de hecho, esta variacion de
intensidad es un fenémeno comun en las imagenes médicas, por lo que los resul-
tados obtenidos de aplicar estos modelos queda a discusién del observador [1]. En
el método empleado en este trabajo, se obtiene el mismo resultado de la segmen-
tacion independientente de la region del contorno inicial, y ademas, se obtienen
bordes en toda la imagen debido a que, en el método de redes de Boltzmann se
utiliza una sola interacién para obtener los contornos activos, que, comparado
con el método de Chan-Vese que se implement6 con 500 iteraciones, delimita la
parte central de la mamografia.

4.2.2. Relacion con la mascara obtenida.

En todos los casos de aplicacion del algoritmo computacional obtuvimos mésca-
ras de la misma dimensién que nuestra imagen de prueba y que cuentan con va-
lores de 0 a 256 en escala de gris (figura 4.1), tal que, después de normalizar los
valores no cambia nuestra méscara y se prepara la imagen para un mejor manejo
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4.2 Resultados.

[A Editor - FRLBM_MainQ9_modificado_mascara.m ' Variables -rec

| rec | f |
1] =205x306x2 uints

val(:,:,1) =
Columns 1 through 13

191 187 189 189 185 175 178 183 179 180 176 194
180 184 184 176 181 176 174 188 172 177 188 187
186 181 184 183 184 176 185 182 177 178 177 183
192 180 183 186 183 178 176 188 181 180 187 178
180 171 184 183 186 179 179 180 177 178 187 194
182 180 179 124 184 181 177 182 120 188 182 189
175 184 177 182 183 181 168 181 186 183 180 187
181 169 170 176 168 168 163 185 188 192 187 178
187 183 180 175 173 169 172 177 181 188 182 189
185 187 184 173 173 168 181 180 177 188 180 192
186 183 196 183 174 183 174 173 180 179 187 177
120 186 181 182 184 177 181 182 183 186 120 181
181 187 182 184 178 180 187 181 192 188 188 196
184 179 183 179 175 183 169 184 188 176 186 195
187 184 182 181 187 179 174 187 177 182 120 187
180 178 187 192 180 178 174 183 180 187 185 188
177 180 189 192 176 185 178 173 191 191 184 184
120 182 182 183 181 120 181 183 172 180 185 186
184 198 176 184 187 180 176 176 174 173 186 183
182 185 183 179 175 177 182 179 187 171 179 175
177 186 189 187 185 183 181 183 203 183 184 176
180 191 192 192 181 178 180 187 179 183 184 182
186 181 185 186 184 195 179 181 188 188 188 198

Figura 4.2: Valores de los pixeles antes de normalizarlos.

en la siguiente red de Boltzmann (ver figura 4.2).

En datos experimentales podemos encontrar que las densidades para calcifi-
cacion de tejidos de cancer de mama se encuentra en el rango de las —20 y —60
HU y se encuentran el rango de valores 50 y 180 en escala de gris, con lo cual se
establece que para estos limites se encuentran las unidades HU.

La relaciéon entre las densidades se obtiene de la siguiente manera:

Si la densidad para los tejidos de cancer de mama se encuentra en el rango de
las —20 y —60 HU y las imagenes en escala de gris sélo muestran valores entre
0 y 255, podemos correlacionar estos valores en una escala lineal debido a que el
formato de imagen .jpg utilizado ya esta linealizado con respecto al formato de
imagen DICOM.

Posteriormente, obtenemos el valor medio de las unidades Hounsfield carac-
teristicas del tejido de la mama y tomando en cuenta el valor absoluto obtenemos:

—20 — 60HU
Vinea = | ———— (4.1)
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4.3 Ecuaciones de Crecimiento.

# Editor - FRLBM_MainQ9_modificado_mascara.m ' variables -f

rec f

1 205x306x3 double

vall:,:,1) =

Columns 1 through 8

0.7480 0.7333 0.7412 0.7412 0.7647 0.6863 0.6980
0.7059 0.7216 0.7215 0.6902 0.7098 0.5902 0.65824
0.7294 0.7098 0.7218 0.7176 0.7215 0.6902 0.7255
0.7529 0.7059 0.7178 0.7294 0.7176 0.6980 0.6902
0.7059 0.6706 0.7215 0.7176 0.7294 0.7020 0.7020
0.7137 0.7059 0.7020 0.7608 0.7215 0.7098 0.6941
0.6863 0.7216 0.6941 0.7137 0.7176 0.7098 0.6588
0.7098 0.65827 0.6667 0.6902 0.5588 0.5588 0.6392
0.7333 0.7569 0.7058 0.6863 0.6784 0.6627 0.6745
0.7255 0.7333 0.7218 0.6784 0.6784 0.6588 0.7098
0.7294 0.7176 0.7685 0.7176 0.5824 0.71786 0.65824
0.7451 0.7585 0.7098 0.7529 0.7215 0.6941 0.7098
0.7098 0.7333 0.7137 0.7216 0.6980 0.7058 0.7333
0.7216 0.7020 0.71786 0.7020 0.56863 0.71786 0.6627
0.7333 0.7215 0.7137 0.7098 0.7333 0.7020 0.6824
0.7451 0.6980 0.7333 0.7529 0.7059 0.6980 0.6824
0.6941 0.7059 0.7412 0.7529 0.6802 0.7255 0.6980
0.7451 0.7529 0.7137 0.75869 0.7098 0.7451 0.7098
0.7216 0.7765 0.6902 0.7216 0.7333 0.7058 0.6902
0.7137 0.7255 0.71786 0.7020 0.56863 0.5941 0.7137
0.6941 0.7585 0.7204 0.7333 0.7255 0.7178 0.7098
0.7451 0.7490 0.7528 0.7529 0.7098 0.6980 0.7451
0.7294 0.7098 0.7255 0.7294 0.7216 0.7647 0.7020
0.7294 0.7215 0.7020 0.7137 0.7333 0.7451 0.7098

Figura 4.3: Valores de los pixeles después de normalizarlos.

Hasta este punto del trabajo se hizo el planteamiento de resultados, debido al
alcance establecido por los tiempos de implementacén del método, lo cudl quiere
decir que a partir de este punto se concluye con la primera parte.

En la siguiente seccion se estableceran los criterios para el trabajo que se
realizara como segunda parte del proyecto, y en la que ya se tienen avances sig-
nificativos para establecer los criterios de la segunda red de Boltzmann aplicada
al crecimiento de los tumores.

4.3. Ecuaciones de Crecimiento.

En el trabajo realizado por Anderson et. al. [2,3] podemos observar que du-
rante anos se han utilizado algunos valores supuestos hasta el dia de hoy para
representar la concentracion y comportamiento del crecimiento de tumores, par-
tiendo de un modelo de crecimiento conocido como Modelo de invasién [4].

El modelo presentado se clasifica como “hibrido”, ya que es un modelo de-
terministico en continuo basado en un sistema de ecuaciones de reaccién-difusion
que combina un modelo discreto de los automatas celulares basado en una cami-
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4.3 Ecuaciones de Crecimiento.

nata al azar que controla la migracion celular y la interaccién de células.

En este modelo tenemos los siguientes parametros:

Densidad de las células del tumor, denotado por la letra n.

Una matriz de enzimas degradativas (MDE), denotado por la letra m.

Mezcla de macromoléculas (MM), denotado por la letra f.

Concentracion de oxigeno, denotado por la letra c.
Donde cada una de estas variables es funcion del tiempo y espacio.

El modelo consiste en una mezcla de MM como colageno, fibronectina, lami-
nina y otras. La mayoria de las MM son importantes para la adhesion de células,
esparcimiento y motilidad se fijan o se unen al tejido circundante.

Se asume que las células tumorales pueden moverse por simple difusién (mo-
tilidad aleatoria), esto da como resultado un gradiente de estas moléculas de
adhesién celular unidas. Por lo tanto, se puede constituir una barrera para el mo-
vimiento celular normal que también proporciona un sustrato al que las células
pueden adherirse y sobre las cuales pueden moverse. La mayoria de los tipos de
células de mamiferos requieren que algunos de estos elementos estén presentes
para el crecimiento y la supervivencia.

Por definicion, la haptotaxis es la respuesta migratoria dirigida de las células
a gradientes de quimicos (es decir, productos quimicos no difusibles). Aunque
todavia no se ha demostrado explicitamente que el haptotaxis se produce en una
situacion in vivo. Sin embargo, dada la estructura del tejido humano, no es irra-
zonable asumir que la haptotaxis es un componente principal del movimiento
dirigido en la invasién de células tumorales. De hecho, ha sido un esfuerzo muy
reciente para caracterizar dicho movimiento dirigido. Por lo tanto este movimien-
to dirigido de las células tumorales es conocido como como haptotaxis, es decir,
una respuesta a gradientes de MM unidas.

Jhapto = xnV f, donde x > 0 es el coeficiente haptotéctico (constante).
Para describir la motilidad aleatoria de las células tumorales, se asume un flu-

jo de la forma J,q,g = — D, Vn, donde D, es el coeficiente de motilidad aleatoria
constante.
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4.3 Ecuaciones de Crecimiento.

Por lo tanto, la ecuacion de conservaciéon para la densidad de células tumorales

n esta por lo tanto dada por:
on
E +V. (Jrand + Jhapto) =0 (42)

Por lo que la ecuacién que gobierna el comportamiento de las células de un
tumor es:

?9_7; = D,V*n —xV - (nVf) (4.3)

También se asume que las matrices de enzimas se degradan en macro molécu-
las, por lo que este proceso se modela de la siguiente manera:

of _
ot

donde ¢ es una constante positiva.

—omf (4.4)

Una matriz de encimas degradadas consiste en un cimulo de células de cancer,
que se difunde a través del tejido y bajo un cierto nivel de decaimiento, que
podemos representar con la siguiente ecuacion:

%—T — D V2m + g(n,m) — h(n,m, f) (4.5)

Donde d,,, es una constante positiva, g es el coeficiente de difusion en el medio
y es funcion de las células del tumor pertenecientes a la matriz de enzimas, h
es el decaimiento. ¢ = pn (produccién de enzimas por el tumor), y h = Am
(decaimiento natural). Obtenemos la giguiente ecuacién:

38_77;, = D, V?m + pun — Am (4.6)

Y como sabemos, las células de los tumores necesitan también de un nivel
de consumo de oxigeno para poder sobrevivir. Puede difundirse este oxigeno me-
diante angiogénesis [3,4] por lo que la ecuacién que gobierna este fenémeno es:

g—j = D.V?c+ Bf —yn —ac (4.7)

Donde D., B, vy « son constantes positivas dadas mediante experimentos.
Por lo que nos queda un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la
siguiente manera:
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‘g—’t‘ = D,V*n—xV - (nVf)

9 = —smf

o — D, V2m + pn — Am (4.8)

% = D.V%c+ Bf —yn—ac

Este sistema de ecuaciones estd acoplado y representa como pueden crecer
los tumores tomando en cuenta las 4 caracteristicas mas relevantes de un tumor,
ademas de poder ser aplicado a los tumores de cancer de mama. La manera mas
adecuada es realizar la simulacién y obtener el resultado de las concentraciones
utilizando el método de elemento finito mediante la herramienta de FEniCS, tal
como se muestra en el apéndice D de esta tesis.

Posteriormente se realizara la simulacién en redes de Boltzmann para com-
parar los resultados de ambos procedimientos y obtener las métricas respectivas
para determinar la eficiencia del método propuesto en esta tesis.
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Capitulo 5
Conclusiones

5.1. Conclusiones.

El resultado obtenido de este trabajo deja en claro distintintos puntos en los
que principalmente destacan:

= La calidad o cercania del contorno obtenido con respecto a la forma del
tejido explorado puede variar dependiendo del parametro de viscosidad del
dominio y contorno de referencia. Sin embargo, aunque es preferible usar
p = 2, es mas acertado el contorno si se incrementa a 2.5, debido a que este
parametro nos indica en qué momento debe dejar existir una propagacion.

= La maéscara indica cuales serdn las condiciones iniciales de la nueva red de
Boltzmann aplicada a las ecuaciones de crecimiento de células, mostrando la
relacion existente entre las unidades de Hounsfield y la densidad de tejido.

= El objetivo del método no es segmentar una region o forma especifica de
la imagen. Se trata de tomar una imagen médica, seleccionar una regioén
de interés en ella y buscar contornos en toda esa region. Este proceso es
indispensable para definir un contorno inicial confiable para generar una
nueva red de Boltzmann que complete la segunda parte del trabajo.

La viscosidad en una imagen representa la probabilidad de que se propaga el
brillo de un pixel a otro en funcién de la distancia entre vecinos en la que se esta
trabajando. Para imagenes es comin encontrar que la viscosidad o densidad es el
flujo macroscépico en el dominio, que depende de la distancia maxima del valor
de cada pixel.

Se obtuvo mediante esta experimentacién la parte inicial de una propuesta
de simular un crecimiento, que aunque, es una etapa temprana del trabajo en
general, sin duda no habia sido abordada de esta manera, y por lo tanto consi-
dero que es relevante en el ambito de la investigacion de esta enfermedad y por

65



5.2 Trabajo futuro.

supuesto en la implementacién computacional, visto como un problema de una
alta necesidad de computo para obtener resultados en un tiempo razonable.

5.2. Trabajo futuro.

Se implementard un nuevo programa que simule el crecimiento de las concen-
traciones de nutrientes, consumo de oxigeno en células cancerosas, consumo de
oxigeno en células sanas y haptotaxis. Esto hara que el contorno crezca y al final
del crecimiento simulado se obtendra un nuevo contorno que se v a comparar
con historiales clinicos para verificar que tan cercanos son y que tan probable es
poder simular este efecto de crecimiento mediante este método de redes. De esta
manera se obtendra el resultado de una simulacién que entrega la posible nueva
forma del tumor anticipando a que transcurra un largo periodo de tiempo y se
podra comparar contra el resultado obtenido mediante elemento finito a través
de la herramienta FEniCS como método de validacion adicional.

Debido a que se debe usar una red por cada concentracion que se desea encon-
trar y aplicarla a cada direccién de la malla D2Q9, los calculos se convierten en un
problema que requiere una soluciéon en términos de cémputo masivo. Se requiere
paralelizar el algoritmo computacional, lo cudl demanda un alto nivel de recursos
computo para su implementacién, sin embargo, queda también en claro que la
alternativa mas adecuada para resolver este problema es implementar los nuevos
algoritmos en pequenas secciones de computo paralelo para reducir el tiempo de
los calculos, y poder utilizar un equipo de computo que satisfaga esta necesidad
y esté al alcance de un centro de investigacion, probablemente la implementacion
sea realizada en CUDA [1]. Esto ayudara a concretar la simulacién de un proceso
de propagacion final asociado a cada méscara obtenida en la propuesta.

También se estableceran las mejores condiciones de frontera (en este caso es
un sistema cerrado) para que los pasos de propagacion nos entreguen el resultado
de la simulacién en un dominio determinado.
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Apéndice A

Apéndice: Un método rapido y robusto
de conjuntos de nivel para la
segmentacion de imagenes utilizando el
agrupamiento difuso y el método Lattice
Boltzmann

A.1l. Cédigo

Esta seccion es para identificar el algoritmo propuesto por los autores Souley-
mane Balla-Arabé, Xinbo Gao, y Bin Wang, y fué implementado en Matlab por
Souleymane Balla-Arabé para una malla D2Q5 [1].

Tolololototaoolo oo o oo o o o o oo oo o o o o o o ototo o o o o o oo o o o o o oo o o o o o e To oo o o o
% Level Set Segmentation based on Lattice Boltzmann Method %

Yoo 1o 6o s ToTo o o o ToTo o o o To o o o Jo To o o o ToToTo o o ToTo o o o To o o o o To o o o To T o o o To o o o o To o o o To o

% This Matlab code is an serial implementation of the paper:

% S. Balla-Arabé, X. Gao, and B. Wang, A fast and robust

% level set method for image segmentation using

hfuzzy clustering and lattice boltzmann method.

% IEEE Trans. Syst., Man, Cybern. Part B, Cybern., vol. 43, no. 3,
% pp. 910 920, 2013.

h

%» The definition of some symbols are as follow:

b J: Image to be segmented
pA its_max: number of iterations
pA phi2: updated level set function after level set evolution

T
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A.1 Cédigo

% Author: Souleymane Balla-Arabé, all rights reserved
% School of Electronic Engineering

% Xidian University, Xi’an, China

%» E-mail: balla_arabe_souleymane@ieee.org

clear all;

% D2Q5 LATTICE CONSTANTS

ex = [0, 1, 0, -1, 0];

ey = [0, 0, 1, 0, -1];

A =1T[1/3, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6];

% INITIAL DISTANCE FIELD

J= imread (’Image_test.jpg’);
I=im2double(J);
%I=imresize(I,0.8);
I=rgb2gray(I);

h = figure;

imshow(J) ;

hold on;

binary_image = roipoly;

phi = Initial_Mask(binary_image);
contour(phi, [0 O], ’b’)

% LOG TRANSFORMATION

1x = size(I,1);

ly = size(I,2);

c = 1/log(2);

Y = zeros(lx,ly);

for x = 1:1x
for y = 1:1y
HI(x,y)=log(I(x,y).*255);
Y(x,y)= c.*¥log(1l + I(x,y));
% I=I(x,y).*255;
end

end

% INITIALIZATION OF THE LBM DISTRIBUTION FUNCTION

Feq = zeros(5,1x,1y);
FEF1 = zeros(lx,ly);
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A.1 Cédigo

FEF = zeros(5,1x,1y);
Ul = zeros(1lx,ly);

U2 = zeros(1lx,ly);
Uld = zeros(1lx,ly);
U2d = zeros(1lx,ly);

= zeros(1x,ly);

vin = zeros(1lx,ly);
vld = zeros(lx,ly);
v2n = zeros(1lx,ly);
v2d = zeros(lx,ly);
vl =0;

v2 =1;

Fout = zeros(5,1x,1y);

(o9]

phi2 = phi - min(phi(:));
for x = 1:1x
for y = 1:1y
for 1i = 1:5
Feq(li,x,y) = phi2(x,y).* A(1i);
end
end
end
Fint = Feq;

% SETTING PARAMETERS

gamma = 30;

tau = (9*gamma+2)/4;

its_max = 1;

V = 0.05; % Convection coefficient

p =2

pb = zeros(lx,ly);

tic;

for its = 1:its_max

% COMPUTATION OF THE FUZZY EXTERNAL FORCE

for x = 1:1x

for y = 1:1y
pb(x,y) = Y(x,y)-B(x,y)-v2;
Uld(x,y) = (Y(x,y)-B(x,y)-v1)./(Y(x,y)-B(x,y)-v2);
U2d(x,y) = (Y(x,y)-B(x,y)-v2)./(Y(x,y)-B(x,y)-vl);
Ul(x,y) = 1./(1+((Y(x,y)-B(x,y)-v1) ./ (Y(x,y)-B(x,y)-v2)) .~ (2/(p-1)));
U2(x,y) = 1./(1+((Y(x,y)-B(x,y)-v2) ./ (Y(x,y)-B(x,y)-v1)) .~ (2/(p-1)));
end
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A.1 Cédigo

end

for x = 1:1x

for y = 1:1y
vin(x,y) = (U1(x,y). p).*(Y(x,y)-B(x,y));
vid(x,y) = Ul(x,y)."p;

v2n(x,y) = (U2(x,y)."p).*x(Y(x,y)-B(x,y));

v2d(x,y) = U2(x,y).7p;
end

end

vl = sum(vin(:))/sum(v1d(:));

v2 = sum(v2n(:))/sum(v2d(:));

for x = 1:1x

for y = 1:1y

B(x,y) = Y(x,y)-(((Ul(x,y). p)*vl +
(U2(x,y) ."p)*v2)/(Ul(x,y)."p + U2(x,y)."p));

end
end

for x = 1:1x
for y = 1:1y

FEF1(x,y) = (Ul(x,y). p)*(Y(x,y)-B(x,y)-v1). 2 -

(U2(x,y) . p)*(Y(x,y)-B(x,y)-v2) ."2;
end
end
for x = 1:1x
for y = 1:1y
for 1i = 1:5
FEF(1i,x,y) = FEF1(x,y);
end
end
end

% PERFORMING STREAMING-COLLISIONS
for x = 1:1x

for y = 1:1y

for 1i = 1:5

Feq(li,x,y) = phi2(x,y).* A(1i);

end

end
end
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A.1 Cédigo

for x = 2:1x-1
for y = 2:1y-1
for 11 = 1:5
Fout(1li,x,y)= Fint(li,x,y)-1/tau .x*
(Fint (1i,x,y)-Feq(li,x,y))+(2xtau-1)/(2*tau)
.* FEF(1i,x,y).*100000000000;
hFout (1i,x,y)= Fint(1li,x,y)+(2xtau-1)/(2xtau) .*
FEF(1i,x,y) .*100000000000;
end
end
end

for x = 2:1x-1
for y = 2:1y-1

for 1i = 1:5
Fint (1i,x+ex(1i),y+ey(1i)) = Fout(li,x,y);
end

end

end

% UPDATING OF THE DISTANCE VALUE
phi2 = zeros(lx,ly);
for x = 1:1x
for y = 1:1y
for 1i = 1:5
phi2(x,y) = phi2(x,y) + Fint(1li,x,y);
end
end
end

figure(h) ;imshow(J); title(’D2Q5’);

hold on;

hfigure;

contour (phi2, [-min(phi(:)) -min(phi(:))], ’r’);

end

tEdII = toc;
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Apéndice B
Apéndice: Codigo D209 en redes de

Boltzmann

B.1. Caracteristicas basicas y ecuaciones

Los modelos de redes de Boltzmann simplifican enormemente el diseno con-
ceptual original de Boltzmann, reduciendo el niimero de posibles posiciones espa-
ciales de las particulas y los momentos microscopicos de un continuo a tan sélo
un puniado y similarmente discretizando el tiempo en pasos distintos. [1]

Las posiciones de las particulas son confinadas a los nodos de la red. Las
variaciones en los momentos podrian deberse a las direcciones de velocidad y
magnitudes y variaciones en la masa de las particulas se reducen a 8 direcciones,
3 magnitudes y una unica particula de masa.

En la siguiente figura se muestra el grafico cartesiano de cada nodo y las ve-
locidades e, donde a = 0,1, ...,8 es un indice de direccion y ¢y = 0 denota las
particulas en reposo. Este modelo se conoce como D2Q9 ya que es en 2 dimensio-
nes y contiene 9 velocidades. Este esquema de clasificaciéon LBM fue propuesto
por Qian et al. (1992) [2] y es un esténcil generalizado.
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-1,1

-1,0

4 ®

Figura B.1: Esquema del esténcil para la malla D2Q9 con velocidades 0,1 y v/2.
La velocidad 0 se localiza en el centro.

Debido a que la masa de la particula es uniforme (1 unidad de masa desde el
enfoque mas simple), estas velocidades microscépicas y los momentos son siempre
equivalentes. La unidad es la medida fundamental de la longitud en los modelos
de Boltzmnn y la medida de los pasos de tiempo es la unidad de tiempo.

ToxxxksknkskxkxkxokxkPoiseuille flow using LBMsskkskkskkskkskkokkkkokkokkokkk kY,

JBased on procedures as explained in ’Lattice Gas Cellular Automata and Lattice
%Models’by Wolf Gladrow

hcode may have errors as it is my first experience with LBM.Readers are
hsuggested to check the code for errors.For feedback
Jhvinuvargheseijk@gmail . com

OMEGA=0.2;%Relaxation factor

TAU=1/0MEGA;

XMAX=20;%Mesh size in x-direction

YMAX=20;%Mesh size in y-direction

FORCING=(1.024)/YMAX"3;%Forcing term in Poiseuille equation

KVISC = ((1/0MEGA)-0.5)/3;%lattice viscosity

UX=(0.5*FORCING*YMAX*YMAX) /KVISC;%Velocity in x-direction
cx=[10-101-1-11 0];%components of lattice velocities in x-direction
cy=[0 1 0 -1 1 1 -1 -1 0];%components of lattice velocities in y-direction
jx=zeros (XMAX,YMAX) ;%creating an array for storing momentum in x-direction
jy=zeros (XMAX,YMAX) ;’%creating an array for storing momentum in y-direction
rho=ones (XMAX,YMAX) ;%creating an array for storing densities

f=zeros (XMAX,YMAX) ;%creating an array for storing distributions
fprop=zeros (XMAX,YMAX) ;%creating an array for storing propagating distributions
x=1:XMAX;
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y=1:YMAX;

MAXIT=input (’Number of iterations’);

%Initializataion of distributions
u=jx./rho;
v=jy./rho;

f(x,y,1) =
f(x,y,2) =
f(x,y,3) =
f(x,y,4) =

f(x,y,5) =
f(x,y,6) =
f(x,y,7) =
f(x,y,8) =

f(x,y,9) =

fprop=f£;

(rho.
(rho.
(rho.
(rho.

(rho.
(rho.
(rho.
(rho.

/) *(1+3.*u+d.5.%xu.¥u-1.5.%(u. " 2+v."2));
/9)*(1+3.xv+4 . 5. xv.xy-1.5%(u. " 2+v."2));
/9)*(1-3.%xu+4.5.xu.*xu-1.5%(u. " 2+v."2));
/) *x(1-3.%xv+4.5.%xv.*xv-1.5x(u. " 2+v."2));

/36)*(1+3.
/36)*(1+3.
/36)*(1-3.
/36)*(1+3.

*(u+v)+4.5%(u+v) ."2-1.5%(u. " 2+v."2));
*x(—utv)+4 . 5x (-u+v) . "2-1.5%(u."2+v."2));
*(u+v)+4.5% (u+v) . "2-1.5%x(u. " 2+v."2));
*(u-v)+4.5%(u-v) . 2-1.5%x(u. " 2+v."~2));

(4/9)*rho.*(1-1.5%(u."2+v."2));
hInitialization completed
hAssign first fprop to equilibrium distributions.

feq=zeros(20,20,9);

for iter=1:MAXIT
u=jx./rho;
v=jy./rho;

feq(x,2:YMAX-1,1) = (rho(x,2:YMAX-1)./9) .

(1+3.*u(x,2:YMAX-1)+4.5 . %u(x,2: YMAX-1) . *u(x,2: YMAX-1)-1.5.

*

(u(x,2:YMAX-1) .7 2+v(x,2:YMAX-1).72));
feq(x,2:YMAX-1,2) = (rho(x,2:YMAX-1)./9).%

(1+3.%v(x,2: YMAX-1)+4 .5 .%xv(x,2: YMAX-1) .*v(x,2:YMAX-1)-1.5.

*

(u(x,2:YMAX-1) . 2+v(x,2:YMAX-1) ."2));
feq(x,2:YMAX-1,3) = (rho(x,2:YMAX-1)./9) .

(1-3.*u(x,2:YMAX-1)+4.5.*u(x,2:YMAX-1) .*u(x,2:YMAX-1)-1.5.

*

(u(x,2:YMAX-1) . " 2+v(x,2:YMAX-1) ."2));
feq(x,2:YMAX-1,4) = (rho(x,2:YMAX-1)./9) .

(1-3.*%v(x,2:YMAX-1)+4.5.%v(x,2:YMAX-1) .*v(x,2:YMAX-1)-1.5.

*

(u(x,2:YMAX-1) . 2+v(x,2:YMAX-1) ."2));

feq(x,2:YMAX-1,5) = (rho(x,2:YMAX-1)./36) .*

(1+3. % (u(x,2: YMAX-1)+v(x,2:YMAX-1))+4.5% (u(x,2:YMAX-1)
+v(x,2:YMAX-1)) .7 2-1.5%(u(x,2: YMAX-1) . "2+v(x,2:YMAX-1) ."2));
feq(x,2:YMAX-1,6) = (rho(x,2:YMAX-1)./36) .%*

76



B.1 Caracteristicas basicas y ecuaciones

(1+3.*x(-u(x,2: YMAX-1)+v(x,2: YMAX-1))+4 . 5% (-u(x,2: YMAX-1)
+v(x,2:YMAX-1)) .7 2-1.5%(u(x,2: YMAX-1) . "2+v(x,2:YMAX-1) ."2));

feq(x,2:YMAX-1,7) = (rho(x,2:YMAX-1)./36) .

(1-3.x(u(x,2: YMAX-1)+v(x,2: YMAX-1))+4.5%x (u(x,2: YMAX-1)
+v(x,2:YMAX-1)) .7 2-1.5%(u(x,2: YMAX-1) . "2+v(x,2:YMAX-1) ."2));

feq(x,2:YMAX-1,8) = (rho(x,2:YMAX-1)./36).%

(1+3.*x(u(x,2: YMAX-1)-v(x,2: YMAX-1))+4 .5% (u(x,2: YMAX-1)
-v(x,2:YMAX-1)) .7 2-1.5%(u(x,2: YMAX-1) . 2+v(x,2:YMAX-1)."2));
feq(x,2:YMAX-1,9) = ((4/9)*rho(x,2:YMAX-1)) .%

(1-1.5%x(u(x,2:YMAX-1) . "2+v(x,2:YMAX-1) ."2));

hpropagating distributions fprop by applying kinetic equation.

fprop = (1
force =FOR
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:

.0-0MEGA) .

CING/6;

YMAX-1,1)
YMAX-1,3)
YMAX-1,5)
YMAX-1,6)
YMAX-1,7)
YMAX-1,8)

*

f + OMEGA.

fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:
fprop(x,2:

%Copying the boundary values.

b
o
2
h
o

fprop(x,1,:) = £(x,1,:);
fprop(x,YMAX,:) = f(x,YMAX,:);

Ccé6 C2

\ |/
C3-C0-C

/ 1\

Cr C4
p=2:XMAX;
q=2:YMAX;

r=1:XMAX-
s=1:YMAX-

hPropagating C1

C5

1

Cc8

1;
1;

f(p,y,1) = fprop(p-1,y,1);

x feq;

YMAX-1,1)
YMAX-1,3)
YMAX-1,5)
YMAX-1,6)
YMAX-1,7)
YMAX-1,8)

force;
force;
force;
force;
force;
force;
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B.1 Caracteristicas basicas y ecuaciones

JsPropagating C2
f(x,q,2)
%Propagating C3
f(r,y,3)
JiPropagating C4
f(x,s,4)

hPropagating C5

£(p,q,5) = fprop(p-1,9-1,5);

JhPropagating C6

f(r,p,6) = fprop(r+1l,p-1,6);

JsPropagating C7

f(r,s,7) = fprop(r+i,s+1,7);

J#Propagating C8

f(p,s,8) = fprop(p-1,s+1,8);

JPropagating C9

fprop(x,q-1,2);

= fprop(r+1,y,3);

= fprop(x,s+1,4);

f(x,y,9) = fprop(x,y,9);

%Complete Bounce Back Boundary Conditions

%»1.Implementing Periodic BC.
f(x(1),y,1)=fprop(XMAX,y,1);
f (XMAX,y,3)=fprop(x(1),y,3);
f(x(1),2:YMAX,5)=fprop (XMAX,1:YMAX-1,5);
f (XMAX,2:YMAX,6)=fprop(x(1),1:YMAX-1,6);
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£ (XMAX, 1: YMAX-1,7)=fprop(x(1),2: YMAX,7) ;
f(x(1),1:YMAX-1,8)=fprop(XMAX,2:YMAX,8);

%2.Bounce Back Begins.
temp=f (1:XMAX,1,2);
f(1:XMAX,1,2)=f(1:XMAX,1,4);
f(1:XMAX,1,4)=temp;

temp=f (1:XMAX,YMAX,4);
f(1:XMAX,YMAX,4)=f (1:XMAX,YMAX,2);
f(1:XMAX,YMAX,4)=temp;

temp=f (1:XMAX,1,5);
f(1:XMAX,1,5)=f(1:XMAX,1,7);
f(1:XMAX,1,7)=temp;

temp=f (1:XMAX,YMAX,7);
f(1:XMAX,YMAX,7)=f(1:XMAX,YMAX,5);
f (1:XMAX, YMAX,5)=temp;

temp=f (1:XMAX,1,6);
f(1:XMAX,1,6)=Ff(1:XMAX,1,8);
f(1:XMAX,1,8)=temp;

temp=f (1:XMAX,YMAX,8);
f (1:XMAX,YMAX,8)=f (1:XMAX,YMAX,6);
f(1:XMAX,YMAX,6)=temp;

rho(x,y) = f(x,y,D+f(x,y,2)+f(x,y,3)+f(x,y,4)+f(x,y,5)
+f(x,y,6)+f(x,y,7)+f(x,y,8)+f(x,y,9);
jx(x,y)=f(x,y,-f(x,y,3)+f(x,y,5)-f(x,y,6)-f(x,y,7)+f(x,y,8);
%Distributions multiplied by lattice velocities in x-directions
jy&x,y=f(x,y,2)-f(x,y,4)+f(x,y,5)+f (x,y,6)-f(x,y,7)-f(x,y,8);
%Distributions multiplied by lattice velocities in y-directions
uprofile(1:YMAX)=sum(jx(1:XMAX,1:YMAX)./rho(1:XMAX,1:YMAX))/XMAX;
WVelocity profile in x-direction

plot(uprofile)

pause(.1)

end
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Apéndice C
Apéndice: FEniCS para resolver
ecuacliones diferenciales

C.1. Sistema de reaccion-difusion-adveccion

En ocasiones encontramos problemas con una caracteristica en comun: in-
volucran modelos que se expresan como un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) que describen el comportamiento de dicho sistema analizando
una o varias variables fisicas. Tal es el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes.
Un método para resolver estos sistemas de ecuaciones es resolver una ecuacion a
la vez y alimentar la siguiente ecuacién con la solucién de la anterior.

Una ventaja que posee FEniCS es la facilidad con que uno puede definir
problemas variacionales con los que cuentan algunos sistemas de ecuaciones. A
continuaciéon se muestra un ejemplo de como implementar estas ecuaciones en
python y obtener la solucion del sistema.

C.2. Problema de Ecuaciones Diferenciales Par-
ciales

Se presenta el siguiente sistema de reaccién-difusién-adveccion:

% +w - Vu1 -V (eVul) = f1 — KU1U2 (C].)
3u2
E +w - VUQ -V (EVUQ) = f2 - KU1U2 (C2)
8U3
E"‘MVUg—v (EVUg) :fg—KU1UQ—KU3 (C?))
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C.2 Problema de Ecuaciones Diferenciales Parciales

Este sistema modela la reaccién quimica entre dos especies A y B en un do-
minio €2:

A+B—-C

Suponemos que la reaccion es de primer orden, es decir, que el nivel de la
reaccién es proporcional a las concentraciones [A] y [B] de las dos especies A y

B:

También suponemos que la especie formada C decae con un rango proporcio-
nal a la concentracién [C]. En el sistema de ecuaciones presentado, utilizamos las
variables uy, us y uz para dennotar las concentraciones de las 3 especies:

uy = [A], us = [B], ug = [C].

Las reacciones quimicas toman parte en cada punto del dominio 2. Ademas,
suponemos que las especies A, B y C se difunden a través del dominio con una
difusividad € (los términos —V - (eVuy)) y adveccién con una velocidad w (los
términos w - Vuy).

Para hacer las cosas visual y fisicamente interesantes, dejaremos que la reac-
cion tenga lugar en el campo de velocidad dado por la solucion de las ecuaciones
de fluidos incompresibles de Navier-Stokes alrededor de un cilindro. En resumen,
se dara solucion al sistema de ecuaciones de la siguiente manera:

0

Q(a—t;%—w-Vw):V-a(w,p)%—f (C.4)
V-w=0 (C.5)

(9u1
E +w - Vul -V (eVul) = fl — KU1U2 (06)

3u2
E +w - VUQ -V (GVUQ) = f2 — Ku1u2 (C7>

6U3

E"‘U)VUg—v (6VU3) :fg—KU1UQ—KU3 (08>
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C.3 Formulacién variacional

Asumimos que u; = us = ug = 0 en t = 0 y que colocamos las especies dentro
de un sistema especificando los términos de "no cero” f; y fs cerca de las esquinas
de la entrada, y tomamos f3 = 0. El resultado serd que A y B estdn conectados
por adveccién y difusién en todo el medio, y cuando se mezclan forman la especie

C.

C.3. Formulacién variacional

Obtendremos la formulacién variacional de nuestro sistema multiplicando ca-
da ecuacion por una funcién de prueba, integrando los términos de segundo orden
—V - (eVuy) por partes, y sumando las ecuaciones. Al trabajar con FEniCS es
conveniente pensar en el sistema de ecuaciones diferenciales parciales como un
vector de ecuaciones. Las funciones de prueba se acumulan en un vector también,
y la formulacion variacional es el producto interno del vector de ecuaciones y el
vector de la funcion de prueba.

También es necesario introducir una discretizacion en tiempo. Se usard el
método de Backward Euler [1] para resolver la ecuacién de calor y aproximar las

derivadas en tiempo (uf™" — ul') /At.

Usaremos vy , vy y v como las funciones de prueba o los componentes del
vector de prueba: El producto interno resulta en:

/ (At (uf™ —uf) v+ w - Vo + eVt Vo) do (C.9)
Q
+ fo (AT (us™ = uh) vo + w - Vuh oy + eVus ™ - V) da
+ [ (AT (uf™ —ub) vz 4+ w- Vuitlos + eVuith - Vo) do
— Jo (frvr + fova + favs) da
— fQ (—Ku?“ugﬂvl — Kul ™l oy + Kuf M ul oy — KugLva) dr =0
Para este poblema es natural pensar que tenemos condiciones de frontera
de tipo Neumann a lo largo de toda la frontera u;, us y us; eso significa que

Ou;/On = 0 para ¢ = 1,2, 3, por lo tanto, los términos en la frontera desaparecen
al integrar por partes.
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C.4 Implementacion en FEniCS

C.4. Implementacion en FEniCS

El primer paso es leer el archivo con la rejilla que se sugiere en la pagina de
los ejemplos [2]:

mesh = Mesh(’navier_stokes_cylinder/cylinder.xml.gz’)

La rejilla se guarda en un archivo de FEniCS de formato XML nativo. Des-
pués, se necesita definir el espacio de funciones de elemento finito. Para este
problema se definiran diferentes espacios.

El primer espacio creado es para el campo de velocidad w de la simulacién de
Navier-Stokes. Se llamara W y se definira como:

W = VectorFunctionSpace(mesh, ’P’, 2)

Es importante que ese espacio sea exactamente del mismo tamano que el
espacio usado para el campo de velocidad de la solucién de Navier-Stokes. Para
leer los valores del campo de velocidad se usa la instruccion TimeSeries:

timeseries_w = TimeSeries(’navier_stokes_cylinder/velocity_series’)

Esto inicializa el objeto timeseries_w el cual llamaremos después en el ciclo
de pasos de tiempo (time-stepping loop) para devolver los valores del campo de
velocidad del archivo velocity_series.hb en un formato HDF5.

Para las 3 concentraciones wuy, us y uz tenemos que crear un espacio que
mezcle las 3 funciones que representan nuestro sistema completo (uy, us, u3) como
una unica entidad. Para hacerlo, se define un espacio “MixedElement” como el
producto de 3 elementos finitos simples y se usa el elemento mezclado para definir
el espacio de funciones:

P1 = FiniteElement(’P’, triangle, 1)
element = MixedElement([P1, P1, P1])
V = FunctionSpace(mesh, element)

Una vez que este espacio ha sido creado, hay que definir la funcién de prueba
y la funcién del elemento finito. Las funciones mezcladas pueden ser creadas
reemplazando las funciones de prueba por la variable funciones de prueba:

v_1, v_2, v_3 = TestFunctions(V)
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C.4 Implementacion en FEniCS

Dado que el problema es no lineal, necesitamos trabajar con funciones en lugar

de funciones de prueba para las incégnitas. Esto puede hacerse utilizando las
funciones de construccién en FEniCS. Sin embargo, como tendremos que accesar
a la funcion para todo el sistema en si, primero tenemos que crear esa funcién y
luego acceder a sus componentes:

u
u_

Function(V)

1, u_2, u_3 = split(w)

Esas funciones se usaran para representar las incégnitas uy, us y ug al nue-

vo nivel n + 1. Los valores correspondientes al nivel de tiempo anterior n son
dennotados por u_nl, un2y u-n3 el este programa de ejemplo. Cuando sean co-
nocidas todas las funciones de prueba que teniamos definidas, podemos expresar
el problema variacional no lineal como:

F=

+
+

+
+
+

((u_l - u_nl) / k)*v_1xdx + dot(w, grad(u_1))*v_1xdx \

eps*dot (grad(u_1), grad(v_1))*dx + Kxu_1l*u_2*v_1*dx \

((u_2 - u_n2) / k)*v_2+dx + dot(w, grad(u_2))*v_2xdx \

eps*dot (grad(u_2), grad(v_2))*dx + Kxu_lxu_2%v_2*dx \

((u_3 - u_n3) / k)*v_3*dx + dot(w, grad(u_3))*v_3*dx \

eps*dot (grad(u_3), grad(v_3))*dx - Kxu_lxu_2*v_3*dx + K¥u_3*v_3*dx \
f_1*xv_1xdx - f_2*%v_2*xdx - f_3*%v_3*dx

Los pasos de tiempo simplemente consisten en resolver este problema varia-

cional en cada paso de tiempo mediante una llamada a la funciéon de solucion:

t=

0

for n in range(num_steps):

t+=dt
timeseries_w.retrieve(w.vector(), t)
solve(F == 0, u)

u_n.assign(u)

En cada paso de tiempo primero se lee el valor actual del campo de velo-

cidad de la serie de tiempos que teniamos previamente almacenada, después se
resuelve el sistema no lineal y se asignan los valores calculados al lado izquierdo
de la rejilla para el siguiente paso de tiempo. Cuando se reciben valores de la
serie de tiempo, los valores serdn por default interpolados (linealmente) para el
tiempo dado t, si el tiempo no corresponde exactamente con la muestra en la serie.

La solucion final del tiempo se muestra en la siguiente figura. Se puede ver

clarament la adveccién (unién) de las especies A y B, y la formacién de la especie
C a lo largo del canal donde A y B se unen.
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C.4 Implementacion en FEniCS

Figura C.1: Grafica de concentraciones [A], [B] y [C] (desde arriba hacia abajo).

Figura C.2: Grafica de concentraciones [A], [B] y [C] en diferentes pasos de tiempo.
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C.4 Implementacion en FEniCS

C.4.1. Cbdigo completo

from fenics import *

T =5.0 #final time

num_steps = 500 #number of time steps
dt = T / num_steps #time step size
eps = 0.01 #diffusion coefficient

K = 10.0 #reaction rate

# Read mesh from file

mesh = Mesh(’navier_stokes_cylinder/cylinder.xml.gz’)

# Define function space for velocity
W = VectorFunctionSpace(mesh, ’P’, 2)

# Define function space for system of concentrations

P1 = FiniteElement(’P’, triangle, 1)
element = MixedElement([P1, P1, P1])
V = FunctionSpace(mesh, element)

# Define test functions
v_1, v_2, v_3 = TestFunctions(V)

Define functions for velocity and concentrations
Function (W)

Function(V)

n = Function(V)

- £ = #
I

# Split system functions to access components
u_l, u_2, u_3 = split(u)
u_nl, u_n2, u_n3 = split(u_n)

# Define source terms

f_1 = Expression(’pow(x[0]-0.1,2)+pow(x[1]-0.1,2)<0.05%0.05 7 0.1

degree=1)

f_2 = Expression(’pow(x[0]-0.1,2)+pow(x[1]-0.3,2)<0.05%0.05 7 0.1

degree=1)

f_3 = Constant(0)
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C.4 Implementacion en FEniCS

# Define expressions used in variational forms
k = Constant(dt)

K = Constant (K)

eps = Constant(eps)

# Define variational problem

F = ((u_l - u_nl) / k)*v_1*dx + dot(w, grad(u_1))*v_1*dx \

+ eps*dot(grad(u_1), grad(v_1))*dx + Kkxu_1l*u_2*v_1xdx \

+ ((u_2 - u_n2) / k)*v_2xdx + dot(w, grad(u_2))*v_2*dx \

+ eps*xdot(grad(u_2), grad(v_2))*dx + Kku_1*u_2%v_2xdx \

+ ((u_3 - u_n3) / k)*v_3*dx + dot(w, grad(u_3))*v_3*dx \

+ eps*dot(grad(u_3), grad(v_3))*dx - Kxu_l*u_2*v_3*dx + K¥u_3*v_3*dx \
- f_1xv_1%dx - f_2*%v_2%dx - f_3*v_3*dx

# Create time series for reading velocity data
timeseries_w = TimeSeries(’navier_stokes_cylinder/velocity_series’)

# Create VIK files for visualization output

vtkfile_u_1 = File(’reaction_system/u_1.pvd’)
vtkfile_u_2 = File(’reaction_system/u_2.pvd’)
vtkfile_u_3 = File(’reaction_system/u_3.pvd’)

# Create progress bar
progress = Progress(’Time-stepping’)
set_log_level (PROGRESS)

# Time-stepping
t=0
for n in range(num_steps):

# Update current time
t += dt

# Read velocity from file
timeseries_w.retrieve(w.vector(), t)

# Solve variational problem for time step
solve(F == 0, u)

# Save solution to file (VTK)
_u_l, _u_2, _u.3 = u.split()

y U4, _U_
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C.4 Implementacion en FEniCS

vtkfile_u_1 << (_u_1, t)
vtkfile_u_2 << (_u_2, t)
vtkfile_u_3 << (_u_3, t)

# Update previous solution
u_n.assign(u)

# Update progress bar
progress.update(t / T)

# Hold plot
interactive()

Este programa es un ejemplo que se puede encontrar en el archivo ft09_reaction_system.py

Finalmente, comentamos tres técnicas importantes que son muy utiles al tra-
bajar con sistemas de PDEs:

1. Establecer las condiciones iniciales,
2. Condiciones de frontera,

3. Extraccion de componentes del sistema para graficar o post procesar.

Establecimiento de condiciones iniciales para sistemas mixtos.

En este ejemplo, no es necesario preocuparse por establecer una condiciéon
inicial, ya que comenzamos con u; = uy = uz = 0. Esto ocurre autométicamente
en el codigo cuando establecemos u_n = Funcién(V'). Esto crea una funcién para
todo el sistema y los grados de libertad se ponen a cero. Si se quiere establecer
las condiciones iniciales para los componentes del sistema de manera separada,
la solucion mas facil es definir las condiciones iniciales como un valor vectorial
expresion y luego proyectar (o interpolar) éste a la funcién representativa del
sistema completo. Por ejemplo:

u_0
u_n

Expression((’sin(x[0])’, ’cos(x[0]*x[1])’, ’exp(x[1])’), degree=1)
project(u_0, V)
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C.4 Implementacion en FEniCS

Esto define a wuy, us y uz como proyecciones de sinx, cos (zy), y exp (y), res-
pectivamente.

Establecimiento de condiciones de frontera para sistemas mixtos.

En este ejemplo, tampoco fué necesario preocuparse por establecer condiciones
de frontera ya que utilizamos una condicién natural de Neumann. Si queremos
establecer las condiciones de Dirichlet (componentes individuales del sistema),
esto puede hacerse con la clase Dirichlet BC', pero debemos especificar para qué
subsistema establecemos la condicién de frontera. Por ejemplo, para especificar
que us debe ser igual a zy en el limite definido por la frontera, tenemos qué:

u_D = Expression(’x[0]*x[1]’, degree=1)
bc = DirichletBC(V.sub(1), u_D, boundary)

El objeto bc es una lista de muchos objetos que contiene diferentes condiciones
de frontera. A continuacion, se pasa a la funcion de la solucién como de costumbre.
Se debe tener en cuenta que la numeracion comienza en 0 en FEniCS por lo que
el subespacio correspondiente a uy es V.sub(1).

Acceso a los componentes de sistemas mixtos

Acceso a componentes de sistemas mixtos. Si u es una funcién definida en
un espacio de funcién mixta en FEniCS, hay varias maneras en que u pueda ser
dividida en componentes. Ya hemos visto un ejemplo:

u_l, u_2, u_3 = split(uw))

Esto extrae los componentes de v como simbolos que pueden ser utilizados en
un problema variacional. Este estado es, de hecho, equivalente a:

u[0]
ul1]
ul2]

_1
_2
_3

|

Se debe tener en cuenta que u[0] no es realmente un objeto Function, sino una
expresion simbdlica como el grad(u) en FEniCS es una expresién simbélica y no
una funcion que representa el gradiente. Esto significa que uq, us, ug pueden ser
utilizados en un problema variacional, pero no pueden ser usados para graficar o
post procesar.

Para acceder a los componentes de u para graficar y guardar la solucién en
un archivo, necesitamos usar una variante de la funcién por separado:
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u_l_, u_2_, u3_ = u.splitQ)

—_——

Esto devuelve tres subfunciones como objetos reales con acceso a los datos
subyacentes almacenados en u, lo que hace que la gréfica y el almacenamiento en
el archivo sea posible. Alternativamente, tenemos qué:

u_l_, u_2_, u_3_ = u.split(deepcopy=True)

—_—— —_——

que creara u_1_, u_2_y u_3_ como objetos funciéon independientes, cada una de
las cuales contiene una copia de los datos de subfuncién extraidos de u. Esto es
util en muchas situaciones, pero no es necesario para graficar y guardar soluciones
en un archivo.
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