UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXI,CO
PROGRAMA DE MAESTRIA'Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y DE LA
ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA.

CONEXIDAD Y TOPOLOGIA DE FELL

TESINA
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

 PRESENTA:
IVAN AXELL GOMEZ RAMOS

DR. GERARDO ACOSTA GARCIA
INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNAM

CIUDAD DE MEXICO, NOVIEMBRE DE 2017



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



CONEXIDAD Y TOPOLOGIA DE FELL

IVAN AXELL GOMEZ RAMOS

INDICE
1. Introduccién 1
2. Nociones y Notacion Preliminar 2
3. La Topologia de Vietoris 4
4. La Topologia de Fell )
5. Comparando 7y y 7p 9
6. Admisibilidad 10
7. Conexidad Local 12
8. Conexidad y Conexidad Local en Hiperespacios 16
Referencias 25

1. INTRODUCCION

Dado un conjunto X con cierta estructura, por ejemplo la de un espacio métrico, un espacio
topoldgico, o bien un espacio de probabilidad, entre otras, es comin considerar familias de
subconjuntos de X a las que también se les dota de una estructura matematica similar. Luego
se suelen obtener propiedades de las familias, a través de propiedades del conjunto X que
las origind. También, y esto es lo interesante, se suelen obtener propiedades de X, a través
de propiedades de alguna de sus familias asociadas. Cuando X es un espacio topoldgico, las
familias mds comiines asociadas a X, son 2% y CL(X), las de los subconjuntos cerrados de X
y las de los subconjuntos cerrados y no vacios de X. La estructura asociada a dichas familias
es la topolégica y, entre todas las topologfas que le podemos dar a 2% y a CL(X), las més
populares son las llamadas topologia de Vietoris T, y topologia de Fell Tr, que introducimos
en las secciones 3 y 4, respectivamente.

Si X es un espacio topolégico y tenemos una funcion cerrada f: X — X, entonces podemos
considerar las funciones 27: 2¥ — 2% y CL(f): CL(X) — CL(X) definidas, para cada
A€ 2X y toda B € CL(X), como 2/(A) = f(A) y CL(f)(B) = f(B). Dotando a 2% y a
CL(X) de la topologia de Vietoris, o bien de la topologia de Fell, es natural preguntarse por
condiciones, bajo las cuales, la continuidad de f implica la continuidad de 27 y/o de CL(f).
Después de lograr esto, es comun verificar si cuando a f se le pide una propiedad topoldgica
o bien una propiedad dindmica, entonces alguna de 2/ o de C'L(f) posee la misma, o bien
otra, propiedad topoldgica o dindmica. También se suele verificar si cuando a 2/ o a CL(f) se
le impone alguna propiedad topolégica o dindmica, sucede que la funcién f posee la misma,
o bien otra propiedad topoldgica o dinamica. En este aspecto, algunos de los articulos mas
recientes en donde la topologia de Fell juega un papel importante, son [8], [18] y [19].



Si X es un espacio topologico y P es una propiedad topoldgica, es comun preguntarse si
cuando X posee la propiedad P, alguno o los dos hiperespacios 2% y C'L(X) también poseen
la propiedad P, o bien otra propiedad topoldgica, digamos (). El problema inverso también es
interesante, es decir, si cuando alguno de 2% y C'L(X) posee una propiedad P, se sigue que X
también posee la propiedad P, o bien otra propiedad. Existe bastante literatura al respecto
cuando a 2% se le equipa la topologia de Vietoris y el lector interesado puede consultar sobre
ello, principalmente [7] y [13]. Cuando a 2% se le da la topologfa de Vietoris o la de Fell, se
pueden consultar textos como [1], [2], [3], [9] y [11], siendo el primero y el tercero articulos
centrados en la topologia de Fell.

Como se indica en [6], la topologia de Fell tiene aplicaciones en la Teoria de Optimizacién,
el Analisis Complejo, en la Economia y en la Teoria de la Probabilidad, entre otras. Como
muestra de ello se pueden consultar las referencias dadas en [1]. En 2014 se present6 la Tesis
de Licenciatura [5], trabajo en el que se prueban propiedades fundamentales de la familia 2%
equipada con la topologia de Fell, y donde también se estudia el problema planteado en el
segundo pérrafo, es decir, la relacién entre una propiedad impuesta a f y si la preservan 2/ o
CL(f). Se estudia también la situacién inversa, es decir, si una propiedad impuesta en alguno
de 2/ o CL(f) la preserva f. En [5] también se estudian algunas propiedades topolégicas
P, para las cuales, el problema descrito en el tercer parrafo tiene solucién. La conexidad
local es una de las propiedades que, por cuestiones de tiempo y porque las correspondientes
demostraciones presentan un grado de complejidad mayor al que se requiere para una Tesis de
Licenciatura, no se incluyé en [5] y es presentada aqui en la Seccién 8, siendo la Proposicién
8.10 y el Teorema 8.11, los resultados principales del presente trabajo.

2. NOCIONES Y NOTACION PRELIMINAR

Para un espacio topoldgico (X,7) y A C X, denotamos por cly(A) y por intx(A4) a
la cerradura y al interior de A en X, respectivamente. Cuando sea necesario expresar la
topologia del espacio con respecto al que se estd tomando la cerradura o el interior, usamos
la notacién extendida clix -(A) o int(x - (A), segiin corresponda. Si B C'Y C X, entonces
B es un subconjunto compacto (respectivamente, conexo) del subespacio Y de X, siy sélo si
B es un subconjunto compacto (respectivamente, conexo) de X. Este resultado se utilizard
con frecuencia en el presente trabajo, principalmente en la Seccién 8.

Considerando todos los subconjuntos cerrados de X, se define la familia:

2% = {F C X | F es cerrado en X}.

Notemos que @ € 2%. Podemos excluir de la definicién de 2% al conjunto vacio, para asi
obtener la familia:

CL(X)={F €2 | F#0}.
También consideramos la coleccién de los subconjuntos compactos y no vacios de X:

K(X)={AC X | Aescompactode X y A # 0}.

Para darle una topologfa a 2% y a CL(X), utilizamos los conjuntos que se definen a

continuacion.
2



Notacién 2.1. Sea H una familia finita de subconjuntos de X. Denotamos por (#) al
conjunto de todos los subconjuntos cerrados de X, contenidos en la unién de los elementos
de H, y que intersectan a cada miembro de H, es decir:

(H>:{F€2X|F§UHy FNH#(, paracadaHEH}.

Sin € Ny {U,Us,...,U,} es una familia finita de subconjuntos de X, escribimos
(Uy,Us,...,Uy,), en lugar de ({Uy,U,,...,U,}). Notemos que, para toda n € N y cada
familia finita {Uy, Us, ..., U,} de subconjuntos de X, sucede que (Uy,Us, ..., U,) C 2X. Por
otro lado si {Uy,Us,...,U,} es una familia finita de subconjuntos de X, entonces es fécil
probar que se cumplen las siguientes propiedades:

a) si para alguna i € {1,2,...,n} sucede que U; = (), entonces (Uy,Us, ..., U,) = 0;

b) si X es Ty y (Uy,Us,...,U,) =0, entonces existe i € {1,2,...,n} tal que U; = ().
Mas atn, como el vacio es un conjunto finito, es posible que la familia H de la Notacion 2.1
sea vacifa. En ese caso, el conjunto (H) es la coleccién de los subconjuntos cerrados de X,
contenidos en |J = 0 y que intersectan a cada elemento de H. Por vacuidad, todo cerrado
intersecta a cualquier elemento de H. Sin embargo, el tinico cerrado que esta contenido en la
unién de H es el vacio. Asi, cuando H es la familia vacia, (H) = {0}. A lo largo del presente
trabajo, el simbolo Fy denota la familia vacia. Luego, (Fy) = {0}.

En el siguiente resultado enunciamos otras propiedades fundamentales de los conjuntos
anteriormente definidos.

Proposicién 2.2. Sean X un espacio topoldogico no vacz/o, n,m e N, Uy,Us,...,U, C X
yVisVo, .,V CX. S U= U yV = U] . Vj, entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

a) (X) = CL(X);
b) (Uy,...,U)N(Vi,... . V) = (VDU ...,VNOU, UNVy,...,UNV,).

Demostracion. Para probar a), notemos que (X) C C'L(X). Supongamos ahora que F €
CL(X). Entonces F' C X, asi que FN X = F # (). Por tanto F € (X). Esto muestra a).

Para probar b), notemos que

O(Um\/ (UU)HV unv y OVQU (Lmj )ﬁU:VﬂU.
i=1 i=1 j=1 =1

Entonces

(1) (U(U,fﬂ/)) U (U(vij)) =Unv.
i—1 j=1

Supongamos ahora que (Uy,Us, ..., U,) N{(Vy, V..., V) # (. Sea
F e <U1,U2,...,Un>ﬂ<‘/1,‘/2,...,vm>.

Entonces FF € 2X, FCU, F CVy FNU; #0 # FNV,, para toda (i,7) € {1,2,...,n} X
{1,2,...,m}. Asi

FCUNV= (O(Um{/))u(ﬂ(vjmm).

i—1 j=1
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Como FNU; 20y F CV,entonces ) A FNU; C FN(VNU;) para todai € {1,2,...,n}.
Andlogamente ) # FNV; C FN(UNV;), para cada j € {1,2,...,m}. Usando lo anterior y
(1) se tiene que

Fe(VAl,...,VAU,UNVi,....UNV).

Esto prueba que (V NUy, ..., VNU,, UNVy,...,UNV,) # 0y que, ademds,
U1, Us, .. U O Vi, Voo Vi) CV AU, .., VAU UNVA,...,UN V).
Ahora supongamos que (V NUy, ...,V NU,, UNVy,...,UNV,) # 0. Sea
Fe(VnU,...,.VnU, UNVy,...,UNV,).

Luego F € 2X y ) # FN(VNU;)) C FNU; para cada i € {1,2,...,n}. También ) #
FNUNV;)) CFNV; paratoda j € {1,2,...,m}. Ademas, por definicién,

FcC (O(VﬂUﬁ) U <O(Umvj)> .

i=1 j=1

Usando (1) obtenemos que FF C U NV. En consecuencia, F C U, F CV, FNU; # 0
para cada i € {1,2,...,n} y FNV; # ( para toda j € {1,2,...,m}. Por tanto F €
(U1, U, ..., Uy N (V1, Vs, ..., V). Esto prueba que (U, Us, ..., U,) NV {(Vi, Vo, ..., Vi) #D y
que, ademas,

(VnU,...,VnU, UnVy,...,.UNV,) CU,Us,...,Uy) NV, Vo, ..., Vi)
De esta manera probamos que

(VNU,...,.VNU,UNVy,...,UNV,) = (U, Uy, ..., U,) N (Vi, Vo, o, Vi)

3. LA ToproLOGIA DE VIETORIS
De la Proposicion 2.2 se deduce el siguiente resultado.
Teorema 3.1. La familia
By ={(U,Us,...,U,) | {U1,Us,...,U,} es una coleccion finita de abiertos de X'}
es base para una topologia T, de 2.

Demostracion. Usando la parte a) de la Proposicion 2.2, asi como el hecho de que Fyy { X'}
son colecciones finitas de abiertos en X, tenemos que CL(X) = (X) € By y {0} = (Fy) € By.
Luego 2% = CL(X) U {0} = (X) U (Fy). Esto muestra que la unién de los elementos de By
es 2%,

Si una familia finita es Fy, es claro que la interseccién de (Fy) con cualquier otro elemento
de By tiene que estar contenido en {(}}. Por tanto, tal interseccién es vacia o es el unitario
del vacio. Si la interseccién es vacia, se puede ver como (X, (). Si la interseccion es el unitario
del vacio, se puede ver como (Fy). Ambas opciones son elementos de By . Podemos entonces
suponer que (U1, Us ..., U,) v (V1,Va,...,V,,) son elementos de By. Entonces cada uno de
los conjuntos U; y V; es abierto en X. Luego los conjuntos U = |J_, U; y V = U;l:l V; son
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abiertos en X. Esto implica que cada uno de los conjuntos V- NU; y U N'V; es abierto en X.
Aplicando el inciso b) de la Proposicién 2.2, deducimos que la interseccién

Uy, ..., Uy {(Vy,... V) =(VU,...,VNU,UNVy,...,UNV,)

es un elemento de By. Esto muestra que la interseccion de cada dos elementos de By es,

de nueva cuenta, un elemento de By . Por consiguiente, By es base de alguna topologia en
2X, OJ

Como CL(X) C 2% y 7y es una topologia para 2%, una manera natural de darle una
topologfa a CL(X), es considerar la topologia relativa de 2% a C'L(X). Dicha topologia la
denotaremos también por 7y, en lugar de (7v)jcL(x). Los elementos béasicos de C'L(X) son
los de la familia

L= (U, Us, ..., Uy NCL(X) | (U1, Us, ... U, € By).

Definicién 3.2. La topologfa 1 indicada en el Teorema 3.1, y aplicada a 2% o bien a CL(X),
se llama la topologia de Vietoris. A los basicos de dicha topologia, es decir a los elementos
de By y a los de By, se les llama wvietdricos de 2% o bien de CL(X), segtin corresponda. Si
V=(V,Vs,..., V) € Byobien V= (V;, Vs, ..., V,,)NCL(X) € B}, entonces los conjuntos
Vi, con 1 <1 < m, se llaman las entradas de V.

La topologia de Vietoris fue definida en 1921 por Leopold Vietoris. Suele definirse, por
lo general, para C'L(X) y también se le llama la topologia finita de C'L(X). A los espacios
topolégicos (2%, 1) vy (CL(X), Tv) se les llama hiperespacios de X.

En el siguiente lema se muestra que, sin perder generalidad, siempre podemos suponer que
dos vietéricos poseen el mismo niimero de entradas.

Lema 3.3. Sea X un espacio topoldgico. Si U = (Uy,...,U,) y V = (Vi,...,V,,) son dos
vietdricos de 2%, entonces podemos escribir U y 'V de tal forma que tengan el mismo nimero
de entradas. La misma conclusion obtenemos si suponemos que U = (Uy,...,U,) N CL(X)

yV =(Vi,...,V,) NCL(X) son vietéricos de CL(X).

Demostracién. Sitomamos a U y queremos aumentarle la cantidad de entradas, basta con
tomar cualquiera de ellas y repetirla. De ese modo

<U1,U2,...,Un>:<U1,U2...,Un,Un,...,Un>,

donde la entrada U, se repite un nimero finito de veces. Asi, tomando U y V, sin perder
generalidad supongamos que n < m. Repitiendo m —n veces la entrada U,,, podemos escribir
ambos vietéricos con el mismo nimero de entradas. 0]

4. LA ToprpoLoOGIiA DE FELL

Ahora indicamos una notacion que facilitara la redaccion.

Notacién 4.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. A cada A C X le asignamos los siguientes
subconjuntos de 2%:

A"={Fe2X | AnF#£0} y At={Fe2X|FCA}
5



Notemos que 0~ =0, 0 = {0},
X ={Fe2X | F=XNF#0}=CL(X) y X"={Fec2*|FCX}=2%

Ademds si A C X y A # 0, entonces X € A~ C CL(X). Para una coleccién no vacia «, de
subconjuntos de X, definimos

(2) o ={Fc2* | FNU # 0, para todo U € a}.

Notemos que ) € AT, para cada A C X. Ademas, en términos de los subconjuntos de 2%
definidos en la Notacion 2.1, los elementos A~ y AT se pueden escribir como sigue:

A= (XA vy AT =(A)u{0}.
Si AC X y A#(, entonces
A" = (X, A)NCLX) y A"={0}u((A)NCL(X)).

Si AC X y A # (), puede suceder que el conjunto vacio sea el tinico subconjunto cerrado de
X, que estd contenido en A. En dicha situacién, tenemos que AT = (A) = {0}.

En el caso de CL(X), lo correcto es escribir A~ NCL(X) y AT NCL(X), para referirse
a los conjuntos {F' € CL(X) | ANF # 0} y {F € CL(X) | F C A}, respectivamente. Sin
embargo, a menos que pueda causar confusién, escribimos A~ y AT en lugar de A~ NCL(X)
y AT N CL(X), respectivamente. De tal modo, dados un subconjunto abierto U de X y un
subconjunto compacto K de X, tenemos que

(X, U)y={Fe2* |FNU#0} =U"

y

(X\K)u{0}={Fe2X | FCX\K}=(X\K)"
Con los conjuntos de la forma U~ y (X \ K)T, donde U es un subconjunto abierto de X y K es
un subconjunto compacto de X, podemos crear la topologia que describimos a continuacién.

Definicién 4.2. Sea X un espacio topolégico. La topologia de Fell en 2%, denotada por 7p,
es aquella que tiene como subbase la familia Sg de los conjuntos U~ y (X \ K)T, donde U
es un subconjunto abierto de X y K es un subconjunto compacto de X.

Notemos que los elementos subbésicos de 75, son las colecciones formadas por los subcon-
juntos cerrados de X que “le pegan” (en inglés, “hit”) a un abierto de X, junto con aquellos
“que esquivan” (en inglés, “miss”) a un subconjunto compacto de X. Por esta razdn, se dice
en inglés que 77 es una topologfa hit-and-miss de 2%. Como hicimos con la topologia de
Vietoris en C'L(X), para simplificar la notacién, la topologia de Fell en el subespacio C'L(X)
de 2% se denotard por 7p, en lugar de (7r)|cL(x)- Los elementos subbésicos de CL(X), con
la topologia de Fell, describen la familia S de los conjuntos

(X, U)NCL(X)={F e CL(X)| FNU # 0}
y
(X\K)NCL(X)={FeCL(X)| FCX\K},
donde U es un subconjunto abierto de X y K es un subconjunto compacto de X. A los
espacios topoldgicos (2%, 77) y (CL(X),7r) se les llama hiperespacios de X.

La topologia de Fell también se conoce como la H-topologia, la topologia de Choquet-

Matheron o la topologia débil de Vietoris de 2. Fue formalmente definida en [4] por James
6



M. G. Fell en 1962, como la H-topologia de 2%, aunque en un articulo publicado en 1961
la utiliza para resolver una aplicacién particular del Analisis Funcional en la Teoria de las
C*-élgebras. En 2008 Ji-Chen y Paolo Vitolo presentaron, en [3], un estudio sistemético de
la topologfa de Fell en 2. Muchos de los resultados que probamos, tanto en [5] como en el
presente capitulo, fueron formulados originalmente en [3].

Vamos ahora a obtener una base para (2%, 7x). Usando la definicién de la familia o~ que
dimos en (2), asi como el inciso b) de la Proposicién 2.2, para cualesquiera dos subconjuntos
U, vy Uy de X sucede que:

U NU; =(X,Uy) N (X,Uz) = (X, Uy, Uy) = {Uy, U}~
En general sin € Ny Uy, Us,...,U, C X, entonces
(3) U nUyn---nU,; =(X,U,,Us,...,U,) ={Uy,Us, ..., U,}".
Supongamos ahora que K7, Ks C X y que K = K; U K5. Entonces

(XN K1) N (XN KR)" = (X K u{0}) N ((X\ Ko) U{0}) =
(XN K1) N(XN KR)) U{D} = (X \ Ky N (X KR)) U0} =
= (X\ (K1 U K)) U{0} = (X \ K) U {0} = (X \ K)".

Es decir, (X \ K1)"N(X \ Ky)" = (X \ K)*. En general, sim € N, K1, Ks,...,K,, CX
y K=K UKyU---UK,,, entonces

(4) (X\NEK)T N (XK NN (X K" = (X\EK) U {0} = (X \ K)™.

Notemos que si cada conjunto K; es compacto, entonces la union K = KUK, U---UK,, es
un subconjunto compacto de X. Ahora bien, si U es un basico no vacio de (2%, 7), entonces
U es una interseccion finita de elementos en Sg. Dicha interseccion la podemos dividir del
siguiente modo: en la interseccién de elementos que son de la forma U™, con U abierto en
X, y la interseccién de elementos que son de la forma (X \ K)*, con K compacto en X.
Utilizando (3) y (4), U es de una de las tres formas siguientes:

a) (X,Uy,Us,...,Uy,) conn € Ny cada U; abierto en X (si en la interseccion, que define a
U, no hay elementos de la forma (X \ L)*, con L compacto de X).

b) (X \ K) U{0} con K un compacto de X (si en la interseccién, que define a U, no hay
elementos de la forma U™, con U abierto en X).

¢) (X, Uy, Us, ..., U )N((X\K)U{D}) con n € N, U; abierto en X paracadai € {1,2,...,n}
y K compacto (si en la interseccién, que define a U, hay tanto elementos de la forma U~
con U abierto en X, como elementos de la forma (X \ L)*, con L compacto de X).

Como (X) = CL(X), los elementos descritos en a), b) y ¢) pueden resumirse en un tnico
tipo, a saber los de la forma c¢). En efecto, a partir de un elemento de la forma ¢) con K = (),
obtenemos uno de la forma a) y, haciendo U; = Uy = --+ = U,, = X, obtenemos uno de la
forma b). Naturalmente si & = (), entonces U satisface a) con Uy = Uy = --- = U, = (.
Como ) € (X \ K), tenemos que

(X, Uy, Us, ..., U) N (X \KYU{DY) = (X, Uy, Us, ..., U) N (X \ K).

Con esto hemos probado el siguiente resultado, que aparece originalmente en [4].
7



Teorema 4.3. Sea X un espacio topoldgico. Una base para la topologia mw de 2%, es la
familia:

Br = {(X,U1,Us,....,U,) N (X \ K) | K CX es compacto, n € N y
U; € X es abierto en X, para cada i € {1,2,...,n}}.

Notemos que los conjuntos de la forma a) se pueden escribir como {U;, Us, ..., U, }~, donde
{Uy,Us,...,U,} es una familia de subconjuntos abiertos de X. Los de la forma b) se pueden
escribir como (X \ K)*, donde K es un subconjunto compacto de X vy, los de la forma c),
como {Uy,Us,...,U,}” N (X \ K)*, donde {U;,Us,...,U,} es una familia de subconjuntos
abiertos de X y K es un subconjunto compacto de X. De esta manera, la base Br se puede
describir como sigue:

Br ={a” N(X\ K)" | @ es una familia finita de abiertos en X

y K es un subconjunto compacto de X}.

Terminamos la presente seccién indicando que la topologia de Vietoris, para C'L(X), se
puede describir en términos de una subbase.

Teorema 4.4. Sea X un espacio topolégico. Entonces una subbase para la topologia de
Vietoris Ty en CL(X), es la familia

Sy ={U" | U es abierto en X} U{V" |V es abierto en X}.

Demostracion. Notemos que, en CL(X), VT = (V), para cada V C X. Tomemos n € N
asi como n subconjuntos Uy, Uy, ..., U, de X. Hagamos U = | J;_, U;. Vamos a probar que

(5) (UL, Us,..., Uy NCL(X) = {Uy,Us, ..., U} 0 {U).

Tomemos F € (Uy,Us, ..., U,)NCL(X). Entonces F € CL(X)y F C U. Por tanto F € (U).
Ademés F N U; # (), para toda i € {1,2,...,n}. Luego F € {Uy,Us,...,U,}". Se sigue que
(U, Us, ..., Uy, C{U,Us, ..., U,} N (U). Supongamos ahora que A € {U;,Us, ..., U,} "N
(U). Entonces A € CL(X), A C Uy AnU; # 0, para toda i € {1,2,...,n}. Luego
A e (Uy,U,,...,U,) NCL(X). De esta manera, {Uy,Us,...,U,}” N(U) C (Uy,Us,...,U,),
mostrando asi (5).

Combinando (3) con (5), tenemos que
CL(X)N(U,Us,...,U,)=U; NU;, N---NU, NU™.

Entonces cada elemento de la base By, de 7y en C'L(X), es una interseccién finita de elementos
de la familia Sy. Por otra parte, cada elemento de la familia Sy pertenece a By, pues
U™ =(X,U) y VT = (V). Ademds, por la parte b) de la Proposicién 2.2, la interseccion de
dos elementos de Bj, es un elemento de Bj,. Por consiguiente, cualquier interseccién finita
de elementos de Sy es un miembro de Bj,. Esto prueba que la familia Bj, es justo la de las
intersecciones finitas de los elementos de Sy . Por tanto, Sy es una subbase para 7y . O

Del teorema anterior se infiere que los elementos subbasicos de 7y, son las colecciones
formadas por los subconjuntos cerrados de X que “le pegan” a un abierto de X, junto con
las colecciones formadas por cerrados que “esquivan” a un subconjunto cerrado de X. En

este sentido se tiene que 7y es una topologia hit-and-miss de C'L(X).
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5. COMPARANDO Ty Y TF

Ya que hemos escrito las subbases de 7y y de 7p, en términos de la subbase de la otra
topologia, un pensamiento que surge inmediatamente es el querer saber si existe alguna
relacién entre la topologia de Fell y la de Vietoris. Afortunadamente si existe tal relacién y
lo inico que necesitamos es la siguiente definicion.

Definicién 5.1. Un espacio topoldgico X es KC| si todo subconjunto compacto de X es
cerrado en X.

No es dificil encontrar ejemplos de espacios KC' gracias al siguiente teorema, cuya demos-
tracion se encuentra en [17, Teorema 17.5].

Proposiciéon 5.2. Sean (X, T) un espacio topolégico y'Y un subconjunto de X. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

1) st Y es cerrado en X y X es compacto, entonces Y es compacto;
2) siY es compacto y X es Ty, entonces Y es cerrado en X.

La propiedad K C' se encuentra entre los axiomas de separacién T, y T7. En efecto, por la
parte 2) de la Proposicién 5.2, en un espacio Ty todo subconjunto compacto es cerrado. En
otras palabras, los espacios T3 son KC. Por otro lado si X es KC'y x € X, entonces como
{z} es compacto dicho conjunto también es cerrado en X. Luego {z} es cerrado en X, para
cada x € X. De esta manera X es T;. Esto muestra que los espacios K C' son T;. Mas adelante
utilizaremos con frecuencia la Proposicién 5.2, incluso sin hacer referencia explicita a ella.
Concretamente usaremos que, en un espacio 75, el complemento de cualquier subconjunto
compacto, es abierto.

El siguiente resultado aparece probado originalmente en [4].

Teorema 5.3. En 2% las siquientes afirmaciones se cumplen:

a) si X es un espacio KC, entonces T C Ty;
b) si X es un espacio compacto, entonces Ty C Tp.

Demostracion. Para probar a), recordemos que los elementos de Sg, los subbésicos de 7r,
tienen la forma U~ o bien (X \ K)T, donde K es un compacto y U es abierto en X. Si K es
un compacto en X, entonces K es cerrado en X, pues X es KC, de donde X \ K es abierto
en X. Por tanto (X \ K)T = (X \ K)U{0} = (X \ K) U (Fp) es la unién de dos elementos en
Sy, la subbase de 7. Luego (X \ K)* € 7,. Como también U~ = (X, U) estd en la subbase
de 7y, para cada abierto U de X, tenemos que Sg C 7/, implicando que 77 C 7y/.

Para probar b), sea V' un abierto en X. Entonces K = X \ V es cerrado en el espacio
compacto X. Luego, por la Proposicién 5.2, K es compacto, asi que (X \ K)T =VT € Sp.
También U~ € Sp, para todo abierto U de X, por lo que Sy C Sp. Deducimos asi que
TV Q TF. U

De los resultados anteriores, sucede que si X compacto y K| entonces 7 = 7. Entonces,
para trabajar con algo distinto a la topologia de Vietoris, en adelante trataremos con espacios

topoldgicos que no cumplan al mismo tiempo ser KC'y compactos.
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6. ADMISIBILIDAD

En la Teoria de Hiperespacios, considerando en C'L(X) la topologia de Vietoris, es bastante
conocido que si X es un espacio 77, entonces C'L(X) contiene una copia de X, es decir, un
subconjunto homeomorfo a X. Dicha copia se denota por Fi(X) y se define como sigue:

F(X)={{z} |z € X}.

Cuando a las familias 2% y CL(X) se les dan otras topologias, se busca que éstas satisfagan
propiedades que no se alejen tanto de las que se conocen para la topologia de Vietoris. En
nuestro caso, buscamos topologfas en 2% y CL(X) que, en cierto sentido, posean a X como
subconjunto. Dichas topologias reciben el nombre que se indica en la siguiente definicion.

Definicién 6.1. Sea X un espacio topolégico. Una topologia 7 en 2% es admisible si la
funcién i: X — (2%, 7) definida, para cada z € X como i(z) = clx({z}), es un encaje (es
decir, un homeomorfismo de X en i(X)).

Si X es un espacio 17, entonces la funcién ¢ definida anteriormente es la que a cada x € X
le asigna su unitario {z}. En tal situacién, i(X) = F;(X). Ademéds, cuando X es Tj resulta
que Fy(X) C 2%. Para la topologfa de Fell, es razonable desear conocer condiciones que
deben cumplirse, para que dicha topologia sea admisible, y también cuéles son las diferencias
que se pueden establecer con la topologia de Vietoris. Esto queda resuelto en la siguiente
proposicién, probada originalmente en [3].

Proposicién 6.2. Sea X un espacio Ty. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
a) Ty es admisible;

b) 7r es admisible si y solo si X es KC.

Demostracion. Como X es T}, para cualquier z € X se cumple i(z) = {z} € Fi(X).

Ademas es claro que ¢ es biyectiva, como funcién de X en Fi(X). Para probar a) vamos a
mostrar primero que i, como funcién de X a F;(X), es continua. Sea U C X. Entonces

UrNF(X)={Ac B(X)|ACU}={Ac [\(X) | ANU #0} =U " n F(X).
Ademas
T UTNRX)={zeX|iz)eUTNFA(X)}={zeX|{z} CU}=U.

Si U es un abierto en X, deducimos que U™ N F;(X) es un abierto subbésico de Fi(X) (que
coincide con U~ N F1(X)). Notemos que i~! (U N F;(X)) = U, entonces i es continua.

Ahora, para i: X — Fj(X), consideremos su funcién inversa g, definida para {x} € F;(X)
como g({z}) = . Si U es un subconjunto de X, tenemos que

g (V) ={{z} € A(X) | g({z}) e U} = {{z} e L(X) |z € U} =
= {z} e LX) [UN{a} # 0} = U™ N Fi(X).
Si U es abierto de X, es obvio que U~ N F(X) es un subbésico de F;(X). Como g~ (U) =

U~NF(X), deducimos que g es continua. De donde i: X — F;(X) y su inversa son funciones
continuas. Esto prueba que i es un homeomorfismo y, por consiguiente, 7y, es admisible.

Para probar b), supongamos que X es KC'y sean V', K un abierto y un compacto de X,

respectivamente. Como X es KC|, tenemos que U = X \ K es abierto en X. Siguiendo el
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proceder del inciso anterior es facil observar que
(VT NR(X) =i (VN F(X)) =V.
Sustituyendo V' por U = X \ K, obtenemos
i ((X \K)™n Fl(X)) =g (UJr N Fl(X)) =U=X\K.

En ambos casos, la imagen inversa de un subbésico de Fj(X) es abierto, por tanto i: X —
(F1(X),7r) es continua. Consideremos una vez mdas a g, la inversa de i, definida como
g({z}) = = para cualquier {z} € Fi(X). Si U C X, al igual que en el inciso anterior
g Y (U) =U" N Fi(X). Luego, si U es un abierto en X, deducimos que g es continua y, por
tanto, ¢ es un homeomorfismo.

Finalmente, supongamos que 7 es admisible. Mostraremos que X es un espacio KC'. Sea
K un compacto de X, por tanto (X \ K)* N Fi(X) es abierto en (F1(X),7r). Ya que 7p
es admisible, la funcién i: X — (Fy(X),7r) es un encaje. En particular, ¢ es continua. Lo
anterior significa que i~! (X \ K)" N F(X)) = X \ K es abierto en X, de donde K es
cerrado en X. Esto prueba que X es KC. O

Como ya indicamos, el inciso a) del Teorema 6.2 implica que si X es T}, entonces X es
homeomorfo a (Fy(X),7v). A su vez, b) implica que X es homeomorfo a (Fi(X),7r) siy
solo si X es KC'. Esto da una idea de la importancia de pedir que el espacio que estudiemos
sea al menos K C'. De tal modo al trabajar 2% con la topologia 7, la “copia” de X en 2%
que vimos se puede obtener, permite conocer caracteristicas de X. Obviamente si X es T,
automaticamente tenemos que 7r es admisible.

Si X es Ty, es conocido que Fy(X) es cerrado en (CL(X), 7y). Dicho resultado también
es cierto cuando consideramos la topologia de Fell. De manera mas general, para un espacio
topoldgico X y n € N, definimos

F.(X)={F € CL(X) | F tiene a lo mas n elementos}.

Si X es Ty, entonces F,(X) # 0y, como F,(X) C CL(X) C 2¥, en F,(X) podemos
considerar tanto la topologia de Vietoris como la de Fell. En [11, Teorema 2.4.2, p. 156]
se prueba que si X es Ty y n € N, entonces F,(X) es cerrado en (CL(X), 7). Cuando
utilizamos la topologia de Fell el resultado se mantiene cierto e, incluso, la demostracién que
presentamos a continuacion, para la topologia de Fell, también aplica para la topologia de
Vietoris.

Teorema 6.3. Si X es un espacio Ty y n € N, entonces F,,(X) es cerrado en (CL(X), 7).

Demostracion. Sea E € CL(X) \ F,(X). Entonces E es un subconjunto cerrado en X
que posee mas de n elementos. Sea {x1,Zs, ..., Ty} un subconjunto de E con exactamente
n + 1 elementos. Como X es Ty, existe una familia finita {V3, V5, ..., V,41} de subconjuntos
abiertos de X, ajenos dos a dos, tales que z; € V;, para toda i € {1,2,...,n + 1}. Entonces
(X, V1, Vo, ..., V1) es un abierto en (CL(X),7r) tal que E € (X, V], V4, ..., V,11). Més
aun, si A € (X, Vi, Vs,...,Vy1), entonces A € CL(X) y, para cada i € {1,2,...,n+ 1},
existe y; € ANV;. Como los elementos de la familia {Vi,V5,...,V;11} son ajenos dos a
dos, A posee al menos n + 1 elementos, de donde A € CL(X) \ F,(X). Tenemos, asi,
que (X, Vi, Vs, ..., V1) es un abierto de (CL(X),7p) tal que E € (X, V4, Va, ..., V1) C
CL(X)\ F,(X). Esto prueba que F,,(X) es cerrado en (CL(X), r). O
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Si X es T5, entonces es KC. Luego, por el Teorema 6.2, 7 es admisible. Entonces X es
homeomorfo a Fy(X). Por el Teorema 6.3, F1(X) es cerrado en (CL(X), 7r). Esto significa
que X se puede “dibujar” dentro de C'L(X), como un subconjunto cerrado.

Ahora vamos a probar que, en los espacios KC, se cumple el reciproco del Teorema 6.3,
en el caso n = 1.

Teorema 6.4. Sea X un espacio KC. Si F1(X) es cerrado en (CL(X),7r), entonces X es
Ts.

Demostracion. Para ver que X es T;, sean a,b € X con a # b. Como X es KC| los
subconjuntos finitos de X son cerrados en X. En particular {a, b} es cerrado en X. Luego
{a,b} € CL(X) \ Fi(X). Como el conjunto CL(X) \ F;(X) es abierto en (CL(X),7r),
existe un abierto béasico A en (CL(X), 1) tal que {a,b} € A C CL(X) \ Fi(X). Entonces
A=a N(X\K)", donde a = {U1,Us,...,U,} es una familia finita de subconjuntos
abiertos y no vacios de X, y K es un subconjunto compacto de X. Puesto que X es KC), el
conjunto K es cerrado en X. Como {a,b} € (X \ K)*, tenemos que {a,b} C X \ K. Ademés
{a,b} NU; # 0, para cada i € {1,2...,n}. En vista de que AN F(X) = 0, no puede suceder
que a se encuentre en todos los conjuntos U;, y tampoco puede suceder que b se encuentre
en todos los conjuntos U;. Para probar esto supongamos, por el contrario, que a € U; para
cada i € {1,2,...,n}. Entonces

{a} ea N(X\K)" =ACCL(X)\ F(X).
Si b€ U; para toda i € {1,2,...,n}, entonces
{btea N(X\K)"=AcCCL(X)\ Fi(X).

Ambas situaciones son una contradiccién. Con esto probamos que existen iy, i3 € {1,2,...,n}
tales que a ¢ Uy, y b ¢ Uy,. Como {a,b} NU;, # 0y {a,b} NU;, # 0, resulta que b € Uy, y
a € U;,. Consideremos ahora los conjuntos

Uz(X\K)ﬁ(ﬂ{UEa:aGU) y vz(X\K)m<ﬂ{Uea:beU).

Es claro que U y V son abiertos en X tales que a € U y b € V. Si existe z € U NV, entonces
{z}ea N(X\K)t=ACCL(X)\ Fi(X). Esto es una contradiccién, asi que U NV = 0.
Por tanto, X es T5. 0]

Corolario 6.5. Sea X un espacio KC. Entonces X es Ty si y solo si F1(X) es cerrado en
(CL(X),7p).

7. CONEXIDAD LOCAL

A partir de ahora, utilizamos con frecuencia espacios Ty y localmente compactos. En la
presente secciéon daremos la definicién de compacidad local y de otros tipos de conexidad,
como la conexidad local y la conexidad en pequeno. Hablaremos también de cadenas simples.
Todo esto sera utilizado en la siguiente seccion, donde tratamos la conexidad y la conexi-
dad local de algunos subespacios de (CL(X), 7r), particularmente la del subespacio de los
elementos de C'L(X) que son conexos, y la de los que son conexos y compactos. Conviene
recordar que si X es un espacio topologico y x € X, entonces una vecindad de x en X es

un subconjunto V' de X, para el cual existe un abierto U en X tal que x € U C V. Si V es
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una vecindad de z y, ademas, V' es abierto en X, entonces decimos que V' es una vecindad
abierta de x en X.

Definicién 7.1. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Decimos que X es

1) localmente compacto en z, si para todo abierto V' de X con x € V| existe una vecindad
compacta GG de x tal que G C V;

2) localmente conexo en x, si para todo abierto V' de X con z € V) existe una vecindad
abierta y conexa G de z tal que G C V;

3) conexo en pequeno en x, si para todo abierto V de X con x € V, existe una vecindad
abierta G de x tal que G C V' y, para cada y, z € GG, existe un subconjunto conexo C
de X tal que y,z € C C V;

4) localmente compacto si X es localmente compacto en cada uno de sus puntos;

5) localmente conexo si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 7.2. Un continuo es un espacio no vacio, compacto, conexo y T5. Si X es Tb,
entonces un subcontinuo de X, es un subconjunto compacto, conexo y no vacio de X.

Notemos que si X es localmente conexo en un punto z € X, entonces X es conexo en
pequeno en z. En [14] se construye un continuo X que posee un punto donde es conexo en
pequeno, pero no localmente conexo. La prueba formal de esto aparece en [14, Theorem 7.6,
p. 71-75] . Asi pues, la conexidad local y la conexidad en pequeno, localmente son conceptos
distintos. Sin embargo, globalmente, son el mismo concepto pues, como se indica en [17,
Teorema 27.16], un espacio X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos si y sélo si
X es localmente conexo.

Recordemos que si X es un espacio topolégico y x € X, entonces la componente conexa de
x en X, es la unién de todos los subconjuntos conexos de X que tienen al punto z. Decimos
que C' C X es una componente conexa de X, si existe x € X tal que C' es la componente
conexa de x en X. Cada componente conexa de X, es un subconjunto cerrado y conexo de X
([17, Teorema 26.12]). Cuando el espacio X es localmente conexo, cada componente conexa
también es un subconjunto abierto de X, segin indica el siguiente resultado.

Proposicién 7.3. Un espacio topologico X es localmente conexo si y solo si, las componentes
conexas de los subconjuntos abiertos en X, son subconjuntos abiertos en X.

Demostracion. Primero supongamos que X es localmente conexo y que U es un abierto
en X. Sean C' una componente conexa de U y x € C. Como X es localmente conexo y
x € U, existe un subconjunto abierto y conexo V de X, tal que x € V C U. Como V es un
subconjunto conexo de U que tiene a x, y C es la unién de todos los subconjuntos conexos
de U que tienen a z, se sigue que V' C C. Hemos probado, asi, que para cada x € C, existe
un abierto V en X tal que x € V C C, por lo que C' es abierto en X.

Ahora supongamos que las componentes conexas de cada subconjunto abierto de X, son
abiertas en X. Sean x € X y U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Sea C' la
componente conexa de U que tiene a x. Entonces C' es un subconjunto abierto y conexo de
X tal que x € C' C U. Luego X es localmente conexo en x y, como lo que probamos es valido
para cada punto de X, sucede que X es localmente conexo. O

Corolario 7.4. Sean X un espacio topologico y U un subconjunto abierto de X. Si X es

localmente conexo, entonces U es localmente conexo.
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Demostracion. Sean V un subconjunto abierto de U y C' una componente conexa de V.
Como U es abierto en X y V es abierto en U, sucede que V es abierto en X. Luego, por la
proposiciéon anterior, C' es abierto en X y, como C' C V C U, sucede que C' es abierto en U.
Esto muestra, aplicando de nuevo la proposicién anterior, que U es localmente conexo. [J

Consideremos ahora la siguiente definicion.

Definicién 7.5. Sean a y b dos puntos de un espacio X. Una cadena simple de a a b en
X, es una coleccion U = {Uy,Us, ..., U,} de subconjuntos abiertos en X tales que Uj es el
unico elemento de U que tiene al punto a, U, es el tinico elemento de U que tiene al punto
by, para cada i,j € {1,2,...,n}, UyNU; # O siy sélosi |i — j| < 1.

Si X es un espacio topoldgico y a,b € X, se dice que a y b se pueden conectar por una
cadena simple en X si existe una cadena simple de a a b en X. Como lo indica el siguiente
resultado, en un espacio conexo, cualesquiera dos de sus puntos se pueden conectar por una
cadena simple.

Proposicion 7.6. Si X es conexo y C es una cubierta abierta de X, entonces para cada dos
puntos a y b de X, existe una cadena simple U = {Uy,Us,...,U,} de a a b en X, de modo
qued C C.

Demostracion. Sean a € X y A el conjunto de los puntos de X, que se pueden conectar
con a por medio de una cadena simple, cuyos elementos son de C. Si probamos que A es no
vacio y tanto abierto como cerrado en X entonces, por la conexidad de X, tendremos que
A = X. De esta manera, si b € X, existe una cadena simple de a a b en X, cuyos elementos
son de C, y el resultado quedara probado.

Para probar que A es no vacio notemos que, como C es una cubierta de X, existe U € C
tal que a € U. Luego {U} es una cadena simple de a a a en X, cuyos elementos son de U.
Luego a € A, de donde A # (). Ahora mostraremos que A es abierto en X. Para esto, sean
xe AyU = {U,U,,...,U,} C C una cadena simple de a a x en X. Entonces a € Uy y
x € U,. Notemos que, para cada y € U, la familia U/ es una cadena simple de a a y en X,
por lo que U, C A. Esto implica que A es abierto en X.

Para probar que A es cerrado en X, tomemos z € clx(A). Como C es una cubierta de X,
existe U € C tal que x € U. Entonces U es un subconjunto abierto en X, que tiene al punto
x que se encuentra en la cerradura de A en X. Luego existe b € U N A y, por la definicién
de A, podemos tomar una cadena simple {U;,Us,...,U,} € C de a a b en X. Si existe
ke {1,2,...,n} tal que z € Uy, entonces escogemos el k més pequeno con la propiedad de
que x € Uy vy, por tanto, {Uy,Us,...,Ux} C C es una cadena simple de a a x en X. Luego
x € A. Supongamos ahora que x € X \ (U UUU---UU,). Como b € UNU,, tenemos que
UNU, # 0. Sea

s=min{i € {1,2,...,n} | UNU; # 0}
Entonces UNU; # 0, por lo que {Uy, Uy, ..., U, U} C C es una cadena simple de a a x en X.
Luego x € A. Esto prueba que clx(A) C Ay, como la otra contencién también se cumple,
clx(A) = A, probando asi que A es cerrado en X. O

Dado un espacio conexo X, es razonable el deseo de encontrar una familia, suficiente-

mente manejable, de abiertos con los que podemos formar cadenas simples que conecten a
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cualesquiera dos puntos dados de X. Lo anterior es bastante simple si pedimos que X sea
compacto y conexo. En efecto, si X es compacto y conexo, a partir de cualquier cubierta
abierta de X, extraemos una subfamilia finita que cubra a X y, a partir de esa subcubierta
finita, formamos las cadenas simples que conectan a los puntos de X. Asi hemos obtenido
un numero finito, y por tanto manejable, de abiertos con los que podemos conectar por una
cadena simple, a los puntos de X. Ese tipo de construcciéon sera utilizado en el siguiente
resultado, probado originalmente en [6, Lema 2.4]..

Proposicién 7.7. Sea X un espacio conezo, localmente compacto, localmente conexo y Ts.
Entonces cada subconjunto compacto y no vacio de X, estd contenido en el interior de algun
subcontinuo de X.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto y no vacio de X. Para cada © € K,
por la compacidad local de X, existe una vecindad compacta G, de x. Como X es T3, cada
compacto G, es cerrado en X. También K es un subconjunto cerrado de X. Para toda xz € K,
por ser (G, una vecindad de x, existe un abierto H, en X tal que x € H, C G, y, como X es
localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo U, de X tal que x € U, C H,.
Notemos que G = {U,: € K} es una familia de abiertos en X tales que K C (J,.x Us.
Como K es compacto, existen n € Ny z1,29,...,2, € K de modo que si U = |J._, Us,,
entonces U es un abierto en X tal que K C U. Notemos que, para cada l € {1,2,...,n}, U,
es un subconjunto abierto, conexo y no vacio de X, tal que

X € le - Clx(le) - CIX(Ha:l) - CIX(Gzl) = le'

Luego cada clx (U,,) es un subconjunto cerrado del conjunto compacto G,,. Asi, para toda | €
{1,2,...,n}, clx(Uy,) es compacto. Ademés, C = {U,,,Us,,...,U,,, X \ K} es una cubierta
abierta del subconjunto conexo X. Esto implica, por la Proposiciéon 7.6, que cualesquiera
dos puntos de K, se pueden conectar por una cadena simple, cuyos elementos se encuentran
en C\{X\ K} ={U,,,Us,,...,U,, }. En particular, para cada i € {2,3,...,n}, existe una
cadena simple C; = {V;;,, Vii,,. .., Vii,} CC\{X \ K} de 27 a x;. Como C; CC\ {X \ K},
para toda (i,7) € {2,3,...,n} x {1,2,...,k}, Vi;, es un subconjunto abierto, conexo y no
vacio de X tal que cly (V;,Z-j) es compacto. Ademads, para toda i € {2,3,...,n}, 21 € Vi;, v
x; € V. Paracada i € {2,3,...,n}, definimos

k
Vi=J Vi,
j=1

Sea V =J;,V;. Dadai € {2,3,...,n}, x1,2; € V; y V; es una unién de abiertos en X, asi
que V; es abierto en X. Entonces V es abierto en X. Como los elementos de C; son conexos
que se intersectan dos a dos, V; es conexo. Ademéds x; es un elemento de cada Vj, por lo
que V es un subconjunto conexo de X. Notemos que x1,%s,...,x, € V. Ahora bien, para
cadal € {1,2,...,n}, U, y V son subconjuntos conexos de X tales que z; € U,, N V. Luego
V' es un subconjunto conexo de X y, cada elemento de la familia {U,,,Us,,...,U,, }, es un
subconjunto conexo de X que intersecta a V. De esta manera,

Vu (UUM> —VUuuU
=1
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es un subconjunto conexo de X. También V U U es un subconjunto abierto de X. Ademaés
K CcUCVuUU. Como

ch(V U U) = Clx(V)UCI)((U) = ClX (O %) UClX (O le) = (O CIX(‘/Z)> U (O Clx(le)>

1=1
es una union finita de subconjuntos compactos de X, clx (V' U U) es compacto. Por ser ademés
la cerradura de un subconjunto conexo de X, clx(V UU) es un subconjunto conexo de X.
Luego clx(V UU) es un subcontinuo de X tal que K CVUU C clx(V UU). Esto termina
la demostracién. O

8. CONEXIDAD Y CONEXIDAD LOCAL EN HIPERESPACIOS

Dado un espacio topoldgico X, recordemos que K (X) es la coleccién de los subconjuntos
compactos y no vacios de X. Ademds C'L(X) es la familia de los subconjuntos cerrados y
no vacfos de X. Si X es T entonces, por la parte 2) de la Proposicién 5.2, K(X) C CL(X).
Otros subconjuntos de C'L(X) que utilizaremos, son los siguientes:

C(X)={F € CL(X) | F es conexo}, Ck(X)=C(X)NK(X),
F.(X)={F € CL(X) | F tiene a lo mas n elementos}

' F(X)={F e CL(X) | F es finito}.

Notemos que

(6 )= U o)
AeCK (X)

Para ver esto, sea A € Ck(X). Entonces A es un subconjunto cerrado de A, conexo y
no vacio, asf que A € C(A). Entonces Cx(X) C Uaecy(x) C(A). Supongamos ahora que
B € Uaeccy(x)C(A). Entonces existe A € Cg(X) tal que B € C(A). Por tanto, B es
un subconjunto cerrado de A y, como A es un subconjunto cerrado en X, tenemos que B
es cerrado en X. Ademds B # () y B es conexo, de donde B € C(X). Como B es un

subconjunto cerrado del compacto A, B es compacto. Luego B € Ck(X), probando asi que
UAeCK(X) C(A) C Ckg(X). Esto muestra (6).

El siguiente resultado habla de la conexidad de algunos hiperespacios de X.

Proposicién 8.1. Si X es un continuo entonces (CL(X),v) y (C(X),7v) son espacios
conexos y compactos.

En [10, p. 1209] aparece una demostracién de la Proposicion 8.1, la cual utiliza la siguiente
propiedad de (C(X), 1), probada en [10]:
(x) para cada A € C(X), el conjunto L4 = {F € C(X) | A C F} es un subconjunto
cerrado y conexo de (C(X), v).

Observacion 8.2. Si X es un espacio Ts, entonces X es KC. Luego, por el Teorema 5.3,
7r C 1. Por tanto,

a) si B es un subconjunto conexo de (CL(X), 7y ), entonces B es un subconjunto conexo de
b) si D es denso en (CL(X), 7y), entonces también es denso en (CL(X), 7r).
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Como una aplicaciéon de la observacion anterior, tenemos el siguiente resultado, probado
originalmente en [6, Proposicién 2.1].

Proposicién 8.3. Sean n € N y X un espacio Ty y conexo. Entonces cada uno de los
hiperespacios (F,(X), 1), (F(X),r), (K(X),7r) y (CL(X),Tr) es conezo.

Demostracion. Como X es conexo, por [11, Teorema 4.10], cada uno de los hiperespa-
cios (Fo.(X),1v), (F(X),7v), (K(X),7v) vy (CL(X),7y) es conexo. Como X es Ty, por el
Teorema 5.3, 77 C 7. Entonces, por la parte a) de la Observacién 8.2, cada uno de los
hiperespacios (F,(X), 7r), (F(X),7r), (K(X),7r) y (CL(X),Tr) es conexo. O

En la presente seccién, analizaremos la relacion entre la conexidad local en un hiperespacio
de X, con la conexidad local en X. Veremos, por tanto, condiciones bajo las cuales la unién
de los elementos de un subconjunto abierto (respectivamente, conexo) en un hiperespacio de
X, es un subconjunto abierto (respectivamente, conexo) de X. Nos basamos en el articulo
[6], para la prueba de los resultados presentados en esta seccién. Conviene indicar que no
se incluyen todos los resultados de [6], incluso algunos de los que estén relacionados con
alguna variante de conexidad local en un hiperespacio de X. Para no extender el presente
trabajo hemos dejado fuera, por ejemplo, la Proposicién 2.3 de [6], la cual dice que si X
es un espacio conexo y T, entonces el hiperespacio (C'L(X),7r) es localmente conexo en
X. También no incluimos aqui la Proposicién 2.9 de [6], la cual dice que en un espacio X
localmente compacto y 75 el hecho de que X sea conexo en pequeno en un punto x € X, es
equivalente tanto a que el hiperespacio (Ck(X), ) sea conexo en pequeno en {x}, como a
que el hiperespacio (C(X), 7r) sea conexo en pequeno en {x}.

El siguiente aparece en [6, Proposicién 1.5].

Proposicién 8.4. Sea X un espacio Ty entonces:
a) si U es abierto en cualquiera de los espacios (CL(X), 1), (F(X),7r) o (K(X),Tr),
entonces | JU =\ J{E | E € U} es abierto en X
b) si X es localmente compacto, U es abierto en (Cx(X),7r) o bien en (C(X),7r) y
{z} e U, entonces existe una vecindad abierta V de x en X tal que V C |JU.

Demostracion. Para probar a), sea A(X) cualquiera de los espacios CL(X), F(X) o K(X),
con la topologia 7. Basta mostrar que si B es un abierto bésico de (C'L(X), Tr), entonces
UBNAX))=U{E | F € BNA(X)} es abierto en X. Sea B = (X, Vi,...,V,) N (X \ K)
un abierto basico de (CL(X), 7r), donde V; es abierto en X, para cadai € {1,2,...,n} y K
es compacto en X. Mostraremos que [J(BNA(X)) = X \ K. Notemos que cada F' € B es un
subconjunto cerrado y no vacio de X, que esta contenido en el complemento de K e intersecta
a cada V;, con i € {1,2,...,n}. Luego, para cada i € {1,2,...,n}, existe x; € V; \ K. Para
toda z € X \ K definimos E, = {z1,...,2,,2}. Notemos que cada conjunto F, es una
unién finita de subconjuntos unitarios del espacio X, que es Ty. Por tanto cada FE, es un
subconjunto cerrado, finito y compacto de X. Es claro que E, € BN A(X). Hemos probado
que, para todo z € X \ K, z € E, € BN A(X). Luego, X \ K C J(BNA(X)).

Para probar la otra contencién, sea x € [ J(B N A(X)), entonces x € E para alguna
Ee (X, V,..., Vo) N (X \ K)) N A(X).

Luego F € (X \ K), es decir x € E C X \ K, de donde | J(BNA(X)) C X \ K. Tenemos,

asi, que J(BNA(X)) = X \ K. Como X es Ty y K es compacto, sucede que K es cerrado
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en X, por lo que el conjunto X \ K es abierto en X. Luego |J(B N A(X)) es abierto en X.
Esto prueba a).

Antes de probar b) notemos que si x € X y U es un abierto en cualquiera de los espacios
(CL(X),mr), (F(X),7r) 0 (K(X),7r) con {x} € U entonces, por a), V = |JU es una
vecindad abierta de z en X tal que V' C |JU. Lo que hemos de probar en b), es que lo
anterior permanece valido, suponiendo que X es localmente compacto y que U es un abierto
en cualquiera de los espacios (Ck(X),7r) 0o (C(X),7F), en donde no tenemos garantizado
que la unién [ JU sea una vecindad abierta de z en X, pero s una vecindad de x, pues esto
es justo lo que vamos a demostrar.

Para probar b), sean X un espacio localmente compacto y = € X. Supongamos primero
que U es un abierto en (C(X),7r) tal que {z} € U. Entonces existe un abierto basico O
de (C(X),7r) tal que {z} € O CU. Sea B = (X,Vi,...,V,) N (X \ K1) un abierto bésico
de (CL(X),7r) tal que BN C(X) = O. Entonces cada conjunto V; es abierto en X y K; es
compacto en el espacio X, que es Ty, asi que K es cerrado en X. Como {z} € O tenemos que
{z} C X'\ K. De esta manera, X \ K; es un subconjunto abierto en X tal que x € X \ K.
Usando la compacidad local de X, existen un subconjunto compacto D de x y un abierto U
en X, de modo que x € U C D C X \ K. Sea

V= (ﬁv) nU.

Como {z} € B, tenemos que {z} NV; # @ para todo i € {1,2,...,n}. Luego, z € (;_, Vi y
x € U, por lo que V es un subconjunto abierto y no vacio de X tal que = € V. Entonces V
es una vecindad abierta de x en X. Vamos a probar que existe W C U tal que V = [JW.
Para ver esto, notemos que

(2} € (X, V)N (X \ K)) C (X, Vi,..., V) N (X \ K) = B.

Asi, V = (X, V)N (X \ K;)) N C(X) es una vecindad abierta de {z} en C(X), tal que
VY C O. Recordemos que z € V C U C D C X \ K;. Definamos Ky = D \ V. Notemos que
Ky=DnN((X\V). Como X \V es cerrado en X, DN (X \ V) es cerrado en el conjunto
compacto D, asi que K, es compacto. Definimos ahora

K=K/UK, vy W=({(X,V)n(X\K))NC(X).
Como z € V C D, es claro que = ¢ D\ V, de donde = ¢ Ks. Luego {z} C X \ K,. También
{z} € X\ Kj, por lo que

{z} S(X\NE)N(X\K2) =X\ (K1 UKy) =X\ K.
Ademiés

{z} € (X, V) N(X\ K))NC(X) C (X, V) N (X \ K1)) N C(X).
Es decir, {z} € W C V. Notemos que W CV C O C U, por lo que W C U. Ahora veremos
que V = [JW. Tomemos primero £ € W. Entonces £ C X \ K = (X \ K1) N (X \ K3), por
lo que
ECX\K,=X\(D\V)=VU(X\D).

Es importante observar que, al estar V' contenido en el compacto D, resulta que E esta

contenido en la unién disjunta de los abiertos V' y X \ D. Més atin, como E € W, E es un
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conexo e intersecta a V, de donde E C V. Esto prueba que
Uw=U{EIEew}CV.

Tomemos ahora y € V. Entonces {y} es un subconjunto cerrado de X tal que {y} € (X, V).
También y € V C U C D C X \ Ky, por lo que y ¢ K;. Como Ky C X \ V, tenemos que
y€ X\ Ky Luegoy € (X \K;))N(X\ Ky =X\ K, de donde {y} € (X \ K). Como
{y} es conexo, sucede que {y} € ((X, V)N (X \ K))NC(X)=W. Luego y € {y} € W, de
donde y € (JW. Asi, V C [JW y, como la otra contencién también es cierta, deducimos que

V=UW.

Ahora bien, como W C U, tenemos que V = [JW C |JU. Esto termina la prueba en el
caso en que U es un abierto en (C(X), 7r) tal que {z} € U. SilU es un abierto en (Ck(X), 7r)
tal que {x} € U, la prueba es similar. d

Para el hiperespacio F,(X), con la topologia de Fell, tenemos el siguiente resultado, el
cual aparece probado originalmente en [6, Proposicién 1.5.1].

Proposicién 8.5. Sea X espacio Ty. Sild es abierto en (F,(X), Tr), entonces | JU es abierto
en X. En particular, si

O =((X,Vi,..., V) N (X \ K)) N F,(X),

es un abierto bdsico en (F,(X),Tr), donde {V1,Va,...,V,} es una familia finita de subcon-
jJuntos abiertos en X, ajenos dos a dos, y K es un subconjunto compacto de X, entonces

UO =UL (Vi\ K).

Demostracion. Supongamos que O es un abierto basico de (F,(X), 7r). Entonces existen
una familia finita V = {Vi,V,,...,V,,}, de subconjuntos abiertos de X, y un subconjunto
compacto K de X, de modo que

B=(X,Vi,...,Vy)) N (X \ K)

es un abierto basico de (CL(X),7r) tal que BN F,(X) = O. Sean O = |JO y z € U.
Tomemos E € O tal que x € E. Como E € F,(X), existen p € Ny xy,29,...,2, € X
tales que p <ny E ={z1,29,...,2,}. Ademds E C X \ K y, para cada i € {1,2,...,m},
ENYV;# (. Como x € E podemos suponer, sin perder generalidad, que # = z;. Definimos
un subconjunto W de X como sigue: si z ¢ ViUV U---UV,,, entonces W = X \ K. Si, por
otro lado, existe i € {1,2,...,m} tal que x € V;, entonces

W=(|{VieV|zeVi}n(X\K).

En cualquier situacién, W es un abierto en X tal que x € W, ya sea porque W es el
complemento del conjunto cerrado K, o bien por que es una interseccién finita de abiertos
en X. Afirmamos que W C O. Para ver esto, sean y € W y £, el subconjunto de X, que se
obtiene al cambiar en E el punto z; por y, es decir, B, = {y, %2, ...,2,}. Vamos a probar
que, independientemente de la definicién de W, sucede que £, € O. Si W = X \ K, entonces
ye X\ Ky como EeByx¢gViuVaU---UV,, tenemos que {xs, x3,...,2,} NV; # 0
para toda ¢ € {1,2,...,m}. Luego E, NV, # () para cada ¢ € {1,2,...,m}. Como también
E, C X\ K, resultaque £, €e BNF,(X)=0.51W =({V, eV ]|z e V}n(X\K),
también tenemos que £, C X \ K. Dada i € {1,2,...,m}, existe j € {1,2...,p} tal que
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x; € Vi. Sij > 2, entonces z; € E,. Si j =1, como y € W sucede que y € V;. Esto prueba
que E, NV; # 0, para toda i € {1,2,...,m}, por lo que E, € BN F,(X) = 0.

La afirmacién £, € O implica que £, C (JO = O. Como y € E,, sucede que y € O.
Esto prueba que W C O. Hemos probado que W es un abierto en X tal que x € W C O,
por lo que O es abierto de X. De esta manera si O es un abierto bésico en (F,(X),7r),
entonces | J O es abierto en X. Esto implica que si U es abierto en (F,(X), 7r), entonces | JU
es abierto en X, y termina la primera parte de la prueba de la proposicion.

Para probar la segunda parte, supongamos que
O={(X,W,....Vy)n{(X\ K))NF,(X),

es un abierto basico en (F,(X),7r), donde {Vi,V,...,V,} es una familia finita de sub-
conjuntos abiertos en X, ajenos dos a dos, y K es un subconjunto compacto de X. Sean
A=, (Vi\K)yU=O. Es claro que A es abierto en X. Tomemos E € O. Entonces
E C X\ K y F intersecta a cada V;. Para cada ¢ € {1,2,...,n}, sea x; € V; N E. Dados
ie{l,2,...,n}yy e V;\K, el cerrado E, = {x1,22,...,%i-1,Y, Tit1,. .., Ty} €S Un elemen-
to de O. Luego y € E, C |JO. Esto prueba que V; \ K C |JO, para toda i € {1,2,...,n}.
Luego A=, ,(V;\ K)C O =U.

Para probar la otra contencion, sea x € U. Entonces existe £ € O tal que x € FE.
Como E € O, tenemos que £ C X \ K y E intersecta a cada V;. Como E € F,(X)y

los n elementos del conjunto {V3, Vs, ..., V,} son ajenos dos a dos, E tiene exactamente n
elementos. Entonces existe i € {1,2,...,n} tal que x € V;. Luego z € V; \ K C A. Esto
prueba que U C A. ([l

Vamos a mostrar ahora algunas condiciones que garantizan un tipo de conexidad de los
hiperespacios (C(X),7r) y (Cx(X),7r). Probaremos que, si X es localmente compacto y
Ts, entonces (C'(X),7r) es localmente conexo si y s6lo si X es localmente conexo (Propo-
sicién 8.10). El siguiente resultado aparece probado originalmente en [6, Proposicién 2.7],
suponiendo que X es compacto y T, afirmacién que no es necesaria.

Proposicién 8.6. Sea X espacio topoldgico. Si B es un subconjunto conexo de (C(X),Tr),
entonces | J B es un subconjunto conexo de X. En particular, si B es un subconjunto conexo
de (Cx(X),7r), entonces |JB es un subconjunto conezxo de X.

Demostracion. Como lo subconjuntos conexos de Ck(X), son subconjuntos conexos de
C'(X), basta probar la primera parte del enunciado. Supongamos, por el contrario, que | J B
no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos no vacios A; y A, de X, tales que

UB:A1UA2 y ch(Al)ﬂA2:@:Alﬂch(A2).

Sean C; ={F €B|ENA #0}yCo={FE € B| ENAy # 0}. Dada a € A; C | B, existe
E € B, tal que a € E. Luego EN Ay # 0, por lo que C; # 0. De manera similar se prueba
que Cy # (). Notemos que cada elemento F de B, es un subconjunto conexo contenido en
la unién A; U As, de los conjuntos mutuamente separados A; y As. Luego E C A; o bien
E C A,. Luego F intersecta a A; o bien a As, pero no a ambos. Por tanto E € C; si y s6lo
si F C Ay, mientras que E € Cy si y sélo si £ C A,. Esto prueba que B = C; UCs.
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Supongamos que existe F' € C; N clio(x),)(C2) . Entonces F'N Ay # (), por lo que existe
x € FNA;. Vamos a probar que = € cly(As) . Para ver esto, sea V' una vecindad abierta de x.
Entonces (X, V') es un abierto en (CL(X), 7p) tal que F' € (X, V). Como F' € cli¢(x),)(Ca2) ,
esto implica que (X, V)N Cy # (. Sea E € Co N (X, V). Entonces ENAy # 0y ENV # (.
Como los conjuntos A; y A, estdn mutuamente separados y E N Ay # (), tenemos que
E C Ay. Luego VN Ay # (). Esto prueba que x € clx(As) y, como también z € Ay, resulta
que Ay Nclx(Ay) # 0, lo cual es una contradiccion. Esto prueba que Ci N clio(x),)(C2) = 0.
De manera similar se muestra que Co M cl(¢( X),TF)(C1) = (). Luego B no es conexo, lo cual es
una contradiccién. Por tanto | J B es conexo. U

El siguiente resultado aparece probado originalmente en [6, Proposicién 2.8|, suponiendo

que X es compacto y T5 y, por tanto 77 = 7,. Como veremos, es suficiente pedir que X sea
Ts.

Proposicién 8.7. Sea X un espacio Ty. Entonces X es conexo si y solo si (Ck(X),7r) es
conexo.

Demostracion. Supongamos primero que X conexo. Por la Proposicién 8.3, (Fy(X), 7r)
es conexo. Ademds F(X) C Cg(X) C CL(X). Para cada A € Ck(X), A es subconjunto
compacto, conexo y no vacio de X. Entonces A es un subcontinuo de X. Como ser 75 es
una propiedad hereditaria, A es un continuo. Luego, por la Proposicién 8.1, (C(A), v) es
compacto y conexo. Entonces C'(A) es un subconjunto conexo de (C'L(X), 7v) y, por la parte
a) de la Observacién 8.2, C'(A) es un un subconjunto conexo de (C'L(X), 7). Aplicando (6),
sucede que Ck(X) es una unién de subconjuntos conexos de (CL(X),7r), que intersectan
al subconjunto conexo Fi(X) de (CL(X), 7r). Entonces (Ck(X), 7r) es conexo.

Supongamos ahora que (Ck(X), 7r) es conexo. Por la segunda parte de la Proposicién 8.6,
U Ck(X) es un subconjunto conexo de X. Dada x € X, como X es Ty, {x} es un elemento
de Ck(X) que tiene a x. Luego x € | JCk(X). Esto prueba que X = | JCx(X). Por tanto,
X es conexo. 0

El siguiente resultado, y su corolario, aparecen probados originalmente en [6, Proposi-
cién 2.10 y Corolario 2.10.1].

Teorema 8.8. Sea X un espacio localmente compacto, localmente conexo y Ty. Entonces
(Ck(X),7F) es denso en (C(X), Tr).

Demostracion. Sean U = ((X,Uy,...,U,) N (X \ K))NC(X) un abierto basico y no vacio
de (C(X),7r), y E € U. Entonces cada conjunto U; es abierto y no vacio en X, mientras
que K es un subconjunto compacto de X. Como X es localmente conexo y X \ K es un
subconjunto abierto de X, que contiene al subconjunto conexo E de X, por la Proposicion 7.3,
la componente conexa C' de X \ K que contiene a F, es un subconjunto abierto en X. Como
ser Ty es una propiedad hereditaria, C' es T;. Ademas, como X es localmente conexo y C'
es abierto en X, por el Corolario 7.4, C' es localmente conexo. Puesto que X es localmente
compacto y C' es abierto en X, por [12, Corolario 29.3], C' es localmente compacto. Por tanto,
C' es conexo, localmente compacto, localmente conexo y Ty. Para cada i € {1,2,...,n}, sea

V; = U; N C. Definimos

V= ((X,Vi,....V,) N (X \ K)) N C(X).
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Notemos que cada V; es abierto en X. Ademés, como F e U, ) # ENU; C CNU; = Uj.
Entonces ENV; # (), para todoi € {1,2,...,n}. Como también £ C X\ K, se sigue que E €
V. También V C U. Para cada i € {1,2,...,n}, sea z; € V;. Definimos F = {x1, 2, ..., 2,}.
Como F' es un subconjunto compacto y no vacio de C, por la Proposicién 7.7, existe un
subcontinuo M de C' tal que F' C inte(M). Notemos que M es un subconjunto compacto
de C vy, por tanto, también un subconjunto compacto de X, el cual es T5, asi que M es
cerrado en X. Como M es un subconjunto conexo y no vacio de X, M € Ck(X). También
MCCCX\Ky paracadai € {1,2,....,n},z; € FNV,; C MNV,. Luego M € V CU.
Esto prueba que U N Ck(X) # (), de donde Ck(X) es denso en C'(X). O

Corolario 8.9. Sea X un espacio localmente compacto, localmente conexo y Ts. Entonces
X es conexo siy sélo si (C(X),Tr) es conezxo.

Demostracion. Si X es conexo entonces, por la Proposicién 8.7, (Ck(X),7r) es conexo.
Ademis, por el Teorema 8.8, Ck(X) es denso en C(X). Esto implica, debido a que la
cerradura de un conexo es conexa, que (C(X), 7p) es conexo.

Ahora supongamos que (C(X), 7r) es conexo. Por la primera parte de la Proposicion 8.6,
JC(X) es un subconjunto conexo de X. Como para todo z € X, el conjunto unitario {x}
es un elemento de C'(X) que tiene a z, sucede que | JC(X) = X. Entonces X es conexo. [

Estamos en condiciones de probar uno de los resultados principales de la presente seccion,
el cual aparece originalmente probado en [6, Proposicién 2.11].

Proposicion 8.10. Sea X un espacio localmente compacto y Ts. Entonces X es localmente
conexo si y solo si (Cx(X),Tr) es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sea E € Ck(X) y tomemos un
abierto béasico U = ((X,Uy,...,U,) N (X \ K)) N Ck(X) de (Ck(X),7r) tal que E € U.
Entonces K es un subconjunto compacto de X y, por tanto cerrado en X, mientras que cada
U; es un subconjunto abierto y no vacio de X. Como E es un conjunto conexo contenido
en X \ K, podemos considerar la componente C' de X \ K que contiene a E. Como X
es localmente conexo y X \ K es abierto en X, por la Proposicién 7.3, C' es abierto en
X. Como hicimos ver en la prueba del Teorema 8.8, C' es conexo, localmente compacto,
localmente conexo y Ty. Para cada i € {1,2,...,n}, definimos V; = U; N C. Notemos que
h#ENU CCNU; =V, por lo que cada V; es un subconjunto abierto y no vacio de X.
Definimos

V=X, WV,..., V) n(X \ K))NCk(X).
Es claro que E € V C U. Vamos a probar que V es un subconjunto conexo de (Ck(X), 7p).
Para esto es suficiente hacer ver que, para cada F' € V, existe un subconjunto conexo Mg
de (Ck(X),7r) tal que E,F € Mp C V pues, de esta manera, V = Jpo, Mp es una
union de subconjuntos conexos de V que tienen a E como punto comin y, por tanto, es un
conjunto conexo. Tomemos, por tanto, F' € V. Entonces F' es un subconjunto conexo de
X \ K que intersecta a cada abierto V;. Como V; C C| para cada i € {1,2,...,n}, tenemos
que FNC # (). En vista de que C' es un subconjunto conexo maximal en X \ K, se sigue que
F C C. Como E U F es compacto no vacio y esta contenido en C, por la Proposicién 7.7,
existe un subcontinuo M de C tal que £ U F C inte(M). Notemos que E, F € C(M).
Consideremos ahora las siguientes familias:
(7) Lg={GeCM)|ECG}, Lp={GeCM)|FCG} y Mp=LgULp.
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Claramente £ € Lgy F € L, por lo que E, F € Mp. Como M es un continuo, por la
Proposicién 8.1, (C'(M), 1) es compacto, conexo y, por la afirmacién (x) que aparece después
de la Proposicién 8.1, Lg y Lr son subconjuntos cerrados y conexos de (C(M), 7). Por la
parte a) de la Observacion 8.2, Lr y Lp son subconjuntos conexos de (C(M), 7r). Como
M € LgN Lr, Mg es un subconjunto conexo de (C(M), ).

Vamos a probar que My C V. Para esto, tomemos G € L. Entonces GG es un subconjunto
cerrado del compacto M, asi que G es compacto y, como X es T, G es cerrado en X. Ademas
) #£FE C G, porloque G e Cg(X). Dadai € {1,2,...,n}, tenemos que ) # ENV; C GNV;
y, también, G C M C C' C X \ K. Luego G € Lg, por lo que Lz C V. De manera similar,
Lr C V. Esto prueba que Mg C V. Por tanto, Mg es un subconjunto conexo de (C (X ), 7r)
tal que K, F € Mp C V. Esto implica, como ya hicimos ver, que V' es conexo. Por tanto,
(Ck(X), 7r) es localmente conexo.

Ahora supongamos que (Ck(X), 7r) es localmente conexo. Sean # € X y U un abierto en
X tal que z € U. Por la compacidad local de X, existen un abierto V' en X y un subconjunto
compacto D de X, talesque z € V C D CU. Sea K = D\ V. Como X es Ty, D es cerrado
en X, por lo que K = DN (X \ V) es un subconjunto cerrado del compacto D y, por tanto,
K es compacto. Notemos que

(8) X\VK =X\ (DN(X\V))=(X\D)UX\(X\V))=VU(X\D).
Ademds VN (X\D)=0yV C X\ K. Esto implica que
V=_(X,V)N(X\K))NCk(X)

es un subconjunto abierto de (Ck(X),7r) tal que {z} € V. Por la conexidad local de
(Ck(X),7r) en {x}, existe un subconjunto abierto y conexo W de (Ck(X),7r) tal que
{z} € W C V. Notemos que z € [JW. Ademas |(JW C V. Para probar la contencidn,
tomemos y € YWy E € W tal que y € E. Como E € V, sucede que F es un subconjunto,
compacto, conexo y no vacio de X tal que ENV #0y EC X\ K=V U(X\ D). Como F
es conexo, intersecta a V' y los conjuntos V' y X \ D son ajenos, tenemos que E C V' vy, asi,
y € V. Esto prueba que (JW C V.

Ahora bien, por la parte b) de la Proposicién 8.4, existe un abierto G de X tal que
x € G C |UW. La segunda parte de la Proposicién 8.6, indica que | JW es conexo en X.
Notemos que GG es una vecindad abierta de z, tal que G C U. Ademas, para cada z1, 29 € G,
el conjunto | JW es un subconjunto conexo de X tal que z1, 2, € [JW C U. Entonces X es
conexo en pequeno en x y, como x es un punto arbitrario de X, deducimos que X es conexo
en pequeno en cada uno de sus puntos. Luego, por [17, Teorema 27.16], X es localmente
conexo. 0

Por 1ltimo, el siguiente resultado muestra una relacion entre la conexidad local de un
espacio X, con la conexidad local del hiperespacio C'(X), equipado con la topologia de Fell.

Teorema 8.11. Sea X un espacio localmente compacto y Ts. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) X es localmente conexo;
b) (C(X),7r) es localmente conezo,

c) (C(X),7r) es localmente conexo en cada E € Ck(X).
23



Demostracion. Como es claro que b) implica c¢), basta mostrar que a) implica b) y que
c¢) implica a). Para probar que a) implica b), supongamos que X es localmente conexo. Sea
E € C(X) y tomemos un abierto basicold = ((X, Uy, ..., U,)(X\K))NC(X) de (C(X), Tr)
tal que £ € U. Entonces K es un subconjunto compacto de X y, por tanto cerrado en X,
mientras que cada U; es un subconjunto abierto y no vacio de X. Como F es un conjunto
conexo contenido en X \ K, podemos considerar la componente C' de X \ K que contiene a E.
Como X es localmente conexo y X \ K es abierto en X, por la Proposicién 7.3, C' es abierto
en X. Como hicimos ver en la prueba del Teorema 8.8, C' es conexo, localmente compacto,
localmente conexo y Ty. Para cada ¢ € {1,2,...,n}, definimos V; = U; N C. Notemos que
0+ ENU CCNU; =V, por lo que cada V; es un subconjunto abierto y no vacio de X.
Definimos
V=>(X,Vi,..., Vo)) (X \ K))NnC(X).

Es claro que E € ¥V C U, por lo que VN Ck(X) # . Vamos a probar que ¥V N Ck(X) es un
subconjunto conexo de (C(X),7r), haciendo ver que cualesquiera dos de sus elementos, se
encuentran en un subconjunto conexo de VNCr (X). Tomemos Fy, Fy € VNCx(X). Entonces
F} es un subconjunto conexo de X \ K que intersecta a cada abierto V;. Como V; C C, para
cadai € {1,2,...,n}, tenemos que F;1 NC # (). En vista de que C' es un subconjunto conexo
maximal en X \ K se sigue que F; C C. Analégamente F;, C C. Como F; U F; es compacto
no vacio y esta contenido en C, por la Proposicién 7.7, existe un subcontinuo M de C tal
que Fy U Fy C inte(M). Notemos que Fy, Fy € C(M). Consideremos ahora las siguientes
familias:

L,={GeC(M)|FICG}, Ly={GeCM)|FRCG vy M=LUL.

Claramente I} € L1y Fy € L, por lo que Fi, Fy € M. La misma demostracién que dimos
en la prueba de la Proposicién 8.10, para mostrar que las familias Lr y L, definidas en (7),
son subconjuntos conexos de (C(M), 1), hace ver que £, y L2 son subconjuntos conexos
de (C(M),7y). Como M € £, N Ly, M es un subconjunto conexo de (C(M), 7). Notemos
ahora que si F' € £y ei € {1,2,...,n}, entonces

FCFCMCCCX\K vy 0£FENV,CFNV,.

Por tanto, F' € V. También F' es un subconjunto cerrado del conjunto compacto M, asi que
F € Cg(X). Esto muestra que £; C VN Ck(X). De manera similar, £, C VN Ck(X), por
lo que M C VN Ck(X). De esta manera, M es un subconjunto conexo de ¥V N Ck(X) que
contiene a los elementos Fy y Fy. Esto prueba que V N Ck(X) es conexo.

Ahora bien, por el Teorema 8.8, Cx(X) es denso en (C(X), 7r). Por tanto, VN Ck(X) es
denso en V. Entonces V contiene un subconjunto denso y conexo, a saber VN Ck (X ). Luego,
Y es conexo. Hemos probado, asi, que el abierto basico U que tiene a F/, contiene un conjunto
abierto y conexo que también tiene a E. Esto muestra que (C(X), 7r) es localmente conexo,
y termina la prueba de que a) implica b).

Para probar que c) implica a), sean x € X y U un abierto en X tal que z € X. Como X
es localmente compacto, existen un subconjunto abierto U de X y un subconjunto compacto
D de X, tales que x € V. C D C U. Sea K = D\ V. Entonces K es compacto y, como
indicamos en (8), X \ K =V U (X\D),VN(X\D)=0yV C X\ K. Esto implica que

V= ((X.V) N X\ K) N CX)
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es un subconjunto abierto de (C'(X),7r) tal que {z} € VN Ck(X). Como (C(X),7r) es
localmente conexo en {z}, existe un subconjunto abierto y conexo W de (C(X), 7r) tal que
{z} € W C V. La misma prueba que dimos en la Proposicién 8.10, hace ver que (JW es
un subconjunto de V' que tiene a z. Por la parte b) de la Proposicién 8.4, existe un abierto
G de X tal que z € G C |JW. La segunda parte de la Proposicién 8.6, indica que [JW es
conexo en X. Notemos que GG es una vecindad abierta de z, tal que G C U. Ademas, para
cada z1, 2o € G, el conjunto | J W es un subconjunto conexo de X tal que z1,2, € YW C U.
Entonces X es conexo en pequeno en x y, como z es un punto arbitrario de X, deducimos
X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos. Luego, por [17, Teorema 27.16], X es
localmente conexo. Esto termina la prueba de que ¢) implica a). O
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