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Introduccién

El objetivo de esta tesis es trabajar con conceptos importantes de la to-
pologia algebraica y estudiar sus relaciones, nos centraremos en los espacios
cubrientes y las fibraciones, ya que son relevantes en la teoria de homotopia,
geometria diferencial, variable compleja y grupos de Lie. Ademés de que son
herramientas importantes para el calculo de grupos de homotopia de varios
espacios; éstos juegan un papel clave en la axiomatizacion de la teoria de
homotopia. Por lo anterior, se consideré importante que antes de estudiar el
tema de grupos de homotopia, seria adecuado desarrollar algunas propieda-
des de los espacios cubrientes y las fibraciones.

En la teoria que se desarrollara se vera que la recta real es un espacio fibrado
(también espacio cubriente) sobre el circulo con la funcién exponencial. Este
ejemplo es muy importante ya que asi se logran clasificar las funciones de
un espacio topolégico X al circulo. Se vera efectivamente que todo espacio
cubriente es una fibracién, que hay una relacién entre los grupos fundamen-
tales del espacio base y los del espacio total de una fibracién con un tnico
levantamiento de trayectoria, entre otros resultados.

Se considera que la teoria de espacios de funciones debe ser desarrollada ya
que se usa fuertemente a lo largo de casi todo el trabajo, ademas de que
se construyen definiciones y funciones de suma relevancia para el proximo
capitulo.

Con base en todo lo anterior, se decidié realizar teoria de homotopia en la
cual se estudiaran los espacios de funciones, los espacios cubrientes y distin-
tos tipos de fibraciones.

La tesis se consiste en 4 capitulos divididos en 2 partes, siendo la primera
de 2 capitulos donde se desarrolla la teoria que sera fundamental para todo
lo desarrollado posteriormente; en la segunda parte se estudian distintos ti-
pos de fibraciones y sus relaciones junto con algunos resultados de éstas. Los
temas que se abordan en este texto son:

1. El capitulo 1 inicia con la teoria de espacios de funciones, la cual
sustentara la mayor parte de todo lo que se realiza en la segunda
parte. El resultado m&as importante que se aborda es el de la ley
exponencial para espacios de funciones.
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INTRODUCCION

2. El capitulo 2 muestra ejemplos de diversos espacios de funciones los
cuales son mas utilizados en la segunda parte. Particularmente se
introducirda al concepto del espacio de los lazos, el cual tiene una
relacién importante con el grupo fundamental

3. El capitulo 3 trata las fibraciones de Hurewicz; la propiedad de levan-
tamiento de trayectorias; recordaremos la nocion de espacio cubriente
para asi ver la relacion que tiene con las fibraciones de Hurewicz y
tambien consideraremos algunas funciones que nacen naturalmente
entre distintos espacios de funciones. Por ultimo se estudiara el caso
particular en el que las fibraciones poseen fibras discretas o levanta-
miento unico de trayectorias.

4. El capitulo 4 empieza con el concepto de las fibraciones localmente
triviales; se estudia la relaciéon que posee con los espacios cubrien-
tes y las fibraciones de Hurewicz; se extiende un poco la teoria de
la relacion entre las fibraciones de Hurewicz y las fibraciones local-
mente triviales y se aprovecha para definir las fibracones locales (en
el sentido de Hurewicz). Por tltimo se demuestran algunos teoremas
importantes clasicos como el teorema de levantamiento que relaciona
la existencia de una funcién entre espacios topolégicos con la imagen
del homomorfismo inducida entre grupos fundamentales; el teorema
de equivalencia, el teorema de existencia y el teorema de clasifica-
cion, el cual nos relaciona a las clases de equivalencia de los espacios
cubrientes sobre un espacio dado con las clases conjugadas de los
subgrupos del grupo fundamental de dicho espacio.
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Parte 1

Conceptos fundamentales






Capitulo 1

Espacios de funciones

Sean X, Y espacios topoldgicos, denotemos por YX al conjunto que consta

de todas las funciones f : X — Y, es decir Y* = [[ Y, con Y, =Y para
rzeX
todo x € X. Denotaremos al conjunto de todas las funciones continuas por

C(X,Y) , éste también es denotado como o Y,

es importante remarcar como es denotado el conjunto de funciones continuas
en otros textos ya que es lo que motiva el nombre de cierto teorema que se
demostrara posteriormente el cual es de gran importancia, ya que nos permite
una manipulacion muy astuta, algebraicamente hablando.

Como se sabe de cursos de topologia y andlisis existen diversas maneras de
dotar de una topologia al conjunto C'(X,Y), pero para este estudio sélo nos
interesara la topologia compacto-abierta. Esta también es conocida como la
k-topologia o la topologia de convergencia compacta.

1.1. La topologia compacto-abierta y la funcién evaluaciéon

Definicién 1.1.1. Sean XY espacios topologicos , K C X con K compacto
en X yU CY conU abierto en'Y . Denotaremos por M (K,U) al subconjunto
de C(X,Y) dado por

MK,V)={feCX,Y)]| f(K)CU}
La topologia compacto-abierta de C(X,Y) se define tomando como sub-
base a todos los posibles conjuntos M(K,U) con K compacto y U abierto.

Si C(X,Y) esta dotado con la topologia compacto-abierta entonces lo deno-
taremos por C.(X,Y).

De acuerdo con la definicién usual de sub-base, todo conjunto sub-bésico
es abierto en C.(X,Y) , y todo abierto de C.(X,Y") es la unién de una co-
leccion de intersecciones finitas de conjuntos sub-bésicos.

Siempre se usara para la topologia de los espacios de funciones, la topologia
compacto-abierta, a menos que se diga lo contrario.

Lema 1.1.2. Sea X un espacio Hausdorff y {Uj}jeJ una sub-base de Y,
entonces los conjuntos M(K,U) con K compacto de X y U € {Uj}j
constituyen una sub-base para la topologia compacto-abierta de C(X,Y).

eJ’

11



12 1. ESPACIOS DE FUNCIONES

DEMOSTRACION.
Basta demostrar que si K es compacto, V' es abiertoen Yy f € M(K,V)
entonces existen subconjuntos compactos K, ..., K,, de X y Uy,...,U,, en
{Uj}jeJ tales que

feME,U)N..n MKy, Un) C M(K,V).

Sea z € K. Como f(x) € W, entonces hay un numero finito de abiertos en
{Uj}jeJ’ digamos UY, ..., Uy tales que

flx) e Ufn..nU; CV.
Como f es continua, existe una vecindad G, de x en X tal que
f(Gy) cUFN..nU; .

Como K es un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff , K es regular.
Asi que existe una vecindad H, de z en K tal que la cerradura K, = H, esta
contenida en G,.

La coleccién {Hx |z e K } es una cubierta abierta del compacto K, por lo
que hay un numero finito de puntos en K, digamos 1, ..., z, tales que

K=H,U..UH,, .

Ahora remplazaremos (para no saturar la notacién) los x; por j, con j =

1,...,q.
Recordemos que los conjuntos K, ..., K, satisfacen

fK) Cf(G) cUIN...nUL CV,(j=1,..,9)
Por lo que
f € P, M (K, UP).

Supongamos que g € C.(X,Y) estd contenido en el conjunto del lado derecho
de la férmula anterior. Si z € K, entonces x estd en algin H; y por lo tanto
estd en K. Por lo que

glz)eUin..nU] CcV
Entonces g € M(K,V) y

feni N2 M(K;, U7)] € M(K,V) que es justo lo que queriamos
demostrar.
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Dados dos espacios topologicos X,Y y el espacio de funciones continuas
C(X,Y), resulta natural poder proponer una funcién que le asigne al par
constituido por una funcién de X en Y y un punto en X, un punto en Y.
Mas aun es natural preguntarnos cual es la topologia que le permite a dicha
funcion ser continua.

En la préxima definicion se formalizaran estos conceptos.

Definicién 1.1.3. Sean XY espacios topoldgicos. Sea w la funcion
w:C(X,)Y)x X =Y

definida por w(f,z) = f(x) para cada f € C(X,Y) yx € X. Llamaremos a

esta funcion w la funcion evaluacion del espacio de funciones C(X,Y).

Ademdas, se dird que la topologia de C(X,Y) es admisible si la funcion

evaluacion es continua.

La definiciéon de admisible resulta ser no trivial como se verd en la si-
guiente proposicion.

Proposicion 1.1.4. Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto, en-
tonces la funcion evaluacion w de C.(X,Y) es continua, es decir, la topologia
compacto-abierta es admisible.

DEMOSTRACION.
Sea f € C.(X,Y), x € X y V una vecindad arbitraria en Y que contenga a
f(z). Por la continuidad de f, f~*(V) es un conjunto abierto que contiene a
x. Como X es Hausdorff y localmente compacto, entonces es regular y por lo
tanto podemos asegurar la existencia de una vecindad W de x cuya cerradura
W es compacta y estd contenida en f~1(V), es decir

reWCWCfHV).

Notemos que el conjunto sub-bdsico M(W,V) es una vecindad de f en
C.(X,Y) y proponiendo U = M(W,V) x W tenemos una vecindad de
(f,x) € Co(X,Y) x X.

Sé6lo nos resta ver que w(U) C V, pero esto es facil ya que si (g,2) € U
entonces z € W € W C V, por lo que w(g,z) = g(z) € V, que es lo que se
queria demostrar.

OJ

Sin la hipdtesis de compacidad local, existen ejemplos de espacios donde
la funcion evaluacién no es continua, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.1. Sean X =Qy Y =[0,1] y la funcién f € C.(X,Y) dada

por f(q) = 0 para todo ¢ € Q.
Queremos demostrar que la evaluacién w no es continua en (f, r) para ningin
punto r € Q. Si suponemos lo contrario, entonces existe una vecindad U de
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r en Q y una vecindad basica O = (| M (A;,U;) de f en C.(X,Y), tal que

=1

w(OxU) Cl0,1).

n
Como |J A; € Q es compacto y U es abierto en Q, obtenemos que
i=1
n n
U ¢ |J A; y por lo tanto, existe p € Q tal que p € U\ | A;.
i=1 i=1
Haciendo notar que Q es un espacio de Tychonoff, entonces podemos encon-

trar una funcién g : Q — [0, 1] tal que

g(p) =1, y g(q) = 0 para todo ¢ € UAi'

i=1
Como U; es vecindad de 0, (recordando que {0} = f(A;) C U;) obtenemos
que g(A;) =0 € U, es decir, g € M(A;,U;), para todo i = 1,...,n. Luego,
(9,p) € O x U, pero

w(g,p) = g(p) =1 ¢[0,1),

lo cual es una contradiccién por nuestra eleccién de O x U.

Hay una razén particular por la que siempre pensaremos que C(X,Y)
posee la topologia compacto-abierta, y es la que describe la siguiente propo-
sicién, pero para demostrar dicha proposicion, necesitamos el siguiente lema
conocido como ”lema del tubo”.

Lema 1.1.5. Sean X,Y espacios topologicos, v € X, A C'Y compacto y
W C X xY una vecindad de {xo} x A, entonces existe una vecindad U C X
de xg, tal que U x A C W.

DEMOSTRACION.
Para toda a € A existen vecindades U, C X y V, C Y de zg y de a,
respectivamente, tales que U, x V, C W. Entonces la coleccion {Va}ae e
una cubierta abierta para A, por la compacidad de A podemos obtener una

subcubierta finita V,,, ..., V,, . Consideremos
n

U=NU,.
i=1

Entonces U es una vecindad de xy € X, igualmente, para todo a € A,
U x {a} C Wy por ende U x A C W, como queriamos demostrar.
OJ

Proposicion 1.1.6. Toda topologia admisible es mds fina que la topologia
compacto-abierta.
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DEMOSTRACION.

Sean X,Y espacios topoldgicos y 7 una topologia que sea admisible en
C(X,Y). Es suficiente demostrar que para todo sub-bésico de la topologia
compacto-abierta esta contenido en 7. Sea A C X compacto, V C Y abierto
y f € M(A,V), entonces f(A) C V, por lo que w({f} x A) C V. Para seguir
la demostracién debemos tener en cuenta la admisibilidad de 7 y el lema
que se demostro previamente, ya que podemos encontrar una vecindad de f
Urer,tal que w(Uy x A) C V.

Notemos que para todo g € Uy, g(A) = w({g} x A) C V y por ende
Us C M(A,V). Por lo que

MAV)= | User
fEM(AV)

lo cual demuestra la proposicion. [

Es importante notar que la eleccién de la topologia compacto-abierta pa-
ra C'(X,Y) recae en las proposiciones anteriores, ya que por un lado sabemos
que si X es Hausdorff y localmente compacto entonces la topologia compacto-
abierta es admisible, y por el otro que toda topologia admisible es mas fina
que la topologia compacto-abierta, por lo que si X es un Hausdorff localmen-
te compacto, la topologia compacto-abierta sera la topologia admisible mas
gruesa. Obteniendo asi que si f : Co(X,Y) — Z es una funcién continua y 7
es una topologia mas fina para C'(X,Y"), entonces f : C-(X,Y) — Z también
es continua.

Definicién 1.1.7. Para cada punto y € Y, sea j(y) la funcion constante
en Co(X,Y) que manda X al singulete y. La asignacion y — j(y) define la
funcion

j:Y = C(X)Y)
que llamaremos el encaje natural deY en C.(X,Y). Se puede ver f’dcil-
mente que j es un homeomorfismo entre Y y el subespacio j(Y) de C.(X,Y).

Mas aun, si Y es un espacio de Hausdorff, entonces j(Y) es cerrado en

C.(X,Y).
Definicién 1.1.8. Para cada a € X ,sea
P C(X,)Y) =Y

la funcion definida por p.(f) = f(a) para cada f € C.(X,Y). Es fdcil ver
que, p, es una funcion continua y manda al subespacio j(Y) de Co.(X,Y) en
Y. Llamaremos a p, como la proyeccion de C.(X,Y) en Y determinada
pora € X.
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De la definicién 1.1.7 podemos ver que p, o j es la funcién identidad en
Y y jop, es una retraccién de C.(X,Y") al subespacio j(Y'). Asi obtenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.9. El encaje natural j mapea Y de manera homeomorfa al
retracto j(Y') en Co(X,Y).

1.2. La ley exponencial para espacios de funciones

Definicién 1.2.1. Sean T, X y Y espacios topolégicos, consideremos los
siguientes espacios de funciones

O =C (X xT,Y), U= C,(T,C.(X,Y))
Para toda funcion en Co(X xT,Y), ¢: X xT =Y en ¥ , podemos definir
una funcion 0(¢) : T — C.(X,Y) tomando
[0(0)D)](z) = d(x,t) , (t €T, € X).
0(¢) se dice que es asociada a ¢.
Proposicién 1.2.2. La funcion asociada 0(¢) de ¢ € C.(X,Y) es continua.
DEMOSTRACION.
Sea 1 = 0(¢) y U = M(K,W) un abierto sub-bésico en C.(X,Y’). Basta
probar que ¢~ (U) es abierto en T'. Sea to un punto en ¢»~!(U). Por definicién,
tenemos que

K x {to} Cc o1 (W)

La continuidad de ¢ implica que ¢ 1 (W) es un abierto de X x T Por lo que
¢~ (W) es la unién de una coleccién de abiertos de la forma G, x H,,, donde
G, y H, son abiertos de X y T', respectivamente. Como K es compacto, K X
{to} estd contenido en la unién de un conjunto finito de abiertos, llamémoslos

Gl X Hl,GQ X HQ, >Gn X Hn
con ty € H; para cada i = 1,2, ...,n. Entonces
H=H NnHyN..NH,

es un conjunto abierto en T que contiene a ty y estd contenido en ¥~(U).
Por lo que ¥y ~*(U) es un conjunto abierto de T
0J

Definicién 1.2.3. Como consecuencia inmediata, la asignacion ¢ — 6(9)
define una funcion

0:d— U
que cuando sea continua, llamaremos la funcion asociacion.

Que de hecho es relativamente comin que sea continua, como se vera en
la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.2.4. St T es un espacio Hausdorff, entonces la funcion aso-
ciacion 0 : & — U es continua.

DEMOSTRACION.
Como T es un espacio de Hausdorff y todos los conjuntos M (K, W) consti-
tuyen una sub-base de C.(X,Y), entonces por el lema 1.1.2. obtenemos que
los subconjuntos

M[L,M(K,W)]={¢y €V |¢(L) C M(K,W)}

forman una sub-base para ¥, donde L es un subconjunto compacto de T, K
es un subconjunto compacto de X, y W es un abierto sub-bésico de Y. Por
la definicién de 6 tenemos que

0~ {M[L,M(K,W)|} = M(K x L,W)
Como K x L es compacto, M (K x L, W) es abierto en ® y como {M[L, M(K, W)]}

es una sub-base de ¥, entonces 6 es continua.
O

La definicién de 6 : ® — ¥ nos garantiza que 6 es inyectiva, pero gene-
ralmente no es suprayectiva. Pasaremos a caracterizar la suprayectividad de
dicha funcién.

Proposicién 1.2.5. La funcion evaluacion w de C.(X,Y) es continua si y
solo si, para todo espacio topologico T, la funcion asociacion 6 : & — U es
suprayectiva

DEMOSTRACION.

Continuidad de w = 0 : ® — ¥ es suprayectiva
Seap e Uy x: X xT — C.(X,Y) x X definida por
x(x,t) = (Y(t),z), (x € X, t€T)
Ahora definamos ¢ = wy € ®. Ya que
[0(0)(D)](2) = d(x, 1) = wx(z,t) = wltp(t), 2] = [$(1)](x)

para todo t € T'y x € X, obtenemos que 6(¢) = 1. Por lo que 6 es supra-
yectiva.

f:® — U es suprayectiva = Continuidad de w

Supongamos que para todo espacio T', 6 es continua. Si tomamos como T =
Co(X,Y) y ¢ € ¥ que sea la identidad en C.(X,Y’). Entonces hay un ¢ €
con 0(¢p) = 1. Ya que

¢z, f) = W(Hl(x) = fz) = w(f,z)



18 1. ESPACIOS DE FUNCIONES

para todo x € X y f € C.(X,Y), la continuidad de ¢ implica la de w.
O

Entre las proposiciones 1.1.4. y 1.2.5. obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.2.6. 5i X es un espacio Hausdorff localmente compacto, en-
tonces la funcion asociacion 0 : ® — U es suprayectiva.

Proposicion 1.2.7. Si X, T son espacios Hausdorff, entonces la funcion
asociacion 0 : ® — U es un homeomorfismo entre ® y un subespacio de V.

DEMOSTRACION.

f es inyectiva y continua por la proposicion 1.2.4. , por lo que resta probar
que 071 es continua en #(®) C ¥. Notemos que basta probar que si J es un
subespacio compacto de X x Ty W es un abierto de Y, entonces la imagen
G[M(J,W)] es un conjunto abierto en §(V). Sea ¢ € [M(J,W)], tomemos
¢ € M(J,W) con §(¢) = . Sean Jx y Jr las proyecciones de J en X y T'
respectivamente. Si z = (z,t) € J, toma una vecindad U, de x en Jx y una
vecindad V, de t en Jr, tal que

(U, xV,)CW

Como Jx y Jr son espacios de Hausdorff compactos, entonces son regulares.
Por lo que nos tomaremos K, y L, un poco mas chicos que U, y V,, de tal
manera que

(K, x L) CW

donde K, es la cerradura de U, en Jx y L, es la de V, en Jp. Notemos que
{(UZ xV)nJ|zelJ } es una cubierta abierta de nuestro espacio compacto
J, por lo que hay un numero finito de puntos en J, digamos z1, ..., 2, tales
que

JC U, xV,)u..u(U, xV,)

Ahora para facilitar la notacion remplazaremos z; con ¢ = 1, ..., n. Recorde-
mos que los conjuntos K; y L; con ¢ = 1,...,n son compactos. Mas aun

[Y(L)(K;) = o(Ki x Li) C W
para cada ¢ = 1,....,n. Por lo que

Supongamos que Y € ¥ estd contenido en el conjunto del lado derecho de
la formula anterior. Como y € 0(®), hay un £ € & tal que x = 6(&). Si
z = (z,t) € J, entonces z estd contenido en algun U; X V; y por ende también
en K; x L;. Como x € M[L;, M(K;,W)|y x € K;,t € L;, obtenemos que

§(2) = &(x, 1) = [x(D](x) e W
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Por lo que &(J) € W, lo cual implica que £ € M(J, W) y x = 0(&) €
G[M (J,W)], obteniendo asi que

¢ € 0(®)N{ Ny MLy, M(K;,W)]} C 0[M(J,W)]

Esto prueba que 0[M(J, W)] es un conjunto abierto en 6(®P).
0

Juntando el Corolario 1.2.6. y la Proposicién 1.2.7. obtenemos el siguiente
teorema de gran importancia.

Teorema 1.2.8 (La ley exponencial para espacios de funciones).

Sean X, T espacios Hausdorff y'Y cualquier espacio topologico. Si X es
localmente compacto, entonces la funcion asociacion 6 : & — U es un ho-
meomorfismo.

De ahora en adelande si se cumplen las hipétesis del teorema 1.2.8.; iden-
tificaremos ambos espacios de funciones en términos del homeomorfismo. Es
decir

O =C (X xT,Y) = Cu(T,Co(X,Y)) = T

Para ver mas claramente el motivo por el que el teorema es llamado asi,
es mas visible si se usa la otra notacién que no corresponde a la que usamos
en este texto. Ya que si recordamos que en esta notaciéon C.(Y, X) := Y, se
traduce el teorema y se identifican los espacios de funciones en términos del
homeomorfismo, obtenemos

P=C. (X xT,Y)=YXT = (Y = C(T,C.(X,Y)) =¥

la cual es una expresién que resulta mas familiar.

Recordando la proposicién 1.1.8, pasaremos a dar cuando j(Y") es un retracto
por deformacion fuerte.

Proposicion 1.2.9. 5i X es un espacio Hausdorff localmente compacto y
fuertemente contraible a un punto a € X, entonces j(Y') es un retracto por

deformacion fuerte de C.(X,Y).

DEMOSTRACION.
Sabemos por la proposicién 1.1.4. que la funcién evaluacién w : C.(X,Y) x
X — Y es continua. Como X es contraible a un punto a € X entonces existe
una funcion h : X x I — X tal que

h(z,0) =z, h(z,1)=a,z€ X
h(a,t)=t, (t€)
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Ahora definamos la funcién ¢ : X x C.(X,Y) x I — Y tomando
oz, fot) =w[f,h(z,t)] ,z e X, f € Co(X,Y), t €1
Por la proposicién 1.2.2.; la funcién asociada
b =0(¢): Co(X,Y) x T — C.(X,Y)

es continua. Sea la homotopia y; : C.(X,Y) — C.(X,Y), (0 <t < 1), dada
por

xelf) =¢(f,t), (f € C(X,Y) tel)

Es facil ver que xo es la funcién identidad, que x1 = jp, y que x:(f) = f
para toda f € j(Y)ytel.
O

Usando la proposicion anterior se puede verificar facilmente que
X' W)] C o), (yeYitel)
y por ende obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.10. Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto y
contraible a un punto a € X, entonces para cada y € Y, el subespacio p;*(y)
es contraible al punto j(y).



Capitulo 2

El espacio de las trayectorias y el espacio A,

2.1. Algunos espacios de funciones

Definicién 2.1.1. Sea Y un espacio topoldgico, una trayectoria (o ca-
mino) en'Y es una funcion continua o : I :=[0,1] = Y. Los puntos o(0) y
o (1) son llamados respectivamente punto inicial y punto terminal.

La relacion definida al relacionar dos puntos si existe una trayectoria que
empieza en uno y termina en el otro, claramente es de equivalencia, ya que
es transitiva, simétrica y reflexiva. Por lo que induce una particion en 'Y,
la cual es llamada en componentes de conexidad por trayectorias de Y. C,,
sera la componente de conexidad por trayectorias que contiene al
punto y.

Se dice que Y es conexo por trayectorias si para cualesquiera y; y yo se
pueden unir por un camino ( 3f : I =Y tal que 0(0) =y, y o(1) =y ).

Definicién 2.1.2. Al conjunto de trayectorias en'Y con la topologia compacto-
abierta se le denotard como C.(1,Y) :=Q

Definicién 2.1.3. Sea Y un espacio topologico y A, B C'Y tales que A y B
no son ajenos. Denotaremos a [Y'; A, B] al subespacio de Q) que consiste en
todos los caminos o en Y tal que o(0) € A y o(1) € B.

Definicién 2.1.4. Sea y € Y, denotaremos a [Y;Y, {y}] por S, y el cual es
el espacio de trayectorias en Y que terminan en y.

Definicién 2.1.5. Unlazo enY es una funcion continua o : I :==1[0,1] =Y
tal que o (0)=0(1), al punto o (0)=c(1) se le conoce como punto bdsico del
lazo o.

El conjunto de todos los lazos en'Y forma el subespacio A de §2 que se le
conocerd como el espacio de lazos en Y .

Definicién 2.1.6. Sea y € Y, denotaremos al espacio de los lazos con punto
base y [Y; {y}, {y}], como A,.

Claramente se tiene que A, = AN€Q,. (el espacio de lazos en Y con punto
bésico son los lazos que terminan en y ).

21
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Definicién 2.1.7. Las proyecciones po,p1 : 8 — Y seran las funciones
determinadas al evaluar la funcion f € Q en 0y 1 respectivamente,

pi(f)=f() coni=00i=1

A estas funciones se les conocerd como la proyeccion inicial y la
proyeccion termanal respectivamente.

Vale la pena notar que si Y es Hausdorff y pg y p1 son continuas, entonces
A Ay, Qy Q, son cerrados respecto a la topologia compacto-abierta C.(I,Y)

Definicién 2.1.8. Denotaremos a 6, como el lazo de Y que manda todo el
[0,1] en y.

Proposicién 2.1.9. Q, es contraible al punto o,.

Si consideramos la proposicion 1.2.10 y el que podemos realizar una con-
traccion de €2, a ¢, contrayendo todas las trayectorias respecto a si mismas
al punto y, obtenemos el resultado.

2.2. Ay, el espacio de los lazos

Sea Y un espacio topoldgico y y € Y un punto dado. El espacio A,
de los lazos en Y con y como punto basico tiene un papel fundamental en
el estudio de grupos de homotopia. Podemos proponer una multiplicacion
natural en Ay, la cual consiste en tomar dos lazos basados en el mismo punto
y concatenarlos (intuitivamente, concatenacién de lazos, es lazo). Pasaremos
a dar la definicion formal de esta idea que estamos presentando

Definicién 2.2.1. Sean f,g € A,, el producto (fg) € A, es un lazo en' Y
definido por

F(2t) 0<z<1/2
g2t—1) 1/2<z<1

(f9)(t) == {

Intuitivamente, fg es el lazo en Y que recorre el lazo f con el doble de
velocidad mientras ¢ sea menor o igual a 1/2; despues fg recorre al lazo g
con el doble de la velocidad mientras ¢ sea mayor o igual a 1/2.

Definicién 2.2.2. La correspondencia (f,q) — u(f,g9) = (fg) define la
funcion p: Ay x Ay = Ay, la cual llamaremos la multiplicacion natural
en A,.

Proposicién 2.2.3. La multiplicacion natural en Ay pp: Ay x Ay — Ay es
continua.

DEMOSTRACION.
Sea U = M(K,W)NA, un abierto sub-bésico no vacio en A,.
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Basta con demostrar que la imagen inversa de u~'(U) es abierto en A, X A,
Sean ¢, : I — I las funciones que definiremos como

o(t) =t/2, Y(t) = @ para cada t € [

Sea A= ¢ 1(K)y B =14"1K); entonces Ay B son compactos en I. Ahora
consideremos los conjuntos sub-bésicos de A,

F=MAW)NA,,G=M(B,W)NA,
Para cualesquiera dos lazos f,g € A, es facil ver que fg € M(K,W) siy
sélosi f € M(A,(W)y g e M(B,W). Por lo que p*(U) = F x G. Esto

prueba que p~(U) es abierto.
0J

Corolario 2.2.4. Todo lazo f € A,, determina dos funciones
Li Ry Ny — Ay
definidas como L¢(g) = fg y Rs(g) = gf para todo g € A,,.
Proposicién 2.2.5. Sea 0, € A, el lazo degenerado 6,(1) =y, entonces Ls,
y Rs, son deformaciones de A,. De hecho, existe una homotopia hy : Ay — A,

(0 <t <1), tal que hg = Ls,, hy es la identidad de A, y hi(d,) = 0, para
todo t € I ; y analogamente Rs,.

DEMOSTRACION.
Por la proposicién 1.1.4. sabemos que w : A, x I — Y es una funcién continua
y esto nos permite garantizar la continuidad de la funcion definida por

oI xAyxIT =Y

f((28)/(14t)) feA,tel,0<s<(1+1)/2
y feh,tel,(1+1)/2<s<1

¢(s, f,1) := {

Por la proposicién 1.2.2. tenemos que la funcién asociada ¢ = (¢) es conti-
nua. Se puede ver facilmente que 1) manda A, X I en el subespacio A, de 2
y , por definicién, 1) satisface

[W(f,0)](s) = o(s, f,1)

Por lo que definiremos una homotopia &, : A, = A, (0 <t <1), con
K(f) = 0(f,1) con f € Ay y 0<t< 1,

Es facil ver que kg = Rs,, k1 es la funcién identidad y k(é,) = 0, para cada
t € I. Por lo que R;, es una deformacién de A,. Andlogamente se prueba lo
mismo para Ls,.

O
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Estas propiedades de A, nos muestran que pertenece a la clase de los
H-espacios, los cuales procederemos a definir.

Definicién 2.2.6. Por una multiplicacion continua en un espacio X,
nos referimos a una funcion continua p: X x X — X.

Sea p una multiplicacion continua en X. Para cualesquiera dos puntos a
y b en X, denotaremos a p(a,b) o como ab al producto de a y b. Para
cualquier punto dado a € X, las funciones v — ax y x — xa determinan
respectivamente las funciones de X en X, L, y R, llamadas la traslacion
derecha y la traslacion izquierda de X por a.

Definicién 2.2.7. Un punto a € X se dice que es una unidad de homo-
topia izquierda si a es un idempotente, esto quiere decir que aa = a y L, es
homotdpico a la identidad relativa para a. Similarmente se define la unidad
de homotopia derecha,R,.

Un idempotente a € X se dice que es unidad de homotopia si es una
unidad de homotopia derecha e izquierda.

Definicién 2.2.8. Por un H-espacio nos referimos un espacio X con una
multiplicacion continua p la cual posee una unidad de homotopia.

Proposicion 2.2.9. Si X es un H-espacio con xg una unidad de homotopia,
entonces el grupo fundamental m (X, xo) es abeliano.

DEMOSTRACION.
Sean avy (8 dos elementos de 71 (X, ) y sean fy g: I — X sean los lazos que
representan a « y 3 respectivamente. Como xy es un elemento idempotente,
nosotros podemos definir el lazo h : I — X en xy tomando

h(t) = fg(t)

para cada t € I. Este lazo h representa un elemento 7 de (X, xy) que
depende solamente de o y . Notemos que basta demostrar que v = af y
que v = Ba.

Para probar que v = a3, tomaremos por hecho que los lazos representantes
f, g han sido escogidos de tal manera que f(t) = xq si t es mayor o igual 1/2
y g(t) = xq si t es menor o igual a 1/2. Por lo que

_Jf)ze 0<t<1)2
ilt) = {xog(t) 1/2<t<1

Como z( es una unidad de homotopia de X, entonces existen dos homotopias
G5, s+ X — X(0 < s <1). tales que ¢g(x) = xox, ¢1(x) = x, o(x) = 210
v ¢1(x) = x para todo x € X y ¢s(x0) = x9 = s(x0) para toda s € I. Asi
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definimos una homotopia h, : I — X,

(0 <z <1), por
o= {80 i<

(t) 1/2<t<1

Por lo que tenemos que hg = hy hs(0) = 2o = hs(1) para cada s € I. Como
h1 satisface la relacion

[f) o<t<1)2
M@){ﬂw 1/2<t<1

entonces representa el elemento af. Esto implica que v = af. Similarmente
se puede probar que v = Sa pero esta vez escogiendo f y g tal que f(t) = xg
si t es menor o igual a 1/2 y ¢(t) = o si t es mayor o igual a 1/2.

OJ

Por lo que obtenemos gracias a la prueba de la Proposicion 2.2.9, el
siguiente corolario.

Corolario 2.2.10. Sea X es un H-espacio con xo unidad de homotopia, si
dos elementos o y 8 € w1 (X, xg) son representados por los lazos f,g: I — X

en xg, entonces el elemento a8 esta representado por el producto de funciones
h:I— X defyg, definido por

h(t) = fg(t) cont e I.

Recordando el espacio A, de los lazos y considerando sus componentes de
conexidad, sabemos por el teorema 1.2.8 (La ley exponencial para espacios
de funciones) que ”Si X es un espacio localmente compacto, tanto X como
T son espacios Hausdorff y Y es un espacio topologico, entonces la funcion
asociacion 0 que va de = Co(X x T,Y) a V¥ := C.(T,C.(X,Y) es un
homeomorfismo”, por lo que las componentes de conexidad por trayectorias
de A, son exactamente las clases de equivalencia de los lazos de A, (que es
como esta definido el grupo fundamental). Por lo que obtenemos la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.2.11. Sea Y un espacio conexo por trayectorias, bajo la mul-
tiplicacion natural de A, las componentes de conexidad por trayectorias de
A, forman un grupo que es en esencia el grupo fundamental m(Y,y).
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Capitulo 3

Fibraciones de Hurewicz

3.1. La propiedad de levantamiento de homotopia y las
fibraciones

Los espacios fibrados son el tema central de trabajo, en el calculo de gru-
pos de homotopia son una gran herramienta y suelen ser utiles en aplicacion
de teoria de homotopia a problemas geométricos. Se desarrollé en el primer
capitulo la teoria de espacios de funciones y en el siguiente capitulo, unas
cuantas definiciones y teoria de estas ya que en este capitulo el uso de estas
resulta bastante cotidiano.

Particularmente el teorema 1.2.8.(La ley exponecial para espacios de fun-
ciones) nos serd de mucha utilidad ya que permite definir funciones de una
manera muy astuta, algebraicamente hablando.

Definicién 3.1.1. Sea p : E — B una funcion continua entre dos espacios
topoldgicos, al espacio E se le llamard el espacio total y a B, el espacio
base.

Definicion 3.1.2. Sea X wun espacio topologico, f : X — B una funcion
continua, y f; : X — B,(0 < t < 1), una homotopia de f. Se dice que
f*: X — FE es un levantamiento de f relativa a p (f se levanta en f*) si
pf*=1.

Similarmente, una homotopia fi : X — E,(0 <t <1), de f se dice que es
un levantamiento de la homotopia f; relativa a p (o que f; se levanta en
fi) sipfi = fi.

Definicién 3.1.3. La funcion p : E — B se dice que tiene la propiedad
de levantamiento de homotopia o también conocida como propiedad de
homotopia cubriente (abreviada PLH) para el espacio X si, para toda fun-
cion f*: X — E y toda homotopia f, : X — B,(0 <t < 1) de la funcion
f=pf*: X = B, existe una homotopia f}: X — FE, (0 <t <1) de f* que
levanta a la homotopia f;.

Se dice que la funcion p : E — B tiene la propiedad absoluta de levan-
tamiento de homotopia o tambien conocida como la propiedad absoluta
de homotopia cubriente (abreviada PALH) si tiene la propiedad de levan-
tamiento de homotopia (PLH) para todo espacio topoldgico X .

29
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f*
X E
i o p
X x [
Jt

La siguiente definicién es esencial en el tema central de capitulo

Definicién 3.1.4. Una funcion p : E — B se dice que es una fibracion
(en el sentido de Hurewicz) si tiene la propiedad absoluta de levantamiento
de homotopia (PALH). En este caso se dird que el espacio E es un espacio
fibrado sobre el espacio base B con proyeccion p : E — B. Para cada punto
b € B, el subespacio p~1(b) de E se le conocerd como la la fibra sobre b.

A continuacién veremos algunos ejemplos de fibraciones

Ejemplo 3.1.1. Si B es un singulete, entonces toda funciéon p : £ — B es
una fibracién.

Ejemplo 3.1.2. Sip: EF — By q: B — C son fibraciones, entonces
qp : E — C' es una fibracion.

Ejemplo 3.1.3. Sip: E — Byq: (C — D son fibraciones, entonces
pxq:ExC— B x D esuna fibracion.

Ejemplo 3.1.4. Sea T = {(x,y) eER?|zel,0<y<1- x} el triangu-
lo de R? con vertices (0,0), (1,0),(0,1), entonces p : T — I definida como
p(z,y) = = es una fibracién.

Se espera que el lector este familiarizado con el concepto de espacio
cubriente, aunque en este texto se dara por completez.

Definicién 3.1.5. Se dice que E es un espacto cubriente sobre B relativo
ap:E — B (o quep: E — B es una funcion cubriente) si satisface las
siguientes condiciones

(EC1) La funcién p : E — B es suprayectiva
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(EC2) Para cada b € B, existe una vecindad conexa U, de b tal que cada
componente de conezidad de p~*(U) es abierta en E y la restriccion de p a
dicha componente, es un homeomorfismo.

i

FI1GURA 1. La preimagen de U se puede descomponer en com-
ponentes de conexidad que uno a uno son homeomorfas a U.

Siempre que se traten con espacios cubrientes, pensemos que B es conexo
y localmente conexo por trayectorias. Notemos que como consecuencia inme-
diata de la condicién (EC2) y de las propiedas asignadas al espacio base, se
siguen las siguientes 2 condiciones:
(EC3) E es localmente conexo por trayectorias.
(EC4) p: E — B es una funcién abierta.

Ejemplo 3.1.5. La recta real R es un espacio cubriente sobre St relativo a
la funcién exponencial p : R — S! con p(z) =

Ejemplo 3.1.6. Sip: F — B es un homeomorfismo entre £ y B, entonces
E es un espacio cubirente sobre B relativo al homeomorfismo p.

Ejemplo 3.1.7. Si E es homeomorfo a B producto a algin espacio discreto,
entonces F es un espacio cubriente sobre B relativo a la proyeccion compues-
ta con el homeomorfismo p.




32 3. FIBRACIONES DE HUREWICZ

Ejemplo 3.1.8. El espacio S! y el espacio C — {O} son espacios cubrientes
sobre si mismos relativos a la funcién p, con n € N tal que p,(z) = 2" (pen-
samos a S' como el subconjunto de C que tienen norma 1).

Ejemplo 3.1.9. Si consideramos la n-esfera unitaria S" en el espacio eucli-
diano n + 1-dimensional R*™! y despues identificamos los puntos antipodales
de S, obtenemos el plano proyectivo real n-dimensional RP" con proyeccion
natural p : S* — RP". Es facil ver que S® es un espacio cubriente sobre RP"
relativo a p y las fibras son los pares de puntos antipodales en S".

Ejemplo 3.1.10. Si GG es un grupo topoldgico conexo por trayectorias y H
un subgrupo normal de G, entonces G es un espacio cubriente sobre G/H
relativo a la funcién p : G — G/H donde p es el homomorfismo natural.

A pesar de la falta de ejemplos de espacios fibrados, resulta ser que los
espacios cubrientes serdn ejemplos de espacios fibrados, pero para ver esto
requeriremos del siguiente lema.

Lema 3.1.6. Sea p : E — B wuna funcion cubriente y f,g : X — E dos
levantamientos de la misma funcion (es decir, po f = pog). St X es conexo
y f coincide con g en al menos un punto de X, entonces f = g.

DEMOSTRACION.

Sea X1 ={ze X | f(z)=g)}yXo={zeX]|[f(z)+#g(x)}, queremos
ver que X; y X, son abiertos en X ya que si lo fueran, X; U Xy = X
pero como X es conexo entonces X; o Xy seria vacio, X; no es vacio por
hipotesis, entonces X5 lo es y asi obtenemos que X; = X, lo cual concluiria
la demostracion.

Primero veremos que X; es abierto, para ello, fijémonos en cualquier punto
x € Xj, sea U la vecindad abierta de pf(z) que cumple (EC2) y V una
vecindad abierta en E que contiene f(z) y que es homeomorfa a U. Entonces
notemos que f~H(V) N g~ }(V) es un conjunto abierto en X que contiene a
x y esta contenido en X;. Notemos que esta contenido en X; ya que sino,
existiria un xg € f~H(V)Ng= (V) tal que f(zo) # g(xo), sin embargop | V es
un homeomorfismo entre V .y U , f(f~(V)Ng='(V)) C V entonces pf(xq) #
pg(zo) pero por hipotesis pf(z) = pg(x) para todo x € X, obteniendo asi
una contradiccién.

Por ultimo para ver que X, es abierto, fijémonos en cualquier punto z €
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X, y la vecindad abierta U de pf(x) que cumple la (EC2) para p. Como
f(z) # g(x), existen dos abiertos disjuntos en X , V3 y V2 | en los que
f(z) e Vi, g(x) € Vo y aparte V; y V4 son homeomorfos a U. Analogamente
7Y (Vi) N g74(V;) es un subconjunto abierto en X que contiene a x y que
esta contenido en Xs. O

Con el resultado anterior ya podemos probar que las funciones cubrientes
efectivamente poseen la propiedad absoluta de levantamiento de homotopias.
Esta propiedad que satisfacen los espacios cubrientes tambien es conocida
como propiedad de levantamiento unico .

Teorema 3.1.7. Sea p: E — B una funcion cubriente, entoncesp : E — B
es una fibracion.

DEMOSTRACION.
Sea p : E — B una funcién cubriente, queremos demostrar que dados f* :
X - FEy F:X x1I— B (lacual es una homotopia que en F(z,0) es un
levatamiento de f = po f*) | existe un levantamiento de F. Sean f*: X — FE
y F': X x I — B como fueron enunciados previamente, queremos que para
toda z € X existe una vecindad abierta N, de x € X y una funcién F) :
N, x I — E parala cual F}. = f*(z*) donde 2* € N, y pF! = F | (N, x I).
Supongamos que tenemos dicha vecindad abierta N, y funcién F. Si z** €
N, N Ny, entonces F | ({a*} x I) y Fji | ({z**} x I) son dos funciones del

espacio conexo {x**} x I en el espacio total E¥ que para toda t € I cumplen

po (F: | ({a™} x D)(a™,1) = Fa™ t) = po (F2 | (}™} x 1))(a™.1)

y

(Fy | ({2} < D)(a™,0) = f*(a™) = (F. | ({#™}) x I(2™,0)
Por el lema pasado obtenemos que F; | ({z**} x I) = Fy. | ({z*} x I),
como esto se cumple para todos los z** € N, N N« obtenemos que

Fr | (N, ANy x I) = F5 | (N, O N x 1)

, por lo que hay una funcién continua F* : X x I — E tal que F* | (N, xI) =
F¥ y F* es un levantamiento de F' tal que F*(x,0) = f*(x) con z € X.
Ahora tenemos que construir la vecindad N, y funcién F. Por la compacidad
de I y el hecho de que p : EF — B es una funcién cubriente, para cada z € X
existe una vecindad abierta N, de x y una particion de [

O=th<ti.. <t,_1<t,= 1712 = [tiati—l—l]

tal que para todo i < n, F(N,,I;) esta contenido en algun subconjunto
abierto de X el cual cumple la condicién (EC2). Pasaremos a mostrar que
efectivamente hay una funcién continua F; : N, x I — E que cumple las
propiedades buscadas. Basta definir funciones continuas
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G;: N, xI; > FEconi<n
tales que

Go(x*,0) = f*(z*) con x* € N,
Gi_l(l’*,ti_l) = Gi(m*,ti_l) con z* € N, , O<i<n

porque si tuviesemos dichas funciones, entonces hay una funciéon continua
F¥: N, xI— FEtalque F} | (N, x I;) = G; con 0 < i < ny estas son las
propiedades deseadas.

Construiremos dichas funciones G; por induccién sobre i. Para definir Gy,
usaremos la vecindad U que cumple (EC2) para p con F(N, x Iy) C U. Sean
{U;} la coleccién de abiertos disjunta de X tal que p~'(U) = (JU; y p es
un homeomorfismo entre U; y U para toda j. Sea V; = f*_l(Uj), entonces
tenemos que la coleccién de conjuntos abiertos disjuntos {V]} cubre a N, y
Gy estd definida por ser la tnica funcién continua tal que para cada j, Gy
manda a V; x Iy en U; y es un levantamiento de F' | V¥ x Iy. Por lo que ya
tenemos la base inductiva.

Supongamos que G;_; esta definida para toda 0 < i < k. Sea U* la vecindad
abierta en X que cumple la (EC2) y que cumple que F(N, x I;_1) C U*.
Sean U} la coleccién de abiertos disjuntos de E tales que p~/(U*) = J U} v
p es un homeomorfismo entre U* y U} para toda k y sea

‘/k* = {[E* €N, | Gi—1<x*7ti—1) S U/:}

entonces {Vk*} es una coleccion de abiertos disjuntos que cubren a N, y G;
esta definida siendo la tinica funcion continua tal que para cada k, G; manda
V¥ x I;_1 en Uy y es un levantamiento de F' | (V x I;_1). Por lo que ya
tenemos definido G; como queriamos. O

3.2. La propiedad de levantamiento de trayectorias

Definicién 3.2.1. Sean E y B espacios topoldgicos, denotaremos por F'p al
subespacio del producto E x C.(1, B) definido por

Fp={(e,f) € ExCe(I,B)]|ple) = f(0)}

F'p es el conjunto de las trayectorias en B y puntos en E | tales que dicha
trayectoria empieza en e y se le conocerd como el producto de fibras (en inglés
es Fiber product).

Definiremos la funcion q : C.(I, E) — Fp tomando como regla de correspo-
dencia q(g) = (9(0),pg) para cada g: I — E en C.(I, E).

Diremos que p : E — B tiene la propiedad de levantamiento de tra-
yectorias (abreviado PLT ) si existe una funcion r: Fp — C.(I, E) tal
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que qr es la funcion identidad en Fp. En este caso, r es un homeomorfismo
de Fp a un retracto de C.(I, F).

La funciéon r asigna a cada e € F 'y a cada trayectoria f de B que empieza
en p(e), una trayectoria en E que levanta a f. En otros textos si p: £ — B
tiene la PLT, se dice que r : F')p — C.(I, F) es un levantamiento para p o que
r es una funcién levantamiento de la funcién cubriente p. Tambien en otros
textos como [2], [6] al conjunto Fp se le denota por Z, X! xx E o By se le
conoce por el producto fibrado (fiber product, Fp) [8].
A pesar de parecer una definicién poco familiar, resulta que si una funcién
p : E — B posee la propiedad absoluta de levantamiento de homotopias,
entonces posee la propiedad de levantamiento de trayectorias y mas aun, estas
propiedades se implican entre ellas, como veremos en la proxima proposicion.

Proposicién 3.2.2. Una funcion p : E — B tiene la propiedad de levan-
tamiento de trayectorias (PLT) si y sélo si tiene la propiedad absoluta de
levantamiento de homotopias (PALH).

DEMOSTRACION.
En esta demostraciéon se hara gala un poco de lo 1til que es el teorema 1.2.8
(La ley exponencial para espacios de funciones)

PLT = PALH

Sea g : X — E una funcién continua de X en Ey f; : X — B, (0 <t < 1),
una homotopia de la funcién f = pg. Notemos que esta homotopia f; define
una funcién h : X — C.(I, B) definida por

[h(@)](t) = filz), € Xt el
Sea k : X — Fp la funcién definida por
hz) = (9(z), h(z)), v € X

Por lo que la composicién rk es una funcién entre X a C.(I, F). En virtud
del teorema 1.2.8 (La ley exponencial para espacios de funciones), podemos
definir la homotopia ¢, : X x I — E, (0 <t < 1), tomando

g = [rk(z)](t), (x € X, t € I).
Uno puede ver que g9 = g y que pg; = f; para cada t € I, por lo que se
cumple PALH.

PALH = PLT
Sea n : Fp — E la proyeccién natural definida por n(e, f) = e para cada
(e, f) € Fp. Definiremos la homotopia & : Fp — B, (0 <t < 1) tomando

e, f) = f(t),((e, f) € Fp,t € 1).
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Entonces 79 = pm. Por tener la PALH, entonces existe una homotopia 7; :
Fp— E,(0<t<1),tal queny =ny pn =& para cada t € I. Tenemos
que 7, induce una funcién r : Fp — C.(I, E) definida por

[r(2)](t) = ne(2), (= € Fp,t € I).

Por lo que se puede ver que ¢r(z) = z para todo z € Fp y concluimos que
p: E — B tiene la PLT.
O

De aqui obtenemos los siguientes resultados inmediatos.

Corolario 3.2.3. Si p : E — B tiene la propiedad de levantamiento de
trayectorias, entonces E es una espacio fibrado sobre B relativo a p.

Corolario 3.2.4. Sip: E — B es una funcion cubriente, entonces p tiene
la propiedad de levantamiento de trayectorias.

3.3. Algunos teoremas de fibraciones

Definicién 3.3.1. Se dice que un subconjunto A de X es un retracto de
vecindad de X si A es retracto para algun subespacio abierto U de X.

Un espacio métrico Y se dice que es un retracto absoluto (abreviado
AR), sila imagen de'Y es un subconjunto cerrado Zy de un espacio métrico
Z es necesariamente un retracto de Z.

Un espacio métrico Y se dice que es un retracto absoluto de vecindad
(abreviado ANR) si cuando la imagen de Y es como un subconjunto ce-
rrado Zy de un espacio métrico Z es necesariamente una retracto de vecindad

de Z.

Definicion 3.3.2. Sea X wun espacio localmente compacto ANR y A un
subespacio cerrado de X que tambien es ANR y Y wun espacio topologico.
Consideremos los espacios de funciones

E=C.X,Y), B=C.A)Y)
y la funcion natural p - E — B tomando p(f) = f | A para toda f : X — Y.

Ahora pasaremos a probar que E es un espacio fibrado sobre B con p
como proyeccién; de hecho probaremos algo aun mas fuerte.

Proposicion 3.3.3. La funcion natural p : E — B tiene la propiedad de
levantamiento de trayectorias.

DEMOSTRACION.
Consideremos el subespacio Fp = {(e, f) € E x C.(I,B) | p(e) = f(0)
de E x C.(I,B) y la funcién ¢ : C.(I,E) — Fp descrita en el inicio de la
seccién previa. Construiremos r : F'p — C.(I, F') de tal manera que gr sea la
identidad.
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Consideremos el subespacio cerrado 7' = (X x 0) U (A x I) de X x I (donde
A es un subespacio cerrado de X que es ANR) . Este es un retracto de X x I.
Sea p: (X x I) DT dicha retraccién.

Ahora pensemos en el espacio de funciones C.(7,Y). Para cada g : T'— Y
en C.(Y,T), definimos dos funciones e : X — Y y f: I — C.(A,Y) como

sigue:

e(z) = g(x,0), (z € X)
[f(D](a) = g(a,t),(t € [,a € A)

La continuidad de esta ultima funcién sigue de que la funciéon asociada es
continua por la proposicién (1.2.2). Por lo que la asignacién g — 0(g) = (e, f)
determina una funcién

0:C(T,Y)— Fp

La demostracion de la ley exponencial para espacios de funciones del pri-
mer capitulo se puede usar aqui para ver que ¢ es un homeomorfismo entre
Ce(T,Y) y Fp.

Usando el inverso de #, podemos definir la funcién r : Fp — C.(I, E) toman-
do

{r@N®) } (@) = 07 (2)]p(x, 1)

para cada t € [ y z € X. Como p es una retraccion, se sigue que qr(z) = z
para toda z € F'p. O

Nota. La condicién de que X es localmente compacto no es esencial. De
hecho, el teorema aun funciona sin esta condicion, se vera que basta con que
X y T son espacios de Hausdorff primero numerables.

Ahora consideremos {Au |peM } y {Yu | pe M } familias de subespacios
de A y Y respectivamente, ambos indexados por elemenentos del conjunto
M. Sea B’ el subespacio de B que consiste en las funciones g € B tal que
g(A,) C Y, para cada pn € M. Sea E' = p~'(B’) entonces E' es el subespacio
de E que consiste en las funciones f : X — Y tal que f(A4,) C Y, para cada
i € M. Usando el Corolario 3.2.3 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.4. La funcion p’' : E' — B’ es una fibracion.

De hecho, tambien se puede ver facilmente que p’ : B/ — B’ tiene la PLT.
Y esto generaliza la proposiciéon anterior.

Ejemplo 3.3.1. Un ejemplo importante surge al tomar X como el intervalo
unitario /. Primero tomemos a A como el singulete {1} en /. En este caso,
el espacio F es el espacio €2 de todos las trayectorias en Y, y el espacio B
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se puede identificar con el espacio Y de manera facil. Mas aun, la proyec-
cién natural es esencialmente la proyeccién terminal p; : 2 — Y. Por lo que
p1 : £ = Y tiene PLT por el teorema anterior. Sea Z un subespacio de Y,
entonces

P (Z) =YY, Z]

Por el Corolario 3.3.4., obtenemos

Corolario 3.3.5. Para cualquier subespacio Z de un espacio Y, [Y;Y, Z] es
un espacio fibrado sobre Z relativo a la proyeccion terminal. Similarmente,
el espacio [Y;Z,Y] es un espacio fibrado sobre Z relativo a la proyeccion
mnicial.

Ejemplo 3.3.2. Si tomamos X = [ y A un subespacio de I que consiste
en los puntos frontera 0 y 1 de /. Sea M el conjunto de indices que contiene
a un solo elemento p. Tomaremos A, y Y, como 1 € Ay y €Y, donde y
es un punto dado. En este ejemplo, E’ se puede identificar con el espacio
2, que consiste en todas las trayectorias en ¥ con punto terminal y como
punto terminal, y el espacio B’ resulta identificable con la componente de
conexidad por trayectorias Cy de Y de manera obvia. Mas aun, la proyeccién
natural p’ resulta ser en esencia la proyeccion inicial pg.

Obteniendo el siguiente resultado importante.

Corolario 3.3.6. El espacio 2, es espacio fibrado sobre Y relativo a la pro-
yeccion inictal. La fibra sobre un punto dado y € Y es el espacio A, de todos
los lazos en'Y con y punto badsico.

Sea Z un subespacio de Y. Entonces obtenemos el siguiente resultado por
el corolario pasado.

Corolario 3.3.7. Para cualquier subespacio Z del espacio Y y cualquier
y €Y, el espacio |Y; Z, {y}] es un espacio fibrado sobre Z relativo a la
proyeccion inicial.

Ahora pasaremos a ver que entre espacios de funciones en los cuales el
dominio de las funciones sea el mismo y haya una funcién entre los espacios
rango, existe una funcién inducida la cual es de cierta manera natural.

Definicién 3.3.8. Sean X,Y,Z espacios topoldgicos y ¢ : Y — Z una

funcién continua. Para cada f € C.(X,Y), la composicion ¢ o [ esta en
C(X,Z). La asignacion f — ¢ o f define una funcion
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% C(X,)Y) = Cu(X, Z)

que es continua y le llamaremos la funcion inducida ¢ de C.(X,Y) a
C.(X,Z). (La notacién de la funcion ¢~ cobra mas sentido si recordamos
que C.(X,Y) en otros textos se denota como YX)

Aqui usaremos un resultado de [3, p.110] que no se desarrollard porque
la teoria para desarrollarlo es un poco extensa el cual nos dice que:

(Teorema) Sea C' la categoria compuesta de todos los espacios topoldgicos
y todas las funciones. La operacién Y — C,(X,Y) y ¢ — ¢* , donde X es
un espacio dado, define un functor covariante de C' en si mismo.

Mas aun, si tomamos la inyeccion natural j y la proyeccién p, determinada
por algin punto a € X, las relaciones de commutatividad

Jjo = ¢Xj y PP = pa¢X
se cumplen en los siguientes diagramas:

Yy A C.(X,Y Ce(X, Z
5 (X,Y) Iy (X,Z2)
J J pal Pa
C.(X,Y) C.(X,Z) Y 7
¢x ¢

Como recordatorio, nuestro enfoque va hacia el caso especial e importante
de X =1.
Sea ¢ :Y — Z.Seay € Y un punto dado y denotemos con z = ¢(y) € Z.
Ahora adoptaremos la siguiente notacién:
Q,=[V:Y,yl, Ay =[V3y,y]
0, =127,z ,\,=17Z;z,7]

Y como observacion, la funcién asociacién ¢! tiene que mandar 2, en Q. y
Ay en A,. En general, ¢’ manda [Y; A, B] = [Z; $(A), ¢(B)] para cualesquiera
Ay B subespacios de Y.
Por lo visto en la seccién 2.2, hay multiplicaciones naturales definidas en A,
como en A,. Se sigue de la definicién que

o'(fg) =o' (f) ¢'(9) - - - .. (*)
para cada f € A, y g € A,. Como ¢’ es una funcién continua, esta manda
componentes de conexidad por trayectorias de A, en componentes de cone-
xidad por trayectorias de A,. Por la igualdad pasada (*), notemos que ¢’
induce un homomorfismo del grupo de componentes de conexidad por tra-
yectorias de A, al de A, que es el homomorfismo inducido ¢, de m(Y,y) a
™ (2, 2).
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Sean Y, Z espacios topolégicos, A € Y, B € Z subespacios, yp € Ay zg € B.
Sean

U=1[Y;Y, 5], C=1[;A )]
V=|2,Z,2)]|,D=[Z;B, 2|

llamaremos a ug € C'y vy € D los lazos degenerados u,(I) = yo y vo(I) = 2o
de cada espacio y sean

p:U—=Y  q: V=2
las proyecciones iniciales. Nos encaminaremos a establecer el teorema de la
funcion cubriente, el cual se demostrara en la siguiente seccion.

Teorema 3.3.9. Sean U,V,C, D, B, Z como fueron definidos anteriormente,
sip U — Z es una funcion continua tal que ¥(C) C B y ¥(ug) = 2o,
entonces existe una funcion ¥* : U — V tal que qp* = ¥, v* C D vy

V*(ug) = vp.

DEMOSTRACION.
Por la proposicion 1.1.4, sabemos que la funcion w : U x I — Y es continua.
Definiremos la funcién o : I x I x U — Y tomando

o(s,t,f)=w(f,s+t—st),(sel,tel, fel)
Por la proposicién 1.2.2; la funcién asociada x : I x U — U definida por

X, Ni(s) = o(s,t,f), (tel, felUsecl)

es continua. Sea £ = ¢y : [ x U — Z, por la proposiciéon 1.2.2, la funciéon
asociada ¢* : U — V definida por

[ (NIE) =&, f), (tel, fel)

es continua. Ahora nos resta verificar las relaciones qy* = ¢ , *(C) C Dy

w* (Uo)
Por la definicién de y, podemos ver que x(0, f) = f para todo f € U. Por lo
que tenemos que

g™ (f) = [ (NI0) = ¥x(0, f) = &(f)

para cada f € U. Esto prueba que qip* = 1. ¥*(C) C D es de hecho inme-
diato a partir de gy* = ¢ y ¥(C) C B. Para ver que ¢*(ug) = v, notemos
que x(t,ug) = ug para cada t € I. Por lo que tenemos

[ (uo)](t) = (¢, uo) = ¥x (¢, uo) = ¥(uo) = 20
para cada t € I. Esto implica que ¢*(ug) = vy. O



3.4. FIBRACIONES CON FIBRAS DISCRETAS 41

Notemos que si se removiera la condicién ¥*(ug) = vy en la conclusiéon
del teorema anterior, entonces el teorema pasado se podria demostrar facil-
mente. Por la proposicion 3.3.3., la funciéon ¢ : V' — Z tiene la PLT y por
ende, tambien la PALH. Como U es contraible, la aplicacion de la PLH para
U nos define un levantamiento ¢* : U — V de la funcién ¢ : U — Z. Que
*(C') C D es obvio pero que ¥*(ug) = v no ocurre necesariamente.

Definicién 3.3.10. El levantamiento ¥* construido previamente en la prue-
ba del teorema 3.3.9., se le conocerd como el levantamiento candonico de

b.

3.4. Fibraciones con fibras discretas

Recordando la importancia de la funcién exponencial p : R — S!, pa-
saremos a establecer algunos resultados similares para espacios fibrados con
fibras discretas, i.e. funciones en las que todas las fibras son discretas. Sea F
un espacio fibrado sobre B relativo a p: E — B.

Lema 3.4.1. Para cada trayectoria o : I — B que une a by con by y para
cada ey € p~Y(by), entonces existe una tunica trayectoria o* : I — E tal que
0*(0) = ey y po* = 0.

DEMOSTRACION.
La trayectoria o puede ser considerada como una homotopia de la funcién
definida parcialmente o | {O}; por lo que la existencia de ¢* es una conse-
cuencia inmediata de propiedad absoluta de levantamiento de homotopia.

Para probar la unicidad, supongamos que o*,0" : I — E son dos trayec-
torias en F tal que po* = o = po™ y que 0*(0) = e¢g = 07 (0). Nos hace falta
ver que 0*(s) = o7 (s). Para esto definiremos la siguiente funcién continua
g : I — E tomando

_Jof(s—2st) 0<t<1)/2
g(t>_{a+(2st—s) 1/2<t<1

Entonces la funcién f = pg : I — B tiene una homotopia f, : I — B,
(0 <r <1), definida por

() = o*(s — 2st + 2rst) 0<t<1/2
T = ot(2st — s+ 2rs —2rst) 1/2<t<1
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Como f.(0) = o(s) = f.(1) para toda r € I, se sigue por la propiedad
absoluta de levantamiento de homotopias que ¢ tiene una g, : I — E |
(0 <r <1), tal que

por = Fr 1 9:(0) = " (s) . 9.(1) = 0 (s)
para cada r € I. Como fi(I) = o(s) , pg1 = f1 implica que el conjunto g;(I),
que es conexo, esta contenido en una fibra sobre o(s) que es discreta. Por lo

que, g1(I) debe de ser un punto singulete. Y se sigue que o*(s) = o™ (s).
]

Recordemos que dos trayectorias o,7 : I — B, que unen a by con by
son equivalentes o ~ 7 si son homotdpicas y la homotopia mantiene fijos los
puntos iniciales y finales. Las trayectorias en B que unen a by con b; por ende
estan divididas en clases de equivalencia que son de hecho las componentes
por trayectorias de [B; by, b1].

Lema 3.4.2. El punto terminal o*(1) de la trayectoria cubriente c* : I — E
en el lema pasado 3.4.1 depende tinicamente de eq € p~1(by) vy de la clase de
equivalencia del camino o : I — B.

DEMOSTRACION.

Supongamos que o, 7 : I — B son trayectorias equivalentes que unen a by a
by y o*, 7" : I — E son las trayectorias cubrientes con punto inicial comuin
eo = p~'(by). Basta probar que o*(1) = 7*(1).

Como ¢ ~ 7, entonces existe una homotopia h; : I — B, (0 <t < 1), tal que
ho =0, hy =7y hy(0) = by, he(1) = by, para cada t € I. Por la propiedad
absoluta de levantamiento de homotopias, entonces existe un a homotopia
hie: 1 — B, (0<t<1)tal que hi = o, ph; = hy, h;(0) = eg y h; (1) = 0*(1)
para cada t € I. Como hij(0) = eg y phi = hy = 7, se sigue de la unicidad
del lema pasado 3.4.1 que h] = 7*. Por lo que tenemos que

(1) = hi(1) = " ().
0J

Lema 3.4.3. Para cada by € B y cada eq € p~'(by), la proyeccion p :
(E,ep) — (B, by) induce un monomorfismo

s m(E, eq) — (B, bo)

DEMOSTRACION.
Sea a € m(F,e9) v p«(a) = 1. Sea g : I — E un lazo representante de .
Como el lazo f = pg : I — B representa al elemento p.(a) = 1, entonces
existe una homotopia f; : I — B, (0 <t < 1), tal que fo = f, fi(I) =by y
f:(0) = by = fi(1) con t € I. Por la propiedad absoluta de levantamiento de
homotopias, existe una homotopia g, : I — E , (0 <t < 1), tal que go = g ,

pg: = fi v g:(0) = eg = g:(1) para cada t € I. Como f1(I) = by y pg1 = f1,
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el conjunto g;(I) es conexo y estd contenido en la fibra p~1(by) la cual es
discreta. Por ende, ¢1(I) debe ser un singulete. Esto implica que g1(I) = e
ya=1. [

Entonces tenemos que 71 (F, eg) es isomorfo a un subgrupo p.[m (E, eg)]
de m(B,by) que claramente depende de la eleccién de ey. En general, no
hay relacién entre los subgrupos de p.[m1(E, eq)] para distintas elecciones de
eg € p~t(by) a menos que puedan ser unidos por una trayectoria en E. Por
lo que de ahora en adelante, supondremos que E es conexo por trayectorias.
Se sigue que B también debe ser conexo por trayectorias.

Sea e; otro punto en p‘l(bo). Como FE es conexo por trayectorias, entonces
existe una trayectoria o : I — E que une a ey con e;. Y este determina un
isomorfismo

o.:m(E e1) = m(F,ep)

Por otro lado, po : I — B es un lazo en by y por ende representa un elemento
w en (B, by). Por las definiciones de p, y o, se puede ver facilmente que

p*a*(a) =W * p*<04) *w™!

para cada a € m(FE,e;). Esto implica que p.[m(F,e1)] es la imagen de la
funcién w™! * p, [ (E, eg)] * w para p.[m1(E, ep)].

Por el otro lado, dado w un elemento de (B, by), tomemos el lazo represen-
tativo 7 : I — B para w. Por el lema 3.4.2, el punto e; = o(1) en p~*(bg)
depende unicamente del elemento w. Notemos que ey = e si y solo si w esta
en el subgrupo p.[m1(E,eg)] , por lo que obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4.4. Si E es un espacio fibrado conexo por trayectorias sobre B
relativo a p : E — B con fibras discretas, entonces para cada by € B, las
imagenes p.[m1(E,eo)| de los monorfismos inducidos

s m(E, eq) — (B, bo)

constituyen una clase de subgrupos conjugados de m (B, by) para todo ey €
p_l(bo) .
Definicién 3.4.5. A la clase x(E;by) de subgrupos conjugados

{p.m(E.e0)] | eo € p'(bo)}

de (B, by) se le llamara la clase caracteristica de E en by. Cada grupo
en xX(E;by) es isomorfo al grupo fundamental m(E) de E. x(E;by) consistird
de un solo grupo si y solo si p.[m(E,ey)] es un subgrupo normal de m (B, by),
y tambien esto ocurre para cualquier x(E,by) con by € B. En este caso se
dice que el fibrado (E,p, B) es regular.

Para un punto dado ey € p~'(by), la correspondencia natural uno a uno
se define como sigue: la clase lateral derecha de p.|[mi(E,eg)] en m (B, by)
correspondiente a e, € p~'(by) es la que contiene al elemento w € (B, by)
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representada por el lazo po : I — B, donde o : I — E es cualquier trayectoria
que une a ey con ej.

Nota: Las afirmaciones como tanto sus pruebas son validas para es-
pacios con fibras totalmente disconexas por trayectorias. Aqui, se dice que
totalmente disconexo por trayectorias si los inicos subespacios conexos por
trayectorias son singuletes.

Definicién 3.4.6. Sea p : E — B una funcion, se dird que p tiene levan-
tamiento unico de trayectorias si para cualesquiera o y w trayectorias en E
con mismo punto inicial tales que po o = pow, entonces o0 = w.

En virtud del lema 3.1.6. obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.7. Sea p : E — B una funcion cubriente, entonces p tiene
levantamiento unico de trayectorias.

Lema 3.4.8. Sea p : E — B una funcion que tiene levantamiento unico
de trayectorias, entonces esta tiene la propiedad de levantamiento unico para
espacios coneros por trayectorias.

DEMOSTRACION.
Sea p : E — B una funciéon que tiene levantamiento tnico de trayectorias
v f,9: X — E dos funciones tales que po f = pogy f(zo) = g(xo) para
algin xp € X donde X es un espacio conexo por trayectorias. Sea x € X
y o una trayectoria en X que una a xy con x, entonces (f oo)y (go o)
son dos trayectorias en E que son levantamientos de la misma funciéon con
el mismo origen. Como p tiene levantamiento tinico de trayectorias, entonces
foo=goo. Porloque foo(l)=goa(1)y f(y) = g(y). .

En el teorema 3.1.7. se concluyo que las proyecciones cubrientes son ejem-
plos de fibraciones, por lo que nace la pregunta natural por responder de bajo
que hipétesis una fibracién es una funcién cubriente. En [4, Teorema 10, Sec-
ci6én 4, Capitulo 2|, se demuestra que bajo una inocente hipotesis adicional a
la de que una fibracion posea levantamiento tinico de trayectorias, entonces
es una funcién cubriente. Ahora caracterizaremos cuando una fibracién posee
levantamiento tnico de trayectorias.

Teorema 3.4.9. Sea p : E — B una fibracion. p : E — B tiene levanta-
miento nico de trayectorias si y solo si la fibrap=*(b) de cualquier b € B no
tiene trayectorias no constantes.

DEMOSTRACION.

p posee LUT = La fibra no tiene trayectorias no constantes
Sea ¢ una trayectoria en la fibra p~1(b) y sea w la trayectoria constante en
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p~(b) tal que w(0) = ¢(0). Como pow = po o, entonces por la hipotesis,
w=o.
La fibra no tiene trayectorias no constantes = p posee LUT

Sean o y w trayectorias en E tales que poo = pow y 0(0) = w(0). Definiremos
una nueva trayectoria para toda t € [0, 1], 7, en E como

_ Jo(@=25)(t) 0<s<3
nt(S)_{ %Ssgl

Notemos que 7; es una trayectoria en E que une a o(t) con w(t), y pon; es
un lazo en B que es homotépica a la trayectoria po(t) relativa al {{0}, {1} }.
Por la propiedad absoluta de levantamiento de homotopias (PALH) de p,
existe una funcién f : I x I — E tal que f(s,0) = n(s) y f mande ({0} x
NHUI x{1})U ({1} x I) en la fibra p~* (pw(t)). Como p~*(pw(t)) no tiene
trayectorias no constantes, entonces nuestra funciéon obtenida por la PALH,
f tiene que mandar el conjunto ({0} x 1)U (I x {1})U ({1} x I) en un solo
punto, por lo que f(0,0) = f(1,0) y por tltimo, 7:(0) = (1) y w = 0.

O

Lema 3.4.10. Sea p : E — B wuna fibracion con levantamiento unico de
trayectorias y o y w trayectorias en E tal que poo = pow y o(0) = w(0),
entonces o y w son homotopicas.

DEMOSTRACION.

Sea f : I x I — B una homotopfa relativa al {{0},{1}} con f(t,0) =
po(t), f(t,1) = pw(t), f(0,t) = po(0) y f(1,t) = pa(1), por la propiedad ab-
soluta de levantamiento de homotopias, existe una funcién f*: I x I — FE tal
que pof* = fy f*(t,0) = o(t). Porlo que f*(0x 1)y f*(1x1I) son subconjun-
tos de p~'(po(0)) y de p~'(po(1)) respectivamente. Por el teorema pasado,
los dos conjuntos que son subconjuntos de los anteriores respectivamente,
deben ser singuletes. Por lo que f* es una homotopia relativa al {{0},{1}}
que empieza en ¢ y termina en algina trayectoria n tal que poo = pon
y 0(0) = n(0). Como tambien ¢(0) = w(0), se sigue por el tnico levanta-
miento de trayectorias de p que w =7 y que f* es una homotopia relativa al
{{0},{1}} que empieza en ¢ y termina en w. O

El Teorema 3.4.4. es de gran relevancia ya que nos presenta intuitivamen-
te el motivo detras de las hipotesis para cuando una fibracién es un espacio
cubriente. Las funciones cubrientes son funciones en las que la fibra es un es-
pacio discreto, como en el teorema se vio que las fibras no poseen trayectorias
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no constantes, eso nos permite deducir que la fibra es un espacio totalmente
disconexo por trayectorias. Se sabe que los espacios discretos son espacios
totalmente disconexos, sin embargo hay espacios totalmente disconexos que
no son espacios discretos, como los racionales Q, los irracionales I o el con-
junto de Cantor. Lo que separa a los espacios discretos de estos es que uno
es localmente conexo y el otro no, intuitivamente los elementos estan muy
pegados. Por lo que la condicién adicional que buscamos al menos nos tiene
que separar lo suficiente la fibra, esta condicion se introducira a finales del
proximo capitulo.

A pesar de los problemas que parecen que podrian aparecer para fibracio-
nes con levantamiento unico, resulta ser que particularmente los resultados
descritos en el teorema 3.4.4. y definicién 3.4.5. se pueden extender para
fibraciones con levantamiento tnico de trayectorias (donde la fibra no es
necesariamente discreta, sino totalmente disconexa por trayectorias), la mo-
tivacion necesaria para esto es obtenida en el siguiente teorema, sin embargo
para llegar a estos resultados y el proximo teorema, se requiere desarrollar
teoria de categorias, no se desarrollara esta ya que se cree que esta un po-
co alejado del objetivo de la tesis, sin embargo el resultado que usaremos
para la préxima prueba se puede checar en [4][Lema 3, Seccién 4 ,Capitu-
lo 2], el resultado nos afirma que usando el lema pasado, para cualesquiera
dos elementos ey, e; del grupo fundamental del espacio E, entonces p, ma-
pea hom(eg, e1) en hom(p(eg), p(e1)) de manera inyectiva, particularmente si
eg = e1, entonces obtenemos la generalizacién conceptual deseada.

Teorema 3.4.11. Sea p: E — B una fibracion con levantamiento unico de
trayectorias. Para cualquier ey € E, el homomorfismo

Dt m(E, e0) = m (B, by)
es un monomorfismo.



Capitulo 4

Fibraciones localmente triviales y algunos teoremas

En este capitulo desarrollaremos el concepto de las fibraciones localmente
triviales o tambien conocidos como haces fibrados, los cuales generalizan a los
espacios cubrientes ya que estos son localmente el producto del espacio base
y un espacio discreto, mientras que en las fibraciones localmente triviales, el
espacio total es localmente el producto de su espacio base y su fibra.

4.1. Fibraciones localmente triviales

Definicién 4.1.1. Una fibracion localmente trivial (o también conoci-
do como haz fibrado) & consiste en una cuaterna § = (E, B, F,p), donde
E B, F son espacios topologicos, p : E — B es una funcion continua y su-
prayectiva tal que para todo b € B, existe una vecindad abierta U de b y un
homeomorfismo ¢y : U X F — p~Y(U) entre U x F y p~'(U) tales que

para todo uw € U y f € F. En este caso, llamaremos a E el espacio total, a
B el espacio base, a p~'(b) con b € B se le llamard la fibra de b, a F la fibra
y por ultimo a p la proyeccion.

La idea principal de las fibraciones localmente trivales es que el espacio
total tiene estructura de producto local sobre cada punto del espacio base.

Ejemplo 4.1.1. Sean B y F espacios topoldgicos ;hay una fibracién local-
mente trivial dada por (B x F, B, F,p) donde p es la proyeccién del primer
factor.

Ejemplo 4.1.2. Sea M una variedad de dimensién n diferenciable y T'(M)
el conjunto de todos los vectores tangentes a M, hay una fibracién localmente
trivial dada por (T'(M), M,R™ p), donde p : T(M) — M le asigna a cada
vector tangente su origen. Este ejemplo es conocido como el haz tangente y
es denotado por 7(M).

47
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Ejemplo 4.1.3. Un ejemplo particularmente util e importante son las lla-
madas fibraciones de Hopf (descubiertas por Hopf en 1935), dichas funciones
consisten en 3 fibraciones entre esferas de distintas dimensiones, las cuales
son

p: St 5 S conn=24,8

Constuiremos el caso para n = 2, para ello, pensaremos a S® como la esfera
unitaria en el espacio complejo de dos variables C2, es decir

S? = {21,22 € (CQ | 2121 + 2929 = 1}

ahora pensaremos a S? como las lineas en el plano proyectivo complejo, es
decir, como pares de complejos [z1, 23] donde al menos uno es no cero con
la relacién de equivalencia tal que [21, 25| esta relacionado con [Azq, Az5] con
A€eR-— {O} La fibracién de Hopf para el caso n = 2, p : §* — §?, vie-
ne definida por la regla de correspondencia p(z1,22) = [21, 2] para todo
(21,22) € S%.

Esta idea es particularmente parecida a la del espacio cubriente, de hecho
resulta ser que toda fibracion localmente trivial con fibras discretas es un
espacio cubriente, sin embargo no todo espacio cubriente es una fibracion
localmente trivial. Curiosamente, la hipotesis que hace lo suficientemente
fuerte al espacio cubriente para ser una fibracién localmente trivial, resulta
ser muy natural, como veremos a continuacion.

Teorema 4.1.2. Todo espacio cubriente E sobre B con respecto ap: E — B
con B conexo, es una fibracion localmente trivial.

DEMOSTRACION.

La prueba usa esencialmente la conexidad de B y la propiedad (EC?2) de la
definicion de espacio cubriente.

Notemos que como p : £ — B es una funciéon cubriente, entonces por la
condicién (EC?2), tenemos que para cada b € B, existe una vecindad conexa
V;, de b tal que cada componente de conexidad de p~' (V) es abierta en E y
la restriccién de p a dicha componente, es un homeomorfismo. Proponemos
al espacio discreto F' = {p‘l(b)} para toda b € B como el espacio de puntos
disjuntos en el que la cardinalidad del conjunto de puntos es igual a la car-
dinalidad del conjunto de componentes de conexidad de p~! (V') (esto se vale

ya que por la conexidad de B, la preimagen de toda vecindad tiene la misma
cardinalidad).
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Por lo que veremos que £ = (E, B, F,p) efectivamente es una fibracién lo-
calmente trivial. Por definicion p es continua y suprayectiva, y para todo
b € B por la condicién (FC2), existe una vecindad abierta U (que de hecho
es conexa) de b. Tomamos como homeomorfismo ¢y la restriccién de p~* a
la vecindad obtenida por (EC2), que por hipotesis, es homeomorfismo. Y
claramente tenemos que

po¢y(u, f) =uparatodouec Uy feF
0

Como mencionamos anteriormente, es natural pedir que B sea un espacio
topoldgico conexo dentro de la definicién de espacio cubriente, ya que esto
nos permite evitar casos patologicos como el siguiente.

Ejemplo 4.1.4. Sea F = {a, b,c} y B = {ab,c}, ambos dotados con
la topologia discreta y p la funcién que tiene la regla de correpondencia
p(a) = p(b) = aby p(c) = c. Esta funcién claramente es cubriente pero no
puede ser una fibracién localmente trivial ya que la cardinalidad de la fibra de
ab y la de ¢ son distintas y por ende no puede existir el espacio topologico F'.

Pasaremos a ver la relacion entre las fibraciones localmente triviales y las
fibraciones de Hurewicz, pero para ello, tendremos que construir un poco de
teoria usando la propiedad de levantamiento de trayectorias la cual como se
vio, es equivalente al ser fibraciéon de Hurewicz.

Definicién 4.1.3. Sea p: E — B una funcion, diremos que p es una fibra-
cion local (en el sentido de Hurewicz) si existe una cubierta {Uj }jeJ de B

para la cual la funcién restringida a p=*(U;)
P 1wy pH(U;) = Uj
es una fibracion (de Hurewicz) para toda U; € {Uj}jeJ.

Claramente tenemos que toda fibracion es una fibracion local y que toda
fibracién localmente trivial es una fibracién local.

Definicién 4.1.4. Seap: & — B y F' C C.(B, 1), definiremos el conjunto
F={(e,f,s) e ExF x1I|f(s)=p(e)}. Unlevantamiento extendido
sobre I es una funcion Y : F — C,(I, E) que cumple

p(Y(e, f,5)(t) = f(t) y Y(e, f,s)(s) = e
Observemos que un levantamiento extendido es una funcién que levanta

trayectorias en trayectorias que pasan por algin punto de E dado un pardme-
tro.
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Pasaremos a ver el siguiente lema que relaciona la propiedad previa con la
propiedad de levantamiento de trayectorias.

Lema 4.1.5. Una funcion p : E — B posee la propiedad de levantamiento

de trayectorias (PLT) si y solo si existe un levantamiento extendido sobre
C.(I,B).

DEMOSTRACION.
Levantamiento extendido sobre C.(I, B) = p: E — B posee la PLT
Si T es un levantamiento extendido sobre C.(I, B), podemos definir una fun-
cién r como (e, f) = Y(e, f,0)

p: E — B posee la PLT = Levantamiento extendido sobre C.(I, B)
Para toda trayectoria f de B definiremos las siguientes trayectorias f,(t) y

f5(t) de B como

s—t 0<t<s
<1

fs+t 0<t<1l-s
fa 1—s<t<

Y las funciones que al par (f, s) le asigna f* o fs claramente son funciones
continuas entre C.(I,B) x I — C’ (B,I) por el lema del pegado y como
fueron definidas. Sea r : Fp — C.(I, E) tal que r es el inverso derecho de
g:C.(I,E) — Fp, definiremos el levantamiento extendido Y sobre C.(I, B)
como

e fo(s—t) 0<t<s
T(e,f,s)(t)— {T(e,fs)(t—s) SStS 1

O

Para ver que una fibracion local es una fibracién de Hurewicz, necesita-
mos acomodar varios levantamientos extendidos sobre distintos abiertos de
C.(B,I). Sin embargo, requerimos pedirle algo a estos abiertos que cubriran
a nuestro espacio, por lo que requerimos de la siguiente definicion.

Definicién 4.1.6. Una cubierta U de un espacio topologico X se dice nu-
merable si es localmente finita (esto es que para todo punto solo hay un
numero finito de elementos de la cubierta que contienen dicho punto) y exis-
te una funcion continua de fy : X — [0,1] tal que U = {z € X | fu(z) #0}.
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Lema 4.1.7. Sea p: E — B una funcion. Si existe una cubierta numerable
{Uj}jej de C.(I, B) tal que existe un levantamiento extendido sobre U; para
toda j € J, entonces p : E — B tiene la propiedad de levantamiento de
trayectorias.

DEMOSTRACION.
Para todo j € J seala funcién f; : C.(I, B) — I talque U; = {f € C.(I, B) |
fi(f) # 0}. Para todo subconjunto @ C J, sea U, = |J f;(f) y la funcién

fa : Ce(B,I) — R como e
Ful) =D 5i(F)

JjEa

tenemos que notar que esta funcién es continua y esta bien definitda por-
que es una suma finita de funciones continuas ya que la cubierta {Uj}j e

es una cubierta numerable. Por lo que para toda funciéon f € C.(B,I)
tenemos que f,(f) > 0y que U, = {fa(f) + 0}. Pasaremos a definir
Fp, = {(e, f)eFp| fe Ua}, para poder considerar el conjunto de pa-
res (o, \y), donde « C J y Ay @ Fp, — C.(E,I) es una funcién tal que
Aale, £)(0) = ey pAale, f)(t) = f(t) (Aq es un levantamiento sobre Fp,).

A este conjunto le podemos dotar un orden parcial < considerando que
(o, Aa) < B, A5 cuando o C By Au(e, f) = Ag(e, f) cuando (e, f) € Fp,
¥ fulf) = fa(f). Notemos que si (e, ) € Fpo ¥ Aa(e, ) # Asle, f) entonces
f € Uj con j € B — a. Ahora veremos que todo subconjunto simplemen-
te ordenado {O%)\ai} tiene una cota superior, sea = |J a;, definiremos
el
Ag @ Fpg — C.(I,E) de tal manera que (o, \oi) < (8, A\gi) para toda i € I.
Sea V' cualquier subconjunto abierto de Ug que se interseca con solo un
numero finito de de U; con j € §, lamemoslos Uj,, ..., U;,, Ug puede cubrir-
se con dichos subconjuntos abiertos V. Tomemos 2 € I de tal manera que
todos los 71, ..., 7 esten en «;. Entonces si o; C ay, entonces las restriccio-
nes sobre V' de f,, v fa, son iguales. Se sigue de (a;, Aai) < (o, Aak) que
Aai (e, f) = Ao, (e, f) para toda (e, f) € Fpa; con f € V. Por lo que existe
una funcién fz : Fpg — C.(I, E) tal que A\g(e, f) = Aa, (e, f) con una o; lo
suficientemente grande. Lo que queremos ver es que efectivamente hay un
elemento maximal («, \,), para ello usaremos el lema de Zorn el cual nos
dice que

(Lema de Zorn) Sea P un conjunto parcialmente ordenado que tiene la
propiedad de que toda cadena tiene una cota superior en P. Entonces existe
al menos un elemento mazximal en P
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por lo que nos falta ver que efectivamente (v, Ao,) < (8, Ag). Para esto si
(e,f) € Fpa, ¥ Aai(e; f) # As(e, f), entonces existe ay tal que (i, ) <
(s, Aay,) POT 1o que Ay, (e, f) # Ao, (e, f). Por lo que f debe estar en algun
Uj con j € oy, — a, de aqui se sigue que f € U; para algin j € 8 — «, por lo

que (o, A,) < (B, Ag).

Para terminar la prueba solo nos falta ver que o = J. Supongamos que no, en-
tonces hay un elemento jo € J —a, sea f = aU {jo}, definiremos g : Us — R

o)

fs(f)
es distinto de 0 si y solo si f € U, y g(f) es distinto de 1 si y solo si f € Uj,.

Definimos la siguiente funcién p : Fp;, — E por

con la regla de correspondencia g(f) = . Entonces 0 < g(f) < 1, g(f)

N 0<g(f) <3
ple, f) = Aale. f)20(f) —3) 3<9(f) <3
Aale, F)(g(f)) 2<yg(f) <1

Como g fue definida, es continua. Sea T el levantamiento extendido sobre
U,, v definamos Az : Fpg — C.(I, E) como

T(e, f,0)(t) 0<g(f) <3

Xale, f)(t) (5 <9(f) <2 N0 <t <29(f)
Asle, ))(t) = § Ylule, f), £,29(f) = 2)(t) (5 <9(f) <3N (29(f)—3<t<1)

Aale, f)(1) (2 <g(/) <A <t<g(f))

T (ule, f), f,9(f))(t) F<g(f) SHA(g(f) <t <)

Entonces A\g es una funcién levantamiento bien definida sobre Ug. Mas aun,
para todo (e, f) € Fp, si Ao(e, f) # Ag(e, f), entonces g(f) # 1y f € Uj,.
Como jp € B — a eso significa que (o, \y) < (8, 5), lo que contradice la
maximalidad de («, A,) y concluye la prueba. O

Lema 4.1.8. Sea p : F — B wuna funcion continua. Si existen subcon-
jguntos Uy, ...,U, de B tales que existe un levantamiento extendido sobre
C(I,Uy),...,Ce(1,Uy), entonces existe un levantamiento extendido sobre el
siguiente subconjunto de C.(I, B)

V={feC,B)| f(5 %) CU coni=1,..k}

DEMOSTRACION.
Sea T; el levantamiento extendido sobre C.(I,U;) coni = 1,....k,si f € V|
definiremos f; la trayectoria en B como
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Dados (e, f,s) € F tal que "T’l < s7%, definiremos e; € F para i = 0,...,1

inductivamente de tal manera que

€n—1 = Tn(67fn,8>(n;>
€n = Tn(ev'fnas)(

: 3
en1=Yilei, fi, £)(5) 0<i<n—1

eir1 = Yia(es, firn, £)(5)

Un levantamiento extendido T sobre V' se puede definir por

Te, f,8)(t) = { Tule, frs)(t) <t <f
Tipilen fiy, 1) R<it<t<=l

O

Ahora probaremos el resultado principal en el camino entre las fibraciones
locales (no las fibraciones localmente triviales) y las fibraciones de Hurewicz.
Teorema 4.1.9. Seap: E— By {Uj }jeJ una cubierta numerable de B tal
que para todo U; € {Uj}jeJ’ p | p N (U;) : p~H(U;) — U; es una fibracion de
Hurewicz, entonces p es una fibracion de Hurewicz.

DEMOSTRACION.

Sea k < 1, e indices ji, ..., Ji, definiremos el subconjunto de C.(I, B), V;
como

1,925k

‘/jl,j2,~~~,jk = {f S CC<L B) ’ f([%a %]) - iji = 17 7k}

Notemos que la coleccién de {V}, j, ;. } donde k varia, es una cubierta
abierta de C.(I, B), y por el lema pasado, cada conjunto Vj, ., tiene una
funcién que funciona como levatamiento extendido sobre aquel conjunto. Para
k fijo la coleccién {Vj, j, ... } es localmente finita. Mas aun para cada f €
C.I,B)yi=1,..,k hay una vecindad W; de f([52,£]) que interseca a

) kK
solo un nimero finito de U;. Por lo que [Ni<;<x([52, L], W;) es una vecindad
j <i<

kK
de f que solo interseca a un nimero finito de {W;, ;, .. ;. }-

Para cada j € J, definiremos la funcién continua f; : B — I, de tal manera
que fj(b) # 0 si y solo si b € U;. Pasaremos a definir la funcién continua

fjl,...,jk : CC(I7 B) — 1
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T ) =mf {fif) | <t <ii=1,..k}

Entonces f;,.. ;. (f) # 0 siy solo si f € Vj, ;. Esta coleccion {V}, ;. }
no es localmente finita por lo que tendremos que modificar ligeramente los
conjuntos Vj, . . Dado m, la coleccién {le’~~-dk}k<m es localmente finita, la

suma de las funciones f; . con k < m es una funcion real continua g, en
Ce(I, B). Pasaremos a definir f; . :C.(I,B) — I como

/!

i = inf(sup(0, f;, ;. —mgm), 1)
Y definiremos el conjunto Vi . = {f € CI,B) | fj,. ;. (f) # 0},

Notemos que V! . C Vj, ;. porlo que hay un levantamiento extendido

J1s--5Im
sobre este conjunto Vj’lem. Notemos que para acabar, por el lema 4.1.7 lo

que falta es ver que la coleccién {Vj’ljk} es una cubierta localmente finita
de C.(1, B).

Sea f € C.(I, B), sea m el entero mas pequeno para el cual le,...,jm(f) #0
para algun ji, ..., jm. Entonces g,,(f) =0y f;, ; (f) = f;. ;. # 0. Por
lo que f € V] . porlo que efectivamente la coleccién Vj, _;  es una
cubierta C.(I, B). Para mostrar ques es localmente finita, escojamos una n
de tal manera que m < n'y % < 7]-17”.7jm.Entonces % < go(f) v 1 < ng,(f).
Por lo que 1 < ng,(f’) para todo f’ en una vecindad W de f. Por lo que
todas las funciones f; . se vuelven cero si k > n en V. Esto significa
que el conjunto V; . tiene interseccién vacia con V. Como la coleccién
{Vj’lek} con k < n es localmente finito, la coleccion {VJ’IM} para toda k

es localmente finita.
O

Por lo que obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.1.10. Si B es un espacio Hausdorff paracompacto, entonces la
funcion p : E — B es una fibracion de Hurewicz si y solo si es una fibracion
local.

DEMOSTRACION.
Para ver que si p : £ — B es una fibracion local, entonces tambien es
una fibracién de Hurewicz, notemos que toda cubierta abierta de un espacio
Hausdorff paracompacto tiene un refinamiento numerable, por lo que por el
Teorema 4.1.9., p es una fibracion de Hurewicz.
Para la ida, toda fibracion de Hurewicz es una fibracién local, por lo que
queda demostrado. O

Particularmente toda fibracién localmente trivial es una fibracién local
(jbuen uso de notacién!), por lo que obtenemos el resultado al que se queria
llegar.
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Corolario 4.1.11. Si (E, B, F,p) es una fibracion localmente trivial con es-
pacio base B Hausdorff paracompacto, entonces p es una fibracion de Hure-
wicz.

4.2. Algunos teoremas y aplicaciones importantes de la teoria

Antes de anunciar el teorema de levantamiento, daremos la motivacién
necesaria.
En topologia algebraica, cuando se estudia el grupo fundamental, se estudia
principalmente el levantamiento de trayectorias en E a un espacio cubriente
suyo B. Analogamente nosotros pensamos el problema para cualquier espacio
X, no solo el caso X =1 :=[0,1. Con f : X - Byp: E — B Jla
pregunta que surge naturalmente es ;bajo que condiciones existe una funcion
g : X — E tal que el siguiente diagrama de funciones

E

3g7
p

.

B

es conmutativo? O planteado de otra manera, ; cuando hay una p tal que
levanta a f via p?.

Una condicion necesaria es facil de obtener si consideramos el grupo fun-
damental y las funciones inducidas en estas. Ya que si dicha funcién g existe
entonces obtenemos el siguiente diagrama de grupos y morfismos

T (F)
n(X) —L . r(B)

La existencia del homomorfismo g, : m1(X) — 71 (E) que hace el diagrama
conmutar, es exactamente equivalente como p, es monorfismo a que la imagen
de f, este contendia en la imagen de p, . Lo que es sorprendente de esta
condicién es que no solo es necesaria, sino que tambien es suficiente, como lo
probaremos en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 (El teorema de levantamiento).
Sea p: E — B una funcion cubriente y f : X — B una funcion continua.
FEziste una unica funcion g : X — E tal que g : (X, z9) = (E, ep) tal que

g(xo) =eypg=f
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sty solo si la imagen de f, : m (X, xg) — m(B,by) esta contenido en la
imagen de p, : m(E, eq) — w1 (B, bo)

DEMOSTRACION.
=) La necesidad es facil ya que si g : (X,x9) — (E,ep) y existe f tal que
pg = f, entonces tenemos que p.g. = f. por lo que la imagen de f, queda
contenida en la de p,.

<) Para construir una funcién g, sea x un punto arbitrario de X. Entonces
existe un camino 7 : I — X con 7(0) = z¢ y (1) = z. La funcién que es la
composicién de fy m, 0 = fr: I — B es un camino en B con ¢(0) = f(x)
y o(1) = f(x). Usando el lema 3.4.1., entonces existe un unico 7 : I — E tal
que 7(0) = ep y pT = 0.

Nosotros afirmamos que el punto 7(1) de F no depende de la eleccién del
camino pi : I — X. Para probar esto, sea 7w’ : [ — X otra trayectoria en X
que une a xo con x y sea 7' : I — E el Gnico camino tal que 7/(0) = ey y
pt’ = fr'. Tenemos que probar que 7(1) = 7/(1). Ellazo A = w71 : [ — X
representa un elemento « € m (X, xg) y tambien el lazo fA : I — B repre-
senta un elemento fi.(«) de (B, by). Por nuestra condicién , este elemento
esta contenido en p.m (B, by). Por lo que existe un lazo p : I — FE en ¢, tal
que ppt = fA. Como A\ = 7* 7’1, se sigue de la unicidad de la trayectoria en
(3.4.1) que 7(t) = u(t/2) y que 7'(t) = p(1 —t/2) para cada t € I. En parti-
cular 7(1) = u(1/2) = 7/(1), quedando asi demostrada nuestra afirmacién.
Por la pasada afirmacién, pasaremos a definir una funciéon g : X — FE to-
mando g(x) = 7(1) para cada x € X. Por la construccién del punto 7(1), es
obvio que g(zo) =€y y pg = f.

Sea x1 € X, para probar la continuidad de g, basta probar que es continua
en xp, para esto veamos que ¢ coincide con una funciéon continua en alguna
vecindad continua x; en X. Sea by = f(z1) y W = B\ by y J la componente
de conexidad de p~*(W) que contiene a g(z;) = e, la componente de co-
nexidad J es abierta, denotemos con ¢ : W — J el homeomorfismo tal que
pq(b) =b,Vbe W.

Sea X D U = f~1(W), tomemos la funcién continua h : U — E, tomando
h(z) = qf(z) con z € U. Obtenemos que h(z1) = e; y ph = f |y. Probare-
mos que g coincide con h en una vecindad abierta de x; en X.

Como X es localmente conexo por trayectorias y U es una vecindad abierta
de 1 en X, entonces existe una vecindad V' C U de x; en X tal que todo
punto de V' puede ser unido con x; por una trayectoria en U.

Probaremos que g(x) = h(x) Vo € V |, para esto sea z € V, como X es
conexo por trayectorias existe n : U C X — [ tal que n(0) =z yn(l) ==z y
tambien existe £ : I — X tal que £(0) = 29y £(0) = x1. Seam =&xn: [ — X
la trayectoria definida de manera natural , sea p = f{ y 0 = fr, tomemos
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0 : I — E launica trayectoria tal que 8(0) = e y pf = p. Por la construccién
de g tenemos que 0(1) = g(x1) = e; y por otro lado h(z1) = e;. Definiremos
la trayectoria 7 : I — E como

o [oen 0<t<1/2
"= -1 12<i<1

Entonces 7(1) = h(zx), por otro lado pf = p = f¢ y phn = fn por lo que
pr = o, mas aun 7(0) = 0(0) = ey , por la construccién que tenemos de
g tenemos que 7(1) = g(x). Entonces g(x) = h(z) Vx € V y asi queda
demostrada la continuidad de g ya que h lo es y coinciden en V' es una
vecindad abierta de z; en X.

Para probar la unicidad, sean ¢ y ¢’ dos funciones continuas de X en FE tal
que

pg=f=npg", g(xe) =10 = ¢ (20).

Probaremos que g = ¢’. Sea x € X un punto arbitrario, basta probar que
g(x) = ¢'(z). Hay un camino 7 : I — X conectando z¢ con z. 0 = f,
7 = gmw, 7 = ¢g'm. Por lo que tenemos que

pr =0 =pr" |, 7(0) = ey = 7'(0)
Por el lema (3.4.2) entonces 7 = 7’. En particular,

glx) =7(1) = 7'(1) = ¢'(x)

Por lo que la unicidad de la funciéon queda demostrada.
O

Es importante notar que si se omite la condicién g(xg) = ey del teorema
pasado, obtenemos el resultado de que existe una funciéon g : X — E con
pg = [ siy solo si f. manda 7 (X, z) en un grupo de la clase caracteristica

X(E,ep).

Sea E un espacio cubriente sobre B relativo a p : £ — B, E’ es un es-
pacio cubriente sobre B’ relativo a p’ : B — B’, sea f': B — B’ una funcién
dada. Seaneg € E , by € B , e, € E' y b, € B’ puntos tal que

pleo) =bo , p'(en) = by, f(bo) = bg
Las funciones continuas p, p’ y f inducen homomorfismos indicados en el
siguiente diagrama:
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7T1(E,€0) 7T1<E,,€6)
P+ 8
m1(B, bo) ™ (B, b))

*

Teorema 4.2.2 (Teorema de la funcién fibrada).
FEziste una unica funcion continua g : E — E' tal que g(eg) = ey yp'g = fp
si y solo si f, lleva la imagen de p, en la de pl,.

DEMOSTRACION.
Si consideramos la funcién fp: E — B’y el teorema de levantamiento 4.2.1

, obtenemos el resultado.
O

Es importante notar que todo espacio topolégico X es espacio cubriente
de si mismo trivialmente, por lo que el Teorema de levantamiento 4.2.1 es un
caso especial del Teorema de la funcién fibrada 4.2.2., pero como vimos en la
demostracion del teorema de la funcién fibrada, el teorema de levantamiento
implica el teorema dela funcién fibrada.

El teorema de la funcién fibrada tiene consecuencias importantes que se es-
tudiaran en lo que resta del texto.

Si suponemos que B = B’ y f es la funcién identidad en B, obtenemos el
siguiente teorema

Teorema 4.2.3 (Teorema de cubrimiento).

Sean E y E' dos espacios cubrientes sobre el mismo espacio B relativo a
p: E— Byp : E' — B respectivamente, y sea by € B. Siey € E y e, € E'
son tales que

pleo) = bo = p(en) , pe[mi(E, eo)] C plm(E', €5)]
entonces existe una unica funcion continua g : E — E’ tal que

gleo) =€y, Pg=p
Mas aun, E es un espacio cubriente sobre E' relativo a g.

DEMOSTRACION.
La primera afirmacién es un caso especial del Teorema de la funcién fibrada
4.2.2 . Por lo que nos queda probar que E es un espacio cubriente sobre £’
relativo a g.
Para ello, verifiquemos la condicién (EC1). Seae € E, b= p(e) y € = g(e).
Escojamos una vecindad abierta conexa V' de b en B tal que la condicion
(EC2) se cumpla tanto para E como para E’ sobre B. Sea W la componente
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de conexidad de p~1(V) que contiene a e y W’ la de p'~1 (V) que contiene a
e¢’. Por lo que las restricciones

g=plw,d =7 |w

son homeomorfismos en V. Como p'g = p tenemos que g |w= ¢ '¢q. Por lo
que g es un homeomorfismo de W en W’. Esto implica que g(FE) es tanto
abierto como cerrado en un espacio conexo E’; por lo que entonces la funcion
mapea E en E’.
Ahora verificaremos la condicién (EC2). Sea e’ € E'y b’ = p/(¢’). Escojamos
una vecindad abierta V' de b en B tal que la condicién (EC2) se cumpla para
ambos espacios cubrientes F y E’ sobre B. Denotemos con W’ la componente
de conexidad de p~!(V) que contiene a ¢'. Entonces W’ es una vecindad
conexa de € en E y g~'(W’) es la union de conjunto de componentes de
p~H(V). Se sigue que cada componente de g~(TW’) es un conjunto abierto en
E v que es mapeado de manera homeomorfa en W por g.

]

Para dar una aplicacion relativamente importante del teorema y luego
enunciar el préximo teorema importante, necesitamos de las siguientes defi-
niciones.

Definicién 4.2.4. Se dice que un espacio cubriente E sobre B relativo a
la funcion p : E — B es una cubriente universal si para todo espacio
cubriente E' sobre B relativo a p' : E' — B, existe una funcion g : E — E’
tal que p'g = p y que E es un espacio cubriente sobre E' relativo a g.

El

A

E B

Ejemplo 4.2.1.

Como se sabe R es un espacio cubriente de S! relativo a la funcién ex-
ponencial, mas aun R es una cubriente universal de S! relativa a la funcién
exponencial ya que como R es simplemente conexo, su grupo fundamental
m(R) es trivial y por el Teorema de cubrimiento 4.2.3, tenemos el resultado.

Mas aun, notemos que si F/ es simplemente conexo, entonces el Teorema
de cubrimento 4.2.3 implica que E es una cubriente universal sobre B relativo
ap: EF— B.
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Definicion 4.2.5. Sean E y E' espacios cubrientes sobre el mismo espacio
base B relativo a las proyecciones p: E — B yp : E' — B'. Se dice que E
y E' son equivalentes si existe un homeomorfismo g : E — E' de E en E’
con p'g = p.

Es importante recordar que las clases caracteristicas x(F, by) estan defi-

nidas para cada by € B por el Teorema de levantamiento 4.2.1 y el teorema
3.4.4 .

Teorema 4.2.6 (Teorema de equivalencia).
Para todo punto by € B, dos espacios cubrientes E y E' sobre B relativos
a las proyecciones p : E — B yp : E' — B son equivalentes si y solo si

X(E,bo) = x(£', bo).

DEMOSTRACION.
E y E' son equivalentes = x(FE,by) = x(E',by).
Sea g : £ — FE’ un homeomorfismo entre F y E’ tal que p'g = p. Sea
eo € p~t(by) y €(0) = g(eg). Entonces g induce un homeomorfismo g. de
m(F,e0) a m(E' ep). En la otra mano, p'g = p nos da que plg. = p.. Esto
implica que p.[m1(E,eo)] = pllm(E', ey)] y por ende x(F,by) = x(E', by).

X(E,by) = x(E',by) = E y E' son equivalentes .
Supongamos que Y (F,by) = x(E’, by). Entonces hay puntos eg € E'y ¢, € E
tal que

pleo) = bo = p(€) , pulmi(E, e0)] = pi[mi(E', ep)]

Por el Teorema de la funcién fibrada 4.2.2; existe una funcién g : £ — E’ tal
que g(eg) = e,y p'g = p. Similarmente, existe una funcién h : E' — E tal que
h(ey) = €9 y ph = p'. Ahora consideremos composiciéon hg : E — E. Como
hg(eo) = ey y phg = p'g = p, por la unicidad del Teorema de cubrimiento
4.2.3, obtenemos que hg es la funcion identidad en E. Analogamente, gh es
la funcién identidad en E’. Por lo que g es un homeomorfismo y los espacios

cubrientes F y E’ son equivalentes.
O

Notemos que particularmente cualesquiera dos espacios simplemente co-
nexos sobre el mismo espacio base son equivalentes.

Definicién 4.2.7. Un espacio cubriente E sobre un espacio base B relativo
ap:FE — B se dice que es regular si la fibracion p: E — B es reqular, es
decir que para todo by € B, x(E,by) consiste de un solo subgrupo normal de

Tl(B,b()).
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Si ahora tomamos E un espacio cubriente regular sobre B relativo a
p: E — Bybyen B. Como x(FE,by) es un grupo invariante de (B, by), el
grupo cociente
W = m1(B, bo)/x(E, bo)
esta bien definido. Es facil verificar que de hecho como grupo algebraico,

W no depende de la eleccion de by € B. Por lo que tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.2.8. El grupo W opera en el lado derecho del espacio cubriente
reqular E. Mas precisamente, para cada elemento w en el grupo W y para
cada punto e del espacio E, le corresponde un unico punto en E tal que

(ewy)we = e(wiws)
y, para cada w € W, la correspondencia e — ew define un homeomorfismo w*
de E en si mismo. Mas aun, la operacion tiene las siguientes dos propiedades:
(i) p(ew) = p(e) para cada e € E yw € W
(i1) Para un e € E dado, ew = e implica que w = Id.

DEMOSTRACION.
Tomemos un punto ey € p~'(by). Por el teorema 3.4.4, hay una correspon-
dencia natural uno a uno v : W — p~'(by) en W hacia p~*(by) con v(1) = eq.
Para un elemento arbritrario w € W, sea e; = v(w). Como E es un espacio
cubriente regular sobre B, tenemos

p«[mi(E, e0)] = pulmi(E, €1)]

Por lo que, como en la prueba del Teorema de equivalencia 4.2.6, existe un
unico homeomorfismo w* de E en si mismo tal que w*(eg) = e y pw* = p.
Por la construccién de v y w*, uno puedo verificar que

(wyw2)* = wywy , (wi,wy € W)

Si el homeomorfismo w* de E admite un punto fijo e € F, entonces se sigue
de la unicidad del Teorema de la funcion fibrada 4.2.2, que w* debe ser
la funcién identidad en E. Esto implica que e; = w*(eg) = e¢ por lo que
w=v"1(e) = 1.
De este teorema se sigue de inmediato si tomamos ew = w*(e) para cada
ec EyweW.

O

En particular, si £/ es un espacio cubriente simplemente conexo sobre un
espacio B, el grupo fundamental 7 (B) actua libremente en E.
En la teoria clasica, a los homeomorfismos w* en el teorema pasado se les
conoce como deslizamientos o transformaciones cubrientes ( del inglés Deck
transformations [9] o del alemén Deckbewegungen [6]) del espacio cubriente
regular F. Pasaremos a ver la razén de por la que optaremos por nombrarlos
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asi, deslizamientos.

Definicién 4.2.9. Sea E un espacio cubriente sobre B relativo a la funcion
p: E — B, un deslizamiento de E es un homeomorfismo

h:E — B conph=np
Se denota a D(p) como el conjunto de todos los deslizamientos de E (el

cual es un subconjuntos de los homeomorfismos de E en si mismo). Mas aun,
es facil ver que D(p) es un grupo respecto a la composicion como operacion.

E

K

p

E-

B

La intuicién detras del nombre de deslizamiento es de que uno de estos
homeomorfismos desliza (o lleva) un elemento de p~*(by) a otro del mismo
conjunto sin cambiar la estructura del espacio total.

F1GUrA 1. Un elemento de la preimagen del punto es deslizado
hacia otro elemento de la preimagen.

De la definicién de deslizamientose sigue que si h es un deslizamiento,
entonces para todo e € p~'(b) entonces h(e) tambien esta en p~!(b).
Es importante notar que en la literatura matematica al grupo de los desliza-
mientos D(p) tambien se le conoce como el grupo de las auto-equivalencias
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de una fibracién de Hurewicz p : E — B, G(E | B) (una auto-equivalencia
de un espacio es un homeomorfismo del espacio en si mismo que hace que al
componer esta funcién con la fibracién sea lo mismo que la funcién original).
Sin embargo por el teorema 3.1.7 como toda funcién cubriente es una fibra-
cion de Hurewicz, optamos por la nomenclatura previa.

Recordando la demostracion del teorema 4.2.8, se describe una correspon-
dencia implicitamente entre Wy D(p), por lo que entre W y D(p) existe un
monomorfismo. Sin embargo un resultado importante que suele demostrarse
en cursos de Topologia Algebraica (no se realizara una demostracién de este
hecho ya que se considera un poco alejado del objetivo de la tesis, para una
prueba se puede checar [2][p.504] , [9][p.72], v [4][p-85)] ) es el siguiente

(Teorema) Sea E un espacio cubriente conexo sobre un espacio B conexo,
localmente conexo por trayectorias, entonces el grupo de los deslizamientos
D(p) es isomorfo a Ny, (pp)P«(T1(E, €0))/m1(E, €o)

Por lo que si nuestro espacio cubriente es regular, obtenemos que

Nwl(B,bo)p*(7Tl<E> 60)) = 7Tl(B7 bO)

y por ende nuestro siguiente corolario
Corolario 4.2.10. Los grupos W y D(p) son isomorfos.

Sabemos que los deslizamientos siempre mandan un punto de p~'(b) en
otro, por lo que una pregunta natural surge la cual es si dados dos puntos
en p~1(b), existird algin deslizamiento h € D(p) que lleve un punto al otro
(hagase notar que es equivalente esto ya que si tenemos el deslizamiento que
lleva un punto a otro, por la estructura de grupo de D(p), hay un desliza-
miento el cual es su inverso que lleva el otro punto al original).

En cursos de topologia se define que si p : £ — B responde afirmativa-
mente la pregunta anterior para cualesquiera dos puntos en p~!(b), entonces
se dice que p : F — B es normal. Luego se pasa a caracterizar la normalidad
de la funcién en base a si el grupo fundamental del espacio total al mandarlo
bajo la funcion inducida de la funcién entre el espacio total y el espacio base
es normal (como grupo) en el grupo fundamental del espacio base. Como
las definiciones de normalidad y regularidad coinciden para esto, obtenemos
el siguiente corolario. Notemos que la importancia de la normalidad de ese
grupo es lo que nos permite definir correctamente el grupo W ya que es el
cociente de dos grupos.

Corolario 4.2.11. Si B es un espacio localmente conexo por trayectorias, E
un espacio conexo y localmente conexo por trayectorias, entonces p: E — B
es reqular si y solo si es normal.
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Si juntamos lo anterior con el teorema 4.2.8 | obtenemos el siguiente
corolario

Corolario 4.2.12. Sea E un espacio cubriente sobre B relativo ap : E — B,
st B es un espacio regular, conexo, localmente conexo por trayectorias, simple-
mente conexo y B un espacio localmente conexo por trayectorias, entonces el
grupo fundamental m(B) es isomorfo a D(p) y dicho grupo actua libremente
en E.

En la literatura matemdtica ([9], [6]), a las funciones regulares tambien
se les conoce como funciones normales o de Galois. Al menos en este texto
se distingue para como ahora, entender porque se le conoce por lo mismo.
Para el siguiente teorema requeriremos de una hipotesis adicional para el
espacio B, la cual definiremos ahora.

Definicién 4.2.13. Se dice que un espacio B es localmente simplemente
conexo si para todo b € B y toda vecindad abierta V, de b en B, existe
una vecindad Uy, de b contenida en Vy, tal que para cualesquiera ug,u; € Uy,
cualesquiera dos trayectorias con punto inicial ug y punto final uy fuesen
homotopicas.

Definicién 4.2.14. Si una vecindad V, que cumple lo descrito en la defi-
nicion pasada particularmente es el espacio B se dice que un espacio B es
semzi-localmente simplemente conexo.

En otros textos como [4], a esta condicién se le conoce como semi-localmente
1-conexo. Y es equivalente a pensar que todo punto de nuestro espacio posee
una vecindad para la cual la funcién inducida de la inclusion entre el grupo
fundamental de la vecindad al grupo fundamental del espacio, es trivial.
Existen muchos ejemplos importantes de espacios semi-localmente simple-
mente conexo, como todas las variedades y los CW-complejos. En variedades
al menos es relativamente facil de intuirlo ya que localmente las variedades
son homeomorfas al espacio euclidiano n-dimensional y aqui es facil encontrar
dicha vecindad. Sin embargo, hay importantes ejemplos de espacios no semi-
localmente simplemente conexos como el arete hawaiano (el cual consiste en
la union de circulos de radio % con centro en (0, %)) en el plano real o el com-
plemento de Q x Q en el plano real, es facil ver que el arete hawaiano no es
semilocalmente simplemente conexo ya que el origen no posee una vecindad
que no contenga a ningun circulo y de hecho el grupo fundamental de ambos
espacio es no numberable, mas aun el del arete hawaiano particularmente es
no contablemente-generado por este motivo, ya que uno puedo definir para
toda sucesién s = (a,,) en [~ Zs, un lazo o, en el arete hawaiano el cual es

constante en [*=%, -] si a, = 0, y a, ser [, en [*=%, -] si a,, = 1. Tambien

n ) n+l
definimos a,(1) = zg, por lo que obtenemos una familia no numerable de cla-

ses de homotopia [a,] en el grupo fundamental del arete hawaiano, resta ver
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que ninguna de estas familias son iguales, y esto es una cuenta sencilla por la
manera de haber constuido los lazos; que el grupo fundamental del segundo
espacio sea no numerable se puede checar en [1|[Ejemplo 1.2.5]. Tambien es
interesante para el primer ejemplo, notar el teorema en [10][p.627-632] que
enuncia

(Teorema) Sea X un espacio topolégico, conexo por trayectorias,
localmente conexo por trayectorias, métrico y compacto. Entonces 71 (X) es
finitamente generado o es no numerable.

Si recordamos el problema de pensar cuando una funcién que sea una fibra-
cién con unico levantamiento de trayectorias, esta propiedad para el espacio
total es la propiedad deseada. Intuitivamente el hecho de que los puntos de
la fibra posean vecindades cuya funcion inducida de la inclusion del grupo
fundamental de la vecindad al grupo fundamental del espacio total sea tri-
vial, es lo que nos permite separar los puntos de la fibra, ya que al existir
estas vecindades, no puede ser que los puntos de la fibra esten tan pegados
por lo que esto hace que se discretice la fibra del espacio. Para una prueba se
requiere mucha teoria la cual no se desarrollara en este texto pero se puede
encontrar en [4][Lema 9, Seccién 4, Capitulo 2].

Notemos que todo espacio localmente simplemente conexo es semi-localmente
simplemente conexo. Para lo que resta de este escrito, se pensara que B es
conexo, localmente conexo por trayectorias y semi-localmente simplemente
COnexo.

Teorema 4.2.15 (El teorema de existencia).

Para cada subgrupo G del grupo fundamental 7 (B,by), existe un espacio
cubriente E sobre B relativo ap: E — B y un punto eq € p~*(by) tal que G
es exactamente la itmagen del homomorfismo inducido

Px - 7T1(E, 60) — 7T1(B,bo)

DEMOSTRACION.
Consideremos el espacio de trayectorias [B;bg, B], sea p; : [B;by, B] — B
la, proyeccién terminal definida como p;(f) = f(1) para toda f € [B; by, BJ.
Definiremos una relacion de equivalencia dependiente de GG, ~, como sigue.
Dos trayectorias o, T estardn relacionadas si p;(c) = p1(7) y el elemento que
representa al lazo oot~ ! en el grupo fundamental de B, 71 (B, by) tambien esta
en GG. Si o y 7 estan relacionadas por esta relacion de equivalencia dependiente
de G, 0 ~¢ [7', direm]os que o y 7 son equivalentes modulo G. Sea F el espacio

B, bo, B

~

cociente de , entonces los elementos de E son precisamente las clases

de equivalencia—s modulo G de las trayectorias de [B; by, B]. Denotaremos a
[0] por la clase que contiene a la trayectoria o € [B; by, B].
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Definiremos la funcién p : £ — B, tomando
plo] = p1(o) para todo [o] € E

Por la manera en la que fue definida, p es continua. Como B es localmente
conexa por trayectorias, se sigue p es suprayectiva.
Pasaremos a construir una base conveniente para los conjuntos abiertos de
E. Sea e € E'y una vecindad U de p(e) € B, tomemos una trayectoria o € e
(en el sentido de que o pertenece a la clase de equivalencia médulo G) y
denotaremos por N(e,U) al subconjunto de E que consiste en las clases que
contienen a la trayectoria de la forma 7 : I — B, tal que manera 7(t) = o(2t)
sit <1y7(t)€Usit> 3. Claramente N(e,U) no depende de la eleccién
del lazo representativo o de la clase e € E. En vista de que nuestro espacio
B es localmente conexo por trayectorias y semi-localmente simplemente co-
nexo, se sigue que N(e,U) es abierto en E. Por lo que podemos ver que la
coleccion {N(e, U)} con e € E'y U vecindad abierta de p(e) en B, es una
base para los conjuntos abiertos en E. Por lo que se sigue que p: F — B es
una funcién abierta.
Probaremos la condicién EC/(2) para ver que p : E — B es una funcién
cubriente, en vista de que ya teniamos la condiciéon FC(1) como la fun-
cion es suprayectiva. Para elllo, supongamos que b € B, sabemos que existe
una vecindad conexa por trayectorias U de b € B tal que para cualesquie-
ra ug,u; € U, cualquier par de trayectorias que unen dichos puntos son
homotdpicas. Por lo que basta ver que p~'(U) es una unién disjunta de con-
juntos abiertos {N(e,U) | e € p~*(b)} C E de tal manera que cada uno de
dichos conjuntos abiertos es homeomorfo a U bajo p.
Primero probaremos que N(e,U) es homeomorfo a U y que dicho homeo-
morfismo es p, para toda e € p~1(b). Recordemos que por como fue definido
N(e,U), se sigue que p manda N(e,U) en U. Como U es conexo por trayec-
torias, entonces existe una trayectoria 6 : I — U que une a b con u. Tomemos
una trayectoria o € [B;bg, B] , [0] = e y consideremos la trayectoria 7 = o#.
Notemos que [7] € N(e,U) y p[r] = u por lo que esto muestra que p man-
da N(e,U) en U. Supongamos que hay dos puntos eg,e; en N(e,U), tales
que p(eg) = p(e1). Notemos que hay dos trayectorias 7y, 71 € [B; by, B], tales
que [1] = ¢ , 7(t) = o(2t) cuando t < 3,y 7(t) € U, cuando ¢ > 3 (con
i=0,1). Como p(ey) = p(e1), entonces 15(1) = 71(1), llamaremos a este punto
termincal que tienen en comun u € U. Denotemos por &y, & : [ — U a las
trayectorias definidas por

141

&i(t) = 7i( 5

Entonces & y & son dos trayectorias en U que unen a b con v. Por la elec-
cién de U, las trayectorias &, y & son homotodpicas en B con puntos finales

) coni=0,1ytel
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fijos. Esto implica que 79 y 7 son homotodpicas con puntos finales fijos, por
lo que ey = e; y asi queda demostrado que la restriccién de p en N(e,U) es
inyectiva. Como p es abierta y continua, se sigue que la funcién p restringida
en N(e,U) es un homeomorfismo entre N(e,U) y U.

Ahora probaremos que los N(e,U) con e € p~1(b), son disjuntos, para ello,
supongamos que no lo son, por lo que hay almenos un elemento en comun
entre N(eg, B) y N(eq, B) el cual llamaremos z, tomemos un par de trayecto-
rias 0g, 01 € [B; by, B] tales que [0;] = ¢; con i = 0, 1. Entonces hay un par de
trayectorias [B; by, B, tales que [;] =z, 7;(t) = 0;(2t) sit < 1, y 1(t) € U
sit > % Sean &, & : I — U dos trayectorias en U que unen a b con p(x),

t
) coni=0,1ytel). Porla eleccion

definidas como antes (§;(t) = 7;(

de U, & y &1 son homotdpicas en B con puntos finales fijos. Por lo que 757, *
es homotépico a oppé; 'op !, pero este es homotépico a g0y, entonces o7, "
es homotépico a ogo; ' Como [ry] = = = [r1], To7; ' Tepresenta a un elemento
en (G, el cual tambien es representado por ggoy, pero esto implica que ey = e;.
Por lo que los conjuntos abiertos N(e,U) con e € p~1(b), son disjuntos.

Por lo que falta probar que p~!(U) es una la unién de los N(e,U) con
e € p~1(b), para ver que E es un espacio cubriente sobre B reltivo a p. Para
ello, sea z € p~*(U) (consideramos este punto ya que como p manda N (e, U)
en U, entonces N (e, U) esta contenido en p~'(U), probaremos que hay algtin
e € p~(b) tal que z € N(e,U). Tomemos una trayectoria 7 € [B; by, B], tal
que [7] =z y u = p(x) = 7(1), por la conexidad por trayectorias de U existe
una trayectoria 6 : I — U que une a b con u. Sea 0 = 70~ y ¢ = g6. Sea
e = [o], como o(1) = 6(0) = b entonces e € p~!(b). Notemos que £ y T son
homotdépicas con puntos finales fijos por como fueron construidas, por lo que
se obitene que r = [7] = [{] € N(e,U). Por lo que p~}(U) es la unién de
los N(e,U) con e € p~1(b). Por lo que efectivamente p posee la propiedad
(EC2).

Notemos que al ser F la imagen continua de un espacio conexo por trayecto-
rias ([B; by, B]), entonces E tambien es conexo por trayectorias. Por lo que
E es un espacio cubriente sobre B relativo a p.

Sea ¢ € [B; by, B] la trayectoria que es constante en by, (1) = by y €9 = [d] €
E. Entonces p(eg) = by y p induce el monorfismo

s T (E, eq) — (B, bo)

Lo que falta ver es que la imagen de p, es exactamente dicho subgrupo
G de m(B,by). Para ello probaremos antes que si tenemos una trayectoria
o : 1 — Bcon c(0) = by y el inico levantamiento de esta funcién o* : [ — E
con 0*(0) = e (este existe por el lema 3.4.1), entonces para cada t € I, o*(t)
es la clase que contiene a o, : I — B siendo oy(s) = o(st) para toda s € I.
Esto se sigue del hecho de que la asignacién ¢ — o; define una trayectoria
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7 : 1 — [B; by, B] por la proposicién 1.2.9. y que E es una espacio cociente
de [B, bo, B] .

Ahora, probaremos que la imagen de p, es exacatamente G. Sea o € m1(E, eg),
tomemos algun lazo representante de o, ¢* : I — E, por lo que 0 = po*
representa al elemento p.(«a) € m(B,by). Por lo demostrado previamente,
tenemos que

o] = 0"(1) = eq = [J]

Por lo que p.(a) € G.

Si B € G, tomemos algun lazo representante de 3, o : [ — B. Analogamente
por el lema 3.4.1, ¢ tiene un levantamiento tnico o* : I — E con ¢*(0) = ey.
Por lo demostrado previamente, tenemos que 0*(1) = [o]. Como o representa
a f € G, entonces 0*(1) = ey. Por lo que o* representa une elemento o €
m(F, e0). Por lo que = p.(a) y asi queda demostrado que la imagen de p.
es exactamente G. O

Particularmente, si G es el subgrupo trivial, entonces E es un espacio
cubriente simplemente conexo sobre B. Por el teorema de cubrimiento 4.2.3,
entonces E es una cubriente universal y por el lema 3.4.3, toda cubriente
universal de B es simplemente conexa. Usando el teorema de equivalencia
4.2.6, concluimos que cualesquiera dos cubrientes universales sobre B son
equivalentes. Por lo que E es en esencia tinico, por lo que E seria el espacio
cubriente universal sobre B.

Teorema 4.2.16 (El teorema de clasificacion).

Sea B conexo, localmente conexo por trayectorias y semi-localmente simple-
mente conexo, entonces las clases de equivalencia de los espacios cubrientes
sobre B estan en una relacion uno a uno con las clases conjugacion de los
subgrupos del grupo fundamental 7 (B).

DEMOSTRACION.
Notemos que esto es una consecuencia inmediata del uso simultaneo del teo-
rema de equivalencia 4.2.6 y el teorema de existencia 4.2.15.

O

Antes de ver los ejemplos, probaremos un lema un poco tecnico que nos
ayudara a usar un teorema muy conocido.

Lema 4.2.17. Sean X y Y espacios topologicos Hausforff, X conexo, Y
compacto y f : X — Y un homeomorfismo local. Entonces f : X — Y es
una funcion cubriente.

DEMOSTRACION.
Para ver que efectivamente f es una funcion cubriente, checaremos que cum-
ple todas las propiedades (EC)
(EC1) Las funciones que son homeomorfismos locales son abiertas, por lo que
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f(X) es un conjunto abierto en Y. Como X es compacto y Y es Hausdorff,
entonces f(X) es un conjunto cerrado. Por lo que el complemento de f(X)
en Y es abierto, pero la unién de f(X) con su complemento es nos proporcio-
na una disconexiéon del espacio Y. Emtonces alguno de estos dos debe ser el
vacio, sin embargo que f(X) lo fuese es ridiculo, por lo que su complemento
debe ser vacio, y asi obtenemos que f(X) =Y, es decir que f es suprayectiva.

(EC2) Notemos que para toda y € Y, el conjunto {x eX|x= ffl(y)} es
un conjunto finito. Como Y es Hausdorff, { y } es cerrado, entonces f~1(y)
es un conjunto cerrado en X, el cual es Hausdorff, por lo que tambien es
compacto. Como f es un homeomorfismo local , para todo x € f~*(y) nos
tomaremos U, la vecindad tal que al restringirla, es un homeomorfismo la
restriccion de f a dicha vecindad de z. Por lo que obtenemos una cubier-
ta abierta {U, | z € f7'(y)} es una cubierta de f~'(y), por lo que por la
compacidad de { f _1(y)}, podemos extraer una subcubierta finita {Ui}?zl.
La funcién f es inyectiva en cada U;, por lo que solo hay un elemento de
la preimagen de y en cada U; y y tiene un nuimero finito de preimagenes.
Ahora definiremos la vecindad V' = NI, f(U;) de y, la cual es abierta al ser
interseccion finita de abiertos. Notemos ahora que la coleccion { fvn UZ-}
es una coleccion disjunta de vecindades que son homeomorfas a V' usando la
restriccion de f como homeomorfismo. Por lo que efectivamente se cumple la
condicion.

OJ

Los siguientes ejemplos ilustraran mas claramente el teorema de clasifi-
cacion y el teorema de equivalencia.

Ejemplo 4.2.2. Los espacios cubrientes de S'. La recta real R es un espacio
cubriente universal sobre S' relativo a la funcién exponencial p : R — S!.
Como 7(S') es un grupo abeliano, se sigue que todo espacio cubriente sobre
S! es regular. Como ;(S') es un grupo libre ciclico, los subgrupos no triviales
de 71 (S") son subgrupos libres ciclicos G,, con n € N, donde G,, es de indice
n en m (S'). El espacio cubriente que corresponde a G, es S! sobre si mismo
relativo a la proyeccién p, : St — S' definida por

pu(2) = 2" con z €S

Estos son esencia todos los espacios cubrientes sobre S*. Este ejemplo nos
muestra que espacios cubrientes sobre el mismo espacio, homeomorfos entre
ellos no necesariamente son equivalentes.
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Ejemplo 4.2.3. Los espacios cubrientes de S” y RP" con n > 1. Como S"
es simplemente conexo (un teorema cldsico nos dice que si un espacio to-
poldgico se puede ver como union de subconjuntos simplemente conexos los
cuales poseen una interseccion conexa por trayectorias, entonces el espacio
topoldgico es simplemente conexo, y como para todo S”, si consideramos 2
puntos antipodales, sus complementos son 2 abiertos simplemente conexos
homeomorfos a R"”, el cual es simplemente conexo, y es intuitivamente que
la interseccion es conexa por trayectorias), entonces todo espacio cubriente
sobre S™ es equivalente al espacio trivial cubriente, es decir S™ con respecto
a la identidad. Por otro lado, S™ es una cubriente universal sobre RP" rela-
tivo a la proyeccién natural p : S* — RP". Como las fibras de este espacio
cubriente son los pares de puntos antipodales en S", se sigue por el teorema
3.4.4. que 71 (RP") es el grupo ciclico de orden 2, por lo que por el teorema de
clasificacién 4.2.16 , tenemos que la cubriente universal S" es esencialmente
el Unico espacio cubriente no trivial sobre RP".

Ejemplo 4.2.4.

Existe un mecanismo conocido como suspension cardan, el cual es un
mecanismo de suspension consistente en dos aros concéntricos cuyos ejes son
ortogonales, lo que permite mantener la orientacion de un eje de rotacion en
un espacio aunque el soporte se mueva. Este mecanismo es usado para mon-
tar giréscopos sobre éste. En el problema que se describird en vez de ser dos
aros, son tres y la posicién de cada aro se puede representar como S!, por lo
que todas las posibles posiciones del mecanismo quedarian representadas por
T3 = S! x St x S'. En modelaje 3D y animacién, generalmente al momento de
rotar un objeto, al animador se le presentan 3 ejes del objeto que permiten
cada uno rotarlo respecto a dicho eje, que también podemos pensar que las

rotaciones que permite el software de dicho objeto pueden ser representadas
como T3 = S! x St x St.

Generalmente en programacién, modelaje 3D y animacion si uno no es pre-
cavido, ocurre un problema relacionado con la afirmacion del ejemplo pasado
la cual es que S™ es esencialmente el inico espacio cubriente no trivial sobre
RP". El problema es respecto es la perdida de un grado de libertad en un
mecanismo de 3 gimbales, que ocurre una vez 2 de los 3 gimbales son puestos
de manera paralela, y de esta manera se bloquea el sistema en rotaciones en
un espacio degenerado bidimensional.

Esto se debe a que T? = S! x S! x S! no es un espacio cubriente de RP?
(claramente T? no es homeomorfo a S* ya que ni siquiera son homotépicos),
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por lo que particularmente por lo que se demostré en el teorema pasado, no
puede existir una funcién que sea homeomorfismo local en todo punto, y si no
es un homeomorfismo local, particularmente no puede ser un difeomorfismo
local en todo punto, por lo que por un resultado clasico mencionado en [5][§3],
el cual es el teorema de la funcion inversa que dice

(Teorema de la funcién inversa) Supongamos que f: X — Y es una
transformacién suave cuya derivada df, en el punto x es un isomorfismo.
Entonces la funciéon f es un difeomorfismo local en x.

por lo que por la negaciéon de este teorema, el rango de la funcién en algin
punto debe reducirse a un nimero menor a tres, ocurriendo asi, dicho pro-
blema. Una manera en la que los que se enfrentan con este problema nace
al considerar a la estructura de los cuaterniones ya que S* es homeomorfo al
conjunto de los cuaterniones que poseen norma 1.

FiGurAa 2. En la imagén de la izquierda se ven los 3 ejes de
rotacién usados, uno por el eje X ,otro por el eje Y y el ultimo
eje Z. En laimagen de la derecha se observa como mediante una
rotacion se mueve uno de los circulos de rotacion provocando
que los circulos de rotacion rojo y azul se vuelvan casi paralelos,
siendo en el caso que estos dos quedan paralelos, donde ocurre
el problema de perdida de grado de libertad.
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