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Introduccion

Los torneos comprenden una amplia e importante clase de digréficas,
algunas de las areas de aplicacion en las cuales los torneos surgen como mo-
delos incluyen dominacién en algunas sociedades de animales, round robin,
teoria de votaciones, teoria de la seleccién social y redes de comunicacién
[10]. Muchas de las propiedades importantes de los torneos fueron investiga-
das primeramente por H. G. Landau con el propésito de modelar relaciones
de dominacion entre gallinas.

En 1980 Stephen B. Maurer publicé un articulo bajo el titulo The king
chicken theorems [19], en el cual establecié a un torneo como modelo ma-
tematico para el estudio de las relaciones de dominacién entre pollos. La
idea de Landau era permitir la dominacién en dos pasos, asi como direc-
tamente en uno. Landau no introdujo un término para su concepto, pero
Maurer si lo hizo. De esta manera Maurer acuno el término de rey para refe-
rirse a un vértice de un torneo que alcanza a cualquier otro vértice en uno o
dos pasos, y con base a su definicion presenté nuevos resultados, siendo uno
de los principales el siguiente: para cualesquiera enteros positivos n y k con
n >k > 1, excepto para k = 2 y k = n = 4, existe un torneo con n vértices
y con k reyes (teorema de Maurer).

Una observacién que realizé Maurer en [19] fue la siguiente: un rey en
un torneo es un vértice que alcanza a los demés vértices en a los mas dos
pasos, jqué pasa si reemplazamos el dos por el tres o por cualquier otro
nimero entero mayor o igual a uno? esta pregunta lo llevé a dar la siguiente
definicién: sean 7' un torneo y r un entero positivo, un vértice x es un r-rey
T, si para cualquier y € V(T') existe una (x, y)-trayectoria de longitud menor
o igual a r.

IX



X INTRODUCCION

Siguiendo con la idea de rey de un torneo, Kim A.S. Factor y Larry J. Lan-
gley en [9] introducen el concepto de heredero en un torneo T', para referirse
a un vértice h que tiene la propiedad de no ser un rey del torneo T', pero si ser
un rey del torneo T — {z}, donde x es algun rey de T'. Ellos denominan a h
un heredero del rey x. A partir de los conceptos de rey y heredero, los autores
consideran un torneo 7' con exactamente n vértices y con reyes etiquetados
x1,...,Tm, ¥ se plantean las siguientes preguntas jcual puede ser el valor
de m?, jcuantos herederos puede tener el rey z;? y jcuantos vértices puede
tener T" que no sean reyes ni herederos?. Con el objetivo de resolver cada una
de las anteriores cuestiones ellos definen la secuencia real del torneo T como
[m; hy, ..., hpy;s], donde m es el nimero de reyes distintos de T', para cada i
en {1,...,m} h; representa el nimero de herederos del rey x; y s el nimero
de vértices de T' que no son reyes ni herederos. De esta manera las preguntas
anteriores pueden ser resumidas en una Unica pregunta en términos de se-
cuencias de la siguiente forma: dada una secuencia [m'; by, ..., h! ;5] jexiste
un torneo que tenga tal secuencia como su secuencia real?. Son los mismos
autores quienes contestan esta ultima cuestiéon determinando exactamente
cuales secuencias son secuencias reales de algin torneo.

Por otro lado, en la teoria de graficas una técnica que se usa para de-
mostrar o generalizar diversos resultados es construir una grafica a partir de
otra. Bajo esta idea Fisher, Lundgren, Merz y Reid en [20] definen la gréfica
dominante de una digrafica y caracterizan todas las graficas que pueden ser
las graficas dominantes de torneos. Posteriormente Kim A.S. Factor y Larry
J. Langley en [7] y [9] definen la grafica (1,2)-dominante y la grafica (2, 2)-
dominante de una digréfica respectivamente, y caracterizan todas las graficas
conexas que pueden ser las graficas (1,2)-dominantes de torneos, asi como
todas las gréficas que pueden ser las graficas (2, 2)-dominantes de torneos.

Dado un torneo 7', la gréfica (2,2)-dominante de 1" es domso(T"), donde
V(domao(T)) =V (T) y uv € A(domao(T')) si para cualquier vértice w en
V(T)—{u,v} existe una (u, w)-trayectoria y una (v, w)-trayectoria ambas de
longitud menor o igual a dos en T'. Resulta que doms (7)) tiene una relaciéon
muy importante con reyes y herederos, y es que, a = uv es una arista de
domayo(T) siy sélo si u y v son reyes de T' o u es un heredero de v. Esta
relacién junto con el estudio de las secuencias reales es lo que nos permitira
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conocer exactamente la estructura de dicha grafica.

El trabajo que Maurer realizé sobre los reyes es lo que nos motiva a de-
finir para r > 2 un r-heredero, la r-secuencia real de un torneo y la grafica
(r,7)-dominante de un torneo. Sea T' un torneo, un r-heredero de 7" es un
vértice h que tiene la propiedad de no ser un r-rey del torneo T', pero si ser
un r-rey del torneo T'— {z}, donde x es algin r-rey de 7. La r-secuencia real
T es [m;hy, ..., hy; s, donde m representa el nimero de r-reyes distintos
de T, para cada i en {1,...,m} h; representa el nimero de r-herederos del
r-rey x; v s el nimero de vértices de T° que no son r-reyes ni r-herederos.
dom,.,(T) es la grafica (r,r)-dominante de T', donde V (dom,.,.(T)) = V(T') y
wv € A(dom,.,(T)) si para cualquier vértice w en V(1) — {u,v} existe una
(u, w)-trayectoria y una (v, w)-trayectoria ambas de longitud menor o igual
aren’T.

Siguiendo con la linea de investigacion de los autores antes mencionados,
los objetivos de esta tesis son para r > 2 estudiar la existencia de torneos con
un nimero especifico de r-reyes. Dada una r-secuencia [m; hy, ..., hy,; S|, de-
terminar si ésta es r-secuencia real de algiin torneo o no. Para r > 2 estudiar
la gréfica (r,r)-dominante de un torneo. Y finalmente dar una aplicacién de
las r-secuencias reales de torneos para encontrar (2, r)-soluciones ajenas dos
a dos en la digrafica de lineas de un torneo.

En el primer capitulo se presentan las definiciones béasicas de la teoria de
graficas y digraficas, asi como algunos resultados que utilizaremos.

El segundo capitulo estd dedicado a mostrar una serie de proposiciones
sobre reyes en torneos, relacionados especialmente con la existencia de tor-
neos con un numero especifico de reyes.

El tercer capitulo tiene como objetivo detallar los resultados presentes
en el articulo Kings and Heirs: A characterization of the (2,2)-domination
graphs of tournaments [9], el cual estd orientado a dar una caracterizaciéon
estructural de la gréfica (2,2)-dominante de un torneo. Especialmente nos
enfocamos al estudio de las secuencias reales de torneos.
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En el cuarto capitulo, primero contestamos la pregunta, dado un entero
r > 3 jpara cudles enteros n y m, existe un torneo con n vértices tal que
exactamente m de éstos sean r-reyes?. Después para r > 2 definimos la grafi-
ca (r,r)-dominante de torneos, y nos dedicamos a su estudio para el caso en
que r es mayor o igual que tres. Para ello recurrimos a las r-secuencias reales.

En el quinto capitulo mostramos una aplicacién de las r-secuencias reales
para encontrar (2,r)-soluciones ajenas dos a dos en la digrafica de lineas de
un torneo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones béasicas de la teoria de grafi-
cas y digréficas, asi como algunos resultados, con la finalidad de sentar los
fundamentos tedricos necesarios para el desarrollo de esta tesis. Los siguientes
conceptos pueden ser consultados en [3] y [5].

1.1. Graficas

Definicién 1.1.1. Una gréfica o grafica no dirigida G = (V| A) consiste
de un conjunto de elementos finito y no vacio V"= V(G), donde los elementos
de V(G) son llamados vértices, y un conjunto finito A = A(G) de parejas
no ordenadas de distintos vértices llamadas aristas. Llamamos a V(G) y
A(G) el conjunto de vértices y el conjunto de aristas de GG, respectivamente.
En otras palabras, una arista {x,y} es un subconjunto de dos elementos de
V(G). Denotamos a la arista {z,y} por zy.

Notemos que en la definicién anterior de gréfica, no permitimos lazos (es
decir, parejas que consisten de un mismo vértice) o aristas paralelas (es decir,
parejas multiples con exactamente los mismos vértices).

Una grafica G puede ser representada en el plano por un diagrama donde
cada vértice de G es representado por un punto, y una arista xy es repre-
sentada por un segmento de linea o curva que une a los correspondientes
puntos del diagrama. Por ejemplo, la grafica G con conjunto de vértices
V(G) = {u,v,w,z,y} y conjunto de aristas A(G) = {uv, uy, vx, vy, wy, xy}



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

se muestra en la figura 1.1. Aunque las aristas vx y wy se crucen en la figura
1.1, su punto de intersecciéon no es un vértice de G.

u

Figura 1.1. Diagrama de una gréfica G.

Sea G una grafica, si zy € A(G) entonces decimos que los vértices x
y y son adyacentes y llamamos a x y a y los vértices extremos de la
arista xry. Para la grafica G de la figura 1.1, los vértices u y v son adyacentes
en (G, mientras que los vértices u y = no son adyacentes. A dos vértices
adyacentes se les denomina vértices vecinos. El conjunto de vértices vecinos
de un vértice v es llamado la vecindad abierta de v o la vecindad de v
y es denotado por Ng(v) o N(v) si la grafica G es sobreentendida. En la
grafica de la figura 1.1 N(y) = {u,v,z,w}. Al conjunto N[v] = N(v) U {v}
se le llama la vecindad cerrada de v. Para un conjunto S, la cardinalidad
de S es el nimero de elementos de S y se simboliza por |S|. El grado de v
es denotado por dg(v) o §(v) y representa el nimero de elementos de Ng(v),
es decir, dg(v) = |Ng(v)|. Decimos que v es un vértice final si ig(v) =1,y
v es llamado un vértice aislado si dg(v) = 0. En la gréfica G de la figura
anterior dg(w) = 1 y por lo tanto es un vértice final de G.

El siguiente resultado relaciona el grado de los vértices con el ntimero de
aristas de una grafica.

Teorema 1.1.2. 57 G es una grdﬁca entonces
Z 6(v) = 2|A(G)].
veV (G

Demostracion. Al sumar los grados de los vértices de GG, estamos contando

cada arista dos veces, una por cada vértice extremo de la arista.
[ |
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Sea G una grafica, el nimero de vértices de G es el orden de G y el
numero de aristas es el tamano de GG. El orden de la gréfica G de la figura
1.1 es 5 y su tamano es 6. Una grafica de orden 1 es llamada la grafica
trivial. Una grafica no trivial tiene, por lo tanto, dos o mas vértices. Una
grafica completa es una grafica en la cual cada par de vértices distintos
son adyacentes. La grafica completa de orden n es denotada por K.

Para cada n en {1,...,5} la grifica completa K,, se muestra en la figura
1.2.

Ki: o Ky o—e Kj: Ky Ks:

Figura 1.2. Algunas graficas completas.

En las graficas completas de la figura 1.2 observemos que para cada i en
{1,2,3,4,5}, si ¢; es el nimero de aristas de K;, entonces 2¢; = i(i — 1),
resulta que ésto no solo pasa para las graficas anteriormente mencionadas,
sino que es cierto en general para cualquier grafica completa.

Corolario 1.1.3. Sea K,, la grdfica completa de orden n, si q, es el tamano
de K, entonces 2q, = n(n — 1).

Demostracion. Consideremos K, la grafica completa de n vértices, dado
que cualquier par de vértices distintos de K, son adyacentes, se tiene que
5(11) =n-—1 para todo v € V(K,), entonces por el lema 1.1.2 obtenemos

Z d(v) = 2q,, sin embargo, Z d(v) = n(n — 1). Por lo tanto
veV(Kn) veV (Kn)
2q, = n(n —1).
[

Dos graficas G y H son isomorfas si existe una funciéon biyectiva
v:V(G)— V(H)

tal que u y v son adyacentes en G si y sélo si p(u) y ¢(v) son adyacen-
tes en H. La funcién ¢ es llamada un isomorfismo de G a H. Si G y H
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son isomorfas, entonces escribimos G = H. Si no existe tal funciéon ¢, en-
tonces decimos que Gy H no son graficas isomorfas, y escribimos G 2 H.

Las graficas G, y H; que se muestran en la figura 1.3 son isomorfas, ésto
se debe a que la funcién ¢ : V(Gy) — V(H;) definida por

p(ar) = 1, plaz) = da, p(as) = da, p(as) = cs,
o(b1) = du, p(b) = c2, @(bs) = ca, p(bs) = ds

es un isomorfismo de G, a H;.

C1 Co
ap az ag a4 di d
Gy H, -
: : dy  ds
by by by by Cq €3
b by
aq (05} as b3
Gy : Hs :
2 2 b
ay as Qg b4 b6

Figura 1.3. Graficas isomorfas y no isomorfas.

Por otro lado, las graficas Gy y Hy de la figura 1.3 no son isomorfas, ya
que si existiera un isomorfismo ¢ : V(H;) — V(Gs), como para cada i en
{1,2,3} y jen {1,2,3}, con i # j, se tiene que b; es adyacente a b;, entonces
©(b;) seria adyacente a ¢(b;), lo cual serfa una contradiccién ya que en G no
existen tres vértices distintos que sean mutuamente adyacentes, por lo tanto

Gy 2 H,.
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Otra manera de ver que las graficas Gy y Hs no son isomorfas es notando
que para cada v en V(Hs) se tiene que en Ny, (v) hay dos vértices adyacentes
y esto no sucede en GGy para cualquiera de sus vértices.

Lema 1.1.4. Sean G y H dos grdficas, si ¢ : V(G) — V(H) es un isomor-
fismo de G a H, entonces la funcion inversa ' : V(H) — V(G) es un iso-
morfismo de H a G.
Demostracién. Por ser ¢ una funcién biyectiva se tiene que ¢! es una
funcion biyectiva. Resta demostrar que u y v son adyacentes en H si y solo si
o 1 (u) y ¢ (v) son adyacentes en G. Si u y v son vértices adyacentes de H,
entonces u = p(u') y v = p(v') para algunos vértices v’ y v’ de G, y como ¢
es un isomorfismo se tiene que ¢~ !(u) = v’ y ¢ !(v) = v/ son adyacentes en
G. Inversamente, si ¢~ (u) y ¢~ *(v) son adyacentes en GG, entonces por ser ¢
un isomorfismo se tiene que ¢(¢ ' (u)) = uy (¢~ (v)) = v son adyacentes
en H.

[

Sea G una grafica, una grafica H es una subgraficade Gsi V(H) C V(G)
y A(H) C A(G), en tal caso escribimos H C G. Para cualquier subconjunto
no vacio S de V(G), la subgrafica G[S] de G inducida por S tiene a
S como conjunto de vértices y dos vértices u y v de S son adyacentes en
G[S] si y sblo si son adyacentes en G. Una subgrafica H de G es llamada
una subgréfica inducida si existe un subconjunto no vacio S de V(G) tal
que H = G[S]. En la figura 1.4 se ilustran las grificas G’ y G'[S], donde
S =y, z,w, wy,wy}.

w1 w1y
Wa
w3
w W w W
Yy z Yy z
G’ G'[S]

Figura 1.4. Subgrafica inducida.
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Una gréfica G es p-partita si existe una particion P = {V},Va,...,V,}
de V(G), tal que toda arista de G tiene sus vértices extremos en diferentes
elementos de la particién, es decir, V(G) = V; U Vo U ... UV, para todo i # j
se tiene que V;NV, = @, para 1 <14 < pse tiene que V; # @ y para cada arista
uv de G, existen Vi y V; elementos distintos de P, tal que u € V, y v € V.
Un caso especial de una gréfica p-partita es cuando p = 2, a esta grafica la
llamamos una grafica bipartita. A menudo denotamos una gréafica bipar-
tita B por B = (V1, V,; A). Una gréfica p-partita G es p-partita completa
si para cualesquiera dos vértices x € V; y y € Vj, con i # j, la arista zy
estd en GG. Denotamos a la grafica p-partita completa por Ky, ,,...n,, donde
ni,Na,...,n, representa la cardinalidad de Vi, Vs, ..., V), respectivamente.
Para p > 2 las graficas p-partitas completas son también llamadas graficas
completas multipartitas.

Sea (G una grafica, un subconjunto S de vértices de GG es llamado un
conjunto dominante si para cualquier vértice v en V(G), v es un elemento
de S o es adyacente a un elemento de S. En la grafica G’ de la figura 1.5
si 8" = {v,w,x,y, 2z}, entonces cualquier vértice en V(G’') — S’ es adyacente
a algtin elemento de S’; por lo cual S’ es un conjunto dominante. Por otro
lado, el conjunto S” = {v} no es un conjunto dominante ya que no todos los
vértices restantes de G’ son adyacentes a v, por ejemplo z no es adyacente a
v.

Figura 1.5. Un conjunto dominante de G’.
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1.2. Digraficas y subdigraficas

Definicién 1.2.1. Una digrafica o grafica dirigida D consiste de un con-
junto finito y no vacio V(D), donde los elementos de V(D) son llamados
vértices y un conjunto finito F'(D) de parejas ordenadas de distintos vérti-
ces llamadas flechas. A menudo escribiremos D = (V(D), F(D)) lo cual sig-
nifica que V(D) y F(D) son el conjunto de vértices y el conjunto de flechas
de D, respectivamente.

Sea D una digréfica, el nimero de vértices de D es el orden de D y el
numero de flechas es el tamano de D.

Una digrafica D puede ser representada por un diagrama donde cada
vértice de D es representado por un punto, y una flecha (u, v) es representada
por un arco dirigido que va de w hacia v. Por ejemplo, la digrafica D =
(V(D),F(D)) con

V(D) = {U’U7w7xay7z} y F(D) = {(:L‘,Z), (yv 2)7 (Z’u)v (u,v), (u7w>}

se muestra en la figura 1.6.

"/

w

Figura 1.6. Diagrama de una digrafica D.

Sea D una digréfica, para una flecha (u,v) de D, u es el vértice inicial
y v es el vértice final de la flecha. El vértice inicial y el vértice final de una
flecha son los vértices extremos de ella. Decimos que los vértices extremos
son adyacentes, es decir, u es adyacente a v y v es adyacente a u.

Sea D una digrafica, si (u,v) es una flecha de D, entonces decimos que
u domina a v o v es dominado por u y lo denotamos por u — v. Para
subconjuntos disjuntos Ay, Ay, ..., A, de V(D), con n > 2,

Al — Ay — ... A,
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significa que para cada ¢ en {1,...,n — 1} cualquier vértice de A; domina a
cualquier vértice de A;yq. Siiy,. ..,y son elementos del conjunto {1,...,n}
tales que i; < ij41 para cada j en {1,...,m — 1}, y Ay = {a;, } para cada k
en {1,...,m}, entonces Ay — Ay — ... — A, es reemplazado por

Al = .. —=ay = ... —a,, ... — A

Por ejemplo en la digrafica D de la figura 1.6, {x,y} — =.

Sea D una digrafica, para un vértice v de D usamos la siguiente notacién:

(v) ={u e V(D) | (v,u) € F(D)},

Np(v) = N~(v) = uEV()I( v) € F(D)},
Blol = N4l = Nj(v) U v},
) U{v}.

Los conjuntos N (v), N (v), Nj[v], Np[v] son llamados la vecindad
exterior, vecindad interior, vecindad exterior cerrada y la vecindad
interior cerrada de v, respectivamente. Por ejemplo en la digrafica D de
la figura 1.7, N} (x9) = {z1} y Np(22) = {x1}. El exgrado de v es denotado
por 0},(v) o 6T (v) y representa la cardinalidad de N} (v). El ingrado de v
es denotado por d,(v) o d~(v) y representa la cardinalidad de N, (v). Un
vértice v en D es llamado transmisor si d,(v) =0, y es llamado pozo si
65(v) = 0. El exgrado maximo de D es AT(D) = max{d},(v) | v € V(D)}.

|
Nplv] = N7[o] = Np (v

o € )

.\,.,/»\

T9 €3
Ts Xy
X7 Zs
Te

Figura 1.7. Una digréafica D.

Sea D una digrafica, una digrafica H es una subdigrafica de D si
V(H) CV(D)y F(H) C F(D),lo denotamos por H C D. Si cualquier flecha
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de F'(D) con extremos en V (H ) esta en F'(H) decimos que H es inducida por
X =V/(H), escribimos H = D[X] y la llamamos la subdigrafica inducida
por X. Si X C V(D) entonces la digrafica D — X es la subdigrafica inducida
por V(D) — X, es decir, D — X = D[V(D) — X|. En la figura 1.8 se ilustran
las digréficas Dy D[X], donde X = {x1,x3, Ts5, 7, X9, 20, 21, 22, 23, 24 }-

s

m/w@m e

X /'Z'
/3/':[5

Figura 1.8. Subdigrafica inducida.

Sean Dy y D, dos digraficas con conjuntos de vértices disjuntos, es decir,
V(D) NV (Dy) = @. La unién Dy U Dy de Dy y Dj tiene como conjunto de
vértices V(Dy) U V(D3) y conjunto de flechas F(Dy) U F(Ds). En la figura
1.9 se muestran las digraficas Dy, Do y su unién D; U Ds.

T
z U v U v
z ) w w
D, D, Dy U D,

Figura 1.9. Unién de dos digraficas.
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1.3. Caminos, trayectorias y ciclos

Sea D una digrafica, un camino W = (xg,x1,...,T5_1,2%) en D es una
sucesion de vértices de D tal que para todo i en {0,1,...,k — 1} se tiene
que (x;,x41) € F(D). W es cerrado si xy = xy, y es abierto en otro ca-
so. El conjunto de vértices {z; | 0 < i < k} es denotado por V(W), y el
conjunto de flechas {(x;,x;+1) | 0 < ¢ < k — 1} es denotado por F(W).
Decimos que W es un camino de xg a @ o un (xg, xx)-camino. Si W
es abierto, entonces decimos que el vértice zy es el vértice inicial de W, el
vértice x;, es el vértice final de W, y z¢, x; son los vértices extremos de
W. La longitud de un camino W = (g, x1,...,Tx_1, k) se define como k
y es denotado por ¢(W). Una trayectoria es un camino en el cual todos
sus vértices son distintos. Sea W = (xq, z1,...,Tk_1, %) un camino, si los
vértices xg,x1,...,T,_1 son distintos, con k > 2 y xyg = xp, entonces W es
un ciclo. Una (zx, y)-trayectoria es una trayectoria que va de x hacia y.
Un k-ciclo es un ciclo de longitud k.

Sea D una digrafica, si existe una (u, v)-trayectoria W, con /(W) = k en
D, decimos que u alcanza a v en k pasos. La distancia deu av en D
es dp(u,v) = min{{(W) | W es una (u,v)-trayectoria} en caso de que exista
una (u, v)-trayectoria en D, en otro caso decimos que la distancia de u a v
es infinita.

Lema 1.3.1. Sean D una digrdfica, u y v dos vértices de D. Para cualquier
(u,v)-camino W, existe una (u,v)-trayectoria P, con F(P) C F(W) y con
UP) < LW).

Demostracion. Tomemos W un (u, v)-camino y sean

E={C|C esun (u,v)-camino con F(C)C F(W)}y
S={C)|C € E}.

Observemos que E es un conjunto distinto del vacio porque W € FE| lo que
implica que S # .

Luego, por el principio del buen oren, S tiene minimo. Sea ¢(P) el minimo
de S para algin P en E. Esto es, si Q € E entonces {(P) < ¢(Q). En
particular ¢(P) < ¢(W). Supongamos que

P=(u=wuq,...,up =v).
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Afirmamos que P es una (u, v)-trayectoria. Para mostrar esta afirmacién
procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que P no es una trayec-
toria, entonces algin vértice de D estd repetido en P, digamos u; = u; para
algin iy j con 0 <+¢ < j < k. Si eliminamos los vértices u;t1,...,u;—1 de P
obtenemos un (u, v)-camino

I () — _ _
W'=(u=wup,u1...,0_1,U = Uj,Ujt1,..., U =)

de longitud menor que k y con F(W') C F(P) C F(W), lo que contradice
la elecciéon de P. Por lo tanto P es una (u, v)-trayectoria con F(P) C F(W)
y con ((P) < ((W).

|

Observacién 1. Sea D una digrafica y supongamos que W es un (u,v)-
camino en D. Por el lema anterior existe una (u, v)-trayectoria P de longitud
menor o igual que £(WW), lo que implica que dp(u,v) < ¢(P) < ¢{(W). Asi,
dp(u,v) < L(W).

1.4. Clases de digraficas

Para una grafica GG, una digrafica D es llamada una biorientacion de G
si D es obtenida a partir de G reemplazando cada arista xy de G por (z,y)
o (y,x) o el par (z,y) y (y,z) (ver figura 1.10). Una orientacién de una
grafica GG es una biorientacion de G la cual no tiene 2-ciclos.

Figura 1.10. Una gréfica 3-partita G y una biorentacién de G.

Una digrafica p-partita es una biorientacién de una grafica p-partita.
Una digrafica semicompleta es una biorientacion de una grafica completa
(ver figura 1.11(a)). Una biorientacién de una grafica p-partita (multipartita)
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completa es una digrafica p-partita (multipartita) semicompleta (ver
figura 1.11(b)).

VAT 4

a) K, y una digrafica semicompleta de orden 4.

P B

(b) K51 y una digrafica 3-partita semicompleta D.

Figura 1.11. Clases de graficas y digraficas.

Un torneo es una orientacion de una grafica completa (ver figura 1.12).
Un torneo multipartito es una orientacién de una grafica multipartita
completa. Una digrafica 2-partita semicompleta es también llamada una
digrafica bipartita semicompleta. Un torneo bipartito es una digrafi-
ca bipartita semicompleta sin 2-ciclos. Una digrafica D es r-regular si
65(v) = 6, (v) = r para cualquier vértice v de D. Observemos que el torneo
T de la figura 1.12 es un torneo 1-regular.

[ ]
T1 . T2 . T3 . \

Figura 1.12. Torneos de orden 3, 4 y 5.
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Una digrafica D = (V(D), F(D)) es simétrica si (z,y) € F(D) implica
que (y,x) € F(D). Una digrafica D es aciclica si D no tienes ciclos. Una
digrafica D es transitiva si para cualquier tripleta x, y, z de distintos vérti-
ces de D tales que (z,y) y (y,z) son flechas de D, se tiene que la flecha
(z,z) también estd en F(D). Resulta que para la clase de torneos, ser tran-
sitivo implica ser aciclio, e inversamente, ser aciclico implica ser transitivo
(lema 1.4.3). Observemos que los torneos Ty y T3 de la figura 1.12 son ambos
transitivos y aciclicos. Una digrafica D es cuasitransitiva si para cualquier
tripleta x,y, z de distintos vértices de D tales que (z,y) y (y, z) son flechas
de D, hay al menos una flecha entre z y z.

Una digréfica D semicompleta es una biorientaciéon de un grafica comple-
ta, por lo cual, siempre existe al menos una flecha entre cada par de vértices
distintos de D, en consecuencia, si u, v y w son vértices distintos de D tal
que (u,v) y (v,w) son flechas de D, (u,w) € F(D) o (w,u) € F(D). Por lo
tanto toda digrafica D semicompleta es cuasitransitiva.

Los torneos comprenden una amplia e importante clase de digraficas y
seran nuestro objeto de estudio durante el resto del trabajo. Algunas de
las areas de aplicacién en las cuales los torneos surgen como modelos inclu-
yen dominacién en algunas sociedades de animales, round robin, teoria de
votaciones, teoria de la seleccién social y redes de comunicacién [10]. Por
ejemplo, imaginemos la siguiente situacion: hay una eleccién en la cual los
candidatos son clasificados por cada votante, es decir, cada votante ordena
a los candidatos segun su preferencia, y el candidato A supera al candidato
B precisamente cuando el candidato A estd clasificado por encima del can-
didato B en la mayoria de las clasificaciones de los votantes. Si suponemos
que en tal eleccién no hay empates, entonces la situacion anterior puede ser
modelada por un torneo 7', donde los vértices del torneo representan a los
candidatos, y una flecha (A, B) estd en el torneo si y sélo si el candidato
A supera al candidato B. Notemos que si T tiene un vértice A de ingrado
igual a cero, entonces es razonable elegir al candidato A como el ganador
de la eleccion. Sin embargo, cuando 7' no tiene vértices de ingrado igual a
cero, jcémo podemos decidir quién es el ganador? Esta es una pregunta que
resulta de especial interés en la teoria de votaciones.
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Muchos de los primeros resultados sobre torneos fueron motivados por
las aplicaciones, recientemente éstos se han centrado mas en la estructura
combinatoria de los torneos. Por ejemplo, el nimero de torneos diferentes
con el mismo conjunto de n vértices enumerados {vy, v, ..., v,} es on(n—1)/2,
porque precisamente en una grafica completa de n vértices {vy, va, ..., v,},
su numero total de aristas es n(n — 1)/2, y para cada i en {1,2,...,n} y j
en {1,2,...,n} con ¢ # j la arista v;v; la podemos reemplazar por la flecha
(v;,v;) o la flecha (vj,v;), es decir, podemos reemplazar cada arista de dos
maneras diferentes y tenemos un total de n(n — 1)/2 aristas.

Sea T un torneo, consideremos un vértice u de T fijo pero arbitrario, y
tomemos v otro vértice de T no necesariamente distinto de u, debido a que
cualesquiera dos vértices distintos de T' son adyacentes obtenemos que v = u
ov € Ny (u) ov € Njf(u), lo cual implica que {u} UNy (u)UN (u) = V(T).
Observemos también que {u} N Ny (u) = @ y {u} N NS (u) = &, ademéds
como entre cualesquiera dos vértices distintos sélo existe un flecha resulta
que N; (u) N Nf(u) = &, por lo cual podemos concluir que los conjuntos
{u}, N; (u) y Nj(u) son disjuntos.

A continuacién presentamos tres resultados més sobre torneos.

Lema 1.4.1. Sea T un torneo. Si u y v son dos vértices de T, entonces
N7 (v) C Ny (u) siy solo si Nt (u) C Ni(v).

Demostracion. (=) Consideremos w € N (u), afirmamos que w € N (v).
Para demostrar dicha afirmacién procedamos por contradiccion, es decir,
supongamos que w € Ny [v]. Si w € N (v), entonces w € Ny (u), lo cual
contradice que w € N, (u). Si w = v, entonces v € N\ (u), en consecuencia
u € Ny (v), y como Ny (v) C Nj(u) obtenemos que u € Ny (u), lo cual
es una contradiccién porque uw ¢ Np (u). En cualquier caso obtenemos una
contradiccién, en consecuencia w € N (v). Por lo tanto N (u) € N/ (v).

Como N; (v) C Ny (u) y u ¢ Ni(u) obtenemos que u ¢ Ny (v), lo cual
implica que u € N, (v). Por lo tanto N (u) C N (v).

(<) La demostracién es andloga a la implicacién anterior.

|

El gran nimero de flechas de un torneo a menudo producen caminos y
ciclos de longitud variable. Tal vez el resultado mas basico de este tipo sea
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el teorema 1.4.2. Sea D una digrafica, una trayectoria que contiene a todos
los vértices de D es una trayectoria hamiltoniana.

Teorema 1.4.2. Cualquier torneo T' contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Sean T un torneo de orden ny P = (vq,...,v;) una tra-
yectoria de longitud maxima en 7. Afirmamos que P es una trayectoria ha-
miltoniana. Para demostrar esta afirmacion procedamos por contradiccion.
Supongamos que P no es una trayectoria hamiltoniana, entonces 1 < k <n
y existe un vértice v de T' que no estd en P. Como P es una trayectoria de
longitud maxima (v,v1) y (vg,v) no son flechas de 7', lo cual implica que
(v1,v) y (v,vx) son flechas de T

Sea
A={ie{l,... .k} | (v,v) € F(T)}.

Observemos que A es un conjunto distinto del vacio porque 1 € A, ademas
k ¢ A porque (vg,v) no es una flecha de 7. Sea j = max A, entonces (v;,v)
es un elemento de F(7'), y por eleccién de j obtenemos que (v,v,41) € F(T),
en consecuencia

(’01,...,Uj,U,UjJrl,...,Uj)

es una trayectoria de longitud mayor que ¢(P), lo que contradice la eleccién
de P. Por lo tanto P es una trayectoria hamiltoniana.
|

Lema 1.4.3. Un torneo T es transitivo si y sélo si es aciclico.

Demostracion. (=) Sea T un torneo transitivo. Procedamos por contra-
diccion, supongamos que 7' no es aciclico, es decir, que T tiene al menos un
ciclo. Consideremos m = min{¢(C') | C' es un ciclo de T' }.

Tomemos v = (g, *1, .., Tm_1, To) un m-ciclo de T. Observemos que m
es mayor que dos, ya que entre cualquier par de vértices distintos de T sélo
existe una flecha, esto implica que m > 3. Como zy — x7 — %2, usando la
transitividad de T" tenemos que zg — 5.

Si m = 3, entonces (xg,x2) v (2, 2o) son ambas flechas de T, y ésto es
una contradiccion ya que entre cualquier par de vértices distintos de T s6lo
existe una flecha.
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Sim > 3, entonces v = (zg, Ta, ..., Tm_1, To) €s un ciclo de longitud m—1,
con £(vy") < £(v), lo cual es una contradiccion, ya que «y es un ciclo de longitud
minima.

En cualquier caso llegamos a una contradiccion, por lo tanto T es aciclico.

(<) Sean u,v y w vértices distintos de T tal que u — v — w, por ser T'
aciclico (w,u) ¢ F(T), sin embargo, por ser T un torneo, existe una flecha

entre u y w, por lo cual (u,w) € F(T), entonces T es transitivo.
]

1.5. Nncleos y cuasinticleos

Sea D una digrafica, un subconjunto S de V(D) es independiente si
para cualesquiera dos vértices u y v en S, u y v no son adyacentes en D.
Un subconjunto S de V(D) es absorbente si para cada vértice v que no
pertenece a S, existe un vértice u en S tal que (v, u) es una flecha de D. Un
subconjunto S de V(D) es un conjunto dominante si para cada vértice v
que no pertenece a S, existe un vértice u en S tal que (u,v) es una flecha de
D. Un subconjunto K de V(D) es un ntcleo si es independiente y absor-
bente. Un subconjunto @ de V(D) es un cuasinicleo si es independiente y
para cada z € V(D) — @, existe x € @ tal que existe una (z,x)-trayectoria
de longitud menor o igual a dos. Dada la definicién de nicleo y cuasintcleo,
observemos que cualquier nicleo es un cuasintcleo.

Notemos que no todas las digréficas tienen ntcleo, por ejemplo en la
digréafica Hy de la figura 1.13, los tnicos conjuntos independientes son {u;}
con 1 < ¢ < 3, ya que cualquier par de vértices distintos son adyacentes.
Ademads (ug,uy) ¢ F(Hy), (ug,uz) ¢ F(Hy) y (u1,u3) ¢ F(H;) por lo cual
para 1 < i < 3 el conjunto {u;} no es absorbente, por lo tanto H; no tiene
nicleo. Mientras que el conjunto N = {z, z} resulta ser un nticleo para la
digréafica Hy ya que {x,z} es independiente por ser z y z no adyacentes, y
también se tiene que w — x'y y — z, es decir, N = {z, z} es absorbente.
Ademads como todo ntcleo es un cuasintcleo se tiene también que N = {z, z}
es un cuasinucleo de Hs.
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U2 T Y

Uy Uus w ¥4
H, Hy

Figura 1.13. Una digrafica H; sin nucleo y una digrafica Hs con ntcleo.

A diferencia de los nicleos, en una digrafica siempre existe un cuasinticleo
como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. Toda digrdfica D tiene un cuasinicleo.

Demostracién. Por induccién sobre el orden de D.

Base de induccién: cuando el orden de D es 1, se tiene que el conjunto
formado por su tnico vértice es un cuasintcleo.

Hipdtesis de induccién: asumamos que todas las digraficas con menos de
n vértices tienen un cuasinucleo.

Paso inductivo: ahora tomemos una digrafica D de orden n, demostremos
que D tiene un cuasinicleo. Si D tiene un ntcleo, entonces D tiene un cua-
sinticleo, ya que todo nticleo es un cuasinicleo. Si D no tiene ntcleo, entonces
tomemos z un vértice de D, entonces {x} no es un nicleo de D, pero {x}
es un conjunto independiente, por lo tanto {x} no es absorbente, es decir,
existe un vértice z # x tal que (z,z) ¢ F(D), entonces z ¢ Np(z).

Consideremos D' = D — N [z], observemos que z € V(D') ya que z no
es un elemento de Np[z], esto quiere decir que el orden de D’ es menor que
n, entonces por hipdtesis de inducciéon D’ tiene un cuasintcleo ()'.

Si @Q"U{z} es un conjunto independiente, como V(D) =V (D') U N [z],
entonces Q'U{x} es un conjunto absorbente de V' (D) porque @’ es cuasinticleo
de D"y x absorbe a cualquier vértice en N (x), por lo tanto @' U {z} es un
cuasinicleo de D.

Si @' U {z} no es un conjunto independiente, entonces existe un vértice
y € Q' el cual es adyacente a x porque Q" y {x} son ambos conjuntos inde-
pendientes. Como y € 'y Q' C V(D) — N |[x] se tiene que x — y, entonces
Np(z) = © — y, por lo tanto Q' es un cuasinicleo de D.

|






Capitulo 2

Reyes en torneos

En este capitulo presentaremos una clase especial de vértices en un tor-
neo, los cuales son llamados reyes, hablaremos de algunos datos histéricos
que motivaron su definicion, y daremos algunos resultados que nos serviran
en el préoximo capitulo, relacionados especialmente con la existencia de tor-
neos con un numero especifico de reyes.

2.1. Introduccion

Es un hecho que en muchas sociedades de animales existen individuos
que tienen un dominio sobre otros integrantes de su sociedad. En algunas de
estas sociedades existe un elemento al que se conoce como alfa, un individuo
en la comunidad con mayor rango, a quien los otros siguen. Ejemplos de estos
individuos se encuentran en sociedades de lobos, abejas y chimpancés, entre
otros [17]. En 1922 T. Schjelderup-Ebbe [24] observé que entre cualquier par
de gallinas en un gallinero existe una relaciéon bien definida de dominacion,
es decir, una domina a la otra pero rara vez existe una gallina que domina a
todas las demés. Dicho dominio es reafirmado por un picotazo de la gallina
dominante en la cabeza de la gallina dominada. Estas relaciones fueron es-
tudiadas intensamente desde el punto de vista de la biologia, por W.C. Alle
[2, 1] y sus estudiantes Collians [6] en 1943, Guhl [11] en 1944 (conjuntamente
con Alle) y Potter [23] en 1949, usando principalmente gallinas domésticas.
En este tipo de comunidades de animales en las que para cada par de indi-

19
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viduos se tiene que uno domina al otro, pero no necesariamente hay uno que
domine a todos los demas, es natural preguntarse si ain en tales circunstan-
cias existe un individuo con mayor dominio. El socidlogo matematico H. G.
Landau se hizo esta misma pregunta en 1953 y en [18] estudid, desde el punto
de vista de las matematicas, la estructura de las relaciones de dominacién
de estas sociedades e intento describir jerarquicamente dichas estructuras.
Si bien no siempre es posible encontrar a un individuo que domine a todos
los demés jexistira alguno que domine a todos los demés ya se directa o
indirectamente?, es decir, jexiste un individuo ¢ tal que si ¢ no domina a un
individuo j, entonces existe un individuo k tal que ¢ domina a k y k domina
a j7. La respuesta a esta pregunta es si y en [18] Landau proporcioné una
demostracion a este resultado, y dié un sencillo criterio para localizarlo.

En 1980 Stephen B. Maurer publicé un articulo bajo el titulo The king
chicken theorems [19], en el cual establecié un modelo matemético para el
estudio de las relaciones de dominacién entre pollos y con base a ello pre-
senta resultados nuevos sobre dicho tema. Maurer propuso una digrafica D
como modelo para el estudio de las relaciones de dominacion en un averio de
pollos, donde V(D) es el conjunto de pollos, el cual tiene la propiedad de que
cualquier par de pollos en V (D), exactamente uno domina al otro y (u,v) es
una flecha en F'(D) siy sélo si el pollo u domina al pollo v. Ya que Landau
tenia como finalidad encontrar el individuo con mayor dominio, a Maurer le
parecié adecuado nombrarlo rey.

Definicién 2.1.1. Sea T un torneo, un vértice x es un rey de T, si para
cualquier y en V(T') existe una (z,y)-trayectoria de longitud menor o igual
a dos.

Sean T un torneo, u y v dos vértices de T', observemos que existe una
(u, v)-trayectoria de longitud menor o igual a dos siy s6losiu =vou — v o
existe w € V(T') tal que u — w — v. Por lo tanto, otra definicién equivalente
de rey es la siguiente: Sea 7" un torneo, un vértice u es un rey de 7', si para
cualquier otro vértice v distinto de u se tiene que u — v o existe w € V(7))
tal que u — w — 0.

Por ejemplo, en el torneo T de la figura 2.1 el vértice x es un rey de T,
ya que x — {u,v,w} y x — u — y, es decir, x alcanza a cualquier vértice
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del torneo en dos o menos pasos.

Figura 2.1. Un torneo 7.

El siguiente lema nos asegura siempre la existencia de al menos un rey en
un torneo.

Lema 2.1.2. (Landau [18]). Sea T un torneo, si u es un vértice de T' con
exgrado maximo, entonces u es un rey de T'.

Demostracion. Sea u un vértice en T con exgrado maximo. Si N [u]) es
igual a V(T el resultado es inmediato, asi que podemos suponer N |u] es
distinto de V(7). Consideremos w € V(T') — N, [u], entonces como T es un
torneo w — wu. Ademds, existe v € N; (u) tal que v — w, ya que de lo
contrario w — N (u), y como w — u, entonces el exgrado de w serfa mayor
al de u, lo cual seria una contradiccion ya que u es de exgrado maximo. Por
lo tanto, para algin v € V(T) se tiene que u — v — w y entonces u es un
rey de T

|

El resultado anterior es generalmente atribuido a Landau y sin embargo €l
mismo menciona en [18] que en un articulo no publicado, F. E. Hohn declaré
un teorema que afirma que en un torneo existe un rey. Landau también men-
ciona que la existencia de un rey en los torneos es corolario de un teorema de
H. E. Vaughan que aparece en [25]. El lema 2.1.2 es justamente atribuido a
Landau pues no se limita a indicar la existencia de un rey, sino que es capaz
de dar un sencillo criterio para localizar uno, ademas de proporcionar una
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demostracién corta.

En el torneo T de la figura 2.1 observemos que AT (T) = 3 y como

64 (z) = §f(w) = 3, entonces podemos concluir que z y w son reyes de
T.

Notemos que como consecuencia del lema 2.1.2, si T" es un torneo don-
de cualquier vértice tiene el mismo exgrado, entonces cada vértice de T es
un rey. Ademas, si un torneo T tiene un vértice u de ingrado cero, significa
u — V(T) — {u}, por lo cual u es un rey de T', y u es el el tunico rey de
T porque para cualquier v € V(T') — {u} no existe una (v, u)-trayectoria de
longitud menor o igual a dos, debido a que el ingrado de u es cero. J.W.
Moon [21] demostré lo siguiente:

Teorema 2.1.3. Si T es un torneo sin vértices de ingrado cero entonces T
tiene al menos tres reyes distintos.

Demostracion. Consideremos u; un rey de 7T, el cual sabemos que exis-
te por el lema 2.1.2. Por ser el ingrado de u; mayor que cero se tiene que
Ny (u1) # @, y entonces nuevamente T[Ny (u1)] es un torneo, por lo cual
tiene un rey us.

Afirmacion: us es un rey de T distinto de wu;.

Demostracién de la afirmacion. Como us € N (uy) entonces uy # uy. Aho-
ra consideremos v € V(T') — {ua}, por ser T' un torneo sucede uno de los
siguientes casos, v = u; 0 v — u; 0 Uy — v. Si v = uy, entonces us — vV
ya que uy € Ny (up). Si v — uq, entonces v € Ny (u1), por ser us un rey de
T[Ny (u1)] y dado que T[Ny (u1)] es una subdigréfica de 7', se tiene que us
alcanza a v en a lo méas dos pasos en 17"y por ultimo si u; — v, entonces
uy — uy; — v. Por lo tanto us es un rey de T' distinto de u;.

Usando el mismo razonamiento anterior, obtenemos que T[N (ug)] tiene
un rey ug tal que uz es rey de T con us # us, ain mMas uz # u; ya que
u; € Ni(us) y us € Ny (uz). En consecuencia uy, ug y uz son tres reyes
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distintos de T'.
[ |

Los siguientes dos lemas dan ma&s informacién de cémo los reyes de un
torneo interactian con los otros vértices del torneo.

Lema 2.1.4. (Maurer [19]). Sean T un torneo y u en V(T). Si Ny (u) # &,
entonces existe un rey v tal que v — u.

Demostracion. Como T[Nz (u)] es un torneo, existe v en Ny (u) tal que v
es un rey de T[Ny (u)]. Ademés v — u — N, (u), por lo tanto v es un rey
de T tal que v — u.

]

Corolario 2.1.5. Si un torneo T contiene exactamente tres reyes, entonces
estos reyes forman un 3-ciclo.

Demostracion. Sea u un rey de T', como T tiene tres reyes obtenemos que
N7 (u) es un conjunto distinto del vacio. Por el lema 2.1.4 existe un rey v tal
que v — u, andlogamente existe un rey w distinto de u tal que w — v. Por
ultimo dado que existe un rey que domina a w y sélo hay tres reyes en 7',
tenemos que u — w. Por lo tanto W = (w, v, u, w) es un 3-ciclo de T'.

Observemos como el conjunto de vecinos interiores y exteriores de un
vértice u, ayudan a determinar cuales vértices son o no son reyes.

Lema 2.1.6. (Factor, Langley [7]). Sean T un torneo y u en V(T'). u es un
rey si y solo si para todo v en V(T') — {u}, Ny (v) € Ny (u).

Demostracion. (=) Sean v un rey de T'y v en V(T) — {u}. Si u — v,
entonces u € Ny (v) y como u ¢ Ny (u), se tiene que Ny (v) € Ny (u). Si
existe un vértice w tal que u — w — v, entonces w € N5 (v) y w ¢ Ny (u),
es decir, Nz (v) € Nr (u).
(<) Supongamos que N (v) € Nz (u), para cualquier vértice v distinto
de u. Entonces existe w en Ny (v) — Ny (u), lo que implica que w ¢ N (u),
asi se tiene que w € N (u), entonces u — w — v. Por lo tanto u es un rey
de T
|
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Corolario 2.1.7. Sean T' un torneo y u en V(T). Existe un vértice v en
V(T) — {u} tal que Ny (v) € Ny (u) siy solo siu no es un rey de T

Demostracion. Es la contrapostiva del lema 2.1.6.

Reescribamos el corolario 2.1.7 usando la definicién de un rey.
Corolario 2.1.8. Sean T un torneo, u y v vértices de T, son equivalentes:
(a) El vértice u no puede alcanzar al vértice v en dos o menos pasos.

(b) Ny (v) € Ny (u).
(c) N (u) C Nf(v).

Demostracion. (a) < (b). Se sigue del corolario 2.1.7 y del hecho de que
ningin vértice es elemento del conjunto de sus vecinos interiores.
(b) < (c). Este resultado es el lema 1.4.1.
[ |

2.2. (n,k)-torneos

El lema 2.1.2 nos asegura siempre la existencia de al menos un rey en un
torneo, sin embargo ;existird un torneo de orden n que tenga exactamente
k reyes?, para responder esta pregunta consideremos primero la siguiente
definicién.

Definicién 2.2.1. Sean 7" un torneo, n y k enteros, con n > k > 1. Decimos
que T es un (n, k)-torneo si T' tiene n vértices y exactamente k de éstos son
reyes.

Ahora la cuestion hecha anteriormente puede ser replanteada de la si-
guiente manera: jpara qué enteros positivos n y k, con n > k > 1, existe un
(n, k)-torneo?. Empecemos dando algunos resultados sobre la existencia y la
no existencia de (n, n)-torneos para nimeros n especificos.

Teorema 2.2.2. Para cualquier entero positivo n > 2, no eziste un (n,2)-
torneo.
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Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe un torneo 7' con
exactamente dos reyes distintos u y v. Como existe una (u,v)-trayectoria y
una (v, u)-trayectoria se tiene que N5 (u) # @ y Ny (v) # &. Por el lema
2.1.4 tenemos que u — v y v — u, lo cual no puede pasar porque 7" es un
torneo. Por lo tanto no existe un torneo con exactamente dos reyes.

Notemos que el teorema 2.2.2 implica la no existencia de un (2, 2)-torneo.
Cabe mencionar que otra posible demostracién de este teorema que no hace
uso del lema 2.1.4, es basandose en la observacién ya realizada anteriormente
respecto a que si un torneo tiene un vértice de ingrado cero, este vértice es
el inico rey del torneo y en el hecho de que si un torneo no tiene vértices de
ingrado cero, entonces tiene al menos tres reyes (lema 2.1.3), en resumen, un
torneo tiene Unicamente un rey o al menos tres reyes.

Lema 2.2.3. Existe un (1,1)-torneo.

Demostracion. Un torneo con un sélo vértice es un (1, 1)-torneo.

Lema 2.2.4. No existe un (4,4)-torneo.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe un (4, 4)-torneo
T. Supongamos que V(T') = {v1, v, v3,v4} vy consideremos

W = {ZL’ € V(T) | dT(Ul,I) = 2}7

asi W # @, ya que de lo contrario vy, v3 v v4 no serian reyes. Supongamos
sin pérdida de generalidad que vy € W y v; — v9 — v4.

Caso 1: v3 € NT(vy).

Como vy es un rey de T', vy debe alcanzar a v en a lo mas dos pasos, por
lo cual v9 — v3 0 V4 — V3.

Para el caso en que vy — w3, como v3 es un rey de 7T, entonces v3 no
puede ser un pozo, por lo cual v3 — vy, pero entonces vs no alcanza a vy en
menos de tres pasos, lo cual es una contradiccién, dado que vz es un rey de
T.

Si vy — w3, entonces v3 — Vo porque vz no puede ser un pozo por ser un
rey de T', pero entonces v3 no alcanza a v; en dos o menos pasos, lo cual es
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una contradiccién, dado que vz es un rey de 7T'.

Caso 2: v3 € N~ (vy).

Dado que vy € W se tiene que vy € N~ (v1), por lo cual {vs,v4} — vy.
Por ser T' un torneo obtenemos que v3 — v4 0 v4 — v3. Si v3 — vy, entonces
vy no alcanza a vy en dos o menos pasos, lo que contradice que vy sea un
rey. Si vy — v3, entonces vz no alcanza a v, en dos o menos pasos, lo que
contradice que vz sea un rey.

En cualquier caso tenemos una contradiccion, por lo tanto no existe un
(4, 4)-torneo.

[ |

Lema 2.2.5. FEziste un (6,6)-torneo.

Demostracion. Basta con exhibir una digrafica que cumpla con ser un
(6,6) torneo. Un ejemplo es el torneo T' que se muestra en la figura 2.2 ya
que para cada ¢ en {1,2,3,4,5,6} se tiene que ¢; es un rey de 7.

|

C3 Co

C) &= C1

=
=

Cs Ce

Figura 2.2. Un (6, 6)-torneo 7'

Sea T" un torneo, recordemos que para un vértice x de T' tenemos que
N7 (z), Nf(z), {z} son conjuntos de vértices disjuntos de T, ademds su
unién es V(7). Estos conjuntos se “ilustran” en la figura 2.3. En esta figura
y de ahora en adelante, una “bola” representa un conjunto de vértices. Una
flecha entre un tnico vértice y una bola, indica que todas las flechas entre
el vértice y el conjunto de vértices que representa la bola se dirigen como la
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flecha. Anélogamente una flecha entre dos bolas B; y Bs, indica que todas
las flechas entre By y B, se dirigen como la flecha.

X
o

Figura 2.3. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7.

Lema 2.2.6. Sea n un entero positivo, si existe un (n,n)-torneo, entonces
existe un (n + 2,n + 2)-torneo.

Demostracion. Supongamos que existe un (n,n)-torneo 7. Sean u 'y v dos
nuevos vértices, definamos la digréfica D = (V(D), F'(D)), con

V(D) =V(T)U{u,v}y
F(D) = F(T)U{(z,u) |z € V(T)} U {(u,0)} U{(v,y) |y € V(T)}.

Notemos que D es un torneo con n + 2 vértices, veamos que cualquier
vértice de D es un rey. Sea x € V(T'), dado que T es un (n,n)-torneo, para
todo vértice z de T'— {x} sucede que existe una (z, z)-trayectoria de longitud
a lo mas dos en 7'y como T' C D, entonces existe una (x, z)-trayectoria de
longitud a lo mas dos en D. Ademés, por definicién de D, v = (x,u,v, ) es
un 3-ciclo, entonces cualquier vértice de D es un rey de D. Por lo tanto D
es un (n + 2,n + 2) torneo (ver figura 2.4).

|

Figura 2.4. Algunas relaciones de dominacién en el torneo D.
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Teorema 2.2.7. Para todo entero positivo n, excepto para 2 y 4, existe un
(n,n)-torneo.

Demostracion. Por el teorema 2.2.2 y el lema 2.2.4 no existe un (2, 2)-
torneo ni un (4,4)-torneo. Veamos que para todo entero k > 1 existe un
(2k — 1,2k — 1)-torneo. Por induccién sobre k.

Base de induccion: Cuando k£ = 1, por el lema 2.2.3 sabemos que existe
un (1, 1) torneo.

Hipoétesis de induccién: supongamos que la afirmacién es cierta para un
cierto valor ko, es decir, que existe un (2ky — 1,2kg — 1) torneo.

Paso inductivo: demostremos que la afirmacién es cierta para ko + 1. Por
hipétesis de induccién existe un (2ko — 1,2ko — 1)-torneo, usando el lema
2.2.6 que se refiere a la existencia de un (n + 2,n + 2)-torneo en caso de que
exista un (n,n)-torneo, tenemos que existe un (2kg + 1, 2kg + 1)-torneo, que
es lo que queriamos demostrar.

Andlogamente usando el lema 2.2.5 que asegura la existencia de un (6, 6)-
torneo y el lema 2.2.6 demostramos que para todo entero £ > 3 existe un
(2k, 2k)-torneo.

|

Usando los resultados anteriores sobre la existencia y la no existencia de
(n,n)-torneos, la pregunta: ;para qué nimeros n y k existe un (n, k)-torneo?
queda contestada con el siguiente teorema.

Teorema 2.2.8. (Maurer [19]). Para cualesquiera enteros positivos n y k
conn >k > 1, excepto para k =2 y k =n = 4, existe un (n, k)-torneo.

Demostracion. Sabemos por el lema 2.2.4 y el teorema 2.2.2 que no existe
un (4, 4)-torneo ni tampoco un (n, 2)-torneo para n arbitrario. Sea k un entero
positivo con k # 2 y k # 4, consideremos un (k, k)-torneo T, la existencia
del torneo T' es asegurada por el teorema 2.2.7, observemos que si n = k
entonces 1" es un (n, k)-torneo. Si n > k entonces consideramos un torneo W
de orden n — k de tal manera que V(7)) N V(W) = @. Definamos la digréfica
D = (V(D), F(D)) de la siguiente manera:

V(D) = V(T)UV(W) y
F(D) = F(T) U {(u,v) | u € V(T), ve V(W)}UFW).
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En la figura 2.5 se muestra como se relacionan los vértices de T con los
vértices de W.

Figura 2.5. Relaciones de dominacién entre los vértices de Ty W.

Por ser T un (k, k)-torneo, cualquier vértice de T" es un rey de T, y como
T CDyV(T)— V(W), se tiene que cualquier vértice de T es un rey de D.
Ademads cualquier vértice de W no es un rey de T', ya que V(T') — V(W),
por lo cual D es un (n, k)-torneo.

Para k = 4, notemos que existe un (5,4)-torneo 7", como lo muestra la
figura 2.6, donde los vértices a, b, ¢ y d son los cuatro reyes de T".

a ,b
\6
d c

Figura 2.6. Un (5,4)-torneo.

Para obtener un (n,4) torneo para n > 5 consideramos W’ un torneo de
orden n —5 con V(T")NV(W') =@y D' = (V(D'), F(D')) con

V(D) =V(T)uV(W)y
F(D') = F(T') U{(u,v) | u € V(T), v e V(W')}UFW).

Observemos que cualquier vértice v de T” es un rey de D', ya que T/ C D' y
v alcanza a cualquier vértice de W’ en un paso por definicién de D’. Ademé&s
e no es un rey de D', ya que e no es un rey de 7"y V(T") — V/(W'). Y por
ultimo, dado que V(7T") — V(W’), cualquier vértice de W’ no es un rey de
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D', en consecuencia D’ tiene exactamente cuatro reyes, por lo tanto es un
(n, 4)-torneo.
|

Los lemas presentes en este capitulo seran fundamentales en el desarrollo
del capitulo 3, especialmente el teorema 2.2.8 (teorema de Maurer), el cual
nos permitird crear vértices que tengan la propiedad de no ser reyes de un
torneo T" pero si ser reyes del torneo 7' — {x}, donde z es algun rey de 7.



Capitulo 3

Grafica (2,2)-dominante de
torneos

El tema de dominacion, tanto en graficas como en digréaficas ha sido el
centro de investigacion dentro de varias areas en matematicas, sus repercu-
siones tedricas y practicas han intrigado a investigadores durante anos.

En la teoria de graficas una técnica que se usa para demostrar o gene-
ralizar diversos resultados es construir una grafica a partir de otra, asi es
como Kim A.S. Factor y Larry J. Langley toman el concepto de conjuntos
(1, 7)-dominantes definido por J.T. Hedetniemi, K.D. Hedetniemi, S.M. He-
detniemi, S.T. Hedetniemi, D.F. Rall y J. Knisely en sus trabajos originales
[14, 15, 16] y construyen la gréfica (i,j)-dominante [8, 7]. Posteriormente
en su articulo Kings and Heirs: A characterization of the (2,2)-domination
graphs of tournaments [9] logran dar una caracterizacion de la grafica (2,2)-
dominante de un torneo.

Este capitulo esta dedicado a presentar detalladamente los resultados ex-
puestos en el articulo Kings and Heirs: A characterization of the (2,2)-domi-
nation graphs of tournaments, el cual esta orientado a dar una caracterizacion
estructural de la gréfica (2,2)-dominante de un torneo.

Sea T' un torneo, la gréfica (2, 2)-dominante de 7" se denota por doms »(T),
donde V(domgs(T)) =V(T) vy uwv € A(domso(T')) si para cualquier w en
V(T) — {u,v} existe una (u,w)-trayectoria y una (v, w)-trayectoria, ambas
de longitud menor o igual a dos en T. Llamamos a u y a v un par (2,2)-
dominante. Observamos que cada par de reyes de T' crea alguna arista en

31
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domao(T), sin embargo, las parejas de reyes no son los unicos vértices que
crean aristas en doms o (T"), veremos qué otras parejas de vértices u y v forman
un par (2,2)-dominante donde no necesariamente u y v son reyes de 7T

En un torneo T', un heredero es un vértice v que no es un rey de 7T', pero
si es un rey de T'— {w}, donde w es algin rey de T. Demostraremos que
uv es una arista de domsgo(T) si y s6lo si u y v son reyes distintos de 7', o
wes un rey de 7'y v es un heredero de u. Como consecuencia del resultado
anterior, obtendremos que doms2(T') es un tipo especial de gréfica, a la cual
denominaremos como grafica completa con o sin vértices finales, y con o sin
vértices aislados. Sin embargo, el reciproco no siempre es cierto, es decir,
siempre existe una grafica completa con o sin vértices finales, y con o sin
vértices aislados G’ tal que para cualquier torneo 7', se tiene que G’ no es la
grafica (2,2)-dominante de 7'

En un torneo T', con n vértices y con reyes etiquetados x1, xs, ..., T, la
secuencia real de T es [k; hy, ho, ..., hg; 7], donde r = n—k — Zle h;, h; repre-
senta el numero de herederos del rey x;, y r representa el niimero de vértices
de T" que no son reyes ni herederos. En las secciones 3.1 y 3.3, mediante
el uso de resultados constructivos lograremos determinar exactamente cudles
secuencias son secuencias reales de torneos y cuales no. Tras determinar todas
las secuencias reales de torneos, identificaremos exactamente cudles graficas
completas con o sin vértices finales, y con o sin vértices aislados son las grafi-
cas (2,2)-dominantes de torneos, finalmente daremos una caracterizacién de
la gréfica (2,2)-dominante de un torneo.

3.1. Introduccion

Dado un torneo 7', definimos domas»(T') la grafica (2,2)-dominante de
T, donde V(domao(T)) = V(T') y uv € A(domao(T')) si para cualquier w en
V(T)—{u,v} existe una (u,w)-trayectoria y una (v, w)-trayectoria, ambas de
longitud menor o igual a dos en T'. A los vértices u y a v se les conoce como
un par (2,2)-dominante. Notemos que cualquier pareja de reyes es un par
(2,2)-dominante, sin embargo las parejas de reyes no son los tinicos vértices
que crean aristas en domgo(7"), veremos a continuacién qué otros vértices
crean aristas en G.



3.1. INTRODUCCION 33

Sea T un torneo, consideremos u y v un par (2,2)-dominante. Por defini-
cién de domao(T') se tiene que u alcanza a todos los vértices de T' en dos o
menos pasos, excepto posiblemente a v. Por ser 7' un torneo u — v o v — u,
supongamos que u — v, entonces u es un rey de 7. Si v también es un rey
de T', ambos vértices son reyes de T, esto implica que cualquier par de reyes
crea una arista en domso(T"). Si v no es un rey de 7', significa que v no puede
alcanzar a u en dos o menos pasos, sin embargo sabemos que v puede alcan-
zar a cualquier vértice de T — {u} en dos o menos pasos, en consecuencia v
es un rey de T'— {u}. Como v no puede alcanzar a u en dos o menos pasos,
se tiene que si x € V(T) y © # w entonces v y « no son una par (2,2)-
dominante. La propiedad del vértice v de no ser un rey de 7', pero si ser un
rey de T'—{u} donde u es un rey de T, es lo que motiva la siguiente definicién.

Sea T un torneo, un heredero es un vértice v que no es un rey de 7,
pero si es un rey de T'— {w}, donde W es algin rey w de T, llamamos a
v un heredero del rey w. Por el analisis realizado anteriormente sobre qué
vértices crean aristas en domgo(7T), tenemos que si v es un heredero del rey
w, la arista vw estd en domso(7T).

Figura 3.1. Un torneo T' y su respectiva grafica (2,2)-dominante.

En la figura 3.1 se presenta un torneo 7'y su respectiva grafica (2,2)-
dominante. En este torneo T, por ser el exgrado méaximo de 7' igual a tres
y 01 (c) = 3, se tiene que c es un rey de T, ademéas b,d y e son también
reyes de T', por lo cual, cualquier par de vértices distintos en el conjunto de
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vértices {b,c,d, e} forma una arista en domso(7T), de esta manera, tenemos
que doms o(T)[{b, ¢, d, e}] es una gréafica completa de cuatro vértices. Por otro
lado, a no es un rey de T, ya que a no puede alcanzar al vértice ¢ en dos o
menos pasos, sin embargo, a — ¢ — d y a — ¢ — b, en consecuencia, a es un
rey de T'— {c}, es decir, a es un heredero del rey ¢, entonces ac es también
una arista de domg(T).

Lema 3.1.1. Sea T un torneo, si h es un heredero del rey k, entonces h no
es heredero de cualquier otro rey.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que h es un heredero de
los reyes k; y kj, con k; # kj. Como h es un rey en T — {k;} se tiene que
existe una (h, k;)-trayectoria de longitud menor o igual a dos. Ademas, h es
un heredero de k;, por lo cual h es un rey de T'— {k;}, en consecuencia h
es un rey de 7T, y ésto tltimo es una contradiccion porque h es un heredero.
Por lo tanto h es heredero de un tnico rey.

[ |

En un torneo 7', con n vértices y con reyes etiquetados x1, xs, ..., xp de-
finimos la secuencia real de T como sigue [k; hq, ho, ..., hg; 7], donde r es
igual a n — k — Zle h;, es decir, r representa el niimero de vértices de T
que no son reyes ni herederos, y para cada ¢ en {1,...,k} h; representa el
numero de herederos del rey ;.

Notemos que podemos etiquetar a los reyes arbitrariamente asi que po-
demos permutar la secuencia h; libremente. Por ejemplo, en el torneo T de
la figura 3.1 ya habiamos visto que x1 = b, 19 = ¢, 3 = d y x4 = e son reyes
de T y que a es un heredero de ¢. Ademads, para cada i en {1,3,4} se tiene
que x; no tiene herederos, por lo cual la secuencia real de T es [4;0, 1,0, 0; 0].

Sea T un torneo, en la gréifica (2,2)-dominante de T, las aristas son
formadas por cualesquiera dos vértices distintos u y v, si cumplen que u
y v alcanzan a todos los vértices de T'— {u, v} en dos o menos pasos.

Con la finalidad de dar una caracterizacion de la estructura de la grafica
(2,2)-dominante de un torneo, primero listamos las tinicas parejas de vértices
que pueden formar una arista en domg (7).
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Lema 3.1.2. Sea T un torneo, uv es una arista de domas(T') si y sdlo si
(a) u y v son reyes distintos de T, o
(b) uw esun rey de T y v es un heredero de u.

Demostracion. (=) Supongamos que uv es un arista en domg (1), por
definicién de domso(T) se tiene que u alcanza a todos los vértices de T' en
dos o0 menos pasos, excepto posiblemente a v. Por ser 7" un torneo u — v o
v — u, supongamos sin pérdida de generalidad que u — v, entonces u es un
rey de T'. Si v también es un rey de 17", ambos vértices son reyes de T". Si v no
es un rey de T, significa que v no puede alcanzar a u en dos o menos pasos,
sin embargo sabemos que v puede alcanzar a cualquier vértice de T'— {u} en
dos o menos pasos, en consecuencia v es un rey de 7' — {u}, lo cual implica
que v es un heredero de wu.

(<) Si u y v son reyes distintos de 7', entonces ambos vértices alcanzan
a cualquier vértice de ' — {u,v} en dos o menos pasos. Lo mismo sucede
si u es un rey de 7'y v es un heredero de u. Por lo tanto uv es una arista

doma2(T) en cualquier caso.
|

Lema 3.1.3. Sea T un torneo, la grifica (2,2)-dominante de T estd formada
como Sigue:

(a) Los reyes de T forman una subgrdfica completa de domso(T).
(b) Un heredero es un vértice final adyacente a su rey asociado.
(c) Todos los vértices que no son reyes ni herederos son vértices aislados.

Demostracion. (a) Por el lema 3.1.2(a) cualquier par de reyes distintos
es adyacente, asi, los reyes forman una subgréfica completa de domgs(T).
(b) Por los lemas 3.1.2(b) y 3.1.1 un heredero y su rey asociado forman una
arista en domso(7") y un heredero sélo puede tener asociado un rey, por lo
cual un heredero forma un vértice final adyacente a su rey asociado. (c¢) Si un
vértice no es un rey ni un heredero, entonces por el lema 3.1.2 dicho vértice
no puede formar un par (2,2)-dominante con cualquier otro vértice, de esta
manera, los vértices que no son reyes ni herederos son vértices aislados.
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A continuacion definimos una clase de graficas las cuales tienen una es-
tructura muy similar a la grafica (2,2)-dominante de un torneo. Sea G una
grafica, decimos que G es una grafica completa con o sin vértices fina-
les, y con o sin vértices aislados, si existen subconjuntos A;, Ay, A3 de
V(G) tales que:

(a) A # @.

(b) Si1<i<3,1<j<3eijentonces A;,NA =0.
(c) AyUAUA; =V(G).

(d)
)
)

G[A4] es una grafica completa.

(e) Six € Ay, entonces dg(z) =1, y existe y € A; tal que xy € A(G).
(f) Siz € Az, entonces dg(x) = 0.

En la figura 3.2 se presentan algunas graficas completas con o sin vértices
finales, y con o sin vértices aislados.

. -
A

Figura 3.2. Algunas graficas completas con o sin vértices finales, y con o sin
vértices aislados.
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G4 es K, con cinco vértices aislados. G5 es K, con cinco vértices finales
para cada uno de sus vértices. GG3 es K3 con tres vértices finales para cada
uno de sus vértices y con tres vértices aislados. G4 es K4 con cuatro vértices
aislados.

En la siguiente observacion exhibimos cudl es la relacién entre la grafi-
ca (2,2)-dominante de un torneo y una grafica completa con o sin vértices
finales, y con o sin vértices aislados.

Observacion 2. Tomemos un torneo 7', sean

K={xeV(T) |z esunrey de T},
H={heV(T)|h esun heredero en T}y
R={reV(T)|r no esrey ni heredero en T}.

Por definicion, los conjuntos K, H y R son ajenos dos a dos y su unién es
V(G). Ademés K # & ya que siempre existe al menos un rey en un torneo.
Por el lema 3.1.3: domys(T)[K] es una grafica completa, si h € H entonces
Odomso(my(h) = 1y existe x € K tal que xh € A(domys(T)), y finalmente
si 7 € R, entonces dgom,,(r)(r) = 0. Por lo tanto domy»(7T') es una grafica
completa con o sin vértices finales, con o sin vértices aislados.

Dada una grafica completa con o sin vértices finales, con o sin vértices
aislados G, jexistird un torneo 1" tal que domss(T) sea isomorfa a G7 Pa-
ra responder esta cuestion es necesario conocer la clase que consiste de las
graficas que resultan ser las gréaficas (2, 2)-dominantes de torneos y dado que
domg 2(T) es una grafica completa con o sin vértices finales, con o sin vértices
aislados, sélo resta conocer cuantos herederos puede tener un rey especifico de
un torneo, asi como el niimero de vértices que no sean reyes ni herederos que
pueda tener dicho torneo, y es justo en este punto donde serd fundamental
determinar cudles secuencias existen y cuales no.

3.2. Secuencias reales y teorema de Maurer

El objetivo principal de esta seccion es determinar las secuencias reales
de torneos con k reyes, excepto para torneos con k = 3 y k = 4 reyes, los
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cuales requieren un enfoque particular y seran reservados para més adelante.

Demostraremos que existe un torneo con secuencia real [1; h;r] excepto
para las secuencias [1;2;7] si 7/ > 0y [1;4;7] si 7 > 0 (lema 3.2.3). Como
consecuencia inmediata del teorema 2.2.2, respecto a la no existencia de un
torneo con exactamente dos reyes, haremos notar que si hy, he y r son ente-
ros no negativos, entonces no existe un torneo con secuencia real [2; hy, ho; 7|
(corolario 3.2.2).

Debido a que dada una secuencia [k; hy, ha, ..., hg; r| fija pero arbitraria,
con k > 5, no resulta sencillo hasta este punto decidir si existe o no existe
un torneo con tal secuencia, presentaremos los lemas 3.2.5, 3.2.7, 3.2.8, los
cuales siguen de cerca la idea de bajo ciertas condiciones, construir un torneo
T' a partir de tener un torneo previo T', de tal forma que la secuencia real
de T" sea una “pequena variacion” de la secuencia real de T.

Sea T un torneo, como consecuencia del lema 3.2.5 tendremos que si
X1 = X,%y,...,T, son los reyes de un torneo 7', donde z; tiene h; herede-
ros en T para i en {1,2,...,n} con hy = 0, y la secuencia real de T es
[n; by, ho, ... hy; 7], entonces podemos obtener un torneo con secuencia real
[ By, ha, ... ;7] donde h, puede ser cualquier entero positivo, pero dis-
tinto de dos y cuatro.

Sea T' un torneo, por el lema 3.2.7 tendremos que si x1 = z,29,...,2,
son los reyes de un torneo 7', donde z; tiene h; herederos en 71" para i en
{1,2,...,n} con hy > 0, y la secuencia real de T es [n;hq, ha, ..., hy;7], en-
tonces podemos obtener un torneo con secuencia real [n; h1+2, ha, ..., hy;7].

Sea T un torneo, como consecuencia del lema 3.2.8 tendremos que si
T =T,Ts =Y,...,T, son los reyes de un torneo 7', x — y, x es un rey en
T — {y}, x; tiene h; herederos en T para ¢ en {1,2,...,n} con hy = 0, y
la secuencia real de T es [n; hy, ha, ..., hy; 7], entonces podemos obtener un
torneo con secuencia real [n;2, ha, ..., Ay 7).

En el corolario 3.2.9 hacemos la observacion de que una vez obtenido un
torneo con secuencia real [n;2, ha, ..., hy;r] via lema 3.2.8, podemos usar el
lema 3.2.7 para obtener un torneo con secuencia real [n;4, ho, ..., hy;7].

Finalmente en el teorema 3.2.12 demostramos que si k£ es un entero ma-
yor o igual a cinco, y r, hg, h1, ..., hi_1 son enteros mayores o iguales a cero,
entonces existe un torneo con secuencia real [k; ho, by, ..., hg_1;7].
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El teorema de Maurer incluye todos los torneos en donde cualquier vértice
es un rey, por lo tanto tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 3.2.1. Para cualquier entero positivo k, excepto para 2 y 4, existe
un torneo T' con secuencia real [k;0,0,...,0;0].

Demostracion. Por el teorema 2.2.7 existe T un (k, k)-torneo excepto para
k =2 o k =4, dicho torneo tiene por secuencia real [k;0,0,...,0;0].
|

Corolario 3.2.2. Para cualesquiera enteros hy, hy y r, no existe un torneo
T con secuencia real [2; hy, ho;7] 0 [4;0,0,0,0;0].

Demostracion. Por el teorema 2.2.2 y el lema 2.2.4 no existe un (n, 2)-
torneo para n arbitrario ni tampoco un (4,4)-torneo, por lo cual no existe
un torneo 7' con secuencia real [2;hq, he;r]| 0 [4;0,0,0,0;0].

]

El efecto del teorema de Maurer sobre la existencia de herederos en la
secuencia real es lo que da mayor profundidad e interés a este estudio de la
grafica (2,2)-dominante de un torneo. Como un heredero h de un rey k es
un rey en el torneo T'— {k}, el resultado de Maurer debe ser extendido a los
herederos para averiguar cuales secuencias reales son posibles.

Primero podemos abordar directamente el caso en donde hay exactamente
un rey. Maurer observé que si un torneo tiene exactamente un rey, éste debe
ser un transmisor.

Lema 3.2.3. Si h y r son enteros no negativos, entonces existe un torneo T’
con secuencia real [1;h;r] sty solo si h # 2, si h = 0 entonces r =0, y si
h =4 entonces r > 0.

Demostracion. (=) Si T tiene un unico vértice, entonces tenemos la se-
cuencia real [1;0; 0]. En otro caso si el tinico rey es removido de T" entonces el
torneo resultante debe tener h reyes. En consecuencia el tinico caso cuando
h = 0 es el caso donde T tiene exactamente un vértice, los otros valores de
h y r estan restringidos por el teorema 2.2.8, por lo tanto h # 2 y si h = 4,
r > 0.
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(<) Inversamente agregando un transmisor a un torneo 7" con h reyes y
r vértices que no sean reyes creamos un torneo con secuencia real [1; h; 1], el
teorema 2.2.8 nos asegura la existencia del torneo 7”.

Definicién 3.2.4. Sean T7 y T; dos torneos y € V(T7). Definimos el torneo
T, como sigue

V(T,) =V(T)UV(Ty) y F(T,) = F(I1) UF(T,) UAU B
donde

A={(u,v) |u€ Nplz], ve V(Ta)} y
B ={(v,u) |ue N} (x), ve V(Ty)}

Con el fin de obtener secuencias reales vamos a anadir constructivamente
h; herederos a un rey especifico con h; > 0. Con la excepciéon de h; = 2 y
h; = 4 herederos, podremos usar el teorema de Maurer directamente, pri-
mero adjuntando un torneo con h; reyes, transformando a estos reyes en los
herederos deseados.

Lema 3.2.5. Sean T1 y T, dos torneos, si x es un rey de Ty donde x no tiene
herederos, entonces

(a) Los reyes de T, y Ty son los mismos.

(b) = es un rey de T, y los herederos de x en T, son precisamente los reyes
de TQ.

(¢) Siy es un rey de Ty con y # x, entonces y tiene la misma cantidad de
herederos tanto en Ty como en T,.

Demostracion. En la figura 3.3 se muestran las relaciones de dominacién
entre el vértice x con los demas vértices del torneo T),.

Las siguientes afirmaciones nos seran de gran utilidad para demostrar el
lema.

Afirmacién 1. Para cualquier v en V(75) se tiene que v no puede alcanzar



3.2. SECUENCIAS REALES Y TEOREMA DE MAURER 41

al vértice x en dos o menos pasos en 1.

Demostracién de la afirmacién 1. Notemos que Nj. (v) C Ny (), entonces
por corolario 2.1.8 el vértice v no puede alcanzar a x en dos o menos pasos
enl, A

+

Figura 3.3. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7.

Afirmacién 2. Si y es un heredero de x en T, entonces y ¢ V(17).

Demostracion de la afirmacién 2. Por contradiccién, supongamos que y es un
elemento de V(77), entonces x — y porque y es un heredero de x en 7},. Con-
sideremos v € V(T3), dado que & — y entonces v — y por definicién de T,
sin embargo, y es un rey de T, — {x}, entonces existe un vértice w # x tal que
y = w — v. Observemos que w ¢ V(Ty) U N (x) porque V(Ty) — Nj (z),
entonces w — x. Por lo tanto y — w — x, es decir, y alcanza a x en dos pa-
sos, lo cual es una contradiccién ya que y es un heredero de x en T}, entonces
la afirmacion es verdadera. A

Afirmacién 3. Sean v y w vértices de Ty, si existe una (v, w)-trayectoria
de longitud menor que tres en 7T}, entonces existe una (v, w)-trayectoria de
longitud menor que tres en 77.

Demostracion de la afirmacion 3. Notemos que si v = =z, el resultado es
inmediato ya que x es un rey en 77 y en 7T,. De igual manera, si v = w
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entonces W = (v) es una (v,w)-trayectoria de longitud cero tanto en T,
como en T}, supongamos entonces que v # x y que v # w. Como existe una
(v, w)-trayectoria de longitud menor que tres en T, entonces v — w o existe
un vértice z tal que v — 2z — w.

Si v — w, entonces v alcanza a w en un paso en 7T7.

Si existe un vértice z tal que v — z — w, entonces tenemos dos opciones
para z, z € V(T1) o z € V(T3). Para el caso en que z € V(T}), v alcanza a w
en dos pasos en 1. Si z € V(T3), como Ny, [z] — V(Ty) — Ny (x), entonces
w € Nj (z) y v e Ny, (x), por lo tanto v — = — w, asi v alcanza a w en dos
pasos en 1.

En cualquier caso existe una (v, w)-trayectoria de longitud a lo més dos
enT;. A

(a) Por ser z un rey de Ty y © — V/(13), se tiene que z es un rey de
T,. Consideremos y un rey de T} con y # x en caso de que exista, entonces
y — x o existe w € V(T7) tal que y — w — x, en consecuencia y — V(13) o
y — w — V(1) por definicién de T,.. En cualquier caso y alcanza a cualquier
vertice de T3 en a lo mas dos pasos, y por ser y un rey de 717, se tiene que y
es un rey de 7Tj.

Ahora sea y un rey de T, con y # x en caso de que exista, por la afir-
macién (1) obtenemos que y € V(T7). Sea u un vértice de T}, como existe
una (y, u)-trayectoria de longitud menor que tres en T, entonces por la afir-
macion (3) existe una (y, u)-trayectoria de longitud menor que tres en 77, en
consecuencia y es un rey de 77, por lo tanto 7} y 7}, tienen los mismos reyes.

(b) Por (a) x es un rey 7, ahora tomemos y un rey de Ty. Si V(T3) = {z}
entonces inmediatamente y es un heredero de x en T,. Supongamos entonces
que {z} C V(T1), consideremos u € V(T1) — {z}. Si u € N (x) entonces
y — u por definicién de T,. Si u € Ny, (7) entonces como x es un rey de
Ty, existe w € N:,Jfl(a:) tal que x — w — u, de esta manera y - w — u 'y
entonces y alcanza a cualquier vértice de T} — {x} en a lo mas dos pasos en
T) — {z}. Ademds y es un rey de Ty y por la afirmacién (1) el vértice y no
puede alcanzar al vértice z en dos o menos pasos en T, entonces y es un
heredero de x en T,,.
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Ahora demostremos que los tnicos herederos de = en T}, son los reyes de
Ty. Por la afirmacién (2) tenemos que ningun vértice de T; es un heredero
de x en T,. Sea y un vértice de T5 que no sea un rey de T, entonces existe
z € V(T3) tal que no existe una (y, z)-trayectoria en Ty de longitud menor
que tres.

Afirmamos que no existe una (y, z)-trayectoria en T, de longitud menor
que tres. Supongamos lo contrario, es decir, que existe una (y, z)-trayectoria
en T}, de longitud menor que tres.

Si y — z entonces y alcanza a z en un paso en 75 lo cual es una contra-
diccidn, ya que no existe una (y, z)-trayectoria en Ty de longitud menor que
tres.

Si existe un vértice w tal que y — w — z tenemos que w € V(17) o
w € V(Ty). St w € V(T1), entonces por definicién de T, w € Nj (z) y
como w — z, se contradice que V(T3) — Ny (z). Si w € V(T3), entonces
{y,w, z} CV(T3), por lo cual existe una (y, z)-trayectoria en Ty de longitud
menor que tres, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto no existe una (y, z)-
trayectoria en T}, de longitud menor que tres, entonces y no es un heredero
de z en T},.

Por lo tanto los unicos herederos de x en T}, son los reyes de T5.

(c) Demostremos primero que si h es un heredero de y en T, con y # x,
entonces h es un heredero de y en 7. Sean y un rey de T, con y # x y h
un heredero de y en T, por (a) y es un rey de 7;. Como h alcanza a = en a
lo més dos pasos en T, entonces por la afirmacién (1) h es un vértice de T7.
Consideremos v € V(T1) — {y, h}. Como h es un rey de T, — {y} se tiene que
existe una (h, v)-trayectoria en T,, — {y} de longitud menor que tres, entonces
h — v o existe un vértice w # y tal que h — w — v.

Caso 1. h — v.
En este caso h alcanza a v en un paso en 7.

Caso 2. Existe un vértice w # y tal que h — w — v.
Como w # y obtenemos que w es un elemento de V(T1) — {y} o V(T3). Si
w € V(T1) — {y} entonces h alcanza a v en T} — {y} en a lo mas dos pasos.
Si w € V(Ty), entonces por definicién de Ty, h € Ny, [z] y v € N, (z), pero
h # x por ser x un rey de T}, por lo cual h — x — v, por lo tanto h alcanza
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avenT; —{y} en alo més dos pasos.

Por los casos (1) y (2) tenemos que h es un rey de T; — {y}, ademés
por ser h un heredero de y en T}, no existe una (h,y)-trayectoria en 7, de
longitud menor que tres, entonces no existe una (h,y)-trayectoria en 7 de
longitud menor que tres ya que 177 C T, por lo tanto h es un heredero de y
en 17.

Ahora demostremos que si h es un heredero de y en T} con y # x entonces
h es un heredero de y en T,. Sea h un heredero de y en T} con y # z, por el
inciso (a) y es un rey de Ty, consideremos v € V(T},) — {y}.

Caso 1: v € V(T1) — {y}.
Por ser h un heredero de y en T} h alcanza a v en a lo mas dos pasos en
Ty — {y}. Ademés, h es un rey de Ty — {y} v Th — {y} C T, — {y}, lo cual
implica que h alcanza a v en a lo més dos pasos en T, — {y}.

Caso 2: v € V(T).
Dado que x € V(T1) — {y}, existe una (h, x)-trayectoria de longitud menor
que tres en Ty —{y}, es decir, h — x o existe w € V(T1)—{y} con h - w — x.
Si h — x, entonces h — v por definicién de T,. Si existe w € V(T1) — {y} con
h — w — x, entonces por definicién de T, w — v, por lo cual h — w — v.
Por lo tanto h es un rey de T, — {y}.

Por otro lado, h no puede alcanzar a y en dos o menos pasos en 717,
entonces usando la contrapositiva de la afirmacién (3), tenemos que h no
puede alcanzar a y en dos o menos pasos en T, en consecuencia h es un
heredero de y en T,.

[ |

Corolario 3.2.6. Sean T} un torneo y x un rey de T1. Si x no tiene herederos
en Ty, entonces existe un torneo T con la misma secuencia real que Ty, con
excepcion de que x tiene h, herederos en T con h, >0, h, # 2 y h, # 4.

Demostracion. Sean un entero positivo con n # 2 y n # 4, por el teorema
2.2.7 sabemos que existe un (n,n)-torneo 7. Construyamos 7, como en la
definicién 3.2.4 a partir de 177 y T3, entonces por el lema 3.2.5 T, tiene la
misma secuencia real que 17, excepto que ahora x tiene h, = n herederos en
T,.

[ |
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Como vemos en el corolario anterior, no podemos agregar dos o cuatro
herederos a un rey directamente mediante el uso del teorema de Maurer.
Los dos siguientes lemas proporcionan métodos constructivos para obtener
torneos con dos o cuatro herederos. El primer lema sigue de cerca el paso
inductivo en la prueba del teorema de Maurer y permitira a los reyes con
exactamente dos herederos transformarlos en reyes con cuatro herederos.
El segundo lema proporcionara ciertas condiciones bajo las cuales podemos
garantizar que un rey tiene exactamente dos herederos.

Lema 3.2.7. Sean T un torneo y x un rey de T'. St x tiene h, herederos en
T con h, > 0, entonces existe un torneo T" tal que:

(a) Los reyes de Ty T" son los mismos.
(b) = es un rey de T" y tiene exactamente h, + 2 herederos en T".

(c) Siy es un rey de T con y # x, entonces y tiene la misma cantidad de
herederos tanto en T como en T".

Demostracion. Sean v un heredero de z en Ty vy, v9, v3 tres nuevos vérti-
ces. Consideremos el torneo 7" = (V(1"), F(T")), con

V(T") = (V(T) = {v}) U {1, v3, 03} y
F(T") = F(T — {v}) U{(v1,v2), (v2,v3), (v3,v1) } UAU B

donde

A={(vi,w) | (v,w) € F(T), i €{1,2,3}}y
B = {(w,v;) | (w,v) € F(T), i € {1,2,3}}.

La figura 3.4 muestra como se relacionan los tres nuevos vértices con los
demés vértices de T — {v}.

Para demostrar que el torneo 7" definido anteriormente cumple con el
lema, demostremos primero las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. Sean u, w y z vértices de T, con {u,w} N {v} = @. Existe
una (u, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T — {z} si y sdlo
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si existe una (u,w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en 7" — {z}.

Demostraciéon de la afirmaciéon 1. (=) Supongamos que existe una (u,w)-
trayectoria W de longitud menor o igual a dos en 7' — {z}. Observemos que
si v ¢ V(W) entonces W es una (u,w)-trayectoria en 7" — {v, 2z} y como
T —{v} C T’ por definicién de T", entonces T — {v,z} C T" — {z}, de esta
manera se tiene que W es una (u, w)-trayectoria de longitud menor o igual a
dos en T" — {z}. Por otro lado si v € V(W), entonces W = (u, v, w) porque
{u,w} N {v} = @, asi u — v; — w por definicién de 7", en consecuencia
W' = (u,v1,w) es una (u,w)-trayectoria de longitud dos en 7" — {z}.

(<=) Supongamos que existe una (u, w)-trayectoria W de longitud menor
o igual a dos en 7" — {z}. Observemos que si para cada i en {1,2,3} se tiene
que v; ¢ V(W), entonces W es una (u, w)-trayectoria en T'— {v, 2z} y como
T —{v,z} CT —{z}, se tiene que W es una (u,w)-trayectoria de longitud
menor o igual a dos en 7" — {z}. Por otro lado, si existe ¢ en {1,2,3} tal
que v; € V(W), entonces W = (u,v;,w), por lo cual W' = (u, v, w) es una
(u, w)-trayectoria de longitud dos en T"— {z}. A

w,@a

Figura 3.4. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7".

Afirmacién 2. Sean w y z vértices de T, con {w, z} N {v} = @. Existe una
(z, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en 1" si y sélo si existe una
(z, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en 7".

Demostracién de la afirmacién 2. (=) Supongamos que existe una (z,w)-
trayectoria W de longitud menor o igual a dos en T. Observemos que si
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v & V(W), entonces W es una (z,w)-trayectoria en 7" ya que T'— {v} C T"
por definicién de T". Por otro lado si v € V(W), entonces W = (z,v,w)
porque {w,z} N {v} = @, en consecuencia W' = (z,v;,w) es una (z,w)-
trayectoria de longitud dos en 7.

(<) Supongamos que existe una (z, w)-trayectoria W de longitud menor
o igual a dos en T". Observemos que si para cada i en {1,2,3} se tiene que
v; & V(W), entonces W es una (z,w)-trayectoria en 7. Por otro lado, si
existe 7 en {1,2,3} tal que v; € V(W), entonces W = (z,v;, w), por lo cual
W' = (z,v,w) es una (z,w)-trayectoria de longitud dos en 7. A

Afirmacién 3. Sea z un vértice de T', con z # v. Existe una (z, v)-trayectoria
de longitud menor o igual a dos en T, si y sélo si para cada ¢ en {1,2,3}
existe una (z, v;)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en 7T".

Demostracién de la afirmacién 3. (=) Supongamos que existe una (z,v)-
trayectoria de longitud menor o igual a dos en T, entonces z — v o existe
y en V(T — {v}) tal que z — y — v, luego por definicién de 7" para cada
i en {1,2,3} se tiene que z — v; 0 z — y — v;. En cualquier caso tenemos
que para cada i en {1,2,3} existe una (z,v;)-trayectoria de longitud menor
o igual a dos en T".

(<) Inversamente, supongamos que para cada i en {1,2,3} existe una
(z,v;)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en 7", entonces z — v; o
existe y en V(T") — {v1,vp,v3} tal que z > y — v, asi z > v 02 =y = v
por definicién de T”. Por lo tanto existe una (z,v)-trayectoria de longitud
menor o igual adosen 7. A

Afirmacién 4. Para cada i en {1,2,3} no existe una (v;, x)-trayectoria de
longitud menor o iguala dos en T".

Demostracion de la afirmacién 4. Por contradiccién, supongamos que para
algin j en {1,2,3} existe una (v;, x)-trayectoria de longitud menor o igual
a dos en T". Entonces v; — x o existe y en V(1") tal que v; — y — =,
en consecuencia v — xr o v — y — x si y ¢ {v1,v2,v3} (notemos que si
y € {v1, v9,v3}, entonces nuevamente v — z) por definicién de 7", lo cual es
una contradiccion ya que v no alcanza a x en menos de tres pasos en T, por
ser v un heredero de x en T'. Por lo tanto la afirmacién es cierta. A
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Ahora procedamos a demostrar el lema.

(a) Demostremos primero que cualquier rey de T" es un rey de 7”. Sean
vunrey de T'y w e V(T7).

Caso 1. w € V(T — {v}).
Por ser u un rey de T', existe una (u, w)-trayectoria de longitud menor o igual
ados en T, ademas u # v por ser v un heredero de x en T, y como el vértice w
es distinto de v, entonces por la afirmacién (2), existe una (u, w)-trayectoria
de longitud menor o igual a dos en T".

Caso 2. w € {vy,v2,v3}.
Por ser u un rey de T', existe una (u, v)-trayectoria de longitud menor o igual
a dos en T', ademds u # v en consecuencia por la afirmacion (3), para cada
i en {1,2,3} existe una (u, v;)-trayectoria de longitud menor que tres.

Por los casos (1) y (2), u alcanza a cualquier vértice de 7”7 en a lo més
dos pasos, es decir, u es un rey de T".

Ahora demostremos que cualquier rey de 7" es un rey de T'. Sea u un rey
de T", observemos que por la afirmacién (4), para cada i en {1,2,3} se tiene
que u # v;, entonces u € V(T') — {v}. Consideremos w € V(T') — {v}, como
u es un rey de T, existe una (u,w)-trayectoria de longitud menor o igual a
dos en 77, de esta manera usando la afirmacién (2) tenemos que existe una
(u, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T'. Ademads, por ser u
un rey de 7", para cada i en {1, 2, 3} existe una (u, v;)-trayectoria de longitud
menor o igual a dos en T”, entonces usando la afirmacién (3) tenemos que
existe una (u,v)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T. Por lo
tanto u alcanza a cualquier vértice de T en dos o menos pasos, es decir, u es
un rey de T'.

De lo anterior concluimos que Ty T” tienen los mismos reyes.

(b) Primero demostremos que para cada i en {1,2,3} se tiene que v; es
un rey de 7" — {z}. Observemos que si V(T') = {v,z}, entonces el resulta-
do es inmediato porque v = (v, vq,v3,v1) es un 3-ciclo. Supongamos ahora
que V(T) # {v,z}, como v es un rey de 7' — {z}, entonces para cualquier
vértice w € V(T) — {v,x} sucede que v — w o existe y € V(T) — {x} tal
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que v — y — w, por lo cual, para cada i en {1,2,3} se tiene que v; — w
ov; >y — wenT —{z}. Ademds v = (v1,vq,v3,v1) es un 3-ciclo por lo
cual para cada iy j en {1,2,3} con ¢ # j se tiene que v; alcanza a v; en
dos o menos pasos en 7" — {z}. Por lo tanto, independientemente de que
V(T) =A{v,x} o V(T) # {v,z}, para cada i en {1, 2,3} se tiene que v; es un
rey de 7" — {z}, y usando la afirmacién (4) concluimos que para cada i en
{1,2,3} se tiene que v; es un heredero de z en T".

Demostremos que si h es un heredero x en T con h # v, entonces h es un
heredero de x en T". Por (a) z es un rey de 7. Veamos primero que h es un
rey de 7" — {x}, para ello sea w € V(T") — {x}.

Caso 1. w € V(T).

Por ser h un rey de T'— {z}, existe una (h, w)-trayectoria de longitud menor
oigual dos en T'—{z}, ademds h # v y w # v, entonces usando la afirmacién
(1) tenemos que existe una (h, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos
en TV — {x}.

Caso 2. w € {vy,vq,v3}.

Por ser h un rey de T'— {x}, existe una (h,v)-trayectoria de longitud menor
o igual a dos en T'— {z}, entonces usando la afirmacién (3), obtenemos para
cada i en {1,2,3} una (h, v;)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en
T — {z}.

Por los casos (1) y (2), tenemos que h es un rey de 7" — {z}.

Lo que falta demostrar ahora es que no existe una (h, z)-trayectoria de
longitud menor o igual a dos en T”. Por ser h un heredero de x en T, se
tiene que no existe una (h,x)-trayectoria de longitud menor o igual a dos
en T, usando la afirmacién (2) se tiene que no existe una (h, x)-trayectoria
de longitud menor o igual a dos en T”. Por lo tanto h es un heredero de x en T".

Ahora demostremos que si h es un heredero de x en 7" tal que h # vy,
h # vy y h # vs, entonces h es un heredero de z en T'. Observemos que por
hipétesis, = es un rey de 7. Veamos primero que h es un rey de T'— {x}, para
ello tomemos w € V(T') — {v,x}. Dado que existe una (h,w)-trayectoria de
longitud menor o igual a dos en 7" —{z} entonces por la afirmacién (1) existe
una (h,w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T'— {z}. Ademas,
como para cada i en {1, 2,3} existe una (h, v;)-trayectoria de longitud menor
o igual a dos en 7" — {z}, entonces usando la afirmacién (3) tenemos que
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existe una (h, v)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T'— {z}. Por
lo tanto h es un rey de T' — {x}.

Sélo nos falta demostrar que h no puede alcanzar a x en dos o menos
pasos en 1. Por ser A un heredero de x en 1", el vértice h no puede alcanzar
al vértice z en dos o menos pasos en 7", entonces usando la afirmacién (2)
tenemos que h no puede alcanzar a x en dos o menos pasos en T', y como h
es un rey de T'— {x} concluimos que h es un heredero de z en 7.

Lo que hemos demostrado hasta el momento es que cualquier heredero
de z en T que sea distinto de v es un heredero de x en 7", también que
para cada i en {1,2,3} sucede que v; es un heredero de x en T" y que éstos
son los unicos herederos de z en T”. Por lo tanto x tiene h,+2 herederos en 7”.

(c) Demostremos primero que si h es un heredero del rey z en T con
z # x, entonces h es un heredero de z en T”. Para ello, sea h un heredero del
rey z en T con z # x, por (a) z es un rey de 7" y ademds h # v porque v es
un heredero de x y z # z. Veamos primero que h es un rey de 7" — {z}, sea
we V(T —{z}.

Caso 1. w € V(7).

Por ser h un rey de T'—{z}, existe una (h, w)-trayectoria de longitud menor o
igual a dos en T'—{z}, ademds h # v y w # v, entonces usando la afirmacién
(1) tenemos que existe una (h, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos
en T" — {z}.

Caso 2. w € {vy,v2,v3}.

Por ser h un rey de T'— {z}, se tiene que existe una (h,v)-trayectoria de
longitud menor o igual a dos en T'— {z}, entonces usando la afirmacién (3),
obtenemos para cada ¢ en {1,2,3} una (h,v;)-trayectoria de longitud menor
o igual a dos en 7" — {z}.

Por los casos (1) y (2), tenemos que h es un rey de 7" — {z}.

Lo que falta demostrar ahora es que no existe una (h, z)-trayectoria de
longitud menor o igual a dos en T”. Por ser h un heredero del rey z en T,
se tiene que no existe una (h, z)-trayectoria de longitud menor o igual a dos
en T, usando la afirmacién (2) se tiene que no existe una (h, z)-trayectoria
de longitud menor o igual a dos en T”. Por lo tanto A es un heredero de z en T”.

Ahora demostremos que si h es un heredero de z en 7" tal que z # =,
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entonces h es un heredero de z en T. Observemos que por (a) z es un rey
de T con z # v, y dado que existe una (h, z)-trayectoria de longitud menor
o igual a dos en T”, por la afirmacién (4) se tiene que h N {vy, va,v3} = @,
por lo cual h es un vértice de T con h # v. Veamos primero que h es un
rey de T'— {z}, para ello tomemos w en V(T') — {v, z}. Dado que existe una
(h, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en 7" — {z} entonces por
la afirmacién (1) existe una (h,w)-trayectoria de longitud menor o igual a
dos en T — {z}. Ademds, como para cada i en {1,2,3} existe una (h,v;)-
trayectoria de longitud menor o igual a dos en 7" — {z}, entonces usando la
afirmacién (3) tenemos que existe una (h, v)-trayectoria de longitud menor o
igual a dos en T'— {z}. Por lo tanto h es un rey de T' — {z}.

Demostremos que h no puede alcanzar a z en dos o menos pasos en 1.
Por ser h un heredero de z en T”, el vértice h no puede alcanzar al vértice z
en dos o menos pasos en 7", entonces usando la afirmacién (2) tenemos que
h no puede alcanzar a z en dos o menos pasos en 1', y como h es un rey de
T — {2z} concluimos que h es un heredero de z en T.

Lo que hemos demostrado hasta el momento es que, si y es un rey de T’
con y # x, entonces h es un heredero de y en T si y sélo si h es un heredero
de y en T”, lo cual implica que, si y es un rey de 17" con y # x, entonces h
tiene cero herederos en T si y sélo si h tiene cero herederos en 7”. Por lo
tanto si y es un rey de T con y # x, entonces y tiene la misma cantidad de

herederos tanto en 7" como en T".
[ |

Observemos que en el lema anterior, si x1, xs,...,x, son los reyes de T,
para cada i en {1,2,...,n} el rey z; tiene h; herederos en T con h; > 0, y la
secuencia real de T es [n; hq, ha, ..., hy; 7], entonces por (a) xq,xa, ..., T, son
los reyes de T”, por (b) x; tiene hy 4+ 2 herederos en 1" y por (c) para cada i
en {2,...,n} el rey z; tiene h; herederos en 7", por lo cual la secuencia real
de T" es [n;hy + 2, hoy ..., hy; ).

Lema 3.2.8. Sea T un torneo, si x y y son dos reyes de T tales que x no
tiene herederos, x — y y x es un rey en T — {y}, entonces existe un torneo
T’ tal que:

(a) = es un rey de T" y tiene exactamente dos herederos en T".
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(b) Los reyes de T y T" son los mismos.

(¢) Siz esun rey deT con z # x, entonces z tiene la misma cantidad de
herederos tanto en T como en T".

Demostracién. Vamos a construir un torneo 7’ a partir de 7" donde x
tendra exactamente dos herederos. La construccién y la demostraciéon es si-
milar al lema 3.2.5. Sean u; y us, dos nuevos vértices, definimos el torneo
T = (V(T"),F(T")) con

V(T =V (T)U{uy,us} y
F(T/) = F(T) U {(UQay)> (yvul)’ (ul,uQ)} U {(I,UZ) | S {172}} UAuU B)

donde

A={(w,w) |weV(T)—A{z,y}, (w,z) € F(T), 1 € {1,2}} y
B = {(uj,w) |w e V(T) = {z,y}, (xz,w) € F(T), i € {1,2}}.

La figura 3.5 muestra como se relacionan los dos nuevos vértices con los

vértices de T'.
/ |
(/Qr

ul.—’/ U2

Figura 3.5. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7".

Antes de demostrar que 7" cumple con el lema, demostremos la siguiente
afirmacién:
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Afirmacién 1. Para cualesquiera vértices v y w en T, con {x,y} N{v} = &,
si no existe una (v, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T,

entonces no existe una (v, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en
T

Demostracion de la afirmacion. Por contradicciéon, sean v y w vértices de T’
con {z,y} N{v} = &, supongamos que no existe una (v, w)-trayectoria de
longitud menor o igual a dos en T, pero que si existe una (v, w)-trayectoria
de longitud menor o igual a dos en 7". Como (v,w) no es una flecha de
T, ya que no existe una (v, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos
en T, la distancia de v a w en T’ debe ser dos, entonces existe un vérti-
ce u tal que v — u — w. Observemos que u ¢ V(T) ya que no existe
una (v, w)-trayectoria de longitud dos en T', entonces u € {uy,us}. Como
{z,y} N{v} = @y v — u, por definicién de T" se tiene que v — = y pa-
ra cada ¢ en {1,2} el conjunto de vecinos exteriores de w; estd contenido
en el conjunto de los vecinos exteriores de x, entonces x — w, por lo cual
v — T — w, entonces existe una (v, w)-trayectoria en 7' de longitud dos, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto la afirmacion es verdadera. A

(a) Como x es un rey de T'y alcanza a los dos nuevos vértices en un paso,
x es un rey de T". Veamos que para cada i en {1, 2} el vértice u; es un rey de
T"—{z} y que u; no alcanza a = en dos o menos pasos en 7T”. Sea i en {1, 2},
como v = (uy,us,y,ur) es un ciclo de longitud tres en 7", para cada j en
{1,2} el vértice u; alcanza a u; y a y en a lo mas dos pasos. Consideremos v
en V(T") — {z,y,u1,us}. Si * — v, entonces u; — v por definicién de 7", de
esta manera u; alcanza a v en un paso en 7" — {x}. Por otro lado, si v — =z,
como x es un rey de T'— {y}, entonces = puede alcanzar a v en dos pasos via
w € V(T")—{x,y,us,us}, es decir, . — w — v, entonces por la definicién de
T’ se tiene que u; — w — v, ésto significa que u; puede alcanzar a v via w en
dos pasos en T’ — {x}. En consecuencia u; es un rey de 7" — {z}. Ademas ya
tenemos que Nj,(u;) C Nii(x), entonces por el corolario 2.1.8 u; no puede
alcanzar a x en dos o menos pasos en T”. Por lo tanto u; es un heredero de
xen T

Para ver que los tinicos herederos de x en 1" son u; y us, procedamos por
contradiccién, supongamos que existe un vértice h que es un heredero de x
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en T, con h N {uj,us} = &. Como h no puede alcanzar a x en dos o0 menos
pasos en 1" y dado que h & {uy,us}, se tiene que h € N (x), de esta manera
us — h. Pero h alcanza a us en dos o menos pasos en 17" y como uy — h se
tiene que h alcanza a uy en dos pasos en T”, entonces existe un vértice v tal
que h — v — uy. Observemos que v # y porque us — ¥y, v # x porque x — h
y v #u yaqueu — h,asiv ¢ {x,y,u1} y como v — us, v € Ny (x) por de-
finicién de T, de esta forma h — v — x, en consecuencia h alcanza a x en dos
pasos en 1" lo cual es una contradiccién ya que h no puede alcanzar a x en dos
o menos pasos en T”. Por lo tanto los inicos herederos de x en T” son u; y us.

(b) Ya demostramos que z es un rey de T’ entonces para ver que 7" tiene

los mismos reyes que T primero demostremos que cualquier otro rey distinto
de z en T es un rey de 7”. Supongamos que z # x (posiblemente igual a y)
es rey de T'. Sabemos que z puede alcanzar a todos los vértices de T" en a lo
més dos pasos. Si z — z en T entonces z — {uy, us}. Por otro lado si existe
v e V(T) tal que z — v — x, como x — y entonces v # y, de esta forma
v — wu; por definicién de T”, entonces z — v — {uy,us}, en consecuencia z
es un rey de 7'
Por la afirmacién (1), sabemos que cualquier vértice de 7' que no es un rey
de T no es un rey de 7", y ademds como para cada i in {1,2} el vértice u;
es un heredero de x en T”, entonces u; no es un rey de 7”. Por lo tanto los
reyes de T'y T son exactamente los mismos.

(c) Demostremos que si z es un heredero de w en T' con w # z, enton-
ces z es un heredero de w en T”. Sabemos que z puede alcanzar a todos los
vértices de T en a lo mas dos pasos, excepto a w. Dado que x es un rey de
T se tiene que z # x, entonces z puede alcanzar a x en dos 0 menos pasos
en T — {w} por ser z un rey de T' — {w}, es decir, z — z o existe v en
V(T — {w}) tal que z - v — x. Si z — =z, entonces z # y ya que x — y, de
esta manera z — {uy, us} por definicién de 7. Si existe v en V(T — {w}) tal
que z — v — x, nuevamente v # y ya que x — y, y entonces v — {uy, us}
por definicién de 7", entonces z — v — {uy, u2}. En cualquier caso tenemos
que z alcanza a cualquier vértice de V(7" — {w}) en dos o menos pasos en
T" — {w}, es decir, z es un rey de 7" — {w}. Como z no puede alcanzar a w
en dos o menos pasos en T, z # x y z # y entonces por la afirmacién (1) z
no puede alcanzar a w en dos o menos pasos en 1" y ademads por el inciso (b)
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w es un rey de T”, por lo tanto z es un heredero de w en 7".

Ahora demostraremos que si z es un heredero de un rey w en 7”, entonces
z es un heredero de w en 7', o lo que es lo mismo, si z no es un heredero en
T, entonces z no es un heredero en 7”. Para ello supongamos que z no es un
heredero en T, entonces z es un rey de 1" o z no es un heredero ni un rey de
T. Observemos que si z es un rey de T entonces por el inciso (b) z es un rey
de T”, por lo cual, en este caso, z no es un heredero en 7".

Supongamos que 2z no es un heredero ni un rey de 7', entonces z # x
y z # y. Por la afirmacién (1) z no es un rey de 7". Para ver que z no es
un heredero en 7" procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que
z es un heredero de un rey w en 7". Sea v € V(T — {w, z}), como z es un
rey de 7" — {w}, z — v o existe u en V(1" — {w}) tal que z — u — v.
Si z — v, entonces z alcanza a v en un paso en 1" — {w}. Si existe u en
V(T' — {w}) tal que z — u — v, entonces para el caso en que u sea un
vértice de T'— {w}, z alcanza a v en dos pasos en T'— {w}, y si u € {uy,us},
como v € V(T — {w, z}) se tiene que v € N (z) por definicién de T", y
como z ¢ {z,y} entonces z € Ny (x) por definicién de 7", en consecuencia
z — x — v, esto nos dice que x # w dado que z es un heredero de w, por lo
cual z alcanza a v en dos pasos via z en T'— {w}. En cualquier caso tenemos
que z es un rey de T — {w}, ademds por ser z un heredero de w en 7" y
T CT', z no alcanza a w en dos o menos pasos en 7', por lo tanto z es un
heredero de w en T, lo cual es una contradiccién ya que z no es un heredero
en T'. En consecuencia si z no es un heredero ni un rey de 7', entonces 2z no es
un heredero ni un rey de 7", y por lo ya argumentado anteriormente tenemos
que para cualquier rey w de T con w # x, h es un heredero de w en T si y
s6lo si h es un heredero de w en 7", lo cual implica que para cualquier rey
w de T con w # x, w tiene cero herederos en T' si y s6lo si w tiene ceros
herederos en T".

Por lo tanto, para cualquier rey z de T con z # x, z tiene la misma
cantidad de herederos tanto en T como en T".

|
Notemos que en el lema anterior, si x1, s, ..., z, son los reyes de T', para
cada i en {1,2,...,n} el rey z; tiene h; herederos en T y la secuencia real

de T es [n;0, ha, ..., hy;r], entonces por (b) x1,2s,...,x,, son los reyes de
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T', por (c) para cada i en {2,...,n} el rey z; tiene h; herederos en T" y
por (a) z; tiene dos herederos en T", por lo cual la secuencia real de T" es
[n;2,ho, .o by .

Observacion 3. Para futuras referencias, debido a la construccién de 17,
Ni(ug) = Nji(z) y Nji(z) = N (2) U{uy,us}, por lo cual

NF () N V(T — {a,uy,us}) = N (z) y
N () N V(T — {x, ur,up}) = N ().

Por lo tanto el vértice us tiene la siguiente propiedad:
Ny (u2) VV(T" = {z, w1, up}) = Ny () N V(T = {2, w1, uz}).

Corolario 3.2.9. Sea T un torneo, si x y y son dos reyes de T tales que
x no tiene herederos, x — y y x es un rey en T — {y}, entonces existe un
torneo T tal que:

(a) = es un rey de T" y tiene exactamente cuatro herederos en T'.
(b) Los reyes de T y T" son los mismos.

(¢) Siz esun rey deT con z # x, entonces z tiene la misma cantidad de
herederos tanto en T como en T".

Demostracion. Sean u; y us dos nuevos vértices, definimos el torneo 77 con

V(1) = V(T)U{ui,us} y
F(Ty) = F(T) U {(u2,y), (y, u1), (ur, u2) } U{(z,u;) | i € {1,2}} UAU B,

donde

A={(w,w) |weV(T)—A{z,y}, (w,z) € F(T), 1 € {1,2}} y
B ={(u,w) |w e V(T) = {z,y}, (z,w) € F(T), i € {1,2}}.

Por el lema 3.2.8 tenemos que: x es un rey de 77 y tiene exactamente dos
herederos en T7, los reyes de Ty 17 son los mismos, y si z es un rey de T’
con z # x, z tiene la misma cantidad de herederos tanto en 7' como en T7.
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Consideremos ahora vy, vy y v3 tres nuevos vértices y el torneo T”, con

V(T") = (V(T1) — {uz}) U{vy, 03,03} y
F(T/) = F(Tl — {UQ}) U {(’Ul,"UQ), (Uz,Ug), (Ug, Ul)} U A U B’

donde

A =A{(v;,w) | (v,w) € F(Ty), i € {1,2,3}} v
B' = {(w,v;) | (w,v) € F(1T1), i € {1,2,3}}.

Por el lema 3.2.7 tenemos que: x es un rey de T’ y tiene exactamente
cuatro herederos en 1", los reyes de 17 y T” son los mismos, y si z es un rey
de Ty con z # x, z tiene la misma cantidad de herederos tanto en 7} como
en T". Por lo tanto:

a) x es un rey de 7" y tiene exactamente cuatro herederos en 7T”.

b) Los reyes de T'y T" son los mismos.

(¢) Para cualquier rey z de T con z # x, z tiene la misma cantidad de
herederos tanto en 17" como en T". ]

(
(

Notemos que en el corolario anterior, si xy, xo, ..., x, son los reyes de T,
para cada i en {1,2,...,n} el rey z; tiene h; herederos en Ty la secuencia
real de T" es [n;0, ha, ..., hy; 7|, entonces por (b) xq,xs,...,z,, son los reyes
de T', por (c) para cada i en {2,...,n} el rey z; tiene h; herederos en 7" y
por (a) z; tiene cuatro herederos en 7", por lo cual la secuencia real de T" es
n;4, ha, ...y byl

Observacién 4. Por construccién de T, el vértice us tiene la siguiente pro-
piedad:

Ni(u2) NV (T = {z, ur, v1,02,v3}) = Ni(2) N V(T — {x,u1,v1,v2,03}).
La igualdad se da porque
Nz (va) = Ni () U{vs} y N (2) = Ny (2) U {un, v1,v2,v3}
lo cual implica que

N (u) NV(T" = {x, ug, v1,v2,03}) = Nf(2) y
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th(x) N V(T/ - {1:7 U1, 'Ul,'U27'U3}> = N;(SE>

Lema 3.2.10. Sean T un torneo, x yy dos reyes de T tales que v — y, y u
un heredero de y. Consideremos

VI=V(T)—=({heV(T) | h es un heredero de y en T} U {y}).
Si NE(y) N V' = Nf(u) NV, entonces x es un rey de T — {y}.

Demostracion. Consideremos w un heredero de y, observemos que x — w,
porque de lo contrario w — = — vy, es decir, w alcanzaria a y en dos pasos,
lo cual no puede pasar dado que w es un heredero de y. Entonces x alcanza
en un paso a cualquier heredero de y.
Ahora consideremos cualquier otro vértice z que no sea un heredero de
y y distinto de y. Por ser  un rey de T se tiene que existe una (z,z)-
trayectoria W de longitud menor o igual a dos en T. Observemos que si
y ¢ V(W), entonces x alcanza a z en dos o menos pasos en T — {y}. Por
otro lado, si y € V(W) entonces W = (z,y, 2), por lo cual z € Nf(y) NV’
y como Ni(y) NV’ = Nf(u) NV’ se tiene que 2 € N (u), de esta manera
r — u — z, es decir, x alcanza a z en dos pasos en 1" — {y}. Por lo tanto x
es un rey de T'— {y}.
|

Es esencial en este punto enfatizar que agregando herederos via lema 3.2.8
o corolario 3.2.9 creamos un heredero con precisamente las relaciones que
describe el lema anterior, esto se debe a las observaciones realizadas en tales
resultados, que hablan sobre la propiedad del vértice us. Dicha propiedad es
la que nos permitira ir creando torneos de forma secuencial en el teorema
3.2.12.

Nuestro lema constructivo final nos permite observar que no es dificil
agregar vértices que no sean reyes ni herederos.

Lema 3.2.11. Si T es un torneo de orden mayor o igual a dos, con secuencia
real [k;hy, ha, ..., hi;r] y s es un entero positivo, entonces existe un torneo
con secuencia real [k; hy, ha, ... hy;r+ s|.

Demostracion. Sea S un torneo con s vértices, consideremos el torneo

T' = (V(T"), F(T")) donde
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V(T =V(T)UV(9S),
F(T) =F(T)UFS)U{(z,y) |z e V(T), y e V(S)}.

Observemos que por definicién de T”, cualquier rey de T" es un rey de 7", y
si h es un heredero de x en T entonces h es un heredero de x en T". También
notemos que si z es un vértice de T que no es ni rey ni heredero en T', entonces
z no es ni rey ni heredero en T”, ya que si z fuese un rey o un heredero en
T', como V(T') — V(S) implicaria que z era originalmente un rey o heredero
de T. Para demostrar que el torneo 7" cumple con el lema, s6lo necesitamos
mostrar que no hay vértices de S que sean reyes o herederos de T”. Como
V(T) — V(S) por definicién de T”, se tiene que para cualesquiera u en V(.S)
y v en V(T) no existe una (u,v)-trayectoria, por lo cual ningin vértice de
S es un rey de T”. Ademas, por ser 7" un torneo con al menos dos vértices
cuando removemos un vértice de T en T”, sigue quedando al menos un vértice
de T en T, de esta manera ninguin vértice de S es un heredero en 7". Por
lo tanto si T tiene secuencia real [k;hy, ho, ..., hy; 7], entonces T” tiene por
secuencia real [k; hy, ha, ..., hg;r + s].

|

Teorema 3.2.12. Stk > 5 yr, hg, hy, ..., hix_1 son enteros mayores o iguales
a cero, entonces existe un torneo con secuencia real [k;ho, hy, ..., hy_1;7].

Demostracion. Observemos que por el corolario 3.2.1 para cualquier en-
tero k con k > 5, existe un torneo T} con secuencia real [k;0,0,...,0;0] y
aplicando el lema 3.2.11 al torneo T} para cualquier entero positivo r ob-
tenemos un torneo 7} con secuencia real [k;0,0,...,0;7]. En resumen para
cualquier par de enteros k,r con k > 5y r > 0 existe un torneo con secuencia
real [k;0,0,...,0;7].

Ahora supongamos que existe j € {0,...,k—1} tal que h; es distinto de
cero. Debido a que k puede ser un entero positivo par o impar, consideremos
los siguientes casos:

Caso 1. k es un entero positivo impar.
Construiremos un torneo con secuencia real [k; hg, hq, ..., hi_1;7], para ello
consideremos la digréfica Ry, con k = 2t+1,t > 2, V(Ry) = {vo,v1, ..., v},
donde v; — {vi41,Vite, ..., Vit usando en el subindice adicién mod 2¢ + 1.
Primero observemos que por como se construye la digréfica Ry 1, resulta que
para cada i en {0,1,...,k—1} el vértice v; domina a exactamente ¢ vértices.
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Vo

Uy U1

U3 V2

Figura 3.6. Rs.

Por ejemplo, para obtener R; (ver figura 3.6), primero consideramos el
conjunto de vértices {vg, v, v2,v3,v4}, después agregamos las flechas deter-
minadas por las siguientes relaciones de dominacion:

Vo — {U17U2}7 vy — {Uzyvs}, Uy — {7)37714}; V3 — {U4,U0}, Vg — {U07U1}

Afirmacion. Ry, es un torneo, y ademas el exgrado de cualquiera de sus
vértices es el mismo.

Demostracién de la afirmaciéon. Veamos que para cada i en {0,1,...,2t}

P, = {{Uz‘}7 {Uz‘+1, Vit2,y ... 7Ui+t}7 {Ui+t+17 Vigt42y - - - 7Ui+t+t}}

es una particion de los vértices de Ry 1. Primero, cada elemento de P; es
distinto del vacio porque para cualquier entero m con 0 < m < 2t, existe
un entero n con 0 < n < 2t tal que i + m = n (mod 2t + 1). Segundo,
observemos que para cualesquiera enteros m,ncon 0 <m <2ty 0<n <2t
se tiene que 0 < |n —m/| < 2t, lo cual implica que i +n =i+ m (mod 2t + 1)
siy sélosin—m =0 (mod 2t + 1) y esto pasa si y sélo sin —m = 0 si
y s6lo si n = m, en consecuencia v;i, = V;iy, Si ¥ s6lo si n = m, por lo
tanto los elementos de P; son disjuntos. Por tultimo, ya hicimos notar que
Vitn = Virm S1 ¥ 80lo si n = m, donde m, n son enteros con 0 < m < 2ty
0 < n <2t entonces vy, Vi1, Vito, - -« Vitts Vittils Uittty - - -y Vinpie SON 28+ 1
vértices distintos, por lo cual la unién de los elementos de P; es justamente el
conjunto V(R 1). Por lo tanto P; es una particion de los vértices de Rgy1.
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Ahora tomemos v, y v, dos vértices distintos de Rg; 1. Consideremos la
siguiente particion de los vértices de Royiq:
Pr — {{Ur}a {Ur—i-l; Ur42, ... 7Ur+t}> {Ur—i-t—l—l; Ur4t42, - - 7Ur+t+t}}-
Caso a. vg € {Vp11,Vp42, ., Upit}.
Por definicién de Ry, se tiene que (v,,vs) € F(Rgy1), ademds existe r1 en
{1,2,...,t} tal que vy = vy, y
Vrgry = {Vrgry 1, Urbr 425 -+ 5 Urpp 4 )

Ahora observemos que
r+2<r+nrmt+l<r+rm+t<r+t+t

por lo cual

Ur ¢ {UT+T1+17 Urtry42; - - 7U7“+r1+t}

en consecuencia (vs, v,) ¢ F(Raii1).

Caso b. Vs € {UT+t+17 Upat42,y - .- 7UT+t+t}-
Por definicién de Ry se tiene que (vs, v,) € F(Rot1), ademas

Uy — {UT+17 Up42y - .- )UT—i-t} Y vg ¢ {U'r’—‘rh Up42,y - .- 7U7"+t}7

por lo cual (v,,vs) & F(Rats1).

Asi, sélo existe una flecha entre cualquier par de vértices distintos de
Ryt 11, ademas, cada vértice de Ry domina a exactamente ¢ vértices, por
lo tanto el exgrado de cualquier vértice de Ry es el mismo. A

Dado que el exgrado de cualquier vértice de Ro;1q es el mismo, cualquier
vértice de Ry es un rey (lema 2.1.2), en consecuencia Ry tiene por
secuencia real [2¢ + 1;0,0,...,0,0;0].

Por otro lado, vyy — {v1,..., 01} y v = v4—1 — {vy,...,v_1} por lo
cual vy, es un rey de Ro;11 — {vo}.

Con el fin de obtener un torneo con secuencia real [2t+1; hg, b1, . . ., ho; 7],

para cada [ en {0,1,...,2t} agregaremos h; herederos al rey v;. Debido a los
diferentes valores que puede tomar h;, consideremos los siguientes casos:

Caso 1.1. Para cada i en {0,1,...,2t} se tiene que h; € {2,4}.
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Como vy es un rey de Ropyq — {vo}, vay — g y var no tiene herederos en
Roty1, por el lema 3.2.8 o el corolario 3.2.9 dependiendo si hyy = 2 0 hyy = 4,
podemos obtener un torneo 7,,, a partir del torneo Rs;11 tal que: los reyes
de T,,, y Ro:+1 son exactamente los mismos, v, tiene hy; herederos en 7,,,,
y para cada p € {0,...,2t — 1} el rey v, tiene cero herederos en T,,,. Asf la
secuencia real de T,,, es [2t + 1;0,0,...,0, hy; 0]. Ahora por la observacién
(3) o la observacién (4) dependiendo si hgy = 2 0 hgy = 4, existe un vértice

ug heredero de vy, en T,,,, con la siguiente propiedad:

N7, (02) NV (T, = V3y) = Ny, (uze) NV (T, — V)

donde Vi, = {u | u es un heredero de vy en Ty, } U {va; }.

Por otra parte, vo; 1 — vy, entonces por el lema 3.2.10, vy 1 €s un rey
de T,,, — {va:}. Como vg;_1 no tiene herederos en 7,,,, por el lema 3.2.8 o el
corolario 3.2.9, dependiendo si hy; 1 = 2 0 hgy_1 = 4, podemos obtener un
torneo T a partir del torneo T,,, tal que: los reyes de T,,, , v T, son

v2t—1
exactamente los mismos, para cada l en {2t—1, 2t} el rey v tiene h; herederos
en T,,, ,, v para cada p en {0,...,2t — 2} el rey v, tiene cero herederos en
T,,,_,- Asila secuencia real de T,,, , es [2t+1;0,0,...,0, hos—1, hot; 0]. Nueva-

mente por la observacién (3) o la observacion (4), dependiendo si hy 1 =2 0
ho;_1 = 4, existe un vértice ug,_1 heredero de vy;_1 en T, con la siguiente
propiedad:

N;’;m_l (U2t—1) N V<T'U2t—1 - ‘/Q/t—l) = N;’;m_l (u2t—1) A V(T'UQt—l - ‘/;t—l)

2t—1

donde Vi, ; = {u | u es un heredero de vg;_1 en T, |} U{vy_1}.

Como vy o — vy_1, se tiene que vy _o es un rey de Ty, | — {vg,_1} por el
lema 3.2.10 y dado que v9;_5 no tiene herederos en 7,,, |, por el lema 3.2.8 o
el corolario 3.2.9, dependiendo si ho;_9 = 2 0 ho;_9 = 4, podemos obtener un
torneo T,,, , a partir del torneo T,,, , tal que: los reyes de T,,,, , v T,,, , son
exactamente los mismos, para cada [ en {2t —2,2t—1, 2t} el rey v tiene h; he-
rederos en T, ,,y paracadapen {0,...,2t—3} el rey v, tiene cero herederos
en T,,, ,. Asi la secuencia real de T,,, , es [k;0,0,...,0, hoi_o,hos_1,ho; 0].
Nuevamente por la observaciéon (3) o la observacion (4), dependiendo si
hoti—o = 2 0 hgy_o = 4, existe un vértice ug;_o heredero de vy, en T,

con la siguiente propiedad:

N;‘;Qtd (’U2t*2) n V<Tvzt—2 - ‘/QIt—Q) = N£2t_2 (u2t*2> A V(Tv2t—2 - Vgt—?)

2t—2
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donde V3, , = {u | u es un heredero de vo; o en Ty, ,} U {vg o}

Aplicando el mismo razonamiento que se realiz6 para obtener T,,, , a
partir del torneo T,,, , y teniendo en cuenta que v; — v;11 (usando en el
subindice adicién mod 2t + 1), podemos ir aplicando el lema 3.2.10 seguido
del lema 3.2.8 o el corolario 3.2.9 sucesivamente hasta obtener un torneo 75,

con secuencia real [2t + 1; hg, hq, . .., hoy; 0].
Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo 7} con secuencia real [2t + 15 ho, by, ..., hoy 7).

Caso 1.2. Existen nimeros enteros ¢, j con 0 <7 < 2ty 0 < j < 2t, tales
que h; € {2,4} y h; ¢ {2,4}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que existen un entero n mayor o
igual a cero tal que paran+1<i <2ty 0 < j <n se tiene que h; € {2,4}
y hj ¢ {274}
[2t + 1;?07 ) h@a\hn+17 R h2t; 7”].

hj $‘{F2’4} h; 6‘{574}

La suposicion de la existencia del entero n se puede hacer debido a que
podemos permutar a los nimeros hg, hq, ..., hoy, de tal forma que los pri-
meros n + 1 elementos sean distintos de dos y cuatro, y que los elementos
posteriores sean dos o cuatro, y finalmente en caso de ser necesario podemos
volver a reetiquetar a dichos elementos de la forma deseada.

Procediendo de manera andloga como en el caso (1.1), a partir del torneo

Ry 11 podemos obtener un torneo T, ., con secuencia real

[2t +1;0,0,...,0, Aps1, . .-, hoy; 0.

Después, partiendo del torneo T;, ., para cada j en {0,1,...,n} podemos ir
agregando h; herederos a v; en caso de que h; sea distinto de cero, median-
te el corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos un torneo 7" con secuencia
real [2t + 1;hg, hq, ..., hay; 0]. Finalmente en caso de que r sea distinto de
cero, usamos el lema 3.2.11 para obtener un torneo 7' con secuencia real
[Qt + 1, ho, hl, ceey hgt; ’I“].

Caso 1.3. Para cada i en {0,1,...,2t} se tiene que h; ¢ {2,4}.
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Notemos nuevamente que a partir del torneo Ry 41 para cada i en {0, ..., 2t}
podemos ir agregando h; herederos a v; en caso de que h; sea distinto de
cero, mediante el corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos un torneo 1"

con secuencia real [2t + 1; hg, hq, ..., ho; 0].
Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo T con secuencia real [2t + 1; hg, by, ..., hog; 7).

Caso 2. k es un numero par.
Supongamos que k = 2t + 2, con ¢ > 2. Construyamos un torneo Rj como
sigue; empecemos con el torneo Ryy1 v agreguemos un nuevo vértice vgsiq
junto con las flechas: (voy, var11), (Ve, Vorr1), (Varr1, v;) parad € {0,1,...,2t}—
{t,2t}. En la figura 3.7 se puede observar como se relaciona el vértice vy
con los vértices del torneo Ry 1.

e

Tot+1

Figura 3.7. Algunas relaciones de dominacién en R, ,.

Observemos que por construccién de R} 5;{[2 (Vopp1) = 2t — 1, 5;2 (v;) =t
parai # t, i # 2t, 1 # 2t + 1y 6} (v;) = t+ 1 parai € {2,2t}. Como
t>2setieneque2t—1>t+1> t,k por lo cual vy es de exgrado méxi-
mo en R}, entonces vy es un rey de Rj por el lema 2.1.2. Ademés, para
cada i en {0,1,...,2t} el vértice v; es un rey de Roii1, {vi, vor} — voi,
Vi — Vg —> Vgyyq O U; —> Uy — Veyyq para i € {0,1,...,2t} — {t,2t}, entonces
para cada i en {0,1,...,2t 4+ 1} el vértice v; es un rey de R}, es decir, cual-
quier vértice de R} es un rey, lo cual implica que la secuencia real de R}, es

2t +2;0,0,...,0;0].

Por ejemplo para obtener el torneo Ry (ver figura 3.8), empezamos con
el torneo R (ver figura 3.6), después agregamos un nuevo vértice vs, junto
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con las flechas (vy, vs5), (v2,v5), (vs, Vo), (vs,v1), (vs, V3).
Us Vo

Uy =e U1

NN

\/

U3 V2

Figura 3.8. El torneo Ry.

Con el fin de obtener un torneo con secuencia real [2t+2; hg, by, .. ., hoy; 7],
primero para cada l en {0, 1,...,2t + 1} agregaremos h; herederos a v;. Para
ello consideremos los siguientes casos:

Caso 2.1. Para cada i en {0,1,...,2t + 1} se tiene que h; € {2,4}.
Observemos que vg 11 es un rey de Rj — {vo}, ya que vy 1 — v; para i # t,
T £ 2t 1 # 2t+ 1, y por ser t > 2, Vg1 —> Vg —> Uy, Ugpyl —> Upp1 —> Ugg.
Ademas, var1 — Vg, ¥ V41 DO tiene herederos en R}, entonces por el lema
3.2.8 o el corolario 3.2.9 dependiendo si hoiy 1 = 2 0 hgiry = 4, podemos
obtener un torneo 7T,,,., a partir del torneo Rj, tal que: los reyes de T,,,,, y
Rj, son exactamente los mismos, vy tiene hgiq herederos en 7, ,,, y para
cada p € {0,...,2t} el rey v, tiene cero herederos en T,,, ,. Asi la secuencia
real de T,,,,, es [2t+2;0,0,...,0, hoy1; 0]. Ahora por la observacion (3) o la
observacién (4) dependiendo si hg;y 1 = 2 0 hgy1 = 4, existe un vértice ug 1

heredero de vy 1 en Ti,,,, con la siguiente propiedad:
N;E,zm (v241) NV (Togyy — Vaya) = Nﬂztﬂ (u2er1) NV (Lo — Vapya)

donde V3, ; = {u | u es un heredero de vy en Toyy,,, } U {2441 }-

Por otra parte, vo; — vg41, entonces vy es un rey de Ty, | — {var41} por
el lema 3.2.10 y como vy no tiene herederos en T, , entonces por el lema
3.2.8 o el corolario 3.2.9, dependiendo si hy; = 2 0 hgy = 4, podemos obtener
un torneo T,,, a partir del torneo T,,, , tal que: los reyes de T,,, y T,,,,, son
exactamente los mismos, para cada [ en {2t,2t+1} el rey v, tiene h; herederos
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en T,,,, y para cada p en {0,...,2t—1} el rey v, tiene cero herederos en T, .
Asi la secuencia real de T, es [2t + 2;0,0,...,0, ha, hoii1;0]. Nuevamente
por la observacién (3) o la observacién (4), dependiendo si hoy = 2 0 hgy = 4,
existe un vértice ug, heredero de vy, en 715, con la siguiente propiedad:

N7, (0) OV (T, = V4) = Nf, () AV (T, — V)

donde V3, = {u | u es un heredero de vy en Ty, } U {va}.

Como vy;_1 — Vg, entonces vy 1 es un rey de T, — {vg} por el lema
3.2.10 y como vg_1 no tiene herederos en T,,, entonces por el lema 3.2.8 o
el corolario 3.2.9, dependiendo si ho;_1 = 2 0 hg_1 = 4, podemos obtener un
torneo T,,, , a partir del torneo T}, tal que: los reyes de T;,,, , y T%,, son exac-
tamente los mismos, para cada [ en {2t —1,2t,2t+1} el rey v; tiene h; herede-

ros en Ty, .,y para cadapen {0,...,2t—2} el rey v, tiene cero herederos en
Ty, .- Asi la secuencia real de T,,,, , es [2t +2;0,0,...,0, hot—1, hat, hat+1; 0].

Nuevamente por la observaciéon (3) o la observacion (4), dependiendo si
hoi—1 = 2 0 hgy—1 = 4, existe un vértice ug_q, heredero de vy;_1 en T,
con la siguiente propiedad:

N;‘;Qt_l (’U2t*1) N V<Tvzt—1 - ‘/QIt—l) = N;‘;Qt_l (u2t*1> A V(T'UQt—l - ‘/;t—l)

donde V3, | = {u | u es un heredero de vo;—1 en Ty, | } U {vor—1}.
Aplicando el mismo razonamiento que se realiz6 para obtener T,,, , a
partir del torneo 7,

2t—1

vy v teniendo en cuenta que v; — v;1; (usando en el
subindice adicién mod 2t + 2), podemos ir aplicando el lema 3.2.10 seguido
de el lema 3.2.8 o el corolario 3.2.9 sucesivamente hasta obtener un torneo

T,, con secuencia real [2t + 2; hg, hq, ..., hory1;0].
Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo 77 con secuencia real [2t + 1; ho, hy, ..., hory1; 7).

Caso 2.2. Existen nimeros enteros iy j con 0 <7 < 2t+1y0 < j < 2t+1,
tales que h; € {2,4} v h; ¢ {2,4}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que existen un entero n mayor o
igual a cero tal que paran+1 <1 < 2t+1y 0 < 5 < n se tiene que
h; € {2,4} y h; ¢ {2,4}. Procediendo de manera andloga como en el caso
(2.1), a partir del torneo Rj, podemos obtener un torneo 7, ., con secuencia
real [2¢t+2;0,0,...,0, Apy1, ..., hot1;0]. Después partiendo del torneo T,
para cada j en {0,1,...,n} podemos ir agregando h; herederos a v; en caso
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de que h; sea distinto de cero, mediante el corolario 3.2.6. De esta manera

obtenemos un torneo 7" con secuencia real [2t 4+ 2; hg, hy, ..., hoiy1;0]. Fi-
nalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11 para
obtener un torneo 7' con secuencia real [2t + 2; hg, by, ..., hopi1; 7]

Caso 2.3. Para cada i en {0,1,...,2t 4+ 1} se tiene que h; ¢ {2,4}.
Notemos nuevamente que a partir del torneo R} para cadaien {0,...,2t+1}
podemos ir agregando h; herederos a v; en caso de que h; sea distinto de ce-
ro, mediante el corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos un torneo 7" con
secuencia real [2t + 2; hg, hq, ..., hoy1;0]. Finalmente en caso de que r sea
distinto de cero, usamos el lema 3.2.11 para obtener un torneo 7' con secuen-
cia real [2t + 2; hg, hq, ..., hory1; 7).

Por lo tanto de los casos anteriores, concluimos que si £ es un entero
mayor o igual a cinco y hg, hy,..., hx_1,7 son enteros mayores o iguales a

cero, entonces existe un torneo con secuencia real [k; ho, hy, ..., hg_1;7].
|

Observacién 5. En el lema anterior hicimos notar que Ra;y; es un torneo
en el cual todos sus vértices son reyes, es decir, para todo entero t > 2 el
torneo Rg;1 es un (2t + 1,2t + 1)-torneo. Ademads contiene un (2t + 1)-ciclo
porque

Vg —> V1 —> ... —> VUt — V.

Anélogamente, para todo entero ¢ > 2 el torneo Ry o es un (2t + 2,2t + 2)-
torneo, y contiene un (2t + 2)-ciclo porque

Vo —» V1 — ... — VUgtp1 — Vp.

Por otro lado el torneo C3 = (V(C3), F(C3)) con

V(C3) = {z1, w2, 23} y F(C3) = {(21, 72), (22, 73), (73, 71) }

es un (3,3)-torneo y contiene un 3-ciclo. Por lo tanto para cualquier entero
n > 3 con n # 4, existe un (n,n)-torneo que contiene un n-ciclo.
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3.3. Tres y cuatro reyes

En esta seccion determinaremos todas las posibles secuencias para torneos
con k reyes, para k = 3y k = 4. Empecemos con el caso k = 3. Sabemos que
si T' es un torneo con tres reyes, éstos forman un 3-ciclo por el lema 2.1.5,
los nombraremos 1, 3, x3 con flechas (z1, z3), (z2,23) y (3, 21).

Lema 3.3.1. S hy, ho, hsy yr son enteros no negativos tales que al menos un
h; es distinto de cero, dos y cuatro, entonces existe un torneo con secuencia

real [3; hy, ha, hg; 7).

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que h; es distinto
de cero, dos y cuatro. Consideremos el torneo C3 con V(C3) = {z1, 22,23} v
r1 — To — T3 — X1, entonces cualquier vértice de C'5 es un rey, por lo cual la
secuencia real de Cj es [3; 0,0, 0; 0]. Por el lema 2.2.7 existe un (hy, hy)-torneo
T}. Definimos un nuevo torneo 7, a partir de los torneos C3 y T, donde:

V(TCEI) = V<C3> U V(T1)7
F(Tacl) = F(C3> UF(T1> UAUB;

con

A
B

{(z1,v) [v e V(Ty)} U{(zs,v) [v e V(T1)} y
{(U,ZEQ) | NS V(Tl)}

La siguiente figura muestra como se relacionan los vértices x1, o v x3
con los demas vértices de Ty,

x1

<

T2

Figura 3.9. Algunas relaciones de dominacion en 7,
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Por el lema 3.2.5: T, tiene los mismos reyes que Cj, los herederos de 1
en 7T, son los reyes de T} y si y es un rey de C5 con y # w1, entonces y tiene
la misma cantidad de herederos tanto en C's como en 7T}, , en consecuencia
tiene h; herederos en T}, y =2, 3 no tienen herederos en 7}, , asi la secuencia
real de T}, es [3; hy,0,0;0]. Debido a los diferentes valores que pueden tomar
hy v hs consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Para cada i en {2,3} se tiene que h; € {2,4}.

Observemos que x3 — V(1)) — x9, asi x3 es un rey de T,, — {1}, ademas
r3 — x1 y x3 no tiene herederos en 7T, , entonces por el lema 3.2.8 o el
corolario 3.2.9, dependiendo si hy = 2 o hg = 4, podemos obtener un torneo
T, a partir del torneo T}, tal que: los reyes de T}, y T}, son exactamente los
mismos, cada para i en {1, 3} el rey z; tiene h; herederos en T, y la secuencia
real de T, es [3;hy,0, hg;0]. Ahora por la observacién (3) o la observacién
(4), dependiendo si hy = 2 0 hy = 4, existe un vértice uz de T, que tiene la
siguiente propiedad:

N (5) V(T — Vi) = N7 () N V(T — V)
donde us es un heredero de z3 en T}, y
Vi = {u | w es un heredero de 3 en 7., } U {z3}.

Por otra parte x5 — x3, entonces por el lema 3.2.10 x5 es un rey de 7, —{z3}.
Como x2 no tiene herederos en 7,,, por el lema 3.2.8 o el corolario 3.2.9,
dependiendo si hy = 2 0 he = 4, podemos obtener un torneo 7, a partir del
torneo T, tal que: los reyes de T}, y T}, son exactamente los mismos, para
cada para i en {1,2,3} el rey x; tiene h; herederos en T, y la secuencia real
de Ty, es [3; hy, ho, h3;0].

Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo 7' con secuencia real [3; hq, ho, hs; 7).

Caso 2. Existen ntimeros enteros ¢ y j con 2 <1 <3y 2 < j < 3, tales
que h; € {2,4} y h; ¢ {2,4}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que hs € {2,4} y hy ¢ {2,4}. Pro-
cediendo de manera anédloga como en el caso (1), a partir del torneo T},
podemos obtener un torneo 7T,, con secuencia real [3;hq,0, hg; 0]. Después,
partiendo del torneo T, podemos agregar hy herederos a x5 en caso de que hy
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sea distinto de cero, mediante el corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos
un torneo 7" con secuencia real [3; hy, ho, h3;0]. Finalmente en caso de que
r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11 para obtener un torneo 7' con
secuencia real [3; hy, ha, hs; 7.

Caso 3. Para cada i en {2,3} se tiene que h; ¢ {2,4}.
Notemos que a partir del torneo T, para cada i en {2,3} podemos ir agre-
gando h; herederos a v; en caso de que h; sea distinto de cero, mediante el
corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos un torneo 7" con secuencia real
[3; hi1, ho, hs; 0]. Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el
lema 3.2.11 para obtener un torneo T con secuencia real [3; hy, ho, hg; r].

De los casos anteriores concluimos que si hy, ho, hy y r son enteros no
negativos tales que al menos un h; es distinto de cero, dos y cuatro, entonces
existe un torneo con secuencia real [3; hy, ho, hs; 7.

[ |

Para ejemplificar el lema anterior, construyamos un torneo con secuencia
real [3; 1,2, 2; 0]. Empecemos considerando el torneo C3 con conjunto de vérti-
ces {xy,x9, 23} y con flechas (zq,x2), (2, 3), (x3,21), asi cualquier vértice
de C5 es un rey, por lo cual la secuencia real de Cs es [3;0,0,0;0]. También
tomemos 77 un torneo con V(1) = {y1} y F(T1) = 2.

Nuestro primer paso consiste en agregar un heredero a x;. Definamos un
nuevo torneo 7, a partir de los torneos C3 y 71, de la siguiente manera:

x1\
) <—.y1

xs3

Figura 3.10. Eltorneo Ty,
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El torneo T}, se muestra en la figura 3.10. Por el lema 3.2.5: 21, x5 y o3 son
los reyes de T, y; es un heredero de x1, y =2, x3 no tienen herederos en 7, .
En consecuencia la secuencia real de T, es [3;1,0,0;0].

Ahora notemos que x3 no tiene herederos en 7;,, x3 — 21 y 3 €s un rey
de T, — {z1}. Tomemos u; y us dos nuevos vértices, definamos un nuevo
torneo 7)., a partir del torneo T, de la siguiente manera:

V(sz) = V(Tzl) U {ulvuZ} y

(};(Tél) = F(Txl)U{(UQ,Il), (xbul)? (Ul,u2>}U{(I3,ui) | S {172}}UAUB7
A= {(w,u;) | w e V(T) = {zr, a5}, (w,s) € F(TL,), i € {1,2}} y

B ={(uj,w) |w e V(T) = {x1, 23}, (z3,w) € F(Ty,), i € {1,2}}.

Por el lema 3.2.8: x1, 2 y x3 son los reyes de T}, y; es un heredero de
x1, U1 y ug son los herederos de x3, y x5 no tiene herederos. En consecuencia
la secuencia real de T, es [3;1,2,0;0] (ver figura 3.11).

T2 X3

hn Z T

N 7

Y \

Uz Uy

Figura 3.11. El torneo T,,.

Observemos ahora que x2 no tiene herederos en 7, o — 3 y T2 €s un
rey de T,, — {z3}. Tomemos v; y vy dos nuevos vértices, definamos un nuevo
torneo T}, a partir del torneo T, de la siguiente manera:

V(sz) = V(Tx3) U {U17U2} y

g(ng) = F(T,) U{(v2, w3), (w3, v1), (v1,02) }U{(22, v5) | i € {1,2}}UAUB;,
Al - {(U},UZ‘) | w e V(T) - {ZEQ,(L’g}, (U),(L’Q) € F(T$3>’ (NS {172}} y

Bl = {(vl-,w) | w e V(T) - {ZL‘Q,Ig}, (ZEQ,'LU) S F(TJ:3); 1€ {1,2}}
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Figura 3.12. El torneo T,.

Por el lema 3.2.8: z1, x2 y x3 son los reyes de T,,, y; es un heredero de
1, U1 y ug son los herederos de x3, y vy, vo son los herederos de z5. En
consecuencia la secuencia real de T, es [3;1,2,2;0] (ver figura 3.12).

Para determinar todas las secuencias reales posibles para torneos con tres
reyes, solo nos falta considerar los casos donde h; es 0, 2 0 4. Por el lema 3.2.1
sabemos que existe un torneo con secuencia real [3;0, 0, 0; 0], luego podemos
anadir r vértices que no sean reyes ni herederos via lema 3.2.11 para obtener
un torneo con secuencia real [3;0,0,0;r]. De lo anterior concluimos que si
r > 0, entonces existe un torneo con secuencia real [3;0,0,0;7]|. Asi, el caso
donde cada h; es cero queda resuelto, por lo cual podemos considerar al
menos un h; distinto de cero.

Lema 3.3.2. Si hy = 2 0 hy = 4, entonces no existe un torneo con secuencia
real [3; hy,0,0;0].

Demostracion. Procedamos por contradiccién, supongamos que existe un
torneo T' con secuencia real [3;h1,0,0;0] con hy = 2 o hy = 4. Sean xy,
To, x3 los tres reyes de T'y v = (x1, 22, 23, 71) el 3-ciclo que forman dichos
reyes. Asumamos que x; tiene h; herederos: vy, vs, ..., vy, . Observemos que
T =T[{vy,vs,...,vp, }] es un torneo con hy vértices.

Notemos que para cualquier heredero v; de x1, 1 — v; y 3 — v;, ya
que de lo contrario v; — x1 0 v; = xr3 — x1, lo cual no puede pasar porque
v; es un heredero de x1. Por ser v; un rey de T'— {x1}, v; alcanza en uno o
dos pasos a x3, pero x3 — v;, entonces v; debe alcanzar a x3 en dos pasos en
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T — {z1}, sin embargo N (z3) = {z2}, entonces v; — x2 — x3. En resumen
{x1, 23} — v;, v; = x5 para cualquier heredero v; de x;.

Ahora tomemos v; y v; dos herederos de x4, fijos pero arbitrarios y no
necesariamente distintos. Sabemos que existe una (v;, v;)-trayectoria W de
longitud menor o igual a dos en 7' — {x; }. Observemos que V(W) C V(1"),
ya que de lo contrario existiria zy € {x2, x5} tal que v; = x, — v;, y esto
ultimo no puede pasar porque para cualquier heredero v; de x; se tiene que
{z1,23} = vy vy = x9. Asi V(W) C V(T'), de ahi que 7" sea un (hy, hy)
torneo, lo cual es una contradiccion porque por el lema 2.2.7 no existe un
(2,2)-torneo ni tampoco un (4, 4)-torneo.

Por lo tanto no existe un torneo con secuencia real [3;2,0,0;0] o [3;4,0,0;0].
]

Lema 3.3.3. Si hy =2 o hy =4 y r es un entero positivo, entonces existe
un torneo con secuencia real [3;hy,0,0;7].

Demostracion. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. hy = 2.
Construyamos un torneo 7' como sigue: primero consideramos tres vértices
x1, T9, x3 donde r; — x9 — x3 — x1, después agregamos los vértices uy,
ug, v junto con las flechas: (x1,u;), (u;, xa), (x3,u;), (x;,v), (u1,us), (uz,v),
(v,u1), i € {1,2}. Este torneo es ilustrado en la figura 3.13.

€3

T X2

U9 (%

Figura 3.13. Un torneo con secuencia real [3;2,0,0;1].
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Observemos que v = (z1, T, 3, z1) es un 3-ciclo, x9 — x3 — {uy, ug, v}
y {z1,x3} — {u1,u2, v}, entonces para cada j en {1,2,3} se tiene que z; es
un rey de 7. Ademés, por construccién de T, N*(uy) = {ug, z2}, NT(uz) es
igual al conjunto {v,z2}, N*(v) = {u1} y N"(x1) = {us,uz,v,29}. Asi se
tiene que N (uy) C NT(xq), Nt(uz) C N*(z1) y N*(v) C Nt (), entonces
por el corolario 2.1.8 para cualquier vértice w en {uj,uq,v} se tiene que w
no alcanza a x; en dos o menos pasos. Asi uy, us y v no son reyes de 7T'.

Veamos que u; y us son herederos de x,. Por construccion del torneo T
Uy — Uy —> VU, Uy — Ty —> T3, Ug —> U — Uy Y Uy —> Ty — T3, €N consecuencia
uy y ug son reyes de T — {1 }. Ademads, u; no puede alcanzar a z; en dos o
menos pasos, entonces 1y y uy son herederos de .

Por otro lado, N (v) = {u1} y 3 — uy, entonces v no puede alcanzar a
x3 en dos o menos pasos, de esta forma, v no puede ser un heredero de z,
pero también no puede ser heredero de ningin otro rey distinto de x;, ya
que v no alcanza a x; en dos o menos pasos, entonces v no es un heredero ni
tampoco un rey.

De lo anterior concluimos que la secuencia real de T es [3;2,0,0;1]. En
caso de que r sea distinto de uno, podemos usar el lema 3.2.11 para obtener
un torneo con secuencia real [3;2,0,0;7r].

Caso 2. hy = 4.
Partimos del torneo T como en el caso (1), sabemos que T tiene por secuencia
real [3;2,0,0;1]. Ahora usando el lema 3.2.7 podemos obtener un torneo 7"
con secuencia real [3;4,0,0;1]. Finalmente en caso de que r sea distinto
de uno, usamos el lema 3.2.11 para obtener un torneo con secuencia real
[3;4,0,0;7].

Por lo tanto de los casos (1) y (2) concluimos que si hy =20 h; =4y res
un entero positivo, entonces existe un torneo con secuencia real [3; hq, 0, 0; r].

Lema 3.3.4. Si {hy,he} C {2,4} y r es un entero no negativo, entonces
existe un torneo con secuencia real [3; hy, ho, 0;7].

Demostracion. Debido a los diferentes valores que puede tomar h; consi-
deremos los siguientes casos:

Caso 1. hy = hy = 2.
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Construyamos un torneo 7' con siete vértices como sigue: primero considera-
mos tres vértices xy, xo, r3 donde r; — x9 — x3 — x1, después agregamos los
vértices uy, us, v1, Vo junto con las flechas: (z1,u;), (x1,v;), (22, u1), (U2, x2),
(z2,v:), (T3,u5), (vi,w3), (ur,u2), (vi,v2), (ur,v1), (v2,u1), (ug,vi), i = 1,2.
Este torneo es ilustrado en la figura 3.14.

Observemos que por construccién de T', para cada i en {1,2,3}, j en
{1,2} y k en {1, 2} se tiene que x; alcanza a u; y a vj, en uno o dos pasos, y
como v = (z1, X2, T3, 21) es un 3-ciclo, entonces cada x; es un rey de 7.

Por otro lado, N™(w;) € N*(z1) y N*(v;) C N (x2). Asi, por el corolario
2.1.8 u; no alcanza a x; en dos o menos pasos y v; no alcanza a xy en dos o
menos pasos, lo cual implica que ni u; ni v; son reyes de T', pero u; es un rey
de T—{x1} y v; esun rey de T'— {z5}, en consecuencia para cada i € {1,2}
se tiene que u; es un heredero de xy y v; es un heredero de .

Observemos que por el razonamiento anterior, la secuencia real de T es
[3;2,2,0;0]. Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema
3.2.11 para obtener un torneo 7" con secuencia real [3;2,2,0;7].

€3

T i)

U2 V2

Figura 3.14. Un torneo con secuencia real [3;2,2,0;0].

Caso 2. hy # hs.
Debido a que la secuencia real la podemos permutar libremente, podemos
suponer que hy = 2y hy = 4. Partimos del torneo 7" obtenido en el caso (1),
luego usando el lema 3.2.7 podemos obtener un torneo 7" con secuencia real
[3;2,4,0;0]. Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema
3.2.11 para obtener un torneo 7" con secuencia real [3;2,4,0;7].
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Caso 3. hy = hy = 4.
Partimos del torneo 7" obtenido en el caso (2), después usando el lema 3.2.7
podemos obtener un torneo 7” con secuencia real [3;4,4,0;0]. Finalmente
en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11 para obtener un
torneo con secuencia real [3;4,4,0;7r].

Teorema 3.3.5. 5@ hy, hy, hg y r son enteros no negativos, entonces existe
un torneo con secuencia real [3; hi, ho, hs;r|, con excepcion de [3;2,0,0;0] y
[3;4,0,0;0].

Demostracion. Observemos que por el lema 3.3.2 no existe un torneo con
secuencia real [3;2,0,0;0] o [3;4,0,0;0]. Tomemos hy, he, h3 y 7 enteros no
negativos. Si al menos un h; es distinto de cero, dos y cuatro, entonces por
el lema 3.3.1 existe un torneo con secuencia real [3; hq, ho, hg; 7).

Supongamos ahora que {hq, he, h3} C {0,2,4}. Sabemos por el lema 3.2.1
que existe un torneo con secuencia real [3;0,0,0;0], luego podemos anadir
r vértices que no sean reyes ni herederos via lema 3.2.11 para obtener un
torneo con secuencia real [3; 0,0, 0;7]. De lo anterior concluimos que si r > 0,
entonces existe un torneo con secuencia real [3;0,0,0;7|. Asi, el caso donde
cada h; es cero queda resuelto, por lo cual podemos considerar al menos un
h; distinto de cero.

Los casos donde {hy,he,h3} C {0,2,4} y exactamente uno o dos ele-
mentos de {hy, ho, hg} son distintos de cero quedan resueltos por los lemas
3.3.3 y 3.3.4; que hablan sobre la existencia de un torneo con secuencia real
[3; h1,0,0;7] si hy € {2,4} y de la existencia de un torneo con secuencia real
[3; h1, ho, 0;7] si h; € {2,4} para i € {1,2}, respectivamente. Por lo tanto
para probar el teorema solo resta considerar {hq, ho, h3} C {2,4}.

Caso 1. hy = hy =2y hg € {2,4}.
Consideremos el torneo T construido en el lema anterior. Sabemos que 1,
Ty y x3 son los reyes de T, x3 no tiene herederos, y la secuencia real de
T es [3;2,2,0;0]. Ademds, x3 — uy — {vy,z9, 23} y 3 — g, por lo cual
zy es un rey de T — {z;}, entonces por el lema 3.2.8 o el corolario 3.2.9
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dependiendo si h3 = 2 o hy = 4, podemos obtener un torneo 77 con se-
cuencia real [3;2,2, h3;0]. Finalmente en caso de que r sea distinto de cero,
usamos el lema 3.2.11 para obtener un torneo con secuencia real [3;2, 2, hs; r].

Caso 2. hy # hy y hy € {2,4}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que hy = 2 y hy = 4. Partimos del
torneo T; obtenido en el caso (1), que tiene por secuencia real [3;2,2, hs; 0],
después usando el lema 3.2.7 podemos obtener un torneo 75 con secuencia
real [3;2,4, hs;0]. Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos
el lema 3.2.11 para obtener un torneo con secuencia real [3;2, 4, hs; r]|.

Caso 3. hy = hy =4y hy € {2,4}.
Partimos del torneo Ts obtenido en el caso (2). Después, usando el lema 3.2.7
podemos obtener un torneo T3 con secuencia real [3;4,4, hs;0]. Finalmente
en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11 para obtener un
torneo con secuencia real [3;2,4, hs; 7).

Nuestro caso final es para torneos con cuatro reyes. Sabemos que no existe
un torneo con exactamente cuatro vértices y cuatro reyes por el lema 2.2.7, lo
cual implica que si un torneo tiene exactamente cuatro reyes, entonces debe
tener al menos un vértice extra que no sea un rey. Probaremos que dicho
torneo debe tener al menos un heredero.

Lema 3.3.6. Para cualquier enteror > 0, no existe un torneo con secuencia
real [4;0,0,0,0;r].

Demostracion. Sabemos que no existe un torneo con exactamente cuatro
vértices y cuatro reyes por el lema 2.2.7, es decir, no existe un torneo con
secuencia real [4;0,0,0,0; 0].

Ahora consideremos r > 0, veamos que no existe un torneo con secuencia
real [4;0,0,0,0;7]. Procedamos por contradiccién, supongamos que existe un
torneo T con secuencia real [4;0,0,0,0;7'] para algin entero r’ mayor que
cero. Sean x1, o, T3 y x4 los cuatro reyes de Ty consideremos el torneo
inducido por los cuatro reyes T" = T'[{x1, xo, x3, T4 }].

Caso 1. T” tiene un vértice de ingrado cero.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que z; es un vértice de ingrado cero,
entonces &, (z1) = 3, pero por ser 22 un rey 1" se tiene que Ny (1) es distinto
del vacio, entonces por el lema 2.1.4 existe v en Ny (1) tal que v es un rey
de T. Asi, v no es un vértice de 7" porque v — x1 y d4(x1) = 3, lo cual es
una contradiccion ya que 7' solo tiene cuatro reyes.

Caso 2. T" no tiene vértices de ingrado cero.

Por el lema 2.1.3 T” tiene al menos tres reyes, aun mas, 7" tiene exactamente
tres reyes ya que no existe un (4,4)-torneo por el lema 2.2.4. Sean v el inico
vértice de T" que no es un rey de T, y w un vértice de 1" tal que no existe
una (v, w)-trayectoria de longitud menor o igual a dos en T". Supongamos
sin pérdida de generalidad que v = 21 y w = x4, y que v = (29, T3, T4, T2) €S
el 3-ciclo que forman los tres reyes de T". Asi, {x3, x4} — x1, ya que de lo
contrario x; alcanzaria a x4 en dos o menos pasos en 7”.
Como x4 — 1 y 1 es un rey de T, existe una (x1, z4)-trayectoria W
de longitud dos en T, es decir, W = (z1,y,z4) para algin vértice y en T.
Dado que x; no alcanza a x4 en dos o menos pasos en 1”, y no es un vértice
de T", ast y € Ny, 1(4), entonces por el lema 2.1.4 existe un vértice z de
T — {x3} tal que z esun rey de T'— {x3} y 2 — x4. Como N, (x4) = {x3} y
z € Ny (z4) se tiene que z ¢ V(T"), de esta manera z no es un rey de 7', sin
embargo z es un rey de T'—{z3}, entonces z es un heredero de x3 en 7', y esto
ultimo es una contradiccién ya que la secuencia real de T es [4;0,0,0,0;7].
Por lo tanto, para cualquier entero r con r > 0 no existe un torneo con
secuencia real [4;0,0,0,0;r]|.
|

Teorema 3.3.7. Si m es un entero con m > 0, m # 2 y m # 4, entonces
existe un torneo con secuencia real [4;m,0,0,0;0].

Demostracion. Sean T un torneo de cuatro vértices y1, Yo, ¥z, ¥4 v flechas
(Y1, Y1), (Yasy2)s (U3,92)s (Ys,y3), (Y2, 91)5 (y1,u3) (ver figura 3.15). Conside-
remos Ty un (m, m) torneo.

Construyamos un nuevo torneo 7T como sigue: empecemos con 17 U Ts,
después para cualquier vértice u de Ty agreguemos las flechas (u, y4), (yi, u)
para i € {1,2,3} (ver figura 3.16).
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n Y2

Y

Y4 Ys

Figura 3.15. El torneo T7.

U1 Y2
\
V(T3)
Ya Y3

Figura 3.16. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7.

Observemos que para cada i en {1,2,3,4} el vértice y; es un rey de T', ya
que y; y y4 son reyes de 11, y; — V(T3) y y4 alcanza a cualquier vértice de Ty
en dos pasos via ys 0 y3. Ademads, yo — y1 — {vys,y3}, {v2, y3} = V(T2) — ys
YYs —> Y2 — Y-

Ahora notemos que por construccion de T', para cualquier vértice u de
T5, el conjunto de vecinos exteriores de u esta contenido estrictamente en el
conjunto de vecinos exteriores de y;, entonces por el lema 2.1.8 u no puede
alcanzar a y; en dos o menos pasos, sin embargo, u es un rey de 75, u domina
aysy Ys — {y2,y3}, en consecuencia u es un rey de T — {y;}. Por lo tanto
u es un heredero de y; en T

Debido a que para cada i en {1, 2, 3,4} el vértice y; es un rey de T', y para
cualquier vértice u de T5 se tiene que u es un heredero de y; en 7T', tenemos
que la secuencia real de T es [4;m, 0,0, 0;0].
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Teorema 3.3.8. Sim =2 o m = 4, entonces existe un torneo con secuencia
real [4;m,0,0,0;0].

Demostracion. Comencemos con el caso m = 2. Construyamos un torneo
T como sigue: primero tomemos 77 el torneo de la figura 3.15, después agre-
guemos dos nuevos vértices u; y ug junto con las siguientes flechas: (uq,uz),

(U,’,y4), (yl,ui), (yg,ul), (UQ,yg), 1 € {1,2} (VeI‘ ﬁgura 317)

U1 Y2 U

<

Y4 Y3 Ug

Figura 3.17. Un torneo con secuencia real [4;2,0,0,0; 0].

Notemos que 7' — {y;} es un torneo 2-regular, {ys,ys} — y2 — 1 y
ademds por construccién de T para cada i en {1,2} el conjunto de vecinos
exteriores de u; estda contenido en el conjunto de vecinos exteriores de v, en
consecuencia u; y ug son reyes de T'— {y1}, yo, y3, y4 son reyes de Ty por
el lema 2.1.8 u; no puede alcanzar a y; en dos o menos pasos en 7". También
tenemos que y; es un rey de T por ser el vértice de mayor exgrado en T
y como para cada ¢ en {1,2} el vértice u; es un rey de T' — {y;}, tenemos
que u; es un heredero de y; en T'. Asi, la secuencia real de T es [4;2,0,0, 0; 0].

Ahora consideremos el caso m = 4. Tomemos vy, vo, v3 tres nuevos vérti-
ces y definamos el torneo 7" = (V(T"), F(T")), con

V(1) = (V(T) = {us}) U {1, 09,03} y
F(T") = F(T — {ua}) U {(v1,v2), (ve,v3), (v3,v1)} U AU B, donde:

A ={(v;,w) | (ug,w) € F(T), 1 € {1,2,3}} y
B = {(w,v;) | (w,us) € F(T), i € {1,2,3}}.
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Por el lema 3.2.7 se tiene que los reyes de 1"y T” son los mismos, y; es
un rey de 7" y tiene exactamente cuatro herederos en 17", y si y es un rey de
T con y # y;, entonces y tiene la misma cantidad de herederos tanto en T’
como en 7", en consecuencia la secuencia real de 7" es [4;4, 0,0, 0;0].

[

Observacién 6. Consideremos los torneos 7'y T" construidos en el lema
anterior. En el caso del torneo T', y; v 42 son reyes de T, yo — v, Y2 no tiene
herederos en T', y ademas, y es un rey de T'—{y; } porque yo — us — {4, y3}
y Y2 — uy. Anédlogamente para T’, y; y y2 son reyes de T, yo — y1, Y2 NO
tiene herederos en 7", y ademads, también se tiene que ys es un rey de 7"—{y; }

porque o — {v1,v2,v3} = {ya, ys} v y2 — u1.

Teorema 3.3.9. Sean hy, hy, hs, hy y v enteros no negativos. Si al me-
nos un h; es distinto de cero, entonces existe un torneo con secuencia real

[47 h17 h27 h37 h4’ T]'

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que hy # 0.

Caso 1. Para cada i en {1,2, 3,4} se tiene que h; € {2,4}.
Sea m = hy, definimos T}, =T si hy =2y T, =T1"si hy =4, donde T'y T"
son los torneos construidos en el lema 3.3.8. Asf, la secuencia real de T}, es
[4; hy,0,0,0;0].

Ahora por la observacion (6), se tiene que y; y yo son reyes de T, , y2 — Y1,
Yo no tiene herederos en T}, y y2 es un rey de T,, — {y1}, entonces por el
lema 3.2.8 o el corolario 3.2.9, dependiendo si hy = 2 0 hy = 4, podemos
obtener un torneo 7, a partir del torneo T}, tal que: los reyes de T, y T,
son exactamente los mismos, para cada i en {1,2} el rey y; tiene h; herederos
en T, y la secuencia real de T}, es [4; hy, h,0,0;0]. Ahora por la observacion
(3) o la observacién (4), dependiendo si hy = 2 0 hy = 4, existe un vértice
wy de T, que tiene la siguiente propiedad:

Nz, (w2) NV (T, = V5) = Ny, (y2) NV (T, = V5)
donde ws es un heredero de y, en T, y
Vi ={u e V(T,,) | wes un heredero de y, en Tp,, } U {y2}.

Por otra parte, y3 — 2, entonces por el lema 3.2.10 y3 es un rey de
Ty, —{y2} y como y3 no tiene herederos en 7T, por el lema 3.2.8 o el corolario
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3.2.9, dependiendo si hs = 2 0 hg = 4, podemos obtener un torneo 7, a partir
del torneo T, tal que: los reyes de T,, y T}, son exactamente los mismos,
para cada 7 en {1,2,3} el rey y; tiene h; herederos en T}, y la secuencia real
de T}, es [4; hq, ho, hs, 0;0]. Ahora por la observacién (3) o la observacién (4),
dependiendo si hy = 2 o hz = 4, existe un vértice wz de T, que tiene la
siguiente propiedad:

Ni, (ws) NV (T, — Vi) = N7, () NV (T, — V3)
donde ws es un heredero de y3 en T, y

Vi ={u e V(T,,) | uesun heredero de y3 en T,,, } U {ys}.

Dado que y4 — y3, entonces por el lema 3.2.10 se tiene que y4 es un rey
de T,, — {ys} y como y, no tiene herederos en T, por el lema 3.2.8 o el
corolario 3.2.9, dependiendo si hy = 2 0 hy = 4, podemos obtener un torneo
T,, a partir del torneo T, tal que: los reyes de T, y T}, son exactamente
los mismos, para cada i en {1,2,3,4} el rey y; tiene h; herederos en Tj, y la
secuencia real de T}, es [4; hy, ho, hs, hy; 0].

Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo con secuencia real [4; hy, ho, hs, hy; 7).

Caso 2. Existen niimeros enteros ¢, j con 1 <1 <4y 1< j <4, tales que
h; € {2,4} vy h; ¢ {2,4}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que existe un entero n mayor o igual
a uno tal que para 1 < i <nyn+1 <75 <4 se tiene que h; es elemen-
to de {2,4} y h; no es elemento de {2,4}. Procediendo de manera analo-
ga como en el caso (1), podemos obtener un torneo 7, con secuencia real
[4;h1,. .., hy,0,...,0;0]. Después partiendo del torneo 7, , para cada [ en
{n+1,...,4} podemos ir agregando h; herederos a y; en caso de que h; sea
distinto de cero mediante el corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos un
torneo con secuencia real [4; hy, ho, hs, hy; 0].

Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo con secuencia real [4; hy, ho, hs, hy;7].

Caso 3. Para cada i en {1,...,4} se tiene que h; ¢ {2,4}.
Notemos nuevamente que para cada ¢ en {1,...,4} podemos ir agregan-
do h; herederos a y; en caso de que h; sea distinto de cero mediante el
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corolario 3.2.6. De esta manera obtenemos un torneo con secuencia real
[47 h17 h27 h37 h4) 0]

Finalmente en caso de que r sea distinto de cero, usamos el lema 3.2.11
para obtener un torneo con secuencia real [4; hq, ha, hs, hy; 7).

|
Teorema 3.3.10. Si k, hy,...,hy y r son enteros no negativos con k > 1,
entonces existe un torneo con secuencia real [k; hy, ho, ... hg;r], excepto para

las siguientes restricciones (bajo permutaciones de h;): [1;0;7'] si v’ > 0,
[1;2;7"] sir’ >0, [1;4;0], [2; h], ;7] si b, by yr' son enteros no negativos,
[3:2,0,0; 0, [3:4,0,0;0], [4:0,0,0,0;"] si ' > 0.

Demostracion. Primero, por el lema 3.2.3 existe un torneo con secuencia
real [1; h; r|, excepto para las secuencias: [1;0;7'] si ' > 0, [1;2;7'] si 7’ >0,
[1;4;0]. Segundo, por el lema 2.2.2 no existe un torneo con exactamente dos
reyes, en consecuencia no existe un torneo con secuencia real [2; by, hl; 7] si
Ry, kY y r son enteros no negativos. Tercero, por el teorema 3.3.5 existe un
torneo con secuencia real [3;hy, ha, hg;r|, con excepcién de las secuencias:
(3;2,0,0;0] v [3;4,0,0;0]. Cuarto, por el lema 3.3.9 y el lema 3.3.6 existe
un torneo con secuencia real [4;hy, ho, hs, hy; 7|, excepto para la secuencia
[4;0,0,0,0;7] si " > 0. Y quinto, si k& > 5, entonces por el teorema 3.2.12
sabemos que existe un torneo con secuencia real [k; hq, ho, ..., hy;r].

|

3.4. Grafica (2,2)-dominante de torneos

En la seccién 3.1 de este capitulo hicimos notar que si G es la grafica
(2,2)-dominante de un torneo T, entonces G es una grafica completa con o
sin vértices finales, con o sin vértices aislados (observacién (2)). Tal resultado
fue el que nos motivo a preguntarnos si el reciproco era cierto o no, es decir,
dada G una gréafica completa con o sin vértices finales, con o sin vértices
aislados jexiste un torneo 7' tal que domss(T') = G?

Resulta que con el trabajo que hemos realizado ya podemos responder
dicha pregunta, e incluso ir més alld, ya que identificaremos exactamente
la clase que consiste de las graficas (2,2)-dominantes de torneos. Veremos
que la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa en varios casos, salvo
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algunas excepciones particulares. Haremos notar que tales excepciones de al-
guna forma nos son proporcionadas por el teorema 3.3.10. Por ejemplo, la no
existencia de un torneo con secuencia real [1;4; 0] implicard que G no pueda
ser K con exactamente cuatro vértices finales (ver figura 3.18(a)). De igual
forma la no existencia de un torneo con secuencia real [3;4,0,0,0;0] impli-
card que G no pueda ser K3 con exactamente cuatro vértices finales para
uno de sus vértices (ver figura 3.18(b)). De esta manera que no exista un
torneo con secuencia real [m;hq, ..., h,;r| para algunos enteros no negati-
vos m, hy, ..., h,,r, nos permitira “obtener” una grafica completa con o sin
vértices finales, y con o sin vértices aislados la cual no podria ser GG. Excepto
para la secuencia [2, hy, ho; 7] por cuestiones de isomorfismo.

(a) (b)

Figura 3.18. K; con exactamente cuatro vértices finales y K3 con exacta-
mente cuatro vértices finales para uno de sus vértices.

Teorema 3.4.1. Sean T un torneo y G una grifica. G es la grdfica (2,2)-
dominante de T si y solo si G es una grdfica completa con o sin vértices
finales, y con o sin vértices aislados, y distinta de las siguientes grdficas:

(1) La grdfica de orden mayor o igual a dos y de tamano cero.

2) K con exactamente dos vértices finales, y con o sin vértices aislados.

(2)
(3) Ki con exactamente cuatro vértices finales.
(4)

4

K5 con al menos un vértice final para cada uno de sus dos vértices, y con
o sin vértices aislados.

(5) K3 con exactamente dos vértices finales para uno de sus vértices.
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(6) K3 con exactamente cuatro vértices finales para uno de sus vértices.
(7) Ky con o sin vértices aislados.

Demostracion. El teorema 3.3.10 provee todas las secuencias que existen
y también las que no existen. Los lemas 3.1.2 y 3.1.3 nos dan la inica manera
de formar aristas en doms (7)) y la estructura que es creada en dicha gréfica.

(=) Supongamos que G es la gréfica (2, 2)-dominante de un torneo 7". Por
la observacion (2) sabemos que G es una grafica completa con o sin vértices
finales, y con o sin vértices aislados.

Resta demostrar que G es distinta de las graficas que se describen en (1),
(2), (3), (4), (5), (6) y (7). Para ello procederemos por contradiccién revisan-
do cada uno de las siete posibilidades.

(A) Supongamos que G es la gréfica de orden mayor o igual a dos y de
tamano cero. Por el teorema 2.2.2, T tiene exactamente un rey o al menos
tres reyes, observemos que 7' no tiene tres o mas reyes ni tampoco herederos,
ya que de lo contrario por lema 3.1.2 tendriamos al menos una arista en G,
y ésto ultimo no puede pasar porque G tiene tamano cero. Del razonamiento
anterior obtenemos que 7T es un torneo sin herederos y con exactamente un
rey, ademas el orden de T es mayor o igual a dos, esto implica que existe un
vértice de T que no es rey ni heredero, por lo cual la secuencia real de T es
[1;0; 7] para algin entero positivo 71, y ésto ultimo es una contradiccién ya
que por el teorema 3.3.10 no existe un torneo con secuencia real [1;0;rs] si
ro > 0. Por lo tanto G es distinta de la gréfica de orden mayor o igual a dos
y de tamano cero.

(B) Supongamos que G es K con exactamente dos vértices finales, y con
o sin vértices aislados. Por el teorema 2.2.2, T' tiene exactamente un rey o al
menos tres reyes, observemos que 7' no tiene tres o mas reyes, ya que de lo
contrario como cualquier par de reyes distintos es adyacente en GG, tendriamos
que K, es una subgrafica de GG para algin entero n > 3, y ésto no puede
pasar debido a que G es K7 con exactamente dos vértices finales, y con o sin
vértices aislados, en consecuencia 7' tiene exactamente un rey. Sea x el tinico
rey de T', por lema 3.1.2 obtenemos que los dos vértices finales son herederos
de z, por lo cual la secuencia real de T es [1;2; 7] para algtin entero no nega-
tivo r1, y ésto es una contradiccion ya que no existe un torneo con secuencia
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real [1;2;ry] para cualquier entero no negativo ro (teorema 3.3.10). Por lo
tanto la grafica G es distinta de K; con exactamente dos vértices finales, y
con o sin vértices aislados.

(C) Supongamos que G es K; con exactamente cuatro vértices finales.
Procediendo como en (B), obtenemos que T tiene exactamente un rey, y que
éste a su vez tiene exactamente cuatro herederos. Ademas, como GG no tiene
vértices aislados, se tiene que el conjunto de vértices de T' que no son reyes
ni herederos es vacio, en consecuencia la secuencia real de T es [1;4;0], lo
cual es una contradiccion ya que no existe un torneo con tal secuencia.

(D) Supongamos que G es Ks con al menos un vértice final para cada
uno de sus dos vértices, y con o sin vértices aislados. Sabemos que cada par
de reyes distintos de T' son adyacentes en G (lema 3.1.2), ésto implica que
si T tiene n reyes, entonces K,, C G, sin embargo, K, no es una subgrafica
de G para n > 3, por lo cual T debe tener a lo mas dos reyes. Por los le-
mas 3.1.2 y 3.1.3 obtenemos también que si x € V(G) y dg(x) > 1 entonces
x debe ser un rey de T, y dado que G tiene dos vértices de grado mayor
que uno concluimos que 7' tiene al menos dos reyes. De los razonamientos
anteriores obtenemos que 7' tiene exactamente dos reyes, lo cual es una con-
tradiccién porque no existe un torneo con exactamente dos reyes (lema 2.2.2).

(E) Supongamos que G es la gréfica que se describe en (5) o en (6). Pro-
cedamos como en (D): debido a que K3 C G y existen tres vértices de G que
son de grado mayor a uno, obtenemos que 1" tiene exactamente tres reyes,
los cuales son justamente los de grado mayor que uno. Por otro lado, G tie-
ne dos o cuatro vértices finales adyacentes a un vértice de grado mayor que
uno, ésto implica que dichos vértices finales deben ser herederos de un mis-
mo rey, de esta manera obtenemos que la secuencia real de T" es [3; 2,0, 0; 0]
0 [3;4,0,0;0], lo cual es una contradiccién ya que no existe un torneo con
alguna de las dos secuencias antes descritas.

(F) Supongamos que G es K, con o sin vértices aislados. Debido a que
K, C G y existen cuatro vértices de G que son de grado mayor a uno, ob-
tenemos que T tiene exactamente cuatro reyes, los cuales son justamente
los de grado mayor que uno. Como G no tiene vértices finales, entonces T



3.4. GRAFICA (2,2)-DOMINANTE DE TORNEOS 87

no tiene herederos, por lo cual la secuencia real de T es [4;0,0,0,0;r;] para
algin entero no negativo rq, lo cual es una contradiccién ya que no existe un
torneo con dicha secuencia.

(«<=) Ahora supongamos que G es una grafica completa con o sin vértices
finales, con o sin vértices aislados, y distinta de las graficas que se describen
en (1), (2), (3), (4), (5), (6) y (7). Asi existen subconjuntos A;, Ay, A3 de
V(G) tal que:

a Al%g

(a)
(b) Si1<i<3,1<j<3eizjentonces A;NA =0.
(C) A1UA2UA3 V(G)

(

d) G[A;] es una gréfica completa.
(e) Siz € Ay entonces dg(x) =1, y existe y € A; tal que zy € A(G).
(f) Siz € Ajs, entonces dg(x) = 0.

Por ser A; un conjunto distinto del vacio podemos suponer que A; es
igual al conjunto {z1,...,z;}. Para cada i en {1,... k}, sean

H; ={v € Ay | vz; € A(G)}, hy = [Hy| y r = | As.

Observemos que HyU...UHy, = Ay y si ¢ # j entonces H; N H; = &, ya que
H; C Ay y para cada v en A, existe un unico u en A; tal que vu € A(G).

Para cada i en {1,...,k} podemos suponer que si h; > 0, entonces
H; ={u;1,...,u;p,}, ysir>0entonces Az = {vy,...,v,}.

Caso 1. k > 3.
Veamos que existe un torneo con secuencia real [k;hq, ..., hy;r]. Dado que
G es una grafica distinta de las gréficas que se describen en los incisos (5),
(6), (7) se tiene que la secuencia [k;hy, ..., hy;r] es distinta a las secuen-
cias [3;2,0,0;0], [3;4,0,0;0], [4;0,0,0,0; ], con ' > 0, entonces por el lema
3.3.10 existe un torneo T con secuencia real [k; hy, ..., hy; 7).
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Asumamos que 1, ..., xy son los reyes de T, para cada i en {1,... k} si
h; > 0 entonces u; 1, ..., u;p, son los herederos de z;, y también que si r > 0
entonces vy, ..., v, son los vértices de T' que no son reyes ni herederos.

Veamos a continuacion que G es isomorfa a la grafica (2,2)-dominante del
torneo 7. Para ello definamos la funcién ¢ : V(G) — V(domss(T')) como

p(z) = .

Demostremos que ¢ es un isomorfismo de G' a domss(T'). Observemos
que por definicién de la funcién ¢, se tiene que dicha funcién es inyectiva.
Ademés ¢ es suprayectiva, ya que cualquier vértice de domg (7)) es un rey o
un heredero o ni rey ni heredero de T'. Por lo tanto ¢ es una funcién biyectiva.
Resta ver que las relaciones de adyacencia entre los vértices se preservan bajo
p, es decir, cualquier par de vértices u y v de GG son adyacentes si y sélo si
lo son sus imdgenes, p(u) =uy p(v) = v, en domas(T).

Si wv es una arista de G, entonces por los incisos (c), (d), (e) y (f) al
menos uno de sus vértices extremos es un elemento de A;. Supongamos sin
pérdida de generalidad que u es un elemento de A;. Sabemos que si x € As,
entonces dg(x) = 0, y como A; U Ay U A3 = V(G) obtenemos que v € As o
v E A

Si v es un elemento de A;, entonces u = x; y v = x; para algin ¢ y j con
i # j. Asi o(x;) = z; y p(z;) = x;, entonces por ser ¢ una funcién inyectiva
obtenemos z; # z;. Como z; y x; son dos reyes distintos de 71" concluimos
que p(u)p(v) es una arista de doma (7).

Por otro lado si v € Aj, entonces por el inciso (e) se tiene que u = x;
y v = u;;, para algin j € {1,...,h;}. Por definicién de ¢, ¢(z;) = z; y
©o(u; ;) = u; j, entonces ¢(x;) es un rey de 7'y ¢(u; ;) un heredero de ¢(z;),
en consecuencia ¢(u)p(v) es un arista de domg (7).

Ahora supongamos que ¢(u)p(v) es una arista de doma (7). Por el lema
3.1.2, p(u) y p(v) son reyes de T' o p(u) es un rey de 7'y ¢(v) un heredero
de ¢(u). Si p(u) y ¢(v) son reyes de T" entonces por definicién de ¢, u y v son
elementos de A; y como G[A;] es una gréfica completa, obtenemos que uv es
una arista de G. Por otra parte, si p(u) es un rey de T'y ¢(v) un heredero
de ¢(u), entonces u = x; y v = u; ; para algunos enteros i y j, ¢ € {1,...,k},
g € {l,..., h;}, en consecuencia u; ; € H;, por lo tanto uv es una arista de

G.
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De lo anterior concluimos que ¢ es un isomorfismo de G a domag o(T).

Caso 2. k= 2.
Podemos suponer que si ¢ € {1,2} y h; > 0 entonces H; = {u;1,...,Uin, }
y que si 7 > 0 entonces Az = {v1,...,v.}. Observemos que h; es igual a

cer o ho es igual a cero, ya que de lo contrario GG seria isomorfa a alguna
de las graficas que se describen en el inciso (4). Supongamos sin pérdida de
generalidad que hy = 0. Consideremos la secuencia [1; hy + 1; 7], veamos que
existe un torneo con dicha secuencia.

Por los inciso (2) y (3) la secuencia [1; h1+1; 7] es distinta de las secuencias
[1;2;7'] para 1’ > 0y de [1;4;0], ademds h; +1 > 1, entonces por el teorema
3.3.10 existe un torneo T' con secuencia real [1; h; + 1;7]. Supongamos que
x1 es el unico rey de T', si hy > 0 entonces uy 1, ..., U1, T2 son los herede-
ros de x1, si h; = 0 entonces x5 es el Uinico heredero de x1, y finalmente que
sir > 0 entonces vy, . .., v, son los vértices de T" que no son reyes ni herederos.

Veamos a continuacion que G es isomorfa a la grafica (2,2)-dominante del
torneo 7. Para ello definamos la funcién ¢ : V(G) — V(domsg2(T')) como

o(r) = x.

Procediendo como en el caso (1) obtenemos que ¢ es una funcién biyec-
tiva. Asi que solo resta ver que las relaciones de adyacencia entre los vértices
se preservan bajo .

Si uv es una arista de G, entonces por los incisos (c), (d), (e) y (f) al
menos uno de sus vértices extremos es un elemento de A;. Supongamos sin
pérdida de generalidad que u es un elemento de A;. Sabemos que si z € As,
entonces 0g(z) = 0, y como A; U Ay U A3 = V(G) obtenemos que v € Ay o
v E Al.

Si v es un elemento de A;, entonces podemos suponer sin pérdida de
generalidad que u = x1 y v = zy. Asi p(z1) = 21 ¥ p(22) = 22, ademds xy
es un heredero de xy en T', entonces por el lema 3.1.2 concluimos que uv es
una arista de domgo(T).

Por otro lado si v € A, entonces por el inciso (e) se tiene que u =
y v = uy; para algun j € {1,...,hy}. Por definicién de ¢, ¢(z1) = =1 y
©(u1,;) = uyj, entonces p(z1) es un rey de 7'y ¢(uy;) es un heredero de
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¢(x1), en consecuencia p(u)p(v) es una arista de domao(T).

Ahora supongamos que ¢(u)p(v) es una arista de doms (7). Por el lema
3.1.2, p(u) y p(v) son reyes de T' o ¢(u) es un rey de Ty (v) un heredero
de p(u). Sabemos que 7' tiene un tnico rey, por lo cual ¢(u) es un rey de T’
y ¢(v) es un heredero de p(u). Asi, u = 21 y v € {za} U Hy, y como z; es
adyacente a cualquier elemento de {z3} U H; en G, concluimos que uv es un
arista de G.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo entre las graficas G y doms (7).

Caso 3. k= 1.

Consideremos la secuencia [1; hy; 7|, veamos que existe un torneo con dicha
secuencia. Por los inciso (1), (2) y (3) la secuencia [1;hy;7] es distinta de
las secuencias [1;0;77] si 7 > 0, [1;2;r'] si ¥ > 0, [1;4;0], entonces por el
teorema 3.3.10 existe un torneo T' con secuencia real [1; hy;r]. Supongamos
que z; es el Unico rey de T, si hy > 0 entonces uy 1, . .., u; p, son los herederos
de x; y finalmente que si r > 0 entonces v, ..., v, son los vértices de T que
no son reyes ni herederos.

Veamos a continuacion que G es isomorfa a la grafica (2,2)-dominante del
torneo 1. Para ello definamos la funcién ¢ : V(G) — V(domas(T")) como

o) = x.

Procediendo como en el caso (1) obtenemos que ¢ es una funcién biyec-
tiva. Asi que solo resta ver que las relaciones de adyacencia entre los vértices
se preservan bajo .

Si uv es una arista de G, entonces por los incisos (c), (d), (e) y (f) al
menos uno de sus vértices extremos es un elemento de A;. Supongamos sin
pérdida de generalidad que u es un elemento de A;. Sabemos que si x € As,
entonces dg(z) = 0, y como A; U Ay U A3 = V(G) obtenemos que v € A
o v € Aj. Sin embargo k = 1, asi que el Unico elemento de A; es zq, en
consecuencia v € A,.

Como v € Aj, por el inciso (e) se tiene que u = 1 y v = uy; para algin
jen {1,...,hy}. Por definicién de ¢, ¢(z1) = 1 y ¢(u1,;) = w1, enton-
ces ¢(x1) es un rey de Ty o(uy;) un heredero de ¢(x;), en consecuencia
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o(u)p(v) es una arista de domgo(T).

Ahora supongamos que ¢(u)p(v) es una arista de domg (7). Por el lema
3.1.2, p(u) y p(v) son reyes de T' o ¢(u) es un rey de T'y ¢(v) un heredero
de ¢(u). Sabemos que T' tiene un unico rey, por lo cual p(u) es un rey de T’
y ¢(v) un heredero de p(u). Asi, u = x1 y v € Hy, y como z; es adyacente a
cualquier elemento de H; en GG, concluimos que uv es una arista de G.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo entre las graficas Gy domgo(T).

De los casos anteriores concluimos que G = doms (7).
[

En este capitulo estudiamos la gréfica (2,2)-dominante de un torneo. Hi-
cimos notar que para comprender la estructura de esta grafica era de suma
importancia estudiar primero las secuencias reales, las cuales a su vez tenian
mucha relacién con los (n, k)-torneos. Finalmente fue justo la determinacién
de todas las secuencias reales de torneos lo que nos permitié dar una carac-
terizacion de tal grafica.

En la grafica (2, 2)-dominante de un torneo 7', las aristas son formadas por
cualesquiera dos vértices distintos u y v, si cumplen que u y v alcanzan a todos
los vértices de T'— {u, v} en dos o menos pasos. ;Qué pasa si reemplazamos
el dos por cualquier otro niimero r mayor o iguales que tres? En el siguiente
capitulo analizaremos esta pregunta.






Capitulo 4

Grafica (r,r)-dominante de
torneos

En este capitulo introduciremos una clase especial de vértices de un tor-
neo, los cuales son llamados r-reyes, a partir de dicha definiciéon analizaremos
para cuales enteros n y m con n > m > 1 existe un torneo con n vértices
tal que exactamente m de éstos sean r-reyes, para r > 3. Posteriormente
definiremos la gréfica (r,r)-dominante de un torneo y mostraremos algunas
resultados importantes sobre dicha gréfica, especialmente lo que haremos es
dar un avance a la determinacion de algunas r-secuencias reales de torneos.

4.1. (n,m)-torneos

Una observacién que realiz6 Maurer en [19] fue la siguiente: un rey en un
torneo es un vértice que alcanza a los demas vértices en a los mas dos pasos,
Lqué pasa si reemplazamos el dos por el tres o por cualquier otro nimero
entero mayor o igual a uno? esta pregunta lo llevé a dar la siguiente definicién.

Definicién 4.1.1. Sean T un torneo y r un entero positivo, un vértice x es
un r-rey de T, si para cualquier y € V(T') existe una (z,y)-trayectoria de
longitud menor o igual a 7.

Por ejemplo en el torneo T" de la figura 4.1 los vértices 1, x5 y xg son 2-reyes
de T', mientras que los vértices x5, 3 v x4 son 3-reyes de 7.

93
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€3 X2

D
A)

Ty o= sl

Figura 4.1. Un torneo 7'

Observemos que en particular, un l-rey es un transmisor y un 2-rey es
un rey.

Observacién 7. Sean 7' un torneo, r y t dos enteros positivos con r < ¢,
notemos que si x es un r-rey de T, entonces x alcanza a cualquier vértice del
torneo en a los mas r pasos, lo cual implica que z alcanza a cualquier vértice
del torneo en a los més ¢ pasos, por lo tanto x resulta ser también un t-rey
de T'. En resumen, si x es un r-rey, entonces x es un t-rey. Por ejemplo en
el torneo T de la figura 4.1 x; es un 2-rey, en consecuencia también es un
3-rey, un 4-rey, etcétera. Sin embargo, ser un t-rey no necesariamente implica
ser un r-rey, por ejemplo en el mismo torneo mencionado anteriormente, -
es un 3-rey pero no es un 2-rey porque rp no puede alcanzar a x; en dos o
menos pasos.

Sea D una digrafica, el conjunto y el nimero de r-reyes de D se denota
por K, (D) y k. (D), respectivamente. Por ejemplo en el torneo 7" de la figu-
ra 4.1 Ko(T) = {x1, x5, 26} v K3(T) = {21, 29, 3, T4, x5, 26}, asi ko(T) = 3

Sabemos que en cualquier torneo existe al menos un 2-rey, por lo tanto
siempre existe un r-rey para cualquier entero » mayor o igual que dos. En
el capitulo 2, nos concentramos en determinar para cudles enteros n y m
con n > m > 1 existia un torneo con n vértices tal que exactamente m
de éstos fuesen 2-reyes, siguiendo con la misma idea, si tomamos un entero
r > 2, resulta natural preguntarse en este punto ;jpara cudles enteros n y m
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con n > m > 1 existe un torneo con n vértices tal que exactamente m de
éstos sean r-reyes? Para responder dicha pregunta, primero consideremos la
siguiente definicion.

Definicién 4.1.2. Sean T un torneo, n, m y r enteros, con n > m > 1
y r > 2. Decimos que T es un (n,m),-torneo si T tiene n vértices y
exactamente m de éstos son r-reyes.

Tomemos ahora un entero r > 2, la pregunta anterior puede ser replan-
teada de la siguiente manera: jpara cudles enteros n y m conn > m > 1
existe un (n, m),-torneo? Observemos primero que un (n,m)s-torneo es un
(n, m)-torneo, por lo cual el caso r = 2 ya quedé contestado (teorema 2.2.8).
Sélo resta considerar el caso r > 2. Al igual que en el capitulo 2 empezaremos
exhibiendo la existencia y no existencia de (n,n),-torneos para nimeros n
especificos.

El teorema 2.2.2 nos asegura que no existe un torneo con exactamente dos
reyes, a continuacion presentamos un lema que nos asegura la no existencia
de un torneo con exactamente dos r-reyes para todo entero r > 2.

Lema 4.1.3. Para cualquier entero r > 2, no existe un torneo con exacta-
mente dos r-reyes.

Demostracion. Procedamos por contradiccion, supongamos que para algin
entero r > 2 existe un torneo 7' con exactamente dos r-reyes u y v. Como el
torneo T tiene dos r-reyes, dicho torneo no puede tener un vértice que sea
un transmisor porque cualquier vértice de T es alcanzado por u y v en a lo
mas r pasos.

Dado que T no tiene vértices de ingrado cero (trasmisores) obtenemos
que T tiene al menos tres reyes distintos wy, wy y ws (teorema 2.1.3), los
cuales son también r-reyes (observacion (7)), y esto ultimo contradice que T’
tenga exactamente dos r-reyes.

Por lo tanto, para todo entero » > 2 no existe un torneo con exactamente

dos r-reyes.
|

Lema 4.1.4. Para todo entero r > 2 existe un (1,1),.-torneo.
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Demostracion. Un torneo con un sélo vértice es un (1,1),-torneo.

Lema 4.1.5. Para todo entero r > 3 existe un (4,4),.

Demostracion. Sea r > 3, el torneo que se muestra en la figura 4.2 resul-
ta ser un (4,4),-torneo ya que v = (a,b,c,d,a) es un 4-ciclo, por lo cual,
cualquier vértice es un 3-rey, en particular, para todo entero r» > 3 cualquier
vértice del torneo es un r-rey.

Figura 4.2. Un (4,4),-torneo, r > 3.

Observacion 8. Sean r y t dos enteros positivos con r < t, usando la ob-
servacion (7) obtenemos que si T es un (n,n).-torneo, entonces 7' es un
(n,n)-torneo. Sin embargo, ser un (n,n)-torneo no necesariamente implica
ser un (n,n),-torneo. Por ejemplo el torneo de la figura 4.2 es un (4,4)s-
torneo pero no es un (4,4),— torneo porque el vértice ¢ no es un 2-rey.

En el capitulo 2, especificamente en el lema 2.2.6 demostramos que si exis-
te un (n,n)s-torneo, entonces existe un (n + 2,n + 2)s-torneo, este resultado
es un caso particular del siguiente lema.

Lema 4.1.6. Sean n y r enteros positivos, con r > 2, si eziste un (n,n),-
torneo, entonces existe un (n + 2,n + 2),.-torneo.

Demostracion. Tomemos n y r enteros positivos con r > 2, supongamos
que existe un (n,n),-torneo T'. Sean u y v dos nuevos vértices, definamos la

digrafica D = (V(D), F(D)), donde
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V(D) =V(T)U {u, v}y
F(D) = F(T) U{(z,u) |z € V(T)} U{(u,0)} U{(v,y) [y € V(T)}.

Notemos que D es un torneo con n+ 2 vértices, veamos que cualquier vértice
de D es un r-rey. Sea z € V(T), dado que T es un (n,n),-torneo, para todo
vértice z de T sucede que existe una (z, z)-trayectoria de longitud menor o
igual que 7 en T'y como T' C D, entonces existe una (z, z)-trayectoria de
longitud menor o igual que r en D. Ademds, v = (x,u,v,x) es un 3-ciclo,
entonces w; alcanza a wy en dos 0 menos pasos para cualquier w; € {x,u, v},
i € {1,2}. Por el razonamiento anterior obtenemos que cualquier vértice de
D es un r-rey de D.
Por lo tanto D es un (n + 2,n + 2),-torneo (ver figura 4.3).

7

Figura 4.3. Algunas relaciones de dominacién en el torneo D.

El teorema 2.2.7 nos afirma que para todo entero positivo n, excepto para
2 y 4, existe un (n, n)s-torneo. Considerando r-reyes en lugar de 2-reyes con
r > 3, obtenemos un resultado similar, sélo que ahora tendremos tinicamente
una excepciéon: n = 2.

Teorema 4.1.7. Sin y r son enteros positivos, con n > r > 3, entonces
existe un (n,n), torneo, excepto para n = 2.

Demostracion. Por el lema 4.1.3 no existe un (2, 2),-torneo. Veamos que
para todo entero n > 1 existe un (2n—1,2n—1),-torneo. Por induccién sobre
n.

Base de induccion: Cuando n = 1, sabemos por el lema 4.1.4 que existe
un (1, 1), torneo.
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Hipotesis de induccién: supongamos que la afirmacién es cierta para un
cierto valor nyg, es decir, que existe un (2ng — 1,2n¢ — 1),-torneo.

Paso inductivo: demostremos que la afirmacion es cierta para n = ng+ 1.
Por hipétesis de induccién existe un (2ng— 1, 2ng—1),-torneo, usando el lema
4.1.6 que se refiere a la existencia de un (n’+2,n’+2),-torneo en caso de que
exista un (n’,n’),-torneo, tenemos que existe un (2ny + 1,2ng + 1),-torneo,
que es lo que queriamos demostrar.

Anélogamente demostramos que para todo entero m mayor o igual que
dos existe un (2n, 2n),-torneo, usando el lema 4.1.5 que asegura la existencia
de un (4,4),-torneo y el lema 4.1.6.

|

Retomemos la pregunta ;para cudles enteros n y m existe un (n,m),-
torneo, r > 27 Anteriormente mencionamos que el caso r = 2 ya habia
quedado resuelto por el teorema 2.2.8; el cual afirma que existe un (n,m)s-
torneo excepto para n = m = 4 o m = 2, asi que sélo faltaba resolver
para r > 2. Usando el teorema 4.1.7 demostraremos que para r > 2 existe
un (n,m),-torneo excepto para m = 2, de esta manera la pregunta inicial
quedara contestada completamente.

Teorema 4.1.8. Sean r, m y n enteros positivos. Sin > m > 1 yr > 3,
entonces existe un (n, m),-torneo, excepto para m = 2.

Demostracion. Tomemos r, m y n enteros positivosconn > m > 1y r ma-
yor o igual que tres. Sabemos por el lema 4.1.3 que no existe un (n, 2),-torneo
para n arbitrario. Ahora supongamos m # 2, consideremos un (m, m),-torneo
T, la existencia de T es asegurada por el teorema 4.1.7. Si n = m, entonces
T es un (n, m),-torneo. Si n > m consideramos un torneo 73 con exactamen-
te n — m vértices y definimos el torneo 7" = (V(T"), F(T")) de la siguiente
manera:

V(T') = V(T)UV(T}) y
F(T') = F(T) U {(u,v) | u € V(T), v € V(T1)} U F(T).

Por ser T un (m,m), torneo, cualquier vértice de T es un r-rey de T, y
como T C Ty V(T) — V(T1), se tiene que cualquier vértice de 7" es un
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r-rey de T'. Ademads cualquier vértice de 77 no es un r-rey de 7’ ya que
V(T) — V(T1), por lo cual T" es un (n, m),-torneo.
|

4.2. Grafica (r,r)-dominante de torneos

Rercordemos la definicién de la grafica (2, 2)-dominante de un torneo 7™
G = domas(T) es la gréfica (2,2)-dominante de 7', donde V(G) =V (T') v
uwv € A(G) si para cualquier vértice w en V(G) — {u, v} existe una (u,w)-
trayectoria y una (v, w)-trayectoria ambas de longitud menor o igual a dos
en T. ;Qué pasa si reemplazamos el dos por el tres o por cualquier otro
entero mayor o igual a dos? esta pregunta motiva la siguiente definicién.
Dado un torneo 7" y un entero positivo r > 2, dom,.,.(T') es la grafica
(r,r)-dominante de T', donde V (dom,..(T)) = V(T) y uwv € A(dom,,(T)) si
para cualquier vértice w en V(T') — {u, v} existe una (u, w)-trayectoria y una
(v, w)-trayectoria ambas de longitud menor o igual a r en 7. Observemos
que cuando 7 = 2, obtenemos la definicién de la gréfica (2,2)-dominante de
un torneo. A los vértices u y v los denominamos un par (r, r)-dominante,
notemos que cualquier pareja de r-reyes es un par (r,r)-dominante, sin em-
bargo las parejas de r-reyes no son los unicos vértices que crean aristas en
dom,.,(T), veremos a continuacién qué otros vértices crean aristas en G.

Consideremos u y v un par (r,r)-dominante, por definiciéon de dom,.,.(T')
se tiene que u alcanza a todos los vértices de T en r 0 menos pasos, excepto
posiblemente a v. Por ser T" un torneo u — v 0 v — wu, supongamos que
u — v, entonces u es un r-rey de T. Si v también es un r-rey de T, ambos
vértices son r-reyes de T', esto implica que cualquier par de r-reyes distintos
crea una arista en dom,. (7). Si v no es un r-rey de 7', significa que v no
puede alcanzar a u en r o menos pasos, sin embargo sabemos que v puede
alcanzar a cualquier vértice de T'— {u} en r 0 menos pasos, en consecuencia
vesun r-rey de T — {u}.

Sea T un torneo y r un entero mayor o igual dos, un r-heredero es un
vértice v que no es un r-rey de T, pero si es un r-rey de T'— {u} para algin
r-rey v de T, llamamos a v un r-heredero del r-rey u. Observemos que un
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heredero es un 2-heredero. Por el andlisis realizado anteriormente sobre qué
vértices crean aristas en dom,.,.(T'), tenemos que si v es un r-heredero del
r-rey u, la arista vu estd en dom,.,.(T).

Sean T un torneo y « un r-rey de 7' con r > 2, definimos H (T, x),. como
el conjunto formado por los r-herederos de z, es decir,

H(T,z), ={h € V(T) | h es un r—heredero de z}.

En la figura 4.4 los vértices x1, x5 y xg son 2-reyes de T, por lo cual
dichos vértices forman una subgrafica completa de tres vértices de domgo(T).
Ademas notemos que x4 es un 2-heredero de x5, y w9 es un 2-heredero de
z1, de esta manera xo y x4 son vértices finales de domgs(T). Finalmente
el vértice x3 no es rey ni 2-heredero, entonces x3 es un vértice aislado de
domgyo(T). Para el caso de dom,.,.(T'), con r > 3, es importante sefialar que
todos los vértices de T' son 3-reyes, en consecuencia son r-reyes, de esta
manera cualquier par de vértices distintos de 7" son adyacentes en dom,.,.(T').
Por lo tanto dom,.,.(T') = doms 3(T).

T3 i)
Ty T
Ts L6
T
T3 i) XT3 i)
°
Ty T1 T4 T
Ty Te Ty Te
domg,g(T) d0m3’3 (T)

Figura 4.4. Un torneo T', domao(T) y doms 3(T).
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Consideremos T' un torneo, el lema 3.1.1 nos afirma que si h es un 2-
heredero del 2-rey x, entonces h no es un 2-heredero de cualquier otro 2-rey.
Resulta que tal afirmacién sigue siendo vélida atin si reemplazamos al dos
por cualquier otro niimero entero r con r > 2.

Lema 4.2.1. Sean T wun torneo, x1 y xo dos r-reyes distintos de T, con
r>2.8SiheH(T, x),, entonces h ¢ H(T,xs),.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que h € H(T, z3),. Como h
es un r-rey de T'— {z3} se tiene que existe una (h, x1)-trayectoria de longitud
menor o igual a r. Ademés, como h € H(T, x1), se tiene que h es un r-rey de
T — {z1}, en consecuencia h es un r-rey de T, lo cual es una contradiccién
ya que h € H(T,xy),. Por lo tanto h ¢ H(T z3),.

|

Sean r un entero con r > 2 y T un torneo con n vértices y con K,(T')
igual al conjunto {zi,..., 2}, definimos la r-secuencia real de 7" como
sigue [m; hy, ho, ..., hy; 8]y, donde

h; = |H(T,z;),| parai € {1,...,m},y s=n—m—Y " h,.

Observemos que [m; hy, ha, ..., hini qla = [m; by, ha,y ..oy hag; ], es decir, la 2-
secuencia real de T es la secuencia real de T'. Notemos también que podemos
etiquetar a los r-reyes arbitrariamente asi que podemos permutar la secuen-
cla h; libremente.

Usando el lema 4.2.1 y el hecho de que para 1 <i1<my 1< j <m se
tiene que z; ¢ H(T,x;),, obtenemos que los conjuntos

{z1,.. . xn}, HT, x1)p, ..., HT, )., S
son disjuntos dos a dos y ademds su unién es V(7'), donde
S =V(T)— <{x1, rey U JH(T, x))
i=1

Observemos que el conjunto H (7, z;), no necesariamente es distinto del vacio.
Ademas, la cardinalidad de S es justamente s.
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A continuacién presentamos dos lemas, el primero habla sobre las tinicas
parejas de vértices que pueden formar una arista en dom,.,.(T"). El segundo
hace referencia a la estructura que es formada en dom,.,.(T'). Tales resultados
generalizan los lemas 3.1.2 y 3.1.3.

Lema 4.2.2. Sean T un torneo y r un entero mayor o iqual que dos, uv es
una arista de dom,..(T) si y solo si

(a) u yv son r-reyes distintos de T, o
(b) u esunr-rey de T y v es un r-heredero de u.

Demostracion. (=) Supongamos que uv es un arista en dom,,(T'), por
definicién de dom,,(T') se tiene que u alcanza a todos los vértices de 1" en
r 0 menos pasos, excepto posiblemente a v. Por ser 1" un torneo u — v o
v — u, supongamos sin pérdida de generalidad que v — v, entonces u es
un r-rey de T'. Si v también es un r-rey de T', ambos vértices son r-reyes de
T. Si v no es un r-rey de 7', significa que v no puede alcanzar a v en r o
menos pasos, sin embargo sabemos que v puede alcanzar a cualquier vértice
de T'— {u} en r 0o menos pasos, en consecuencia v es un r-rey de 7' — {u}, lo
cual implica que v es un heredero de u.
(<) Siwuy v son r-reyes distintos de T', entonces ambos vértices alcanzan
a cualquier vértice de T — {u, v} en r o menos pasos. Lo mismo sucede si u
es un r-rey de 7"y v es un r-heredero de u. Por lo tanto uv es una arista
dom,.,(T') en cualquier caso.
[ ]

Lema 4.2.3. Sean T un torneo y r un entero mayor o igual que dos. La
grafica (r,r)-dominante de T estd formada como sigue:

(a) Los r-reyes de T forman una subgrdfica completa de dom,. ,(T).
(b) Un r-heredero es un vértice final adyacente a su r-rey asociado.
(c) Todos los vértices que no son r-reyes ni r-herederos son vértices aislados.

Demostracion. (a) Por el lema 4.2.2 (a) cualquier par de r-reyes distintos
son adyacentes, asi, los r-reyes forman una subgrafica completa de dom,.,.(T').
(b) Por los lemas 4.2.2 (b) y 4.2.1 un r-heredero y su r-rey asociado forman



4.2. GRAFICA (R, R)-DOMINANTE DE TORNEOS 103

una arista en dom,..(T') y un r-heredero sélo puede tener asociado un r-rey,
por lo cual un r-heredero forma un vértice final adyacente a su r-rey asociado.
(c) Si un vértice no es un r-rey ni un r-heredero, entonces por el lema 4.2.2
dicho vértice no puede formar un par (r,r)-dominante con cualquier otro
vértice, de esta manera, los vértices que no son r-reyes ni r-herederos son
vértices aislados.

[

Observemos nuevamente que a partir de los dos lemas anteriores se dedu-
ce inmediatamente que dom,.,.(T") es una gréfica completa con o sin vértices
finales, y con o sin vértices aislados (ver la observacion (2) del capitulo (3)).
Es por ello que a partir de este punto nos preguntamos al igual que lo hicimos
para el caso r = 2, dada una gréafica completa con o sin vértices finales, con o
sin vértices aislados G, jexistird un torneo 7" tal que dom,.,.(T) sea isomorfa
a G?7 Notemos que la pregunta anterior ya ha sido contestada para el caso
r = 2 en el capitulo (3), as{ que ahora resta contestarla para el caso r > 3.

Para responder la cuestion anterior para el caso » > 3 es necesario nueva-
mente conocer la clase que consiste de las graficas que resultan ser las graficas
(r,7)-dominantes de torneos y dado que dom,. (1) es una gréafica completa
con o sin vértices finales, con o sin vértices aislados, solo resta conocer el
nimero de r-reyes que puede tener un torneo, el niimero de r-herederos que
puede tener cada r-rey del torneo, asi como el nimero de vértices que no
sean r-reyes ni r-herederos que pueda tener dicho torneo. En otras palabras,
dada una r-secuencia del estilo [m;hy, ..., hy; sl conm > 1,7 >3, h; y s
enteros no negativos para ¢ = 1,...,m, quisiéramos determinar si existe o no
existe un torneo T que cumpla con las siguientes tres condiciones:

1. K.(T)=Az1,...,xn}
2. Para cada i en {1,...,m} el rey x; tiene h; r-herederos.
3. El ntmero de vértices de T' que no son r-reyes ni r-herederos es s.

Uno de los principales objetivos de esta tesis es dar un avance a la deter-
minacion de algunas r-secuencias reales de torneos para r > 3.

Antes de dedicarnos a determinar algunas r-secuencias reales de torneos,
veremos dos resultados importantes. El primero afirma que un 2-rey siempre
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domina a los r-herederos, asi como a los vértices que no son r-reyes ni r-
herederos, para r > 3. El segundo senala que si v es un r-rey y v tiene al
menos un 7-heredero, entonces necesariamente v es un 2-rey.

Lema 4.2.4. Sean T un torneo y r un entero mayor o igual que tres. Si x
es un 2-rey de T', entonces v — H U .S, donde

H= |J H(Tz2), y S=V(T)- (K.(T)UH).

z€K(T)

Demostracion. Procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que
existe v en H U S tal que v — x. Observemos que si w € H(T,y), para
algiin y en K,.(T'), entonces w no es un r-rey de T por definicién de H (T, y),.
Analogamente, cualquier elemento de S no es un r-rey de T'. Asi, cualquier
elemento de H U S no es un r-rey de Ty por lo tanto v no es un r-rey de
T. Como v — x, y x alcanza a cualquier vértice de T' en dos o menos pasos,
se tiene que v alcanza a cualquier vértice de T en tres o menos pasos, en
consecuencia v es un 3-rey de 7', en particular es un r-rey de 7', y ésto ultimo

es una contradiccion ya que v no es un r-rey de 7'. Por lo tanto x — H U S.
[ |

Lema 4.2.5. Sean T un torneo y x un r-rey de T, para algin r > 2. Si x
tiene al menos un r-heredero, entonces x es un 2-rey de T.

Demostracion. Notemos que si r = 2 entonces de inmediato x es un 2-rey
de T'. De esta manera el caso r = 2 queda resuelto.

Supongamos ahora que r > 3, demostremos que también en este caso x
es necesariamente un 2-rey de 7T'. Para ello procedamos por contradiccién, es
decir, supongamos que x no es un 2-rey de 7. Sea

ro = max{d(z,v) | v e V(T)}

notemos que 3 < ry < r porque x no es un 2-rey pero si es un r-rey del
torneo T'. Sea I = {0,...,ro} y para cada i € I definamos

D; ={veV(T)|d(z,v) =i}
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Observemos que para cada 7 en I se tiene que D; es un conjunto distinto
del vacio. Ademas Dy = {2} y Dy U ... U D,, = V(T). Como cualquier
elemento de D; estd a distancia ¢ de x para i € I, obtenemos que z — D; y
sitel,jelyj—1i>1entonces D; — D;, observemos que en particular
DyU...UD,, — x.

Sea h en H(T,z),, notemos que {z} U Dy U...U D,, — h, ya que de lo
contrario h alcanzaria a x en dos o menos pasos, y ésto ultimo no puede pasar
porque justamente h no puede alcanzar a x en 7 0 menos pasos (r > 3).

Ahora tomemos z en D, , por ser h un r-rey de T'— {x} existe una (h, z)-
trayectoria W en T'—{z} de longitud [, con l < r. Asi W = (29, 21, ..., 2) con
h=z,2=2z,y{2,...,2}N{z} = &. Ademés N (h) C Dy, lo cual implica
que 2z, € Dy, sin embargo © — Dy, en consecuencia W' = (x,21,...,2) es
una (x, z)-trayectoria, pero dr(z,z) = ro. Por lo tanto 3 <7y <1 <.

Afirmamos que existe ¢ en {2,...,1 — 1} tal que z; € Dy U ... U D, 1.
Para demostrar esta afirmacion procedamos por contradiccion, supongamos
que para todo i en {2,...,1 — 1} se tiene que z; ¢ Dy U ... U D, _1, ésto
implica que V(W) C {h} U D, U D,,,. Como D,, — {h} U Dy, no existe una
(h, z)-trayectoria en T'[{h} U Dy U D, ], sin embargo, V(W) C {h}UD,UD,,,
entonces W es una (h, z)-trayectoria en T'[{h} U D; U D,,], lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto la afirmacién es cierta.

Usando la afirmacién del parrafo anterior obtenemos que existe un entero
1 mayor o igual a dos y menor o igual a [ — 1 tal que z; € Dy U ... U
D,,_1, entonces z; — x, en consecuencia W” = (h, z1, ..., z;,x) es una (h, z)-
trayectoria de longitud 7 + 1, pero ¢ < [ — 1, entonces 1 +1 < [ < r, de
esta manera W” es una (h,x)-trayectoria de longitud menor o igual a r,
contradiciendo que h € H(T, x),. Por lo tanto = es un 2-rey de 7.

|

4.3. r-secuencias reales

En esta seccion lo que haremos es dar un avance a la determinacién de
algunas r-secuencias reales de torneos para r > 3.

En primer lugar haremos notar que en cualquier torneo con al menos tres
2-reyes siempre existe un r-rey que tiene cero r-herederos, r > 3.
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Lema 4.3.1. Sean T un torneo y r un entero mayor o igual que tres. Si T
tiene al menos tres 2-reyes y r-secuencia real [m, hy, ..., hy; S|, entonces al
menos un h; es igual a cero.

Demostracion. Procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que
h; es distinto de cero para i € {1,...,m}. Sean x1,...,z,, los m r-reyes de
T, entonces cada uno de estos r-reyes tiene al menos un r-heredero. Por el
lema 4.2.5 inicamente los 2-reyes pueden tener r-herederos, esto implica que
x1,...,T, en realidad son 2-reyes de T'. Asi por el lema 4.2.4 obtenemos que
{z1,..., 20} = HUS, donde

H = LmJ H(T7 mi)r
i=1

S=V(T)— ({x1,...,zm} UH).

Sabemos que que los conjuntos {zi,...,z,}, H y S son conjuntos dis-
juntos dos a dos y su unién es V(T'), ademéds {z1,...,2,} = HUS. Por lo
tanto no existe una (u,v)-trayectoria para cualesquiera u en H U S y v en

{z1,...,2m}

Ahora sea h un r-heredero de z1, como h es un r-rey de T — {1} se
tiene que h alcanza a x5 en menos de r pasos, lo cual es una contradiccién
ya que no existe una (u, v)-trayectoria para cualesquiera v en H U S y v en
{x1,...,2,}. Por lo tanto, h; = 0 para algun i € {1,...,m}.

[ |

El siguiente lema nos hace notar que no es dificil agregar vértices que no
sean r-reyes ni r-herederos, para r > 2. El caso particular r = 2 es el lema
3.2.11.

Lema 4.3.2. Sean T un torneo con al menos dos vértices, r un entero
mayor o igual que dos y s un entero positivo. Si la r-secuencia real de
T es [m;hy, ha, ..., hp;qly, entonces existe un torneo con r-secuencia real
[m, hl, hg, ceey hm, q+ S]T.

Demostracion. Sean x1,...,x,, los m r-reyes de T'y

Q=V(T) - <{x1,...,xm}UUH(T,xi)r>.

=1
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Sabemos entonces que la cardinalidad del conjunto @) es ¢q. Supongamos
sin pérdida de generalidad que para cada i en {1,...,m} la cardinalidad del
conjunto H (T, x;), es h;.

Sea S un torneo de orden s, consideremos el torneo 7" = (V(1"), F(T"))
con

V(T") =V(T)UV(S) y
F(T'") = F(T) U F(S)U{(z,y) | = € V(T), y € V(S)}.

Veamos que el torneo T” tiene por r-secuencia real
[m; b, ha, o B g+ 8],

para ello primero demostraremos las siguientes afirmaciones.
Afirmacion 1. x es un r-rey de 7" si y sélo si x es un r-rey de 1".

Demostracién de la afirmacién 1. Sea z un r-rey de 7', como V(T') — V/(5)
obtenemos que z alcanza a cualquier vértice de .S en un paso, en consecuencia
x es un r-rey de T”.

Inversamente, supongamos ahora que x es un r-rey de 7', dado que
V(T) — V(5) se tiene que x es un vértice de 7. Veamos que = es un
r-rey de T. Tomemos z un vértice de T, por ser x un r-rey de T’ existe
una (x, z)-trayectoria W en T” de longitud menor o igual a r, sin embargo
V(T) — V(S), por lo cual los vértices de dicha trayectoria son tinicamente
del torneo T', de esta manera obtenemos que x es un r-rey del torneo T'. Por
lo tanto x es un r-rey de 7' si y sblo si x es un r-rey de 7. A

Afirmacién 2. Sea z un r-rey de T, entonces h € H(T,x), si y sélo si
he H(T', x),.

Demostracién de la afirmacién 2. Notemos primero que por la afirmacién (1)
x es también un r-rey de 7". Sea h € H(T,x),, observemos que h alcanza
en un paso a cualquier vértice de S, ademds como no existe una (h,x)-
trayectoria en T de longitud menor o igual a r y usando también el hecho de
que V(T') — V(S), obtenemos que no existe una (h, z)-trayectoria en 7" de
longitud menor o igual a r. Por lo tanto h € H(T", z),.
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Inversamente, sean h en H(T',x), y z un vértice de T"— {z}. Sabemos
que por ser h un r-rey de 7" — {x} existe una (h, z)-trayectoria W en 7" — {x}
de longitud menor o igual a r, observemos nuevamente que los vértices de
dicha trayectoria son tnicamente de T' porque V(1) — V/(S), ésto implica
que h es un r-rey de 7' — {z}, ademds no existe una (h, z)-trayectoria en 7"
de longitud menor o igual a r por lo cual tampoco puede existir en T" ya que
el torneo T' es una subdigrafica de T”, en consecuencia h € H(T’, x),. Por lo
tanto h € H(T,z), siy sélosi h € H(T',z),. A

Sabemos que los conjuntos

{z1,.. ;e HT,21)p, ..., HT, 2)r, Q

son conjuntos disjuntos dos a dos y su unién es V(7). Asi haciendo uso
también de las afirmaciones (1) y (2) obtenemos que los conjuntos

{z1,.. ., e}, H(T, 21)p, ..., HT, 2),, Q, V(S)

son conjuntos disjuntos dos a dos y su unién es V(7"), ademés la cardinalidad
de estos conjuntos es m, hy, ..., hy,q, s, respectivamente. Por lo tanto la r-
secuencia real de T" es [m; hy, ho, ..., Ay q + 8],

[ |

El teorema 4.1.8 hace referencia a la existencia de un torneo con m vértices
y m r-reyes si m es distinto de dos, asi como a la no existencia de un torneo
con exactamente dos r-reyes, por lo tanto tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.3.3. Sean m y r enteros positivos. Si r > 3 y m # 2 entonces
existe un torneo con r-secuencia real (m;0,0,...,0;0],.

Demostracion. Por el teorema 4.1.8 existe un (m, m),-torneo excepto para
m = 2, dicho torneo tiene por r-secuencia real [m;0,0,...,0;0],.
[ |

Corolario 4.3.4. Para cualesquiera enteros no negativos hy, ha, v y s, con
r > 2, no existe un torneo T con r-secuencia real [2; hy, ho; 8],

Demostracion. Por el teorema 4.1.8 no existe un (n, 2),-torneo, por lo cual
no existe un torneo con r-secuencia real [2; hy, ho; s];..
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Analicemos primero las r-secuencias reales de torneos con un unico r-rey,
para r > 3.

Lema 4.3.5. Si r > 3, entonces existe un torneo T con r-secuencia real
[1; h; s, excepto para las r-secuencias [1;2; s, si s >0 y [1;0;s], si s> 0.

Demostracion. Si T tiene un unico vértice, entonces su r-secuencia real
es [1;0;0],.. Si T tiene al menos dos vértices, entonces cuando el tinico r-rey
de T es removido, se genera otro torneo que debe tener h r-reyes con h > 1
porque cualquier torneo tiene al menos un 2-rey y h # 2 porque no existe un
torneo con exactamente dos r-reyes (lema 4.1.3). En consecuencia no existe
un torneo con r-secuencia real [1;2; ], si s > 0 o [1;0; s, si s > 0.

Por otro lado, sabemos que si h > 1y h # 2, entonces existe un (h+s, h),-
torneo (lema 4.1.8), después agregando un transmisor al (h + s, h),-torneo,
obtenemos un torneo con r-secuencia real [1; h; s],.

Por lo anterior concluimos que existe un torneo 7' con r-secuencia real
[1; h; s, excepto para las r-secuencias [1;2; s, si s > 0y [1;0; 8], si s > 0.
|

Lema 4.3.6. Sean hy, ho, hs y s enteros no negativos. Si T es un torneo
con 3-secuencia real [3; hy, ho, hs; |3 entonces h; = 0 para toda i en {1,2,3}.

Demostracion. Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que
al menos un h; es distinto de cero.

Sean x1, T v x3 los tres 3-reyes de T'. Observemos primero que por ser
T un torneo con tres 3-reyes, se tiene que para cualquier vértice v de T el
conjunto Ny (v) es distinto del vacio, en consecuencia 7" tiene al menos tres
2-reyes (lema 2.1.3). Notemos ahora que T tiene unicamente tres 2-reyes, ya
que de lo contrario T" tendria al menos cuatro 3-reyes, lo cual no puede pasar
porque T’ tiene exactamente tres 3-reyes. Por lo tanto zi, xo y x3 son los
2-reyes de T'.

Supongamos sin pérdida de generalidad que h; es distinto de cero, enton-
ces H(T,x1)3 # @. Por el lema 4.2.4, para cada i en {1,2,3} se tiene que
r; = HUS, donde

H= OH(T, )3

i=1



110 CAPITULO 4. GRAFICA (R, R)-DOMINANTE DE TORNEOS

S=V(T)— ({x1, 22,23} U H).

Como V(T') = {1, 22,23} U H U S, tenemos que {xy,x9, 23} — V(T') —
{1, 29,23}, en consecuencia para cada i en {1,2,3} no existe una (w, z;)-
trayectoria para cualquier w en V(T') — {x1, 22, 23}. En particular, si v €
H(T,x1)s3, entonces no existe una (v, zy)-trayectoria de longitud menor o
igual que tres, lo cual es una contradiccién ya que v alcanza a x5 en tres o
menos pasos por ser v un 3-rey de T'— {x1}. Por lo tanto h; = 0 para toda ¢
en {1,2,3}.

|

Lema 4.3.7. Si h y s son enteros no negativos, entonces existe un torneo
con 3-secuencia real [4; h,0,0,0; s]3.

Demostracion. Consideremos primero el caso cuando h = 0. Construya-
mos el torneo T} como sigue: tomemos cuatro vértices x1, 9, x3 v x4 después
agregamos las flechas (21, x2), (22, 23), (23, 21), (x1,24), (23, 24), (x4, 22) (ver
figura 4.5(a)). Observemos que cada z; es un 3-rey de 7}, en consecuencia
la 3-secuencia real de T; es [4;0,0,0,0;0]5. En caso de que s sea distinto
de cero usamos el lema 4.3.2 para obtener un torneo con 3-secuencia real
[4;0,0,0,0; s]s.

| ) X1 X2

xs3 T4 €3 Xy

(a) (b)
Figura 4.5. El torneo T} y algunas relaciones de dominacién en el torneo 7.

Ahora supongamos que h > 0. Tomemos un torneo T con h vértices, y
construyamos el torneo 7' como sigue: empecemos con T} U T5, después para
cada vértice w de Ty agregamos las flechas (z;,w), (w,z4), con i € {1,2,3}.
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En la figura 4.5(b) se puede observar cémo se relacionan los vértices x1, xa,
x3, T4 con los otros vértices de T'. Observemos que cada x; es un 3-rey de 7',
ademds w es un 3-rey de T'— {z1} y d(w, z1) = 4 para cualquier vértice w de
Ts, por lo cual V(Ty) = H(T, z1)3, en consecuencia la 3-secuencia real de T'
es [4;h,0,0,0;0]3. Finalmente en caso de que s sea distinto de cero usamos
el lema 4.3.2 para obtener un torneo con 3-secuencia real [4; h, 0,0, 0; s|s.

|

A continuacién presentamos un lema, el cual nos exhibe una gran cantidad
de 3-secuencias reales de torneos.

Lema 4.3.8. Sin es un entero mayor o iqual que tres y distinto de cuatro,

entonces para cualesquiera enteros no negativos s, hg, hy, ..., hy_1:
(a) existe un torneo con 3-secuencia real [2n; ho, hy, ..., hy—1,0...,0;5]3;
(b) existe un torneo con 3-secuencia real [2n—1;hg, hy, ..., hy—2,0...,0;s]3.

Demostracion. (a) Primero consideramos el caso donde cada h; es igual
a cero. Por el corolario 4.3.3 para cualquier entero k > 3 existe un torneo
con 3-secuencia real [k;0,0,...,0;0]3, en consecuencia existe un torneo con
3-secuencia real [2n;0,0,...,0;0]3. Después, en caso de que s sea distinto
de cero usamos el lema 4.3.2 para obtener un torneo con 3-secuencia real
[2n;0,0,...,0; s|3. De esta manera el caso en donde cada h; es cero queda
resuelto.

Resta demostrar el caso donde al menos un h; es distinto de cero. La
demostracién se hard de manera constructiva.

Por la observacién (5) del capitulo (3) sabemos que si 7 es un entero mayor
o igual que tres y distinto de cuatro, entonces existe un (n,n)-torneo 7' que
contiene un n-ciclo v = (vg, vy, ..., vn_1,vp). Notemos que vy, vy, . .., U,_1 SON
todos los vértices de T ya que dicho torneo consta exactamente de n vértices
(ver figura 4.6).
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Un—1

Figura 4.6. El n-ciclo v = (v, v1, ..., 0s_1, V).

Supongamos sin pérdida de generalidad que

{ie{0,....,n—=1}| h; #0} ={0,...,m}.
Lo que haremos a continuacién sera agregar exactamente un 2-heredero a
cada v; usando el lema 3.2.5 reiteradas veces. Para ello primero tomemos
n vértices nuevos wy, wy, ..., w,—1 y definamos el torneo 7} de la siguiente
manera;

V(T) = V(T) U {wo} y
F(Tg) = F(T) U {(u,wo) | u € Ny [vol} U {(wo, u) | u€ Ny (vo)}-

En la figura 4.7 se pueden apreciar las relaciones de dominacién entre
vértice vy con los demds vértices de T}.

Figura 4.7. Algunas relaciones de dominacion en el torneo T§.

Por el lema 3.2.5: v, v1,...,v,-1 son los 2-reyes de 1§ y wy es un 2-
heredero de vy en Tj. Observemos que wy — vy ya que vy — v;.

Ahora supongamos que ya tenemos definido el torneo 7} con 0 < i < n—1.
Definamos el torneo 77, ; de la siguiente forma:
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V(T7 ) = V(T]) U{win} y
F(T{H) = F(T}) U{(u,wiy1) |u € N_Z/[UHI]} U {(wis1,u) | u e NJ:/(Uz‘+1)}~

En la figura 4.8 se pueden apreciar las relaciones de dominacién entre
vértice v;41 con los demds vértices de 77, ;.

Figura 4.8. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 77, ;.

Nuevamente por el lema 3.2.5: vg,vq,...,v,—; son los 2-reyes de T; ; y
para cada j en {0,...,7 4 1} el vértice w; es un 2-heredero de v; en 77 ;.
Notemos que w; 11 — v;12 ya que v;11 — v;12 (usando en el subindice adicién
mod n). En particular cuando 7 es igual a n—2: vy, vy, . .., v,_1 son los 2-reyes
de T!_, y para cada j en {0,...,n — 1} el vértice w; es un 2-heredero de v;

!
enT; ;.

En la figura 4.9 se puede observar cémo se relaciona cada 2-rey de 7 _,
con su respectivo 2-heredero.

Figura 4.9. Relaciones de dominacién entre cada 2-rey de 7, _; con su res-
pectivo 2-heredero.
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Observemos que por construccion de los anteriores torneos

TCT)C...CT, vy

V(Tj) = {vo,v1, - -+, U1, Wo, ..., w;} para 0 < j <n — 1.

Ahora tomemos m + 1 torneos: 1./, ..., T" donde cada torneo T!" tenga

) m?

exactamente h; vértices y de tal forma que los conjuntos
V(T 1), V(T7), ..., V(T},)

sean ajenos dos a dos.

A partir de los torneos T, _,, 77, ..., T construiremos un nuevo torneo
que tendré 3-secuencia real [2n; ho, hy, ..., hy—1,0,...,0;0]s.

Construyamos un torneo 7" de la siguiente manera: empecemos con
! /! 1!
T ,uT'u...uT"

después agreguemos las flechas inducidas por las siguientes relaciones de do-
minacion:

(1) Siie{0,1,...,n =1}y j €{0,...,m} entonces v; — V(T7).
(i) Sii€{0,1,...,n—1}, 7 €{0,...,m} ei+# j, entonces w; — V(T7).
() Sii € {0,...,m} entonces V(T!) — w;.

(tv) sii € {0,...,m}, j €{0,...,m} y v; — vj, entonces V(T}") — V(T7).

En la figura 4.10 se pueden apreciar algunas relaciones de dominacién en
el torneo T".
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Figura 4.10. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7".

Observemos que por construccion de T”:
m
V(T/) = {Uo, Viy.+.yUp—1,Wo, W1, ... ,wn_l} U U V(Tl")
1=0

Demostraremos que el torneo 7" tiene 3-secuencia real
[2n, ho, hl, e hnfl, 0, ceey O, 0]3

para ello primero probaremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. Para cada i en {0,1,...,n — 1} se tiene que v; es un 2-rey

de T".
Demostracion de la afirmacién 1. Sabemos que v; es un 2-rey de 7 _, y
ademas por (1) sii € {0,1,...,n—1}y j € {0,...,m}, entonces v; — V(T}),

en consecuencia v; es un 2-rey de 7”. A

Afirmacién 2. Para cada i en {0,1,...,n — 1} se tiene que w; es un 3-rey
de T y el tnico vértice que estd a distancia tres de w; en T" es v;.

Demostracion de la afirmacion 2. Primero veamos que w; es un 3-rey de
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T'. Por ser w; un 2-heredero de v; en 1) | se tiene que w; es un 2-rey de
T! —{v;}, ademds T, tiene méas de dos 2-reyes, por lo cual Ny (v;) # @
y en consecuencia por el lema 2.1.4 existe j en {0,1,...,n—1} tal que v; — v;.
Dado que w; alcanza a v; en dos o menos pasos en 7 _; — {v;} y para cada
len {0,...,m} el vértice v; domina a cualquier vértice de 7}, tenemos que
w; alcanza a cualquier vértice de T” en a lo maés tres pasos, es decir, w; es un
3-rey de T".

Por otro lado, w; no puede alcanzar a v; en dos o menos pasos en 1",
para demostrarlo procedamos por contradiccién. Supongamos que existe una
(wy, v;)-trayectoria W de longitud menor o igual a dos en 7”. Dado que w; es
un 2-heredero de v; en T _,, se tiene que w; no puede alcanzar a v; en dos
o menos pasos en T)_;, en consecuencia V(W) € V(T)_,), entonces existe
z € V(T]') para algin | € {0,...,m} tal que w; — z — v;, y ésto ultimo es
una contradiccién ya que por (1) sil € {0,...,m}, entonces v; — V(1}'). Por
lo tanto dr(w;, v;) = 3.

El tnico vértice que se encuentra a distancia tres de w; en T” es v; por
lo siguiente: w; es un 2-rey de 1, |, — {v;} y para l € {0, ..., m} sucede que
w; — viy1 — V(1)) (usando en el subindice adicién mod n). A

Afirmacién 3. Para cada i en {0,1,...,m} se tiene que V(1) = H(T", v;)s.

Demostracion de la afirmaciéon 3. Demostremos primero que el conjunto
V(T}) esta contenido en el conjunto H (7", v;)s, es decir, que para cualquier
x € V(T!), x esun 3-rey de T"—{v;} perono es un 3-rey de 7". Sea x € V(T),
por construccién de 7" se tiene que x — w; (111), ademds por la afirmacién
(2) w; es un 2-rey de 7" — {v;}, en consecuencia = es un 3-rey de 7" — {v;}.

Ahora notemos que x no puede alcanzar a v; en tres o menos pasos en 71",
para demostrarlo procedamos por contradiccién. Supongamos que existe una
(x, v;)-trayectoria W de longitud menor o igual a tres en T”. Por los incisos
(1y 11) obtenemos que N (z) C {w;} UU, donde

m

v=Uvar

=0

y dado que v; — {w;} UU se tiene que N, (z) C N (v;), asi por el lema
2.1.8 x no puede alcanzar a v; en dos o menos pasos en 7”, sin embargo, W
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es una (z,v;)-trayectoria de longitud menor o igual a tres, en consecuencia
(W) =3y W = (z,uy,ug, v;).

Observemos que w; ¢ V(W) ya que la distancia de w; a v; es tres en 17,
asi existe j en {0,1,...,m} tal que uy € V(T}). Como N (u) C {w;} UU,
se tiene que upy = w; 0 uy € U. Observemos que uy ¢ U ya que v; - U y
uy — v;. Esto implica que uy = wj, es decir, W = (z, uy, wj, v;).

Notemos que i # j, porque v; — w; y w; — v;. Como uy € V(T}),
z € V(1) y * = uy, entonces por el inciso (1v) se tiene que V(T}") — V(T7),
esto implica que v; — v; y entonces w; — v; — vj, lo cual es una contra-
diccién ya que la distancia de w; a v; es tres en 7" (afirmacién (2)). Por lo
tanto x no puede alcanzar a v; en tres o menos pasos en 1".

Como z es un 3-rey de 7' —{v;} y = no puede alcanzar a v; en tres o menos
pasos en 1", se tiene que x € H(T,v;)s, y en consecuencia V (T}) C H(T', v;)s.

Resta demostrar que H(7",v;)5 C V(T}). Para demostrar esto ultimo,
veamos que cualquier otro vértice de 7" que no sea elemento de V(77') no
es elemento de H(T",v;)s. Por el lema 4.2.1 si i # j, entonces H(T",v;)3 y
H(T’,v;)3 son conjuntos disjuntos, esto nos dice que si h € V(7}') para algin
j # i, entonces h ¢ H(T',v;)3. Ademas,

K3(T") = {vo,v1, ..., Up_1, W0, W1, ..., Wy_1}
por lo cual ningtin elemento de K3(7") puede estar en H (T, v;)3. Por lo tanto,
V(T!"y = H(T",v;)3. A
Por las afirmaciones (1), (2) y (3) obtenemos que
K3(T") = {vo, v1, .+, Up_1, W0, W1, . .., Wy_1}
y para cada i en {0,...,m}:
V(I7) = H(T', vi)s

en consecuencia la 3-secuencia real de 17" es [2n;hg, ..., h,-1,0,...,0;0]3,
donde b,y = hy, sin—1=myh; =0paral € {m+1,...,n—1}sim < n—1.
Finalmente en caso de que s sea distinto de cero, podemos usar el lema 4.3.2
para obtener un torneo con 3-secuencia real [2n; hg, ..., h,_1,0,...,0; s]s.



118 CAPITULO 4. GRAFICA (R, R)-DOMINANTE DE TORNEOS

(b) Primero consideramos el caso donde cada h; es igual a cero. Por el co-
rolario 4.3.3 para cualquier entero k > 3 existe un torneo con secuencia

real [k;0,0,...,0;0]3, en consecuencia existe un torneo con 3-secuencia real
[2n—1;0,0,...,0;0]3 . Después, en caso de que s sea distinto de cero usamos el
lema 4.3.2 para obtener un torneo con 3-secuencia real 2n —1;0,0,...,0; s|s.

De esta manera el caso en donde cada h; es cero queda resuelto.

Resta demostrar el caso donde al menos un h; es distinto de cero. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que

{ie{0,1,...,n =2} | h; #0} ={0,...,m'}.

La demostracién se basara en las construcciones realizadas anteriormente en
el inciso (a).

Tomemos T" el torneo construido en el inciso (a) pero tomando m’ en
lugar de m. Asi

/

V(T") = {vo,v1, ..., Vp_1,Wo, W1, ..., Wy_1} U U v(T}]).
1=0

Demostraremos que la 3-secuencia real del torneo 7”7 = T" — {w,,_1} es
[271 — 1, h(), hl, ceey hn_g,o, ce 7070]3

Sea i € {0,1,...,n — 1}, observemos primero que T"[V(T)_,)] = T, _,.
Ademads sabemos que v; es un 2-rey de 7!, _, y que por el inciso (1) para cada
jen {0,...,m'} el vértice v; domina a cualquier vértice en V(7}'), en conse-
cuencia v; es un 2-rey de 7".

Veamos ahora que w; es un 3-rey de 7" y que el tnico vértice que esta
a distancia tres de w; en T” es UZ Por ser w; un 2-heredero de v; en T} _,
se tiene que w; es un 2-rey de 7! _, — {v;}, ademas T, _, tiene mas de dos
2-reyes, por lo cual N, ’ 2(111) #* @ , en consecuencia por el lema 2.1.4 existe
jen {0,1,...,n — 1} tal que v; — v;. Dado que w; alcanza a v; en dos o
menos pasos en 1) _, — {v;}, se tiene que w; alcanza a v; en a lo méas tres
pasos, sin embargo, 7”7 C T" y la distancia en 1" de w; a v; es tres, por lo
tanto la distancia 7" de w; a v; es tres. Por otra parte el tinico Vértice que
estd a distancia tres de w; en T” es v;, porque w; es un 2-rey de T/, —{v;} y
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w; — vip1 — V(T)") paral € {0,...,m'}, es decir, w; es un 2-rey de 7" —{v; }.

Finalmente veamos que V(T") = H(T", v;)3. Sea x un elemento de V (1},
por el inciso (111) sabemos que x — w;, ademds en el parrafo anterior hici-
mos notar que w; es un 2-rey de 7” — {v;}, en consecuencia z es un 3-rey
de 7" — {v;}. Por otra parte, dado que x no alcanza a v; en tres o menos
pasos en T” tenemos que x no alcanza a v; en tres o menos pasos en 7" por-
que T" es subdigrafica de T". Por lo tanto V (7}") esta contenido en H(T", v;)s.

Resta demostrar que H(T",v;)s C V(T!"). Para demostrar esto ultimo
veamos que cualquier otro vértice de 7" que no sea elemento de V(7}) no
es elemento de H(T"”,v;)s. Por el lema 4.2.1 si i # j entonces H(T",v;)3 y
H(T",v;)3 son conjuntos disjuntos, esto nos dice que si h € V(T}') para algiin
j # i, entonces h ¢ H(T" v;)3. Ademas,

K3(T") = {vo,v1, ..., Up_1, Wo, W1, ..., Wp_o}
por lo cual ningtin elemento de K3(7") puede estar en H(T"”, v;)3. Por lo
tanto V(T}) = H(T", v;)s.
Por los razonamientos anteriores obtenemos que
K3(T") = {vo, v1, .., Up_1, W, W1, ..., Wy_2}
y que para cada ¢ en {0,...,m'}
V(L) = H(T", vi)s

en consecuencia la 3-secuencia real de 7" es [2n—1; hg, ..., hy—2,0,...,0;0]3,
donde h, 9 = hyy sin—2=m'y hy =0paral € {m' +1,...,n — 2} si
m’ < n — 2. Finalmente en caso de que s sea distinto de cero, podemos usar
el lema 4.3.2 para obtener un torneo con 3-secuencia real

[27’1,— 1;h0,...,hn_g,o,...,O;S]g.
]
A partir del lema anterior, especificamente de las construcciones que se
dan en éste, podremos determinar otras 3-secuencias reales cuando se tiene

exactamente siete u ocho 3-reyes. Observemos que estos casos no son con-
templados en tal resultado.
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Corolario 4.3.9. Para cualesquiera enteros no negativos s, hg, hy, hs :

1. Existe un torneo con 3-secuencia real [7; ho, h1,0, ..., 0;s]s;

11. Eziste un torneo con 3-secuencia real [8; ho, hi, ha,0,...,0;s]3.

Demostracion. Primero consideramos el caso donde h; = 0 para toda i
en {0,1,2}. Por el corolario 4.3.3 si k # 2, entonces existe un torneo con
3-secuencia real [k;0, ..., 0;0]s, en consecuencia existen dos torneos: uno con
3-secuencia real [7;0,...,0;0]3 y otro con 3-secuencia real [8;0,...,0;0]s.
Después, en caso de que s sea distinto de cero usamos el lema 4.3.2 para
obtener un torneo con 3-secuencia real [7;0,...,0; s]3 y otro con 3-secuencia
real [8;0,...,0;s]3. De esta manera el caso en donde cada h; es cero queda
resuelto.

Resta demostrar el caso donde algin h; es distinto de cero tanto para (1)
como para (II).

(1) Supongamos sin pérdida de generalidad que

{i €{0,1} | h; #0} ={0,...,m'}.
La demostracion se basara en las construcciones realizadas anteriormente en
el lema 4.3.8, asi que continuamente estaremos tomando torneos que fueron
construido en dicho lema.
Tomemos 7" el torneo construido en el lema 4.3.8 del inciso (a) que resulta
de tomar n = 5 y y reemplazar m por m’. Una vez considerado los valores
anteriores se tiene que

V(T") = {vo, ..., 04, wo,...,ws f UV(TY)U...UV(T))).
Demostraremos que la 3-secuencia real del torneo
To =T'{vo, ..., v4, wo,wn JUV(TY)U...UV(T")]
es [7; ho, h1,0,...,0;0]s.

Afirmacién 1.1. Para cada i en {0, ...,4} se tiene que v; es un 2-rey de Ty.

Demostracién de la afirmacién 1.1. Sea i en {0, ...,4}, sabemos que v; es un
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2-rey de T}, ademés por definicién de T” se tiene que para cadal € {0,...,m'}
el vértice v; domina a cualquier vértice de 7). Por lo tanto v; es un 2-rey de
T, A

Afirmacién 1.2. Para cada ¢ en {0, 1} se tiene que w; es un 3-rey de T, y
{veV(T,) | dr, (w;,v) =3} ={v;}.

Demostracién de la afirmacién 1.2. Sea ¢ € {0,1}, sabemos que w; es un
2-heredero de v; en Tj, por lo cual w; es un 2-rey de T} — {v;}, ademés
w; = vy — V(T,) — V(T7), por lo tanto w; es un 2-rey de T, — {v;}.

Por otro lado, 77 tiene més de dos 2-reyes por lo cual N;{ (v;) # @, en
consecuencia por el lema 2.1.4 existe j € {0, 1,2, 3,4} tal que v; = v;, pero w;
alcanza a v; en a lo mas dos pasos en 77, entonces la distancia en T;, de w; a v;
es a lo més 3. Por la afirmacion (2) del lema 4.3.8 sabemos que dp (w;, v;) = 3,
ademads T, es subdigrafica de T", esto implica que dr(w;, v;) < dr, (w;, v;),
sin embargo ya vimos que dr, (w;, v;) < 3, por lo tanto dr, (w;,v;) =3. A

Afirmacién 1.3. Para cada i en {0, ..., m'} se tiene que V(1)) = H(T,, v;).

Demostracion de la afirmacion 1.3. Demostremos primero que el conjunto
V(T}") esté contenido en el conjunto H(T,,v;)s, es decir, que para cualquier
x € V(T!), x es un 3-rey de T, — {v;} pero no es un 3-rey de T,. Sea
x € V(T!), por construccién de 7" se tiene que x — w;, ademds por la
afirmacion (1.2), w; es un 2-rey de T, — {v;}, en consecuencia = es un 3-rey
de T, — {v;}. Por la afirmacién (3) del lema 4.3.8 sabemos que x no puede
alcanzar a v; en tres o menos pasos en 1”, y como T, es subdigrafica de T”
obtenemos que x no puede alcanzar a v; en tres o menos pasos en 1,. Por lo
tanto V(T]") C H(T,, v;)s.

Resta demostrar que H(T,,v;)s € V(1}). Para demostrar esto tultimo
veamos que cualquier otro vértice de T, que no sea elemento de V(7}) no
es elemento de H(T,,v;)s. Por el lema 4.2.1 si i # j entonces H(T,,v;)3 y
H(T,,v;)3 son conjuntos disjuntos, esto nos dice que si h € V(7}') para algin
J # i, entonces h ¢ H(T,,v;)s porque h € H(T,,v;);. Ademas,

K3(Toc> = {UOa U1, U2, U3, Vg, Wy, wl}
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por lo cual ningin elemento de K3(T,) puede estar en H(T,,v;)s. Por lo
tanto V(Tl”) = H(Ta,vi)g. A

Por los razonamiento anteriores obtenemos que
K3(T,) = {vo, v1, v, v3, V4, wo, w1 }
y que para cada i en {0,...,m'}:
V(T}') = H(Tq, vi)s.
En consecuencia la 3-secuencia real de T, es [T;hg, h1,0,...,0;0]3, donde
hi = hyy sim’ =1,y hy = 0 si m’ = 0. Finalmente en caso de que s sea

distinto de cero, podemos usar el lema 4.3.2 para obtener un torneo con 3-
secuencia real [7; ho, h1,0,...,0; s]s.

(11) Supongamos sin pérdida de generalidad que

{i €{0,1,2} | hi £ 0} = {0,...,m"}.

La demostracién es andloga a la que se realizé en (1), pero esta vez reempla-
zando Ty, T] y m/ por Ty, T; y m” respectivamente, donde

Tg = T/[{’Uo, « ey Uy, Wo, W1, ’LUQ} U V(Tél) U...u V(T:Zu)]
|

En los resultados anterior exhibimos algunas 3-secuencias reales de tor-
neos. En el lema que sigue veremos que las construcciones realizadas en el
lema 4.3.8 serdn fundamentales para determinar algunas r-secuencias reales
de torneos, para r > 4.

Teorema 4.3.10. Sean n y r enteros positivos. St r > 4, n > 3 yn # 4,
entonces para cualesquiera enteros no negativos s, hg, hy, ..., hy_1 existe un
torneo con r-secuencia real

[(r — D)n;ho, hay ..oy hp_1,0,...,0;8],.

Demostracién. Por la observacién 5 del capitulo 3 sin > 3y n # 4
entonces existe un (n,n)-torneo T que contiene un n-ciclo

— (10 20 0,0
v = (v, V7. Up_1,00)-
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0,0 0

Notemos que vy, v7, ..., v,_; son todos los vértices de T" ya que dicho torneo

consta exactamente de n vértices (ver figura 4.11).

Yo

Figura 4.11. El n-ciclo v = (vg, v1, ..., Un_1,00)-

Primero demostraremos el lema considerando el caso donde cada h; es
igual a cero. Por el corolario 4.3.3 si k # 2 y r’ > 3, entonces existe un
torneo con r-secuencia real [k;0,...,0;0],, en consecuencia existe un torneo
r-secuencia real [(r — 1)n;0, ..., 0;0],. Después, en caso de que s sea distinto
de cero usamos el lema 4.3.2 para obtener un torneo con r-secuencia real
[(r—1)n;0,...,0;s],. De esta manera el caso en donde cada h; es cero queda
resuelto.

Resta demostrar el caso donde al menos un h; es distinto de cero. La
demostracion se hara de manera constructiva y consistira de tres pasos.

Supongamos sin pérdida de generalidad que
M={ie{0,...,n—1}| h; #0} ={0,...,m}.

Paso 1. Construiremos un torneo donde cada vértice v{ tenga exacta-
mente un 2-heredero, de tal forma que cualquier vértice de dicho torneo sea
un 2-rey o un 2-heredero.

Tomemos n vértices nuevos v}, vi, ..., vl | v definamos el torneo T}, de
la siguiente manera:

V(Tg) =V(T)U{vg}t y
F(Tg) = F(T) U {(u,vp) | w € Np[og]} U{(vg,u) [ w € Ni(vg)}-
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En la figura 4.12 se pueden observar las relaciones de dominaciéon entre
el vértice v) y los demds vértices del torneo Tj.

oy}

A 4
®
\ 4
5
—~
<
SO
~—

Figura 4.12. Algunas relaciones de dominacién en el torneo T}.

Por el lema 3.2.5: v),v?,...,0% | son los 2-reyes de T} y v} es un 2-

heredero de v) en Tj. Observemos que v} — vy ya que vJ — 0.
Ahora supongamos que ya tenemos definido el torneo 7} con 0 < i < n—1.

Definamos el torneo 77, ; de la siguiente forma:

V(Ti) =V(T) U{vi}y
F(Ti,) = F(T}) U{(u,vj,) |u € N_Z![Uz(')—&-l]} U{(vjy1,u) [u € NJ:/(U?H)}

En la figura 4.13 se pueden observar las relaciones de dominacién entre

el vértice vf, | y los demds vértices del torneo 77 ;.

1
V11

Figura 4.13. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 77, ;.

Nuevamente por el lema 3.2.5: vJ,v?,...,02_; son los 2-reyes de T/, y
para cada j en {0,...,i + 1} el vértice vjl- es un 2-heredero de v? en 17, ;.
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1 0 0 0 T < .y
Notemos que v;,; = v, ya que vy, ; — v}, (usando en el subindice adicién

mod n). En particular cuando i es igual a n — 2: v3,09,...,0% | son los 2-

reyes de T/, y para cada j en {0,...,n — 1} el vértice vjl» es un 2-heredero
de vf en T} .

Observemos que cada vértice del torneo 7] | es un 2-rey o un 2-heredero
porque

V(T ) ={v/|ie{0,...,n—1}, j €{0,1}}.

Paso 2. A partir del torneo 7], construiremos un nuevo torneo 7,_o
de orden (r — 1)n que poseerd propiedades importantes, las cuales nos per-
mitiran en el desarrollo del paso tres agregar r-herederos a este torneo de
manera sencilla.

Sean
r—2
ey Unfl

(r — 3)n nuevos vértices, I ={0,...,n— 1}y J={0,...,r — 2}.
Construyamos un nuevo torneo T,_, de la siguiente manera: empecemos
con T/ _,, después agreguemos los vértices

o
junto con las flechas inducidas por las siguientes relaciones de dominacion:
(a) Siiel, jeJ ke Jyk—j>2 entonces v] — vF.

3

(b) Sii € I entonces v] 2 — 0] % — ... — vl

(c)Siiel, jeJ—-{0,1}, keI, 1€ J—{0,1},j <lei#k, entonces
v] — vl

d)Siiel,jeJ—{0,1}, kelei+k, entonces v? — v/,
() 7] 9 7 k

(e) Siie],jG{Q,...,r—Q},kE]yv?—)vg,entoncesvg—)vi.
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En la siguiente figura se pueden observar algunas relaciones de dominacién
entre algunos vértices del torneo T, _».

Figura 4.14. Algunas relaciones de dominacién en el torneo T, _.

Para0<j<r—2y1<:<r—3, sean

M/vj:{vgv""vi—l}y

T, =T, 2)[WoUW U...UW,].

Notemos que por definicién de T; para cada i € {1,...,r — 3} se tiene que
T; C T;,1. La siguiente figura tiene como objetivo reflejar de manera grafica
la contencién entre los torneos T; y Tiiq.



4.3. R-SECUENCIAS REALES 127

Figura 4.15. T; C T;44.

Afirmacién 0. Sii € {0,...,n— 1}y j € {1,...,r — 2}, entonces v} es un
2-rey de T}.

Demostracién de la afirmacion 0. Sean ¢ € {0,...,n =1}, j e {1,...,r — 2}

vy k€ {0,...,n — 1}. Sabemos que v es un 2-rey de Ty =T/ _;, y v) — v,
en consecuencia v) es un 2-rey de 7. A
Afirmacién 1. Si ke {1,...,7 —2} y v] — oY entonces v} — v¥.

Demostracion de la afirmacion 1. Observemos que por el inciso (e) la afirma-
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cién es cierta si k € {2,...,7 — 2}. Resta demostrar que también se cumple
si k=1.

Notemos que por definicién 7" C Tj C 7] C ... C T _, (estos torneos
fueron construidos en el paso 1).

Por otro lado, dado que i # j podemos considerar los siguientes casos.

(2
es un 2-heredero de Y en el torneo T7, asi v} — v; ya que de lo contrario

vj = v} — v}, y ésto ultimo no puede pasar porque vj es un 2-heredero de v}.

Caso 1.7 < j. Por definicién del torneo 7j: v) — v} — v). Ademés v;

Caso 2. j < i. Por definicién del torneo Tj: v) — v;. Después en el tor-

1.1 0 1 1 1
neo Tj: v; — v;, y nuevamente obtenemos que v; — v; porque v; es un

2-heredero de v} en el torneo T}. A

Afirmacién 2. Sea k € {1,...,r — 3}, si para cada i en {0,...,n — 1} y
para cada j en {1,...,k} se tiene que v] es un (j 4 2)-rey de Ty y

{v e V(Th) | dr (v],0) = j + 2} = {v]}

entonces para cada i en {0,...,n—1} y para cada j en {1,...,k+1} se tiene
que v} es un (j + 2)-rey de Tpy1 v

{v € V(Tin) | dry,, (v],0) = j + 2} = {of}.

Demostracion de la afirmacion 2. Sea vf €EV(Tiy1) con 0 <i<n-1y
1 < j < k+1. Consideremos los siguientes casos.

Caso 1. j < k. Por hipétesis el vértice v} alcanza a cualquier vértice

2 € V(Tiy1) — (Wi U {vY}) en a lo més j + 1 pasos, y ademés

vl == ol =l = Wi
por lo cual v/ alcanza a cualquier vértice z € V(Thy1) — {09} en a lo mds
j + 1 pasos.

Sabemos por hipdtesis nuevamente que dr, (v?, v}

17 71

T;. es subdigréfica de T}, entonces v! alcanza a v!
en Tiy1. Veamos que

) = j + 2, sin embargo
en a lo méas j + 2 pasos

di+1 (Ug> U?) =J+2
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Para demostrarlo, procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que
la distancia en Ty de v} a v) es menor que j + 2, entonces existe

)

W= (g =0],...,0, =9)

una (v}, vY)-trayectoria con a < j+2. Observemos que V(W) ¢ V/(T},) porque
la distancia en T}, de v! a v) es igual a j + 2 por hipdtesis, por lo tanto existe

u € V(W) tal que u ¢ V(T}). De ahi que podamos tomar
g=méx{i|z; ¢ V(Ty)}.

Notemos que 0 < g < a porque Uf y v? son ambos vértices de Tj. Asi
T, = v’;“ para algin f € {0,...,n — 1} y z441 € V(T}), pero entonces por

los incisos (a), (b), (c) y (d) obtenemos que x4, = v}, en consecuencia

W' = (zgp1 = Vf,..., 2, =10})

es una (v§, vy )-trayectoria en T}, con {(W') < a —2 ya que g+ 1 > 2, pero
por ser v; un 2-rey de Ty existe una (v}, v})-trayectoria de longitud menor o
igual a dos, entonces

dp, (Vi 0)) <a<j+2<k+2
en consecuencia
dy, (v§,v9) <k +2

contradiciendo que la distancia en T} de v’; a U? sea exactamente k + 2.

La contradiccién vino de suponer que la distancia en Ty de v/ a v? era

menor que j + 2. Por otro lado ya sabfamos que v/ alcanzaba a v? en a lo
mas j + 2 pasos en Ty, por lo tanto podemos concluir que

di+1(Ugvsz) = ] +2.

En resumen lo que hemos obtenido del caso (1) es que: para cada i en
{0,...,n — 1} y para cada j en {1,...,k}, el vértice v} es un (j + 2)-rey
de Tyy1 y

{U € V(T/H-l) | di+1 (Ug7v) = ] + 2} = {U?}



130 CAPITULO 4. GRAFICA (R, R)-DOMINANTE DE TORNEOS

Caso 2. 7 = k + 1. Sabemos que karl — ¥, y ademds v¥ alcanza a

cualquier vértice z € V(Tiy1) — {v?} en a lo mds k —i— 1 pasos (caso 1), por lo
tanto vF ! alcanza a cualquier vértice z € V(Tjy1) — {00} en a lo mas k + 2
pasos.

Por el caso 1: dp,, (v

vE*! alcanza a v

k

70 7,

v?) =k +2, y dado que vk“ — ¥ obtenemos que
en a lo mas k + 3 pasos en T, 1. Veamos que

di+1( k+1 ?) =k+3.

Para demostrarlo procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que

la distancia en T de vk“ a v? es menor que k + 3, entonces existe
kil 0
W= (zg=0v",...,2, =0))
una (vF v9)-trayectoria con a < k + 3.

Sea
g=min{i | x; € V(T})}.

Notemos que 0 < g < a porque vi™ € V(Tpy1) — V(Ti) y v € V(T}).
Asi por los incisos (a), (b), (¢) y (d) obtenemos que z, = v} para algin
fef{0,...,n—1}

Notemos que v¥ ¢ V(W) porque si v fuese elemento de V(W) se tendria
que la distancia en Ty 1 de vF a v? serfa menor o igual a k+1, y esto no puede
pasar porque como se mostrd en el caso (1) dicha distancia es exactamente

k + 2. En consecuencia v’; # vF.

Ahora observernos que g # 1, ya que si g fuese igual a uno entonces x;

serfa igual a v¥ porque por los incisos (a)-(d) el unico vértice de Ty que es

dominado por vk“ es vF, y como ya mencionamos anteriormente no puede

pasar que vF sea elemento de V(W).

Aun mas g # 2, para probar esta desigualdad supongamos lo contrario, es
decir, que g es igual a dos. Entonces z; es un elemento de Wy, que domina

al vértice v, sin embargo, por los incisos (a)-(d), el tinico elemento de Wi

que domina a v 7 €s v’;“ esto quiere decir que z; = v?“ . Del razonamiento

k+1 0

anterior obtenemos que v;"" — U]Jf“, lo cual implica que v,

incisos (e), en consecuencia

— § por el

(xg:v’;,...,a:a:v?,v?)
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es un (v’j,v?)—camino de longitud a — g + 1, pero
a—g+l=a—-24+1=a—-1<k+3-1=k+2

esto quiere decir que la longitud de tal camino es menor o igual a £ + 1, lo
cual es una contradiccién ya que la distancia en T ; de v’; a v?c es k+ 2 por
el caso (1).

Dado que g > 3, se tiene que

(zg =0}, .. xq = 0))
es una (v’]‘é, v?)-trayectoria de longitud igual a a — g, sin embargo, v? alcanza
a U? en a lo mas dos pasos porque por la afirmacién (0) v{ es un 2-rey de
0

Ty11, entonces la distancia en T, de v;? a v; es menor o igual a a — g+ 2,

pero
a—g+2<k+3-3+2=Fk+2
entonces
dp,,, (vf,v5) <k +2

lo cual es una contradiccion ya que la distancia en Ty, de U’]‘E a U? es k+ 2
k41
i

alcanzaba a v

(caso 1). La contradiccién vino de suponer que la distancia en Ty, de v
a v) era menor que k + 3. Por otro lado ya sabfamos que vf“
en a lo mas k + 3 pasos en T}, 1, en consecuencia

di+1(Uk+1’ Uzo) =k+3.

%

0

i

Por lo tanto, de los casos (1) y (2) concluimos que para cada i en {0,...,n—1}
yjen{l,... k+ 1} el vértice v} es un (j + 2)-rey de Tj41 y

{v € V(Tinr) | dryyy (v],0) = j + 2} = {o}}. &

Veamos ahora que 7} cumple con las condiciones de la afirmacion 2. Para
ello tomemos v} un 2-heredero del 2-rey v?, por definicién v} no es un 2-rey
de T pero si es un 2-rey de T} — {v{}. Sélo resta ver que la distancia en T}
de v} a v? es igual a tres.

i
Tenemos que v} alcanza a v, en dos o menos pasos, y ademas v?_; — oY

0

(usando en el subindice adicién mod n), en consecuencia v} alcanza a v}
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en tres o menos pasos, sin embargo, v} es un 2-heredero v{ en T}, es decir,
dr, (v}, v?) > 3, por lo tanto

1) 7

dr, (v}, v)) =3

17 7

lo cual implica que para cada i en {0,...,n — 1} el vértice v} es un 3-rey de
Ty

{veV(Th) | dr(vj,v) =3} = {u]}.

Usando la afirmacion (2) obtenemos que: para cada i en {0,...,n—1}y
g en {1,2} el vértice v} es un (j + 2)-rey de Ty y

{v e V() | dry(v],v) = j + 2} = {v}}.

Observemos que nuevamente el torneo 75 cumple con las condiciones de la
afirmacién (2). De esta manera podemos seguir usando reiteradas veces la
afirmacién (2) para finalmente obtener que: para cada i en {0,...,n — 1}y
jen{1,2,...,r — 2} el vértice v} es un (j + 2)-rey de T,_5 y

{v € V(Tm) | dr,_,(v],0) = j + 2} = {of}.
Paso 3. En este ultimo paso partiendo del torneo T,_, construiremos un
torneo 1" el cual tendrd la siguiente r-secuencia real:

[(r — D)n;ho, hay ..oy hp_1,0,...,0;0],.

Ahora tomemos m + 1 torneos: T ..., T/ donde cada torneo 7;" tenga
exactamente h; vértices, de tal forma que se cumplan las siguientes condicio-
nes: si i € {0,...,m}, j € {0,...,m} e i # j, entonces V(T}") NV (T}) = &,
ysii€{0,...,m}, entonces V(T )NV (T,_5) = .

Recordemos que M = {i € {0,...,n — 1} | h; # 0} = {0,...,m},
I={0,....n—1}y J={0,...,r —2}.

Construyamos un nuevo torneo 7" de la siguiente manera: empecemos
con T, o UTY U...UT" después agregamos las flechas inducidas por las
siguientes relaciones de dominacién:

(1) Siiel, jeJ—{r—2}yke M, entonces v! — V(I}).
(1) Sii € M entonces V(T}) — v 2

1) Siiel,j € Meij, entonces vl 2 — V(T?).
i j
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. . 0 0
(tv) Siie M, je My v — vj, entonces V(T}") — V(T}).

Observemos que
V(T') = {v! |ie{0,....,n—1}, je{0,....r =2} U JV(T)).
i=0

A continuacién demostraremos que la r-secuencia real del torneo T” es
[(r —1)n; ho, by, ...y hp—1,0,...,0;0],.

Las siguientes afirmaciones nos seran de gran utilidad.
Afirmacién 3. Para cada i en {0,...,n — 1} se tiene que el vértice v es un
2-rey de T".

Demostracién de la afirmacion 3. Sean i € {0,...,n —1} y k € {0,...,m}.
Por la afirmacién (0) sabemos que v es un 2-rey del torneo T, », ademés

por el inciso (1) v) — V(T}), por lo tanto v) es un 2-rey de T'. A

Afirmacién 4. Para cadaien {0,...,n—1} y jen {1,2,...,7 —2} se tiene
que v} esun (j + 2)-rey de 7" y

{v e V(T") | dpo(v],v) = j +2} = {of}.

Demostracion de la afirmacién 4. Sean i € {0,...,n—1},j € {1,2,...,7—2}
y k € {0,...,m}. Anteriormente ya hicimos notar que v; alcanza a cualquier
vértice z € V(T,_3) — {v)} en a lo mds j + 1 pasos, y ademds

vl = .. = v = o) — V(T)) (usando en el subindice adicién mod n).

J

Por lo tanto, v} alcanza a cualquier vértice z € V(T") — {v{} en a lo més

7 + 1 pasos.

Por otra parte sabemos que

dTr72<UzJ‘7U?) = J +2
0

y T,._o CT', entonces la distancia en T" de UZ a v; es menor o igual a j + 2.

Veamos que

dp (v, 09) = j + 2.

17 71
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Para demostrarlo procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que

la distancia en 7" de v] a v) es menor que j + 2, entonces existe

[

W= (xo=0],...,2, =10)

7)) 3

una (v}, v?)-trayectoria con a < j + 2. Observemos que V(W) ¢ V(T,_y)

PRI
0

%

porque la distancia en 7,_o de vf av
uwe V(W) tal que u ¢ V(T,_s).

Sea

es igual a j + 2, por lo tanto existe

g=méax{i € {0,...,a} | z; ¢ V(T,_2)}.

Notemos que 0 < g < a porque vf y 1Y son ambos vértices de T}_,. Asf
xzy € V(1]') para algin l € M y z441 € V(T,_3), entonces por los incisos (1),
(11) y (111) obtenemos que z,,; = v, *, en consecuencia

W' = (zy0 =02 ... 2, =0))

es una (v "%, vY)-trayectoria en T, 5 con £(W') < a—2 ya que g+1 > 2, pero

» Ve
por ser v un 2-rey de T,_, existe una (v?, v))-trayectoria de longitud menor

o igual a dos, entonces utilizando también el hecho de que 1 < j < r — 2
obtenemos que

dr, ,(vj 2 0)) <a<j+2<r
en consecuencia
dr,_,(v/ 2 0)) <7
lo que contradice que
dr, (v 2, 0)) = 7.
Entonces
dri (v],0f) = j +2.

En resumen: para cada i en {0,...,n— 1}y jen {1,...,r —2} el vértice vf
esun (j + 2)-rey de 7" y

{veV(T") [ dr(v],v) = j+2} = {f}. A
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Afirmacién 5. Sea k € M, si v € V(T}') entonces v es un r-heredero de v}
en 7"

Demostracion de la afirmacién 5. Primero veamos que v es un r-rey de
T" — {v2}. Sabemos que v, * es un r-rey de 17" y

{ue V(T") | dpr(v; 7% u) = 7} = {0},

2 r—2

ésto implica que v, % es un (r — 1)-rey 7" — {v}}, y dado que v — v,
concluimos que v es un r-rey 7" — {v?}.

Por la afirmacién (4) dg(v; 2,v2) = r por lo cual dr(v,v9) < 7+ 1. Veamos
que

dp/(v,02) =7+ 1.

Para demostrarlo procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que
la distancia en 7" de v a v) es menor que 7 + 1, entonces existe

W= (xg=v,...,0, =0))

una (v, v))-trayectoria con a < r + 1.
Sea

g=min{i € {0,...,a} | z; € V(T,_2)}.

Notemos que 0 < g < a porque v € V(T") — V(T,—3) y v € V(T,_s).
Asi por los incisos (1), (1) y (11I) obtenemos que z, = v;_Z para algin
fed{0,...;,n—1}.

Notemos que v 2 ¢ V(W) porque si v, 2 fuese elemento de V(W) se
tendria que la distancia en 7" de U;;_Q a v) serfa menor o igual a r — 1 porque
a < r—+ 1, y esto no puede pasar porque dicha distancia es exactamente r

(afirmacién 4). En consecuencia v;’f2 # v} 2.

Ahora observemos que g # 1, por que si g fuese igual a uno entonces
T = v,:_Q, lo cual no puede pasar. Aiin més, g > 2 porque si g fuese igual a
dos tendriamos por los incisos (1)-(111) que v — x5 — v;’Q con o € V(T}),
lo cual implicarfa que v — v} (Iv), en consecuencia
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seria un (v;’Q, v%)-camino de longitud a — g + 1, pero
a—g+l=a—-24+1=a—-1<r+1-1=r

entonces la distancia en 7" de v}’Q a v?c serfa menor que 7, y ésto implicaria

una contradiccion porque dicha distancia es exactamente r.

Dado que g > 3, se tiene que
(g = v}_Q, e T = 1Y)
es una (vj %, vj)-trayectoria de longitud a — g, sin embargo, v)) alcanza a v}
en a lo mas dos pasos porque v} es un 2-rey de 7", lo cual implica que

dp (Vi 2 0)) <a—g+2<r+1-3+2=r
es decir,
dp (v572,0%) < r
r—2

lo cual es una contradiccién ya que la distancia en 7" de v b a v? es r como lo

asegura la afirmacion (4). La contradiccién vino de suponer que la distancia

en T de v a v) era menor que r + 1, y como ya sabfamos que dicha distancia

era menor o igual r + 1 obtenemos que dz(v,v)) = r + 1. Por lo tanto v es
un r-heredero de v). A
Por las afirmaciones (3), (4) y (5) obtenemos que
K(T) ={v!|ie{0,....n—1}, j€{0,...,r —2}}
y para cada i en {0,...,m}:
V(T!) = H(T",v),.

Ahora recordemos que
V(T ={v][i€{0,....n—1}, j€{0,....,r =2} U JV(TV)
i=0

y que la cardinalidad del conjunto V(T!") es h; para i € {0,...,m}. En
consecuencia la cardinalidad de los conjuntos

Kr(Tl)a H(Tla Ul)m SRR H<T/7 Un—l)r
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es (r — 1)n, ho, ..., h,_1 respectivamente, donde h, 1 = h,, sin—1 = m,
y hy =0paran—12>1>msim < n—1, por lo tanto la r-secuencia
real de 7" es [(r — 1)n; ho, ..., hn_1,0,...,0;0],. Finalmente en caso de que s
sea distinto de cero, podemos usar el lema 4.3.2 para obtener un torneo con
r-secuencia real [(r — 1)n; hg, ..., hy_1,0,...,0;58],.

Corolario 4.3.11. Sean n y r enteros positivos. Sir >4, n >3 yn # 4,
entonces para cualesquiera enteros no negativos q, s, hg, hy, ..., h,_1 existe
un torneo con r-secuencia real

[(r—1)n+q; ho, b1y hy1,0,...,0;s],.

Demostracion. Primero demostraremos el lema considerando el caso don-
de cada h; es igual a cero. Por el corolario 4.3.3 si k # 2 y r’ > 3, entonces
existe un torneo con r-secuencia real [k;0,...,0;0],~, en consecuencia existe
un torneo r-secuencia real [(r — 1)n + ¢;0,...,0;0],. Después, en caso de
que s sea distinto de cero usamos el lema 4.3.2 para obtener un torneo con
r-secuencia real [(r — 1)n + ¢;0,...,0;s],.. De esta manera el caso en donde
cada h; es cero queda resuelto.

Resta demostrar el caso donde al menos un h; es distinto de cero. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que

M={ie{0,...,n—1}| hi #0} ={0,...,m}.

Tomemos el torneo T” construido en el lema 4.3.10, observemos que si g es
igual a cero entonces el torneo 71" tiene la r-secuencia real deseada. En caso
de que ¢ sea distinto de cero tomemos un torneo () con conjunto de vértices
V(Q) = {w,...,uy}. Y consideremos 7" = (V(1"), F'(1")) un nuevo torneo
con

V (T//)
F(TI/)

V(ImMuv(Q)y
F(ITMUF(Q)UAUB

donde
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A={(u;,v) |ve N;E,(US’Z), ie{l,....,q}}y
B ={(v,u;) | ve NT_,[US_Q], ie{l,...,q}}

En la siguiente figura se pueden observar las relaciones de dominacién
entre el vértice v 2 con los demés vértices del torneo T".

Nz (vg %) >o (V7 (v )

Figura 4.16. Algunas relaciones de dominacién en el torneo 7”.

Demostraremos que la r-secuencia real de T" es

[(r—1Dn+qho,...,hp_1,0,...,0;0],.
0

Afirmacién 1.1. Para cada i en {0,...,n — 1} se tiene que v; es un 2-rey

de T".

Demostraciéon de la afirmacién 1.1. Sea i € {0,...,n — 1}. Sabemos que
v es un 2-rey de 7", ademds v) — vy 2, entonces por definicién de T” se

tiene que v) — V(Q). Por lo tanto v es un 2-rey de 7”. A

Afirmacién 1.2. Para cada i en {0,...,n — 1} y j en {1,2,...,7r — 2} se
tiene que v} es un (j + 2)-rey de 7" y

{o e V(T") | dpo(v],0)} = j + 2} = {v]}.

Demostracién de la afirmacién 1.2. Seani € {0,...,n—1}yje {1,...,7r—2}.
Por la afirmacién (4) del lema 4.3.10: v/ es una (j +1)-rey 7" — {9}, ademés
vl = ... = vl =l = V(Q) (usando en el subindice adicién mod n). Por
lo tanto v/ alcanza a cualquier vértice z € V/(T")—{v?} en a lo mas j+1 pasos.
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Por otra parte sabemos que

dT'( Ui s z)_]+2

y que 77 C T", entonces la distancia en T” de v! a v?

J+2.
Veamos que

es menor o igual a

dT”( Ui s z)_J+2

Para demostrarlo procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que
i i v oa v, menor que j Xi
la distancia en 7" de v} a v? es menor que j + 2, entonces existe

W= (xg=0],...,0, =19)

una (v/,v?)-trayectoria en 7" con a < j+2. Observemos que V(W) ¢ V(T

porque la distancia en 7" de v a v) es igual a j + 2, por lo tanto existe

u e V(W) tal que u ¢ V(T"). Por lo que podemos tomar
g=max{i €{0,...,a} | z; ¢ V(T")}.

Notemos que 0 < g < a porque vg y v) son ambos vértices de T.

Veamos que g # 1, para ello supongamos lo contrario, es decir, que g = 1.
Asi el tinico vértice de W que no esta en V(1") es x1, es decir, z1 € V(Q)

Como v! — x1 entonces por definicién de T” obtenemos que v/ = vj~2 o

7’2
U—)UO.

Caso 1. Si vg = v ? entonces i = 0y j = r — 2. Dado 2; — x5 por
definicién de T” obtenemos que vy 2 — x5 (ver figura 4.17), entonces

W' = (v 2, 29, ..., Tq = V]
es un (vy~ 2, v)-camino en 7" con £(W’') = a — 1, en consecuencia
dp(vg2v)) <a—1<j+1<r—1
lo cual implica que
dp(vy209) <r —1
y ésto es una contradiccién ya que por la afirmacién (4) del lema 4.3.10

dT/(v6_2,1)8) =r.
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T € V(Q)
+ [, r—2
r—2 j B 0332 6 NT’(’UO )
Figura 4.17.
Caso 2. v/ — vy 2 Si j = r — 2 entonces v/ "2 — vj~2, notemos que

nuevamente US_Q — o (ver figura 4.18), en consecuencia

r__ r—2 r—2 _ 0
W' = (v]" %05 ", @a, ..., Ty = 1)
es un (v; 2, vY)-camino en T’ con ((W’) = a, lo cual implica que

dp(v] 20)<a<j+2<r

y ésto nuevamente es una contradiccién porque la distancia en 7" de v} 2 a

v esr.

71 € V(Q)
v =] =x . oy € N (vg %)
Yo
Figura 4.18.
Sij < r — 3, entonces
W = (v 2, 29, ...,Tq = 1))

es un (vg %, vY)-camino de longitud a — 1, pero por ser v{ un 2-rey de 7" la
distancia en 7" de v) a v) es menor o igual a dos, en consecuencia
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dp(vy 20)) <a+1<j+3<r
y entonces
dp(vy 2, 00) <7
lo cual es una contradiccion.

Notemos que en cualquier caso llegamos a una contradiccion. Por lo tanto
g > 1.

Dado que g > 1 obtenemos que
W' = (2441, .., 24 = 1Y)

)

es una (z,41,v))-trayectoria en 7" de longitud a — g — 1, pero g + 1 > 3 por
lo cual a—g—1 < a— 3, entonces la longitud de W’ es menor o igual a a — 3.

Veamos ahora en donde esta el vértice xy41. Por construccion del torneo
T’ se tiene que

V(T,—g) = {vp 7} = of 2

esto implica que N7, (v5™2) C {vy >} U (W,_o — {vj 2} U U V(T").
1=0
Por otro lado, sabemos que para cualquier vértice z de () se tiene que
N (2) S V(Q) U N (1)

Sin embargo por la eleccién de g, sabemos que z, € V(Q), x4, — 2441 y que
xg41 € V(T"), esto implica que

Tgr1 € N (v57%)

en consecuencia

g1 € {vg U (Wog — {vg*}) U U v(Ty).

=0
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Por las afirmaciones (4) y (5) del lema 4.3.10 obtenemos lo siguiente:
sl Zgy1 = v6_3 entonces dT,(xgH,vg) =7r—1,8 2441 = UZ_Q para algun
t € {0...,n — 1} entonces dr(x,41,v) =7,y si xg41 € V(T}') para algin
1 €40,...,m} entonces dr/(z441,v)) =7+ 1. Por lo tanto en cualquier caso
existe ¢ € {0,...,n — 1} tal que

dT’(-ng-l-lavg) >r—1
sin embargo para cualquier d € {0,...,n— 1} la distancia en 7" de v a vJ es
menor o igual a dos porque v es un 2-rey de 7", y ademds anteriormente ya

i
habfamos obtenido que W’ era una (441, v))-trayectoria en 7" de longitud
menor o iguala a a — 3, entonces

dr/(zg11,0)) <a—342=a—-1<j+1<r—1
en consecuencia, para cualquier d € {0,...,n — 1} se tiene que
dpr(2g41,09) <1 —1,
lo cual es una contradiccién a que exista ¢ € {0,...,n — 1} tal que
dpr(zg41,00) > 1 — 1.
Por lo tanto

drr(v],09) = j + 2.

17 7

De los razonamiento anteriores concluimos que: para cada i en {0,...,n—1}
yjen {1,2,...,r — 2} el vértice v} es un (j + 2)-rey de 7" y

{veV(T") | dp(v],v) =j+2}={v'}. A
Afirmacién 1.3. Si u; € V(Q), entonces u; es un r-rey de 7" y
{foeV(T") | dpv(u,v) =71} = {vd}.

Demostracién de la afirmacién 1.3. Sabemos que v~ % — v5~* entonces u;

domina a v} ~?, sin embargo por la afirmacién (4) del lema 4.3.10 : v) > es
un (r — 2)-rey de T" — {v3}, por lo cual u; alcanza a cualquier vértice de
T" — {v)} en a lo mds r — 1 pasos. Ademds, para cualquier u; € V(Q) se

tiene que

r—3

T A N T s e 17
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en consecuencia u; es un (r — 1)-rey de 7" — {v{}.

Por otra parte, por la afirmacién (1.2) la distancia en 7" de v > a v] es
r—1, en consecuencia la distancia en 7" de u; a v es a lo més r. Veamos que
dicha distancia es justamente r, para ello procedamos por contradiccion, es
decir, supongamos que la distancia en 7" de u; a v es menor que 7, entonces

existe
_ _ _ .0
W = (zo = u;, 21,..., 24 = 1)
una (u;, v))-trayectoria en T” de longitud menor que 7, entonces

! _ r—2 _,,0
W' = (vy %, T1,...,&qe = V)
es una (v 2, v))-trayectoria en 7" de longitud menor que r, y ésto es una

contradiccién porque la distancia en 7" de v~? a v es r como lo establece

la afirmacién (1.2). Por lo tanto la distancia en 7" de u; a v es igual a r.

A

Afirmacién 1.4. Sea k € {0,...,m}, si v € V(1)) entonces v es un r-
heredero de v) en T" .

Demostraciéon de la afirmacién 1.4. Sea v € V/(T}), primero veamos que
v es un r-rey de T” — {v9}. Sabemos por la afirmacién (1.2) que v} ? es un

r-rey de 7" y
{u e V(T") | dpo(v; 2 u) = r} = {v}},

ésto implica que v, 2 es un (r — 1)-rey 7" — {09}, y dado que v — v} 2

concluimos que v es un r-rey 7" — {v?}.

Por la afirmacién (1.2) dpr (v), %, v9) = r por lo cual dpr (v, v?) < r+1. Veamos
que dyv(v,v?) = r + 1. Para demostrarlo procedamos por contradiccién, es
decir, supongamos que la distancia en 7" de v a v)) es menor que r+1, entonces
existe W = (zg = v,...,7, = vy) una (v,v})-trayectoria con a < r + 1.
Notemos que V(W) € V(T") ya que por la afirmacién (5) del lema 4.3.10 v
es un r-heredero de vy, por lo cual v no puede alcanzar a v en r o0 menos
pasos en 1", entonces existe u € V(W) tal que u € V(Q).

Sea g =min{i € {0,...,a} | z; € V(Q)}, notemos que 0 < g < a porque
v es un elemento de V(T") — V(Q) = V(T') y v{ € V(T"). Afirmamos que
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g # 1, para demostrarlo supongamos lo contrario, es decir, supongamos que
g =1, entonces z; € V(Q). Como v — x;, y v # v}~ 2 entonces por definicién
de T" obtenemos que v — v}~ 2, sin embargo

vh T — (6 V(Tl”)) — V(Ty) (4.3.1)
=0

por lo tanto k = 0. Ademds x; — x5, entonces v 2 — x5 (ver figura 4.19),

lo cual implica que W” = (vy 2, x3,...,2, = vJ) es un (vj 2, v)-camino de

longitud a — 1, pero a — 1 < 7, entonces la distancia en T de v) 2 a v] es
menor que 7, v ésto ultimo es una contradicciéon porque dicha distancia es

justamente r. Por lo tanto g > 1.

ve V(TY) 1 € V(Q) Tg
[ EE— @
vh 2
Figura 4.19.

Ain méas g > 2, para demostrarlo supongamos lo contrario, es decir,
supongamos que g es igual a dos, entonces z5 € V(Q).

Veamos ahora en donde esté el vértice x;. Por construcciéon del torneo T”
sabemos que si w € V(T}') para algun t € {0, ..., m} entonces

N (w) € {2 u V(T
1=0
esto implica que

Niu(w) CV(@Q) U vy u V(D).
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Por otro lado sabemos que zg = v, v — 1 y que v € V(T}/), ademds por
como se eligié el valor de g se tiene que z; € V(T"), en consecuencia

n e v uJv(y).
=0

Six; = v} % entonces W' = (zy,...,7, = v}) es una (v}, 2, v})-trayectoria

de longitud a — 1, pero a — 1 < r, entonces la distancia en 7" de v,’;_2 a vl
es menor que r, y ésto ultimo es una contradiccion porque dicha distancia es
justamente r como lo establece la afirmacién (1.2).

Si
m e Jv(I)
=0

entonces 1 € V(7)) para algin p € {0,...,m}. Para el caso en que p = k
notemos nuevamente que xr; — v6_2 — xo (ver figura 4.20) y que p =k =0
(4.3.1), en consecuencia

(V5 2, Ty ., T = 1))

es una (v§ 2, vy)-trayectoria de longitud menor que r porque a — 1 < 7,
entonces la distancia en 7" de vy 2 a v} es menor que r, lo cual es una

contradiccion.

X € V(T]g/)

Ty € V(Q) U672

Figura 4.20.

Veamos ahora que sucede si p # k. Como v — x; obtenemos por cons-
truccién de T" que V(Ty) — V(T}), ésto quiere decir que v) — vp. Ademds
T — vy 2 — y (ver figura 4.21), entonces nuevamente p = 0 por la propie-

dad (4.3.1), por lo cual (vj 2, 23,...,7, = vY,vJ) es un camino de longitud
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a — 1, sin embargo a < r + 1, en consecuencia la distancia en T" de v} >
a vy es menor que r, y ésto es una contradicciéon porque dicha distancia es

exactamente r como lo establece la afirmacion (1.2).

ve V(T z1 € V(T))

>0

zs € V(Q) vy

@
€3

Figura 4.21.

Del razonamiento anterior concluimos que g > 2. Una vez que conocemos

que g es mayor que 2 notemos que (v %, Tyi1, ..., T, = vq) es un (v5 %, v))-

camino de longitud a — g, ademds la distancia en 7" de v{ a v] es menor o

igual a dos porque v} es un 2-rey de 7" como lo establece la afirmacién (1.1),
en consecuencia

den(vy20) <a—g+2<r+1—-g+2=r+3—-g<r+3-3=r
por lo cual
dpn (v 2, 09) <7
y ésto es una contradiccion porque dicha distancia es justamente r por la
afirmacién (1.2).
Por lo tanto
dpr(v,0)) =71+ 1

y la afirmacién (1.4) queda comprobada. A

Por las afirmaciones (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4) obtenemos que
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K(T") ={v] |i€{0,....n—1}, j€{0,...,r —=2}} UV(Q)
y para cada i en {0,...,m}:
V(T) = H(T", vi)s
en consecuencia la r-secuencia real de T” es
[(r—1n+qho,..,hn1,0,...,0;0],.

Finalmente en caso de que s sea distinto de cero, podemos usar el lema 4.3.2
para obtener un torneo con r-secuencia real

[(r—1n+q ho,...,hp_1,0,...,0;8].
|

Partiendo del lema 4.3.10, especificamente de las construcciones dadas
en éste, exhibiremos la existencia de otras r-secuencias las cuales no han
sido consideradas hasta el momento y seran las tltimas que daremos en este
capitulo.

Corolario 4.3.12. Si r y p son enteros con r — 3 > p > 1, entonces para
cualesquiera enteros no negativos s, hg, hy:

(a) eziste un torneo con r-secuencia real [(2r — 1) + p; ho, ha, ..., 0; 8],
(b) existe un torneo con r-secuencia real [2r — 1; hg, hy,0, ..., 0; s],;

(c) existe un torneo con r-secuencia real [(r+ 1) + p; ho, 0, ..., 0; s,
(d) existe un torneo con r-secuencia real [r + 1; ho,0,...,0;s],.

Demostracion. (a) Primero consideramos el caso donde cada h; es igual
a cero. Por el corolario 4.3.3 si k # 2 y ' > 3, entonces existe un tor-
neo con r-secuencia real [k;0,...,0;0],, en consecuencia existe un torneo
r-secuencia real [(2r — 1) 4+ p;0,...,0;0],. Después, en caso de que s sea dis-
tinto de cero usamos el lema 4.3.2 para obtener un torneo con r-secuencia
real [(2r — 1) + p;0,...,0;s],. De esta manera el caso en donde cada h; es
cero queda resuelto.

Resta demostrar el caso donde algtin h; es distinto de cero. Supongamos
sin pérdida de generalidad que
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(i€ {0,1} | h £ 0} ={0,...,m1}.

Observemos que {0,...,my} = {0} si hy = 0y {0,...,my} = {0,1} si hy
y hy son distintos de cero. La demostracién se basard en las construcciones
realizadas anteriormente en el lema 4.3.10, asi que continuamente estaremos
tomando torneos que fueron construido en dicho lema.

Tomemos T” el torneo construido en el lema 4.3.10 que resulta de tomar
n = 3 y reemplazar m por m;. Una vez considerado los valores anteriores se
tiene que

V(T)={v] |ie€{0,1,2,}j€{0,....,r —2}JUV(TY)U...UV(TL).

Demostraremos que la r-secuencia real del torneo

Ts = T'[{vg, ..., v5 200, ..., 0] 208, .., o5y UV(TY)U...uV(T))]
es [(2r — 1) + p; ho, h1,0,...,0;0], (ver figura 4.22).

Afirmacién 4.1. Para cada i en {0, 1,2} se tiene que v? es un 2-rey de T.

Demostracién de la afirmacién 4.1. Sea i € {0,1,2}. Sabemos que v) es

un 2-rey de Ty, ademés por definicién de T” se tiene que v) — V (T5) — V (Ty).
Por lo tanto v? es un rey de Ts5. A

Afirmacién 4.2. Si v/ € V(Ts) — (V(T/)U... U V(T},)), entonces v) es un
(4 + 2)-rey de Ts y

{v e V() | dr, (v],v)} = j +2} = {of}.

Demostracién de la afirmacién 4.2. Notemos que v} i ]

(usando en el subindice adicién mod 3) y vY,; — V(1) — V(13), ademds v}
es un 2-heredero de v} en V/(T3), esto implica que v} es un 2-rey de T35 — {07},

7

en consecuencia v} es un (j + 1)-rey de T5 — {v}.
Por otra parte v] — ... = v} — %, — 0¥, — v (usando en el
subindice adicién mod 3), de esta manera obtenemos que la distancia en T}
de vf a 1) es a lo mas j + 2. Por la afirmacién (4) del lema 4.3.10 sabe-

mos que dr ('Uf , U?) = j +2, pero Ts es subdigréfica de T, esto implica que
dr (v}, v)) < dgy (v!,0)), sin embargo ya vimos que dr; (v}, v)) < j+2, por lo
tanto dz, (v, 0?) =7 +2. A

17 7
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Figura 4.22.

Afirmacién 4.3. Sea k € {0,...,my}, si v € V(T}/) entonces v es un r-
heredero de v) en Tj.

Demostracion de la afirmacién 4.3. Primero veamos que v es un r-rey de
Ts — {v)}. Por la afirmacién (4.2) se tiene que v} * es un (r — 1)-rey de
Ts — {v)}, v dado que v — v}, obtenemos que v es un r-rey de T5 — {v2}.
Por la afirmacién (4.2) la distancia en T; de v} 2 a vY es r, en consecuen-
cia dr,(v,v)) < r+ 1. Por la afirmacién (5) del lema 4.3.10 sabemos que la
distancia en 7" de v a v} es 7 + 1, ademds Tj subdigrafica de T”, esto implica
que dr/(v,0)) < dr,(v,v}), sin embargo ya vimos que dr;(v,0)) < 7+ 1,
entonces dr, (v,v?) = r + 1. Por lo tanto v es un r-heredero de v{ en T;5. A

Por las afirmaciones (4.1), (4.2) y (4.3) llegamos a la conclusién de que
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K (T5) = {3, ..., 057200 .. 0772 0), . b}
y para cada k en {0,...,mq}:
V(T}) = H(T5,vY), .

Asi la r-secuencia real de Ty es [(2r — 1) + p; ho, Ry, 0, ...,0;0],, donde
hi = hpy, simg =1,y by = 0 si m; = 0. Finalmente en caso de que s
sea distinto de cero, podemos usar el lema 4.3.2 para obtener un torneo con
r-secuencia real [(2r — 1) + p; ho, h1,0,...,0; 8],

Las demostraciones para (b), (c) y (d) son andlogas a la demostracién
dada anteriormente para (a). Sélo que para estos casos se consideran torneos
diferentes.

Para (b) se considera el torneo

Ty =T, ..., 057 %00, ... o] 2 U V(T UL UV (T))]

donde 7" es el torneo construido en el lema 4.3.10 que resulta de tomar n = 3
y reemplazar m por my donde

Para (c) se considera el torneo
Ty =T'[{v), ..., 057 200, ... o0 09 YU V(TY)]

donde T” es el torneo construido en el lema 4.3.10 que resulta de tomar n = 3
ym=0.
Para (d) se considera el torneo

T, = T'[{vd, 0%, 09,0}, ... v5 2y UV (T
donde T” es el torneo construido en el lema 4.3.10 que resulta de tomar n = 3

y m =0.
[ |



Capitulo 5

(2, r)-soluciones en torneos

En este capitulo mencionaremos algunos datos importantes sobre la pre-
gunta ;jtoda digrafica sin pozos tiene un par de cuasintcleos ajenos? la cual
fue realizada por los investigadores G. Gutin K.M. Kohn, E.G. Tay y A.
Yeo en [12]. Daremos algunas definiciones que nos ayudaran a conectar el
concepto de cuasinicleo con el de (2,2)-solucién. Finalmente mostraremos
como el uso de la r-secuencia real de un torneo sin transmisores nos ayuda
a encontrar al menos un par de (2,7)-soluciones ajenas en su digrafica de
lineas, y en algunos casos, en subdigraficas especiales de ésta para r > 2.

5.1. Motivacién y resultados

Recordemos el concepto de cuasinicleo: Sea D una digrafica, un sub-
conjunto @ de V(D) es un cuasinicleo si es independiente y para cada
z € V(D) — Q, existe x € () tal que existe una (z, x)-trayectoria de longitud
menor o igual a dos. Notemos que si D tiene un pozo, es decir, un vértice al
que no le salen flechas, entonces todo cuasinicleo de D debe contener a dicho
vértice, por lo tanto D no tiene cuasinicleos ajenos. Esta observacién llevo a
los investigadores G. Gutin K.M. Kohn, E.G. Tay y A. Yeo a preguntarse en
[12] lo siguiente ;toda digrafica sin pozos tiene un par de cuasinicleos ajenos?
La respuesta a tal pregunta es afirmativa para muchas digraficas, como por
ejemplo para digraficas con sélo dos cuasinticleos o para digraficas nicleo per-
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fectas, sin embargo, en general esto no es cierto, pues son los propios autores
quienes presentan una digrafica sin pozos y sin un par de cuasinicleos ajenos.

Una vez demostrado que no toda digrafica sin pozos tiene un par de cua-
sinticleos ajenos, se han escrito varios trabajos en los que se intenta asegurar
la existencia de un par de cuasinicleos ajenos para algunos tipos de digrafi-
cas. Por ejemplo el trabajo de Sun Zhiren y Miao Xiaoyan [26], German
Benitez y Laura Pastrana [4], Javier Eduardo Pereyra y Laura Pastrana [22]
y el de Scott Heard y Jin Huang [13].

Resulta que el concepto de cuasinticleo estd muy relacionado con el de
(2,2)-solucién de una digrafica como veremos més adelante. Esto es lo que
nos motiva a estudiar las (2,r)-soluciones en la digrafica de lineas de un
torneo para r > 2. Para ello primero daremos algunas definiciones que nos
serviran para realizar dicho trabajo.

Tomemos D una digrafica, un subconjunto N no vacio de V(D) es k-
independiente si para cualquier par de vértices distintos v y v en N se
tiene que dp(u,v) > ky dp(v,u) > k; es l-absorbente si para cualquier u
en V(D) — N existe v en N tal que dp(u,v) < [; es t-dominante si para
cualquier u en V(D) — N existe v en N tal que dp(v,u) < t. Observemos
que un conjunto 2-independiente es un conjunto independiente, un conjunto
1-absorbente es un conjunto absorbente y un conjunto 1-dominante es un
conjunto dominante. Un (k,l)-nicleo de D es un subconjunto de V(D)
k-independiente y [-absorbente. Notemos que un (2,2)-nticleo es un cua-
sinticleo. Un k-ntcleo es un (k, k—1)-nicleo. Por ejemplo en la digréfica D de
la figura 5.1, el conjunto N = {v,, v4} es un conjunto 2-independiente porque
dp(ve,v4) = 2y dp(vy,v2) = 2, ademads es 1-absorbente porque {vy,v5} — vo
y {vs,v6} — vy, por lo tanto N es un (2, 1)-niicleo, o lo que resulta igual un
2-nicleo de D.

Sea D una digrafica, la digrafica dual de D es la digréfica %, con
conjunto de vértices V(%) = V(D), y (u,v) € A(g) siy sélo si (v,u) €
F (D).gEn la figura 5.2 se muestran una digrafica D y su respectiva digrafica
dual D.
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U2
(%1 (% Vg V3
Uy

Figura 5.1. Una digrafica D.

Uus

U3
" " " \:7 "
Uy

D D

Figura 5.2. Una digréafica y su respectiva digrafica dual.

Uy

Sea D una digrafica, la nocién de conjunto solucién de una digréfica es
el dual de la nocién de nicleo, es decir, un conjunto independiente y dominan-
te. Una (k,l)-solucién de D es un subconjunto de V(D) k-independiente
y l-dominante. Una k-solucién es una (k,k — 1)-solucién. Notemos que N
es un (k,l)-ntcleo de D si y sélo si N es una (k,[)-solucién de %, en par-
ticular N es un cuasinicleo de D si y sélo si N es una (2,2)-solucién de

. En la digrafica D de la figura 5.2 el conjunto N = {uy,us} es un con-
junto 2-independiente porque dp(uy,us) = 2y dp(us,u;) = 2, ademds es
l-absorbente porque {us,us} — uy y {us} — us, esto implica que N es un
(2,1)-nicleo de D, y por lo tanto N es una (2, 1)-solucién de D.

Sea D una digrafica, la digrafica de lineas de D es la digrafica L(D))
con V(L(D)) = F(D), y para cualesquiera vértices u y v en V(L(D)) la
flecha (u,v) estd en F(L(D)) siy sélo si las flechas correspondientes u y v
inducen un camino en D, es decir, el vértice final de u es el vértices inicial
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deven D.

En la siguiente figura se muestran una digrafica D y su respectiva digrafica
de lineas L(D).

Usg (Uz, ug) (U27 U5)

(Ul, Uz

Uy Ug

Figura 5.3. Una digréfica D y su respectiva digrafica de lineas L(D).

Lema 5.1.1. Sea D una digrdfica, si W = (vg, ..., v,) es una trayectoria en
D conn > 1, entonces W' = ((vg,v1), ..., (Vn_1,v,)) €s una trayectoria en
L(D).

Demostracion. Para el caso en que n = 1 se tiene que W = (vg,v;), esto
implica que (vg, v1) es una flecha de D, entonces por definicién (vg,v1) es un
vértice de L(D) y por lo tanto W’ = ((vg, v1)) es una trayectoria en L(D).

Supongamos ahora que n > 2, notemos que para cadai € {0,...,n—2} el
vértice final de la flecha (v;, v;41) es el vértice inicial de la flecha (v;11, vii2),
entonces nuevamente por definiciéon de la digrafica de lineas para cada i en
{0,...,n — 2} se tiene que

((vi, vig1), (Vig1, Vig2))

es una flecha de L(D), en consecuencia

W' = ((vo,v1), -+, (Vn_1,0n))

es un camino en L(D). Por otro lado, los vértice del camino W’ son distintos
dos a dos porque los vértices de la trayectoria W son distintos dos a dos, por

lo tanto W' es una trayectoria.
|
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Sea T un torneo y 7 un entero mayor o igual que dos. Consideremos z
un r-rey de T, resulta que si el conjunto {(z,y) | y € N} (x)} es no vacio,
entonces dicho conjunto inducird una (2, r)-solucién en L(T'). De igual forma
si h es un r-heredero y el conjunto {(h, z) | z € NJ (h)} es no vacio, entonces
tal conjunto inducird una (2,r)-solucién en una subdigrafica especifica de
L(T), que cumplird no ser una (2, r)-solucién de L(T).

Sea X un conjunto, denotamos por P(X) al conjunto de todos los sub-
conjuntos de X.

Definicién 5.1.2. Sea D una digréfica.
v P(V(D)) = P(F(D))

denota la funcion definida de la siguiente manera, para cada Z subconjunto
de V(D)

W(Z) = {(x,y) € F(D) | v € Z}.

Observacién 9. Notemos que si u es un vértice de la digrafica D, entonces

p({u}) ={(z,y) € F(D) | x € {u}} = {(w,y) | y € Nj(w)}.

Es decir, )({u}) consiste de las flechas de D que tienen como vértice inicial
a u.

Lema 5.1.3. Sea D una digrifica y u un vértice de D. Si p({u}) es un
conjunto distinto del vacio, entonces ¥ ({u}) es un conjunto 2-independiente

de L(D).

Demostracion. Si la cardinalidad del conjunto ¥ ({u}) es uno, entonces
inmediatamente ¢({u}) es un conjunto 2-independiente. En caso contrario
1 ({u}) tiene al menos dos elementos distintos, sean (u, v) y (u, w) dos elemen-
tos distintos de ¥ ({u}), como u # v y u # w, obtenemos que ((u,v), (u, w))
y ((u,w), (u,v)) no son flechas de L(D). Por lo tanto 1)({u}) es un conjunto
2-independiente de L(D).

|

Lema 5.1.4. SeaT" un torneo de orden mayor o igual a dos, si u es un r-rey
deT, entonces ¥({u}) es una (2,7)-solucion de L(T).



156 CAPITULO 5. (2, R)-SOLUCIONES EN TORNEOS

Demostracion. Por ser v un r-rey de T que es de orden mayor o igual
a dos se tiene que ¥({u}) # &, en consecuencia ¥({u}) es un un conjunto
2-independiente de L(7T) (lema 5.1.3).

Por otro lado, si existe un vértice z en V(L(T')) — ¥ ({u}), entonces z es
igual a (z,y) para algunos vértices distintos = y y de T. Observemos que
x # u porque (z,y) & Y({u}).

Como u es un r-rey de Ty el vértice x es distinto de u, existe una (u, x)-
trayectoria W en T' de longitud menor o igual a r y mayor o igual que uno,
digamos W = (zp = u,...,z = x), en consecuencia (u,z;) € P({u}) y
por el lema 5.1.1 W' = ((20,21),...,(z1-1,%)) es una trayectoria en L(T).
Ahora notemos que (x,y) es un vértice de L(T) y ademds los vértices de
W son distintos dos a dos, por lo cual W” = ((29, 21),...,(z,y)) es una
((u, z1), (z,y))-trayectoria en L(T") de longitud [, y por ser [ < r, concluimos
que drry((u, 21), (z,y)) < r, es decir, ¥({u}) es un conjunto r-dominante de
L(T).

Por lo tanto ¥({u}) es un conjunto 2-independiente y r-dominante de
L(T), es decir, ¥({u}) es una (2, r)-solucién de L(T).

|

Observacion 10. Sean T un torneo, u y v dos vértices distintos de T,
notemos que si (u,x) y (v,y) son flechas de T', entonces (u,x) # (v,y), esto
implica que {(u,z) | x € Nf(u)} N {(v,y) | y € Nf(v)} = @. Por otro lado,

Y({u}) = {(u,2) |z € Ny ()} y v({v}) ={(v,9) [y € N7 (v)}
por lo tanto ¥ ({u}) Ny ({v}) = @.

Lema 5.1.5. Sean T un torneo de orden mayor o igual a tres, r un entero
mayor o igual que dos y u un 2-rey de T'. Si h es un r-heredero de u entonces

(a) ¥({h}) es una (2,7)-solucion de L(T) — ¢({u}).
(b) Yv({h}) no es una (2,r)-solucion de L(T).

Demostracion. (a) Veamos primero que ¥ ({h}) es un conjunto distinto del
vacio. Por hipotesis el orden de T' es mayor o igual que tres, entonces existe
un vértice v en V(T —{u})—{h}. Ademds h es un r-heredero de u, por lo cual
h es un r-rey de T'— {u}, en consecuencia existe W = (zg = h,..., 2z = v)
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una (h,v)-trayectoria en T'— {u} de longitud menor o igual a r, asi (h, z)
estd en F(T — {u}), pero T — {u} C T, entonces (h,z1) es un elemento de
F(T), en consecuencia (h, z;) € ¥({h}). Por lo tanto ¢({h}) es un conjunto
distinto del vacio.

Ahora es necesario mostrar que ¥({h}) C V(L(T) — ¥ ({u})). Sea (h, z)
un elemento de ¥({h}), dado que h es distinto de u obtenemos que (h, z) no
estd en ¢ ({u}), es decir, (h, z) es un elemento de F(T') —1({u}), por lo tanto
(h, z) es un vértice de L(T) — v ({u}).

Demostremos que 1({h}) es un conjunto 2-independiente de la digréfica
L(T) — ¥({u}). Ya vimos que ¢({h}) es un conjunto distinto del vacio y
también que ¢¥({h}) C V(L(T) — ¥({u})). Por el lema 5.1.3 ¢)({h}) es un
conjunto 2-independiente de L(T'), en particular ¢({h}) es un conjunto 2-
independiente de L(T) — ({u}).

Resta demostrar que ¢ ({h}) un conjunto r-dominante de L(T") — ¢ ({u}).
Si existe un vértice z en V(L(T) — ¢ ({u})) — ¥({h}), entonces z = (z,y)
para algunos vértices distintos z y y de T. Observemos que x # h porque
(2,9) & $({h}), ¥ & £ u poraue (z,) € V(L(T) — ¢({u}).

Como h es un r-rey de T'— {u}, existe W = (20 = h,...,z = z) una
(h, z)-trayectoria W en T — {u} de longitud menor o igual a r y mayor
o igual que uno porque h # x. Asi (h,z;) € ¥({h}) y por el lema 5.1.1
W' = ((20,21) .-, (z1-1,7)) es una trayectoria en L(T" — {u}), en particular
W' es una trayectoria en L(T') porque T'— {u} es una subdigrafica de T'. Por
ser los vértices de W distintos dos a dos obtenemos que

W" = ((20,21), - - -, (211, 2), (7, y))

es una trayectoria en L(T') de longitud [ < r. Como W es una trayectoria en
T — {u}, se tiene que todos los vértices de W son distintos de u, en conse-
cuencia ningin vértice de W” es elemento de ¢ ({u}), esto implica que W” es
una ((h, z1), (x,y))-trayectoria en L(T) — 1)({u}) de longitud menor o igual
que 7, en consecuencia dpr)—y(fu})((h; 21), (z,y)) < r. Por lo tanto ¢ ({h})
es un conjunto r-dominante de L(T) — ¢ ({u}).

(b) Veamos que ¥({h}) no es un conjunto r-dominante de L(7) — 1 ({u}).
Observemos que por ser v un r-rey del torneo 7' que es de orden mayor o
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igual que tres, existe v € V(T) tal que (u,v) es una flecha de 7. Afirmamos
que para cualquier z € ¥ ({h}), z no alcanza a (u,v) en r 0 menos pasos
en L(T). Para demostrar tal afirmacién supongamos lo contrario, es decir,
que existe z° € ¥({h}) tal que 2’ alcanza a (u,v) en r o menos pasos. Asi

existe W = (xg = 2/,..., 2 = (u,v)) una (2/, (u,v))-trayectoria en L(T') de
longitud menor o igual que r, esto implica que para cada i en {0,...,l — 1}
el vértice final de x; es el vértice inicial de x; .

Supongamos que para cada i en {0,...,l} se tiene que x; = (y;, 2;), en-

tonces z; = yj41, lo cual implica que yo — 20 = 21 — ... = z_1 en T\
Ahora notemos que g = (h,29) ¥y yi = u porque z es un elemento de
v({h}) y 1 = (yi,21) = (u,v), entonces h — zg — 2 — ... = 21 = u en
T, asi h alcanza a v en r 0 menos pasos, y esto es una contradicciéon porque
h es un r-heredero de . Por lo tanto ¥ ({h}) no es un conjunto r-dominante

de L(T), lo cual implica que ({h}) no es una (2, r)-solucién de L(T).
[ |

Corolario 5.1.6. Sean T un torneo de orden mayor o igual que tres y r un
entero mayor o igual que dos. Si K.(T) ={z1,...,xn} y la r-secuencia real
de T es [m;hy, ..., hy; s, entonces L(T) tiene al menos m (2,71)-soluciones
ajenas dos a dos. Ademds si x; tiene h; r-herederos con h; mayor que cero,
entonces L(T) —1({z;}) tiene al menos h; (2,r)-soluciones ajenas dos a dos,
que cumplen con no ser (2,r)-soluciones de L(T).

Demostracion. (1) Probaremos primero que L(T') tiene al menos m (2,r)-
soluciones ajenas dos a dos. Por el lema 5.1.4 para cada i en {1,...,m} se
tiene que ¥ ({x;}) es una (2, r)-solucién de L(T). Después usando la observa-
cién (10) obtenemos que si i # j, entonces ¢({x;}) y ¥ ({x;}) son conjuntos
ajenos. Por lo tanto ¥ ({x1}),...,v({zn}) son m (2, r)-soluciones ajenas dos
a dos de L(T).

(2) Si x; tiene h; r-herederos con h; distinto de cero, entonces z; es un
2-rey de T (lema 4.2.5). Asi usando el lema 5.1.4 seguido de la observacién
(10) obtenemos que L(T) — 1 ({z;}) tiene al menos h; (2, r)-soluciones ajenas

dos a dos, que cumplen con no ser (2, r)-soluciones de L(T').
[



Conclusiones

A lo largo de esta tesis estudiamos los (n, m),-torneos, las graficas (r,7)-
dominantes de torneos y las (2,7)-soluciones en la digrafica de lineas de
torneos. Para el caso de las graficas (2, 2)-dominantes de torneos, conseguimos
plasmar de manera muy detallada los resultados presentes en el articulo Kings
and Heirs: A characterization of the (2,2)-domination graphs of tournaments
de Kim A.S. Factor y Larry J. Langley [9], el cual estd orientado a dar una
caracterizacion estructural de este tipo de graficas.

En lo que respecta a las gréficas (r, r)-dominantes de torneos para r > 3,
hicimos notar al igual que en las graficas (2,2)-dominantes de torneos, que
para comprender su estructura era de suma importancia investigar las r-
secuencias reales, fue asi como nos adentramos a examinar cudles de éstas
eran posibles. En este contexto logramos exhibir una gran cantidad de r-
secuencias reales, sin embargo, falta resolver si las que presentamos en la
seccion 4.3 del capitulo 4 son todas las que hay o aun existen mas.

Cabe resaltar que los (n,m),-torneos fueron una herramienta muy 1til
para encontrar r-secuencias reales para r > 2. Los (n, m)s-torneos ya habian
sido estudiados por Stephen B. Maurer en [19], asi que siguiendo con esta
idea, nosotros logramos determinar exactamente para cuales enteros n y m
con n > m > 1 existe un torneo con n vértices tal que exactamente m de
estos sean r-reyes, para r > 3 (teorema 4.1.8).

Finalmente mostramos como el uso de la r-secuencia real de un torneo
sin transmisores nos ayuda a encontrar al menos un par de (2, r)-soluciones
ajenas en su digrafica de lineas, y en algunos casos, en subdigraficas especiales
de ésta (corolario 5.1.6).
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