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Resumen

En este trabajo presentamos una manera nueva y eficiente para calcular la matriz
de dispersion (matriz S) de un potencial arbitrario. El método consiste en dividir el
potencial en N partes y aproximar cada rebanada con un polinomio de grado ;..
La matriz S total se puede obtener iterativamente de las matrices S de cada divi-
sién, donde el calculo de cada matriz S es independiente de las demds. Esto permite
al calculo computacional ser altamente preciso y no propagar errores. Primero, se
calculd el coeficiente de transmisién para una barrera de potencial con los bordes
suavizados expresada como una potencia de grado P y se hizo una comparacién con
los resultados obtenidos de aproximar al potencial por diferentes grados n,,,, para
un nimero de divisiones, N. También, se midi6 el tiempo que se toma en calcu-
lar la transmitancia para una energia con diferentes combinaciones de Py 7,4,. Se
encontrd que al aumentar N y n,,,, la precision del método aumenta notablemente,
mientras que al aumentar P la precision disminuye, pero en un orden mucho menor
en comparacion a los otros dos. Por otro lado, se hallé que a mayor N, se producen
mejoras mas significativas en la precision, si n,,,, €s mayor. Asimismo, se puede in-
crementar n,,,, y lograr una mejor precision sin que se requiera un mayor tiempo de
cémputo. Adicionalmente, se prueba, por medio del teorema de Bloch, que la matriz
S puede ser usada para calcular las estructuras de bandas en un potencial periddico
e infinito. Se obtuvo la estructura de bandas para un potencial Kronig-Penney y el
de una sucesion infinita de pardbolas. Este método nos permite hallar la estructura
de bandas para potenciales arbitrarios periddicos e infinitos de una manera ripida y
eficaz.
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1. Introduccion

El transporte electrénico en escalas nanométricas se presenta en muchos de los apara-
tos electronicos modernos, debido al reducido tamafio de los circuitos que lo conforman.
El estudio de este tipo de transporte permite predecir el comportamiento de algin material
nanométrico cuando se le hace pasar corriente y es descrito mediante el formalismo de
Landauer. En este, se propone que la conductancia G en una nanounion, depende lineal-
mente de la probabilidad de transmisioén T de la misma. Asi, la conduccion a través de una
nanounidn se basa en el cdlculo de la probabilidad de que un electrén la atraviese. Con
un potencial simple, como un potencial delta o una barrera de potencial, las expresiones
para T se pueden obtener analiticamente y son bien conocidas [1]. En cambio, cuando el
problema se hace méas general y se considera un potencial arbitrario, usualmente se abor-
da con el método de matriz de transferencia [2], en el que se aproxima al potencial como
una secuencia de barreras de potencial. Después, se calcula la matriz de transferencia to-
tal multiplicando las matrices de transferencia de cada barrera, para finalmente obtener
T a partir de estos valores. Estas aproximaciones resultan atinadas cuando el nimero de
barreras es grande. Sin embargo, esto conduce a errores causados por la multiplicacion
de matrices, mientras que el aumento en el nimero de barreras incrementa cosiderable-
mente el tiempo de computo. Es por esto que en este trabajo, se propone calcular T de
una manera mds eficiente y precisa a partir de la matriz de dispersion (matriz S). Esta ma-
triz contiene toda la informacion de las ondas transmitidas y reflejadas por lo que resulta
mucho mas directo calcular T a partir de la matriz S para un potencial arbitrario. En este
método, también dividimos el potencial en N partes, pero ahora, cada parte se aproxima
por un polinomio de grado n,,,y, mejorando la precision de los resultados. La matriz S
del potencial completo, se obtiene haciendo el producto estrella de Redheffer [3] de la
matriz S de todas las divisiones, donde el cdlculo de cada matriz S es independiente del
calculo de todas las demds, mejorando la eficiencia en los cdlculos. Ademads, dado que las
matrices S son unitarias, se reduce la propagacion de errores.

La estructura de la tesis esta conformada de la siguiente manera: en la segunda seccion
se aborda el problema de dispersion, que proviene de resolver la ecuacion de Schrodinger
en una dimension con diferentes potenciales; también se aborda el teorema de Bloch para
potenciales periddicos y se estudia la formacion de energias prohibidas y permitidas para
un potencial estilo Kronig-Penney [4]. En la tercer seccidon se discute el transporte cudnti-
co a través de nanouniones, mediante el formalismo de Landauer, en el que se prueba
que la conductividad eléctrica de un material se puede determinar a partir de la probabi-
lidad de transmision. En la cuarta seccidn, se introduce el método descrito previamente;
primero se propone un método basado en el producto estrella de Redheffer, que nos per-
mite hallar la matriz S de un sistema en términos de las matrices S de sus subsistemas.
Luego, se deduce una expresion para la matriz S de un potencial expresado como una
serie en una region pequeina. Ademads, se propone un método para hallar la estructura de
bandas de potenciales periddicos arbitrarios por medio de la matriz S de su celda unitaria.
En la seccion 5, se aplican los métodos anteriores. Primeramente se calcula la probabi-
lidad de transmision para potenciales con bordes suavizados, para probar la eficiencia y
precision, se usan aproximaciones con polinomios de diferentes grados y divisiones, com-
pardndolos con resultados exactos. Adicionalmente, se calcula el tiempo que le toma a la



computadora calcular el coeficiente de transmisién de una energia. Finalmente, se hallan
las estructuras de bandas de potenciales Kronig-Penney y de un potencial formado por
una secuencia periddica de pardbolas.



2. Dispersion
2.1. Ecuacion de Schrodinger

La forma mas general de la ecuacion de Schrodinger se resuelve para obtener in-
formacion sobre la funcién de onda, W(r,t), de una particula. La ecuacion que planted
Schrédinger es [5]

ihaqja(:’t ) _ (e, @2.1)

con i = v/—1, h es la constante de Planck reducida % y H el operador Hamiltoniano, el
cual tiene como eigenvalores a las energias del sistema. Para un sistema de una particula
en una dimension, sujeta a un potencial V (x,1), la ecuacion de Schrddinger se escribe de
la siguiente forma

¥ (x,t) _ﬁ 0°%¥ (x,1)

" _
! ot 2m  Jx?

+V(x,1)¥(x,1). (2.2)

Al igual que en el caso clasico, se puede obtener la informacion del sistema dadas unas
condiciones iniciales. Para este caso, basta con tener la funcién de onda al tiempo ¢t = 0,
para calcular W(x,) a tiempos posteriores.

Max Born le dio una interpretacion estadistica a la funcion de onda, argumentando que
|¥(x,t)|*dx es la probabilidad de encontrar a la particula en un punto entre x y x + dx al
tiempo ¢.

Si se considera que el potencial V es independiente del tiempo, entonces la ecuacion
(2.2) se puede resolver por separacion de variables, por lo que la solucion general toma la
forma

lP(xat) = W(x)f(t)a (2.3)
2y _ d*y

dx2 T dx?

df n* d’y(x)
dt ~ 2m dx?

pero como %—‘f = l,l/fi—]: y f, la ecuacion (2.2) se vuelve

iy (x) fO)+V )y £ (1), (2.4)

y si se divide entre f(¢)y(x), resulta

o ldf w1 dy(x)
lhf(t) d = amyl) de +V(x). (2.5)
Se puede apreciar que el lado izquierdo de la ecuacién (2.5) sélo depende de ¢, mientras
que el lado derecho s6lo depende de x, por lo que forzosamente ambos lados tienen que
ser igual a una constante, la cual llamaremos E. Del lado izquierdo de la ecuacion (2.5)
se tiene que

1 df



2.1. ECUACION DE SCHRODINGER

y resolviendo para f(z),
—iEt

flt)y=en . (2.7)
Mientras que del lado derecho de la ecuacidn (2.5) resulta
n? d*y
- —— =FEy. 2.

A esta ultima se le conoce como la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo.
Notamos que tiene la forma de una ecuacién de eigenvalores

Hy =Ey. (2.9)

Los eigenvalores de esta ecuacion, E, representan a las energias del sistema, que resultan
de aplicar el operador H sobre las eigenfunciones y/(x) [6].

Si despejamos la ecuacidn (2.8) se tiene que

2
= VW-B. (2.10)
Consideremos a un potencial V (x) con su valor minimo en V,,;,. Si se toma a una energia
E < Vi, entonces la segunda derivada de y va a tener siempre el mismo signo que Y.
Lo que esto significa, es que y diverge a oo, por lo que no se puede normalizar y las
soluciones no serdn soluciones fisicas, poniendo como condicién E > V,,;, para tener
soluciones fisicas.

Abhora, al igual que en el caso clasico, al considerar un potencial V(x), la particula
puede quedar ‘atrapada’ dentro del potencial si no tiene la suficiente energia para salir,
o el otro caso, que la particula tenga la suficiente energia para pasar por el potencial.
Al primer caso se le conoce como estado ligado, mientras que al segundo caso como
estado no ligado. En el caso cudntico, a diferencia del clésico, existe el fendmeno de
tunelaje. En este, una particula que atraviesa a una barrera con menor energia que la
altura de la barrera, tiene una probabilidad no nula de atravesarla, mientras que en el caso
clasico se quedaria atrapada. Es por eso que en el caso cudntico se tiene que analizar el
comportamiento del potencial en infinito para saber si se trata de un estado ligado o no
ligado. Si la energia es menor que los potenciales evaluados en oo, entonces se tiene un
estado ligado, mientras que si E es mayor que V(o) 6 V(—o0), se tendra un estado no
ligado. No obstante, si consideramos potenciales que tienden a 0 en 4-oo, tenemos que las
condiciones se limitan a

E < 0 = Estado ligado

. (2.11)
E > 0 = Estado no ligado

En casos como la particula libre o las barreras de potencial, s6lo se admiten estados no
ligados, ya que no hay potenciales negativos y V — 0 cuando x — f-oo, mientras que
en casos como el del pozo de potencial infinito o el oscilador arménico sélo se admiten
estados ligados (ya que el potencial diverge cuando x — 4-o0). Por tltimo, en el caso de los
pozos de potencial finitos, se pueden admitir estados tanto ligados como no ligados [1].



CAPITULO 2. DISPERSION

Ve
i Regiion 11 i
Regionl | | Region 111
i Vo i
(+) =)
Ap AR
B m— —
A9 A
D —— [€&——
~2 0 “/2 x

Figura 2.1: Barrera de potencial con amplitud Vj, se muestran las 3 diferentes regiones y los
coeficientes de las ondas entrantes y salientes.

2.2. Barrera de potencial

Consideremos una barrera de potencial , es decir, un potencial de la forma

Vo, silx] <4
vy =4 Y . 2 (2.12)
0, sijx[>3%

representado esquematicamente en la figura 2.1. En este ejemplo, V,,,;, = 0, causando que
la energia sea forzosamente mayor que cero para que se tengan soluciones fisicas a la
ecuacion de Schrodinger. Esto también significa que este tipo de potencial (a diferencia
del pozo de potencial) s6lo admite estados no ligados. Para este, se tienen que analizar 2
casos:

1. £E>VW.
2. E<V,.

Empecemos con el caso E > Vjy. Se puede dividir el potencial en tres regiones (figura 2.1),
por lo que habri tres soluciones diferentes. Para la region I (x < —%), la ecuacion (2.8)
tiene la forma:

h? d?y(x)
DIV ), 13)
© 2
d $§X) FRy(x) =0, (2.14)



2.2. BARRERA DE POTENCIAL

v2mE

con k = 5=, la cual tiene como solucién general

l[/](X) _AE )elk(x-i- )—|—A( ) ,— (x-i-z)’ (2.15)

donde A(LH y A(L*) son constantes que representan respectivamente a los coeficientes de
amplitud de las ondas incidentes y reflejadas. En la region I (—§ <x < §), V(x) = Vo,
entonces la ecuacion (2.8) es

hz asz (X)

Tom o2 +Vowu(x) = Eyu(x), (2.16)

la cual también puede ser reescrita como

2
T | Py ) =0 2.17)

2m(E

conk' = —”h_VO) Las soluciones para esta region seran
Y (x) = Ce** 4+ Do, (2.18)
Por ultimo, en la region 111 (x > ‘7’) se tiene la misma ecuacion que en (2.14), por lo que
i (x) = Al ek (5) L AL —ik(x—5) (2.19)

Hay que notar que las soluciones fuera de la barrera son exponenciales imaginarias, que
representan ondas planas viajando hacia la derecha e izquierda. Las soluciones (y sus
derivadas) en las fronteras de la barrera tienen que ser continuas, lo que da a lugar a 4
condiciones de frontera

Lovi(=2) = v (=9).
2. (_%> = Vi (_%)
3. Wn (%) = Ym (%)

4.y, (%) =y, (%) :

Estas condiciones de frontera plantean 4 ecuaciones relacionando las 6 incognitas de la
siguiente manera

A 1 A0 — e 4 pe™, (2.20)

ik (A(+)—A(L )> ik’ (C e —De”‘z”’), 2.21)
ce™ +De 5 =A%) £l (2.22)

ik (Ce% _De%) — ik (A§;) —Alf )> . (2.23)

Consideremos el caso en el que sélo incide una onda por la izquierda. Al incidir en la
barrera, parte de la onda se transmite y la otra parte se refleja, sin embargo, la onda
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(+)

transmitida ya no tiene donde reflejarse, y en consecuencia para este modelo, A, * =
0. Como ahora se tienen 4 ecuaciones (ecs. (2.20) - (2.23)) con 5 incdgnitas, se puede
poner 4 incognitas en términos de una variable independiente (vedse la seccion 4.2 para
ver como se hace esto en términos generales). En particular, si se quiere estudiar las
probabilidades de reflexion y transmision del electr(’)n(m)lando choca con l? liarrera, es util

poner los coeficientes asociados a la onda reflejada, A , en términos

del coeficiente de la onda incidente, A(L+). Sustituyendo y haciendo un poco de algebra en

las ecuaciones (2.20) - (2.23), nos queda que

, y transmitida, A

(-) 2ikk (+)
Ay = A 2.24
R 2ikk! cos(K'a) + (k2 +k2)sin(k'a) L ' (2.24)
Y 2 2 /
_ k* —k'*)sin(k
Py )s‘zm( Z) _ ) (2.25)
2ik’kcos(k'a) + (k* + k'?) sin(k'a)
El coeficiente de transmision T estd dado entonces por
2
= ‘Az(e )‘ = ! (2.26)
B ’ A(+>‘2 T+ (R — K2 sin (K a) 4Kk '
L
que en términos de sus pardmetros originales se convierte en
1
T = 5 : (2.27)

V. .
1+ﬁs1n2(% 2m(E—V0))

el cual se ilustra en la figura 2.2 para una barrera de altura V) = 50. ! Nétese que se tiene
una probabilidad de transmision perfecta, 7 = 1, cuando el argumento del seno es 0, es

decir, cuando 4
£\/2m(E—V0) =nr. (2.28)

Es importante resaltar que a diferencia del caso clésico, si existe una probabilidad de
reflexion, R =1 —T, a pesar de que la particula tenga una energia mayor al de la barrera.

Cuando se consideran los estados en los que E < V), las soluciones fuera de la barrera
son iguales a las del caso previamente analizado, pero dentro de la barrera se tiene la
ecuacion

02
;’—;’;x) — K"y (x) =0, (2.29)
donde K’ = w, por lo que las soluciones para este caso son
A(L+)eik(x+%) +A(L—)efik(x+%) para x < —4
¥(x) = { Cek'* + De k' para |x[ < § (2.30)

A%_)eik(’“%) +A§€_)e*"k<x7%) para x> §

I'A o largo del trabajo se usa que é—’z" = 1 como unidad.
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Figura 2.2: Coeficiente de transmision para una barrera de potencial de altura 50.

De nuevo, se tienen las mismas 4 condiciones de frontera que en el caso anterior, entonces
para el caso de onda incidente por la izquierda, los coeficientes de amplitud son

(-) 2ikk"” (+)
Ap ' = A 2.31
R 2ikk” cosh(k'a) + sinh(k”a) (k? —k"?)" R ' (2.31)
y
k2 4+ k") sinh(k"
A = _ (k"4 k™) sinh (k") AL (2.32)
2ik"kcosh(k"a) + sinh(k"a) (k* — k'?)
La probabilidad de transmision es
()]
] 1 (2.33)
[ 1 B |
o también
T = ! . (2.34)

14 Y0 sinh? (4v/2m(Vo—E))
4E(E—Vp) h 0

Ahora, lo que resulta curioso, es que siempre hay una probabilidad de transmision no nula,
aun cuando la particula tiene una energia menor a la altura de la barrera. El unico caso
en el que la probabilidad de transmisién es 0, es cuando sinh — oo, que s6lo se da cuando
se tiene una barrera de potencial infinita. Este fendmeno es conocido como tunelamiento
cudntico.
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AL AQ = B By
 E— _— —
. - o
Ag) Ap’ = B,E ) By
— — ——

Figura 2.3: Tlustracion para la condicion Agg) = BEJF) y Al(,:) = Bgf)

2.3. Matriz de transferencia

Partamos de las ecuaciones que salen de las condiciones de frontera en (2.20) - (2.23).
Puesto que tenemos 6 incognitas y 4 ecuaciones, siempre podemos resolver el problema
en términos de 2 incdgnitas. El propodsito de la matriz de transferencia es relacionar a

los coeficientes de las ondas del lado izquierdo (A(L+) y A(L_)> con las del lado derecho
(Ag—) y Age_))- Despejando a A(L+) y A(L_) de las ecuaciones (2.20) - (2.23), nos deja con

una expresion del tipo

A(L+) My, M qu_) Ar(—)
= =M , 2.35
(A(L—) My Ma) \ ALY ALH (2.35)
donde a M se le conoce como la matriz de transferencia para ese sistema. Ahora conside-
ramos dos sistemas con su matriz de transferencia respectiva M(1) y M%)

(++) (-) (+H) (=)
(A(L_)> Sy (Aﬁ)) y <B(L_)> — M@ <B§+)> . (2.36)
AL AR BL BR

Supongamos que la onda transmitida del primer sistema es la onda entrante por la iz-
quierda del segundo sistema y la onda reflejada del segundo sistema es la onda entrante

por la derecha del primer sistema (i.e. AI(?_) = B(L+) y A1(e+) = B(L_)) , COMO se muestra es-

quemadticamente en la figura 2.3. Sustituyendo esta condicion resulta en
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(+) (-) (-)
(A%)) — MOy (Bgﬂ) = M@ (Bf(:)) , (2.37)
AL BR BR

donde MMM = p(T) representa la matriz de transferencia total del sistema. Esto se
puede generalizar para un sistema con N dispersores y la matriz de transferencia total
estaria dada por el producto de las matrices de cada subsistema,

MT) — D) a2 N (2.38)

La matriz de transferenica total resulta ser producto de N — 1 multiplicaciones de ma-
trices, haciendo un calculo simple para la computadora pero propagando error en cada
multiplicacién y alargando el tiempo de computo.

2.4. Matriz de dispersion

Si ahora se relacionan las coeficientes de las ondas entrantes, Al(jr) y Ag), con las

ondas salientes, Af) y Agg), de las condiciones de frontera, se tendrd una relacion muy

parecida a la de la matriz de transferencia

Aé_) — St Si2 Aéﬂ =S A§4+) (2.39)
donde ahora los coeficientes de amplitud de las ondas entrantes, son las variables indepen-

dientes. Si se quiere estudiar una onda que incide por la izquierda (AI(QL) = 0), entonces
de la ecuacion (2.39) se pueden obtener los coeficientes de reflexion y transmision

(=)2 (=2
A A
e TG B & R CH
AL P LAt~ AL P L4~
Mientras que si la onda incide por la derecha (Ag_) = 0> ,
(—))2 (+))2
A A
T AR et R T
AR 121t —g AR 121t g

Se puede obtener la matriz de dispersion S a partir de la matriz de transferencia M me-
diante la siguiente relacion [7]

M, det(M)
My My
S= (2.42)
1 M,
M My

Al igual que con la matriz de transferencia, se puede calcular la matriz S de un sistema
conformado por N subsistemas con su respectiva matriz S. Sin embargo, en este caso,
la matriz S no es el resultado de la multiplicacion de las matrices de los subsistemas,
en cambio, va a estar dado por el producto estrella de Redheffer, el cual se prueba en la
seccion 4.
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CAPITULO 2. DISPERSION

V(x)

z* z* zZ*

Figura 2.4: Potencial de una red periddica de atomos, spearados una distancia a, dentro de un
cristal.

2.5. Teorema de Bloch

Dentro de un cristal, es bien conocido que los dtomos forman redes periddicas. Si se
considera un sistema conformado por iones separados por una distancia a, el potencial de
la red se veria como se muestra en la figura 2.4. Este potencial, como es periddico, tiene
la caracteristica de que

V(x+a)=V(x). (2.43)

Consideremos el operador de traslacién D, que al aplicarlo al potencial V (x), lo mueve un
periodo a, es decir,

DV(x) =V(x+a). (2.44)

Un potencial periddico tiene la caracteristica que es invariante ante traslaciones,es decir,

DV (x) = V(x). Lo anterior a su vez implica que el operador D conmuta con el operador

V. i.e. [D,V] = 0.El operador de traslacién, también puede ser expresado por el operador
momento, p, Como

A

D=e'¥. (2.45)

De esta propiedad resulta que [D, p>] = 0y si lo juntamos con que conmuta con el poten-
cial, entonces el operador de traslaciéon también conmuta con el Hamiltoniano

[D,H] = 0. (2.46)

Sabemos de la mecdnica cudntica que cuando dos operadores conmutan, existe una base
de eigenfunciones en comun, tanto de H como de D, es decir,

Ay =EVWep y Dypp=2Ayp, (2.47)

11



2.6. MODELO DE KRONIG-PENNEY

donde los subindices E y 8 indican que dependen de los eigenvalores de los operadores. El
eigenvalor A, que resulta del operador D, es un operador unitario, por lo que su eigenvalor
es s6lo una fase e/# con B € IR, entonces

Dy p =Py . (2.48)
Ahora, definamos la funcion .
u(x) = e g (x), (2.49)
si se traslada la funcién u(x)
Du(x) = u(x+a) = e s (x+a), (2.50)

y usando la propiedad (2.48) se tiene que
= ¢ hag K eiP g (), (2.51)
= /By (). (2.52)
Notamos que para el caso en el que k = 3 /a la fase se anula y se tiene que
Du(x) = u(x), (2.53)

indicando que la funcidn es periédica con una fase . Este resultado nos permite escribir
a la eigenfuncion de (2.49), y; g, como

Wik () = e®u(x), (2.54)

con u(x) una funcién periédica multiplicada por una fase ¢’**. A esta funcién de onda
se le conoce como onda de Bloch, que satisface la ecuacion de Schrodinger cuando se
tiene un potencial periddico. Se puede ver de la ecuacion (2.54) que la funcién de onda
no es periddica, sin embargo, la amplitud de probabilidad si es periddica (ya que la norma
cuadrada quita la fase), o visto como ecuacién

w(x+a) =[x (2.55)

Con esto, se puede obtener informacion importante sobre la funcion de onda en puntos
periddicos. De la ecuacion (2.54) tenemos ademds que

Vi(x+a) = T Dy (x+ a) = F0H Dy (x), (2.56)

y si se substituye el valor de u(x) de (2.54), entonces

Yi(x+a) = et ll;kig) ; (2.57)
por lo que .
Vi(x+a) = e yp(x). (2.58)

Lo que nos muestra que la funcién de onda varfa por una fase e/

este se le conoce como el teorema de Bloch.

en cada periodo, a. A
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T V()

Region] Region
11 I e o o

v

Figura 2.5: Modelo de Kronig-Penney que consiste en un arreglo periddico de barreras de poten-
cial de ancho b separadas por una distancia a.

2.6. Modelo de Kronig-Penney

El modelo de Kronig-Penney se basa en un arreglo periddico de barreras de potencial
que se extiende al infinito, como se muestra en la figura 2.5. Para resolver este potencial,
hacemos uso del teorema de Bloch. Como se explicé en la seccidén anterior, podemos
aprovechar la periodicidad del problema para poderlo estudiar. Fij¢émonos en la seccion
[—b,al, esto nos conduce a soluciones de la forma

() Vi(x) = Ae'™ + Be™®  para 0<x<a, (2.59)
x) = :
v Vit (x) = CeP* 4 DePx para —b<x<O0,
con
2mE 2m(Vop — E
="y B:%. (2.60)

Ahora, como el potencial es periddico, hacemos uso del teorema de Bloch, el cual nos
dice que las funciones de onda en cada periodo se relacionan con una fase

y(x+c) = y(x), (2.61)

con ¢ = a+ b. La funcién de onda tiene que ser continua en x =0y x = a, lo que da a
lugar 4 condiciones de frontera. En x = 0, se tiene que

vi(0) =y (0) y v (0)=yy(0). (2.62)

13



2.6. MODELO DE KRONIG-PENNEY

En x = a, usando el teorema de Bloch sabemos que
(=) = yi(a) vy (=) ) = y(a). (2.63)
Estas 4 ecuaciones se ven de la siguiente forma

A+B=C+D,
BC—BD =iaA —ioB,

Ae'® - e~ — (Ce po +Deﬁb> ik(a+b)
ia (Aeiaa _Be—iaa) _ ﬁ (Ce—ﬁb Deﬁb) ik(a+b)

Para que haya una solucién, aparte de la trivial, el determinante de los coeficientes que
multiplican a A, B,C y D tiene que ser cero, es decir,

1 1 —1 —1
io —ia -B B
pidta o—ica) o Bbiklatd)  _ Bbik(atd)| = O- (2.64)

ioeia _iae—iaa) _ﬁe—ﬁbeik(a—i—b) ﬁeﬁbeik(a+b)

Desarrollando la igualdad y simplificdndola, nos conduce a [8]

[32 o OC2 . ‘
2P sinh(Bb)sin(oa) — cosh(Bb)cos(oa) = kcos(a+D). (2.65)

Pero de 2.60 sigue que

2 2mVo E 2mV

P T ——¢, (2.66)
y
2m(Vo—E) 2mV,
B2 = (; ) _ 2 (1—e), (2.67)
con € = VEO’ por lo que
B2—o?  1-2¢ (2.68)
20 2(e(1—g)) '
Ademads 1
b (2mVp 2
Bb _< ’;’20) a(1 €)= rA(1 - )}, (2.69)
a
y
1
2
oa= (2’:2‘/0) asé :Ae%, (2.70)

definiendo a las constantes r =b/ay A = (2mVy/ hz)%a. Si se substituyen en la ecuacién
(2.65) resulta que, para € < 1
1

—(1_28) inh[rA(1 — €)2]sin(Ag? rA(l —g)2 2
2(3(1—8))%8 h[rA(1 —€)2]sin(A€2) 4 cosh[rA(1 —€)2]cos(A€2) 27

= coslka(1+r)].

—_
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Figura 2.6: Representacion grafica de la parte izquierda de la ecuacion (2.73) con A =10y r =
0.15. Las lineas punteadas en —1 y 1 representan la cota de los valores permitidos de F(€).

: 1 . 1
Para el caso de € > 1 se cambia el factor (1 —€)2 por i(€ — 1)2 y se hacen uso de las
identidades sinhiz = isinz y coshiz = cosz, por lo que la ecuacidn (2.65) se convierte en

,_.
—_

_(1-2¢) inlrA(e — 1)) sin(Ag? rA(e —1)2 3
2(6(8_1))%5 [rA(e —1)2]sin(A€?) +cos[rA(e —1)2] cos(Ag?) e

= coslka(1+r)].

Por conveniencia escribiremos las ecuaciones (2.71) a (2.72) en una sola ecuacién
como

F(g) =coslka(1+r)] =cos[k(a+b)], (2.73)

donde F(€) es la parte izquierda de las ecuaciones (2.71) y (2.72). Esta ecuacién nos
permite poner a la energia, € en términos de k. En esta ocasion, no se puede tener una
relacion tan simple entre la energia y k& (como el caso de la particula libre en el que
se tiene una dependencia cuadratica), ya que la ecuacion (2.73) no se puede resolver
analiticamente. Para obtener dicha relacion, primero hay que encontrar la dependencia
de F(€) con &. Esto se puede calcular facilmente en la computadora y se muestra en la
figura 2.6 (linea solida). Hay que notar que del lado derecho de la ecuacién (2.73) se
encuentra un coseno, por lo que los valores de F'(€) tienen que estar acotados entre —1
y 1, representadas por lineas punteadas en la figura 2.6. Los valores de E que cumplan
esta condicidn, van a representar a las energias permitidas y formardn bandas de energia.
Por otro lado, las energias para las cuales |F(€)| > 1, no van a tener una solucién fisica
a la ecuacion de Schrodinger, por lo que se pueden considerar como energias prohibidas
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2.0 ' : : : : :
-
1.6 1 L
- :
172 a
A\
0.8 1 L
N \
0.4- 2
p— I
00—/
-3 -2 -1 0 1 2 3
k(a+b)

Figura 2.7: Del lado derecho se muestra la gréfica de € contra el nimero de onda ka(1+ r). Del
lado izquierdo se muestra el esquema de las bandas también mostrado en 2.6. La primera banda
no se ilustra debido a que es demasiado pequefia para visualizar.

y formaran brechas de energia. Este se puede apreciar mejor si se grafica los valores
permitidos de E contra k, o,

ka(1+4r) = cos [F(g)], (2.74)

En la figura 2.7 se muestran algunas bandas de energia (area rayada) al igual que las
brechas que se dan para este potencial. Se puede apreciar que las bandas de energia se
hacen més grandes a energias mayores. El comportamiento periédico que se presenta de
—m a 7 se repite a lo largo del eje k, a esta zona se le conoce como la primera zona de
Brillouin y equivale a un periodo de la onda. Para recuperar el caso de la particula libre,
hacemos V) = 0 en la ecuacién (2.65). Con esta suposicién 8 = ia 'y (B2 — a?)/2aB =1,
con lo que la ecuacion (2.65) se vuelve

— sin(ab) sin(oa) 4 cos(ab) cos(oa) = kcos(a+b). (2.75)
Usando la identidad del doble dngulo para el coseno
cos[at(a+D)] = coslk(a+D)], (2.76)
o simplemente o = k. Y de la ecuacién (2.60) se obtiene que

nk?

la cual es consistente con la energia de la particula libre (2.77) y es continua en todo el
espectro de k.
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3. Conductividad de Landauer

El transporte electronico en escalas mesoscopicas es descrito por el formalismo de
Landauer. En este, se relaciona la conductancia de un material con la probabilidad de
transmision a través de él. Este enfoque ha demostrado ser bastante efectivo en la practi-
ca, prediciendo acertadamente los modelos de la conductancia en nanoestructuras. La
expresion obtenida por Landauer es vélida en ciertas condiciones: se tiene que tener bajas
temperaturas (=~ 0K) y el transporte a través del conductor tiene que ser coherente, es de-
cir, que los electrones sélo sufren choques elasticos y mantienen la informacion de su fase
al atravesar la nanounién. De esta manera, las energias a lo largo del conductor no cam-
biardn y se formardn canales de transporte, en donde la dispersion juega un gran papel.
En este capitulo, primero se da una expresion para la corriente a través de una nanounion,
para luego llegar a la expresion de la conductancia propuesta por R. Landauer [9].

3.1. Nanouniones

Consideremos un sistema conformado por dos electrodos conectados por una regién
central, como se muestra en la figura 3.1. Ambos electrodos, en el caso mas simple, estan
en equilibrio y no interactuan entre si. El transporte que hay entre electrodos se asume
que es coherente, es decir, que no se toman en cuenta los choques inelésticos, y asi otras
particulas de la regidn central no contribuyen a la energia del electrén. Otra caracteristica,
es que los electrones mantienen la informacidn de su fase a lo largo de la region central.
Esta region se puede dividir en dos partes: la region de dispersion y los saturadores. La
primera usualmente estd conformada por algin material el cual va a reflejar o transmitir
a un electrén que incida en él. Los saturadores conectan a los electrodos con la region
central y sirven como guias de onda (figura 3.3) para los electrones que viajan por la
region de dispersion. Como el transporte en la region central es coherente y los electrones
mantienen su fase, el transporte se describe mediante la funcién de onda y(r). Cada

saturador tendra dos funciones de onda asociadas, la entrante l;/((;r)(r), donde 0 = L,R
representa al saturador izquierdo y derecho respectivamente; mientras que la otra es la

funcién de onda saliente, l//(f) (r).

Los electrodos van a estar caracterizados por su funcion de distribuciéon a una tem-
peratura 7. Los electrones siguen la distribucion de Fermi-Dirac, la cual nos indica la
probabilidad de ocupacion del electrén, dada por la funcién de Fermi

folE) = g G.1)
e k8T +1
donde us representa al potencial quimico izquierdo y derecho. En la figura 3.2 se muestra
la funcion de Fermi para diferentes temperaturas. Se puede apreciar que cuando 7 — 0K
la funcién de distribucion tiende a la funcién escalén y al valor i se le conoce como nivel
de Fermi. Este representa a la energia debajo de la cual todos los estados estan ocupados
(probabilidad 1), mientras que por encima todos estan desocupados (probabilidad 0).
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Saturadores

Electrodo izquierdo | Electrodo derecho

Region de
dispersion

Figura 3.1: Esquema de una nanounién conformada por dos reservorios en equilibrio y una regién
dispersora conectada por los saturadores.

1.0 —— kT=w/100 i
——kT=w/10
—— kT=w5
———kT=p2
——kT=n
N\
g 05 -
S
0.01—
0 1 2 3 4 5

Figura 3.2: Distribucién de Fermi para diferentes temperaturas.
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CAPITULO 3. CONDUCTIVIDAD DE LANDAUER

3.2. Guias de onda

Consideremos una guia de onda como la que se ilustra en la figura 3.3, que también
puede ser descrita por el potencial

(3.2)
oo en otros casos.

Viesa) = {U(z) si O<x<a/2 y 0<y<b/2
Hay que notar que este potencial estd definido en 3 dimensiones, pero puesto que el po-
tencial confina el movimiento en las direcciones x y y, el sistema s6lo puede describir
movimiento a lo largo de la coordenada z. Hay que notar que es un problema de una
particula en una caja de potencial infinita dentro de la seccidn transversal, por lo que las
soluciones entonces van a estar dadas por [10]

Yalx,y) = % sin (kn, (x—3 ) ) sin (k (y - g)) , (3.3)

donde estaremos asumiendo que n = ny,ny. La continuidad en las paredes nos dan la

condicién que
<a ) b 0 (3.4)
— — X, — g .
II/ 2 7y’ Z Il] Y 2 7Z )

lo que resulta en la condicion k,, = ””x Y kn, = Ty Por otro lado, para la direccion z, se

tiene la ecuacion de Schrodinger para un potencial arbitrario U(z), pero si hacemos que
U(z) = 0, entonces
O, (2) = . (3.5)

Por lo que la solucién total es la suma del producto de la solucién longitudinal (direccién
x,y) y transversal (direccién z), es decir,

Yo=Y Wa(x,) 8, (2), (3.6)

v, = Z—sm< (x=3))sin (kny <y—g>)eik”z. (3.7)

n

Notamos que el movimiento en la parte transversal del electrén estd cuantizada por k;,.
Para una cierta n dada sélo tiene un grado de libertad (en la direccién del movimiento),
por lo que un problema en 3 dimensiones se reduce a una dimensioén. El espectro de
energia E, entonces estard dado por las energias de la caja de potencial E,, mas la energia
que resulte de resolver la ecuacion de Schrodinger para el potencial U (z), para este caso
es simplemente la energia cinética de la particula y la energia total resulta ser

(ik,)?

E —
2m

+Enp, (3.8)
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y
Electrodo / Electrodo
izquierdo derecho

7

Figura 3.3: Esquema de una guia de onda (en la direccién z) que se forma al tener una seccién
transversal constante entre dos electrodos.

2 2 2
donde, E, = % (Z—’g Z—’) son las energias de la caja de potencial infinita.

Ahora, de la ecuacion (3.8), se puede despejar el vector de onda y resulta que

2m(E — Ey)

ky ==+ 5

(3.9)

Una k, positiva representa a una onda que viaja a la derecha, mientras que una k, negativa
representa a una onda que viaja a la izquierda, esto se puede ver también mas adelante
en la ecuacion (3.14). También hay que notar que cuando E,, > E entonces se tiene una k
imaginaria, que conduce a funciones evanescentes que divergen en x — +oo y por lo tanto
no representa una solucion fisica del sistema. A esto también se le conoce como un canal
cerrado. Por otro lado, cuando se tienen energias que cumplan la condiciéon E — E, > 0,
se va a tener un canal abierto. Se puede notar que el niimero de canales abiertos es un
nimero discreto y va a ser igual a la cantidad de n que cumplan la dltima condicién. En
términos formales, el nimero de canales abiertos es

M(E)=Y 6(E—E,), (3.10)

donde 6 es la funcién escaldn la cual depende de n.
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My
eV

Mg

1 fi(E) 1 fo(E)

Figura 3.4: Funcion de distribucién a 0K de ambos electrodos cuando se aplica una diferencia de
potencial V

3.3. Conductividad de Landauer

3.3.1. Desequilibrio quimico

Al aplicar una diferencia de potencial en los electrodos, se pueden sustituir los poten-
ciales quimicos en la expresion (3.1) por potenciales electroquimicos (it’) que contienen
los efectos causados por la diferencia de energia eV. De esta forma, la diferencia de po-
tencial creard un desbalance en los potenciales electroquimicos, siguiendo la relacion
My — Up = €V, como se ilustra en la figura 3.4. Hay que notar que en el intervalo eV para
el lado izquierdo la funcién de distribucion vale 1, pero del lado derecho vale 0. Esto va
a causar un flujo neto de electrones, ya que los electrones que ingresen del lado izquierdo
en el intervalo eV se dirigirdn al electrodo derecho, sin haber un flujo en direccién opues-
ta que lo compense. En este modelo se asume que los electrones no sufren reflexiones al
entrar de nuevo en los electrodos.

La densidad de corriente j a través de un material con una seccion transversal constante
y longitud L, se relaciona con la velocidad de deriva v, la densidad de electrones n y la
carga del electron e mediante la relacion [11]

j=1/L=nvge. (3.11)
En este caso, se tiene que tomar en cuenta la corriente que lleva cada canal abierto por
cada estado k, con una probabilidad T de que se transmita a través de la region dispersora.

Para el caso de una corriente que va hacia la derecha I, la probabilidad de tener un
electrén desplazdndose a la derecha desde el electrodo izquierdo, estd representada por
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—
s (] co o

Conductance, e2/zh

\}

T2 18 16 14 12 o
Gate voltage (V)

Figura 3.5: Conductancia como funcion de la tension de puerta para un punto cuantico. La tem-
peratura es de 0.6K. Figura obtenida de [13]

JL(E). Sumando todos los estados +k se puede obtener una relacin para la corriente [12]

= ZYvaM(E)T(E)fL(E), (3.12)
k

donde T(E) representa a la funcién de transmision y es la suma de la probabilidad de
transmision de cada canal abierto, asumiendo que hay n canales abiertos, la funcion de

transmision es
=Y T(E-E,), (3.13)
n

ConT(E—E,)=0,siE—E,<O0.

Por otro lado, también se sabe que la velocidad del electrén en un estado k es

10E
= (3.14)
por lo que la expresion de la corriente se vuelve
1 8E
= —Zh S ME)T(E)fL(E). (3.15)

Para pasarlo a su forma integral, hay que multiplicar por un factor %r y adicionalmente
por 2 si se considera el espin y de esta forma la integral es sobre las energias

It = 2—; ZM(E)T(E) fL(E)dE. (3.16)

Analogamente, la corriente que va del electrodo izquierdo serd

= %/_iM(E)T(E)fR(E)dE. (3.17)
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CAPITULO 3. CONDUCTIVIDAD DE LANDAUER

Es importante notar que se tomd la misma funcién de transmisién para ambos casos ya
que en equilibrio, no puede haber un flujo neto de electrones. La corriente total a través
de la nanounion entonces es la diferencia de ambas corrientes

2e [

1=1" =17 =2 [ MET(E)LE) - fa(E)aE. (3.18)

3.3.2. Conductividad en guias de onda

Partamos de la ecuacion (3.18), si asumimos que el nimero de canales y la probabili-
dad de transmision son constantes en el intervalo u; < E < Ug, se pueden extraer estas
cantidades de la integral. Ademas, si se tiene una temperatura OK simplemente resulta la
integral de una funcion escalon y la expresion (3.18) se convierte en

2 2
[= {MT [ — pig] = fMTev. (3.19)
Despejando, se obtiene la relacion para la conductancia obtenida por Landauer en sus
estudios [9]

2 2
G=1/V = %MT. (3.20)

Nétese que la conductancia esta cuantizada por el nimero de canales abiertos M. Esta
relacion solo es valida cuando se tiene transporte coherente y la seccion transversal de
la nanounién no depende de z, formando guias de onda. En el caso cldsico, G = cW /L,
la conductancia crece linealmente con el ancho del conductor, sin embargo para dimen-
siones mas pequefias, G depende del nimero de canales abiertos del conductor y crece
en pasos de 2762 Esta relacion se sigue manteniendo como una buena aproximacion para
una temperaturas cercanas a 0K, lo cual se puede observar experimentalmente. La figura
3.5 muestra que al variar el ancho (o el voltaje de puerta) la conductancia crece en pasos
de % Consideremos el caso de un alambre perfecto, en el que se tienen varios canales
abiertos con probabilidad de transmisién 7 = 1. Al no tener resistencia, la conductancia
deberia tender a infinito, no obstante, de la expresion (3.20) se puede ver que se mantiene
finita. La resistencia a lo largo del sistema equivale a

ho o 12.9kQ

R= -
2e¢2M M

(3.21)

Para un sistema de un canal abierto, la resistencia toma su maximo valor R, = 12.9k€ la
cual proviene de la unién entre el electrodo y el saturador. El numero de canales abiertos
es demasiado pequeio en comparacion con el nimero de electrones en los electrodos. La
expresion (3.20) se refiere a la conductancia entre dos electrodos, pero si se quiere obtener
la conductancia entre los saturadores, hay que considerar los cambios en los valores de
los potenciales electroquimicos. Ahora, los potenciales seran afectados por las reflexiones
que sufren. Definamos a ;" a los potenciales de los electrones que viajan a la derecha.
Antes de reflejarse tenemos que y; = (. Andlogamente, 1, = g~ . Después de refle-
jarse ahora tomamos en cuenta el coeficiente de transmision y de reflexion, de tal forma
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que

g’ =Tup+(1—T)ug, (3.22)
u~ =Tug+(1=T)pg. (3.23)

La diferencia entre los potenciales que se mueven a la derecha y a la izquierda es igual en
ambos sentidos, es decir,

pp —pgt = g =(1-T) (U — Hg)- (3.24)

La diferencia de voltaje entre los saturadores se relaciona con la diferencia de potenciales
electroquimicos de la siguiente manera

eVs = (1-T) (1, — Ug)- (3.25)
Por lo que la conductancia (con corriente (3.19)), serd

2 2
g-Lt_c T _of (3.26)
V¢. hl1—-T hR
Para este caso la conductancia si tiende a infinito cuando se tiene una transmision perfecta
ya que no se considera el contacto entre saturadores y electrodos. A la expresion (3.26) se
le conoce como la primera férmula de Landauer. Hay que notar que ambas expresiones
((3.20) y (3.26)) son correctas, sin embargo resulta més util usar la primera expresion. En
resumen, el formalismo de Landauer nos permite expresar la conductancia en términos

del coeficiente de transmision que puede ser obtenido de la matriz S a partir de la relacién
(2.40).
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4. Matriz S de un potencial arbitrario

Como se explico en el capitulo pasado, el transporte en niveles cudnticos se puede
describir mediante el formalismo de Landauer, el cual se basa en obtener el coeficiente
de transmision T para asi poder calcular la conductancia. Para una barrera de potencial o
un potencial delta, T tiene soluciones bien conocidas, [14], sin embargo, cuando se tiene
un potencial arbitrario las soluciones se complican. Generalmente, en los casos reporta-
dos en la literatura, se calcula la matriz de transferencia [15, 16], o métodos de elemento
finito [17] para luego obtener la transmitancia a través de un potencial arbitrario. En todas
ellas, el potencial se divide y se aproxima cada seccion por barreras de potencial, obte-
niendo una mayor precision aumentando el nimero de divisiones pero a su vez conduce a
una mucho menor eficiencia en el calculo. Una forma de mejorar la precision y la eficien-
cia es aproximando al potencial mediante una serie infinita. En el método descrito en este
capitulo, se obtiene la matriz S para un potencial V (x) que se divide en varias regiones
dispersoras pequefas y que se expresa como una serie infinita. Las soluciones a la ecua-
cién de Schrodinger para este potencial se van obteniendo iterativamente. Planteando las
condiciones de frontera, se puede calcular computacionalmente la matriz S para un poten-
cial expresado como una serie infinita. Posteriormente, la matriz S de la region dispersora
completa se obtiene haciendo el producto estrella de las N divisiones. Este producto se
prueba formalmente en la primera seccion de este capitulo. Adicionalmente, se muestra
que esta matriz S puede ser usada para encontrar el estructura de bandas de cualquier po-
tencial periddico e infinito, usando el teorema de Bloch. La precision de este método es
probada en el siguiente capitulo.

4.1. Producto estrella de Redheffer

Consideremos a dos potenciales arbitrarios V| (x) y V»2(x) los cuales tienen una region
dispersora para x entre 0 y b;, donde j = 1,2 y representan al potencial 1 y 2 como se
ilustra en la figura 4.1 a) y b). Como se vio en la seccion 2.2, las soluciones generales a
la ecuacion de Schrodinger fuera de la regién dispersora para el potencial V;(x) pueden
escribirse como

ll/(x) _ Ag:;d)eik(X7aj) +A§-7_L)€7ik(X7aj) para X S aj7 (41)
Ag-})e_ik(x_aj_bj) +A5';g)eik(x_aj_bj) para x> aj +bJ

Donde As.ﬂ;) representan a los coeficientes de amplitud de las ondas entrantes (+) y sa-
lientes (—); o = L, R indica el lado izquierdo o derecho del potencial respectivamente y

k _ \/ 2m(E7VO)
- h

mismo valor V en los extremos. De las condiciones de frontera se plantea la matriz N
para cada potencial V;(x) como

. Hay que notar que k es la misma para ambos potenciales ya que tienen el

A\ o (A (s s (4l
SN Rt DR Bl ISR N B K *2)
Aj,R Aj,R S0 Sy Aj.,R
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4.1. PRODUCTO ESTRELLA DE REDHEFFER

Vi (x) V2(x)

/ﬁv\ f\ v

A RVAN v [V ] "
VIRV, v
MA /\VA A
ARVAVEAY AL S
VIRV, v

9)

Figura 4.1: La figura a) muestra una regién dispersora de x = 0 a x = b, mientras que en b) la
region se da de x = 0 a x = b. Ambos potenciales tienen un valor Vj en los saturadores. La figura
¢) muestra la union de ambos potenciales.

Al juntar los dos potenciales, se tienen que hacer dos suposiciones; primero que existe
una region entre los dos potenciales infinitesimalmente pequeiia la cual tiene un potencial
constante Vjy, haciendo las condiciones de frontera iguales para ambos potenciales. De esta
manera, las matriz S del segundo potencial es independiente de los valores de la matriz S
del primer potencial. La segunda condicion es que

AT =agy. 4.3)

En el apéndice se demuestra que al aplicar la condicién (4.3) en las ecuaciones (4.1) se
obtiene que la funcién de onda es

) A(JrL)e"kx +A§1)e_ikx para x <0, 4d)
x — ) . ) . s .
v Ag;)e”k("*bl*bﬁ -|—Ag_R)e’k("’b1’b2) para x> by +bs.
y resuelve la ecuacion de Schrodinger para un potencial V (x) definido como
Vi (x) si x< b
V(x) = ¢ Vi(b1)+V»(0) si x=b 4.5)
Va(x—by) si x> by

como se ilustra en la figura 4.1. También, las ecuaciones (4.4) y (4.3) nos permiten tener
la expresion

AN (AT (s s (AT
SN bl e e |’ (4.6)
A g Ay g S21 S22) \Ayg
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CAPITULO 4. MATRIZ S DE UN POTENCIAL ARBITRARIO

donde S es la matriz S de un sistema con potencial (4.5) y cuyos elementos estan dados
por el producto estrella de Redheffer [3] como

( 1 1 2) o)) ! o(2) (1
Su = S&l) +ng) (I_S§1)5§2)> Sgl)Sgl)’
(1) @) @
S =8 (1-sPs s\2)
sHos@_g_ )" Z)( 211) f§)>1 zf) (4.7)
5212521 <1_522511> 5217

2 2 Do\ L o) o2
|52 = Séz) +S§1) (I_S§2)551)> Sé2)5§2)~

los cuales también se derivan en el apéndice B. Esta relacion nos permite obtener la matriz
de dispersion para dos regiones que estén unidas por el mismo potencial constante en los
saturadores. Este producto se puede extender a N regiones dispersoras, con la condicion
de que todas tengan el mismo potencial constante en los extremos, y se puede obtener la
matriz S total mediante la expresion

ST — §(1) 52 ... 5N 4.8)

Como el cdlculo de cada matriz S se hace independiente de la matriz de los vecinos, se
puede obtener resultados muy precisos para cada rebanada y de la matriz S total, como se
discute en la préxima seccion.

De esta manera, si se hace el producto estrella para N regiones dispersoras de ancho
Ax, entonces se puede obtener la matriz de dispersion total S () para un potencial definido
de 0 <x < b;.

4.2. Matriz S para una pequeiia region dispersora

Consideremos la ecuacion de Schrodinger en una dimension con potencial V (x)

n* 9*
- %—a;g + V(x) Y= El[/ 4.9)
la cual seria equivalente a
9° 2m
a—;g—i—?[E—V(x)]w:O (4.10)

Ahora tomemos un potencial analitico, con una region dispersora entre 0 'y 2A, con A < 1
y que tome un valor constante en todo lo demas, lo definimos de la siguiente manera

(4.11)

2m[E—V(x)]_{v(x) si 0<x<2A
S

Vo en otros casos

Como A < 1 y v(x) una funcién analitica en el rango x € [0,2A], se puede escribir a v(x)
como una serie convergente

v(x) = i v (x—A)* (4.12)
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4.2. MATRIZ S PARA UNA PEQUENA REGION DISPERSORA

Si analizamos el caso particular de un potencial constante, es decir, cuando sélo te-
nemos el término A = 0 en (4.12), las dos soluciones linealmente independientes son
exp[%i,/vo(x — A)]. Por lo anterior, se propone como soluciones linealmente indepen-
dientes en la ecuacion de Schrodinger dentro de la region dispersora a

yo(x) = eV g, (x), (4.13)
y su segunda derivada entonces serd
Wl (x) = VI [y (x) £ 20V (x) + 0L (x)]. (4.14)
Sustituyendo estos valores en la ecuacién de Schrédinger nos deja con la expresion
VO [y (x) £ 20 /Mol (x) + 92 (x)]

> - 4.1
LY v (e APV g (1) =0, (4.15)
A=0

Si se separa el primer término de la sumatoria y eliminando la exponencial, se simplifica
a la expresion

ol () L aph(x)+ ¥ vi(x—A)*¢s(x) =0, (4.16)
A=1

con o = 2i,/vg. Las soluciones de la ecuacion (4.16), cuando tomamos a @g =1y ¢; =0,
se pueden escribir como una serie infinita

x— A (4.17)

4
o))
Il
"
N
NS

Si se substituye la expresion anterior en la ecuacion (4.16) nos conduce a
o (& - +
Y oA +2) A+ D -+ Y agl (A +1)(x - )
A=1 A=2

+ Z Z gt)/(1 )v,y(x—A))LHL + Z v;L(x—A)’1 =0.
A=3A"=1 A=1

(4.18)

Al ser soluciones linealmente independientes, los coeficientes de cada grado del polino-
mio tienen que ser igual a cero. Esta condicion nos permite poner a las ¢, en términos de
v, las expresiones para A = [1,3] son

(+) Vi

ol =2, (4.19)
1
(ps(:t) = %(—azvl + 2061/2 — 6V3), (4-21)
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CAPITULO 4. MATRIZ S DE UN POTENCIAL ARBITRARIO

Para A > 3 ya se tiene que considerar los términos con A y A’ en la ecuacion (4.18) y en
general la relacion de las ¢ en términos de las anteriores es

n—1
() _ . % (&) (+)
o= T ey | R A] o
o bien
©_ 0 @ 1 & ()
P =F P 1) vn—2+lz_"3(pl vn_l_zl. (4.23)

(+)

Las ¢, dependen entonces de las v, , que son los coeficientes de los potenciales en la
serie infinita (4.12).

Con estos resultados, ya se puede escribir la solucion més general de la ecuacion de
Schrodinger en una dimension, como

A(Lﬂe"’“ —|—A(Lf)e_ikx para x<0
Y(x) =4 BLy(x) +B_y_(x) para 0 <x<2A (4.24)

A%) —ik(x— 2A)+A( ) ik(x—2A) para x> 2A

\/2m(E-V, . . . .
Con k = % Al igual que en los casos anteriores se tiene que tener continuidad
de la funcién de onda y(x) y su derivada en los puntos x = 0 y x = 2A. Estas restricciones
resultan en 4 ecuaciones con 6 incognitas.

A(L“+AH = B,y (0) +B_y_(0), (4.25)
k(ALY — Al = By, (0)+ By (0), (4.26)
AL Al ):B+W+(2A)+B v_(24), 4.27)

k(AL — ALY = B,y (24) + By (24). (4.28)

Como queremos tener a A(L*) y AEJ) en términos de A(L+) y Agj) entonces si despejamos

estos ultimos dos de las ecuaciones anteriores tenemos que

—AT By (0)+ By (0) = A}, (429)
ikAS) + By (0)+ By (0) = kAl (4.30)
—A§7)+B+1//+(2A)+B,l//,(2 ) =AL, @.31)
—ikA) + By (20) + By’ (2A) = —ikA", (4.32)
o de forma matricial
-1 0 wfgog w/go; AEL; 1 0
ik 0y, (0 v (0 A k] 0 (+)

0 —1 w28) yea)| | g | T ot T AR @

0 —ik Y, (2A) y' (27) B —ik
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4.3. ESTRUCTURA DE BANDAS EN POTENCIALES PERIODICOS GENERALES

Si ahora multiplicamos por Q !, del lado derecho de la ecuacién también tendremos otro
vector columna de puras constantes, por lo que,

SO\ [Qi ik Q;; - ikQy,

L —_ . —_ — . p—
A;;) _ QZ{ + lezzi AEJF) n Qz{ - lez{ Agr)’ (4.34)
? + Q3 +ikQy; Q33 —ikQyy

Q' +ikQy, Q3 —ikQy

donde Q;jl es el elemento ij de la matriz inversa. Ahora, s6lo nos interesan las dos pri-
meras columnas de la ecuacion (4.34), es decir,

<A%_;> _ Ql_ll + lel_Zl Agj‘) + Q1_31 - lel_41 A§e+) (435)
Ak Q' +ikQy, Qy; —ikQy

De esta manera, la matriz S de un sistema con un potencial arbitrario, aproximandolo
por un polinomio de grado A, va a estar dada por

Qi +ikQy,) Q3 —ikQyy
Q5 +ikQy, Qz_31 — ikQy

S= (4.36)

Donde los coeficientes de la matriz estdn principalmente relacionados con las Yy dadas
en la expresion (4.13). Hay que notar que las soluciones en (4.17) estdn dadas por se-
ries infinitas, pero como A < 1, se pueden tener series finitas y atn asi tener resultados
altamente precisos.

4.3. Estructura de bandas en potenciales periédicos ge-
nerales

La matriz S también nos puede proporcionar informacion util acerca de potenciales
periddicos e infinitos. Aqui, se adapta el modelo del estudio del transporte en un sistema
de varios electrodos con potenciales periddicos [18], a un sistema periddico con dos ter-
minales. Primero consideremos a un potencial arbitrario, como se ha visto en secciones
pasadas, afuera de la region dispersora, las soluciones se expresaran como combinacion
de ondas entrantes AE,H y salientes Ag;) , donde o0 = L, R denota a los coeficientes de las
ondas del lado izquierdo y derecho, respectivamente. Ahora, si extendemos este potencial
periédicamente, como se ilustra en la figura 4.2, se puede aplicar el teorema de Bloch. De
la ecuacion (2.58), lo que se sabe es que las funciones de onda van a estar relacionadas

por una fase A de forma

y(x+a)=Ay(x), 4.37)
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CAPITULO 4. MATRIZ S DE UN POTENCIAL ARBITRARIO

b V(%)

>

X

Figura 4.2: Modelo de un potencial arbitrario periddico e infinito. Se muestra esquematicamente
los coeficientes de amplitud de las ondas incidentes y reflejadas.

donde a es el periodo del sistema, y como las fases de los electrones son las mismas esta
relacion se traslada a los coeficientes de amplitud, es decir, dos subsistemas contiguos del
potencial periédico, cumplirdn que

B = 24" (4.38)

Si ahora aplicamos el método descrito en la seccién 4.1 para unir ambos subsistemas,

(+)

tendremos que Ay ' = B(qu). Sustituyendo esto en la ecuacion (4.38) concluimos que en
un sistema periddico se cumple que

AF) =24, (4.39)
Por otro lado, también sabemos que se debe de cumplir la relacién
(-) (+)
A A
(L,) =5 (L+) , (4.40)
AR AR
y si se substituyen las relaciones (4.39) en esta ecuacion entonces se tendra que
A oA ) 2 <SH 512) A (4.41)
A4 A4l Sa Sn) \ Al

Desarrollando la multiplicacién de matrices resulta en dos ecuaciones

A =81 A0) pas Al (4.42)
AT = 55,40 4 25540 (4.43)
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4.3. ESTRUCTURA DE BANDAS EN POTENCIALES PERIODICOS GENERALES

Si se ponen los términos con A del lado derecho y los demads del lado izquierdo tenemos
que

A —spAlt) = aspAl ) (4.44)
—SA = 24T £ 187,400 (4.45)

lo cual resulta en otra ecuacién matricial
+ +
=su D) (A7) g0 se) (A7) (4.46)
—S1 0] \ A I Sp») \Al)
L . -  \AL

La inversa U~ ! estd definida como

L (Sy S
U1:S—12<f2 0‘2). (4.47)

Ahora, si se multiplica por U~! de ambos lados de la ecuacién (4.46) entonces se tiene
+ +
L S —Si2 =811 1 Ag_) =2 AE_) (4.48)
S 12 1 0 —Sz 1 0 Aé ) A(L )

L(—522511+S12521 Szz) A(L+) - A§+) (4.49)
S12 =S 1 A(Li) A(Li) .

la cual es una ecuacion clasica de eigenvalores. Para encontrar los valores de A, la despe-
jamos del lado izquierdo y nos deja con la expresion

—5225151142-512521 —A S»» A(L+) _
1 ) 0. (4.50)
—S 55— M) \4;

La ecuacion (4.50) se cumple cuando determinante de la matriz sea 0, es decir,

812821 =8118» A S

Si2 Si2 =0. (4.51)

=Su 1
S12 S12 A

Desarrollando este determinante se tiene que

S12821 — S11822 1 S$20811
( - —z> (S_n_z)+ 2y, 452)
12

expandiendo,

Sdar_ SwSu_, 1,

=0 4.53
Sh St S12 7 33

S$12591 — 5115 AYPN)
[ 12821 — 811 22]+7L2+ 22511
S12
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CAPITULO 4. MATRIZ S DE UN POTENCIAL ARBITRARIO

y agrupando términos

S12821 —S822811 + 1 i Sa1

A2 -2
Si2 Si2

0. (4.54)

Notamos que la ecuacion (4.54) tiene la forma al? +bA + ¢ = 0, entonces las soluciones
estaran dadas por

A

B —b++/b%? —4ac

4.
P (4.55a)

con los coeficientes siendo

_ [ 812821 — 822811 + 1 S
a=1, b= . ==,
S12 Si2

(4.55b)

De acuerdo con el teorema de Bloch, las soluciones fisicas de este sistema ocurren cuando
|A| = 1, en los otros casos las soluciones no son fisicas y representan funciones evanescen-
tes. Podemos usar la expresion (4.55a) con los coeficientes (4.55b) para hallar la estructura
de bandas del sistema periddico infinito. Para ello, debemos identificar las energias que
conducen a |A| = 1, las cuales representan a las energias permitidas. Por otro lado, las
energias prohibidas son aquellas que cumplen |A| # 1. En el caso de las energias permi-
tidas, la fase se expresa como A = ¢*@de donde se obtiene la dependencia de k como
funcién de E. En la seccion 5.2 se encuentran los estructuras de bandas para el modelo de
Kronig-Penney al igual que para una sucesioén de potenciales parabdlicos.
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5. Matriz S para barreras de potencias
suavizadas

5.1. Barrera suavizada

Tomemos un potencial de la forma

—y(xF -1 <1
v [ <, .
0 para |x| > 1.

El potencial en (5.1) modela a una barrera de potencial con los bordes superiores suaviza-
dos. La figura 5.1 ilustra el caso con P =2,4,8,16 y 32, siendo ¥ = 50. Notemos que para
casos en los que P > 1 la funcién tiende a una barrera de potencial rectangular. Tener los
bordes suavizados representa mucho més adecuadamente un modelo real como ocurre en
semiconductores heteroestructurados [19,20], ya que en la unién de cada semiconductor
se crea una redistribucion de cargas haciendo que el potencial cambie de manera suave,
por lo que aproximar con potenciales constantes no seria una buena aproximacion [21].

Para poder aplicar el método que se describid en el capitulo anterior, podemos primero
dividir el potencial (5.1) en N partes iguales de forma que cada rebanada tenga un ancho
de 2/N = 2A y para cada parte hacemos su desarrollo en serie de Taylor a orden 7,4, al-
rededor del centro A de cada rebanada. El potencial (5.1) de la i-ésima rebanada entonces
quedaria de la forma

Vilx) = ! —A)", 5.2
(= Y e 52
donde Vi(n) (A) representa la n-ésima derivada del potencial V (x) evaluada en el centro
de cada rebanada, x = —1 + 211; L Asi, se puede aproximar al potencial V(x) de grado

P, con un polinomio de grado n,,, para cada rebanada. Es intuitivo que entre mas se
acerque el grado del polinomio al grado del potencial, mejor sera la aproximacion. Ahora,
la ecuacion (4.36) nos permite calcular la matriz S para una area dispersora de ancho 2A.
La matriz S para el sistema con potencial (5.1) es el producto estrella de Redheffer (4.7)
de las N rebanadas.

La figura 5.2 muestra el coeficiente de transmision para potenciales de grado P = 2
(linea roja), 4 (linea azul), 8 (linea verde), 16 (linea vino), 32 (linea naranja). Todos los
célculos se hicieron con cuddruple precision, tomando y = 50. Las series en (4.23) se
truncaron en A, = 40 y se hicieron N = 10° divisiones. Estas soluciones se consideran
exactas, teniendo la precisiéon numérica que permite la maquina. Hay que notar que los
picos de maxima transmitancia, cuando se tiene E > 7, se reducen ampliamente para
una P pequefia. También es importante mencionar que cuando P aumenta, los picos de
alta transmitancia se desplazan asint6ticamente hacia los que hallamos en una barrera
de potencial rectangular. Con el fin de probar la eficiencia y exactitud de este método,
se obtuvieron resultados para los casos con P = 2,4 y 8, donde el potencial en cada
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CAPITULO 5. MATRIZ S PARA BARRERAS DE POTENCIAS SUAVIZADAS

Figura 5.1: Potencial (5.1) como funcién de la posicién. Se muestran los casos con P = 2 (linea
roja), P =4 (linea azul), P = 8 (linea verde), P = 16 (linea vino), P = 32 (linea naranja) y ¥ = 50.

rebanada es aproximado por un polinomio de grado n,, = 0,2,4,6 y 8, considerando
N = 100,1000 y 10000 divisiones para la region dispersora del potencial. Para ello, se
hizo un cdlculo de el error relativo, dado por

’T_ Texacta‘ (53)

b

Error relativo =

Texacta

Estos resultados se ilustran en la figura 5.3 para las distintas posibilidades de P, N y nygx.
Noétese que si se incrementa N 0 1,4, S€ obtienen resultados mas precisos. En contraste,
aumentar P disminuye la precision del resultado, sin embargo, su efecto es menos noto-
rio. Por otro lado, observe que a mayor energia, la envolvente superior del error relativo
decrece, demostrando la validez de este método incluso a energias altas. Asimismo, se
puede observar que un aumento en el nimero de divisiones produce mejoras mas impor-
tantes en la precision si n,,,, €s mayor. Como tendencia general, se observa que aumentar
en un factor de 10 el valor de N, reduce el error relativo por n,,,, + 2 6rdenes de mag-
nitud. También es importante mencionar que cuando n,,,, = P, se tiene un error relativo
cercano al error de la mdquina (~ 10*30), para todos los valores de N considerados, i.e.,
se encuentran mas abajo de la escala mostrada en la figura 5.3. Aumentar el valor de 7,,,4
es computacionalmente menos caro que aumentar el valor de N. Esto puede apreciarse en
la figura 5.4 donde se muestra el tiempo de computo requerido para obtener el coeficien-
te de transmision para una energia dada para P = 8 y distintos valores de N y ny,,y, los
cuales se grafican como funcidn del error relativo méximo. Nétese que incrementar 7,4,
implica una importante mejora en la precision, sin que esto requiera de un mayor tiempo
de coémputo. Por ejemplo, para el caso con N = 25600 divisiones, el tiempo de cémputo
es similar, sin embargo el caso con n,,,, = 0 produce errores relativos del orden de 1077
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5.1. BARRERA SUAVIZADA

1.2
1.0
0.8
- 0.6
0.4
0.2

0.0

50 75 100 125 150
2
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Figura 5.2: Funcién de transmision contra la energia para potenciales de grado P = 2 (linea roja),
P =4 (linea azul), P = 8 (linea verde), P = 16 (linea vino), P = 32 (linea naranja) mientras que la
barrera de potencial es representada por el drea amarilla.

mientras que con 71, = 4 es menor a 10724, Lo anterior brinda una importante ventaja
del método descrito en la seccidn anterior cuando los potenciales de cada rebanada son
aproximados por polinomios, en lugar de constantes, como cominmente se hace en otros

métodos [2, 17].
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CAPITULO 5. MATRIZ S PARA BARRERAS DE POTENCIAS SUAVIZADAS
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Figura 5.3: Error relativo en funcién de la energia para a) P = 2, nq = 0 (linea roja), nyq, = 2
(linea azul) y N = 100 divisiones. b) P = 2, nyq = 0 (linea roja), n,,c = 2 (linea azul) y N = 1000.
¢) P =2, g = 0 (linea roja), nyqy = 2 (linea azul) y N = 10000. d) P = 4, nyq, = 0 (linea roja),
Nmax = 2 (linea azul), nygy = 4 (linea magenta), 7, = 6 (linea verde oliva) y N = 100. ¢) P =4,
Nmax = 0 (Iinea roja), 1,4 = 2 (linea azul), n,,,, = 4 (linea magenta), n,,,, = 6 (linea verde oliva) y
N =1000. f) P =4, nyq = 0 (linea roja), nq = 2 (linea azul), n,,,, = 4 (linea magenta), n,,,c = 6
(linea verde oliva) y N = 10000. g) P = 8, nyq = 0 (linea roja), nyuq, = 2 (linea azul), ny,c = 4
(linea magenta), 1,4, = 6 (linea verde oliva), n,,,, = 8 (linea verde) y N = 100. h) P = 8, iy =0
(linea roja), nyay = 2 (linea azul), ny,,, = 4 (linea magenta), n,,,, = 6 (linea verde oliva), nqx = 8
(linea verde) y N = 1000. i) P = 8, nyuqe = 0 (linea roja), n,qc = 2 (linea azul), n,,,, = 4 (linea
magenta), 1, = 6 (linea verde oliva), n,,, = 8 (linea verde) y N = 10000.
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5.1. BARRERA SUAVIZADA
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Figura 5.4: Tiempo de computo como funcién del error relativo con escala logaritmica. Cada recta
de color representa a una n,,,, fija, mientras que cada simbolo es una N diferente.
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CAPITULO 5. MATRIZ S PARA BARRERAS DE POTENCIAS SUAVIZADAS

5.2. Estructura de bandas a partir de la matriz S

El método que se describid en la seccion 4.3 nos sirve para obtener el estructura de
bandas de un potencial periddico infinito. Empecemos con un caso simple: el potencial
de Kronig-Penney que se estudié en la seccién 2.6. En este, se obtuvo una estructura de
bandas para un potencial con r =b/a = 0.15 y A = 10 (figura 2.6). Usando el método de
la seccién 4.3, hay que obtener la matriz S de una rebanada del potencial que contiene
un periodo para después calcular A mediante la ecuacion (4.54) considerando diferentes
energias. Para que los coeficientes coincidan con el ejemplo usado previamente, primero
consideramos una barrera de potencial de altura Vy =25 de x = 0 a x = 0.3, luego tomamos
aVp=0dex=0.3ax=2.3y asilas constantes r y A coinciden con las del ejemplo visto
en la figura 2.6. La matriz S del periodo es el producto estrella entre las matrices S de estos
dos segmentos (de x =0ax=0.3 ydex=0.3 ax=2.3). Al resolver la ecuacion (4.54),
obtenemos valores de A para las diferentes energias usadas. Aquellas donde |A| = 1,
corresponden a energias permitidas. En casos con energias permitidas, podemos escribir
A = ek(@+b) de donde se obtiene la estructura de bandas mostrada en la figura 5.5, la cual
coincide con aquella mostrada en la figura 2.7.

Puesto que tenemos la libertad de hallar a la matriz de dispersién para potenciales
arbitrarios, podemos calcular facilmente la estructura de bandas de potenciales periodi-
cos infinitos més realistas. Por ejemplo, un potencial como el de la figura 2.4, puede ser
modelado por una secuencia periddica de barreras parabdlicas, como las mostradas en la
figura 5.6. Este potencial cumple con la condicién de que V(x) =V (x+a) cona=2y

V(x) = —40(x* — 1) para |x| < 1. (5.4)

La estructura de bandas asociada a este potencial se muestra en la figura 5.7. No6tese
que al igual que en el caso del potencial de Kronig-Penney, tenemos la formacion de ban-
das de energias permitidas y prohibidas. Se puede observar que las bandas con energias
menores a la altura de la barrera son més planas que aquellas por encima de esta, lo cual
implica una velocidad de grupo menor producida por efectos de tunelaje. Por otro lado,
podemos notar que el tamafio de las brechas energéticas disminuyen a medida que au-
mentamos la energia. Cabe mencionar que el tiempo de computo requerido para calcular
la estructura de bandas es despreciable en comparacion con el de obtener la matriz S de
un periodo del potencial, debido a la expresion analitica que nos permite hallar A usando
los elementos de la matriz S.
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5.2. ESTRUCTURA DE BANDAS A PARTIR DE LA MATRIZ S
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Figura 5.5: Estructura de bandas calculado a partir de la ecuacién (4.54) para un potencial de
Kronig-Penney cona=0.3,b =2y V) =25.
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Figura 5.6: Esquema de una sucesion infinita de parabolas.
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CAPITULO 5. MATRIZ S PARA BARRERAS DE POTENCIAS SUAVIZADAS
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Figura 5.7: Estructura de bandas para un potencial periddico infinito conformado por parabolas
como se muestra en la figura 2.4.
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6. Conclusiones

En esta tesis se presenté un método eficiente, preciso y novedoso en el que se obtiene
la matriz S para la ecuacién de Schrodinger unidimensional con una regién dispersora
arbitraria y con saturadores constantes. Esto nos sirvié para calcular la transmitancia ante
barreras de potencial con bordes suavizados al igual que para obtener la estructura de
bandas para diferentes potenciales periddicos e infinitos.

El método para hallar la matriz de dispersion consiste en dos etapas:

1. Sedivide la region dispersora del potencial en pequefias rebanadas y se determina la
matriz S individual de cada una de ellas usando el método descrito en la seccion 4.2.
Para ello, se aproxima el potencial de cada rebanada por una expresion polinomial.

2. Se unen los efectos de las matrices S de cada rebanada, para obtener la matriz S del
sistema completo aplicando iterativamente el método de la seccion 4.1, basado en
el producto estrella de Redheffer.

Entre las caracteristicas que presenta este método, podemos mencionar:
e Permite abordar potenciales analiticos generales.

e Incrementar el nimero de rebanadas (N), aumenta la precision del resultado. Sin
embargo, esto reduce la eficiencia del célculo.

e Incrementar el grado del polinomio con el que se aproxima el potencial de cada
rebanada, aumenta la precision del resultado. Esto se logra sin afectar de manera
significativa al tiempo de computo. Con esto se pueden alcanzar exactitudes mas
alla de la vigésima cifra significativa.

e La precision del resultado aumenta conforme crece la energia, lo que demuestra la
validez de este método incluso a altas energias.

Esta matriz de dispersion puede ser usada para hallar el coeficiente de transmision de
potenciales arbitrarios, el cual esta dado como T = |S; |2. Asimismo, la ecuacidn analitica
(4.55), permite hallar la estructura de bandas de un potencial periédico arbitrario usando
los elementos de la matriz S de su celda unitaria, como se hizo al modelar un potencial
de Kronig-Penney y otro formado por la repeticion periddica de barreras parabdlicas. En
un futuro, el trabajo se puede extender a un estudio de mas dimensiones para asi abordar
casos mds reales.
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Apéndice A. Solucion para la union de dos po-
tenciales

En este apéndice, se prueba formalmente la expresion de la funcion de onda (4.1) que
proviene de aplicar la condicion (4.3) en (4.2). Empezamos con la ecuacién de Schrodin-
ger en una dimension para dos potenciales V;(x) y V5 (x)

d*vyi(x) 2mlE—Vi(x
wlo) , 20lE =)

vi(x). (A.1)
Para € < 1, la segunda derivada se puede aproximar como

d?y;(x) L Yilere) tyi(x—e) —Z‘I/j(x)'

A2
4 (&) (A.2)
Sustituyéndola en la ecuacion (A.1) resulta
2mE —V;i(x

Ahora, definamos a la variable discreta x,, = n€, con n € Z, el nimero de divisiones.
De esta manera se puede obtener la funcién de onda yj(x,,) en términos de y;(x,) y
V;(x,—1). Usando las soluciones en (A.3) con la ecuacién (4.1) nos dan las ecuaciones

2m\E —V;(x,
Yint1+ V¥jn—1+ ( [ 2 ()] e —2> Va0, (A4)

—i — i 2m[E —V’O] —
yia+ (Al e ke p Al o) 4 (Tfez —2) @ +ay~0,  (As)

. oy 2mE —V;y. _
ViN+1 + (A;:;)eilkg —|—A§-7R)€lk8 + (%82 _ 2) (Aﬁ‘;) +A§'7R)) ~0, (A.6)

paran=1,....,N;j—1,con N; = [b;/e], Wj, = W;j(xn) ¥ Vjn = Vj(x,). De la ecuacion
se obtiene que Y1 N, = Y20 = Yy,. También definimos y, = vy, paran <Ny y Y, =
Y2 N, para n > Nj. Asi, sumando las ecuaciones (A.5) para j =2y (A.6) para j =1y
aproximando la exponencial como e/** ~ 1 + ike — %kzez se obtiene que

2m|E —V;
YN -1+ YN 41+ (%82 - 2) Y, ~ 0, (A7)

con Vi, = Vi n, + V20, por lo que las ecuaciones (A.4) a (A.7) se pueden reescribir como

2m|E -V,
Yntl + Yp—1+ (%82 — 2) v, ~ 0, (A.8)
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. Y 2m|\E —V, -
et s alen  (BEE2) uld vl v o

- ) 2m|E -V,
II/N1+N2l_l_(Aé—;Q)e_lke—{_Ag’R)elkS)“_( m| N1+N2]82_2) (Ag;e) +Ag13) ~ 0,

72 ,

(A.10)
paran=1,2,...,Ni+N, —1,donde V,, =V (x,) se define en la ecuacién (4.5). Finalmente,
tomando € — 0, todas las aproximaciones se vuelven exactas, demostrando que (4.1) es
solucion de la ecuacion de Schrodinger con potencial (4.5).
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Apéndice B. Producto estrella de Redheffer

Consideremos a dos sistemas con su matriz S correspondiente S (1) yS (), tal que

_ 1 1 - 2 2
()( ) () y ()( ) () o
— 1 1 — 2 2 ’ )
AR sy sy ) \alk Asg) A\ s ) \ask

Estas dos matrices dan lugar a 4 ecuaciones

AV = SiAT +siATy (B.2)
AR =S40 +5pAL, B3)
Ay = SIALY +SAY. (B.4)
AR =S5 AsY + S ALY (B.5)
Usando la condicion
Arg =Ay) (B.6)
en las ecuaciones (B.2)-(B.5) resulta en
A =SiAYY s (B.7)
AYR =Sy AV +53As (B.5)
A5l = SIVAT R +S1AL. (B.9)
A5 =sAl ] wsH)aly. (B.10)

Abhora, si se sustituye (B.3) en (B.9) tenemos que

- 2 1), (+ 1) (- 2) 4 (+
Ay =iy (Al +siag,)) + s, (B.11)
y despejando
N (M) L, (= 2) (1) 4 (+ 2) . (+
(1-siVs%) 4y, =siVshaly) +s2agy. (B.12)
(-)

y poniéndolo en términos de Ayl
- 2) (1)) 1 o(2) (1) 4 (+ 2) () L @), (+
A= (o) S s (1 s0s) sl e
Sustituyendo (B.13) en (B.7) se obtiene que
- 1 1 2) oM\ L o2) o1 2) oM\ L2
A = s s (1 sisi) ssiac+ (1-ss) sy,

(B.14)
(0]

= 1 1 2) () o) (1 1 2) (M2
A = (st (1-ss8) sl + s (1-s0sy) sl
(B.15)
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Ahora, la matriz S total del sistema es

Al S S (AL
= ik (B.16)
Ay R Sa1 S22/ \Ayg

la cual da lugar a las ecuaciones

AT =suAl) +snAly (B.17)
A5 7 = SuAl) +50ASY. (B.18)

De la expresion (B.15) y (B.17) se sigue que

-1
sn=siy 48 (1-s7sl)) sty (B.19)
Y -1
Si=sy (1-s{7s%) 3. (B.20)
Por otro lado, de sustituir (B.9) en (B.8) se tiene que
- 1), (+ 1 2) (— 2) 4 (+
AfQ = sia) s (siPafd + salR). (B.21)
° (o2 (=) (1) 4 () o(1) o2) 4 (+)
- +
(1 =581 )AI,R =8/ AL +55 81745k, (B.22)
por lo que
- D@\ Lol (+ Do\ ! (1) o2) 4 (+
A= (1SS s (- ss) sl @y

También, si ponemos a (B.23) en (B.10) da como resultado

- 2 Do) ! o Do) ! o(1) o2 2
A =55 [(1 —sisiy) silat) 4 (1-sys ) Séz)Sﬁz)AéfR)} + S5 AT,

(B.24)
y agrupando términos

- 2 D@\ L] (+ 2 D@\ e a@ |, @] ,(+
AGE = |58 (1-sWs) s 4l + [ (1-sWs) s+ AL

(B.25)
De (B.25) y (B.18) ahora se tiene que
1
Sio=55 (1-sy/si7) sl (B.26)
Y -1
S =S5 (1-8)s7)  s/s +55. (B.27)

Las ecuaciones (B.19),(B.20),(B.26) y (B.27) conforman las ecuaciones del producto es-
trella de Redheffer.
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Apéndice C. Articulo publicado

A continuacion se presenta el manuscrito del articulo titulado ”Scattering Matrix of
the One-Dimensional Schrodinger Equation with Arbitrary Potential”, el cual se publicé
en la revista Journal of the Physical Society of Japan, el 20 de octubre del 2017.
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This article presents a new highly accurate and efficient method to determine the scattering matrix (SM) of one-
dimensional Schrodinger equations with arbitrary potentials. The method allows iterative computation of one SM in
terms of the SM of its subsystems, where the SM obtained at each iteration-step do not depend on the properties of their
neighbors. This fact makes the SM unitary, avoiding computational instabilities during calculations, and allows high
accuracy calculations of SM when potential is given as a series. Finally, the accuracy of the method is tested by using
polynomial approximations in a sinusoidal potential and a potential barrier with smooth edges.

1. Introduction

The problem of scattering in quantum mechanics is
relevant to determine transport properties of different
materials. Theoretically, it can be studied by means of the
Landauer formula,!?

62

G=_T. (1)
where G is the conductance at zero-temperature and 7 is the
transmission coefficient in one-dimensional systems. For the
one-dimensional Schrodinger equation (1D-SE), this problem
can be modeled by two semi-infinite constant potential leads
connected by a scattering region of potential V;(x), as
schematically illustrated in Fig. 1(a) for a system with a
scattering region that extends from x = a; to x = a; + b;.
Unbound solutions of 1D-SE can be represented by ingoing
and outgoing waves of the scattering region. The scattering
matrix (SM) relates the amplitudes of the scattered waves
in terms of those of the incoming ones, containing all
information of effects caused by the scattering region.

There are well known analytical expressions of the SM
for constant and delta-function potentials in the scattering
regions.® For arbitrary potentials, fast techniques based on
transfer matrix calculations have been developed.*® They
divide the scattering region in small potential-slices that are
approximated by constant potentials, giving a better approx-
imation when the number of divisions is large. Calculations
are then reduced to matrix multiplications, which sometimes
lead to numerical instabilities.” To avoid instabilities,
methods that calculate the SM have been proposed.>~'"
Ordinarily, calculation of each SM of a potential-slice
depends on the potential of neighbor slices, which could
reduce computational efficiency.'? Actually, neighbor-inde-
pendent scattering-matrix methods have been developed
for electromagnetic waves'? and arbitrary tight-binding
Hamiltonians.!»

In this article, we introduce a new method to calculate the
SM in ID-SE iteratively from the SM of its components,
where each SM is calculated independently of neighbor
slices, as described in Sect. 2. This fact allows highly
accurate calculation of the SM for each slice, because their
potential can be approximated by polynomials instead of
constants, as done in Sect. 3. Finally, in Sect. 4 an accuracy

114002-1

Fig. 1.

(Color online) Schematic representation of (a) a potential V;(x)
with scattering region between x =a; and x = a; + b;; (b) a potential
V> (x) with scattering region between x = a, and x = a, + b,; (c) a potential
V(x) with scattering region between x = a and x = a + b; + b, obtained by
using the method described in Sect. 2 with A%, = AS7). Notice that all cases
have semi-infinite leads with constant potential V.

analysis is performed by using a sinusoidal potential and
potential barriers with smooth edges.

2. The Method

Let us consider two arbitrary potentials, V;(x) and V;(x),
with scattering regions from x = a; to x = a; + b; for V;(x),
being j = 1,2, as illustrated in Figs. 1(a) and 1(b), where
both systems have leads with constant potential Vi < E,
being E the energy. General solutions in leads for the 1D-SE
with potential V;(x) can be written as

AP M) 4 AT em 0w if x < g

Vit =0 iab (=) ik(—ai—by) ’
A emk=armb) 4 gD if x> q; 4+ by

@)
where k> = 2m(E — Vy)/H?, AJ(.;) and A;;) are respectively
the amplitude coefficients of the incoming and scattered
waves, while ¢ = L,R stands for left and right. Such
incoming and scattered coefficients are related by the SM
as

(=) (+) @) @) (+)
Aie) _ ) A ) _ (s S\ [ A 3
=) (+) () () )
AjR AjR Syt Sy AjR

©2017 The Physical Society of Japan
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where SV is the SM of a system with potential V;(x). Notice
that Eq. (2) indicates that determination of SY does not
depend on a;. Hence, without loss of generality, we will take
a; = a; = 0 in following calculations.

We can join both potentials by inserting a zero-length free
space gap (with potential V() separating the scattering
regions of both potentials, which is achieved by setting,'?

A =A%), @

As shown in the Appendix, Egs. (2) and (4) imply that

" A e™ + A7) if x<0
l// 'x = . . 9
ASemkambimba) 4 ATDeK=bi=b) if x > by + by
(%)
solve the 1D-SE for a potential V(x) defined as
Vix) if x < by
V(x) = { Vi(by) + V2(0) if x = by, (6)
VZ(x_bl) ifx>b1

as illustrated in Fig. 1(c). On the other hand, Egs. (3) and (4)
allow us to write

A(l_L) _s A(1+L) (S S A(1+L) 7
Yy AR Sa Sn )\ AR ’
where S is the SM for the system with potential (6), and

whose elements are given by means of the Redheffer star
product as'>!4

St =81y + S0 = $1783,) 78178y

Si2 = S1(1 = 51785)7'8}3)

S2r = 50 - ) st

S22 = 857 + 8571 = S5,/S17) 153873
This method allows us to calculate iteratively the SM of a
general potential by using the SM of subsystems with smaller
scattering regions. Since leads in each subsystem are given
by the constant potential Vj, SM calculation of subsystems
does not depend on the behavior of other subsystems. This

permits a highly accurate determination of the scattering
matrix of each subsystem as discussed in the next section.

8)

3. Scattering Matrix of Systems with Small Scattering
Regions

Let us consider the 1D-SE with potential V(x) given as
2m[E — V(x)] v(x) if0<x<2A
R

being A <« 1, and v(x) an analytical function in the range
x € [0,2A], so we can express v(x) as the convergent series

)

Vo  other cases

v(x) = Z v(x = A (10)
7=0

In the case of vy =0 for all 1 > 1, we have a rectangular
potential barrier (or well), and its two linear independent
solutions in the range x € [0,2A] become exp[+i,/vo(x —
A)]. These solutions are also expected in the limit case
E >V, where v; < vy. Hence, we propose the two linear
solutions of the 1D-SE within the scattering region as

e (x) = TV (), (11)

114002-2

and
wo(x) = eV R g (x), (12)

which lead us to
PL) £ ag, () + Y vix— AYp.(x) =0,  (13)
A=1

being a = 2i,/vo. Solutions of Eq. (13) with unit ¢, (x)
when v, = 0 for all 1 > 1 can be written as

900 =1+ ¢F - Ay, (14
=3
where
@ __ U
¢ = 31’ (1
(*) 1
@y = E(i(lvl - 21)2), (16)
1
(péi) =5 (—a’v; + 2av; — 6v3), a7

while ¢, 95, pF) ... can be recursively obtained from

a 1 n-3
fli) =F ;(/’5:_:)1 - m |:Un—2 + ;(P(f)vn—,l—z}, (18)

with n = 6,7,8,.... Hence the most general solution of the
SE for E > V,, becomes

AP + AT e if x<0
W) = By (x) + By (x) if 0<x <2A.

A;F)g—ik(x—ZA) + A%—)eik(x—ZA) if x>2A

(19)
In consequence, by demanding continuity of w(x) and its
derivative at x = 0 and x = 2A, we can obtain the SM of this
system. Finally, since A < 1, we can use truncated series in
Egs. (10) and (14), and still obtain highly accurate solutions.
Note that this solution is exact for cases with constant
potentials. On the other hand, SM of a delta-function
potential should instead be obtained from its well-known
exact expression.” Moreover, exponential factors in
Egs. (11) and (12) ensures good approximations even for
E >V, where high-frequency oscillations of the wave-
function are expected. It is worth to mention that results of
this section only require that E > V,, and are valid
independently of the sign of E — V(x).

4. Accuracy Analysis

To evaluate accuracy of this method, let us first consider a
potential
sinzx) if0<x<1
Voo = { y sin(27x) 7

0 if other cases

(20)

whose scattering region extends from x = 0 to x = 1. Let us
divide such scattering region in N slices of equal width. We
calculate the scattering matrix of each slice by approximating
their potential by polynomials of degree M obtained from the
Taylor series around the middle of each slice, as schemati-
cally shown in Fig. 2 for N = 10 and M = 0 (blue solid line),
M =1 (red dashed line), or M = 2 (green dotted line). All
calculations are performed using quadruple precision, which
sets 31 significant figures as machine precision.

0
©2017 The Physical Society of Japan
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Fig. 2. (Color online) Schematic representation of the scattering region of
potential (20) (yellow area) divided in N = 10 potential-slices, where each
potential-slice is approximated by polynomials of degree M = 0 (blue solid
line), M = 1 (red dashed line), and M = 2 (green dotted line).
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Fig. 3. (Color online) Transmission coefficient (7') of potential (20) with
7 = 100R%/2m as function of energy (E) when the scattering region is
divided in N = 10 slices, and each slice is approximated by polynomials
of degree M =0 to 4 (blue solid lines), as indicated in the legend, in
comparison to the exact one (red dotted line).

Figure 3 shows the transmission coefficient,
T=Sul* = 1Snl%, @21)

of potential (20) for y = 100h2/2m, N=10and M =0, 1, 2,
3, and 4 (blue solid lines). In these calculations, series (14)
are truncated to Apn.x = 10. Results are compared to the one
obtained with N = 10°, M = 30, and Ay, = 30, which is
presumed to be the exact solution within machine precision
(red dotted line). Notice that cases with M > 2 are
indistinguishable from the exact solution even when the
number of slices is small, in contrast to those where slice-
potentials are approximated by constants (M = 0) or lines
(M = 1). However, all of them become good approximations
for large energies and reproduce qualitatively well the
tunneling behavior observed for E < y.

A Dbetter comparison between approximations can be
visualized by means of the relative error, defined by

|T - TExactl

Relative Error = (22)

Exact
Figure 4 illustrates the relative error in transmittance
calculations of potential (20) as a function of energy (E)
for (gl)1 N=10, (b) N=100, (¢) N=1000, and (d)
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Fig. 4. (Color online) Relative error in transmission coefficient cal-
culations of potential (20) as a function of energy (E) for (a) N =10,
(b) N =100, (c) N = 1000, and (d) N = 10000 divisions of the scattering
region, where each potential-slice is approximated by polynomials of degree
M = 0 to 4, as indicated in the legend.

N = 10000 divisions of the scattering region, where each
potential-slice is approximated by polynomials of degree
M =0 to 4, and the same parameters of Fig. 3 are used.
Notice that the relative error is decreased by increasing N or
M. For energies in the tunneling region, where E < y, the
superior envelope of the relative error behaves almost
constant, in contrast to cases with £ > y where such envelope
decreases when E is increased. Minor improvements in
calculations are found between M =0 and 1 or between
M = 2 and 3. On the other hand, calculations are significantly
improved, by several orders of magnitude, between M = 0, 2,
and 4, being such difference more remarkable when N is
increased. For example, accuracy given by constant potential
approximations (M = 0) with N = 10000 are comparable to
those obtained by parabolic ones (M = 2) with N = 100. It is
worth to mention that increasing M is highly efficient in terms
of computational time, in comparison to increase N, i.e., the
method in Sect. 3 allows us to improve accuracy, without
losing efficiency. Finally, the tendency to reduce the relative
error by increasing N illustrates the numerical stability of the
method.

Now, let us consider a potential barrier with smooth edges
given as

—paf-1) if-1<x<1

Vix) = { (23)
0

other cases

This potential approximates a rectangular potential barrier of
height p for P> 1. Figure 5 shows the transmittance as
function of energy using potential (23) with g = 50%4°/2m
and P = 2 (red squares), P = 4 (blue circles), P = 8 (dark
yellow triangles), P = 16 (wine diamonds), and P = 32
(orange stars). These calculations were performed using
N = 10° divisions of the potential barrier, M = P and
Amax = 40, which lead us to exact results within machine
precision. The transmittance for the case of a rectangular
barrier of height f# is given by the yellow area. Notice that
each peak of maximum transmission is displaced to the left
when P is increased, and for large P, its position approaches
that of a rectangular potential barrier. Moreover, the
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Fig. 5. (Color online) Transmission coefficient (7') of potential (23) with
p= 50h2/2m as function of energy (E) for P =2, 4, 8, 16, and 32, as
indicated in the legend. Yellow area represents the transmission coefficient of
a rectangular potential barrier of height f.

oscillation amplitude of the transmittance spectrum is
reduced for small P. For E < 3, evanescent wavefunctions
reduce significantly the transmittance, being this effect more
remarkable when P is greater. As expected, a bigger P
produces a transmittance spectra more similar to that of a
rectangular potential barrier.

For the cases of (a) P =2, (b) P =4, and (c) P = 8, Fig. 6
shows the relative error when the scattering region of
potential (23) is divided in N = 1000 slices, and the potential
in each slice is approximated by polynomials of degree
M =0, 2,4, 6, and 8 obtained from the Taylor series around
the middle of each slice. In these cases, calculations were
done by truncating series (14) to Amax = 20. Notice that for
M < P, the behavior of the relative error has a strong
dependence on M, while the transmittance is almost exact
(within machine precision) for M = P. On the other hand, for
fixed M, we can observe a slight increase in the error when P
is increased. In general, the order of magnitude of the relative
error using potential (23) assimilates to those obtained for the
sinusoidal potential for the same N and M.

5. Conclusions

A novel, efficient and accurate method to determine
iteratively the scattering matrix of the one-dimensional
Schrodinger equation with arbitrary potential has been
presented. This method divides the scattering region in small
slices, whose potential can be approximated by polynomials.
A series solution to the scattering matrix of each potential-
slice is given. Since the scattering matrix obtained in each
iteration-step is unitary, the method is numerically stable. To
evaluate accuracy, cases with a sinusoidal potential and
potential barriers with smooth edges were discussed. They
show an important improvement in calculation accuracy in
comparison to previous techniques that approximate slice-
potentials as constants, reaching rapidly the exact solution
within machine precision. This method can be immediately
extended to cases with piecewise constant variations in their
effective mass, such as semiconductor heterostructures,!>-1)
by substituting the mass in Eq. (9) by the effective mass of
the slice. Moreover, the obtained scattering matrix may be
employed to determine band structure of general infinite
periodical potentials (where the Kronig-Penney potential is
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Fig. 6. (Color online) Relative error in transmission coefficient calcu-
lations as function of energy of the scattering region of potential (23), with
(@) P=2,(b) P=4, and (c) P = 8, is divided in N = 1000 slices. Cases
where the potential of each slice is approximated by polynomials of degree
M =0,2,4, 6, and 8 are presented, as indicated in the legend.

an example) and to model scattering through a system
connected to general semi-infinite (non-constant) periodic
leads, by following the method in Ref. 17. SM obtained
in this paper could also be used to determine bound-states
of general analytic potentials, which is currently under

development.
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Appendix

In this appendix, it is proved that condition (4) applied
to solution (3) lead us to the solution (5) of 1D-SE with
potential (6). We start from the 1D-SE,

dy;(x) | 2mlE = V()]
dx? h?
For € < 1, the second derivative can be approximated by

wi(x) = 0. (A-1)

dzylj(x) Lyl —o) +yilx+e) - 2y;(x)

~ A2
dx? £2 (A2)
whose substitution in Eq. (A-1) allow us to write
2m[E — Vi(x)]
yix+e) +yix—e)+ {T-’ﬂ + 2}1//]()6)
~ 0. (A-3)

Let us define a discrete variable x,, = ne, where n € Z. Then
Eq. (A-3) permit us to compute y;(x,42) and yfj(x,,z_l) if
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w;j(x,) and w;j(x,41) are given. By using solution (2) and
Eq. (A-3) we obtain

2m(E = Vi)
Wintl + Win-1 + [T’ e+ 2}//,71 ~0, (A4)

Wi + (Aj(l)e—iks +A;l)eiks)

2m(E = V}0) -
+ [7’12 P+ 2} @AY +AD) ~ 0,

(A-5)
and
Win-1 + AR e ™ + A7)
2m(E - Vin,) _

+ [—hz P2 42| AR +A) ~ 0, (A6)
forn=1,...,N;— 1, being N; = [b;/€], wj, = yj(x,), and
Vj,n = Vj(xn)-

Equation (4) implies that vy, = w20 = yu,. Let us also
define v, = w1, for n < Ny, and vy, =y N, for n > Nj.
Then by adding Eq. (A-6) for j = 1 and Eq. (A'5) for j =2,
and using approximation e** ~ 1 + ike — Jk*¢* we obtain

2m(E - Vi)
WNi—1 W41+ [TN[ e+ 2i|l//1vl ~0, (A7)

with Vy, = Vi n, + V2. Therefore, Eqs. (A-4) to (A-7) are
rewritten as

and
wnen, — L+ (ASRe™™ + AT e)
2m(E -V,
# [ELD0D 2 )+ agh o
forn=1,2,...,N;y + N, — 1, where V,, = V(x,) is defined

in Eq. (6). Finally, by taking ¢ — 0, all previous approx-
imations become exact, demonstrating solution (5).

(A-10)
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