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Introducciéon

Como motivacién e introduccion a la equidistribucién recordamos un ejemplo clasico ademés de
histérico. Sea & € R un nimero irracional y consideremos la sucesién {x,}2; dada por

rn, = n& mod 1.

La sucesion {z,}5° , estd equidistribuida (o uniformemente densa) en el intervalo (0, 1) con respecto
a la medida de Lebesgue . Esto significa que si como ejemplo tomamos el subconjunto /5 := (0, %),
entonces para m € N suficientemente grande aproximadamente la mitad de los términos de la sucesion
{xn}7, cae en el intervalo I5. Si ahora I3 := (3,3) aproximadamente una tercera parte de la sucesién
{z,}"_, cae dentro del intervalo I3. Mds formalmente, sea I el intervalo (a,b) C (0,1), y si

mr = #{a, €I;1<n<m},
entonces:

lim — =u(l) =b—a. (1)

Entre los anos 1909 — 1919, Bohl, Sierpinski y Weyl (independientemente) probaron la férmula ,
ver [30]. Pero Weyl en 1916 da origen a la teoria de equidistribucién, la cual aparece en muchas areas
de matematicas, incluyendo teoria de nimeros, combinatoria, probabilidad, andlisis armoénico, teoria
ergddica y caos (quantum chaos).

Daremos un breve resumen de algunos resultados en equidistribucién con el fin de motivar nuestro
trabajo. Sea () el polinomio homogéneo de grado 2 en 3 variables dado por

Q(a,b,c) = a* +b*+c*, a,b,ceN.

Si d € Z, es interesante estudiar las representaciones de los enteros positivos |d| por @, esto es, estudiar
los subconjuntos

Vouu(Z) = {(a,b,c) € Z%; Q(a,b,c) = |d| }
al proyectarlos a la variedad
Voi(R) = {(a,b,c) €R*; Q(a,b,c) =1} =§?

como sigue

Ja = |d|"2 - Vi u(Z) C S

Linnik usando teorfa ergédica demuestra el siguiente teorema, ver [17].
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Teorema. (Linnik) Si Qi, Qs son subconjuntos compactos de S* (“no patoldgicos”) entonces:

P 72 - Vou(Z) N} pee(Q)
jd—voo #{ |d|77 - Vg a(Z) N} Hs2(S22)

donde sz es la medida de Lebesque de S?.

Usando herramientas de analisis armonico, teoria de nimeros, teoria ergodica, Duke prueba el si-
guiente teorema.

Teorema. (Duke)[8] Para cuando d — —oo, d # 0,1,4 mod 8, los conjuntos Jy estdan equidistribuidos
en S? con respecto a la medida de Lebesgue jige .

Una variante del problema anterior resulta de considerar el polinomio homogéneo
Q(a,b,c) = b* —4ac, a,b,ccZ

el cual es el discriminante de la siguiente forma cuadratica:

Gabe(r,y) = ar’ +bry+cy’ = (v y) <

oo Q

En este caso, el conjunto
Voja(Z) = {(a;b,c) € Z°; Q(a,b,c) = d}

se identifica con el conjunto £, de formas cuadraticas binarias de discriminante d. Existe una accion de
PSL(2,7Z) en L; mediante un cambio de variable, es decir, si v € PSL(2,7Z) entonces

b
_ a 5 T i
Y * Qape = (z y)v(% C)v <y>

La accién anterior preserva el discriminante y #{ Ly/PSL(2,7Z)} = h(d), donde h(d) < oo es el
niimero de clase de Qv/d. Para d < 0 uno puede asociar a cada clase [y 5] € Lq/PSL(2,7) un punto

2 € B?/PSL(2,7),

para esto se usa la tnica rafz de ¢, p.(7,1) = 0 contenida en H?. Estos puntos son llamados puntos
de Heegner de discriminante d. Resumiendo, para d < 0 hay h(d) puntos de Heegner en la superficie
modular, conjunto el cual denotamos por Hg4, esto es,

Ha = {z:lqd] € La/PSL(2,Z) }.

Teorema. (Duke)[8] Para cuando d — —oo, d = 0,1 mod 4, los conjuntos Hy estan equidistribuidos

en H?/PSL(2,7) con respecto a la medida de drea hiperbdlica (normalizada) pu = 2 d;gy.

Para d > 0 se puede asociar a cada clase [gu3.] € Lq/PSL(2,7Z) una geodésica orientada g en
H?/PSL(2,Z), 1a cual es la imagen, bajo la proyeccién de H? en H?/PSL(2,Z), de la geodésica en H?
determinada por las dos raices reales de ¢q5.(7,1) = 0. Esta es una geodésica cerrada en la superficie
modular, de hecho toda geodésica cerrada en la superficie modular es de esa forma. Sea

Ga = {oy; lq) € Lo/PSL(2,Z) },

el conjunto de geodésicas de discriminante d. Al respecto tenemos el siguiente resultado:
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Teorema. (Duke)[§] Para cuando d — 400, d = 0,1 mod 4, d no cuadrado perfecto, los conjuntos Gy
estdn equidistribuidos en el haz tangente unitario a la superficie modular H?/PSL(2,7Z) con respecto a

la medida de Liowville (normalizada) p = 2 dzgy%

En otras palabras, el flujo geodésico en el haz tangente unitario estda equidistribuido cuando las
geodésicas se ordenan por su discriminante.

En 1979 Zagier trabajo sobre equidistribuciéon del flujo horociclico en la superficie modular y su
relacién con series de Eisenstein. Para cada y > 0, el horociclo {x + iy; x € R} en H? se proyecta a

H?/PSL(2,7Z) en una curva cerrada o, de longitud hiperbdlica i Cuando y — 0 la curva esta equi-

distribuida en H?/PSL(2,Z) con respecto a la medida de &rea hiperbdlica v = dz#.

Teorema. (Zagier)[31] Si f :H?*/PSL(2,Z) — C es diferenciable y con soporte compacto, entonces:

1
1

lim flz 4+ 1y)dx =

i =

y—0

/ f(z +1iy) dedy
H?/PSL(2,Z)) H2/PSL(2,7) y?

equivalentemente,
lim v(y) = v (débilmente), (2)

y—>0
donde v(y) son medidas de probabilidad en H?/PSL(2,7Z) con soporte en los horociclos cerrados o, y v
es la medida de drea hiperbolica normalizada.

Si U C H?/PSL(2,Z) es un abierto, aproximando la funcién caracteristica xy por funciones diferen-
ciables en H?/PSL(2,7Z) y usando la identidad (2)) Zagier obtiene la siguiente férmula:

lm Long (o, NU) Area (U)

y—0 Long(ay)  Area(H2/PSL(2,Z)) )

donde Long y Area se refieren a longitud y area hiperbdlicas. Esta férmula es el analogo de .

Por otro lado, Sarnak considera My = H?/T" una superficie hiperbélica no compacta pero de drea
finita con n cuspides, aunque para este resumen suponemos que n = 1. Ahora se consideran las medidas
de probabilidad v(y) localizadas en los horociclos levantados a el haz tangente unitario usando un campo
vectorial constante, obtiene el siguiente resultado,

Teorema. (Sarnak)[25] Ezisten nimeros 1 > sy > sy > --- > s, > = (p puede ser cero, en ese
caso no hay tales nimeros) y ciertas distribuciones correspondientes v*,v% -+ VP en Ty Mr tal que si
f TV Mpr — C es diferenciable y con soporte compacto entonces:

v)(f) = v(f) + ¥y () oy TP (f) + oly?)  (y — 0),

1 dzdydd

donde v = on Area(Mr) Y2

es la medida de Liouville (normalizada) en Ty M.

El problema de la equidistribucién correspondiente de la foliacién horociclica en 3 orbidades hi-
perbdlicas fue por ejemplo abordado en [7].

En esta tesis trabajamos con la equidistribucion de la foliacién horociclica en el haz tangente unitario
a 3 orbidades de Bianchi con una cispide. Asumiendo una conjetura sobre continuacién meromorfa (o
analitica) de series de Eisenstein, conjetura , obtenemos el siguiente resultado, el cual es el analogo
del teorema de Sarnak en dimension 3.



Teorema 0.0.1. Sean D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163} y M3 orbidades de Bianchi con una cispide
en co. Ezisten nimeros 1 > sy > s9 > -+ > s, > 0 (p puede ser cero, en ese caso no hay tales
nimeros) y ciertas distribuciones correspondientes vt v? -+ VP en TyM3 tal que si f : TIM3 — C
es diferenciable y con soporte compacto entonces:

vIN(f) = v(f) + X () + AT 4+ o) (A —0),

1 sin ¥ dedydAdddy
4 Vol(M3)) A3

donde v = es la medida de Liowville normalizada en Ty M3,

Corolario.
lim v(A) = v (débilmente).

A—0

En el capitulo 1 repasaremos sobre teoria de numeros. En particular sobre campos cuadraticos
imaginarios. En este trabajo usaremos los campos Q+/—D con D € {1,2,3,7,11,19,43,67, 163}, estos
campos tienen un anillo de enteros Op que es dominio de Dedekind, un dominio de factorizacién tnica y
un dominio de ideales principales. En cierto sentido son lo mas parecidos a Z. Las orbidades de Bianchi
M} = H3/T'p, donde I'p = PSL(2,0p), son 3 orbidades hiperbélicas de volumen finito con una sola
cuspide en oo.

En el capitulo 2 de preliminares de grupos y dlgebras de Lie recordamos por ejemplo: la representacién
adjunta (seccién 2), operadores diferenciables, ciertas acciones, el dlgebra envolvente universal (seccién
3) v los espacios débilmente simétricos (seccién 4).

Nuestra herramienta principal para probar el teorema son las series de Eisenstein E,im(g, s),
donde [ € N, k,m € Z tales que k,m € [—[,1] y s € C tal que Re(s) > 1. Ademads de sus “proyecciones”:
las series E}, (z, ), s). Para poder definir las series anteriores necesitaremos las matrices de Wigner
DL (R), con R € SO(3). Estas surgen de rotar los arménicos esféricos Y (19, ¢) (seccién 3, capitulo 3)
y vienen de las representaciones de los grupos SO(3) y SU(2), en el capitulo 3 repasamos los célculos
de Wigner [29] para obtener las férmulas

VL (R W0,9) = S DL(R)- V0.9,

k=—1

donde R es expresada usando sus éngulos de Euler como R = ROT(0, x, ). Ademés d., () con x € [0, 7]
es conocida como matriz pequena de Wigner, definida en la seccion 3. En la secciéon 4 del mismo
capitulo damos la demostracién de un lema técnico para obtener una expresién manejable para d., (),
importante para encontrar los coeficientes de Fourier de las series EL (2, ), s).

El capitulo 4 esta dedicado a los resultados basicos de series de Eisenstein, por ejemplo: definiciones,
convergencia, invarianza, expansiéon de Fourier. Al final del capitulo (seccién 4) presentamos una conje-
tura sobre la continuacién meromorfa (o analitica) de las series de Eisenstein E\,lgm (g,$), esta conjetura es
tomada (y asumida) en la tesis de doctorado de B. Louvel [18], que estudia el comportamiento asintoti-
co de ciertas sumas analogas a sumas de Kloosterman. También, en la tesis de L. Guleska [I2] asumen
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dicha conjetura, Guleska estudia una generalizacién a campos cuadraticos imaginarios de una férmula
que relaciona los coeficientes de Fourier de formas modulares real analiticas a sumas de Kloosterman.

En el capitulo 8 (capitulo principal de la tesis) demostraremos el teorema , esto, asumiendo
la conjetura sobre la continuacién meromorfa (o analitica) de las series de Eisenstein. Siguiendo las
ideas de Zagier [31] y Sarnak [25] nosotros generalizamos el Método de Rankin-Selberg en este contexto,
que explicamos brevemente. Para cada A > 0 consideramos las medidas de probabilidad v()\) en Ty M3,
(seccion 1, definicién @)) Sea f € C§° (TIM 137), es decir, f es diferenciable y con soporte compacto,
consideramos la transformada de Mellin de la siguiente funcién

AERT — v(N)(f) €C,

es decir, N
Mfos) = [ oA

y donde
1

IAp| Jr2/a,

v(M() = [z, A, e1) dudy,

con Ap la reticula asociada a Op, ademaés, |Ap| indica el drea de R?/Ap. Probaremos en el capitulo 8,
seccion 1, que:

M(f,s) =

dxdyd\
P I 5 30 S vaee) [ e en o 2,

=0 m=—lk=—1

donde Fp es un dominio fundamental de T'p, HL (2, ), s) son médulo una constante las series E. (2, ), s).
Ademas, Jak(z, A) son los coeficientes en la expansién de Laplace de f restringuida a las fibras S2.

Tomando residuos en s = 1 en la férmula anterior, demostraremos que:
Res (M(f,s),s =1) = v(f),
donde v es la medida canénica Riemanniana normalizada en Ty M3
La demostracion del teorema se sigue de utilizar el Teorema del residuo de Cauchy para la
funcién h : C — C dada por h(s) = MM(f,s) \7* en la franja { s € C; 0 < Re(s) < 3}.

Una buena parte de nuestro trabajo se hizo con la idea de poder demostrar la continuaciéon meromorfa
(o analitica) de las series de Eisenstein E! (g,s). Como al final conjeturamos eso, los resultados al
respecto no son requeridos en la demostracién del teorema ((0.0.1]).

Como mencionamos antes las series El (z, ), s) admiten un desarrollo en series de Fourier:

Efp(z08) = > b e2m (=)

YEAL

donde A}, es la reticula dual a Ap. Siguiendo las ideas de Selberg en [16], un primer paso para demostrar
la continuacién meromorfa (o analitica) es probar que el coeficiente cero de Fourier b}, (), s)5 definido



para Re(s) > 1 admite una continuacién meromorfa (o analitica) a todo C. En el capitulo 5, seccién
2, subseccién 3, calculamos el coeficiente general de Fourier b, (), s), de las series E} (2, A, s). En
particular, calculamos el coeficiente cero de Fourier bl (), s)g en casos (seccién 2, subsecciones 4,5,6 y
7). Por ejemplo, sea
2 siD=1
Rp=<¢ 3 siD=3
1 siDe{2,7,11,19,43,67,163}.
Si k € N tal que Rpk € [0, (] probaremos que:
Fp i
Dok —roe(A 8)5 = m)\pr O +
27 L(s, X=2Rpk)
[+ Rpk)! (I — Rpk)! - L
Y R e R T

donde ©f, . .(s) es una cierta funcién que involucra funciones gamma. Ademds, L(s, x,) con m € Z

)\1—8

) ’ @%Dk,—RDk(S)a

(dependiendo del campo de nimeros Q +/—D ) son funciones L. de Hecke asociadas al caracter x,,. Ver
capitulo 1, para caracteres de Hecke y funciones L. de Hecke. Si [ = k = m = 0 tenemos que:

1 - Cn(s)
s|Ap|[Tee : Th] Cp(s+1)

El coeficiente cero es bien conocido ya que es el coeficiente cero de la serie de Eisenstein clasica F(z, \, s).

bho(A, 8)5 = A5+ Al Te

Otro paso importante para demostrar la continuaciéon meromorfa es el hecho de que cierta dlgebra
de operadores es conmutativa. Explicamos brevemente los resultados en dimensién 2. La teoria se puede
seguir en el libro de Kubota [16], capitulo VI (Generalizations of Eisenstein Series). Sea G = SL(2,R)
con cierta métrica Riemanniana g, el grupo H = SL(2,R) x SO(2) actia de manera natural en SL(2,R),
ademds, actia transitivamente y por isometrias. Por otro lado, existe una cierta isometria u : G — G tal
que el triple ( (G,9), H, u) es un espacio débilmente simétrico (ver capitulo 2, seccién 4 para definiciones
y resultados de espacios débilmente simétricos). Lo anterior implica que el dlgebra A generada por:

A= (A, X?+X2)

es conmutativa. Esto es,
[A1, XT + X3] =0, (4)

10 0 1 0 —1
ael ) el a0

Es conveniente decir que en este caso es facil probar directamente que A es conmutativa demostrando la
identidad (). Dicha &lgebra es isomorfa a un dlgebra L(A) de operadores diferenciables H-invariantes
en SL(2,R). Un hecho fundamental en la teoria de series de Eisenstein es que son eigenfunciones de
tales operadores diferenciables. En este caso, para los generadores tenemos que:

L<A1)En(gas) = —in~En(g,s),
L(X12+X22) En<g78) = c(s,n)-En(g,s),

y donde

para cierta constante c(s,n).
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En el capitulo 6, seccién 1, consideramos G = SL(2, C) con cierta métrica Riemanniana g construida
usando la forma bilineal de Killing. El grupo H = SL(2,C) x SU(2) actia en G = SL(2,C) transi-
tivamente y por isometrias. Por medio de la descomposicién polar de SL(2,C) (seccién 2) damos una
isometria p : G — G. Usando una equivalencia de espacios débilmente simétricos debida a Ziller [32],
demostramos que el triple ((G, 9),H, ,u) es un espacio débilmente simétrico (seccién 3). Como conse-
cuencia de los resultados de Selberg en [26], el dlgebra L(A) de operadores diferenciables de todos los
érdenes y H-invariantes en SL(2,C) es conmutativa. En la seccién 4 damos los generadores 01,05 y O
de A y probamos directamente que es conmutativa. Esto es, demostramos que

(01,05] = [02,05] = [0,,04] = 0.

En el capitulo 7 probamos que las series de Eisenstein E,im(g, s) son eigenfunciones de los operadores
en L(A), para los generadores tenemos el siguiente resultado:

Teorema. Sean | € N, k;m € 7Z tales que k,m € [—1,l|. Las series de Eisenstein E,im(g,s) son
eigenfunciones de los operadores L(Oy), L(Os) y L(O3). Si k = m tenemos que:

L(Oy) ELy(g,8) = —k*- EL(g,s),

L(O5) Ely(g,5) = (1+35)*- Eli(g,5),
L(Os) Ejy(g,5) = iks - Ej(g,s).

St k # m entonces

L(Oy) EL,.(9.5) = L(O2) EL,.(g9.5) = L(Os) Ef,,(g,5) = 0.



CHAPTER 1
Preliminares de Teoria de Numeros

En la seccion 1 de este capitulo daremos un repaso sobre campos de numeros algebraicos, su anillo
de enteros, ideales, el grupo de clases de ideales y la funcién zeta de Dedekind, haciendo énfasis en los
campos cuadraticos imaginarios de clase 1, que son los que utilizaremos en esta tesis.

En la seccion 2 repasaremos sobre caracteres de Hecke y la funcion L de Hecke asociada a dichos
caracteres, de nuevo, haciendo énfasis en los caracteres que usaremos.

En la seccién 3 recordaremos la funcién ¢p de Euler asociada a Op, el anillo de enteros de Qv —D,
analoga a la funcién ¢ de FEuler asociada a Z.

SiI' = SL(2,Z), en el coeficiente cero de Fourier de la serie de Eisenstein asociada a I' aparece la
funcién ¢(s), con Re(s) > 1, dada por:

1
os) = Z c[22s
* %k r
c d
¢>0, d(mod c)

Se cumple la siguiente identidad:

o = 36t el wy

n=1

donde ((s) es la funcién zeta de Riemann. En el capitulo 3 estudiaremos una generalizacion de las
series de Eisenstein asociadas a grupos de Bianchi I'p. En el coeficiente cero de su expansion de Fourier
aparecerd una cierta funcién ¢, 5(s), donde m € Z y s € C tal que Re(s) > 1. El resultado principal de
la seccién 3 (y de el capitulo 1) serd demostrar un anélogo de la férmula como sigue:

ep(©)- MEO™ _ L(s,xu)
o) = 2 TLEE T Tt L)

0#c€0p

donde m depende del campo cuadratico Qv/—D, y L(s, xmm) es la funcién L de Hecke asociada a un
cierto caracter de Hecke x,.

1.1 — Campos de nimeros y la funcion zeta de Dedekind

Definicién. Los nimeros naturales denotados N son el conjunto siguiente:

N=1{0,1,2,3,...}.
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Definicién. Un campo de nimeros algebraico es una extension algebraica finita de el campo de los
nimeros racionales Q.

Ejemplo. Qv/D, con D € Z libre de cuadrados.

27i

Ejemplo. Q(¢,), donde €, = e .

Definicién. Un campo de ntimeros cuadratico imaginario es un campo de nimeros algebraico de
la forma Qv/—D donde D € N — {0} y libre de cuadrados. Denotamos a estos campos por Kp.

Ejemplo. K| = Qv -1, K3 = Qv -3, K5 = Qv -5.

El campo de nimeros Q contiene al anillo de enteros Z. Un campo de nimeros algebraico K también
tiene asociado un anillo de enteros Ok dado por la siguiente:

Definicién. El anillo de enteros de un campo de nimeros algebraico K (denotado Of), es el anillo
de elementos contenidos en K que son raices de polinomios ménicos con coeficientes enteros.

Ejemplo 1.1.1. El anillo de enteros del campo cuadratico imaginario Qv/—D (denotado Op), donde
D € N— {0} y libre de cuadrados, estd definido por la siguiente tabla (ver teorema 4.2.2 de [27], pagina
63, para una demostracion).

OD:{ Z[ivD]  siD=1,2mod 4 12)
Z[L +i¥P] si D=3 mod 4
Algunos ejemplos concretos son los siguientes:
» O; = Z[i], llamados enteros de Gauss.
s O3 = Z[% + z\/T‘a’], llamados enteros de Eisenstein.
= O5 = Z[iV/5].
Definicién. Sea wp € H? con Im(wp) > 0 dada por
| /D siD=1,2mod4
wD_{#ﬁ si D =3 mod 4
Definicién. El anillo Op nos da una reticula Ap C C generada por 1y wp, esto es,
Ap = Z +wpZ = Op. (1.3)

La norma en Kp es una funciéon que mide el “tamano” de los elementos. Se puede definir para
cualquier campo K pero aqui solo daremos la definicion para los campos que ocuparemos.

Definicion 1.1.2. La norma en Kp es una funcion N : Kp — R dada por
N(@) = a-a=|af,

con v« € Kp C C.



Definicién. a € Ok es una unidad si tiene inverso multiplicativo en O, es decir, si existe f € Ok tal

que « - B = 1. Denotaremos por O al conjunto de unidades de O y por O al conjunto de unidades
del anillo de enteros Op de Kp.

Definicién 1.1.3. Un elemento p € Op, p # 0y p ¢ OF es primo si no puede ser descompuesto como
p=abcon a,b € Op, a menos que a 6 b sean unidades.

Lema 1.1.4. Si a € Op entonces N(«) € N.

Demostracion. Existen a,b € Z tales que

o\ a+bivD siD=1,2mod 4
n a—i—b[%—i—i‘/TE] si D=3 mod14

= Si D =1,2 mod 4 tenemos que N(a) = (a +bivD)(a —bivVD) = a®> + *D € N.

» S5i D =3 mod 4 existe m € N tal que D = 3 + 4m. Luego

b b — b b — b\2 b2D
() a+2—|—22 a+2 5 a—|—2 + 1
>  b2D b2 b2
2 2
a+ab—|—4+ 1 a+ab—|—4+4<3+ m
2 3b2
= a2+ab—|—Z+T+b2m:a2+ab+62+b2mEN.

Lema 1.1.5. o € Of <= «a € Op y cumple que N(a) = 1.
Demostracion. » Sia€ OF existe 5 € Op tal que a- = 1, luego
1 = N1) = Na-p)

= (a-B)-(a-B) = aﬂ-ﬁ-B
= N(a)N(B).

Pero por el lema ([1.1.4) sabemos que N(«a), N(B) € N, por lo que necesariamente N(a) = 1.

» Inversamente, si @« € Op y cumple la condicién N(a) = 1 entonces N(o) = o - a = 1, donde
a € Op, luego a € OF.

]

Las unidades de Op estan dadas por el siguiente lema.

Lema 1.1.6.
{+£1, +i} siD=1
OF = { {£1,e*5, %5} siD=3
{+1} si D =2,7,11,19,43,67,163.

Demostracion. Sean a,b € Z.

14



» Sia+bi €O entonces N(a + bi) = a® + b?, luego

a==x1yb=0
Na+b)=1 <« d+v*=1 & 6 & a+bi€ {£1,+i}.
a=0yb==1

= Sia+biv2 € Oy entonces N(a + biv/2) = a® + 2b%, luego

Na+biv2)=1 & d+2¥=1 < a=4lyb=0 < a+biv2e{xl}.

. Sia+§+%\/§€(93 entonces N(a+§—l—%\/§) :a2+ab+%+%:a2+ab—l—62, luego

a=x1yb=0
6
a=0yb==+1
a®+ab+0* =1 & 6 & a+ b+ 2/3e {1+ £ 88}
a=1lyb=-1
6
a=—-1yb=1

» Sea D € {11,19,43,67,163}, por lo que D = 3 mod 4. Consideremos a + g + %\/5 € Op, luego

N(a+g+%x/ﬁ>:1 & (@+bP+¥2-1 o a=+1yb=0
& a+i+Y%VDe {1} 0O
Definicién. El discriminante (denotado dp) de un campo cuadratico imaginario Kp = Qv —D

esta dado por

dp =

{ —4D siD=1,2mod 4 (1.4)

—D siD=3mod4

El discriminante aparecera mas adelante en la férmula de clase. Ahora recordamos los conceptos de
ideales para dar la definicién del grupo de clases de ideales y niimero de clase.

Definicién. Sea I C Ok, I es un ideal integral si (I,+) es un subgrupo de (Og,+) y absorbe la
multiplicacion, es decir, si @ € Ok, x € I entonces -z € [.

Definicién. Un ideal I es un ideal integral primo si Va,b € Ok tal que a-b € I entonces a € [
6bel.

Definicién. Un ideal a es un ideal integral principal si estd generado por un elemento, es decir, si
existe o € Ok tal que
a = (o) = a-Ok.

Definicién. Denotamos por Pk al conjunto de todos los ideales integrales principales de Ok y por Pp
al conjunto de todos los ideales integrales principales de Op.

Recordaremos la funcién zeta de Dedekind, pero para eso necesitamos el concepto de norma de un
ideal, que es una generalizacion del concepto de norma de elementos en un campo.



Definicién. La norma de un ideal integral a de Ok esta definida por la férmula siguiente
N(a) = |Ox/al.
Si a = («) es un ideal integral principal de Op entonces,
N(a) = |Op/a| = N(w).

Definicion. Sea J C K, J es un ideal fraccionario de K si (J,+) es un subgrupo de (K,+) que
cumple las siguientes condiciones:

1. J=Za+ 7Zp, donde a, f € K y son linealmente independientes sobre Z.
2. Existe 0 € K tal que 6 - J C J.

El elemento § elimina los “denominadores” lo cual justifica el nombre, sin embargo, los ideales
fraccionarios son una nueva clase de objetos, no son ideales con una propiedad extra. Ademads, no
necesariamente estan contenidos en Ok, cuando esto sucede, dichos ideales fraccionarios son de hecho
ideales integrales de Ok. Este parrafo fué tomado de [27], pagina 77. Un subconjunto importante de los
ideales fraccionarios son los siguientes.

Definicién. Sea 6 € K — {0}, el conjunto
0-Og = {0-a; €0k} CK
es un ideal principal fraccionario.

Ejemplo. En K; = Qv/—1, %Z[z] es un ideal principal fraccionario de K; que no es un ideal integral de
AR

Si J es un ideal fraccionario de K, entonces
J 1l ={aeJ;a JC Ok}

es también un ideal fraccionario. Si Jy es otro ideal fraccionario, se puede definir el producto J - Js el
cual es de nuevo un ideal fraccionario. Se tiene el siguiente teorema, para una demostraciéon consultar
[27], pagina 78.

El conjunto de todos los ideales principales fraccionarios de K forman un grupo, denotado I, cuyo
neutro es Og.

Sea a € K*, existe f € K tal que o - § = 1. Podemos considerar el ideal principal fraccionario
() € Ik, y definimos el homomorfismo div : K* — I dado por

div(a) = (a) € Ik.
Definicién. El grupo de clases de ideales de K, denotado Clx estd dado por
CZK = [K/Im(dw)

El grupo Clk es un grupo finito, ver teorema 4.11 en [19], pdgina 128, para una demostracion. Por
lo que tiene sentido la siguiente:
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Definicién. El niimero de clase de K, denotado hg, estd dado por la férmula
hg = ‘Cl K‘.
El siguiente teorema nos dice cuales son todos los campos cuadraticos imaginarios de clase 1,
Teorema. (Stark-Heegner) Sea Kp = Qv/—D con D € N — {0} y libre de cuadrados. El niimero de
clase de Kp es 1 <— D €{1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

El anillo de enteros Ok de cualquier campo de nimeros K es un dominio de Dedekind. Un teorema
general de dlgebra nos dice que Ok es un dominio de factorizacién tnica <= Ok es un dominio de
ideales principales. El siguiente teorema nos da cuales de los Op son dominios de factorizacion tnica,

Teorema. (Gauss-Baker-Stark) Sea Op el anillo de enteros de un campo cuadrdtico imaginario Qv/—D,
D € N—{0}. Op es un dominio de factorizacion unica <= D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

Resumiendo, si D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163} entonces Op es un dominio de Dedekind, un domi-
nio de factorizacién unica y un dominio de ideales principales.

Informalmente, el grupo de clases de ideales de K mide la falla de Op a ser un dominio de factorizacion
unica. Esto explica la coincidencia entre los anillos de enteros de campos cuadraticos imaginarios de
nimero de clase 1 (Teorema de Stark-Heegner) y los anillos de enteros de campos cuadraticos imaginarios
que son dominios de factorizacién tnica (Teorema de Gauss-Baker-Stark).

Definicién. La funcién zeta de Dedekind de K esta definida por las series

para s € C con Re(s) > 1, y la suma es sobre todos los ideales integrales a (no cero) de Op.

Dedekind demosté que las series anteriores convergen absolutamente para Re(s) > 1. Ademads, que
(p(s) admite una continuacién meromorfa a todo C con polos simples en s = 1 y s = 0. El residuo en
s = 1 esta dado por la formula de nimero de clase,

2w - h
Res((p(s),s = 1) = —— 2,
wp+/|dp]
donde dp es el discriminante de Kp, hp es el nimero de clase de Kp y wp := |Of|.

1.2 — Caracteres de Hecke y funciones L. de Hecke

Sea Kp un campo cuadratico imaginario de clase 1 y consideremos m := Op ideal trivial de Kp.
Siguiendo la definicién de caracteres de Hecke y el ejemplo 1.5.7 en [6], pagina 14, tenemos la siguiente
definicion adaptada a las condiciones anteriores. Solo ocuparemos dichos caracteres.

Definicién 1.2.1. Un caracter de Hecke de peso y,, y médulo trivial m en Kp es un homomorfismo
n:Pp —S'CC,
para algin n € Z y definido mediante la siguiente igualdad
xn (0) = xn((@) = (ﬁ) , Va=(a) € Py,

recordamos aqui que Pp es el conjunto de todos los ideales integrales principales de Op. Simplemente
diremos que Y, es un caracter de Hecke.



En los capitulos posteriores necesitaremos considerar la funciéon M,

Definicién. La funcién médulo M : C — {6} — St C C se define por la siguiente regla:

Si ¢ € Op entonces la relacion entre los caracteres de Hecke y la funcién M estd dada por
(€)= Me)" (L5)
Lema 1.2.2. Sia es un ideal integral principal de Op y o € Op tal que a = (a) entonces
a = (o) = (ea), Vee OF.
Demostracion. Si e € OF entonces probaremos primero que
e Op =0p. (1.6)

» C)Seagee!-Opentonces g =e'-vcony e Op. Ademds, e € Op yaquee € Opy Op
es un anillo. Por lo que el producto ¢ = e~ 1.~y € Op.

= D ) Sea ¢ € Op, tenemos que ¢ = e 1(c- @), peroe- ¢ € Op ya que €,¢ € Op y Op es un anillo.
Por tanto, ¢ € e~ - Op.

Por otra parte, tenemos la siguiente cadena de igualdades

a = (o) = a-0Op
= ca-'0p
= ea-Op por (/1.6]
= (ea).

O
Sea x, un caracter de Hecke en Op, si a es un ideal principal integral de Op, por el lema ([1.2.2]),
a = (o) = (eq)

con ¢ € OF. Por lo tanto,

Xn(a) = (%) por la definicion ((1.2.1))
el )\ e
=" Xn (a) por el lema ([1.1.5)) (1.7)

Por la féormula en ([1.7) concluimos que la condicién sobre n € Z para que X, sea un caracter de

Hecke en Op es la siguiente:
e"=1, VeeO}. (1.8)

En capitulos posteriores necesitamos conocer todos los caracteres de Hecke en Op.
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Lema. Y, es un caracter de Hecke en Op (definicién ([1.2.1))) siempre que
47 siD=1
n e 6Z siD=3
27 siD=2,7,11,19,43,67,163

Demostracion. Por (1.8) basta verificar que " = 1 Ve € O}. Recordemos que por el lema (|1.1.6])

{£1, +i} si D=1
OF =3 {£1,e*5 5} si D=3
{1} si D =2,7,11,19,43,67,163.

» Como (+1)* = (£4)* = 1, tenemos que e** =1 Vn € Z, Ve € O5.
» Como (£1)% = (e*3)6 = (e213)6 = 1, tenemos que e = 1 Vn € Z, Ve € OF.

» Sea D € {11,19,43,67,163}, como (+1)? = 1, tenemos que " =1 Vn € Z, Ve € O5.

Hecke define las siguientes series,

Definicién 1.2.3. Sea x,, un caracter de Hecke para Kp, las funciones L. de Hecke estdan definidas
por la férmula:

. Xm(a> _ 1
Lis.xm) = [N(a)]® 11 L= Xm(p) - Ip|=%

a peOp
p primo

para s € C con Re(s) > 1y la suma es sobre todos los ideales integrales a no cero de Op.

Hecke prob6 que las series anteriores convergen absolutamente para Re(s) > 1. La continuacién, en
este caso analitica, estda dada por el siguiente teorema,

Teorema 1.2.4. (Hecke) Si x, # 1 (n # 0) es un caracter de Hecke no trivial y primitivo en Op
entonces la funcion L de Hecke L(s, x,) admite una continuacion analitica a todo C.

Ejemplo 1.2.5. Sea n = 0 y consideramos Kp un campo cuadratico imaginario de clase 1 con Op su
anillo de enteros. Si a = («) un ideal integral no cero de Op (todo ideal no cero es ideal principal en

Op), se tiene que
0
a
Xo(a> = e = 1.
('O")

Por lo que




1.3 — Funcién ¢p de Euler y la funcién ¢, 5(s)

Primero recordaremos lo que ocurre en dimension 2, es decir, la funcion ¢ de Euler, y la funcion
®(s) que aparece en el coeficiente cero de Fourier de la serie de Eisenstein asociada a I' = SL(2,Z). La
funcion ¢(s) es un cociente de la funcién zeta de Riemann.

Definicién 1.3.1. Si x,y, c € R, entonces
r=ymodgc <= dn € Z tal que z —y = cn.

Definicién 1.3.2. Sean [ := (0,1], ¢,d € R, definimos d(modzc) € R como el tnico nimero real tal
que cumple las siguientes condiciones:

» d = d(mody ¢) mody c.
» d(modyc) € cl.

Observamos que 0 < d(modyzc) < c. Para no cargar la notaciéon omitiremos la reticula Z, es decir,
nos referiremos a d(modz ¢) simplemente como d(mod c).

Sea s € C tal que Re(s) > 1, I' = SL(2,Z) y consideramos la funcién ¢(s), que aparece en el
coeficiente cero de Fourier de las series de Eisenstein asociadas a I, y definida como sigue:

1 1 T\C
P(s) : = Z* W - Z [ Z W] - Z |i|2§+)2

* 0#ceN = deN tal que 0#ceN
ko ok
c d ) er
¢>0, d(mod c) c d
d=d(mod c)

donde

*

or(c) = #{d (mod c) (c d(mZd c)) < F}
_ #{deN 0<d<e, (Z d(m:;dc)> GF}
- fpennease e

— #{dEN 0<d<e, (,d)zl}

deN;0<d<c, (

o %
QU ¥

reconocemos la funcién ¢ de Euler. Por tanto,

¢(s) = Z E ’23+2

0#ceN n=1

8

Por otra parte, si Re(s) > 2 se cumple

) _ (=1 (19)

n® ¢(s)

n=1

ver [I], pagina 231, para una demostracion.
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Ahora, si Re(s) > 1 entonces Re(2s 4+ 2) = 2Re(s) +2 > 242 = 4 > 2, aplicando la identidad en
(1.9) concluimos que:

— p(n)  ((2s+2-1) ((2s+1)

n2s+2 (25 +2) C(2s+2)

n=1

Resumiendo, si Re(s) > 1 entonces

C(2s+1
os) = S
¢(2s+2)
Regresamos al caso complejo. Sean z,w,c € C, decimos que z = wmody,c <= da €

Op tal que z — w = ca. Veremos que esto define una relacion de equivalencia.
» 2 =2z mody, ¢, yvaque0 € Opyz—2=0=cO0.
» Siz=wmody, ¢, existe « € Op tal que z —w =ca <= w— 2z =c(—a) < w =z mod,,, c.
» Siz=w mod,, cexiste a € Op tal que z —w = ca.
Siw = v mody,, ¢ existe f € Op tal que w —v = cf.
Por tanto, z —v =c(a+ ) = 2z = v mod,,, c.
Ejemplo.
z=wmody, 1 <= FJaeOtalquez—w=1la=a<= z—w € Z[il.
Ejemplo. Se cumple que . .
i

-4 — = \/5@ mod,, e'1
V2 -

S

ya que

[\
<.

S

. .
Y e =

+

-5l

n %)(—z‘)

&
&
SEEE
I
B

I
Q)

INE]
—~
l

Definicién 1.3.3. Sea Pp la regién delimitada por el paralelogramo fundamental de la reticula Ap, ver
figura (|1.1). Sean ¢,d € C, d(mody,c) € C es el inico nimero complejo tal que cumple las siguientes
condiciones:

» d = d(mod,,c) mody,, c.
» d(mody,c) € c¢Pp.
Notamos que si ¢, d € Op entonces d(mody ,¢) € Op. Por otra parte, usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.3.4. Sea I'p = SL(2,0p). Entonces

") erp = (7 - r
c d)S'P ¢ d(mody,c) <o



Figura 1.1: La region Pp.

Demostracion. =) Ja,b € Op tal que
ad — bc = 1.

Por la definicién ((1.3.3)) existe o € Op tal que

d —d(mody,c) =ca <= d=d(mody,c)+ ca.

Sustituyendo ([1.11)) en (|1.10]) tenemos

a(d(modp,c) +ca) —bc=1 <= a-d(mody,c)+ aca —bc =1
<= a-d(mody,c)—c(b—aa)=1

luego,
a b — axa cT
¢ d(mody,c) b

<) Ja,b € Op tal que
a(d(mody,c)) — be = 1.

Por la definicién ((1.3.3)) existe o € Op tal que

d —d(mody,c) = ca <= d(mody,c) =d— ca.

Sustituyendo ([1.13) en (|1.12)) tenemos

ald—ca)—bc=1 <= ad—aca—bc=1
<~ ad—claa+b) =1

a ao+b
(¢t e,

Definicién 1.3.5. Se define la funcion ¢p : Op — N como sigue:

luego,

* *
¢ d(mody,c)

op(c) = #{deOD; (

La funcién ¢p es la generalizacion de la funcién ¢ de Euler para el anillo Op.
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) € FD}, Ve € Op.

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



—1+3i 3
CP]
o= * *
=142 2 1+ 24 242
- ¢ ®
—1+1 noot T+ 241
—1 ol 1 2

Figura 1.2: ¢1(2+14) = #{i,1 +4,2i,1 + 2i} = 4.

Ejemplo. Para D = 1, se tiene que O; = Z[i]. Sea ¢ = 2 + i, entonces

1(2414) = #{i, 144,21+ 2i} =4,

—i 0 1 -1 1 1—4i 1 T
24 i)0\2+i 1+i)'\2+4 20)°\2+4i 1+2 L

Ademés, ver figura (1.2), {i,1+414,2i,14+2i} € (2+1)P;.

ya que

Lema 1.3.6. Se cumple la siguiente identidad:

QOD(C) = #{d € OD; de cPp, (Z 2) c FD}
Demostracion.

or,(c) = #{de Op: (Z i * >> c FD} por la definicién (T.3.5)

mody ¢

— #{d € Op; de cPp, <>‘c< d * ) € FD} por ((1.3.3))

mody ,¢)
x %
= #{de@D; d € cPp, <C d) GFD} por el lema ([1.3.4)

[]

Como mencionamos en la introduccién del capitulo, la funcion ¢m,6<3) param € Z y s € C tal que

Re(s) > 1 aparece en el coeficiente cero de Fourier de las series de Eisenstein generalizadas E! (g, s),



definidas en el capitulo 4. Recordemos que I'p = SL(2, Op), se tiene la siguiente cadena de identidades:

M(c)™
¢m,6(s) = Z |C|gi)25

el'p
c d
c#0, d=d(modp ,c)

M(c)™
- Z Z ‘C|25+2
0#c€0p tal que = deOp tal que
* ok * %
el'p el'p
c * c d

d=d(moda ,c)

M(c)™
o Z Z |C‘25+2
0#ce0Op - deOp tal que
ko ok r
c d)S "
d=d(mody , c)

M(c)™
o Z Z 1 |C|25+2
0#c€Op - deOp tal que
ko ok r
¢ d)°
d=d(modp , c)

 M(e)™
3 SOD(T)P” (c) por la definicion (T:3.5)
cC S

0#c€0p

Resumiendo,

Si(s) = Y SDD(TZPXS(CW. (1.14)

0#c€e0Op
Ahora damos una definicion algebraica para ¢p, andloga a la que se tiene para Z, es decir, sin > 1

oy = |(a)'|

Lema 1.3.7. Sea c € Op, ¢ # 0, se tiene que
¢p(c) = ‘(OD/(c)>X‘~
Demostracion. Sea ¢ € Op, ¢ # 0, consideremos el conjunto A(c) definido como sigue
Alc) = {d € Op;decPp, (Z Z) € FD}.

Por el lema (|1.3.6]
(1.15)




X
Sea la funcién f: A(c) — <0D/ (c)> definida por medio de siguiente férmula:
f(d) = [d] =d+cOp.
X
Primero verificamos que [d] € (OD/ (C)) . Como (Z Z) € I'p existen a,b € Op tal que

ad —bc=1 <= ad=1+bc, (1.16)
pero entonces podemos probar que [d] = d + ¢ Op tiene inverso multiplicativo, ya que

[d] - [a] = (d+cOp)(a+cOp)
= ad+cOp
= 14+bc+cOp por (|1.16)
=14+cOp = [1].

Veamos que f es inyectiva: si dy,dy € A(c) tal que f(dy) = f(ds), entonces

di+cOp=dy+cOp < dy—dy €cOp
< dy = dy mod,,, c, (1.17)

pero por hipdtesis dy, dy € ¢Pp, por lo que d; = dy y entonces f es inyectiva.

X
Veamos ahora que f es sobreyectiva: si [d] € (OD/ (C)> , por ser [d] unidad existe [a] € 97/, con
a € Op tal que



[da] = [1]
db € Op tal que da — 1 = c¢b
db € Op tal que ad — bc =1

a b
(c d)EFD

(* i >) €. por el lema (T.3.4)

¢ d(mody,c

[

(1.18)
Pero por la definicién (|1.3.3]) sabemos que d(moda ¢) € ¢Pp, y que [d(moda,c)| = [d], luego, f(d) = [d].

Finalmente, por ([1.15)) y usando que f es una biyeccién se sigue que:

en(c) = Ja@)| = (/) |
O

SiDe{1,2,3,7,11,19,43,67,163} entonces Op es un dominio de ideales principales. Por lo que si
I es un ideal en Op existe un tnico ¢ € Op y posiblemente una unidad € € O tal que I = (ec),

X
en(ee) = |(%feo) |
X
= |(r0) | = 00
Por lo anterior, la funciéon ¢p también se define en ideales.

Definicién 1.3.8. Sean D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}, I un ideal en Op, existe ¢ € Op tal que
I = (¢). Se define

¢p(l) = ¢plc).

Por otra parte, si D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163} entonces Op es un dominio de factorizacién tnica.
Por lo que para cada ideal I en Op existen ideales primos pq,...,pn en Op v r1,..., 7, € N tal que

Ty
Lema 1.3.9. Se cumple que
wo(l) = @p(py - i) = ep(P)"™ - o Pm)™
Demostracion. Usando el Teorema chino del residuo tenemos el siguiente isomorfismo de anillos:

%81 % Oyt - x Oy,

(OD/I>X = (OD/p?)X Koo X (OD/pW)X;
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por tanto
ep(I) = r,(p1') - op(pm).

Con los mismos argumentos vemos que

ep(d") =¢p(p)", VreNr>1.

Otro resultado que nos serd tutil mas adelante es el siguiente.

Lema 1.3.10. Sean D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}, p un ideal primo en Op. Existe p € Op tal que
p = (p) y se cumple la siguiente igualdad

ep(P") = ¢" (g —1),

donden > 1y
OD/
(p)

Demostracidn. Existe p € Op tal que p = (p), y p" = (p"). Sea f : 9/ ny —> 9P/, la funcién definida
por la siguiente igualdad:

q:= = N(p).

fle+p"Op) = c+pOp.

Veamos que f esta bien definida: si ¢;,co € Op son tal que ¢ + p"Op = co + p"Op entonces
c1 — ¢ € p"Op, por lo que existe t € Op tal que ¢; — ¢y = p"t = p(p"~'t), por esto concluimos que
c1+pOp =cy+pOp y se sigue que f estd bien definida.

Verificaremos ahora que f es un homomorfismo de anillos. Sean ¢;, ¢ € Op,

f((c1+D"Op) + (c2+p"Op)) = f(c1+c2+p"Op)
= ¢+ ¢+ pO0p = (c1+pOp) + (c2+pOp)
= f(a+p"Op)+ f(ca +p"Op).

f((c1+p"Op) - (c2+p"Op)) = [f(cica+p"Op)
= c1c2 +pOp = (c1 +pOp) - (c2 + pOp)
= f(c1+p"Op)f(c2 +p"Op).

Veamos que [ es sobreyectiva. Sea ¢ + pOp € 97/,); luego, f(c+ p"Op) = ¢+ pOp.
Ahora observamos que V¢ € Op se cumple que f~'(c+pOp) =
{e+ar p' +ar- P+ + a1 P +9"Op; am €O0p, 0< Nay) <g—1,1<m<n-1}, (1.19)
ya que

fle+ar-p' +as-p>+-+a1-p" ' +p"Op) = c+ar-p' +ay-p*+ - +a,1-p" " +pOp
= c+pOp.

Por (|1.19)) sabemos
‘f‘l(cﬂﬂ)( =¢""!, VeeOp. (1.20)



Requerimos demostrar la siguiente igualdad:

P(En) ) ) o

Para ello necesitamos algunos preliminares. Como Op es un dominio de Dedekind y en todo dominio
de Dedekind un ideal primo es maximal concluimos que p es ideal maximal. Por el ejercicio 2, pagina 25,
de [5] obtenemos que ©P/,n es un anillo local para n > 1. Esto es, ©2/,n tiene un tnico ideal maximal
dado por:
I="%pm.

Por otro lado, usando el ejercicio 2, pdgina 25, también en [5] tenemos la siguiente identidad:

(92fpn) " = 2fpn = 1. (1.22)

Si n = 1 entonces 9P/ p €8 un campo, luego:

X
(OD/p> =97/, — (0] = 9P/, — p. (1.23)
Usando (|1.22) y (1.23) la féormula (1.21)) es equivalente a la siguiente:
£ (OD/p - p) = 9D/ — /. (1.24)

C) Sic+pre ft <OD/p - p) entonces f(c+p”) & p. Supongamos que ¢+ p" € ¥/;n = c € p. Por
otra parte,

fle+p") = c+p
€ p, yaquecep

pero esto es una contradiccién. Concluimos que ¢ + p™ € 92/yn — #/yn.
D) Seac+p" €90/ =P/ = c¢&p.
Supongamos que ¢ + p" & f1 (OD/p — p) entonces f(c+p") = ¢+ p € p, pero esto implica que

c € p, lo cual es una contradiccién. Concluimos que ¢ + p™ € f~! (OD/p — p).

Ahora, por (1.21]),

oo = |(%21) | = |7 ((22) )

ep(p") = ‘f_l(c+p)‘ : ’(OD/p)X(, Ve e Op. (1.25)

También sabemos que por (|1.23])

Y

y entonces

() | = || =1
= Np —-1=q—-1 (1.26)
Sustituyendo ([1.26)) y (1.20)) en (1.25)) obtenemos que ¢p(p™) = ¢" (g — 1). O
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Recordamos lo que es una funciéon completamente multiplicativa.
Definicién. Decimos que una funcion f: Op — {6} — C es completamente multiplicatica si
f(ab) = f(a)f(b>7 Va,be Op — {6}

Lema 1.3.11. Sea D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}, entonces ¢p es completamente multiplicativa en
ideales, es decir, si I y J son ideales en Op se cumple que

ep(IJ) = ¢p(I)ep(J).
Demostracion. Como Op es un dominio de factorizacion unica,
I=pi'--por,
J =P pl
donde pyq, ..., p; son ideales primos, rq,...,r, € N —{0}. Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

ep(IJ) = @p(pi*---ppm - pottl - p)")

= ool 90m)™] [ponn)™ - oplp)™]  por el lema
= [epi - pim)] [ep(o - 0] por el lema
= ¢p(I) pp(J).

Si m € Z, consideramos la funcion f,, : Op — {6} — C dada por
fm(c) = eplc) - xm((c)), Vce Op, (1.27)
donde ., es un caracter de Hecke en Op. Ahora, se siguen las siguientes desigualdades e igualdades,
X
onlc) = ((OD/(C)> ‘ por el lema (T.3.7)

OD/
(c)
= N(c) = |c]* por la definicién (|1.1.2)) (1.28)

Luego,
|fn(e)] = [en(e)] |xm((0)] por
= len(e)]
< |¢? por (T:29)
Resumiendo,
| fm(c)] < el (1.29)

Lema 1.3.12. Sean D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163} y xm un caracter de Hecke en Op. Entonces las
funciones ¢p, Xm : Op — {0} — C son completamente multiplicaticas. Y donde

Xm(€) = xm((c)) = M(c)™, Vce Op—{0}.



Demostracion. Sean a,b € Op, se tiene la siguiente cadena de igualdades:

¢plab) = ¢p((ab)) por la definicién (T.3.8)) (1.30)
= ¢n((a)(b))
= ¢p((a))en((b)) por el lema
= wp(a)pp(b).

Por otra parte, para los caracteres vemos que:

Xn(ab) = (ﬁ)m m -
-(n) - ) ()

Por el lema anterior, ¢p y X, son completamente multiplicativas, por (|1.27) sabemos que f,, es el
producto de esas funciones, luego obtenemos el siguiente:

O

Corolario 1.3.13. Sea m € Z tal que X, es un caracter de Hecke en Op, entonces la funcion f,, es
completamente multiplicativa.

También, por (|1.27])
Fl1) = pr(1) xm(1) =11 =1 (131)

Por otra parte, de la convergencia de la funcion zeta de Dedekind tenemos que,

1 1
(p(s) = 0 Z VT = Z e converge <= Re(s) > 1. (1.32)
#c€Op 0#£c€0p

Ver por ejemplo [0], pdgina 7.
Usando la desigualdad ([1.29)) se sigue que:
|fm(€)] e _ 1
Z |c|25+2 < Z |c|25+2 B Z ’C|25’ (1.33)
0#ce0Op 0#c€e0p 0#c€0p

la cual por (1.32) converge para Re(s) > 1.

Tenemos el siguiente resultado el cual es el teorema 11.6 en [I], pagina 230, aunque adaptado al
anillo de enteros Op,

Teorema 1.3.14. Sea f: Op — {6} — C una funcion multiplicativa, con f(1) =1, y si ademds

>

0#c€Op

30



converge para Re(s) > o, para alguna o € R, entonces se cumple la siguiente identidad:

fle) flp) | f0*) | f°)
0#;% ’0’23+2 - p!;[D {1 + ‘p|2s+2 + |p’4s+4 + ’p‘65+6 +.. }

para s € C con Re(s) > o.

Reunimos lo que sabemos acerca de la funcién f,,. Sim € Z tal que x,, es un caracter de Hecke en Op
entonces por el corolario (1.3.13) f,, : Op — {0} — C es una funcién (completamente) multiplicativa,

por (L.31)) cumple que f,,(1) =1, y por (1.33)

>

0#c€0p
converge para Re(s) > 1, por lo que tenemos todas las hipétesis del teorema (|1.3.14]), por lo que
5 f<>:H{1+f<p>+f<p>+f<p>+___} (134

2542 2s5+2 4s+4 6s+6
e L p|z2 " |p|tstt T |p[os

p primo

para s € C con Re(s) > 1. Veamos primero el lado izquierdo de la ecuacién (|1.34)),

Z ‘J;]’égil - Z ¢D<C|)CP§T2((C)) por

0#ce0Op 0#ce0Op
wp(c) - M(c)™
- Z |C’28+2 por "
0#ce0Op

= G i(s)- por (L.14)

(1.35)
Resumiendo, el lado izquierdo de la ecuacion ([1.34]) es equivalente a la siguiente ecuacion:
fm(c)
Z c[2=+2 P 5(5), (1.36)

0#c€O0p
con s € C tal que Re(s) > 1.

Buscamos transformar el lado derecho de la ecuacién ((1.34)). Para esto primero observamos que si
p € Op, p primo, entonces N(p) # 0. Pero también p ¢ OF, por el lema (|1.1.5) N(p) # 1. Resumiendo,
N(p) = 2.

Lema 1.3.15. St m € Z tal que x,, es un caracter de Hecke en Op, se cumple la siguiente desigualdad:

q- Xm(p)

|p|25+2 < ]"

donde g = N(p) = |p[*.



Demostracion. Como Re(s) > 1 <= 2Re(s) > 2, y |p| > 1 se cumplen las siguientes desigualdades
1 1

p|?Re®) > |p? = R < (1.37)
Se tiene la siguiente cadena de igualdades y desigualdades:
¢ xm@)| _ lal- Ixm(@)]
p|2s+2 |p[2Re(s)+2
/i T |
|p|2Re(s)+2 |p|2Re(s)
< |p% por
= 1 < 1 < 1.
Np) — 2
O

Recordamos ahora un hecho béasico de series.

Lema 1.3.16. Si z € C, con |z| < 1 entonces

1

l+2z+224+23+... = :
1—=2

El siguiente lema nos da el lado derecho de la igualdad en (|1.34)).

Lema. Sea m € Z tal que x,, es un caracter de Hecke en Op, se cumple la siguiente identidad:

10 {1+ Jon(D) +fm(p2)+fm(p3)+_“} __L(sxw) (138

veon [p[*t2  [pl*stt o p[Oet L(s+1,xm)
p primo

Demostracion. Sea
¢ = Np) = [p|*. (1.39)
Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

1T {1+ fm(P) +fm(p2)+fm(p3)+_._}

|p|25+2 |p|4s+4 |p|63+6

p€Op
p primo
¢p(P) - xm(P) | ep(®®)  xm®®) | ¥0(1*) - xm(p’)
- H {1+ [p[2+2 T [p[ =+ ™ [p]5+6 T por ([L.27)
pe0p b b p
p primo

(= Dxm()  ala—Dxm®)?  ¢*(@—xmp)?
— H {1+ e + et + oete +... por (1.3.10))

p€OD
p primo
~ I 4+ (4= Dxmp) | (q-xm(p)> N (q-><m(p)>2Jr (q-xm(p))ngm
O |p|2s+2 |p|2s+2 |p|2s+2 |p|2s+2
p primo
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1+

por los lemas ([1.3.15) y (|1.3.16])

(= Dxmp) 1 }

|p|2s+2 1— g xm(p)

p€Op
p primo

p|2s+2

+

Lo @=Dxmp) P
1P pl*2 — g xm(p)

p€Op
p primo

I |
I {
- I et
I |
I {;
I |

P22 — g PT + @t D] — Xon( >}

vedy [pI**%2 = ¢ Xom (P)

p primo

[p]**72 — Xm(D)
por ([L.39)

ve0y Ip!%“—x p)lpl®

p primo

1— Xm b~ 95— 2}
—2s
peop L L= Xm !p\
p primo

-1 H pE(’)D 1— —2s
— H { 1—xm (p) [p|—2° } - p primo Xm( )lpl
- 1

peOp \ 1=xm(p)|p| =252 HPEOD 1—xm (p)lpl 2s5-2

p primo p primo
L(s, Xm
= w por la definicion (1.2.3)
L(s 41, Xm)
O
Sustituyendo ([1.36) v la igualdad en el lema ([1.38]) en (|1.34)
L(s, xm)
¢m,0(8) - L(S+ 1,Xm>7
donde m € Z es tal que x,, es un caracter de Hecke en Op.
Veamos que pasa si m es impar. De la férmula en 1}
oplc) - M(c)2m+!
Domt1,5( Z |C‘2+25 : (1.40)

0#c€0p

Sea ¢ € Op, ¢ # 0, como —1 € Op tenemos que —c € Op y se cumplen la siguiente cadena de

igualdades:
2m+1 2m+1
M(epm = (f‘c\) - <W> G (141)

Por otro lado, del lema ((1.3.7)) se sigue que,

eo(=0) = (o) | =] (%7/0) | = wnte): (1.42)



Usando las igualdades en ([1.41)) y ([1.42) vemos que
¢p(—c) - M(=c)*™™ _ vp(c) - M(c)*H!

|_C|2+25 o |c|2+25 )

pero entonces el valor en la sumatoria (1.40) para ¢ € Op (con ¢ # 6) se cancela con el valor en la
sumatoria para —c € Op. Por tanto,

Pomir15(8) =0, Vm € Z.

Hemos demostrado el siguiente,

Teorema 1.3.17. Si D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}, entonces
Gomirg(s) = 0, Vm el

Si D =1 entonces

L(57 X4m)
= = —"2" _ ¥YmeZ.
¢4m,0(5) L(S + 17 X4m>7 m
Si D = 3 entonces L )
S, X6ém
= = —"277 _ ¥YmeZ.
¢6m,0(5) L(S + 17 X6m>7 m
Si D e {2,7,11,19,43,67,163} entonces
L(87 X?m)
= = ——=—"— VYVmeLZ.
¢2m,0(3) L(S + 1’ X2m) m
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CHAPTER 2 ——
Preliminares de Grupos y Algebras de Lie

En este capitulo de preliminares recordamos conceptos que usaremos en lo que resta del trabajo.

En la seccion 1 recordamos brevemente sobre grupos de Lie, algebras de Lie y la funcion exponencial,
haciendo énfasis en los ejemplos que utilizaremos.

En la seccién 2 vemos las transformaciones adjuntas Ad y ad.

En la secciéon 3 repasaremos sobre operadores diferenciales invariantes, el algebra envolvente universal
y finalizaremos con dar una accién de SU(2) en el algebra envolvente universal de si(2, C)g.

En la seccion 4 veremos espacios débilmente simétricos, su definicion, algo de su motivacién y un
lema que nos da una manera alternativa de ver cuando un espacio es un espacio débilmente simétrico.

2.1 — Conceptos generales

Un grupo de Lie es un grupo que al mismo tiempo es una variedad diferenciable y donde la funcion
G x G > (g,h) — gh™' € G es una funcién diferenciable de G x G en G.

En un grupo de Lie hay naturalmente traslaciones izquierda L, : G — Gy derecha R, : G — G
para todo g € G. Estas estan dadas por Ly(h) = gh y Ry(h) = hg respectivamente. Dichas traslaciones
son difeomorfismos de G.

Se dice que un campo vectorial X en G es invariante a la izquierda si dL,X, = Xy, Va,g9 € G.
Cada vector X; € T; G genera un campo vectorial X invariante a la izquierda.

El espacio tangente a la identidad I en GG, denotado g, es el algebra de Lie de G, equivalentemente,
es el conjunto de todos los campos vectoriales en G que son invariantes a la izquierda. El grupo de Lie se
denota con letras mayusculas, mientras la correspondiente algebra de Lie con minusculas. En el dlgebra
de Lie g hay una multiplicacién g x g — g dada por

(X,)Y) — [X)Y], VXY €g,
y que cumple las siguientes condiciones:
» [(X)Y] =V, X], VXY €g.
[ XYL 2]+ Y, 2], X+ [[Z2,X],Y] =0, VXY, Z€g.
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Para grupos de Lie de matrices, como todos los que usamos en este trabajo, el corchete estd dado
por el corchete usual de matrices, es decir, si X,Y € M, «,(K) con K =R 6 C, entonces:

X,Y]= XY - VX,
donde XY indica el producto usual de matrices.
Ejemplo. Si K =R ¢ C, entonces:
» GL(n,K) ={g € Mpxn(K); detg # 0}, gl(n, K) = M, x,(K).
» SL(n,K)={g€ GL(n,K);detg =1}, sl(n,K) ={X € gl(n,K); Tr X = 0}.
» SO(n,K)={9€GL(n,K);detg=1,g7' =¢'}, so(n, K) ={X €glin,K); XT = -X}.
» SU(n)={g9g€GL(n,C);detg=1, gt =7g"}, su(n) ={X € gl(n,C); Tr X =0, X = - X}

Una relacion béasica entre el dlgebra de Lie y el grupo de Lie esta dada por la funcién exponencial
exp:g — G. Si X € M,»,(K) la exponencial esta dada por:
2 XS
exp (X) = ]+X+?+?—I—...

Usaremos la notacién eX en lugar de exp (X).

2.2 — Transformaciéon Adjunta

Damos una breve recopilacién acerca de representaciones adjuntas. Paracadaq € Gsea ¥, : G — G
dado por
U, (h) = qhqt, VYheQG.

Como VU, (I) = qlqg " = I, se sigue que d(¥,);: g — g, Vg € G.
Definicién 2.2.1. Sea g € G, la transformacién Adjunta Ad, : g — g, es la funcién definida como:
Ady(X) = d(¥,)(X), VX eg.

Como ¥, = ¥, 0¥, Vp,q € G, tenemos que Ad,,(X) = Ad, o Ad,(X), VX € g, y por tanto la
funcion Ad : G — GL(g) dada por
q— Ad, g — g,

es una representacion de GG, llamada representacion Adjunta.

Definicién. Sea X € g, la transformacion adjunta adx : g — g se define por medio de la siguiente
identidad:
adx(Y) = [X,Y], VY €g.

Ejemplo. Para grupos de matrices, por ejemplo, G = SL(2,C) 6 G = SU(2),
Ad,X = qXq ', VqeG, VX eg.
adxY = [X,Y]=XY -YX, VX,Y g
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Lema 2.2.2. Propiedades de la representacion Ad en los casos G = SL(2,C) 6 G = SU(2).
(a) Ad,o Ad, = Ad,,, Vq,p€G.
(b) Ad;=1d:g—g.
(c) Adgr = Ad*, VYqeG.
(d) Ad,[X,Y] = [Ad,X,Ad,Y], Vg€ G, VX.Y €g.
Demostracion. » (a) Si X € g, entonces
Ad,o AdyX = Ad,(pXp~') = q(prp g
= ()X (qp)™" = Adg X.
» (b) Si X € g, entonces Ad; X =IXI"' =X = Ad; = Id.
» (c) Tenemos las siguientes igualdades:

Ad,o Ady1 = Ady— por (a)
= Ad; = Id. por (b)

» (d) Si X,Y € g, entonces

AdX,)Y] = Ady(XY —YX)=q(XY -YX)q!
= ¢gXYql'—qYXqg!

= (@ Xq¢ NgYqg ") —(@Yq )egXq )
— [Ad,X, Ad,Y).

2.3 — Operadores diferenciables y algebra envolvente universal

En esta seccién ocuparemos el caso G = SL(2,C), g = sl(2,C). Sin embargo, los conceptos aplican
a cualquier grupo de Lie conexo.

Definicién.
C*(G) = {f:G — C; f es diferenciable }.
Observamos que C'(G) es, en particular, un espacio vectorial sobre R (y sobre C).
En nuestro trabajo usaremos operadores diferenciables de orden < k., ver una definicion com-
pleta en [I1], pagina 50. Por el momento solo diremos que un operador diferenciable es una funcién
lineal D : C®(G) — C>(G).

Por otro lado, G actia en G via traslaciones izquierdas, esto es,

qxh:= Ly(h)=qh, VYq,heQq.



Definicién. La accién anterior hereda una accién de G en C*(G) dada por:
gxf = L,f, Vqe GVfeC®G),
donde L,f € C*(G) y esta definida por
(Lf)(B) = F(Ly(B) = flah), VheG.
Es claro que también hay una accién de G en C*°(G) usando traslaciones derechas como sigue:
gxf = R,f, Vqe GVfelC®G),
donde R, f € C*(G) y esta dada por

(Ryf)(h) = f(Ry(h)) = f(hq), VheQG.

Definicién. Un operador diferenciable de orden < k, D : C*°(G) — C*°(G), es G-invariante a la
izquierda si

L/Df) = D(L,f), Va€GYfeC™(G).

Definicién. El conjunto de los operadores diferenciables de todos los érdenes y G-invariantes a la
izquierda en G forman un &lgebra que denotaremos por I DO(G).

Escribimos sl(2, C)g para referirnos a el dlgebra de Lie sl(2,C) como un &lgebra de Lie sobre R.

Definicién 2.3.1. Cada vector X € sl(2,C)g genera un operador diferencial de orden < 1, y que
denotamos por X%, estd definido por medio de la siguiente igualdad:

» d
(X1f)(q) = 2| Fla). VaeGvfe (@)
Es inmediato verificar que X**? € IDO(G), lo cual motiva la siguiente funcién
L:sl(2,C)g — IDO(G)

dada por la regla
LX) = X"™.

Dada el algebra de Lie gg consideramos el algebra

Tgr) = REOGRE (r®gr) D (IR VIR QD gr) P ...

donde ® es el producto tensorial y @ la suma directa de espacios vectoriales. Sea I el ideal en T (ggr)
generado por los elementos como se indica a continuacién:

[=(X®Y -Y®X—[X,Y]; VX,Y € gg)

Definicién. El cociente T'(gr)/I, denotado U (gr), es el dlgebra envolvente universal de gg.
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Una base para U (sl(2,C)g) estd dada por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, y dice que
los siguientes elementos generan el dlgebra envolvente universal U (sl(2, (C)R);

XNQXr®--0XP, rmeNke{l,... 6,

y donde X" = X ® --- ® X se multiplica m veces. En todo nuestro trabajo nos referiremos al elemento
anterior simplemente como
XM X5 Xge.

u (sl(Q,C)R) es un algebra asociativa y fué Poincaré quien la introdujo en 1899 como una cierta
algebra de operadores diferenciables sobre el grupo de Lie. En el caso que gg sea el dlgebra de Lie de un
grupo abeliano, L{(gR) es isomorfa a el dlgebra de polinomios R[X;, Xy, ..., X,], donde { X3, X5, ..., X}
es una base de gg.

De la definicién del dlgebra envolvente observamos que sl(2,C)r C U(sl(2,C)g), la funcién L :
sl(2,C)g — IDO(G) se puede extender a una funcién L : U (sl(2,C)r) — IDO(G), lo cual hacemos
en dos pasos. La idea es que como vectores en el algebra de Lie equivalen a campos vectoriales invariantes
a la izquierda, estos generan operadores diferenciales de orden < 1 G-invariantes a la izquierda, y usando
la composicion ellos se genera toda el algebra de operadores diferenciables de todos los érdenes y G-
invariantes a la izquierda, es decir, IDO(G).

Sea X = X1 X5--- X, € U(sl(?, (C)R), donde X1, X, ..., X,, € sl(2,C)g, la funcién L se extiende a
monomios como sigue: ' '
L(X) = X[MoX;"0---0 erfq.

Ahora consideremos cualquier elemento X € U (sl(?, (C)R), X es una suma finita
r-Yx,

donde cada X,, es un monomio de la forma X,, = X,,,, X;n, - - - Xon,, con Xy, Xy -+, Xon,, € 8l(2, C)g.
Luego, podemos definir L en X por

L(X) = ) L(%w).
Definicién 2.3.2. Tenemos una funcion
L:U(sl(2,C)r) — IDO(G),
tal que cumple

L(%l./fz) = L(%ﬁ o L(:{l), V%l, X, € U(SZ(Q, C)R> (21)

Otra accién que utilizaremos en el capitulo 7 es como sigue,

Definicién 2.3.3. SU(2) actia en U(sl(2,C)r). Sean X € U(sl(2,C)r), K € SU(2), definimos la
accién por casos. Si X = X € sl(2,C)g entonces:

K«+«X = AdgX.



Si X es un monomio dado por X = X1 X, --- X, € Z/I(SZ(Q, C)R) donde X1, X, ..., X, € sl(2,C)r
KX = (AdeX))(AdgXs) - (Adi X,n).

Ahora consideremos cualquier elemento X = ) X,,, es una suma finita donde cada X,, es un
monomio de la forma X,, = X, Xy, -+ X, con Xo, Xongy o oo, Xin,, € 8l(2,C)r. Luego, podemos
definir

KxX = ZAdKffm.

Para esta accién usamos la notacion K * X = AdgX.

No es claro que la definiciéon anterior realmente define una accién, por lo que lo probamos ahora.
Sean K, Ky € SU(2), X = X € sl(2,C)g, tenemos que:

K1K2 * X = AdKleX

= KlKQX(K1K2>71 == Kl (KQXKgl)K;I

— Adg, (Adg, X)
Suponemos ahora que X = X;X5--- X, € Z/l(sl(2, C)R) donde X3, X, ..., X,, € sl(2,C)g, entonces
Ky (Ko % %) = Ko+ ((Adie, X0) (Adi, Xa) -+ (Adge, Xon)

— Adig, ((Adge, X))
= (Adg, Adg, X1)
= (Kl * (KQ * X1

Adye, X) - - (AdKQXm)>
Adg, Adg, Xs) - - - (Adge, Ad g, X o)
V(K * (Ko X)) -« (K7 (K * X)). (2.3)

~—  —

Por otro lado,
KiKyxX = Adg, i, X
= (Adg, ., X1)(Adk, 1, X2) -+ - (Ad g, k6, Xim)
= (K1 % (Ko x X1)) (Ky * (Kyx X)) - (Ky + (Ky * X)) por ([2.2]) (2.4)

De (2.3) y (2.4) se sigue que
Kl * (KQ * %) = KlKQ * X. (25)

Ahora consideramos X = ) X, una suma finita, donde cada X,, es un monomio de la forma
X = X0y Xony - Xy, con X, Xy ooy X, € 81(2,C)g,

Ko+ (Ko + %) = Adig, (Adi, %)
— Ady, <AdKQZ%m> — AdK1<ZAdK2%m>
= > Ad, (Adixn) = Y Adiir X por
= Adi,ie, Y Xm = Adp, 1, X

Por lo que concluimos que

Ki* (KoxX) = K1 Ko+ X, VK, Ky € SU(2),YX € U(sl(2,C)g).
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Espacio simétrico Espacio débilmente
simétrico

Figura 2.1: Espacios simétricos.

2.4 — Espacios débilmente simétricos

Los espacios débilmente simétricos fueron introducidos por Selberg [26] en 1956. Su motivacién
fué generalizar la féormula de sumacion de Poisson a la ahora conocida como férmula de traza de Selberg.

Definicién 2.4.1. El triple ((S, 9), H, u) define un espacio débilmente simétrico si:
= (S, g) es una variedad Riemanniana.

» Existe un subgrupo H de el grupo de isometrias Iso(S, g) que actia transitivamente en S, esto es,
para cualesquiera p, g € S existe una isometria f € H tal que f(p) = q.

» Existe una isometria fija p: S — Stal que p?> € Hy uGu=' =G.

= Para cualesquiera p,q € S existe una isometria f € H tal que

Un espacio simétrico es también un espacio débilmente simétrico pero el inverso no siempre es cierto.
Ver figura (2.1), tomada de [2I]. Como Selberg demostré en [26], los espacios débilmente simétricos (al
igual que los simétricos) tienen la propiedad de que el dlgebra de operadores diferenciables de todos los
ordenes y H-invariantes en S es conmutativa.

Hay una caracterizacion geométrica de los espacios débilmente simétricos debida a Ziller, sin embargo,
nosotros usaremos la siguiente reinterpretacion también debida a Ziller, ver [32] y el lema 2.1 en [22].

Lema 2.4.2. Supongamos que (S, g) es una variedad Riemanniana conexa y p: S — S una isometria
fija tal que p(q) = q, para algin q € S. Sean H un subgrupo de el grupo de isometrias 1so(S,g) que
actia transitivamente en S, ademds, H, == {f € H; f(q) = q}. El triple ((S, 9), H, u) define un espacio
débilmente simétrico <= Yv € T,S existe f € H, tal que d(f o pu),(v) = —v.



CHAPTER 3
Preliminares de Geometria Hiperbdlica y Analisis

En la seccién 1 recordaremos los conceptos de espacio hiperbédlico y la descomposicién de Iwasawa.

En la seccion 2, estudiaremos los grupos de Bianchi, orbidades de Bianchi, ademas de los subgrupos
estabilizador y maximal unipotente. Al final de la seccién veremos el concepto de ctispide y la reticula
Ap asociada a un anillo de enteros Op.

La seccion 3 la dividimos en dos subsecciones, en la subseccion 1 estudiaremos los conceptos de
polinomios de Legendre, polinomios Legendre generalizados, armonicos esféricos y polinomios de Jacobi.
En la subseccién 2, repasaremos sobre las representaciones de SO(3) y SU(2), lo que permite recuperar
la matriz de Wigner D! (R) para R € SO(3) de una representacién de SO(3). También construimos
un homomorfismo @ : SU(2) — SO(3) (definicién (3.3.9)) usando la representacién adjunta. Veremos
coordenadas de Euler para SU(2) y dngulos de Euler para SO(3).

En la seccién 4, daremos la demostracién de un lema técnico que permite obtener una expresién mas
manejable de la matriz pequeiia de Wigner d., (x) en términos de los polinomios de Jacobi, expresién
encontrada (pero no demostrada) en [4] pagina 50, esto sera fundamental para obtener la expansién de
Fourier de series de Eisenstein.

3.1 — Espacio hiperbdlico y descomposicion de Iwasawa
El modelo del semiespacio superior para el espacio hiperbdlico H? est4 dado por la variedad
H? = {(z,\); 2€ C,A>0} = {(z,y,)); 2,y € R, A > 0},
con la métrica Riemanniana hiperbdlica dada por

da? + dy? + dX\?

2 _
ds® = 32

Para facilitar los calculos usaremos los cuaternios de Hamilton, generados por la base {1,1,j, k}.
Denotaremos un punto P € H? de las siguientes maneras:

P=(z,)) = (x,y,\) = z + \j,
donde z = x + 4y, j = (0,0, 1).

Recordamos que
SL(2,C) = { (CCL Z) ;a,b,e,d e C, ad—be = 1}
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PSL(2,C) = SL(2,C)/{xI}.

La accién de PSL(2,C) en H? es por isometrias hiperbélicas que preservan orientacién. La accién
induce un biholomorfismo sobre la esfera de Riemann P!(C) = C U {oo}, que es la frontera de H?.

El grupo SL(2,C) también actia en H?* UP!(C). La accién en H? estd por:
a b 1
Aj) = Aj)+b] s —m————.
(C d) (4 29) = lalz+29) +0) c(z+Nj)+d

Equivalentemente, la férmula explicita que utilizaremos es la siguiente:

<CCL Z) (2 4 \j) = (az +b)(cz + d) + ac N? N A (3.1)

lcz + d|? + |c|? A2 lcz + d|? + |c]? A2 J:

Representamos a los elementos en P!(C) como [z1, 23], donde 21,25 € Cy (21, 22) # (0,0). Con esta
notacién, oo = [1,0]. La accién de SL(2,C) en P'(C) esta dada por

b
(a ) [21,20] = [az1 + bza, cz1 + dzs].

Lema. (Descomposicién de Iwasawa compleja) Si g = ((é Z) € SL(2,C), entonces g se puede

escribir de manera tinica como indica la siguiente formula:
T 1 d —c
ac+bd [ S— 0

(a b) _ (1 —|c|2+|d|z> (w/7|c|2+d2 ) VIEEHAE /el

d C
‘ 0 ! 0 [ef? + |df? VIePHd?  y/lel>+d)2

Demostracion. Sea A = |c|* + |d|?, se tiene que

1 ac+bd
. 2\
M ( L >

Sl

§ o
N———
VR
>«|°§|&'
SlESI
N——

Como ad —bc =1 <= ad =1+ bc <= bc = ad — 1. Se obtiene,

§+(a6+bd)c B §+
A A A

ol vic




¢ (ac+bd)d _§+f§g+bWP
A A I DY A
B _§+EO+M§+Mﬂ2
DY A A
Z Z blc|? + bld|?
:__|__|_—
A
b
= — =0
A

. a b . .. .
Concluimos que M = (c d)' Para verificar la unicidad consideremos w,w’ € C, r,v’ > 0, a, o/, 5, 3" €

C tales que
lo? +18]* = |o']* + 8] = 1.

(3.2)

Supongamos que existen dos descomposiciones en la forma del lema para g. Es decir, suponemos que

OHIIC R I E )

=
S =38
~~_
T
! °
S ™
~
I
I/~
o i
U,
~_
T
>
=
~_

<
0
ra—28 rB+ Ya r’a’—f—,/_’ B+ o
— B a | = _B r '
T r r! r!
Por lo que
!
ra——pF=r'ad ——p,
r
_B_F
r r'’
a o
rooor
De (3.4) v (3.9)
-
B :Blpa
r
a=a—.
r/

Sustituyendo (3.6]) y (3.7) en (3.2))

2

2 2 2
) 2 e a2 T 12 n2\ _ T
L= ol + |87 = Sla'P+ 181 = S (0P +1817) = .

por lo que al ser 7,7’ numeros reales positivos concluimos que r = r’. Luego por (3.6) vemos que 5 = ',
por (3.7)) se sigue que o = . Finalmente, de (3.3)) obtenemos que w = w'. Entonces la descomposicién

de Iwasawa es Unica.

Usando la descomposicion de Iwasawa daremos coordenadas a SL(2,C).
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b

Definicién. Sea g = (‘CL y

) € SL(2,C). Las coordenadas de Iwasawa de ¢ estan dadas por las

siguientes formulas:

¢+ bd 4 =
z= —a§+ S A= +1dP, A= (2 )] eSU©2), (3.8)
[c]? + |d] = &

y son las unicas que cumplen la identidad

ac+bd S S d _C
g = (“ b) _ <1 ﬁ)( i 0 > Ve R
c\0 0 el +1dP”) \ Virsiapr ieriae

Usando las coordenadas de Iwasawa denotaremos a g como sigue:
g = gz-{-%j,A‘

Inversamente, si z € C, A > 0y A € SU(2), denotaremos por g,;j.4 a la matriz en SL(2,C) dada por:

1 2 A0
Gz40j,A = (0 1) (O %> A.

Otra identidad que nos serd muy util (caso particular de la férmula (3.1))) es la siguiente:
gernalj) = 2+ X% (3.9)
El grupo de Lie SU(2) es homeomorfo a la 3-esfera S®. A continuacién observamos que debido a la
descomposicién de Iwasawa compleja el grupo SL(2,C) es topolégicamente H? x SU(2).
Lema. SL(2,C) es homeomorfo a H? x SU(2).

Demostracion. Sea f:H3 x SU(2) — SL(2,C) dada por medio de la siguiente férmula:
1 z\ (A O
f(Z,)\,A) = <O 1) (0 l) A = gz—l—)\j,A S SL<27(C)7
Y

con z = x + iy, (z,\) € H3 A € SU(2). Sabemos que f es sobreyectiva por la descomposicién de
Iwasawa, ademas que f es inyectiva por la unicidad de la descomposicion de Iwasawa. Luego f es una
biyeccién.

Sea A = (_(% g) € SU(2), luego

(1 z\ (X O a BY (A
Fria=10 1)\0o +)\-B a) = \o

Ahora, como Ao — 53, AB+ 5@,

)(a_ 6)_ a— 28 A+ sa
AN N

son funciones continuas de z,y, A, a, 3, se concluye que f es

PSS I

>Rl

_8
A

b) € SL(2,C) se tiene que

continua. Por otra parte, sea g = (CCL d

fHg) = (2,1, A),

donde . _
ac + 1 pud —ué)
_ L p=m——— . A= € SU(2).
eF I T (e i) =

Luego z, i, A son funciones continuas en las variables a, b, ¢, d, por lo que f~! es continua, entonces
f es un homeomorfismo. O]



3.2 — Grupos de Bianchi y orbidades de Bianchi

Definicién. Un subgrupo I' < PSL(2,C) es llamado discreto si y sélo si su imagen inversa en
SL(2,C) c C* (bajo el mapeo II : SL(2,C) — PSL(2,C)) es discreto con la topologia del espacio
vectorial, esto es, la topologia heredada de la norma

Al = V/lal? + b2 + |2 + |d]?,

a b
donde A = (c d) )

Definicién. Un subgrupo I' < PSL(2,C) es llamado discontinuo si y sélo si para todo P € H? y
para toda sucesion {7}, },>1 de elementos distintos de I', la sucesién {7,,(P)}>2, no tiene un punto de
acumulacién en H?. En este caso decimos que I'" actiia discontinuamente en H3.

Se tiene el siguiente teorema de Poincaré en [23], tomo II, pagina 268.

Teorema 3.2.1. (Poincaré) Un subgrupo I' < PSL(2,C) es discontinuo si y solo si I' es discreto en
PSL(2,C).

Tenemos el siguiente teorema en [9], pagina 311.

Teorema 3.2.2. Sea Kp un campo cuadrdtico imaginario de discriminante dp < 0 (ver definicion
(Z4)). El grupo PSL(2,0p) tiene las siguientes propiedades:

1. Tp = PSL(2,0p) = SL(2,0p),/{+I} son los grupos de Bianchi.
2. PSL(2,0p) es un subgrupo discreto de PSL(2,C).

3. PSL(2,0p) es no cocompacto pero tiene covolumen finito, esto es, H?/PSL(2,Op) no es compacto
pero tiene volumen finito.

4. Se tiene que
|dp|?

Vol(H*/PSL(2,0p)) = e

CKD (2)

5. PSL(2,0p) tiene un dominio fundamental Fp acotado por un nimero finito de superficies geodési-
cas.

6. PSL(2,0p) es finitamente presentado.

Por el teorema inciso (2) sabemos que T'p es un subgrupo discreto de PSL(2,C), por lo que
usando el teorema de Pomcare en 1.} concluimos que ['p acttia discontinuamente en H3. La accién

también es propia. Resumiendo, r p acttia propia y discontinuamente en H?, por tanto se pueden definir
las orbidades M3} como sigue:

Definicién. Sean M} las 3-orbidades hiperbdlicas definidas como sigue:
M} =H*/Tp,
llamadas orbidades de Bianchi.
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Las orbidades de Bianchi no son compactas, pero por el teorema (3.2.2)), inciso (4), sabemos que
tienen volumen hiperbdlico finito dado por

ldpl?

Definicién 3.2.3. El grupo estabilizador I'p o, de I'p en oo estd dado como sigue

€ =z y
I'poo = { (0 6_1> ;e€Of, z € (’)D}.

Definicién 3.2.4. El subgrupo maximal unipotente I',  de I'p en oo estd dado por

I = { (é i) ; ZGOD}.

Definicién. Decimos que I'p tiene una ctspide en oo si I'p o, contiene un grupo abeliano libre de rango
2.

Damos explicitamente los grupos I'p o y T'p , para I'p donde D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}. Si

D =1 entonces
T = { (8 621) cee{l,i}, z € Z[z]}.
1 =z )
D= { (O 1) e zm}.

F3,oo - { ((6) 6i1> ; €€ {176%76%}7 be 03}
I = { ((1] i) : zeog}.

1 =z

Resumiendo, si D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163} entonces I'p tiene una tunica cuspide en co. Esto
significa que M3, son 3-orbidades hiperbélicas con una ctispide en oo. Ver [I2], pagina 4, para una
explicacion detallada sobre las cuspides.

Si D = 3 tenemos

Si D e {2,7,11,19,43,67, 163}

3.3 — Armonicos esféricos y matriz de Wigner
Consideremos el Laplaciano en S' dado por Ag = —g—;. Sean n € Z y v, : St — C las eigenfun-
ciones del laplaciano de S!, es decir,

wn(eie) _ em0,



se tiene que
AS1¢n - Tﬂwna
luego, Spec(Ag1) = {n*; n € Z}. Por lo que solo hay multiplicidad igual a 2 si n # 0.

Sea R, € SO(2) una rotacién de dngulo o y consideramos la funcién 1, o R, : S' — C, tenemos

U © Ra(€”) = 1y, (e"@T))

ezn(9+a) — gine eznG

e 4y, (€. (3.10)
Para cada n € Z existe una representacién ¥, : SO(2) — M4 (C) = C dada por

U, (Ry) = e™™. (3.11)

Sustituyendo (3.11f) en (3.10) hemos verificado la siguiente identidad:

wn o Ra = \Ijn<Ra) . ’l/}n

Luego, las funciones v, o R, v %, son eigenfunciones linealmente dependientes en S!, el coeficiente que
aparece en la combinacién lineal entre dichas funciones viene de las representaciones de SO(2).

Consideremos ahora el Laplaciano en S? denotado Ag:. Sean | € N, m € Z con m € [, 1], existen
funciones (arménicos esféricos) Y\ : S2 — C que son las eigenfunciones de Agz, es decir,

DYl = 11+1)Y),
luego, Spec(Asz) = {I(l + 1); | € N}, donde hay multiplicidad que crece con I.

Sean R € SO(3), V! o R7! : §? — C, se puede probar que {Y,! o R7! Y/}, _ , son eigenfunciones
linealmente dependientes de S%. Luego, existen constantes C! (R) € C tal que

m © R_ Z Ckm

k=-1

En esta seccién daremos sentido a las constantes C, (R) como los coeficientes de la matriz de Wigner de
R, y siguiendo a Wigner, veremos que dichos coeficientes vienen de representaciones (2(+1) dimensionales
de SO(3) (y de SU(2)). Es claro que esto es andlogo a lo que ocurre para S*.

3.3.1 — Armonicos esféricos

Los arménicos esféricos son un conjunto de funciones usados para representar funciones en la esfera S2.
Los arménicos esféricos son las eigenfunciones del laplaciano Ag2 en S?. Como consecuencia aparecen en
las soluciones a ecuaciones diferenciales parciales donde aparece Ag2. Por ejemplo, el laplaciano esférico
aparece en la ecuacién del calor, ecuacién de Schrodinger, ecuacion de onda. También los armoénicos
esféricos aparecen cuando se estudian las érbitas del atomo de hidrégeno. Para definir los armoénicos
esféricos necesitamos primero recordar los polinomios de Legendre.
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Definicién. Sea | € N. Los polinomios de Legendre estan definidos, via la formula de Rodrigues,
como indica la siguiente férmula:

1 d
Ejemplo.
Pl(,il?) = .
Py(z) = 1(3z* - 1).

Definicién. Sean [ € N, m € Z. Los polinomios de Legendre generalizados son definidos por la
formula:

PP(e) = ()" (1= )% (R@), sim>0
P = (1) G B, sim 20
Ejemplo.

P)(z) = 1.

P)(x) = z.

Plz) = —V1— 22

P)(r) = —3zV1— 22

Pl (a) = LI

Recordamos que las coordenadas esféricas r, 9, con r € [0,00), ¥ € [0,7], ¢ € [0,27), estdn
dadas por las ecuaciones:

x =r-cosp-siny

Yy =r-sin g - sin

z =r-cost
con inversas dadas por:

z

¥ = arccos—
r
Y

¢ = arctan-—.
x

Definicién. Sean [ € N, m € Z con m € [—,l]. Los arménicos esféricos son funciones Y}, : § — C
definidos por la formula:

Y9, p) = \/(26; D E; ; :3: P™(cosd) - ™.



Ejemplo.
Yo (W,0) =
Yi(0.6) = /B Pilcosd).
Vi) = %\/g sing - e,
YE(0,p) = —%\/g sind cos ¥ - €'

N |
=

Los arménicos esféricos son las eigenfunciones del Laplaciano en S?, es decir, son los andlogos a las
eigenfunciones e en el circulo S'. Se cumple que

As2Yy (9, 0) = 11+ 1) Yy (9, ).
Los arménicos esféricos forman una base ortonormal de funciones en S?. Esto es,

2w
<Yl1 >ler?2 19 ¥ >L2(S2 / / Y7£111 79 90 YZQ (79 90) sin v dv dg@ 51112(57”17712'

Definicién 3.3.1. Sean z € R, n,a,8 € 7Z tales que n,n + a,n + f,n + a + S > 0, definimos los
polinomios de Jacobi por medio de la siguiente ecuacion:

PP (z) = (n+a)! (n+ B)! i <$T_1> <$T+1'>

’ — (nt+a—ala(f+a)(n—a)l

Més adelante aparecerdn los nimeros d., () cuando estudiemos las representaciones de SU(2) y
SO(3). Por ahora solo diremos que con los coeficientes de la matriz pequeiia de Wigner di () se
construyen las matrices de Wigner D! (R).

Definicién 3.3.2. Sean | € N, k,m € Z tales que k,m € [—[,l], x € [0, 7]. Los coeficientes de la matriz
pequena de Wigner (ver [29], pagina 167) estan dados por medio de la siguiente ecuacion:

K . k—m+2a —k+m+2l—2a
(-1) _m+“<sm)—§> (cos %)

(l+m—a)lal(k—m+a)l(l—k—a) ~

A (X) = U+ R = R+ m)I(1—m)! )

donde a corre en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos.

Ejemplo 3.3.3.

dho(x) = Pi(cosx).
di(x) = 3(1+4cosx).
dip(x) = —Jgsinx.
di _1(x) = 3(1—cosx).
d55(x) = §(1+cosx)*

20



3.8.2 — Cdlculo de la matriz de Wigner DL (R)

En esta seccién encontraremos explicitamente los coeficientes de la matriz de Wigner denotados
D! (R), donde R € SO(3), para esto necesitaremos los coeficientes de la matriz pequena de Wigner.
La guia serd el libro de Wigner [29], aunque hemos cambiado en algunos casos la notacion.

Definicién. Sea W, el espacio vectorial sobre C de polinomios homogéneos de grado [ en tres variables
T, Y, 2
Ejemplo. f(z,y,2) = 22%y — xyz + 8i2® € W3.
Definicién. Decimos que f(z,y,x) € W, es arménica si Af(x,y,z) = 0, donde
0? 0? 0?
A = 922 + a7 + 9.2
Ejemplo. f(z,y,2) = 2’y — y2* € W3 es arménica ya que

Af(z,y,2) = (2y) + 0+ (—2y) = 0.

Definicién. Sea H; C W, definido como sigue:
H, = {f € W;; fesarmdnica }.

Usando la linealidad del Laplaciano es facil ver que H; es un subespacio vectorial de W.

Definicién 3.3.4. Sean R € SO(3), f € W,. Definimos la funciéon O f : R® — C mediante la
siguiente férmula:

Or f(z,y,2) = f(R‘1 y > = [(R Y (z,y, 1))

2
Lema. Si R € SO(3), f(x,y,z) € Wy, entonces Og f(z,y,2) € W,.

Demostracion. Basta verificarlo para los monomios homogéneos, escogemos f(x,y, z) = 2™ y™2z™ con
m1, mo, m3 € N y que satisfacen m; + mo + m3 = [. Sea

ail aiz Aais
R Y= [axn axn ax )
a31 azz 33
con a;; € R. Luego,
Or f(z,y,2) = f(R ' (z,y,t)")

f(CLllSIT + a2y + 132, A21T + A2y + a23%, a31T + azy + a332)

mi m2 m
= (anx + apy + a132) (a21I + a2y + CL23Z> (asﬂ + azy + a332) ’

- ﬁ ( % (T:k) (arz + ary) ™" (akgz)”>

k

k=1 =0
’ o et mg mg —Tg Mg —Tk—Sk Sk Tk
lip3ps (ar17) (a2y)™ - (a4a2)
Tk Sk
r,=0 s=0

3
= ( % mkzrk <T;Lk) (mks— Tk) (akl)mkfrkfsk (am)sk (Clk3>rk ) xmk_rk_sk’yskzrk> .
— k k



Por lo que cada término en Op f(z,y, z) tiene el mismo orden que el polinomio Hi:l X TTR TSk Sk 2Tk
el cual tiene orden mq + mq +ms = 1. O

Lema. La funcién Or : W; —> W, es lineal.

Demostracion. Si f,g € Wi, A1, Ay € C, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

OR<A1f+A29)($7yvz) = (A1f+)‘29) (R_l(zay7z)T)
= (M) (B (w,9.2)") + (M) (R (,y,2)")
- >\1 ’f(R_l(nyvz)T) +>‘2'9(R_1(x7y72>T)
= )\1'ORf($7yaz)+A2'ORg<x7yaz)
= (/\1‘0Rf+)\2'ORg)(xay7Z)'
Por tanto OR()\lf—i—)\Qg) =X - Orf+ X-Ogyg. O
Lema. Si Ry, Ry € SO(3), entonces Og, © Or, = OR,or, -

Demostracion. Si f € W,

OR1 o Osz(xa Y, Z) = OR1 © f(RQ_l(QJ, Y, Z)T)
= f(Ri ' oRy N (z,y,2)")
= f((RQORl)_l(J:?y:Z)T)
= OR20R1f<x7y7'Z>‘
O

Lema. Sea R € SO(3). Si Af = 0 entonces A Ogrf = 0, esto es, H; es invariante bajo el operador Og,
para cada R € SO(3).

Demostracion. La prueba estd basada en la demostraciéon del lema 2.4, pagina 15, en [2]. Sean u =
(m, Y, z), v=R"! u, recordamos que

Va=R1'Vy, (3.12)
donde

Tenemos la siguiente cadena de igualdades:

AH - VE‘ Vg
— (V) (7VY) por
= Vs Vs ya que R~ € SO(3)
- Aﬁ.

Por lo que hemos verificado la siguiente identidad:



Luego,

NgOgpf(@) = Agf(R'(w)
) por hipétesis
) por (3,13)

I
>
3
=

Resumiendo, sea [ € N, SO(3) admite una representacién en H; < W, dada por
R e SO(?)) — Or: H, — H,

recordamos que H; es el espacio vectorial sobre C de polinomios homogéneos arménicos de grado [ en
tres variables z, v, 2.

El Laplaciano en R? (denotado Ag) en coordenadas esféricas r, 9, ¢ estd dado por:

0? 0 0 0 0?
ANp = 2y — + = — +2r — S
B cse 198¢2+8192+CO“9819+ T8r+r 52
0 , O
= 2r E +r % — Agg. (314)

donde Ag: es el Laplaciano en la esfera unitaria S* (con la métrica Riemanniana usual), y dado por:

2
JAND) :—cs02198——i—00t192.

op?  09? oY
Sea f € H;, usando coordenadas esféricas, se cumple la siguiente identidad:
flx,y,2) =r' Y0, 9),

para alguna funcién diferenciable Y : §? — C. Luego,
0=Af(x,y,2) = Lp (r'Y'(0,¢9)),

y por (3.14), 5 a2
(27« 5t 5 AS>(r Y'(d,¢)) =0
= 2r- I Y0, 0) + 21— D)2 YN, ) — Agert - YD, 0) = 0
e YW, 0) + 11— D)t YW, 0) — rt De YD, 0) = 0
= DAYV, 0) =120+ 1(1—1)) Y'Y, ¢),
pero 2l +1(l—1)=20+1*—1=1*+1=1(+1), por lo que
r N Y9, ) = ' 11+ 1) Y0, ),

haciendo » = 1 concluimos que:

N YN0, 0) = 11+ 1) YD, ).



Existen 2[ + 1 polinomios arménicos f} € Hy, con k € Z y k € [—1,1] tal que

filr,9,0) = 1! Yi(0,0).
Luego,
{rYi(0,0); ke [-11},
es una base para H;. En particular, dim¢ H; = 2] 4+ 1. Ver por ejemplo [I3] para la teoria de esféri-

cos arménicos y rotaciones en SO(3), seccién 4.4 (Representations of SO(3): Angular momentum and
spherical harmonics), pagina 174.

Definicién. Dada R € SO(3), denotaremos por D'(R) a la matriz de (21 + 1) x (2] + 1) con entradas
en C asociada al operador lineal O : H; — H; en la base { 7' Y/ (9, ¢) ; k € [=1,1] }, y a cuya entrada
nm denotaremos por D!, (R).

Se cumple la siguiente identidad:

OR(T YW, > Z D. (R)-r'Y (0, ).

k=—1
Haciendo r = 1 y por la definicién (3.3.4) concluimos que:

Y’( ) Z DL (R)- Y9, ). (3.15)

k=—1
Siguiendo el método de Wigner para calcular D!(R) primero se obtendrdn representaciones de SU(2).

Pero antes necesitamos unos preliminares, analogos a los de SO(3).

Definicién. Sea Vs el espacio vectorial sobre C de polinomios homogéneos de grado 2/ en dos variables
x,y.
Definicién. Sea A € SU(2), f € Vy, definimos la funcién P, f : R?> — C mediante la siguiente

férmula:
Puf(xz,y) = f(A—l (z)) = f(A™ (2, 9)").
Lema. Sea A € SU(2). Si f € Vy entonces P4 f € Vy.

Demostracion. Consideremos el monomio f(x,y) = ™ y™2 con my, mgs € Ny que satisfacen my +my =

2[. Sea
- 11 a2
At = ,
21 22
con ajq, aqg, Az, ase € C. Luego,

Pyfley) = f(A7(zy)")
= f(anz + a2y, anx + axny)

m2

my
= (anz+ a12y> (aglx + azz@/)

- T3S (1) ™ )

k=1 rk—O
2 mpg
my ME—Tg Tk MmE—Tk , Tk
- (z( )(akl) (aga)™ - e e ).
Tk
k=1 =0



Por lo que cada término en P4 f(x,y) tiene el mismo orden que el polinomio Hi:l xR "k el cual
tiene orden m; + mo = 21. O

Resumiendo, sea [ € N, SU(2) admite una representacion en V,, dada por
AeSUQ2) — Py:Vy — V.

Definicién 3.3.5. Sean m € Z y f,,, € Vo definida como sigue:

l+m, l—m

_ o attmy
fu(@9) = NEXDIEDN

Una base para Vs esta dada por:
{ fm(z,y) s me =11},
en particular, dime¢ Vo = 2[ + 1.
Sea A € SU(2) como sigue:
(% a)

con a, 8 € C que satisfacen |a|? + |3]* = 1. Tenemos que

Pful(w,y) = fm<Af1(§)>
_ fm< (g _f) (;) ) (3.16)
Por lo tanto

PAfm(xay) = fm(ax - By,BZL‘ + ay)

— l+m (2 I—m
_ (@z — By)" (b + ay) por (3.16)

T+ m)(—m)!
B l+m l—m l+m l—m (aw) Hm_“(—ﬁy)“(ﬁz)l_m_b(ay)b
_Z;b;( a )( b ) S m)i—m)
l+m l—m (I +m)! (I —m)! (1)@
i (m—alal (1 —m =D)L m)( —m)!

_ _ —Il—m—b P
. abal—l-m aﬁaﬁ . I’Ql a bya—&-b'

(3.17)

Siguiendo a Wigner, quitaremos los limites para a y b en las sumas anteriores, y la suma en a y b es sobre
los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos. Esto esta justificado por las siguientes
identidades:

l+m—a>0 a<l+m
a>0 — a>0 — 0<a<li+m
[—m—=b>0 b<l-—m 0<b<l—m.

b>0 b>0



Usando la convencién de Wigner, la férmula (3.17)) queda como sigue:

\/ L+ m)! l_ m)! (—1)a b—ltm—a pa oMb ol 4
P m . +m—a Qa . p2l—a—b, a+b 3.18

donde las sumas en a y b corren en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos.
Ahora hacemos el cambio de variable de b por k mediante la férmula siguiente:
k=l—a—-b <<= b=Il—a—kFk.
Veamos como cambian las expresiones en con el anterior cambio de variable,

l—-m—-b =1l-m—-—(l—a—k)=l-m—-Il+a+k=—-m+k+a,
20—a—-b = 2l—a—(l—a—k)=2l—a—1l+a+k=1+k,
a+b = a+(l—a—k)=1—-kF.

Ahora, como a > 0, b > 0, entonces —a < 0, —b < 0, por tanto,

k=l—a—-0Z1+0+0=1.

Por otra parte, como —a > —[ — m, —b > —[ + m, se sigue que
k=l—a—-b>l—1l—m—1l+m=—I.

Sustituyendo las identidades anteriores en (3.18) obtenemos la siguiente igualdad:

l+m) (I —m)! (=1) l-k—a —l+m— — —m+k+a _
P - a +m—a pa L oltk -k
afm(@,y) k_zl;a'l— k—a)l(l4+m—a)l(—m+k+a)! - “ b S
(3.19)
pero ahora recordamos que por la definicién ((3.3.5))
lthyl=k
T, y) = : 3.20
W) = e 520
Sustituyendo (3.20) en (3.19) obtenemos la siguiente igualdad:
VIE+m)I —m)l I+ R =B (1) e imea ga—mthta
P - a +m—a Qa . )
Afm(@y) k_zl;a'l— kE—a)l(l4+m—a)l(—m+k+a) @ “ b Jil,y)
(3.21)
Resumiendo, hemos probado la siguiente identidad:
P fn(x,y) = Zu ) filz,y),
k=—1
donde
L+ m)i(l—m)!(L+ k)l — k)! ko —ltm—a a5 —mtkta
Lll A) = —1)@ \/( l—k—a =l4+m—a pa 3.29
fm(4) = 2 (=1) G-k = tm—al—mthral & & 00 - 322

o6



y a corre en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos.

Para relacionar las representaciones de SU(2) y SO(3) necesitaremos dar un homomorfismo entre
SU(2) y SO(3), éste no es unico, aqui recordamos la eleccién de Wigner en [29], pdgina 158, acorde con
los célculos anteriores. Primero, elegimos una base { S, S,, S, } (matrices de Pauli) de su(2) (el algebra
de Lie de SU(2)) como sigue:

0 1 0 ~1 0
o) e B =)

Sea A € SU(2), recordamos que la representacion adjunta Ad, : sl(2,C) — sl(2,C) esta dada por:
AdyH = AHA™', VH € sl(2,0C),
y donde si(2,C) es el dlgebra de Lie de SL(2,C).
Definicién. Sea P : su(2) = (S;,S,,5.) — R? la transformacién lineal dada por:
P({8: 8y, 5:}) = ({ei,3,3}),

donde {€1, €3, €3} es la base usual de R3.

Una observacién 1itil en lo que sigue es la siguiente: cualquier matriz H € su(2) la podemos escribir
de manera unica como

H = z-S;+y-S,+2-5,

)06

donde z,y,z € R.

Definicién 3.3.6. Sea A € SU(2), definimos la transformacién lineal ®4 : R3 — R? por medio de la
siguiente féormula:
duler) = PoAdpo P (ep), k=1,2,3.

Equivalentemente, si H € su(2) esta dada por:
H=uax-S+y-Sy+2-95,, con z,y,z¢€R,

sea

entonces



Lema 3.3.7. Sean

=

A= (—&B _) € SU(2),

H:( — “’y) —2-Sp4y-S,+2-S. €su(2),

r—1y z

Q

con x,y,z € R. Entonces

H = Ad H = (x,__z;y, v JZF,W> — o Sety S, 475,
donde
¢ @ et BB et @+ P - Ty + (@ ap)z e R
y = ;(a ey - Bz)x+%(oﬂ+52+62+32)y+i(53—a6)zER,

¢ = —(@B+aB)z+i(@s—ab)y+ (jaf* - |8)z €R.

Demostracion. Tenemos que
A—l _ g _5
goa)’

, (o B —z x4y [a —fB
=5 )= 6 D)
 (—az+Br—ify  oax+iay + [z a —f
—(Bz—l—@x—iay —Bx—iﬁy—l—@z) (3 a>

por tanto,

[ —lafz + @Bz — iaBy + afx + iaBy + |B]*2 afz — B%x +if*y + o’r + i’y + aBz
B afz+ ol —z’@Qy—BQx —i32y+532 —|B)?z — apx + iaBy — afr — iaBy + |af*z

(@B + aB)x —i(@B — aB)y — (|of? — |8])> (a2 — B2)z +i(a® + 82)y + 2032
N (@~ B)a — i@+ 5 )y + 2a Bz —(@B + aB)x +i(@B — aB)y + (laf* — |82z )

Para terminar la demostracién del lema observamos que
1 — ' — —
oty = 5(oé2 +a® -3 — 52):13 + %(042 -t + % - 62)y+ (@B + aB)z

L@ a4 g Bt a7 @+ F 4 By — (35 )2

= 2—B2)x+z(a + %)y + 208z.
- = %(oﬂ—ka Bz)qu%(aQ—EQ—i—B?—Bz)y—I—(anLozﬂ)z
+%( a2+52—32)a:—%(a2+62+52+32)y+(53—a5)z
— (@ -F)e—i(@+F)y+2ap=

o8



Lema 3.3.8. Sea

La matriz ® 4 estd dada por:

Im(a?—B?) Re(a®+ 5%  2Im(apB)

( Re(a? — §) —Im(o®+ 57) 2 Re(af) )
Py = £ )
—2 Re (a3 2 Im (af3) la]* — |6

Demostracion.
dy(e1) = PoAdyo Pl(e)
= Po AdA(Sm)
= P(%(oﬂ +a - —F)S, + i@ -+ B —F)S, — (@B + aB)SZ>
por el lema
— Lo+ @ = —F) - P(S,)+ i@ —a>+ =) - P(S,) — (@B +ap) - P(S.)
= Re(a® — 3% € +Im(a® — 3*) - & —2Re (aB) - ¢; (3.23)
Da(e3) = PoAdyo Pl (e3)
== POAdA(Sy)
— P(%’(oﬂ P+ B =BG+ P+ + B2+ )8, +i(as — aB)SZ>
por el lema ((3.3.7])
— o=@+ B —F) P(S,) + L +a’+ B2+ ) - P(S,) +i(aB — aB) - P(S.)
= —Im(a?+ %) -1 + Re(a® + 3%) - & — 2Im (@) - ¢;
= —Im(a®*+ %) -éi +Re(a® + 5% - & +2Im (afB) - & (3.24)
Py(é3) = PoAdyo Pl(é3)
= Po Ada(S,)
— P((@3+ap)S, +i(@B - ap)S, + (laf - 18)S.)
por el lema
— (B +aB) - P(S) +i(aB — aB) - P(S,) + (| — 51) - P(S.)
= 2Re(afB) - ¢ — 2Im (af) - & + (|a|2 — |ﬁ|2) - €3
= 2Re(aB) - & +2Im(af) -+ (Ja)* — |8]°) - é (3.25)
Por lo que el lema se sigue de (3.23)), (3.24) v (3.25)). O

Por otra parte, si A € SU(2) entonces @4 € SO(3), ver por ejemplo [29], pdgina 159. Por lo que
tiene sentido la siguiente:

Definicién 3.3.9. Sea ¢ : SU(2) — SO(3) dada por

D(A) = D,



Lema 3.3.10. @ : SU(2) — SO(3) es un homomorfismo, es decir, si A, B € SU(2), entonces
O(AB) = ®(A) o O(B).
Demostracion. Sea U € R3, obtenemos la siguiente cadena de identidades:

Pp(0) = PoAdspo P~HT) por la definicién (3.3.6])
= PoAdyoAdgo P7H(7)
= PoAdyjoP toPoAdgo P V)

Luego,
®(AB) = Pup
= CI)Ao(I)B por 326
— $(A) o B(B).
[l

A continuacién damos coordenadas de Euler a SU(2).

Definicién 3.3.11. Sea A € SU(2) dada por

a B
= (% a)

damos a A coordenadas 6, x, ¢ por medio de las siguientes ecuaciones:

_1; X _1

a = e 2’0-0085-6 219
g . X 1

/8 = — € QZe.Sln_.Qde)
2 )

donde 6 € [0,27), x € [0, 7], ¢ € [—27,27). Denotaremos a A como A(, x, ¢).

Usando la definicion anterior,

x (%) i(%52)
A | cos 2 —sinje 2 397
- (0 qS) X Z(9+ ) ( . )
sin ¥ e'\ 2 cos X '\ 2
Por otra parte,
0 ) e 0 o
e’z 0 cos% —sm% e 2 0 cosxezz —sin § 612 e 2
0 . o | = ¢
0 ez siny cosg 0 €3 smxe% cosge 0 e
¢ ) 0 .o
cosxezzezz —sm%‘e’zezz
= —i X i e 9 (3 28)
sin X etz e 773 cos % e’z ez



por lo que de (3.27) y (3.28]) vemos que:
) o)
_fez 0 cosy —sing) ez 0

Aplicaremos ahora el homomorfismo de la definicién (3.3.9) a matrices A € SU(2) como sigue:

B(A(6,0,0)) = <1>< (eoig ;))

Re(e ™) —Im(e™%) 0
= [ Im(e7®) Re(e ™) 0 por el lema (3.3.8)
0 0 1
cosf sinf 0
= | —sinf cosf 0]. (3.30)
0 0 1

cosX —sinZ
q)(A(O’X’O)) - (b((sini cos ’—‘2>>

2 2
cos? ¥ —sin® % 0 —2cos £ sin £
= 0 cos? X 4 sin* X 0 por el lema
2 cos X sin ¥ 0 cos® ¥ —sin® %
cosy 0 —siny
= 0 1 0 , (3.31)
siny 0 cosy

Por el lema (3.3.10) sabemos que ® es un homomorfismo, por lo que aplicando ® a la identidad en
(3.29) vemos que:
- cosX —sin¥ et 0
2 2 ).
sin¥  cos % ) ¢ ( 0 e“ﬁ) ’ (3:32)

®(A(0, x,0)) = ® (eo ;

N[
(SIS =
N——
KA
Ry

por tanto, de (3.30) y (3.31)) tenemos que

cosf sinf 0 cosy 0 —siny cos¢g sing 0
(A0, x,0)) = | —sinf cosf 0 0 1 0 —sing cos¢g 0. (3.33)
0 0 1 siny 0 cosy 0 0 1

Definicién 3.3.12. Denotaremos por ROT'(6, x, ¢) a la matriz en SO(3) determinada por la siguiente
ecuacion:

cosf sinf O cosy 0 —siny cos¢ sing 0
ROT(0,x,¢) := [ —sinf cosf 0 0 1 0 —sing cos¢p 0
0 0 1 simy 0 cosy 0 0 1

Los dngulos 0, x, ¢ son llamados dngulos de Euler de la matriz ROT'(0, x, ¢) € SO(3).



Por ([3.33)), los angulos para A en SU(2) son los angulos de Euler de ®(A) € SO(3), es decir:

Corolario 3.3.13.
©(A(0,x,¢)) = ROT(0,x,9).

Ahora calcularemos explicitamente D} (@(A)) Tenemos las siguientes identidades:

l—k—a
1. 1.
ol = (e’ﬁw ccos X e’ﬁl‘b)
2
1. l—k—a 1
_ 6—519(l—k—a) _ (cos X) e ~Lig(1—k- a)’
2
I+m—a
1 1
qltm—e = <e§19 ccos X e§’¢>

_ hio(rma) ((ros §>l+m_a - ehio(trm=a)

)

e = (e Hsing eb)
Y “-(smﬁ)a-e%wa,
T (k)
= (=1)" m+tk+a ,5i0 6(—m+k+a) (sin §>_m+k+a'e—§i¢(—m+k+a)‘

—m+k+

El coeficiente de 6 en el producto o/ -+~ g!tm=e g 3 “ que aparece en la férmula (3.21)) est4 da-

do por la suma siguiente:

1 1 1 1
—§¢9(l—k—a)+§m(l+m—a)—§¢9a+§w(—m+k+a)
1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
= —2—/19{—% —z&k—l——z@a—i—/—zz@{—l— §z9m—izea—ézﬁa—529m+§zek+529a
1 1 1 1 1 1 1
= —29k+—z€a+%——z9a——z€a—;}@é+ §i9k‘+§i9a
= 29k+/9/—/66——29a+—29a
= i@k—z—%—k%:zﬂk.

El coeficiente de ¢ esta dado por:

1. 1. 1. 1.
= —§z¢(l—k—a)+§z¢(l+m—a)+§z¢a—§zd)(—m+k+a)

— —%Jr liqﬁk + lian +%+ 1igbm - liqba + %igf)a + 1z'gbm — %igbk: — %z’gba
= —ubk +% —zq§m —2—// —uba + —ngm — %zqﬁk — %wﬁa

= 2/{+z¢m+—z¢a—%— —ipa

= iqﬁm—l—%—%:igbm.
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El exponente de cos % estd dado por:
(l—k;—a)—i— (l+m—a) =2l+m—k — 2a.
El exponente de sin  estd dado por:
a+ (—m+k+a)=-m+k+2a.

Por lo que

——m a . 2l4+m—k—2a —m+k+2a .
al-k-agltm=a gag thta (—1)km . itk ( cos %) (sin %) elom. (3.34)

Sustituyendo ([3.34]) en (3.22) obtenemos la siguiente identidad:

) —m-+k+2a 2l+m—k—2a
—l)k_””“(sm %) (cos 5)

al(l—k—a)ll+m—a)l(—m+k+a)!

U, (A) = e*emO /(T m) (T —m)(I+ BN — k)

a

Reconocemos la expresién en el lado derecho como d', (), la matriz pequeiia de Wigner, definicién
(3.3.2)). Luego hemos demostrado que

Lo (A0, X, 0)) = €™}, (x) €™ (3.35)
Por otra parte, por el lema ([3.3.10]) sabemos que ® : SU(2) — SO(3) es un homomorfismo, entonces

Dio® U : SU2) — Mi11yx(2141)(C), es decir, tenemos dos representaciones de dimensién (2/ + 1)
para SU(2). Pero entonces D! o ® = ' (ver [29], pagina 166). Equivalentemente,

D;,.(®(4)) = 86, (A), VAeSU(2). (3.36)

Por el corolario (3.3.13]) se cumple la siguiente identidad:
©(A(0,x,9)) = ROT(0,x,¢). (3.37)
De y ) tenemos que
Dy (®(A(0, X, 9))) = €™ dj(x) €™ (3.38)

De (3.37) v (3.38]) finalmente obtenemos la siguiente identidad:
chm (ROT(@, X5 ¢)) = eikﬂ dgfm(X) eim¢'

Resumiremos los resultados principales, sean [ € N, m € Z tal que m € [—[,1], R € SO(3), por la

ecuacion ([3.15)
y! ( ) Z DL (R)-Y(9, ), (3.39)

k=—1
y si expresamos R en términos de sus angulos de Euler,

R = ROT(0,x, ¢),

entonces

D;,.(R) = Dj,(ROT(0,x,0)) = " d,,(x)e™?, (3.40)
donde d}, () es la matriz pequeiia de Wigner, definida en la definicién (3.3.2)).



3.4 — Simplificacién de la matriz pequena de Wigner d. ()

Como ya mencionamos en la introduccién del capitulo, por completez damos la demostracion de un
lema técnico que permite obtener una expresién cémoda de la matriz pequeiia de Wigner dk, ().

Lema 3.4.1. Sean |l € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,1]. Sean r1,79,d1,ds € Z definidos como sigue

dy = main{l + m,l —m, 1+ k,l — k}, (3.41)

[l4+m entoncesry :=k—m y dy:=k—m

e [l—m entoncesry:=m—Fk y dy:=0

y sidy = l+k entoncesry:=m—k y dy:= (3.42)

l—k entoncesry:=k—m y dy:=k—m.
o 1= 20 — 2d1 — 7. (343)

Entonces ri,15,dy,dy > 0 y se cumple que
2l—d1 % d1—|—T2 7% X\ X\ 71,7

o) = (G () () (s }) e, e

donde x € [0, 7.

Demostracion. Primero observamos que por hipétesis k, m € [—1, 1], luego, | — k, [+ k,l —m,l+m > 0,
y por tanto dy > 0.

[+m entoncesro =2l —2(l+m)—(k—m)=20l—-2—-2m—k+m=—k—m

[l —m entonces ro =2l —2(l —m) — ( )=20—-2l4+2m—m+k=k+m
(I
(0 -

i ds — m—k
PMTY 14k entonces 1 = 20 — 2 +k)—(m—k)=21—2l—-2k—m+k=—-k—m
[l —k entonces ry =2l — 2 k) —(k—m)=2l—-20+2k—k+m=k+m.
(3.45)
l+m entoncesl+m<I[l—k — r9=—-k—m>0
l—m entoncesl —m<Il+k = r=k+m>0 (3.46)

Sidy = l+k entoncesl+k<l—m — r9=—-k—m2>0
[—k entoncesl —k<Il+m =— ro=k+m>0.

[+m entoncesl+m<Il+k — rm=do=k—m>0

[—m entoncesl —m<Il—k = rm=m-—k>0,d,=0 (3.47)
l+k entoncesl+k<Il4+m = rm=m-—-k>0,d,=0 '
l—k entoncesl —k<l-m — ri=dy=k—m>0.

Por lo que a partir de ([3.45)), (3.46) y (3.47) concluimos que 71, 7y,d;,dy > 0. Una constante ttil es la
siguiente:

Sidy =

L (A =)\ (A 7\ E

Bim = (d1+7“1> < T2 )

_ (21 — 2d; — 1q)! ? (dy +13)! o’ B V(21— di)! (d)! (r2)! (3.48)
(2[—7’1) (d1—|—7'1) : \/(2l—2d1—7’1) (d1+7“1) (dl—i‘Tg)‘ '




También nos seran ttiles calcular los siguientes minimos y maximos:

((I+m  entonces min{l +m,l —k} =1+m

) l—m entoncesl —m<Il+k = |—k<Il+m — min{l+m,l—k}=1—k
STA=9 14k entonces 4k <l—m — l+m<l—k — min{l+m,l—k}—I+m
| [ —k  entonces min{l +m,l -k} =1—k.
(3.49)
(I+m entonces [ +m<Il+k = m—k<0 = max{0,m —k} =0
d [—m entoncesl —m<Il—k = m—k>0 = max{Oom—k} =m—k (3.50)
U T entonces [+ k<l+m = m—k>0 = max{0,m—k}=m—k '
| =k entoncesl —k<l—-m = m—k<0 = max{0,m—k} =0.

De la definicién de la matriz pequena de Wigner en ((3.3.2)),
k—m+-2a —k+m+2l—2a
—1)k*m+a<sin %) <COS %)

dim(X) = W*"/’)!U—k)!(”m)!(l_m>!za: (+m—ald(k—m+a)l(l—k—a)

, (3.51)

donde a corre en los enteros tal que los denominadores son enteros no negativos. Esto es, cuando

l+m—a>0 a<l+m

a>0 PN a<l—k — a < min{l +m,l — k}
k—m+a>0 a>0 a > max{0,m — k}.
l—k—a>0 a>m-—k

Para facilitar las cuentas, sustituimos Cy,, := /(I + k)!/(1 — k)!(1+m)!(l — m)! y las desigualdades
anteriores en el lado derecho de la expresién .3.51|) para d., (x), vemos que:
e Ik bt oy k—m+2a X —k-+m~+20—2a
min{l+m,l—k} (1) (sm 5) (cos 5)

Bn(0) = Ciom = D (+m—ala(k—m+a)l(—Fk—a)

a=max{0,m—k}

(3.52)

Para efecto de los siguientes célculos usaremos algunas identidades trigonométricas. Usando la sus-

titucion x = cos y obtenemos,

-1 1 1 1
x2 :§COSX—§:§<COSQ§—SH12§>—§<C082§+Sin2§>:—Sin2§a (3.53)
1 1 1 1 1
x;r = 5eosX + 5 = §<cos2§—sin2 g) + Q(coszganin2 %) = cos2§. (3.54)

Ahora consideramos «, 5,n € N, sea

! B
Tlh) = (sin %) (cos %) P,ga’m(cos X)

NGO,
m+a—a)a(f+a)(n—a)

a=0
por la definicién 1)

= o)+ (s %) (cos )’



n (—1)”*a<sin §>2n_2a<cos §>2a
(n+a—a)lad(B+a)l(n—a)

por (8,53 y (8.54)

- oo () ()3

y por tanto obtenemos la formula
2n+a—2a B+2a
n (—1)”_“<sin )2—‘> (cos %)

T3% = (n+a)l (n+ B)! (n+a—a)laB+a)l(n—a)

(3.55)

a=0

Ahora se demostrara la formula (3.44)) caso por caso. Usando la notacion en (3.41)), (3.42)) y (3.43)
equivale a demostrar que

(1% B, - T = dl (X). (3.56)

3.4.1 — Caso dy =1+ m.

Definimos las siguientes constantes:

a=r:=k—m, B=ro:=—k—m, n=d:=1+m, dy:=k—m. (3.57)
Sustituyendo las identidades en (3.57)) en ([3.55)),
20+2m~+k—m—2a —k—m+2a
I+m (—1)l+m_“(sin >2—<> (cos %)

TP = (+m+k—m)(l+m—m—k)!Y

a=0

l4+m+k—m—a)a (=k—m+a)l(l+m-—a)

Simplificando,

k+m-+2l—2a ( )—k—m+2a

(0.9) n e (- (sing)
e O D e S e pemgr

a=0

X
COS 2

(3.58)

Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m — k} = 0 y min{l + m,l — k} = [+ m, por lo que de
la identidad ([3.52)) se sigue que:

& ) k—m+2a —k+m+2l—2a
I+m (—1) _m+“(sm %) <cos %)

difm(X):C’im'Z (l+m—-—a)al (k—m+a)(l—k—a)

a=0

(3.59)

Hacemos el cambio de variable b =1+ m —a <= a=1l4+m—-b.Sia=0=0bb=1+m, si
a=1+m=—b=0. Ademas,

k—m+2a = k—m+2l+2m—2b=Fk+m+ 2l —2b,
—k+m+20—2a = —k+m+20—2—2m+2b=—k—m+ 20,
l+m—a = l+m—1l—m-+b=0b,
a = l+m-—0b,
k—m+a = k—m+Il4+m—-b=I1+k—0,
l—k—a = l—-k—l—-m+b=—-k—m+0,
(_1>k7m+a — (_1)kfm+l+mfb:(_1)l+k(_1>b

Y
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por lo que sustituyendo las identidades anteriores en ([3.59)) tenemos que

, k-+m-+21—2b —k—m-+2b
+m (—1) <sm X) <cos %)
dl

i (X) = Cin (=) Zb' (rm Btk (F—mid)l

(3.60)

Por otra parte, usando las constantes en (3.57)) veamos como se modifica la constante B = en (3.48)),

V(20— dy)! (d))! (r2)!
V(20— 2dy — 1) (dy +11)! (dy + 72)!
VRI=T=m) I +m) (—m — k)!
VEI=21-2m—k+m)!(l+m+k—m)(l+m—m—k)
VIE=m) (L +m)! (—=m — k)! V(E=m) (1 +m)!

B,

m

— = . 3.61
ViEm =k + k) — k) VB = k) (3.61)
Resumiendo, por ([3.58)), (3.60)) y (3.61)) concluimos que
(=1 Bl - T = djy (1),
es decir, probamos la féormula (3.56) para el primer caso.
3.4.2 — Casody =1—m
Definimos las constantes siguientes:
a=r:=—k+m, B=ro:=k+m, n=d;:=1—m, dy:=0. (3.62)

Sustituyendo las constantes (3.62) en ([3.55]),

. 2l-2m—k+m—2a k+m+2a
(—1) ‘m_“<s1n l) (cos K)

l—m
TR = (1 - k I — k ! :
(L=m—k4m)l{l—m+k+m) —~ (l-m—k+m—a)la(k+m+a)(l—m-—a)
Simplificando,
—k—m+20—2a k+m+2a
) z l=m (— (sm2) <cos§>
TP = (=1)""™ I+ k) . 3.63
" (D)= R+ ; l—k—a)lal(k+m+a)(l—m—a) (3:63)

Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m — k} = m — k y min{l + m,l — k} =1 — k, por lo que
de (3.52)) obtenemos
k—m-+2b —k+m+20—2b
1=k (—1)k_m+b<sin>—2<) (cos §>

B () = Chm = D (+m =)0l (k—m+b)!(—Fk—b)

=m—k

(3.64)



Hacemos el cambio de variable a =1l —k —b < b=1l—k—a.Sib=m—k=a=1—m, y si
b=1—k = a=0. Ademas,

k—m+20 = k—m+2l—2k—2a=—k—m+ 2l —2a,

—k+m+4+20-20 = —k+m+2l—2+2k+2a=Fk+m+ 2a,
l+m—-b = l+m—Il+k+a=k+m+a,
b = l—k—a,

k—m+b = k—m+Il—-k—-—a=1—m—a,
l—k—b = l—k—Il+k+a=a,
(_1)k7m+b — (_1)kfm+lfkfa:(_1)lfm(_1)a7

por lo que sustituyendo las identidades anteriores en (3.64)) se sigue

—k—m+2l—2a k+m+2a
ooty SRCU ) (eosy)
d — (=1)™ . .
e (X) = G - ( Z:; E+m+a)l(l—k—a)(l—m—a)al (3.65)
Usando las constantes en (3.62) veremos como se modifica la constante B! = en (3.48)),
5 VO ) @) ()
" V(2L —=2dy — ) (dy +71)! (dy + 72)!
B V@I=T+m)! (I —m)! (m+ k)!
VERI=21+2m—m+k)(—m+m—k)!(—m+m+k)
VO E=m) (E+m)t /(I —m) (I +m)! (3.66)
Vi F R = k) + ) VERIERE '
Resumiendo, por ([3.63)), (3.65)) y (3.66|) concluimos que
(=1)" Bl - T = i (X),
lo cual prueba (3.56|) en el segundo caso.
3.4.83 — Caso dy =1+ k.
Definimos las constantes para este caso como sigue:
a=r:=-k+m, B=ro:=—k—m, n=d:=1+k, dy:=0. (3.67)

Sustituyendo las constantes (3.67)) en (3.55),

- 2l+2k—k+m—2a —k—m+2a
4k (=1)" *“(sm %) (cos ’—‘)

(a;
TP =4k —k+ml(l+k—k- m>;(l~l—k—k—|—m—a)!a'( k—m+a)l(l+k—a)

Simplificando,

k+m+2l—2a —k—m+2a
I+k (—1)“<sin %) <COS X)
TP = (1)1 +m)! (1 —m)! E

n

(+m-ala (—k—m+a)l(+k—a) (3.68)
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Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m —k} = m — k y min{l +m,l — k} = [+ m, por lo que
de (3.52)) tenemos la siguiente igualdad:
k—m+2b —k+m+20-2b
l L+m (—1)k_m+b<sin’—2<> (cos %)
d

() = Cion ™ D T BT G s Bk D)

b=m—k

(3.69)

Hacemos el cambio de variable a =14+ m —b < b=I[l4+m—a. Sib=m—-—k=a=1+Fk, ysi
b=I14+m = a=0. Ademas,

k—m+20 = k—m+2[+2m—2a=k+m+ 2] — 2a,
—k+m+20-20 = —k+m+20—-2l—-2m+2a=—-k—m+2a,
[+m—-b = [+m—-Il—m+a=a,
b = l+m—a,
k—m+b = k—-m+Il+m-—-a=1+k—a,
l—k—b = l—k—l—m+4+a=—-k—m+a,
(_1)k7m+b — (_1)kfm+l+mfa:(_1)l+k<_1)a

Y

por lo que

u oy k+m—+2l—2a X —k—m+2a
T L Gt I Gt )
k:m(X) — Ykm ' (_ ) GZ:O a! (l +

m—a)l(l+k—a)l(—k—m+a)l (3.70)

Por otra parte, usando las constantes ([3.67) veremos como se transforma la constante B! en ([3.48)),

B V@E=d)(dy)! ()]
L= 2dy — ) (dy + 1) (dy + 7))
VI T=I)N (I + k) (—k —m)!
V=20 -2k+k—m)(l+k—k+m)(+k—k—m)!
VIO=N 1+ B (—m — k)! N(EDIET]

B V(=k—=m)({+m) (I —m)! N VIEm) (T —m)! (3.71)

por (6.4.1) (a)

Por (3.68), (3.71) y (3.70) obtenemos

(=1)° By, - T = dip, (X)),

km

lo cual prueba (3.56|) para el tercer caso.

3.4.4 — Casody =1—k.

Definimos las constantes para el ultimo caso como sigue:

a=ri:=k—m, B=ro:=k+m, n=dy:=1—k, dy:=k—m. (3.72)



Sustituyendo las constantes (3.72) en (3.55)) obtenemos la siguiente identidad:

. Lk (—1)ke(siny)
T = (1 -k 4k —m)! (l—k+/€+m'z (l—k+k—m—a)la(k+m+a)l(l—k—a)

a=

2l—2k+k—m—2a< )k+m+2a

cos X

Simplificando,

—k—m+2l—2a k+m+2a
— (51n2> (cos¥>

(l—m—a)lal(k+m+a)(l—k—a)

-k
TR = (=1)F( = m)! (I +m)! Z (3.73)
a=0

Por otra parte, por (3.49) y (3.50), max{0,m — k} = 0y min{l +m,l — k} = — k, por lo que de
(13.52)) se sigue que:
k—m+2b —k+m+21—2b
1=k (—1)’€_m+b(sin %) (COS %)

. _ Al
i (X) Ckm; Urm OB (k—mt bl — kbl

(3.74)

haciendo el cambio de variable b =l —k—a <= a=1—k—-0.S1b=1—k = a=0ysi
b=0= a=1—k. Ademas,

k—m+2b = k—m+2l—2k—2a=—k—m+ 2l —2a,

—k+m+20—-20 = —k+m+20—20+2k+2a=k+m+ 2a,
l+m—-—b = l+m—Il+k+a=k+m+a,
b = l—k—a,

k—m+b = k—-m+Il—-k—a=1l—-—m—a,
l—k—=b = l-k—-Il+k+a=aqa,
(_1>k7m+b — (_1)k7m+lfk7a: (_1>lfm(_1)a7

por lo que
—k SlIl ) —k—m+2l— QG(COS )_C)k+m+2a
! (L 1\l—m 2
Por otra parte, de (3.48]) y las constantes en ((3.72))
B - V(21— d)! (d1)! (r)!
m \/(2l—2d1 —7“1) (dl‘f‘rl) (d1+’f‘2)
B VE@I= 1T+ E) (1= k) (k+m)! VIR =R (3.76)
VEI=20+2k —k+m)(—k+k—m)!({—k+k+m)  JT—m){I+m) '
Por (3.73)), (3.75) v (3.76])
(_1)kim ’ Blim : Tna h) = dl ( )

lo cual prueba (3.56|) para el cuarto caso. O
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CHAPTER 4
Series de Eisenstein

En la seccién 1 veremos como definir las rotaciones R(do,z,A) € SO(3), donde ¢ € SL(2,C) y
(2,\) € H3; y estdn determinadas por lo que hace la diferencial de o a la base ortonormal hiperbélica
{e1, €2, €3} de T, \H? (lema (4.1.3)). Para n = 2, si 0 € SL(2,R) y z € H? entonces do, actia en R?
por una rotacién en SO(2) compuesto con una homotecia. Como veremos, R(do,z,A) € SO(3) y es
entonces el andlogo para n = 3.

Por otro lado, en el capitulo 3 vimos que ® : SU(2) — SO(3) es un homomorfismo de grupos. Si
codificamos el punto (z A) del espacio hiperbdlico en la matriz g € SL(2,C) como g =g, 5, , proba-
remos en el lema que la rotaciéon R(do, z,\) es (m6dulo conjugacién por una matriz constante)
la matriz @74, donde T es el mapeo que da la parte SU(2) de la descomposicién de Iwasawa.

En la seccion 2 estudiaremos algunas propiedades de la matriz de Wigner que usaremos en el resto del
capitulo. Principalmente recordamos cémo cambia la matriz de Wigner de una composicién de rotaciones
con respecto a las matrices de Wigner de cada una de las rotaciones, por ejemplo, en el lema
veremos que si R, T € SO(3) entonces

DL(RoT) = 3 DL(T)- Dh(R).

a=—1

En la seccién 3, utilizaremos la matriz de Wigner de las rotaciones R(do, z, A) para definir las series
de Eisenstein Ekm(g, s) de I'p en la cispide oo, ellas estdn definidas en SL(2,C) y para s un parametro
complejo tal que Re(s) > 1. También en la seccién 3 veremos que dichas series estdn bien definidas (lema
[1.3.3)), que convergen para Re(s) > 1 (lema (4.3.4)) y que son invariantes bajo el subgrupo I'p (lema

En la seccién 4 veremos las series B! (z, )\, s) (definicién (4.4.1))). En general, las series E! (2, \, s)
no son series de Eisenstein (salvo el caso [ = k = m = 0), ya que no son invariantes bajo el grupo I'p,
sin embargo, son invariantes bajo el grupo I'y,  (lema (4.4.2)), por lo que admiten una expansién de
Fourier en la variable z, fijando A y s. En la seccion 9 veremos como la expansién de Fourier de las series
E! (z, ), s) determina la expansién de Fourier de las series de Eisenstein EL (g, s).

En la seccién 5 vemos la relacién entre las series EL (2, A, s) y ciertas series Hj, (2, A, s) que apa-
receran naturalmente en el capitulo 8, que resultan cuando consideramos la transformada de Mellin de

una funcion en el haz tangente unitario a una orbidad de Bianchi.

En la seccién 6 veremos la conjetura sobre la continuacion analitica de las series de Eisenstein.
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4.1 — Rotaciones R(do, z, \), propiedades y equivalencias

Sean z € C, A € R, con (z,\) € H?, ¥, € T nR?, denotaremos por v, € T(,nH? el vector
definido por la siguiente igualdad:
Ve = Im(z,A) - Ui, (4.1)

y donde Im(z,\) = A

Denotaremos vectores con barra a a vectores en TR?, donde cada espacio tangente tiene el producto
interior usual de R3, luego, podemos transportar dichos vectores en la manera usual. Mientras que
vectores sin barra corresponderan a vectores en TH?, donde cada espacio tangente estd dotado de el
producto interior hiperbédlico. En ocasiones vamos a omitir el punto base de los vectores.

Definicién 4.1.1. Sean 0 € SL(2,C), (2,\) € H3, y sea ¥ € TyR3, usando el transporte paralelo
de R?® consideramos @' € T, \R?, ahora, v € T, yH?, luego do(. v € T, nH?. Repitiendo el mismo

procedimiento pero a la inversa obtenemos un vector, que denotamos do, v € ToR3. Con la notacién
anterior, la matriz R(do, z,\) € Ms,3(R) esta definida como sigue:

e
R(do,z,\) v = donv, VU e R3.
Lema 4.1.2. R(do,z,)\) : R® — R? preserva la norma euclidiana.

Demostracidn. Sea v € T, »H?, de la definicién de la métrica hiperbdlica tenemos que:

3 1 3
(0, 0) (e = Tm (2, \)? (v,0)%". (4.2)

Pero (4.2)) es equivalente a la siguiente identidad:

1
H3 R3

R ) 4.3
||UH(2,)\) I (Z, )\) “UH ( )

Sea o € SL(2,C), un caso particular de la identidad (4.1]) es la siguiente:

-—
dO'(Z’A)U = dO‘(zv)\)U. (4.4)

1
Imo(z,\)

Por otra parte, por ser ¢ una isometria hiperbdlica sabemos que:

3 3
HdU(z,A) UHEI(Z,A) = HUHI(HLA)- (4.5)
Luego,
_ s R3
|R(do, z, \) 17||]RB = H do. v ) por la definicién (4,1,1))

1
" Imo(z, ) | do e || por

Imo(z, A
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Lema 4.1.3. Sea 0 = (CCL

1 H3
= ————Imo(z,)\) - || dog v HU(M) por (4.3)

Imo(z,\)
H3
= [[doaye |,
3
= lvlia por (L)
1 ]RB
- - 4.3
e 1ol por (I3)
1 R?;
= —1 A) || U 4.1
e e 17 por (T
LR3
= |9
O
Z) € SL(2,C), (2,\) € H3. Se cumple la siguiente identidad:
R(do,z,\) = (da(Z,A)eiT da(z,,\)egT da(zyx)e;i,T), (4.6)

donde (da(z,)\)el T dog e dogsnes T) indica la matriz cuyas columnas estdn dadas por las entradas

de la transformacion lineal do(, y) como sigue

R

da(z,,\)el =

da(z,)\)eg

1 S —
m |:<E2E2 -+ 2262) + 2(ch + zcd) + (d2 + d2> o )\2(52 + 62)] €_i
L[ ) 4 20— zed) + (@ — d?) - N2 - )]
A _
2P+ 2) + @ +e) & o
55 (5768 — 226 + 2(30d — zed) + (@ — d) + X3S — )| e
1 S —
20 [(3252 +22) + 2(zed + zed) + (@ + ) + N (@ + c2)] &
i _
SlePE =2+ (i -z ",

— A _
doyes = Q [(%2 + 2¢%) + (cd + cd)] €

A —
— ﬁl |:(Z_CQ — 2¢%) + (cd — cd)] €
1 -
+ 5[\0]2(|z\2 — %)+ |d)? + (mﬂcd)} &, (4.9)
donde Q := |cz+d|*+|c|? 2. Ademds, {€1, €3, €3} es una base ortonormal euclidiana en T, »R*, mientras

que {e1, ez, €3} es una base ortonormal hiperbdlica en T, yyH?. La relacidn entre las bases estd dada por:

1

_— k=12 3. 4.1
Im(z,\) ks 2,3 (4.10)

€r =



Demostracion. Sea z = x + iy, por (3.1),

A A
Imo(z+ \j) = = —. 4.11
) = P e @ (4.1)

Otra identidad que se sigue de (4.1)) y que nos sera 1til es la siguiente:

R

dU(z,)\)ek = dO'(Z7)\)€k, k= 17 2, 3. (412)

1
Imo(z, \)

Demostremos la primer ecuacién (4.7)). Sea o : R — H3 dada por
alt)=z+t+Aj=x+t+iy+ Nj,

entonces a(0) = z + Aj, o/(0) = 1. Tenemos

sfal) = (2 5) G+t

(a(z+1t) +b)(c(z + t) + d) + ac)* A ,
) tdP 22 et rdf e’

(az + at + b)(cz + ¢t + d) + ach? A _
ez + ct + d|” + |¢]2\2 ez + ct + d|” + |¢]2\2 o

por

(4.13)

Luego, si I, F5 : R — C son definidas como sigue,

Fi(t) == (az +at +b)(CZ + ¢t + d) + ac)?,
Fy(t) = |ez+ct +d” +|c|?A? = (cz + ct + d) (@2 + ¢t + d) + ||\,

entonces por (4.13)),

5. (4.14)
Desarrollando Fi(t) y Fy(t),

Fi(t) = ac|z|* + aczt + adz + aczt + act® + adt + bez + bet + bd + ach’
By(t) = |c|2]* + |e|*2t + cdz + |e|*Zt + |e|*t? + cdt + EdZ + edt + |d|* + |c|* N2,

Evaluando en t = 0, obtenemos

Fi(0) = ac|z|* + adz + bez + bd + ac)?,
Fy(0) = |c*|z]* + edz +edz + |d]* + |c]*\?
= ez +d + |cPN? = Q. (4.15)

Derivando Fi(t) y Fy(t),
F|(t) = acz + acz + 2act + ad + be

Fy(t) = |c|*z + |c|*Z + 2|c|*t + cd + cd.
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Evaluando las derivadas en t = 0,

F/(0) = acz + acz + ad + I,
Fy(0) = |e|*z + |c[*Z + cd + ed. (4.16)

Usando Mathematica encontramos

FI(0)F5(0) — FL(0)FL(0) = A2bce® — N2ad® — bed + add” — 2bcedz + 2adedz — bec?z? + adc®z*
= (ad — bc) (@22 — \26% + 2cdz + d)
= P2 -\ 4 2%edz + d (4.17)

Derivando la ecuacion (4.14) y evaluando en ¢t = 0,

d F1(0)F5(0) — F1(0)F5(0) — AF3(0)
— t)) = - : 4.18
21,9 (®) F5(0)2 F5(0)2 7 (4.18)
Sustituyendo (4.15)), (4.16) y (4.17) en (4.18)) obtenemos
doné = L glat) = =[222 - 32 1 9otz + 7] — 2 [(eP2 + cPZ + cd + 7] j
oENE = = Og(a( ) —@[c Z° — N+ 2cdz + ] —@[M z4 | Z+cd+¢ }j
17 5 — _ A _ - _ .
= 5 [z202 +2zed+d — /\202} ey [|C|2<Z +2) + (cd + cd)} J.
1 — = 1 -
L [2262 +2zed+d — )\252} G+ gy Im [2252 +2zed+d — )\262] &
A _
-5 []0]2(3—1—2) + <cd+5d>}e~3. (4.19)
Por otra parte, sea k € {1,2,3}, tenemos las siguiente cadena de identidades:
. 1
dff(z,,\)€1 = dU(z,A) [m Gk] por "
1
= d
Im (2, ) 7=NCk
1 —
= m Im O'(Z7 )\) . dO'(Z)\)ek por "
Imo(z,\) —
T Tm(z,n) (TN
Al ——
= 6 X dO'(Z7)\)€k, por "
resumiendo,
1 —
da(w\)e_’ = . da(z)\)ek, k= 1, 2, 3. (4.20)



Por lo que de las identidades en (4.19)) y (4.20) vemos

— 1 - = 1 -
doyer = 5 Re [2262 +2zed+d — )\262] €l + 5 Im [2262 +2zed+d — N6
A _
-5 [yc\2<z+ 2) + (cd+zd)] &
(4.21)
Lo cual prueba la primer identidad en (4.7)) del lema.
Veamos ahora la segunda ecuacién en . Sea o : R — H? dada por
at)=z+ti+ j=x+ (t+y)i+ N,
entonces a(0) = z + \j, a/(0) = i. Tenemos
a b . .
g(a(t)) = (c d) (z+ti+ \j)
(a(z + ti) + b) (€(z + ti) + d) + ac\? A ,
= ) 3 ; 3 J por (i3.1))
le(z + ti) + d|” + |c|*A? le(z + ti) + d|” + |c|?A?
(az + ati + b)(¢Z — cti + d) + ac)? A . (4.22)
|z + cti + d|” + |¢]2\2 |z + cti + d|” + |¢]2\2 o '
Luego, si I}, F5 : R — C son definidas como sigue,
Fi(t) == (az + ati + b)(¢Z — ¢ti + d) + ac)?,
Fy(t) = |ez 4 cti+ d” + |¢|?A\? = (cz + cti + d)(cz — ¢ti + d) + |c|* N,
entonces B ) )
1(t .
a(t)) = + . 4.23
Desarrollando Fi(t) y F(t),
F\(t) = ac|z|* — aczti + adz + aczti + act® + adti + bez — beti + bd + ath?,
Ey(t) = |e)?|z]* — |c|*zti + cdz + |c|*Zti + |c|*t? + cdti + edz — dti + |d|* + |c|* N2
Evaluando en t = 0,
F1(0) = ac|z|* + adz + bez + bd + ac)?,
Fy(0) = |e|*|z]* + edz +edz + |d|* + |c|*\?
= ez +d’ +|cPA? = Q. (4.24)

Derivando Fi(t) y Fs(t),

Fl(t) = —aczi + aczi + 2act + adi — bei,
Ey(t) = —|c|*zi + |c[*Zi + 2|c[*t + cdi — edi.
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Evaluando las derivadas en t = 0,

F/(0) = —aczi + aczi + adi — béi,
Fy(0) = —|c[*zi + |c|*Zi + cdi — di. (4.25)

Usando Mathematica obtenemos

FJ(0)F5(0) — FL(0)EL(0) = —bec® M2 + adc®A\2i — bed i + add i — 2bcedzi + 2adedzi — bee?2% + ade®z%
= (ad — bo)(@F2 + N2 + 2cdz + d )i
= (P2 + N2+ 2dz + d )i (4.26)

Derivando la ecuacion (4.23) y evaluando en ¢ = 0,

2 o)) = HORO - ROFO B0
dtlo F5(0)2 F5(0)?

(4.27)

Sustituyendo (4.24)), (4.25) v (4.26]) en (4.27) conseguimos

d ' — =
do(. € = pr ‘Og (a(t)) = é [5222 + N\ + 2cdz + d2] c]*z + |c|*Z + cd — cd]

= 52 [2262 + 2zcd + d + )\2_2] —
— ﬁRe[Z @4+ %cd+d +A2-2]
Y

QZ

o[-
Q—[ (Z—2) cd—cd)}
e_’+Q Im [ >+ 22cd+d +A2-2]

[ycy (Z—2) + (cd — ad)] &. (4.28)

Por lo que de las identidades en (4.28) y (4.20)) concluimos

dognes = é Re [5262 +%%cd+d + )\262] €+ é Tm [2262 +2%cd+d + /\262] &
i _
- ﬁz [|c| (Z—2)+ (cd — Ed)] €3
Lo cual prueba (4.8)).
Veamos la tercera ecuacién en (4.9)). Sea o : R — H? dada por
alt) = 2+ Aj = 2+ A+ )],

entonces a(0) = z + Aj, &/(0) = j. Tenemos

sa) = (4 5)G+0r0)

(az +b) (% + d) + ac(A + t)” A+t
- + . or (3.1 4.29
ez +dI” + [e2(A + 1)2 ez + d” + [P+ 02 P (4:29)




Luego, si I}, F5 : R — C son definidas como sigue

Fi(t) == (az +b)(cz +d) + ac(\ +1)?
Fy(t) = |ez4+d)* + PN+ )% = (cz + d) (@ + d) + |c|* (N + 1),

entonces

j. (4.30)
Desarrollando,

Fi(t) = ac|z|* + adz + bz + bd + ac)\® + 2ac)t + act?,
Fy(t) = |2 + cdz +¢dz + |d]* + |¢|* A% 4 2|c|* At + |c[*t2.

Evaluando en t = 0,

F1(0) = ac|z|* + adz + bcz + bd + ac)?,
Fy(0) = |c*|z]* + cdz +edz + |d]* + |c]*\?
= Jez +d|* + |c]*X? = Q. (4.31)

Derivando Fi(t) y Fa(t),

F|(t) = 2ac) + 2act,
Fy(t) = 2|c|*XA + 2|c|*t.

Evaluando las derivadas en t = 0,

F{(0) = 2ae)\,
F5(0) = 2|c]*\ (4.32)

Se sigue la siguiente cadena de identidades,
FI(0)Fy(0) — Fy(0)FL(0) = Qaa(|c\2|zy2 +edz +edz 4 |d? + ]clz)\2>
- <a6|z\2 + adz + bez + bd + a6A2>2|c\2A
— 2/\<W+W+ ac*dz + acld|? + aclefPX*
— agleHEI" - afefd — belez — blc|d — azlefx?)

— 2A(a52dz + ag|d|? — be|c]z — b\c\%)

= 2\ (aE2dE + aedd — bé*cz — bEcE)

— 2) (a2z(ad — be) + cd(ad — bc))

= 2\ (¢°Z + cd). (4.33)
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Derivando la ecuacién (4.30)),

Gotat) = FOROZ2OT0 4 (i o) 0
_ FOR/QE) - Bi)F(t) | () — (A+0)F5() )
- TAOE + ( By(0)? > J (4.34)
Evaluando en t = 0 la ecuacién (4.34),
] olatt) = F1<0)Fz((22(—0 )f;l<o>F2<o> (mo; ;((352(0)> . (4.35)

Sustituyendo (4.31), (4.32) y (4.33) en (4.35]) obtenemos

d 1 — 1 _
do ()65 = g‘og(a(t)) - [2A(a2z+cd)} +§[|C|2|z|2+cdz+6d2+\d!2+\c|2)\2—)\(2|c\2)\)]j

02
20, — 1 o 1
= S ad] + o (IRl = %)+ |df? + (ed + 2d)]
2A — 2\ _
= @Re[%Q + cd]e} + @Im[%2 + cd]e‘é
1 _
+ Oz [|C|2(\Z|2 — M) + |d|)? + (zed + zcd)} €3. (4.36)

Por lo que de las identidades en (4.36)) y (4.20)) concluimos

do. ez = % Re[ze” + a} € + % Im[ze® + a} &

1 -
g [Pl = 22) + [df? + (z0d + zed) | 5,

lo cual demuestra ({4.9)). ]

Recordamos ahora brevemente algunos hechos vistos en el capitulo anterior. Sea

_(a P
A= (—B a) € SU(2).
Por el lema (3.3.8) la matriz &4 € SO(3) estd dada por:
Re(a? — %) —Im(a?+ %) 2Re(apB)

Pp=| Im(a®>—-p3%) Re(@®?+5%) 2Im(afB) |. (4.37)
—2Re (ap) 2Im (aB)  |af> — |8

De la definicién (3.3.9)) y el lema (3.3.10) sabemos que ® : SU(2) — SO(3) dada por ®(A) = &y

es un homomorfismo, es decir, si A, B € SU(2), entonces

q)AB == CI)AO@B. (438)



Definicién. Sea T' : SL(2,C) — SU(2) el mapeo que da la parte SU(2) de la descomposicién de
Iwasawa. Es decir, si g =g,, 5 € SL(2,C) entonces

T(9) = K.

a b

Lema 4.1.4. Sean o = O yNjK = d

) € SL(2,C), g = g, 5, donde (2,\) € H?, entonces se

cumple la siguiente identidad:
Ppog) = BoR(do,z,\)o B,

donde

Demostracion. Tenemos

Noa—2=8 VNB+Z5a
- — 13 1 & (4.39)
VN VN
Ademas,
()00 ) (0 %) 0
VA VA
De (@39) y (40) se sigue que:
vy — ( Na— 23 \/YBJF%a) <\/X TA)
= 173 1 = 1
v g LG
VA o VX 7 -] VN A
_ /\)\/a—ﬁzﬁ Ao AA'6+\5/B+\/WQ (4.41)
_A3 —: B4+-Lla ' '
N AN AN
Denotaremos a la matriz cg como:
a b
09 = (C, d/)
Ahora queremos calcular la matriz T'(cg), para esto necesitamos algunos calculos previos,
P’ ap’ VA7 2 z 7 L
Pl = [~ + i B e
— X (g2 : g1 =\ _ _z_ 1
= x|l +<_Wﬁ+ﬁo‘>< \/WB+\/WO‘>
2 22 z ) z =
= 3 18P + 5 181" = 5 af — s + xy o’
N2 |8 +|z| |81 +]af* — (zaB+zaB
= o ( ) (4.42)
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Sea r:= A2 |B° + |22 |B* + |af* — (zaB + ZaB), por (4.42) tenemos
NG
PP+ d? = —. 4.43
VIR = L (149
Ademéds, de (4.41)) y (4.43)) concluimos

d, - A)\l /6 + A)\/
NG

_ —23+a
VIR + L Vr

Por lo que usando la descomposicién de Iwasawa vemos

e 2 T
T(Ug):< s ﬁa> = (—77 u)' (4.44)
T

La matriz ®r(,4) en (4.37)) esta dada como sigue:
Re (1 —n?) —Im(p? +n%) 2Re(un)

(g = | Im (> —1?) Re(u?+n?) 2Im(un) |. (4.45)
—2Re(fn)  2Im(un)  [pf —|nf?

Por otra parte, usando la descomposicién de Iwasawa para o obtenemos

con

(4.46)
donde t := |c|* + |d|*.
Ahora observaremos como se modifica r usando las identidades en (4.46)):

ro= A B+ |28 + |of* — (2aB + zap)

2 2 — 12 _
_ 12 |-z 2 | —¢ d d (—¢) | =d (=9
=5 ]+l |F| +[E] - (2R +25R)
2 2 42 1, -
1

= ;(cz +d)(cz+d) + % Mc|?.

Resumiendo,
rt = |ez + d” + N2|c* == Q. (4.47)



Veamos ahora como cambian g y 1 de la matriz en (4.44)) usando las identidades en (4.46]),

 —Zf+a —7(;)+\/ig
T T
= w44
N
ze+d
-2 por (17 (4.48)
(=9
A
— M _ Tt
n= 5= "
X
N
A\C
= _E' por (4.47) (4.49)
Resumiendo, de (4.48)) y (4.49) obtenemos las siguientes ecuaciones:
s ¢ (4.50)

Va LV}

Ahora calcularemos todas las entradas de la matriz ®(,4) en (4.45)) usando las identidades en ([4.50)).

Primero vemos que:

> = nf* =

DD~ =

w+d|

Xe |2
-+
(72 + d)(2c+ d) - A2|012]

[|2?)e|? + 7ed + zed + |d]? — A2|c|2}

:\6\2(|z\2 — )+ 1d12+(m+zca)] (4.51)

Tenemos el siguiente producto,

zc+d Y Ay, —
unz(m)<—ﬁ>:——(zc —I—cd).

Luego,

2Re ()

)

[(%2 +cd) + (2¢* + cd)}

QD> D>

[(%2 + 2¢%) + (cd + cd)} : (4.52)
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o0m (1)) = —%[(%u@—(zcucd)]

— %[(z_cz — 202) + (a — Cd)].

Otro producto esta dado por

Luego,

—2Re (1m)

2Im (1)

Otra suma que necesitamos esta dada por

Luego,

Re (1 + 1)

—Im (u* + 7?

1+

) =

—\ 2 2 - —
o (Zrd\ [ e 224+ 2ed+d + N
VQ VQ Q '

[(2262 +2zed+d 4+ NE) + (223 + 2zed + & + )\262)}

[(5262 + 220%) + 2(zed + zed) + (4 + d2) + N2 + 02)] .

—L. [(2252 + 2zed + 32 + /\262) - (z202 + 2zed + d* + )\262)}

l

202

L [(3252 ~ 222 4 2(zed — zed) + (@ — &) + N — 02)} .

2Q)

La ultima resta que necesitamos es la siguiente,

Luego,

Re (1” — 1)

—\ 2 2 [
(m+d\ [ ae\ PP+ drd NP
Ve Noya Q '

(220 4+ 22ed + & = W) + (2262 4 220d + &2 — X2¢?) |

[(2262 + 22¢) + 2(zed + zed) + (4 + d2) — N2 + 62):| .

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)



~Im (1> — %) = —2%22, [(2262 +2zed+d — Q°¢%) — (2° +2zed + &* — )\202)}

= QZQ [(chz 22c%) + 2(zed — zed) + (32 —d?) = N~ Cz)} (4.59)

La primer columna de la matriz ®(,4) segin la férmula en (4.45) esta dada por las identidades en
[@58), [E59) y [@.54),

| (222 4 226%) 4 2(zed + zed) + (& + &) = M@ + )|

Drieg (@) = |~ | (350 = 22¢%) + 2(zed - zed) + (@ = &) = (@ = )]
Al + 2) + (cd + @)

P
< O(z,\) 617€1>

= | (doeaer, &)™ por el lema ([4.1.3)
—> _ ]R3
<d0-z7/\)€1 3>
10 0 < (erl,el R?

- 010 < (z)\61>€2 R
00 -1 < (z,\€1>€3 R
1 0 O
00 -1

La segunda columna de la matriz ®7(,4) segin la formula en (4.45) estd dada por las identidades en

@57), [@56) v ([@.55),

L1225 — 22c%) + 2(zed — zed) + (d2 —d?*) + N\ (& - )

2Q)
Orog ()" = | & |22 + 222) + 2(zcd + zed) + (A + d2) + N2(@ + 2)

2 1e|2(Z — 2) + (cd — ad)]

= | (dog /\)627 62>R por el lema
—(do(; \ €2, €3 >R3
10 0 (do(:n ez, e})R3
= 01 0 ((dO'(Z)\)eQ, €3>R3
0 0 -1 <d0'(z,)\)€2, e—é>R3
1 0 O
— [0 1 0] R(do,zN ()" (4.61)
0 0 -1

La tercer columna de la matriz ®7(,,) segin la férmula en (4.45) esta dada por las identidades en
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(E52), @53) v @51,

-2 |:(Z_CQ + zc?) + (cd + cd)}

Do) (€3)T = g[@ ) @—cd)}

$[|c| (122 = X2) + |dJ? + (zed + zca)}
—(

R3
d (= )\)637 61)

—(do z)\)€37€2>R3 por el lema (4.1.3)
<d0(z €3, €3>R3
_ .
-1 0 0\ [(dog:nes€r)
= 0 -10 (da(z,,\)63763>R
—

R3

3

0 0 1 <d0(z,A)e37 €_§> ’
1 0 O
= — |0 1 0| R(do,zN (&) (4.62)
0 0 —1
Tenemos las siguientes identidades:
(I)T(o'g) (61) = BOR dO' zZ, )\ ( ) por
= BoR(do,z,\) 0B (). (4.63)
P1(og) (63)T = Bo R(do,z,)) (e_ﬁ)T por
— BoR(do,z,)\) 0B (&) (4.64)
P7(og) (e_é)T = (=B)o R(do,z,A) (€§)T por
— BoR(do,z,\) (—é)"
— BoR(do,z\) o B(é&)". (4.65)

Por (4.63)), (4.64) y (4.65) hemos demostrado

(I)T(og) = BOR(dO’,Z,)\)OB.
]
Corolario 4.1.5. Del lema anterior, det( (do, z, )\)) =1, pero por el lema R(do, z, \) preserva

la norma Euclidiana, concluimos R(do, z, \) € SO( ).

4.2 — Propiedades de las matrices de Wigner D! (R)

Lema 4.2.1. Sean R, T € SO(3), 1l € N, bym € Z tales que bym € [—,1]. Entonces

(R).

a

D. (RoT) ZD )- D!

a=-—1



Demostracion. Por la identidad en (3.15)) se cumple

Vi ((RoT)™ Z DL (RoT)-Y(9,¢), (4.66)
k=—1
por (3.15),
l
Yo (T e R0, 9)) = Y DLu(T) - YR (9. 9)), (4.67)
a=—1
pero también por (3.15),
Y (R Z D, (R) - Y} (9, ). (4.68)

b=—1

Sustituyendo (4.68) en (4.67]) tenemos

l
Yo(T™ o R7'(0,9)) = D Do (T ZDba Y (0, ¢)

a=-—1 b=-—1
=SS D) D) Y0, ). (4.69)
a=—1b=—1

Pero por la ecuacién en (4.66]) y renombrando el entero k por b,
!
Vi (T o R0, 9) = > Dy, (RoT) Y} (0,¢), (4.70)
b=—1
e igualando las ecuaciones en (4.69)) y (4.70) obtenemos

l l

ZDmeoT }/b 19 (p ZZD Dba R)}fbl(ﬁ,QO)?
b=—1 b=—la=-1
y entonces, Dém(R oT) = ZL:_Z Dém(T) : Déa(R)‘ =

En particular, si R = I, de la identidad en (4.68)) se sigue

Y, (I (9. ¢)) = Z Dy (I) - Y (9, ).

b=-1

Corolario 4.2.2. Sean | € N, b,m € Z tales que b,m € [—1,1], entonces D! (I) = yn.

Por otra parte, sean R, T,S € SO(3), 1 € N, b,m € 7Z tales que b,m € [—[,1]. Entonces

D, (Ro(SoT)) ZD (SoT)- D! (R), (4.71)

a=-—1

pero

(SoT)= Z D L(9). (4.72)

Por lo que sustituyendo (4.72) en (4.71) tenemos el siguiente resultado bésico.
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Corolario 4.2.3. Sean R,S,T € SO(3), l € N, bym € Z tales que b,m € [—I,l]. Entonces

l l
Dy(RoSoT) = > " DL(T) D.(S)- Di,(R).
a=—1c=—1

Otro resultado bésico que nos serd titil en la siguiente seccién es el siguiente. Sea ' € R3, entonces

®_;(7) = PoAd_jo P1(¥) por la definicién ([3.3.6))
= P((-DP'(@)(=D)"") = P(=DHP(¥)(-1))
= P(P7'(v)) = @.

Corolario 4.2.4.
Oy = 1.

4.3 — Definicion y propiedades de las series de Eisenstein E,lcm(g, s).

SiDe{1,2,3,7,11,19,43,67,163} entonces el subgrupo maximal unipotente F’D’OO estd dado por

I'poe = { ((1] i) ; ZEC’)D}.

Definicién 4.3.1. Sean | € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,1], s € C tal que Re(s) > 1. Se denota
por I'p , \I'p al conjunto de clases laterales derechas de I}, . Las series de Eisenstein

EL (-,s):SL(2,C) — C,
asociadas a ['p en la cispide oo estan dadas por medio de la siguiente féormula:

1
Coo : T ]

EL.(g,5) = > DL (Prigr) Imag(h)

o—eF,D,oo\FD

1+s

la notacién Im og(j)'* corresponde a (Im o g(5)) '+ Nos referiremos al fndice ['p,oo 1 I'p o] simplemente

como [y : T J.

Definicién 4.3.2. Sea f}, (-,s): SL(2,C) — C definida como sigue:

fllcm(g>5> = Dfem(q)T(Q)_l) Img(j)lJrsa
donde s € C tal que Re(s) > 1.
SileN, k,m € Z tales que k,m € [—[,l], s € C con Re(s) > 1. Entonces:

1

To T Z fi (cg,s). (4.73)

O'GFlDyoo\FD

B} (g,5) =



Lema 4.3.3. Las series E,lm(g, s) estdn bien definidas.

1 ,
Demostracion. Sea Vo9 € I'p  \I'p, con g = 9yrvrix € I'p, y donde 7o = (0 i) € I'p ., para algiin

z € Op. Es claro que

Vood = gz+q+ﬁj,K' (474>
De (4.74)) concluimos
T(7g9) = K. (4.75)
Se cumple
Im 700.9(]) = Im gz+q+ﬁj,K(j) por "

— A por (B:9)
— Tmg()). por (9 (4.76)

También tenemos la siguiente cadena de identidades:

Fim(1209) = Dio (®rrcg) 1) T Yoeg () por la definicién (@-3.2)
= Dl Dl (®rc-1) T yag () por (L75)
(@T(g 1) Im g ()" por (E70)

Luego, la funcién fi, = es constante en clases laterales derechas F’D,OO\F D, por 1) concluimos que las

series E,im(g, s) estan bien definidas. O
Lema 4.3.4. Las series E,lm(g, s) convergen para s € C con Re(s) > 1.

Demostracion. La prueba estd tomada (y adaptada) de [12], pagina 30. Sea

[Dilloc = sup [ Di,(A)] < o0. (4.77)
AeSU(2)

Sig=9.,5x € 5L(2,C), entonces

~ 1
’ l ‘: To: 1] Z fim(09:9) por (4.73)
oo - [e'e) UEFID’oO\FD
1
I
< T T Z | fim(0g,5)]
ool gery, \I'p
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1

< [1“ TV ] Z ‘Di:m((pT(ag)*l) Imo‘g(j)1+s
0ol ger, A\
1
! 145
S T 2o | Pin(®reg)] - [Imog() ]
%0 T el gery, \I'p
_ Dbl i -
S m Z \mag(]) | POT
0ol gert, \I'p
. ||D§cm||00 1+Re(s)
B > Imo(z,)) por ([3.9)
0T gery, \Ip
| Dyl
- Y ]-E(Z,A,Re(s)). (4.78)

Como Re(s) > 1, de la teoria de las series de Eisenstein (usuales) sabemos que F(z, A, Re(s)) converge,
por 1) las series E! (g, s) convergen. ]

Lema 4.3.5. Si Re(s) > 1, entonces:

Ellfm(/ygas) - E}im(%s),VV € FD‘

Demostracion. Tenemos por la definicién (4.3.1))

Z Dim(@T(mg)*l) Imoyg(5)' .

UEFID’OO\FD

~ 1
Ejon(79:8) = T T

o0

Haciendo el cambio de variable n = oy € I'; . \I'p, se reescribe la expresién anterior como sigue:

~ 1
l \14s
Epn(vg,8) = m Z Dém(q)T(ng)—l) Tmng(j)""*,
n€l'p o \I'D
pero la suma anterior corresponde nuevamente a E}Cm(g, s). [

4.4 — Definicién y propiedades de las series E. (z, ), s).
Definicién 4.4.1. Sean [ € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,1], s € C tal que Re(s) > 1, las series
EL (-,s):H* — C,

asociadas a ['p en la cuspide oo estan dadas por medio de la siguiente formula:

1
E]lcm(z’)\ﬁ) B m Z Dgcm ((I)T(ng+ﬁj,1)_1) Ima(z, )‘>1+S'

00 UGFID,OO\FD

Equivalentemente, por (3.9) sabemos g, 5, ;(j) = (2, A), entonces:

~

B (9. v3i08) = B2, 9). (4.79)



La férmula en (4.79) también implica que las series EL (2, ), s) estan bien definidas y que convergen
para Re(s) > 1, ya que hemos probado esto para las series E!_(g,s).

Aunque las series E!.(z, A, s) no definen en general (salvo el caso [ = k = m = 0) series de Eisenstein
en H?3, si tienen una expansién de Fourier, de hecho, como veremos més adelante, la expansién de

Fourier de las series de Eisenstein E! (g, s) estd determinada por la expansiéon de Fourier de las series
!
EL. (2, ).

Lema 4.4.2. Si s € C tal que Re(s) > 1. Entonces:
E. (z4+q,\s) = E} (q¢,\s), Vzé€Ap,¥qeC.

1 =z

0 1) €lpconzelAp, yg= Gyrvja € SL(2,C). Entonces

Demostracion. Sean Yo, = (

Ellcm(Q> )\7 S) = (gq+\f>\j,la 8) por ‘)
L (Yoo - Gasv/xiasS) por el lema (4.3.5))
- Ekm(ngqurﬁj,I’ 8)
EL (24 q, ), s). por (4.79)
O

Por el lema (4.4.2)) las funciones E! (2, ), s) con s y A fijas son periddicas con respecto a la reticula
Ap, por lo que tienen una expansion de Fourier en la variable z, esto es,

El Z )\ S Z b 2m ,'y),

veAs,
donde A}, es la reticula dual a Ap, esto es,
= {1€C;(y,9) €Z Vg e A}.
Los coeficientes de Fourier estan dados como sigue:

1
béﬂm<>‘a 8)7 = TA

EL (2,),5) e 2 &) dady, (4.80)
[Ap| Jr2/a,

con v € A%, |Ap| denota el drea del toro plano R?/Ap.

4.5 — Relacién entre las series H}, (2, )\, s) y las series E. (z,),s)

SiRe(s)>1,g= Goryrjr O = (Ccl Z) € SL(2,C), por el lema (4.1.4) se cumple
Pr(eqy = BoR(do,z,\)o B, (4.81)
donde
1 0 0
B=101 0
0 0 —1
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Como B = B~! de (4.81)) tenemos
R(dO',Z, A) =Bo CIDT(O,Q) 0] B,

tomando inversos,
1

R(do,z,A\)"" = Bo (Pr(,g) o B,

pero por ([4.38]) se cumple que ((I)T(Ug))fl = @p(5g)-1, POr lo que

R(do,z,\)"" = (=B) 0 ®r(yg)-1 0 (—B), (4.82)
donde —B € SO(3).

SileN, k,m € Z, tales que k,m € [—[,l]. Tenemos las siguientes identidades:

Dj(R(do,2,\) ") = Diyy((=B) © ®regy-1 0 (=B)) por ([.82)
l l
- ZZpgm(—B)-wa(@T(gg),l)-Dfm(—B). por el corolario ([F2.3) (4.83)
a=—1lc=-1

En la equidistribucién del flujo horociclico (capitulo 8) apareceran las siguientes series:

1
Hip(2,),8) = T > DL (R(do,z,\) ") Ima(z, \)'. (4.84)

UEF,D,OO\FD

Sustituyendo (4.83) en (4.84) tenemos

l l
Hllcm(z7)‘78> = [1—\1—1—\/] Z Z Z Dém<_B) ' D¢lm<q)T(09)71> ’ D%ca(_B) Imo‘(z,/\)l—H

% gery, \I'p a=—le=—1
1 l l
- T : T7.] Z Z Z Dl (=B)-D},(=B) - D! (®r@g-1) Imo(z,\)'*

% oel, \I'p a=—le=—1

= > 3 DLB) D, (-B)

a=—1c=—1

1 I —
T 2 Duel®ry) mo(z )

UEr/D,OO\FD

! l
= Y S DL(-B)-Dp,(~B) El.(z.\5).

a=—1c=-1

Pero —B = ROT(r,0,0), por lo que D!, (=B) = €™ d., (0) = €7 0y,

Corolario 4.5.1. Sil € N, k,;m € Z tales que k,m € [—1,1], s € C tal que Re(s) > 1. Entonces:
H. (2, M, s) = e ®tmm gl (2 A,s),

donde

Z DL (R(do,z,A\)~') Ima(z, \)'**.

UEF,D,OO\FD



4.6 — Conjetura
Conjetura 4.6.1. Sil € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,l], s € C tal que Re(s) > 1. Entonces:
» Las series E,im(g, s) admiten una continuacion meromorfa a todo C en la variable s.
Mds ain,
w sil >0 las series E,lgm(g, s) admiten una continuacion analitica para Re(s) > 1.
Lo anterior significa que si g € SL(2,C) es fijo entonces las funciones
{s € C; Re(s) > 1} — C,

dadas por R
§—> Ellcm(gv S)?

admiten una continuacién meromorfa o analitica a todo C. En particular, lo anterior es valido para

9= 9.,vas con (z,A) € H?, y por (4.79) la funcién

s —> E,lm(ngrﬁjJ,s) =E. (2,)\5),

también admite una continuacién meromorfa o analitica a todo C. Resumiendo, la propiedad de la
continuacién meromorfa o analitica a todo C de las series E. (g, s) implica la misma propiedad para
las series EL (2, A, s).

92



CHAPTER 5
Expansién de Fourier de series E! (z, ), s)

En la seccién 1 daremos algunas propiedades de las funciones argumento y la funcién moédulo complejo
M (z). Ademas, recordaremos férmulas para calcular los dngulos de Euler de una matriz A € SU(2).

El resultado principal de la seccién 2 serd encontrar (ver proposicién (5.2.4))), una férmula para
D: (@T(Ug)_l), el término que aparece en la definicién de las series E! (z, ), s).

En la seccién 3 analizaremos algunas integrales y funciones que aparecen al calcular los coeficientes
de Fourier, por ejemplo, aparecen las siguientes integrales:
. N e—2mi (z,7)
oy M(cz +d)™ M(z1)™ 5 drdy.
re-{-4} |cz+d|2+>\2|c]2]

Usando lo anterior, en la seccién 4 encontraremos el coeficiente general de Fourier b}, (A, s),. Es
conveniente mencionar, que los usados son esencialmente los mismos que los trucos usados en el libro de
Kubota [16] para las series de Eisenstein generalizadas en dimensién 2, capitulo VI (Generalizations of
Eisenstein Series), pagina 63.

En la seccién 5 damos el coeficiente cero en varios casos. Un caso inmediato es cuando k # +m
(subseccidén 1). Después veremos los casos: m = —k con k > 0 (subseccién 2), [ = k = m = 0 (subseccién
3) y finalmente, k = —m con m > 0 (subseccién 4).

5.1 — Funciones argumento y médulo, angulos de Euler

Un lema bésico pero 1util para reunir propiedades de la funciones Arg y médulo complejo es:

Lema511 Sean q,q1 € C tales que ¢-q1 # 0, A € R tal que A > 0, M : C — {0} — C dada por

M(z) := ‘ E Entonces se cumplen las siguientes identidades:
(a) Arg(—q) = Arg(q) + ™ mod 2w (b) Arg(q) = —Arg(q) mod 2w
(¢) Arg(q-(q)™") = Arg(q) + Arg(q:) mod 2 (d) Arg(Aq) = Arg(q) mod 2
(e) M(q) =@ (f) M(Aq) = M(q)
(9) M(q- 1) = M(q) - M(q1) (h) M(q) = M(q) = M(q)™"

Lema 5.1.2. Sea (_O%

(% -

o @

) € SU(2) tal que o - B # 0, entonces:

. b
0 cos% —sm% e'2 0
Q . X X Q bl
ez sin 5 cos 5 0 e'2
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donde 0 € [0,27), x € (0,7), ¢ € [—27,27), cumplen las siguientes ecuaciones:
X = 2arccos|a| = 2arcsin|j|,
0 = —Arg(afB) — 7 mod 2,
¢ =—Arg(af) — 7 mod 2.

Demostracion. Por la definicién (3.3.11)), cada matriz de SU(2) la podemos generar usando los dngulos
0 €10,27),x € [0, 7], ¢ € [—2m,27) por medio del siguiente producto de matrices:

0 ) ) _0 0. ¢
e’z 0 cos§ —sm% ez 0 e "2 cos% —e 2 sm% e 2 0
1A fa X X ¢ = 0 . 0 ¥
0 e sin¥  cos % 0 ez ezsin¥  e'zcos} 0 e
-0 .0 A .

e'2 sm%e_ 2 e'2 cos%(e 2
por lo que
_;6 Y _i® _i0 X i
e’z cosfe’2 —e 'z sinfez a B
b ) ¢ = 7 =
e’z sin§ e 'z e'z cos § e’z -3 «
_ g X . —i%
= a = e '2-cosy-e 2, (5.1)
.6 . b
B 0y e
f = —e'2-sing-e'2. (5.2)

Si x = 7 entonces por (5.1)) se tiene que o« = 0, por lo que a - § = 0, lo cual es una contradiccién,
luego, x € [0, 7). Si x = 0 por (5.2)) se sigue que 5 = 0, por lo tanto -5 = 0, lo cual es una contradiccidn,
luego, x € (0, ).

De la identidad en (5.1f) y como

1=

€ (0,%) tenemos
|af = |cos ¥ | = cos X (5.3)
por lo que x = 2arccos|a|.

De la identidad en (5.2) y como

[N

€ (0, %) se sigue
18] = ‘sin%! =sin %, (5.4)
por lo que xy = 2arcsin|f|. Resumiendo, de (5.3) y (5.4)) demostramos que:

X = 2arccos|a| = 2arcsin|3).

Por otro lado, de las identidades en (5.1) y (5.2)) obtenemos

— —cosX.ginX.e
aff = —cosg-sing -e

= —laf|B] e por (5.3) v (5.4)
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luego, — o §| = ¢~ y entonces se tienen las siguientes férmulas:

—¢p = Arg(—%) mod 27

= Arg <| ,6’|> + ™ mod 27 por el lema (5.1.1) (a)
= Arg(af) +m mod 27 por el lema (5.1.1)) (d)

por tanto, ¢ = —Arg (a3) — 7 mod 27.

Por otro lado, multiplicando las identidades en v se sigue

E— X . ginX.e @
aff = —cosg-sing-e

= —|al|8] e por (5:3) v (5-4)

luego, _|3_§\ = e %y entonces se cumplen las siguientes igualdades:
—0 = Arg < — m) mod 27
= Arg <|a5|> + 7 mod 27 por el lema (5.1.1)) (a)
= Arg(af) + 7 mod 27 por el lema (5.1.1)) (d)
por tanto, § = —Arg (af) — m mod 2. ]

Si a = 0 tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.1.3. Sea ( 0 6) € SU(2), con Arg(B) € [0,2r), entonces:

B 0
0 B\ _ [0 =1\ (et 0
(50)-0 ) (0 &)

donde 8 =0, x =7 y ¢ € [—2m,2m) cumple la siguiente ecuacion:

woe-

% = Arg (ﬁ) — 7 mod 2.

Demostracion. De la férmula en 1D tenemos que o = 0 = e~ . cos ¥ - e"%, por lo que y = 7, luego
la identidad en (5.2]) queda como:

haciendo 6 = 0, tenemos
o
5 = _6227

por lo que obtenemos la siguiente cadena de identidades:
Arg(B) = Arg ( — ei%> mod 27

= Arg (ei%> + 7 mod 27 por el lema (5.1.1)) (a)
¢

= §+7Tm0d27r

por tanto, & = Arg () — 7 mod 27. ]
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Ejemplo. Si 5 = 1 entonces %5 = Arg (1) — 7 mod 27 = 7 mod 27, luego
0 =1\ [e™ 0\ (0 —=1\/-1 0\ [0 1
1 0 0 e™) \1 0 0 -1/ \-1 0/

5.2 — Preliminares

Ahora explicamos los resultados técnicos previos necesarios para obtener los coeficientes de Fourier
Vi (A, 8),. Fijamos g = g, /5, ; € SL(2,C), con (2,A) € H?, s € C tal que Re(s) > 1y sea

o= (‘C‘ Z) € SL(2,0). (5.5)

Tenemos por (3.1)),

A
I A) = :
mo(z;A) lcz 4+ d|? + N?|c|?

Ahora, obtenemos las siguientes multiplicaciones de matrices:
U_ab 1 =z \/XO_aaszb VA 0
9= \e a)\o 1 O%_ccz—i-d 0%
az+b
_ (a\/x ‘/Ed)-
V) 5

Por otro lado, observamos

(5.6)

2 ez +d| lcz + d?
C\/X‘ T L e \[€ iy i
) No\ l A

ez +d]P 4+ N ef?
— S -

Usando la identidad anterior podemos calcular la parte SU(2) de la descomposicién de Iwasawa de
og dada en ([5.6)), y obtenemos

cz+d o Ac
_ |cz4d|2+A2|c|? |cz+d|2+A2|c|?
T(Ug> - \/ Ac \/ cz+d )

\/\cz+d|2+)\2\c\2 \/|cz+d\2+)\2|c|2

por tanto,
cz+d Ac
_ -1 |ez+d|2+A2|c|? |cz+d|2+A2|c|?
T(og) "= (T(og)) ' = | VI=Hel VIster ) (5.7)

V0ez+d2+22[c2 \/]ez+d|2+22|c|2

Siz # —%l (<= cz+d #0)y c#0 podemos usar el lema 1) y encontrar las coordenadas de

Euler 0(z,\,0), x(2,\,0) y é(z,\,0) de la matriz T'(cg) ™" en (5.7), esto es,
d A
X = 2arccos ez + d] = 2 arcsin i . (5.8)
Viez +d|? + X2|c]? V0ez +d)? + N2|c]?
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cz+d Ac
¢ = —Arg .
Viez +dP2+ X2[c)2 y/]cz + d|> + A2[c]?
= —Arg(c- (cz+d)) — 7 mod 2
= Arg(E- cz + d) — m mod 27.

cz+d A\C
0 = —Arg .
Viez +d?2 + X2|c]2 /lez + d|2 + \2|c|?
= —Arg(¢- (cz+d)) — 7 mod 2
= Arg(c ccz+ d) — m mod 2.

Resumiendo, si ¢ # 0y z # —% entonces

)—Wmod%r

)—Wmod27r

por el lema (5.1.1]) (d)
por el lema (5.1.1]) (b)

por el lema (5.1.1]) (d)
por el lema (5.1.1]) (b)

T(og)™" = A(0(z, X, 0),x(2,\,0),6(z,\,0)) € SU(2),

donde
lcz + d| . Ale|
X = 2arccos = 2arcsin ,
V0ez +d? + 22|c]? Viez +d?2 + A2|c]?
0= Arg(c- cz + d) — 7 mod 2,
¢ = Arg(E ez + d) — m mod 2.
Veamos ahora el caso c # 0y 2z = —g. Por 1} tenemos
0 —,)\E— 0 c
T(Ug)il = Ac o = c m
— 0 —= 0
A2|c|? el

En este caso

T(og)™t = A(@(z, N o), x(z, A 0),6(z, )\,J)) € SU(2),

donde (por el lema ([5.1.3)),
0=0, x=m,

y ¢ € [—2m,27) cumple la siguiente ecuacién:

? = Arg (I_il) — m mod 2.

)

Consideramos ahora el caso ¢ = 0, por ,

T(og)~" = (

o B~
|l ©

=

entonces

T(og)™ = A(G(z, N o), x(z, A 0),6(z, )\,a)) e SU(2),



y si Arg (d) € [0, 7) los angulos de Euler de T'(og)~! estdn dados como sigue:

4 d
5= Arg (W) mod 27,
x=¢=0.
Reunimos los resultados anteriores en el siguiente:

a b

Lema 5.2.1. Sean g =g,, 5, € SL(2,C), 0 = (c d> € SL(2,C). Entonces:

T(Ug)_l = A(@(Z, )‘7 U)) X<Z7 /\7 U)? ¢(Z, >‘7 0)) S SU(2)7
donde los dngulos de Euler 0(z,\,0), x(z,\,0),d(z, A, o) estin dados como sigue:
n Sic#0yz# —% entonces
0 = Arg(c ccz + d) — 7 mod 2T,
lcz + d| , Alc|

= 2 arcsin )

V0ez +d? + \2|c]? Viez +d|? + X2|c]?
¢ = Arg(E ccz + d) —m mod 2T.

X = 2arccos

. Sic#Oyz:—%l entonces
0 =0,
X = 7,
¢ _ Arg (& d?2
5 = g Td — T o .
» Sic=0y Arg(d) € [0,m) entonces
O~ g d 2
5 == Tg(m> mo ™,
x =0,
¢ = 0.

Ademas, por se cumple en todos los casos

Dr(og)1 = Pa@zr0)x(z M) b(z00) = ROT(0(2,X,0),x(2, A, 0), (2, ), 7).

Por otra parte, sic # 0y z # —% tenemos las siguientes identidades:

e = ¢! [Avg (e-eeFd) -] por ([5.10))
_ pimgiArg (c-ﬂ)
(=1)M(c-cz+d) por el lema (e)
= (1) M(c) - M(cz +d) por el lema (2)
= (1) M(c)- M(cz+ d)_l. por el lema (h)
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Resumiendo, si ¢ # 0y z # —¢

e* = (1) M(c)k - M (cz + d)_k, Vk € Z.

También, si c # 0y 2z # —% tenemos las siguientes identidades:

i — o [Arg(am)—w] por

—im zArg (c cz+d)

)_n

e
= (=
= (=
(=1)
Resumiendo, sic# 0y z # —
e = (=1)" M(c)™™ - M(cz+d) ", VmEL.

Sea 21 = z1(z, A, o) definida como sigue:

21 = |ez+d| + M|

Continuando con las hipotesis ¢ # 0y z # —g, de la ecuacion en 1' tenemos

Arg(z1) = Arg (M(z1)) € (0,%),

pero también

Ale]
Viez +d)2 + X2

sin (Arg M (z1)) =

pero por la ecuacién ([5.8)),

X Alc|
S — =

2 Viez +d]2+ X2
luego, de (5.19), (5.20)) y (5.21)) concluimos que Arg M(z;) = %, por lo tanto

62% _ eiArgM(z1)

= M(z). por el lema (5.1.1)) (e)

De ((5.22) se sigue
X
e*2 = M(z)*, VkeZ.

. X ., .
Tomando la parte real de e?*2 en la ecuacién anterior tenemos

cos k:z =

; M(2) + M(zl)k}, Vk € Z

M(2) + M(@’“}, vk € Z

NN~~~

M(20)* + M(zl)_"”], Vk € Z.

)M (c-cz+d) por el lema (e)
) M(e) - M(cz + d) por el lema ()
M(c)™" - M(cz + d)_l. por el lema (h)

M (2)F + (M(zl)_l)k}, vk € 7, por el lema (5.1.3) (h)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)



Anélogamente, para la parte imaginaria obtenemos

Lo X 1 ko —k
sin k3 = 2@,[]\4(21) M(z) ] vk € Z.

_d

También, bajo las hipétesis ¢ # 0y z # —%, calculamos la matriz de Wigner DL (@T(Ug)71> como

sigue: Dy (Prpg)-1)
= Dgﬂm (ROT(0<Z> )‘a U), X<Z> )‘7 U)a ¢(Za )‘7 ‘7))) por el lema (’
= " i (x) €™ por (B.40)

= (=1)*M(c)*- M (cz + d)_k (X)) (=)™ M(c)™™ - M (cz + d)_m por y
— (=DM () M ez +d) T d ().

Resumiendo:
Lema 5.2.2. Sean o = (z Z) € SL(2,C) conc #0, g =g, 5, € SL(2,C) tal que z # —%. Por el
lema sabemos
0 = Arg(c ccz + d) — m mod 2,
lcz + d| , Alc|
X = 2arccos = 2 arcsin ,
Viez +d2+ A2|c]? V0ez + d2 + A2|c]?
¢ = Arg(E ccz + d) — 7 mod 2.
Entonces se cumplen las siguientes formulas:
"3 = M(n), VkeZ, (5.23)
1
cos ka =3 [M(zl)k + M(zl)_k}, Vk € Z, (5.24)
1
sinks = [M(zl)k - M(zl)ﬂ, vk € Z. (5.25)
Ademas,
Dh(Prig1) = (1™ M) ™ M(cz+d) "™ d.,,(x). (5.26)
Veamos ahora el caso c #0y z = —%l. Por el lema (j5.2.1))
T(gg)_l = A(@(z, /\7 U)) X<Z7 /\7 O)? ¢(27 >‘a 0)) S SU(2)7
donde
=0, x=m,
y ¢ € [—2m, 27) estd dado por:
0] B _
5= Arg (H) — 7 mod 27. (5.27)



Tenemos las siguientes identidades:

b = (1) e por

= HE (@2 por el lema (c)
) por el lema (c)
ﬁ))Q por el lema (2)
= M(e)’ por el lema (f)
= M(c)_1>2 por el lema (h)

o

:M(

= M(c)™2 (5.28)
Resumiendo, por ([5.28)) '
™M = M(c)™*™, Vm € Z. (5.29)
Luego, sic#0y z = —%l,
Dfm(CDT(Ug)fl) = Dﬁcm(ROT(Q(z,)\,a),x(z, A,a),qﬁ(z,)\,a))) por el lema (5.2.1)

= ™ dj,,(x) e por (3.40)
— 6ikO digm(ﬂ-> 6im¢>

= M(c)™*™ . d., (7). por (5.29))
Resumimos el caso en el siguiente:

Corolario 5.2.3. Sean o = (Z Z) € SL(2,C) conc#0, g =g, ;5 € SL(2,C) tal que z = —4,

Por el lema sabemos que 0 = 0, x = 7, y

C

% = Arg <£> — 7 mod 2.

Entonces se cumplen las siguiente formulas:
™ = M(c)™*™, Vm € Z,
Dig (P1(0g)-1) = M(c)™™ - iy (7).
Necesitamos calcular di, (). Para eso recurrimos a el lema , que recordamos ahora. Sean
l €N, k,m € Z tales que k,m € [—[,1]. Ademads, rq,rs,d;,dy € Z definidos como sigue
dy = min{l +m,l —m,l + k,| — k}, (5.30)

l+m entoncesry=k—m y do=k—m
[—m entoncesri=m—=k y dy =0
l4+k entoncesri=m—k y dy=0
[—k entoncesri=k—m y do=k—m



To = 2l — 2d1 —T1. (532)

Por el mismo lema tenemos
r17r27d17d2 Z 07 (533>

y se cumple la identidad
20— dy\ 2 (dy + 15\~
d, = (—1)% ! !
o = o= (G ()

b
1) € SL(2,C) tal que ¢ # 0, g = g, /5,5 € SL(2,C) con

c
z # —g. Por |D podemos usar la definicién 1} Luego,

NI

(sin g) 1 (cos %) ’ Pgl’m)(cos X)- (5.34)

Como antes, consideramos o =

dy (cos;{—l) 1 a(cos;ﬁ-l)a
pirre) = (d 1 (d !
dy (COSX) ( 1+7’1) ( 1+T2) ; (dl—i—rl—a)!a! (T‘Q—i-(l)!(dl—a)!
di—a a
d1 cosy — 1 cosy + 1
_ (dl—l—Tl)!(dl—l—Tg)!Z ( X ) < X )
= 20 (dy + 1 —a)lal(r: + a)! (dy — a)!
di+r) (di 7)) 1 X (d—a u ‘L (a o
- iy 2 (M) oot (4 eosy
a=0 0

donde .
0= Mola.dv,m, ) = o el (s + 0)! (1 —a)]
Resumiendo,
(r1,72) (di +70)! (di +72)! = = di—b—c
Py " (cos x) = o Z Z Z M (a,b,c,dy,r,73) - (cos x) , (5.35)
a=0 b=0 c=0
con

di—a\ (a
Ml(a7 b,C,dl,T’l,TQ) = (_1)b( 1b ) (C>MO

- (_1)b<dlb_a> (Z) (dy +71 —a)la (1r2+a)!(d1 —a)l’

Por otra parte, de ((5.24]) lema (5.2.2]) (haciendo k& = 2) tenemos

cosy = % [M(Zﬁ? + M(Zl)_2]>
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por lo que

1 di—b—c
(cos X)dl_b_c = 94 b []\4(21)2 + M(Zl)_Q]
di—b—c
1 di—b—c dy—b—c—t XY
=g o (7)) ()" ()
t=0
di—b—c
1 di—b—c b0
= i 2o (1 , )M<zl>2d1 et (5.36)
t=0

Sustituyendo ([5.36) en (5.35]) tenemos

di di—a a di—b—c

r1r d (d 92
Pélh 2)(COSX) ( 1 +Tl22dl 1 +r2 Z Z ]\42(61}78)7 C,t,dl,Tl,TQ) 'M(Zl)2d1 2b—2c¢ 4t’ (537)
a=0 b=0 c=0 =0
donde

di—b—c\[(d1—a)\ [a 1
M. = (—1)b2bte (7 '
o(a,b,c,t,dy,r1,72) = (—1) ( " )( b (dy + 1 —a)lal (rs + )l (dy — a)!”

Por (5.25)), lema (5.2.2)) (haciendo k = 1) obtenemos

sing = %[M(Zl) - M(Zi)*l}a

luego, como r; > 0 (por (5.33)),

(sin2)" = 2-1)7«1 (M)~ M) ]

]

= a2 (1)t (< ey

t
t1=0 1

—~

(]

(]

— 23)71 N (r1>(—1)t1 M ()20, (5.38)

t
t1=0 1

De (5.24)) lema (5.2.2)) (haciendo k=1),

—~

cos % = [M(zl) + M(z1) } :
luego, como r > 0 (por (5.33))),
X\ 72 1 T2
(cos 5) - [M(zl) + M(21) 1]
1 & (7
= 5 S )M () (M () )"
2r2 120 tQ

- = > (;“ 2) Mz )2, (5.39)



Sustituyendo (5.37)), (5.38) v (5.39) en (5.34) tenemos la siguiente igualdad:

a8 (40 [ (e [ £ (e

t1=0 to=0
di di—a a di—b—c
(di + 1) (di +72)!
E 2d1 —2b—2c—4t
22d1 Z M2(a’7b7 C7t7d17rlyr2) . M(Zl) 1 ,
a=0 b=0 c= t=0

simplificando y reagrupando, se sigue

P ) LI T A7 A
A (X) = oriamt 2 \ dy + 1, Y (dy + i) (dy + 12)!

T2
Z Z(_1>t1 (Zl) (Zz) My(a,b,c,t,dy,r1,7) - M<zl)r1+r272t172t2+2d172b72c74t'
1 2

Resumiendo, d', (x) =

di di—a a di—b—c 7
01(7“177’2,611,6[2)2 Z ZMs a,b, ¢t ty, dy, 1, o) - M(zy)" T2 2et2dimabmedl
a=0 b=0 c= t=0 t1=0t2=0
(5.40)
donde

1

Colre, o, dy, o) = &(Ql_dl)é(d1+r2)_2(d1+r1) (dy + 7)), (5.41)

2T1+T2+2d1 7/7‘1 dl + 7"1 7'2

Ms(a,b,c,t, ty,dy,ry,me) = (—1)" (Zl> (t >M2(@ b,c,t,dy,r1,72)
1 2

= (e (2) (Z> (dl _tb ! C) (dl b_ a) (a> (dy + 71 —a)lal (17’2 +a)! (dy —a)l (542)

Por lo que sustituyendo ([5.40)) en (5.26)) del corolario (5.2.3]) tenemos

Dj,, (q)T(ag)—l) = (=1)"*"™ Cy(r1, 2, d, do) - M(c)*™ - M(cz + d)_k_m

di di—a a di—b—c 7r1 712
E E E E E E M3((l, b7 c, t, t17 dl, i, 7‘2) . M(Zl)r1+7’2—2t1—2t2+2d1—2b—2c—4t
a=0 b=0 c¢=0 t=0 t1=0t2=0

Resumiremos la seccion en la siguiente:

b
d) € SL(2,C) conc # 0, g = g, 5,5 € SL(2,C), Re(s) > 1.

Ademdas, | € N, k,m € Z tales que k,m € [—l,l], recordamos que r1,rs,dy,dy € N estdn definidos en

(5.30), (5.31) v (5.39).

Proposicién 5.2.4. Sean o =
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w Siz# —%. Entonces

k—m

Dj,, ((I)T(ag)*l) = (=" Cy(ry,ra,di, do) - M(c)*™ - M(cz + d)f

di di—a a di—b—c ™ o

Z Z Z Z Z Z Ms(a,b,c,t,ty,dy,ry,m) - M(z)r 22l 2at2di—2b=2edt, (5.43)

a=0 b=0 c=0 t=0 ¢¢1=0t2=0

donde por (5.41), (5.44) v (9.18)

S ) (Zl - dl) : <d1 N “) ) (A 7o), (5.44)

oritrat2digry \ dy 4y Ty

My = (=)0 2 (Z) (E) (dl o C) (dl b a) (Z) @+ —a)d (17“2 T (d —a)’

(5.45)

VI

2 = |cz +d| 4+ i)|c|.

n Siz= —%. Entonces
Dl (Priog)1) = dig(m) - M(e) 7>

5.3 — Integrales y funciones que aparecen en la expansién de Fourier

Necesitamos desarrollar ciertas integrales que apareceran en la expansion de Fourier de las series
!
E.(z, )\ s).

b
d
que Re (s) > 1. Definimos la siguiente integral

Definicién 5.3.1. Sean 0 = ((cl ) € SL(2,C)conc#0, € Rtal que A > 0,7 € A}, y s € C tal

o—2mi(z.7)

(cz +d)F M(z)*

I(s,7v, ki, ko,o,\) = M
w-{-2} [le2 + dJ2 + 22ef2

. dxdy, Vki, ke €7,

donde z = x + 1y.

Haciendo el cambio de variable z = ¥ <= ¢z = w, con w = w;y + tws, ¢ = ¢1 + icy, Se tiene
c ) ) )

1 . . .
z= W(Cl —ico)(wy + twy) = W(wlcl + wocy + i(wacy — w102))
luego,
_wig + wWacCo W2l — WG
= —|C|2 y - ’6’2 ’
y por tanto,
O,y) | _ ek jaz| _le® 1
o(wi,wa) | | TE | et el
ademas, z = —% <= w = —d, entonces,
1 k . ko 6727T7;<%7'Y>
]<S777 klvk%o-a )‘) AT M(w+d> 1‘]\4(|u)—i_d| +Z/\|C|) 1+s dwl dw2'

|c[? R2—{—d} [|w+d|2+)\2|0|2



Haciendo otro cambio w = z —d <= w + d = z, tenemos
wy = —dy wy =y — dy,

donde d = d; + ids, y por tanto,

8(’(1}1,’(1)2) 10 —1
d(z,y) 0 1
ademas, w = —d <= z = 0, entonces,
1 A , ko —2mi(Z—2.)
](8777k17k2707A) = W ) M(’Z) 1M(|Z|+Z)\|C|) 1+s dl'dy
R2—{0} [|z|2 n )\2|C|2}
2mi (4,7) —2mi (Z,7)
— 6—2/ M(z)klM(|Z|+i)\|c|)k2 ¢ 5 dr dy.
|| R2—{0} [|z|2 +/\2|c|2]

Ahora hacemos otro cambio de variable z = Ac-w <= < = w, se tiene

z = MNcy +icg)(wy + dwy) = /\(w101 — wyce + i(wyco + U}201>)

luego,
r = AMwicy — wacy) y = Mwica + wacy),
entonces
O(z,y) Aci —Aep 2/ 2 2 20 .12
B wy)| M Aer = A(c] + c3) = Nc[7,
ademas, z = 0 <= w = 0, por tanto,
[(S, v, kl, kz, g, )\)
p2mi (4) ko e—2mi (Aw,y)
= —2)\2|c\2/ M (Ac - w)™ M (Me||w| + i|e]) 5 dwi dw,
el E2—{0} [A2|6\2|w|2 + AQ!CP}
) —278 Mw,y)
_ e27rz(’i,’y>)\2/ M(c-w)kl M()\|C|(‘w| +Z))k2 € s d’wl dw2
R2—{0}

[X2fel2 (w2 +1)]

e—2mi AMw,y)

TFs dw1 de

= et [ () M (e (o] + )"
R2-{0} |:)\2|C|2(|w|2+1)i|

M(C)kl e2mi (g,'y) 3 NS e—27ri>\<z,"/>
= 5525 / M(z)" M(|z| 4+ i) ————=dxdy.  por el lema (5.1.1)) (f)
A |C‘ R2—{0} 2
|22 4+ 1
Resumiendo,
Mlec k1 62771'(%,7} N2 e—27ri)\(z,'y)
I(s,7, k1, ke, 0,)\) = (>\2)s| 278 / M(z)klM(|z|+@) 1 dz dy.
c R2—{0} [|z|2 + 1]
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La integral anterior aparecerd en el coeficiente «y de la expansién de Fourier de las series EL (2, ), s).
Para encontrar el coeficiente cero necesitamos hacer v = 0, en ese caso tenemos,

- M(c)k
I(5,0,ky, ky,0,\) = L/ M (2)" M(|z| + i)k
R2—{0}

o \2s |c|2+25

de dy — (5.46)
122 +1]

Hacemos un cambio de variable de coordenadas cartesianas a coordenadas polares en la integral en
(5.46)), es decir, z = re con r € [0,00),6 € [0,27]. Usando que el Jacobiano es r y el lema (5.1.1)) (f),

= M(c)™ - o i\ k N rdr
I(S,O,kl,kz,()',)\) = W/O [ ; M(e )1d0 M(T"—Z) ? [7”2+1]1+57

pero

o M(eiG)kldQ — o eik19d9 — 0 si kl # 0
0 0 2m sl k?l =0.

Resumiendo, tenemos el siguiente:

b

Lema 5.3.2. Sean o = (a
c d

)ESL(Z,(C) conc# 0, X € R tal que A\ > 0, v € A}, s € C tal que

Re(s) > 1, entonces:

M k1 27ri(%,"/> —2mi X (z,y)
I(s,7, ki, ky,0,)\) = (;) GMS / M(2)" M(|z] + z’)k2 e—H drdy, Yki, ks € 7.
|| R2—{0} []z|2 + 1]

(5.47)
Siy=0 1y ks #0 entonces

I(5,0,ky, ko, 0, \) =0, Vky € Z. (5.48)
Siv=01yk =0 entonces

- 27 o Nk rdr
1(87070’k2707A):W/0 M(T—l—’&)zm, ‘v’kQGZ.

Definicién 5.3.3. Sean A € R tal que A > 0, v € A}, s € C con Re(s) > 1, se definen las funciones
Srikan(\) : {s € C; Re(s) > 1} — C
como sigue,

Ortr kg Ny 8) = S M) I(s, v, ki ke, 0 N), Wk ks € Z. (5.49)

(* %\ p
J_cdeD

c#0, d modAD c



Sustituyendo la ecuacion (5.47)) del lema (5.3.2)) en (5.49) tenemos

~ _M(c)m e2mi (2,7) Lk e—2miA(z)
Profr iz (As 8) = Z M(c) 225 | c|2+2s / M(z)kl M(M + Z) ’ T+s dx dy
|c| R2—{0} 122+ 1
_(* *\er z
e a)”
c#£0, d moda p, ¢
1 M(C)r-Hﬂ 627ri<%ﬂ> ) k e—27r72/\ (z,7)
s [ > |22 /2 M(2)" M (|2] + )" ————yp5 da dy. (5.50)
k) B0} []2|2 + 1]
c d e

c#£0, d moda p, ¢

También nos seran utiles las siguientes funciones.

Definicién 5.3.4. Sean 7 € A*, s € C con Re(s) > 1, las funciones
Gm~(-) 1 {s € C; Re(s) > 1} — C,

estan definidas por la siguiente igualdad:
M(c)™ 2mi <%,'y)
bmals) = Y (c)" e , VmeZ (5.51)

|C|2+2s
ko ok r
c d s

c#£0, d moda p, ¢

Sustituyendo la identidad (5.51)) de la definicién (5.3.4) en ([5.50]) tenemos

6—27r72/\ (z,7)

1+s
[W " 1]

Siy = 0 y ki # 0 por 1) del lema 1) sabemos que I(s,@, ki, ks, 0,)) = 0, y entonces de la
definicién (5.3.3) concluimos que:

~ 1 .
Brnton(X8) = o Gyt (5) - / M=) M (2] + i) dz dy.
A% R2—{0)

¢7",k’1,k2,6(A7 S) = O

Resumimos los resultados anteriores.

Corolario 5.3.5. Sean v € A}, A € R tal que A > 0, s € C con Re(s) > 1. Se cumple:

~ 1 . e 2miA (z,y)
Or ey oy (A, 8) = %8 Grthy 4 (5) - / ]\4(2)k1 M(]z\ + z)kQ—HS dxdy, Vr ki, ke € 7.
R2—{0} [VP+@
Sin=0yk #0 R
¢r,k1,k2,6()\7 S) = 07 VT, kQ € Z. (552)
Siy=0yk =0
A ko
~ 1 M(|z] +i
Proy 5N 8) = = ¢,.5(s) - / (—1>+S dedy, Vr ks € Z. (5.53)
R2—{0} [|Z|2 + 1}
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Resolvemos la integral en la férmula ([5.53]) usando la funcién gamma. La integral del siguiente lema
la podemos obtener usando Mathematica.

Lema 5.3.6. Sean n € Z, z € C tales que
n>-—1 (5.54)

n—2Re(z) < —1, (5.55)

entonces

/der r(i+3)T(-3-3)
o (1+72)? e |

Ejemplo. Sin =0y z = 1 entonces

Ja.(t B O
y L1472 210(1) 2

Lema 5.3.7. Sean ky € N, s € C tal que Re(s) > 1, entonces

A k2 dz dy ko F(1+k—2_ﬂ>.r<3+ﬂ)
M 20 op 2 2 2)
/Rz (=1 +4) [ T+s Z ( ) 20 (14 s+ %)

22 + 1]

Demostracion. Pasando a coordenadas polares,

N dx dy S (A dr df
/QM(|Z’+Z) 2—14_5 = / / ko (T2+1>1+8
R (1212 +1] E

_ 9 > (r—i—i)’”dr
_2/ (

ko
r2 4+ 1)1+s+ 2

[e%e] k2 r
— 27r/ ( )r’”_"z’” T dr
(rg + 1)1+s+?

ko—n—+1

ko 00
— oy (kQ)z”/ r —dr. (5.56)
n=0 n 0 ( ;

Veamos que la integral obtenida en ([5.56) cumple las condiciones ([5.54)) y (5.55) del lema (/5.3.6]),

(ks—n+1)—2Re(l+s+%2)<—-1 < k5—n+1—-2—-2Re(s) — ks < —1 (5.57)
—n+1—-2—-2Re(s) < —1

—n—1-2Re(s) < —1

—n—2Re(s) <0

—2Re(s) <n

Re(s) > —3. (5.58)

IIHIIM

Por otra parte, como

N
v
o
JE
v
o

|
NJE
IA
o
A\
\t—‘



pero por hipétesis Re (s) > 1, por lo que Re (s) > —7%, la cual es justo la desigualdad obtenida en (5.58)),
por lo que la desigualdad en ([5.57)) también es valida, condicién ((5.55)) del lema.

Veamos ahora la primera desigualdad (5.54)) requerida en el lema (5.3.6]). Como
sumando la desigualdad obvia 1 > —1 a la desigualdad en (5.59)) obtenemos que ko —n +1 > —1.

Por lo anterior podemos aplicar el lema ([5.3.6]) a la integral obtenida en (5.56]). Primero hacemos las
siguientes operaciones:

1 ko—n—+1 k
Lpboontl g4 ke n (5.60)
(Q+s+8)—L-Lllhy—n+1) = 1+s+¥ L1421
ST 5 7 —alk2—n = S 2 2 2
=1+s—1+7%5
= 5+ 3. (5.61)

Luego, de (5.56)), (5.60) y (5.61]) concluimos

. dx dy F(]-_F@_Q)'FS—FE)
M kQ——2 2 2 2)
/RQ (I +9) [ T+ WZ< ) 2T (1+5+1%)

212 + 1]

Veamos ahora el caso ky € Z con ky < 0, tenemos la siguiente cadena de identidades:

M (|2l +0)" = (M(2] +39))

k2

(
= (M(|z\+i))_k2 por el lema (5.1.1) (h)
(

Il
-
.

|

-~
~

.
N

(5.62)

Combinando (5.62)) y tomando en cuenta el cambio de signo de i en la demostracién del lema (/5.3.7]),
obtenemos el siguiente:

Corolario 5.3.8. Sean ko € Z, Re(s) > 1, entonces

|ka| |k2| n n
ke dady \z\) 2 PO+5 —3) - T(s+3)
M(|z|+1 g = 27 ( n ky)"1" - 2 27
/RQ (e [|z|2+1}1+5 Z o 2T (1+ s+ 15)
dond
onie San ke — 1 st ko >0
INE2=0 —1 siky < 0.
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5.4 — Coeficiente general b}, (), s),.

Sean [ € N, k,m € Z tales que k,m € [—[,l], s € C tal que Re(s) > 1. Con los preliminares en las
secciones anteriores podemos empezar a calcular los coeficientes de Fourier b}, (), s),, recordamos que

por :
1 1

bicm()V S)’Y = A Ellcm(za )‘7 S) 6_2m m dl'dy ~TA Ellem(z7 >\7 S) 6_2m g dl‘dy,

~Ab] Jr2ja, IAp| Jreyry,
(5.63)
con v € A%. Por la definicién (4.4.1)) las series E! (2, A, s) estan dadas por:
1
E.(z,\8) = T 7] Z Dém(QT(ggz+ﬂj’I)71) Im o (z, \)'F5,
oo 1o [U}EF/D,OO\FD

donde hemos cambiado o por [0] ya que trabajaremos mas adelante con otra clase de equivalencia. Sea
o un representante dado por:
a b
o= (C d) eI'p.

Por ,

)\1+s

(5.64)

Ellcm('zv)VS) = m Z Di:m(@T(ng+\F/\j,1)71) [

1+s°
o0 [olel, N\ ]

|z + d|? + \2|c|?

Hacemos ahora un breve repaso de dobles cocientes. Sean G un grupo y H < G un subgrupo. Si
x € G, la clase doble HzH esté definida como sigue:

(2] = HeH = {hyxhy; Yhi,hy € H}.
Sean x,y € G, entonces
HxH = HyH <= dhy, hy € H tal que y = hyxhs.
El conjunto de todas las clases dobles es denotado por H\G/H, esto es,
H\G/H ={[z]";z€G}.

Una propiedad bésica de los los dobles cocientes es que si z,y € G, entonces [x]%, [y]! son disjuntos
o son el mismo.
Consideremos H = I', v G = I'p, luego

/ /
Sio= (Z 2) el'p, o = (CCL, Z,) € I'p, entonces:

/ / / m/ / [
I'poctl'poe = I'p0lpo = ¢ =cyd =dmody, ¢



La descomposicién de Bruhat de ([5.65)) se ve como sigue,

(Z 2)6“3 }U (g ail)e“’ . (5.66)

c#£0, d modAD c aeog

[o]7 €T} \D/Th 0 = [U]H donde o € {

Ver [15], seccién 2.5: Double coset decomposition, pagina 37, o [16], seccién 2.2: Fourier expansion of
an automorphic function, pagina 13, para demostraciones en el caso de SL(2,R). Usaremos la siguiente

notacion,
R = {(Z 2) el'p; c#0, dmOdADC}.

o %k o
Ro = {(0 a_1>€FD;Oé€OD}.

Por otro lado, tenemos la siguiente integral

/ e M dady = |Apld, g, (5.67)
R2/T

donde
1 si
0,7 := {

Definicién. Sean D € Z tal que D < 0, k € Z. Denotamos por FP € C a la constante dada por

FP = g e

(5.68)

. 4 si k es par
[ ] 1 =
Ejemplo. by { 0 sik es impar.

» Si D e {2,7,11,19,43,67,163} entonces FP = 2.

2mki

S e_%ki).

= Si D = 3 entonces F} = 2(1 +e
u FD [FDoo : FlD,oo]

Lema 5.4.1. Sean 0 = (g wl) el'pcona e OF, g= 9orvja € SL(2,C). Entonces:

Dfﬁm((I)T(gg)q) = ¢* §pm, donde o = e s
Demostracion. Tenemos
a NI Oé\/_
og = 1 = \(
avA
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De la descomposicién de Iwasawa,

T(sg) = (‘8‘ 04(11) = A(6,0,0), (5.69)

con # € [0,27) y cumple que o = e~is. Luego,

chm(q)T(vg)*l) = Décm(q)A(Q,O,O)*l) por
= D! (Pa000)
W (0) por

= e* 5. por el corolario (4.2.2))
]
ustituyendo (. en (. tenemos las sigulentes 1gualdades:
Sustituyendo (5.64)) en ((5.63) las sigui igualdad
[Ap| - [Coo : Th] - BN, 8)y =
)\1—}—5 )
= Z DL, (Pr(sg )-1) e~ =) dady
m 09 4/ Nj 1+s
/RQ/FIDW [o]eT’ b ) [lez + dJ? + X|c]]
= / (a'g 1) )\1+S 1 6_27Ti (z:7) d;l:dy
[a]el"’ R2 /T z+fg[ UC’Z 4 d‘2 + )\2‘C| ] +s
A1+s )
= Z D; . 1) e 2 ) dady.
U PERVSY 1+s
o] €T, \Tp /T, / ) [lez + d|* + A2|c]?]
Pero por la descomposicién de Bruhat en ([5.66)),
[Ap| - [Coo : Th] - Uom(N, 5), =
1+
/ D T(09. x5, 1)71) A 1+s e 2T ) dxdy
[0]7 €T, \FD/F’D - ’ [lez + d[? + A2[c]?]
UGRO )\1+S
+ / DL o o y-1) e dady. (5.70)
O’ - \/* , 1+S
o]H €T, OO\FD/F’ o [lez + df? + X|c/?]
ocER

Transformamos la primer integral de la ecuacién (5.70) como sigue:

Z / ka q)T(ngJrf][) )

1+s
[0]# €Ty \p/T' [|CZ +d|? + >\2|C’2]
UERO

)\1+s

G—QWMzn)d$dy



>\1+s

67271’1' (z,7) dl’dy

= Z /R2/F,D’oo D%ﬂm (®T(o’gz+ﬁj71)_1) |:

1+s
o]l A\ lcz +d|> + )\2]c|2}
aéRQ
. 1 1+s —2mi(z,y)

ok
7 (0 ofl) <o

_ / M0 5 N5 =27 ) iy por el lema ([5.4.1))
R2/T%,

[o] GF

(6%
a:(o o 1>€Ro

_ )\l-i-s 6km . / e—27ri (z,7) dl’dy i eikG
. 2

[O’] EF,D,OO\FD

o ok
o= (O &_1) €Ro
A28 8 5| Ap] - > e por (5.67)

[0] €Tp o \I'D
a ok
o= (O a_1> €Ro
= AN 0km 0, 5| Ap| By, por (.68) (5.71)

Sustituyendo (5.71)) en (5.70)),
Ap| - [Poo : T0] - U (N, 8)y = A" 0m 8, 5| Ap| FY

+ o\t Z / D, (1@, . )-1)

[o]" el N\PD/T,
ocER

e—2mi (z,7)

[lez + d|? 4+ 22e2]

dxdy. (5.72)

Ahora, por el lema (5.2.1),sic#0y z = —% el valor de D} (@T(MH\@ I)—l) estd bien definido, por

esto podemos quitar z = —g en la integral de la ecuaciéon 1} esto no cambia la integral, luego,

IAD| - Moo : Th] - B (A, 8)y = AT 0pm & 5 [Ap| FP

6_27"1( >'7>
Lol / o) dedy.  (5.73)
d O'QZ NoYA 1+s
(CILES VA \FD/F’ - } ) [lez + d|* + A?c]?]
o€ER
Por (5.15)) del lema (5.2.1)) la ecuacién ([5.73)) se transforma en:
A

)\1+s ’ [FOO : F:)o] ' bgcm<>\’ S)’Y = 5k,m 576 |AD‘ FkD

6727” <Z7'Y>

[|cz +d|> + )\2|c|2] s

+ / s d} m(ROT(8,x, 9)) dxdy, (5.74)

[o]H ey OO\FD/F’
og€ER
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donde 0 = 9(27 )\,0‘), X = X(Zv )\,0‘), ¢ = ¢(Z> /\70)'

Ahora recordamos que por la proposiciéon {) ecuacion 1) sic#0yz# —% entonces

m

D (ROT (6, x,9)) = (=D)"™ Cy(ry, 1, diyda) - M(c)F™ - M (cz + d)iki

di di—a a di—b—c r1 T2

Z Z Z Z Z Z M3(a’ b7 c, t,ty, dl’ r, 7~2) . ]\4(21)m-1-7’2—%1—2752-{-2(11—2b—20—4t7 (575)

a=0 b=0 c=0 t=0 t1=0t2=0

donde Cy(ry1,r9,dy,ds) y Ms(a,b,c,t, ty,dy,ri, ) son constantes dadas en (5.44)) y ([5.45)) respectivamen-
te.

Abreviaremos la suma que aparece en ([5.75))

di di—a a di—b—c 71 12

2. =222 220

a,b,c,tty,ta a=0 b=0 c=0 t=0 ¢1=01t2=0

Sustituyendo la férmula (5.75) en ((5.74) tenemos

|Ap|

)\1+5 ' [FOO : Féxn] ’ bgcm<)\7 S)V = 5k,m 57,6 |AD‘ FkD +

Z /RL{_%}(—DMTH Ci(ry, 7, dy, dy) - Q)P - M(cz+d) "™

[o]H €l N\p/Th o

0ER
Z Ms(a, b d )+ M (zy)ritra—2h 2+ 2d —2b-2c— 4t e 2 dud
3la, 7cat7t1> 1,71,72) - zp)rirraTeiTA2 1mebmee 1+ ray.
a.b,ctit b UCZ +d|>+ )\2|C|2] °
Usando el lema (5.1.1)) (h) y reoordenando términos,
Aol P : T -0k (A, 8)y = kom0, |AD| FP
Al+s oo ool T VEm 78)’7 — Ykm 7,6’ D| k +
(_1)k+m Cl(r177a27d17d2> Z Mg((l,b, Cat7t17d17rlar2> ’ Z M<C)_k+m
a,b,c,t b1t [0 €Iy N\PD/Th o
gER
—27i (z,77)

¢ d
[|cz +d|?2+ /\2|c|2} s

{ d} M(cz+d)k+m ) M(zl)frlfr2+2t1+2t272d1+2b+2c+4t vdy.
R2—-<3 —=
c

Expresion la cual podemos reescribir usando la definicién ((5.3.1)),

A
‘)\l—fl . [Foo : Fgo] . bgcm()‘? 8),y = 5km 57,6 ’ADl Fk,D + (_1)kz+m Cl Z M3(Cl, b, C,t,tl, dl, 7“1,7'2)
a,b,c,tty,to
> M(e) ™™ I(s, 7y, k4 m, —ry — 19 + 2t + 2ty — 2dy + 2b+ 2¢ + 4t, 0, A).  (5.76)

[0 €T A\D/Th o
0ER



Reconocemos ahora la segunda sumatoria en ([5.76) como la sumatoria en la definicién (5.3.3)), por

tanto,
[Ap

e Coo : T ] b (A, 8)y = Okm 6, 5|Ap| FY +

(_1)k+m Cl Z Mg(a’7 b? C? t? tl? dl? T, TZ) : ¢*k+m,k+m,fr1 77‘2+2t1+2t272d1+2b+26+4t,’y<)\7 8)- (577>

a,b,c,t,t1,ta

Finalmente, reescribimos la formula (5.77)) usando el corolario (5.3.5)), concluimos la siguiente:

Proposicién 5.4.2. Seanl € N, k,m € 7Z tales que k,m € [—[,l], s € C tal que Re(s) > 1. El coeficiente
de Fourier general b, (), ). de las series E., (z,\,s) estd dado por la siguiente férmula:

b\ s)y = F—’?WS& 6,5+ A°° (=1 - C - Gam(5)
pmA Too : 7] "0 [Ap| - [P : T ] Lo
—2miX (z,y)
) Z M3 ) / M(Z)k+mM<|Z| +Z) —r1—794+2t1+2to—2d1 +2b+2c+4t € _— d(L’ dy,
abe,tttz R2—{0} [|z|2 + 1]
donde
dy = min{l +m,l —m,l + k,l — k}, (5.78)
[4+m entoncesry=k—m y do=k—m
. [ —m entoncesri=m—k y do =0
st dy = I+k entoncesri=m—k y do=0 (5.79)
l—k entoncesri=k—m y do=k—m
o = 20 — 2d1 — 7. (580>
di di—a a di—b—c r ro
IS DI DD I (5.81)
a,b,c,tty,to a=0 b=0 c=0 t=0 t1=0t2=0
(1) (20 —di\? [dy + 75
B B _ 2 _ 1 2 1 TQ 2
Cl = 01(7’1, 9, dl, dg) = —27"1+7’2+2d1i7“1 (dl . 7’1> ( ro ) (dl + 7”1)! (dl + TQ)!y (582)

Mz = Ms(a,b,c,t,ty,dy,r1,72)

= (-1 Ci) Cj) <d1 —tb ) C) (dl b a) (Z) G+ —a)ld (17‘2 )l (d—a)

(5.83)

y con
M(C)2m e2mi <%,'y)

¢2m,7(3) = Z |c[2+2s

* oK)
cdeD

c#0, d modp , ¢
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5.0 — Coeficiente cero
5.5.1 — Coeficiente cero bl, (), s)g, donde k # —m.
Con la notacién de la proposicion (5.4.2) y la identidad en (5.77) sabemos

[Ap|

e Coo : Th] - b (A, 8)y = Okm 6, 5|Ap| FY +

k+ -
(=)™ C Z M - ¢fk+m,k+m,fr1fr2+2t1+2t272d1+2b+2c+4t,6()‘7 5).

a,b,c,t ty t2

Ahora, por el corolario (5.3.5)), ecuacion (5.52)), sabemos que si k; # 0
(/é\hkl,kg,a(}\? S) = 07 vr; k2 € Z.
De las ecuaciones en (5.85)) y (5.84) concluimos que si k # —m entonces

5.5.2 — Coeficiente cero caso bl _(X, s)g, donde m = —k y k> 0.

De las identidades (5.78]), (5.79) v (5.80) calculamos rapidamente que

dlzl—k’, T1:d2:2k5, 7"2:0.

La suma en ([5.81]) queda como

-k 1—

d o =

k—a a l—k—b—c 2k
a,b,c,t,t1 a=0 b=0 c=0 t=0 ¢1=0

La constante C en ([5.82)) se transforma a

(12 (2 —1+k\Z[/1—k\ 2 (—1)*
OI:W Y 0 ({—k+20)(1-Ek) = 520 I+ E)N(—Fk)

La constante M3 en (5.83)) se reduce a

My = (=)™ 2b+€(if) (l_k;b_c> (Z_IZ_G) (Z) (l—l—k—a)!(ll—k—a)!a! o

También necesitamos la siguiente suma,

—7’1—T2+2t1+2t2—2d1+26+26+4t = —2k‘+2t1—2(l—]{?)+2b+20+4t+
= 2b+ 2+ 4t + 2t — 2.

Por lo que de la proposicién ((5.4.2)), tenemos

D

F
l k
bNs)s = g

o0

)\l—i—s 6k,—k T

(5.84)

(5.85)



- (=D* (L +k)! (l — k)! N 2b-2¢-+4t 4211 —21 dx dy
A 220 [Ap| - [Tao : T] "ok (s) - Z M M (|z] + 1) e
b o a,b,c,t ity R2—{0} |:‘Z’2 + 1:|

Pero por el corolario (5.3.8)),
. c — dr d
/ M(|z| n Z>2b+2 +At+2t1 21 —ers _
R2—{0}

[z] 2b+2c+4t+2¢1 —21| n n
B e T 81 1
n=>0 n g 2F(1 + s+ |2b+20+4;+2t1—2l|)

donde
ko = 2b + 2¢ + 4t + 2t — 21.

Por lo que obtenemos la siguiente:
Proposicién. Sean | € N, k € N tal que k£ € [0,{], s € C tal que Re(s) > 1. El coeficiente cero de
Fourier b}, _, (X, s)g de las series E}, _,(z, A, s) estd dado por la siguiente férmula:

FP Lom ()R + k) (= k)

bi},—k‘(A’ 8)6 = m)\1+5 5]4?— + >\1 s 22[ . ‘AD| K [1—\ :F/ ] gb 2k0( ) g{: /C( ) (586)

donde
k2]

Ohals) = Y- M Z(l 2|) (Sgn ki DO 2 — ) T(s 4 5)

[2b-t 2+ 4t 1261 21|
ab,e,t 2F(1+s+ 2 )

con
]{32 :2b+20+4t+2t1 —2l,

My = (=)0 QW@) (l ) k;b_c) (l _]Z_a) <a) (+k—a) (zl— F—a)lalal

ademas, por (5.51))
M(C)_Qk
¢72k,6(s) - Z |C‘2+25 .

* ok

erp
c d

c#0, d modp [, ¢

Mas aun, sea Rp € N definida como sigue:
2 siD=1
Rp = 3 siD=3
1 siDe{2,711,19,43,67,163}.
Por el teorema ((1.3.17)), si k € N tal que Rpk € [0,[] se cumple
D
biRDk,fRDk<)‘a s)g = W)\Hs Ok—k +

or (I + Rpk)! (I — Rpk)!  L(s, X-2rpk)

s . . 0 )
22l . ’AD‘ . [Foo . Ff)o] L(S + 17X—23Dk) Rpk, RDk( )

(5.87)
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5.5.3 — Coeficiente cero caso b o(\, s)g.

Como [ = k =m = 0 por el caso anterior tenemos que d; = [, r; = 19 = dy = 0. Ademas, vemos que
M3 = 1y entonces se sigue de (5.87)) la siguiente identidad:

D 1 L(s,x0) T(1)-T(s)
ANONY) FI—— U LR VS L : el :
00(A; 8)g [ : I ] T oom [Ap| - [T : 7] L(s+1,x0) 20I(1+s)

Como Re (s) > 1 > 0 se cumple que T'(1+s) = s['(s), ademds, FP = [[, : I'], por lo que podemos
reescribir

- L(s, xo)
bo )\ o >\1+s )\1 s T . ) .
00(A; 8)g T s|Ap| [T : T7.] L(s+1,x0)

Pero en el ejemplo ([1.2.5)) se vié que L(s, xo) = (p (), por lo que

0 L y\1+s 1-s T ) ¢p (s) 1
boo( A, s)g = A0 4+ A STl T T G5 1) Re(s) > 1.

5.5.4 — Coeficiente cero caso b, (X, s)5, donde k =—m ym > 0.

De las identidades (5.78]), (5.79) y (5.80) calculamos

dlzl—m, 7’1:277’?,, d2:7’2:0.

di = min{l —m,l+m} = [ —m.
rn = m—*~k = 2m.

dy = 0.

rg = 20—2(l—m)—2m = 0.

La suma en ([5.81]) queda como

l—-ml—-m—a a [—-m—b—c 2m
a,b,c,t,t1 a=0 b=0 c=0 t= t1=0

La constante C en (5.82)) se reduce a

) = i(lzl_l+m>§<l_m>_;(1—m+2m)!(l—m)!

22m+2l—2mi2m —m+ 2m 0

- (_Qil)m(z +m)! (I —m)!.

La constante M3 en (5.83)) queda

My = (-1 2b+€(2tT) <l_mt_b_c) <l_ﬂ;_&) (Z) (l—l—m—a)!(ll—m—a)!a! o




También necesitamos la siguiente suma,

—ry — o+ 2t + 2ty — 2d; +2b+2c+ 4t = —2m + 2t; —2(l — m) + 2b+ 2c + 4t
= 2b+2c+ 4t + 2t; — 2.

El coeficiente cero de Fourier b’ (A, s)5 de las series E', | (2, A, s) estd dado por:
FP 2r (=)™ (L +m)! (I — m)!
bl A R —m>\1+s 5—mm )\1—5 . . . @l
—m,m( 75)0 [Foo : Fgo] y + 22l . ‘AD| i [Foo . I—\go] ¢2m,0(8) —m,m(s)7
donde

k2]

[(1 & [2r2etarion—21] oy p n
OL,m(s) = Z Ms Z (V:’)(Sgnkg)"z” (1+ 2 5) T(s+ 2)’

2F(1 st |2b+2c+4§+2t1721|)

con
ko = 2b+ 2c + 4t + 2t — 21,

My = (1) Qbﬂ(zt??) (l o " C) (l o a) (i) (+m—a) (zl— m—a)lalal

Sim € N es tal que Rpm € [0,1] se cumple

D

F
A s)g = TR NS+

!
b Coo : T ]

—Rpm,Rpm

1227 (14 Rpm)! (L= Rpm)!  L(s, X2rpm) o

A .
2% . |AD‘ ' [FOO : Fé)o] L(S + 17X2RDm> ~fom fpm

(s).

5.6 — Expansién de Fourier de las series de Eisenstein E,lcm(g, s)

1
km

En esta seccion veremos que la expansion de Fourier de las series de Eisenstein £ (g, s) estd deter-

minada por la expansién de Fourier de las series E!, (2, A, s).

Lema 5.6.1. Sean | € N, k,m € Z tales que k,m € [-1,l], B € SU(2), g = 9., 5x € SL(2,C).

Entonces
l

fim(gB,s) = Y DL (®p1) - fan(9, ).

a=—

Demostracion. De la definicién en (4.3.2)),

Fim(9B. 5) = Dj,,,(Prgp)-1) Im gB(5)"**. (5.88)

Pero por (3.9)),
B(j) = 9i8(j) = J. (5.89)
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Ademas,

Prgp)y1 = Prg, 5, B

= (DT(ngr\/ijKB)fl = ¢(KB)71
= CI)B—lK—l = (I)B—l O(I)T(g)—1

Luego,

Di. (Prgp)-1) = Dy (Pp-1 0 Pp(g)-1) por ([5.90)
I
= > D, (Pr-1) - Di,(®p1). por el lema ([@.2.1)).
a=-1
Sustituyendo (5.89)) y (5.91) en (5.88]) obtenemos que
fim(9B.5) = ZD D}, (®p-1) Img(j)**

a=—1

l
= Y D} (Pp1)- DL, (Pr(g)-1) Img(s)"+

a=—1

= ZD ’ am(ga )

a=—1

De (4.73) y el lema (5.6.1]) anterior obtenemos el siguiente:

Corolario 5.6.2.

Elim(QB’S) - Z DLG(CI)B—l) 'Eim(gﬂS)‘

Consideremos ahora g = g, 5, ¢ € SL(2,C), Re(s) > 1, entonces

Ellcm(ngrﬁj,K?S) = Ellcm(gz+\fj1K 8)

= ZDl (@x1) * Elon(9os i §)

a=—1

:ZDkaq)Kl' m(Z, A, 8).

a=-—1

Corolario 5.6.3. Sean | € N, k,m € 7Z tales que k,m € [—1,1], Re(s) > 1, g =

Entonces

EL (g5 ZD (Px-1)

a=—1

por el corolario ([5.6.2)

por (4.79)

L (2, M 8).

(5.90)

(5.91)

gz+ﬁj,K € SL(27 (C)



CHAPTER 6
Operadores H-invariantes en SL(2,C)

Hacemos una serie de analogias entre algunos hechos relevantes para las series de Eisenstein en
dimensién 2 (usando el grupo de Lie SL(2,R)) y para dimensién 3 (usando el grupo de Lie SL(2,C)).
Explicaremos todas las afirmaciones para el ultimo caso.

Consideremos el grupo SL(2,R) y la involucién © : SL(2,R) — SL(2,R) dada por:
o) =q", (6.1)

se verifica

dO;(X)=—-X", VX €sl(2,R).

Usando la forma bilineal de Killing B se puede definir una métrica Riemanniana g izquierda invariante
en SL(2,R) por medio de la siguiente férmula:

9(X,)Y)=—-B(0X,Y) =Tr(adxr cady), VX,Y € sl(2,R),
y donde 0 := dOy.

Sea P la subvariedad de SL(2,R) definida por

pP= { (Al x) € SL(2,R); \; > o}. (6.2)

T A
La descomposicién polar de SL(2,R) permite descomponerlo
SL(2,R) = P-S0(2) (6.3)
donde
P = {q: (i Z) € SL(2,R); a >0, @(q):q_l}, (6.4)

50(2) = {q € G; O©(q) = q}. (6.5)

Hay también una descomposicion en el dlgebra de Lie:
sl(2,R) = B @ so(2), (6.6)

donde
B = <X1,X2>, SO(2> = <A1>,
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con

X, = (é _01) , X, = (g’ (1)) , A = (? _01> : (6.7)

Ademas, se cumple
e® =P, e*® = S0(2). (6.8)

Hay una accion del grupo SL(2,R) x SO(2) en SL(2,R)
(v,K)q=~qK™", Vg€ SL(2R). (6.9)
De hecho, el grupo SL(2,R) x SO(2) actiia transitivamente y por isometrias en (SL(2,R), g).

Por otra parte, se puede definir una cierta isometria fija p : SL(2,R) — SL(2,R) tal que cumple
las siguientes identidades u(I) = I, u* = Id, ademds de la siguiente ecuacion:

dur(X)=-X, VX €sl(2,R). (6.10)

Esto implica, ver lema ([2.4.2)), que el triple ((SL(2,R), g), H, 1) es un espacio débilmente simétrico. Una
consecuencia de este hecho es que el algebra A generada por los dos siguientes operadores:

A= (A, X7+ X2) (6.11)

es conmutativa. Esto es,
[A, X7 + X3] = 0. (6.12)

Conviene decir que en este caso es facil probar directamente la identidad (6.12)). Tenemos que el
algebra de operadores diferenciables H-invariantes en SL(2,R), es decir L(A), es conmutativa, donde

L:U(sl(2,R)z) — IDO(G), ver definicién (2.3.2).

Sea G = SL(2,C), en la seccién 1 recordamos un teorema sobre involuciones para grupos de Lie
semisimples (teorema (6.1.1))) y damos una involucién de Cartan © : SL(2,C) — SL(2,C) (definicién
(6.1.2))), que generaliza . También recordamos la forma bilineal de Killing (definicién ), usando
la forma de Killing se construye una forma bilineal definida positiva en sl(2, C) (definicién (6.1.5)), que
nos permite dar una métrica Riemanniana izquierda invariante en G' y que se denotara por g.

Ademas, en la seccién 1 estudiaremos la accion del grupo H = SL(2,C) x SU(2) en SL(2,C), analoga
a la accion en SL(2,R). También daremos algunos lemas técnicos que nos permitirdn demostrar
que SL(2,C) x SU(2) actia por isometrias en (SL(2,C), g) (corolario (6.1.11))).

En la seccién 2 introducimos la subvariedad P (definicién (6.2.1])), que generaliza a la subvariedad
también denotada P de SL(2,R) y definida en , y nos permite hacer la descomposicion polar de
SL(2,C) (definicién (6.2.4)))

SL(2,C)= P-SU(2),

Pz{QZ(Z Z) EG;a>0,@(Q)=ql},

donde



SU(2) = {q € G; 0(q) Zq}.

Hechos que generalizan (6.3), (6.4]) y (6.5)) respectivamente. De nuevo, hay una descomposicién corres-
pondiente en el dlgebra de Lie sl(2,C), veremos

su(2) ={X €sl(2,C); (X) = X},
isu(2) = {X € sl(2,C); 6(X) = - X},

donde # := dO;, entonces:
sl(2,C) = isu(2) ® su(2).

Formula analoga a . Hay una relacion
2 = p, s = SU(2).
La primer identidad la probaremos en el lema (6.2.7)), las férmulas anteriores son el andlogo a .

En la seccién 3 primero demostraremos que la involucién de Cartan © es una isometria en (G, g)
(lema (6.3.3)). Después definimos una cierta funcién f : G — G (definicién (6.3.4])) que resultard ser
también una isometria (lema ) Usando f y © podemos construir otra isometria y : G — G que
cumple las siguientes condiciones: u(I) = I, u* = Id y la siguiente identidad,

dur(X)=-X, VX €sl(2,C),

lo cual generaliza 1) Por el lema 2.4.2|), el triple ((SL(Q,(C),g),H, u) es un espacio débilmente
simétrico. Esto implica que L(.A), el dlgebra de operadores diferenciables de todos los 6rdenes y H-
invariantes en G es un algebra conmutativa.

En la seccién 4 damos la base del dlgebra A, son tres polinomios de orden dos que denotaremos por
O1, Oy y O3. Demostraremos directamente (sin usar espacios débilmente simétricos) que A es un algebra
conmutativa, verificando

[027 Ol] - [027 (93] = [Ola 03] = 07
hechos que demostraremos en los lemas (6.4.6)), (6.4.7) y (6.4.8)). Dicho resultado generaliza (6.12)).

6.1 — Métrica en SL(2,C) e isometrias
En este capitulo usaremos el grupo de Lie G = SL(2,C) y su élgebra de Lie g = si(2,C). Por el

momento trabajaremos con la base de g (tomada de la tesis de Lokvenec-Guleska [12] pagina 11), y
dada por {Hla H27 ‘/17 ‘/27 W17 WQ} dondea

Hl:%((l) —01) ‘/1:%((1] (1)) VQ:é(—Oi (Z))
m=i(y L) ow=(Gg) we=i()
Una base para su(2) estd dada por:
su(2) = (Hq, Wy, W),
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y una base para isu(2) esta dada por:

ya que

iHQ -

N = DN =,
7~ N~ N
| o O .
—_
oo le
\_;\_/
| Il

1

2
- 1
m= (5 o) =a(h 7))
Tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales

sl(2,C) = su(2) @ isu(2) = (Ho, Wy, Wa, Hy, Vo, V7).

Teorema 6.1.1. Sea G un grupo de Lie semisimple conexo de tipo no compacto, por ejemplo: SL(2,C),
que es el caso que aqui nos interesa. Fxiste una funcion, llamada tnvolucion de Cartan, © : G — G
(que no es unica) tal que cumple las siguientes condiciones:

(a) ©2=1.

(b) ©(hihy) = ©(h1)O(h2), Vhi, hy € G.

(c) ©(h) =h <= h € K, donde K es el subgrupo compacto mazrimal.

Definicién 6.1.2. Una involucién de Cartan © : G — G para G = SL(2,C) esta dada por:
O(q) =7

Lema 6.1.3. Se cumple la siguiente identidad:

T

dO;(X)=-X", VX €sl(2,C).

Demostracion. Sean o : R — G una curva diferenciable tal que a(0) = I, o/(0) = X € g, la curva
toma la forma siguiente:

Luego
) ooy (@0) ()
- a( ) - (C/(O) d/(())) 3
donde
Tr X =d'(0) + d'(0) = 0. (6.13)
Entonces
O(a(t)) = (2—? % 7 por la definicién



por lo tanto,

pero por (6.13])

[]

Con el fin de no cargar la notacién, denotaremos a d©; como #, no deberia esto confundir porque ©
actia en el grupo G y 6 actia en vectores de g.

Definicién 6.1.4. La forma bilineal de Killing, B : g x g — R esta definida por la féormula si-
guiente:

B(X,Y) =Tr(adyx cady), VXY €g.
Se cumple que:

B(HhHl):B(‘/l)‘/l):B(‘/Qa‘/Q): 47
B(HQ, HQ) — B(Wl, Wl) - B(Wg, Wz) — —4

Por lo que B es una forma bilineal de signatura (3, 3).

La accion de 0 en la base esta dada por:

O0({Hz, W1, Wa}) = ({Hz, Wi, Wa})
O({H1, V1, Va}) = ({—Hi, —Vi, —Va}). (6.14)

Definicién 6.1.5. La forma bilineal gen g, g: g x g — R esta definida como sigue:
9(X,)Y) = =B(6X,Y), VXY €g.

Después de unas cuentas largas pero muy simples se prueba que la forma bilineal g es positiva
definida, y donde {Hy, Vi, Vo, Hy, W1, W5} es una base ortogonal, més exactamente:

g(Hy, Hy) = g(Vi, Vi) = g(Va, Va) = g(Hy, Hy) = g(Wh, Wh) = g(Wo, Ws) = 4.

Podemos extender la forma bilineal ¢ a una métrica Riemanniana izquierda invariante en G =
SL(2,C), ala cual también denotaremos como g.
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Ponemos aqui la lista (con repeticiones) de la estructura de élgebra de Lie en sl(2,C).

[Hy, Hi] =0 Vi, Hi] = =W, Vo, Hy] = Wz
[H1, V1] = W1 [Vi,Vi] =0 Vo, V1] =

[Hi, Vo] = Wy V1, Vo] = —Hy [VQ,VQ]—O
[Hi, W] =V [Vi,Wi] = —H, [Vo, Wh] =0
[Hi, W] =V, [Vi,Wa] =0 [Vo, W] = —H,
[Hy, Ha] =0 Vi, Ha] = = V3 [Va, Ho] = V4
[Hy, Hy] =0 (Wi, Hy] = =V (W, Hi] = =V,
[Ha, V1] = V3 (W1, Vi] = Hy [Wa, Vi] =0
[, V2] = =W (W1, V2] =0 (W2, Vo] = H,
[HQ, Wl] == W2 [Wl,Wl] - 0 [WQ,Wl] — _H2
[Hy, W] = =W (W, W] = Hy [Wa, Ws] =0
[Hy, H)] =0 (Wh, Hyl = =Wy [Wa, Ho) =W

Necesitaremos también los siguientes resultados.

Lema 6.1.6. St X € g, entonces

Demostracion.

0(eX) =

— /X por el lema (6.1.3])

Lema 6.1.7. Se cumple la siguiente identidad:
0o Adx X = Adgb(X), VK € SU(2),VX €g.

Demostracion.

0o AdX — ( dt‘ >

- ( dt’ _1> - 9(%’0K€tXK_I>

T odt 0@(K6tXK ) ya que ¢ = dOy
d
= n OQ(K)@(etX)@(K_l) por el teorema ([6.1.1]) (b)
d
i KO(e™)K™ por el teorema ([6.1.1]) (c)
0
d d

= —| KR = K g1 por el lema ((6.1.6])

dtlo dtlo




_ d| w1 1
—K<%‘Oe )K — KO(X)K
— Adgb(X).
O

El siguiente lema nos dice que la métrica g en G es invariante por la representacion Adjunta de

SU(2).
Lema 6.1.8. Si K € SU(2), entonces

g(Ad X, AdY) = g(X,Y), VXY €g.
Demostracion. Si Z € g, se tiene

AdK 0] adX o} AdKle = AdK[X, AquZ]

= [Adk X, Adk o Ady-17] por el lema (2.2.2)) (d)
= [Adg X, Ad;Z] por el lema (a)
= [Adg X, 7] por el lema (b)
= adag.x2.

Por lo que hemos demostrado la siguiente identidad:

adpd,x = Adg o ady o Adg-1. (6.15)
Luego,
9(Adx X, AdkY) = —B(0 o Adx X, AdgY) por la definicién (6.1.5)
—B(Adk 0(X), AdrY) por el lema (6.1.7)
= —Tr (adAdK 9(X) © adAde) por la definicion ((6.1.4))
Tr( di o adgxy o Adg-1 o Adg o ady oAqu) por ([6.15))
= —Tr (AdK o adg(x) o Ady o ady o AdKfl) por el lema (a)
= —Tr (AdK o ady(x) © ady o AdK—l) por el lema (b)
= —Tr (AdK o ady(x) o ady o Adf_(l) por el lema (c)
= —Tr (adg X)© ady)
= (O(X) ) por la definicién ((6.1.4))
= g(X, Y). por la definicién
]

Lema 6.1.9. La métrica Riemanniana g de G es invariante a la derecha por SU(2).

Demostracion. Sea K € SU(2), R : G — G es la traslacién derecha por K, es decir,
Rk(h) = hK, YheQG.
Rk es una isometria en (G, g) <

g(d(LK—l)K e} d(RK)[X, d(LK—l)K @) d(RK)[Y) = g(X, Y), VX, Y € g. (616)
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Por otro lado, sea ¢ € G y observemos
Lg-10Ri(q) = Lg-1(¢K) = K~ '¢K = W-1(q).
Esto es,

LKfl o} RK — \I/Kfl. (617)

Sea X € g, se tiene la siguiente cadena de identidades:

d(LK71>K o) d(RK)[X = d(LKfl o) RK)IX
= d(\IIK_l)IX por (6.17))
= Adg1X. por la definicién ([2.2.1))

Resumiendo,
d<LK—1>K o) d(RK)[ = AdK—l. (618)
Por (6.16]) y (6.18) Rx con K € SU(2) es una isometria en (G, g) <
g(Adg— X, Adg-Y) = g(X,Y), ¥X,Y €g,

el lema (|6.1.8]) prueba esta identidad. O

Definicién 6.1.10. El grupo H := SL(2,C) x SU(2) actia en G = SL(2,C). La accién estd dada por
la férmula siguiente:
(v,K)q = 7K™, VqeG.

Veamos que esto define una accién. Sean (v, A), (0, B) € H, q¢ € G, entonces

(1 4) ((0:B)q) = (.4) (0957
= v(0gB™")A™ = (o) ¢ (BT'ATY)
= (10)q(AB)"" = (70,AB)q
((v,A) - (0,B)) q.

Por otro lado, sea g € G, se cumple

(v, K)qg = 7K™
= L,oRg-1(q).

Sabemos que la métrica Riemanniana g en G es invariante a la izquierda por SL(2,C), por lo que
las traslaciones izquierdas L. son isometrias. Por el lema las traslaciones a la derecha Ry, con
elementos en SU(2) son isometrias. Como la composicién de isometrias es isometria se sigue que la
accion de SL(2,C) x SU(2) en G es por isometrias. Esto es, hemos demostrado el siguiente:

Corolario 6.1.11. H actia por isometrias en (G, g).



6.2 — Descomposicion polar

Definicién 6.2.1. Sea P la subvariedad de SL(2,C) definida por la siguiente igualdad:

P - {(Al z) eG;AleRtAZeR}.
z )\2

{q: (Z Z) €G;ia>0, @(q):ql}:P.
(¢

Lema 6.2.2.

b

Demostracion. C) Sea q = y

) € G, luego
- (0 (9
@Y

>l R
Ql ol
~__
—
I
/|\
=l
|
Q| al
~

pero

d —b
-1
q _(—C CL)’

por lo que si ©(q) = ¢! se cumplen las siguientes identidades: d=d,a=a>0,b=¢, luego

a ¢C
q-(c d)EP.

D) Sea
q= ();1 /\i) € P con Ay > 0. Se tiene
N =~ 7T -T
o0 =7 3) (2 2)
_ (Al 2)1 _ <A2 —z)
Z A —z AN )
ademas,

por lo que O(q) = ¢~ '

]

Por el teorema (6.1.1)) (c) sabemos que la involucién de Cartan © fija el subgrupo compacto maximal.
Por completez damos la demostracion para G = SL(2,C).

Lema 6.2.3.
{q €G;0(q) = (J} = SU(2).

Demostracion. C) Sea q = <ﬁ Z) € G. Luego
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-G3 -(57)

Si ©(q) = ¢ se cumplen las siguientes identidades: d =a y ¢ = —b, luego

q= (_a[_) g) € SU(2).

D) Sea

]

Definicién 6.2.4. Siq € G, existen b € Py K € SU(2) (tinicos) tales que ¢ se puede escribir de manera
unica como:

q=bK.

Esta descomposicién es conocida como descomposicién polar de g.

De los lemas (6.2.2)) y (6.2.3]) vemos que la descomposicién polar es equivalente a:

G%{q:(z Z) GG;a>0,@(q):q1}~{q€G;@(q):q}:P~SU(2).

El algebra de Lie g = sl(2,C) se divide naturalmente en dos subespacios vectoriales como sigue:
g2 {Xeg;0X)=-X}d{X €g;0(X)=X}=isu(2)®su(2).

Las subvariedades P y SU(2) de G se corresponden con las subespacios isu(2) y su(2) de g de la
siguiente manera,

2 = p, s = SU(2).

Hechos que demostraremos en los siguientes lemas.

Lema 6.2.5.
{X eg;0(X)=X}=su(2).



Demostracion. 2) Si X € su(2), existe a : R — SU(2) C G curva diferenciable tal que «(0) = I,
o/(0) = X. Por el lema (6.2.3), ©(«a(t)) = a(t). Derivando,
d
Co(al) = a'(0),
y entonces
d
0(X)=— t)) = (0) =X
(x) = 2| ©(a(n) = a'(0)
C) Sea X € g, existen ay, as,...,as € R tales que
X = alHQ + CLQWl + CL3W2 + a4H1 + CZ5V1 + (16‘/2,
luego,
Q(X) = 0(@1]{2 + a2W1 + G3W2 + CL4H1 + CL5‘/1 + CL6‘/2)
= 0(a1H2) + 9(a2W1) + 9(a3W2) + 9(a4H1) + 9(a5V1) + 9(a6V2)
= a1 0(Hy) + az O(W1) + as 0(Wa) + as O(Hy) + a5 0(V1) + ag 0(V5)
= a1Hy + aosWi + asWy — asHy — a5V; — agls. por identidades (/6.14])
Por lo que 6(X) = X implica que a4 = a5 = ag = 0, por tanto,
X =a1Hy + a Wi + asWs € su(2)
O
Lema 6.2.6.
{X eg;0(X)=-X} =isu(2).
Demostracion. D) Sea X € isu(2), existen ag, as, ag € R tales que
X = CL4H1 + (15‘/1 + a6V2.
Luego,
Q(X) = 0(@4]’]1 + CL5Vi + a6‘/2)
= 0(a4H1) + 0(a5V1) + 9(616‘/2)
= Qa4 Q(Hl) + as 9(‘/1) + ag 9(%)
= —asH; —asVi — agVs. por identidades (/6.14])
Por lo tanto, #(X) = —X.
C) Sea X € g, existen ay, as,...,as € R tales que
X = a1H2 + CL2W1 + CL3W2 + CL4H1 + (15‘/1 + aﬁ‘/g,
luego,
Q(X) = H(CllHQ + a2W1 + (I3W2 + Q4H1 + CL5‘/1 + aﬁ‘/Q)
= H(ang) + 9(a2W1) + 6’(a3W2) + 0(a4H1) + 9<G5V1) + 9(%‘%)
= a1 9(H2) + ao Q(Wl) + as Q(Wg) + ay Q(Hl) + as 9(%) + Qg 0(‘/2)
= a1 Hy + asW; + asWs — ayHy — a5V — ags. por identidades (/6.14])
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Por lo que §(X) = —X implica que a; = as = az = 0, por tanto,

X =a4H + a5V 4+ agVs € ZSU(Q)

O
Lema 6.2.7. Se cumple
pisu _ p
Demostracion. C) Sea X € isu(2), tenemos las siguientes igualdades:
0(e*) = X por el lema (6.1.6))
=X por el lema ([6.2.6))
= (e¥ )71.
Luego, si g = X = Z Z) entonces O(g) = ¢g~!. Por el lema (/6.2.2)) solo necesitamos probar que

a > 0, luego, tendremos g € P.

Por el lema se tiene A(X) = —X <= X' = X, esto es, X es una matriz hermitiana
y por tanto g = X también lo es. Como la signatura (denotada sig) de ¢° = I es (2,0), por la
continuidad de la signatura sabemos que sig(g) = (2,0). Un criterio de Hurwitz nos garantiza que
no puede haber cambio de signo entre a y det(g) = 1, ya que esto implicaria que sig(g) = (0, 2),
luego a > 0.

z

D) Seaq= (21 /\2) eP,con A\, €R 2€Cy

Mg — |22 = 1. (6.19)

_r ALz T AN Z
() ()
Luego, g es una matriz hermitiana. Por otro lado, el polinomio caracteristico de ¢ esta dado por
IM—ql=0 <= X=X\ +X)+ M~ |2]*) =0,
el cual podemos reescribir usando la identidad en como sigue:
M =AM+ X)) +1=0.

Primero observamos

Los eigenvalores de toda matriz hermitiana son nimeros reales y estan dados por:

\ (M +X2) £ /(A +A2)2—4
5 :
Analizaremos el signo de la segunda raiz,
M FX) = VM +A)2=4>0 <= M +X)2>0+X)2—4 (6.20)
<~ 0> -4

Como la tdltima desigualdad se cumple sabemos que los eigenvalores de ¢ son positivos. Usando
el Criterio de Sylvester concluimos que ¢ es definida positiva. Recordamos ahora un teorema que
utilizaremos.



Teorema 6.2.8. (Sylvester) Si q € Msy2(C) es una matriz hermitiana definida positiva, entonces
existe una matriz V € U(2) tal que

donde ri,79 € R, y ademas ry - ry > 0.

Sea X € Myy5(C) definida como sigue:

donde V, r{, 79 nos los da el Teorema de Sylvester.

Por otra parte, como V' € U(2) sabemos

-1 A
V7qV = (0
X_V lnrl
T 0 Innry
viovw

Tomando determinantes en la ecuacion (6.21))

detq = ri-rp <= 1 =1r1-r
< Inr;+Inry=0.

Sacando la traza de la matriz en (6.22]),

TrX = Inry+1Inry

= 0,

luego X € sl(2,C). Tenemos

O(X) = —X

1 0 !
— (Inr —1
v ( 0 In r2> v ]

=T (lnry 0 \or
=V ( 0 ln7‘2>v

- Inry
_ vy ( :

= —X.

0 ) -
In 7y

0

por ((6.24)

por ((6.22))

por (523

por ((6.22))

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

Resumiendo, X € sl(2,C) y cumple (X ) = —X, por el lema ([6.2.6) concluimos que X € isu(2).

Ademas,

Inry
(&
X = V(
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6.3 — Espacio débilmente simétrico ((G7 9),H, ,u)

Recordamos que por la definicién (6.1.2)) una involucién de Cartan © para G = SL(2,C) esta dada
por ©(q) = ¢~ T. Queremos demostrar que © es una isometrfa, para ello requerimos resultados previos.

Lema 6.3.1. Si (v, K) € H, se cumple la siguiente identidad:
(v, K)o ©"g = Oy,
donde estamos pensando que (v, K),0 : G — G, mds formalmente,
0°0,(X,, Yy) = 9(d0,(X,),d0,(Y,)), VX, Y, € T,G.
(7, K)"94(Xq, Vo) = g(d(v, K)o(X,), d(v, K)o(Yy)), VXy, Y € T,G.

Demostracion. Se tiene

[(0(), K) 08](a) = (0(7), K)6(q)
= 0(y)6(g)K ™"
= 0(7)0(¢)0(K™1) por el teorema (c)
= O(yqK™) por el teorema (6.1.1)) (b)

por lo que hemos demostrado la siguiente identidad:

(0(7),K) 00 =00 (y,K). (6.25)

Por otra parte, por el corolario (6.1.11)) sabemos que H actia por isometrias en (G, g), por lo que

(v, K)'g=g, V(7. K) € H. (6.26)

Podemos ahora probar el lema,

(v, K) ©%g = :@O(%K)]*Q
_ :(@(7),K) 0 @} 'y por (6.25)
= 070 (0(7),K) g
= 0"0 (0(7),K)g
e por
Por lo que (7, K)* 0 ©%g = 6. O

Lema 6.3.2. 57 X, Y € g, entonces



Demostracion. La forma de Killing B es invariante ante cualquier automorfismo del algebra de Lie g,

por lo que es suficiente verificar que la funcién 6 : g — g dada por §(X) = X" esun automorfismo,
y es lineal por lo que solo demostraremos que preserva el corchete de Lie. Luego,

0([X,Y]) = O(XY —YX)= —<XY - YX)T

- ~(x7-R)" = ~((xv)"- (%))
= (YX X" > 5T 7T

- (X)) - () (X

= [6X,0Y].

Lema 6.3.3. © es una isometria en (G, g).

Demostracion. Primero observaremos que las métricas Riemannianas ©*g y ¢ coinciden en la identidad.
Sean X,Y € g, entonces

(©%9),(X,Y) = g:(d©;(X),dO;(Y))

= —B(9(6(x)),0(v)) por la definicién
B

= —B(§(X),Y) por el lema ((6.3.2)
= g/(X,Y). por la definicién ((6.1.5))

Por lo que hemos probado
(©*9)r = g1- (6.27)

Por el corolario (6.1.11]) sabemos que H actia por isometrias en (G, g), pero ademds, por el lema
sabemos que H actua por isometrias en G con respecto a la métrica Riemanniana ©*g. Resu-
miendo, H actia en G transitivamente y por isometrias con respecto a g y ©*g, pero por sabemos
que dichas métricas coinciden en la identidad I, luego,

g =g.
Pero esta igualdad significa que © es una isometria en (G, g). n

Definicién 6.3.4. Sea ¢ = bK € G, su descomposicion polar. Se define f : G — G como sigue:

fla) = f(bK) = bE".
Antes de probar que f es una isometria requerimos la siguiente observacion:

Lema 6.3.5. Si K € SU(2), Y € isu(2), entonces
AdgY € isu(2).

Demostracion. Existe X € su(2) tal que Y = iX, entonces

136



AdgY = KYK'=K(iX)K™'
= KXK' =iAdgX,

pero Adxg X € su(2), luego AdkY € isu(2). O
Lema 6.3.6. f es una isometria en (G, g).

Demostracién. Sean ¢ = bK € G. Primero consideramos X € T,G tal que X = d(L,); X para algun
X € su(2),

dqu = dfq (d(Lq)IX)

d d
= d _’ tX | _ _’ tX
fq(dt oqe ) dt of(qe )
= %‘Of(b(KGtX)) = %lob(KetX)l va que KetX € SU(2)
d
= —| b ftXKfl
dt o ©
= —bXK ' (6.28)
Luego,
flo) tdf, X = (bK_l)il(—bXK_l) por (6.28)
= —Kb'hXK'! = —KXK™!
Resumiendo, )
flo) ' df,X = —Adg X. (6.29)

Sea Y € T,G tal que Y = d(L,)1Y para algin Y € isu(2). Necesitamos calcular dqu, pero primero
necesitamos una identidad. Sean t € R y by(t) := KeY K1 = 4% por el lema (6.3.5)) sabemos que
AdgtY € isu(2), y por el lema (6.2.7) vemos que e9x?Y € P/ es decir,

bi(t)= K K™ € P, (6.30)

y entonces
Ke™ =b(t)K. (6.31)

Retomando dqu, tenemos la siguiente cadena de igualdades:
df,Y = df,(d(Ly),Y)
— d tYy . d ty
- a2]) = 4o
d d
= il OUEE) = G| FEnOK) por (E31)

d .
= —| bbi(t)K~" = bby(0)K
=] bbu(t) (0K,




y entonces A '
df,Y =bb (0) K1, 6.32
q

pero de (6.30) se sigue '
bi(0) = KYK ™' = AdgY. (6.33)

Por lo que sustituyendo (6.33]) en (6.32) obtenemos:

df,Y = b(AdgY)K™L, (6.34)
Se siguen las siguientes identidades:

@7 df,y = (K7 (b(AdgY)K )
= Kb '0(AdgY)K ' = K(AdgY)K™!
= AdKOAdKY

Resumiendo,

Fl@)™ df,Y = Adg o AdyY. (6.35)

Con el trabajo previo podremos probar que f es una isometria. Sean 21,22 € 1,G, Z,,Zy € g
definidas como antes, es decir:

~ A~

7y = d(Ly)1 7, Zy = d(Ly) 1 Z.
Existen X1, Xs, Y1, Yy € T,G, que cumplen
ZAlZX1+Y1, Z2=X2+3;§7
y ademés X1, Xy € su(2), Y1,Y, € isu(2), tales que
7y = X1+ Y7, Zy = X9+ Y.
Se cumple

9(dfe 21, df, 25) = g(dfy(X1 + Y1), dfy(Xo + Ya))
= g(df, X: + df, Y1, df, Xo + df,Ys)
= g(df, X, df, Xs) + g(df, X1, df,Ys)
+ g(df Y1, dfyXe) + g (dfy Y1, df,Y2). (6.36)

Analizaremos cada sumando de la ecuacién (6.36]), primero tenemos

g(dqul, dqug) = g(f(g)™" dqul, flg)™t dqug) ya que ¢ es izquierda invariante
= g(— Adx X1, —Adk X>) por (6.29)
= g(X1,Xa). por el lema ([6.1.8)
Luego, A A
g(dfe X1, df X2) = g(X1, X3). (6.37)
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Otro sumando en la ecuacién (6.36]) se ve como sigue,

g(dfq)}l, dfq);é) = g(f(g)™" dqul, flg)™t dfq}}g) ya que g es izquierda invariante
= g(Adk 0 AdgYy, Adg o AdkYs) por (6.35))
= (AdKYI, AdKYQ) por el lema
= (Y ) por el lema
Resumiendo, ) )
g(dfY1, dfY2) = g(Y1,Ya). (6.38)

El sumando cruzado en ([6.36]) se transforma como sigue:

g(dqul, dfq}}g) = g(f(g)™" dqul7 flg)™t dfq};é) ya que g es izquierda invariante
= g(— AdxX,, f(q)"" df,Ys) por (6-29)
= g(— Adx X, Adg o AdgY5) por (6.35))
= -9 (X17 AdKE)? por el lema "

pero X; € su(2), Yo € isu(2) y por el lema sabemos que AdkYs € isu(2), pero su(2) L isu(2),
por lo que

g(df, X1, df,Y2) = (X1, AdkYs) = 0 = g(X1,Y2). (6.39)
Analogamente, X )
9(df, Y1, df, X5) = 0= g(Y1,Xs). (6.40)

Sustituyendo (6.37)), (6.38), (6.39) y (6.40) en (6.36]) obtenemos

9(df, 20, df Z5) = g(X1, Xs) + g(X1,Y2) + g(V1, X3) + g(¥1, 2)
= 9(Z1, Za). (6.41)

Ahora, la métrica Riemanniana ¢ es invariante a la izquierda, por lo que se cumple
9(21,2) = g(Z1, 2»). (6.42)
Por y hemos demostrado la siguiente igualdad:
g(dfqzla dquQ) = 9(21, 22)7

luego, f es una isometria en (G, g). O

Definicién 6.3.7. Sea p : G — G la funcién definida por la férmula siguiente:
uq) = p(bK) = b7 K,
donde ¢ = bK es su descomposicién polar.

Lema 6.3.8. Se cumple
d,u[(X) = —X, VX € g.



Demostracion. Por linealidad basta ver lo que sucede con los generadores. Sea Hy € su(2), existe
a : R — G una curva diferenciable tal que a(0) = I, o/(0) = H,. Podemos suponer que o(R) C SU(2).
Luego,

d
dpn(Hy) = dur (]

dt
_ 4 p(e?) = 4 (etH2)71 ya que e € SU(2)
dtlo dtlo
d| _in
= — 2 = —H,.
dt lo° ?

Andlogamente para Wy, Wy € su(2).

Consideremos ahora H; € isu(2), existe @« : R — G una curva diferenciable tal que «(0) = I,
a/(0) = Hy. Por el lema ([6.2.7) podemos suponer que «(R) C P. Luego,

dur(E) = dug (5] )

d I d iy —1 H
= E‘O,u(et 1) = E‘o(et 1) ya que et € P
d —tHq
S — _H,.
dt’oe !
Analogamente para Vi, V, € isu(2). O

Sea ¢ = bK € G (su descomposicién polar), se tiene la siguiente cadena de igualdades:

foO(q) = f(O0K))
= f(6(b)O(K)) por el teorema (b)

= f(b'O(K)) por el lema (6.2.2))

= f(bilK) por el lema (|6.2.3])

= b lK! por la definicién ([6.3.4))
= wbK) = p(q),

por lo que hemos demostrado
p=[foO.
Pero por los lemas (6.3.6]) y (6.3.3]) sabemos que f y © son isometrias en (G, g), por lo que:

Corolario 6.3.9. pu es una isometria en (G, g).

Hacemos un resumen y concluimos la seccién, tenemos que (G, g) es una variedad Riemanniana y
H = SL(2,C) x SU(2) actia en (G, g) por isometrias (corolario (6.1.11])). Ahora, por el corolario (6.3.9)
sabemos que p es una isometria en (G, g). Sea I € G, se tiene p(l) = I y por el lema tenemos
que du;(X) =-X, VX € T)G = g.

Por el lema 1} ((G, 9),H, ,u) es un espacio débilmente simétrico. Como consecuencia de los
resultados de Selberg en [20], el dlgebra L(A) de operadores diferenciales de todos los érdenes y H-
invariantes en G es conmutativa.

En las siguientes secciones probaremos directamente que A es conmutativa (y por tanto L(.A) también
es conmutativa) viendo que sus 3 generadores conmutan entre si.
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6.4 — A es un algebra conmutativa

Consideremos Oq, Oy, O3 € U(sl(Z, C)R), el algebra envolvente de sl(2, C)g, definidos como sigue:

Or = Hy+ Wi+ Wy,
Oy = H{+Vi+Vy,
03 = HQ(ZHQ) + Wl(zVVl) + WQ(ZWQ)

= —HyH, + WV — W,V

En esta seccion probaremos que O, Oy y O3 conmutan entre si, demostrando que los corchetes dos
a dos son cero, lo que implicara que A es un algebra conmutativa. Aunque para ello primero requerimos
algunos resultados bésicos previos. Recordamos

H2 :iHl, Vé :iW1, W2 :Z‘/l (643)

Lema 6.4.1. Sean XY, A € g, se cumplen las siguientes identidades:

(a) [X2Y]=X[X,Y]+[X,Y]X (c) [X,AX] =X, AlX
(b) [X,Y? =[X,Y]Y +Y[X,Y] (d) [X,XA] =X[X,A]
Demostracion.

(@) X[X,)Y]+[X,Y]X = X(XY-YX)+ (XY -YX)X
XY - XYX+XYX —-YX?
= XY -YX?=[X%Y].

b (X, Y)Y +Y[X,Y] = (XY -YX)Y +Y (XY -YX)
= XY?-YXY+4+YXY-Y3X
= XY?-Y?X =[X,Y?.

(0) [X,AX = (XA—AX)X = XAX — AXX
= X(AX) - (AX)X = [X, AX].

d) X[X,A] = X(XA—AX)=XXA—- XAX
= X(XA) - (XA)X =[X, XAl

Lema 6.4.2. Sean XY, A € g, se cumplen las siguientes identidades:
(a) ‘/1W1 = —W1‘/1 (d) H1W1 = —W1H1

(b) VoW, = W)V, (e) ViHy = —H,V;
(C) VoHy = —H) Vs



Demostracion.

10 1N\/0 1y 1/-10
(a) Wil = 1(1 0)(—1 o>_1<0 1)’
1/0 1\/0 1\ _1/1 0 1/-10
W=l 0)(1 o)_1<o —1)“1(0 1)
1/0 @\ [0 i\ 1(® 0
) Vel = Z(—z’ o) <z 0)_1(0 —12)’
L0 i\ /0 4\ _1/=* 0 1/ 0
Wbz = Z(i o) <—i 0)_1(0 12)_71(0 —ZQ)
1/0 i\ (i 0\ 1[0 —&
(@ Velfz = Z(—z‘ 0) (0 —z‘)zi(—ﬁ )
Lo 0\ [0 &\ 1[0 ¢ 10 —&°
Ve = Z(o —2') (—z’ 0)21(2’2 o):_z(—ﬂ o)
1/1 0o\/0 1\ 101
(@) HmW, = Z(o —1) (—1 0)_1(1 o)’
1/o 1\/1 o\ 1/0 -1 1/0 1
Wth = Z<—1 0) (0 —1)_1(—1 0)__4(1 o)
Lo 1\ (i 0\ 1[0 —i
(€) Vit Z<1 0) (0 —z)_i(z‘ 0)’
L/i 0\ [(0 1\ 1/0 i 1 (0 —i
V= Z(o —i) (1 0)_1(—z 0)__71(z' 0>

Lema 6.4.3. Sean X,Y, A € g, se cumplen las siguientes identidades:
(a) WiVa — WoVh = Vo) — Vil = — i1 (d) ViHy, = —H, V4

(b) WQVvl + H2H1 = %[ (6) ‘/QHl = —Hl‘/g
(C) H1W2 = —W2H1

Demostracion. Primero necesitamos algunos calculos.

1/1 0\ (1 0\ 1(10
2 _ — - -1
i = 4(0 —1> (o —1) 4(0 1) il (6.44)
1/0 1\ (0 1) 1/10
2 _ S —1
= 4(1 o) <1 0> 4(0 1) il (6.45)
1/0 1\(0 1\ 1/-1 0
2 _ - [ —_1
W= 4(—1 o> (-1 0) 4(0 —1) il (6.46)
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Podemos ahora demostrar el lema:

(a) WiVe = WoVp = Wl(iwl) - (i‘/l)‘/i

vor @19 y @13

|
-~
—~
|
|—
~
|
=
~
~—

La segunda identidad se sigue directamente de la anterior y de que [Wy, V5] = [Wa, V] = 0.

() WoVi+ HLH, = (iVi)Vi + (iH,)H,
= VP +iH; = (VP + H})
= i(3 + 1) por (6.45) y (6.44)

(C) H1W2 =

1

1

1/0 i
WoH, = Z(' 8)

1/0 1\ (/1 0 10 —1
@) Wl = 1(1 0 (0 —1)‘1(1 o)’
1/1 0\/0 1\ 1/0 1 10 —1
= 1(0 —1) (1 0)‘1(—1 0)__4(1 0)

(e) VaH, =

1

4

1 /1 0 i
v = Z(o —1> <—i o):

Lema 6.4.4. Se cumplen las siguientes identidades:

((l) Hng = —W1H2 (C) W1W2 = —W2W1
(b) ‘/1W2 - WQ‘/l (d) H2W2 - —WQHQ
Demostracion.
1/7 0 0 1 1 /0 4
(@) H Wy = 7 (0 —z) (—1 0) T (z o>’
170 1 i 0 170 —i 1/0 4
Wil = Z(—1 0) (o —z')_z_L(—i 0> _Z<z' 0)'



e i S

7~ N7
<. O = O
O = O
N ~—

(C) W1 W2 =

WoW,

W B, = () (i)
= *H\V;
= —*V,H, por el lema (d)
- () )
— —WyH,.
L]

Un lema bésico pero 1til para no repetir el mismo resultado que nos apararecera varias veces es el
siguiente.

Lema 6.4.5.
Si[X,Y]=0 = [X?Y]=0.
Demostracion.
(X%Y] = X[X,Y]+[X,Y]Y por el lema (6.4.1) (a)
= X0+0X = 0.
O
Podemos ahora empezar a demostrar que los operadores Oy, Oy, O3 conmutan entre si.
Lema 6.4.6.
[0, 01] = 0.
Demostracién. Primero probaremos que [HZ, O] = 0.
[Hy, H3] = [Hy, Hy]Hy + Ho[Hy, Ho) por el lema (6.4.1) (b)
= 0H, + H,0 = 0. (6.47)
[Hy, W] = [Hy, Wi]Wy + Wi[Hy, W] por el lema (6.4.1) (b)
= i+ Wi
= Vil =il por el lema (6.4.2)) (a)
= 0. (6.48)
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[Hi, W3] = [Hy, Wo]Wa + Wo[Hy, Ws)]

= LWy + Wihl,
= VLW, — Voll,
= 0.

Se sigue que:

[H,,0,] = [H\,HZ + W2+ W}
= [Hl,H§]+[H1,W12]+[H1,W22]
=0+0+0
= 0.

por tanto [Hy, O] = 0, y por el lema ([6.4.5)) tenemos

[H12, 01] - 0

Ahora vamos a demostrar que [V, O;] = 0.

[‘/17H22] = [%?H2]H2+H2[‘/17H2]
= —VoH, — H)Vs
= —VoHy + VoH,
= 0.

[V17W12] = [Vi, Whi]Wy + W4 [Vy, W]
= —HW, - Wi H,
= —H W, + HHW;
= 0.

[VhWQQ] = [Vi, Wa]Wy + Wi [V}, Wy
= 0Wy + W50
= 0.

Se sigue

[Vlﬁol] = [V1>H22+W12+W22]
= Vi, H3] + [Vi, WE] + [V, W3]
=04+0+40
= 0.

por tanto [V;, Oq] = 0, y por el lema ([6.4.5)) tenemos

[‘/12, Ol] - O

por el lema (6.4.1]) (b)
por el lema (6.4.2) (b)

(6.49)
por (6.47), (6.48) y (6.49)

(6.50)
por el lema (b)
por el lema (c)

(6.51)
por el lema (b)
por el lema (6.4.2) (d)

(6.52)
por el lema (b)

(6.53)
por (6.51)), (6.52)) y (6.53)

(6.54)



Por tltimo necesitamos demostrar que [V2, O;] = 0.

[Va, HY] = [Va, Ho)Hy + Ho[Va, Hs) por el lema (b)
= ViH,; + HVy
= ViH, — V1 H, por el lema (e)
= 0.

Vo, W2 = [Va, W |Wy + Wi [Va, W] por el lema (6.4.1]) (b)
= 0W; 4+ W40
= 0.

Vo, W3] = [Va, Wo| Wy + Wa[Va, Wy por el lema (6.4.1)) (b)
= —H Wy — Wy H,;
= —H Wy + H W, por el lema (c)
= 0.

Se sigue que:

Vo, 04] = Vo, Hy + WP + W3]
= Vo, HZ] + [Va, W] + [Va, W3]

=04+04+0 por (6.55)), (6.56) y (6.57)

= 0.

por tanto [V5, O1] = 0, y por el lema ([6.4.5)) tenemos

[‘/22, Ol] - O

Ahora podemos concluir la demostracion del lema como sigue:

[OQ, 01] = [H12 + ‘/12 + VY227 01]
= [H127 Ol] + [‘/127 Ol] + [‘/227 Ol]
=04+0+0 por (6.50)), (6.54) v (6.58])
= 0.

Lema 6.4.7.
[0, O3] = 0.

Demostracion. Recordamos que O3 = —HyHq + W1V — W V4, pero
[Hy, H]| =0 — HyH, = H,H>,
[WhVQ] =0 = WV, =W,
(W, Vi] =0 = WLV = ViWy,
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por lo que

03 - —H1H2 + ‘/2W1 - ‘/1W2 (659)

Primero probaremos [H%, O3] = 0.

[HIJ

—H\Hy] = —[H, H1H,]
= —H,[H,, Hy] por el lema (6.4.1) (d)
= —-H,0 = 0,

por lo que [Hy, —H 1 Hy] =0, y por el lema (6.4.5)) tenemos

[H?, —H Hy) = 0. (6.60)
Tenemos la siguiente cadena de igualdades:
[H, 0s] = [H? H1H2+V2W1 ViW;,| por ([6.59))
= [H}, —H\H] + [H}, VaWi] + [H}, ViV
= [H 17V2W1] + [HY, ViV por
(HVaWy = VoW HY) + (= H{ViW, + ViW, HY)
= H (LW) = Vily) — (Va1 — ViW,) H}
= Hy(—43iI)— (- iI)H; por el lema (6.4.3) (a)
= —3H{+5H]
0. (6.61)
Ahora probaremos que [V, O3] = 0. Para ello primero vemos lo siguiente:
V2 —H Hy) = —V2H Hy, + H HV?
= —ViVilliHy + HiH Vi V3
= +ViH,\V,Hy + H H V1 V4 por el lema (d)
= —ViH\H,V; + H H,V,V; por el lema (e)
= —ViH,H,V, — H\ViH,V; por el lema (e)
= —ViHH,V; + V1 H,H,V; por el lema (d)
= 0. (6.62)
[VhVQWI] = WL — 1Ly
= Vi(aW)Wy — (W) Wi»y por (6.63)
= ViW W, — W Wi »p
= ViWiW, + W ViWw, por el lema (a)
= —iW ViWy +iW ViWy, por el lema (a)
= 0, (6.64)

por lo tanto [V, VaW;] =0, y por el lema (6.4.5)) tenemos

[V, ValWi] = 0. (6.65)



Por otro lado,

Vi, =ViW,] = —Wi[Vi, Wy por el lema (6.4.1]) (d)
— —Vi0 = 0,
por lo que [V}, =ViW5] =0, y por el lema (/6.4.5)
V2, —ViWo] = 0. (6.66)
Se sigue
V2, 05] = [V, —H1Hy + VoW — Vi)
= [V, —HiHy] + [V, VoW + [V, = ViWe]

= 0+0+0 por (6.62)), (6.65) y (6.66)
= 0. (6.67)

Por 1ltimo, necesitamos verificar que [Vi2, O3] = 0. Primero obtenemos las siguientes identidades:

Vo, —H\Hy) = —VoH Hy + HiH,V;
= +H,\VoHy + Hi HyV; por el lema ((6.4.3)) (e)
= —H H)Vo + HiHyV; por el lema (6.4.2)) (c)
= 0,

por lo que [Va, —H1 Hy] = 0, y por el lema ([6.4.5)) tenemos

[V, —H Hy] = 0. (6.68)
Ademas,
Vo, VoW, = Va[Va, W] por el lema (d)
= V50 = 0,
por lo que [V, VoW;] =0, v por el lema
V3, VaW;] = 0. (6.69)

Por otro lado,

[Va, =ViW,] = Vo, =Vi(iV1)]

) por [625)

I

|
NN
—
o~
~

|
~
o~
N—

= —i0 = 0,

por lo tanto [Va, =ViWs] = 0, y por el lema (6.4.5)
V3, =ViWy] = 0. (6.70)
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Usando lo anterior,

V5, Os] = [Vif, —HiHy + VoW, — VW]

= [V, —H Ho] + [Vi', VW] + [V, = Vi)

= 0+0+0
= 0.

Podemos concluir la demostracion del lema como sigue:

(02, 05] = [H} + V7 + V3, O3]
= [Hf> 03] + [V127 03] + [V22> 03]
= 04+0+0
= 0.

Lema 6.4.8.
[0, 03] = 0.

por (6.63), (6.69) v (6.70)

Demostracién. Primero requerimos demostrar que [H3Z, O3] = 0. Se cumple

luego [Hy, —HyHs] = 0, y por el lema (6.4.5]) tenemos

[HY, —H H5) = 0.

Ademas,

[Ho, VaWi] = Ha VoW, — VoW1 Hy
= —VaH, Wy — VoW Hy
= +VaWiH, — VoW1 Hy
= 0,
luego [Ha, VoaWi] = 0, y por el lema (6.4.5)) tenemos
Por otro lado,
[Ha, —ViWs] = —HViWs + ViWaH,
= ViHyWs + ViW, Hy
= Vi, W, — ViH, W,
= 0,

luego [Hy, —ViWs] = 0, y por el lema ((6.4.5))

[H227 _%WQ] =0.

(6.71)
por (6.61)), (6.67) y (6.71)
[
por el lema (6.4.1)) (c)
(6.72)
por el lema (6.4.2)) (c)
por el lema (6.4.4]) (a)
(6.73)
por el lema ((6.4.2)) (e)
por el lema (6.4.4) (d)
(6.74)



Se sigue que:

[H227 O;] = [H227 —HHy + VoW, — Vi,
= [H3, —H\H) + [H, VaWh] + [H3, —Vi W3
= 04+0+40 por (6.72)), (6.73) y (6.74)

= 0. (6.75)

Ahora necesitamos ver que [W#, O3] = 0.

(Wi, —HHy] = —WiHHy + HiH W,
= —W1H1H2 — H1W1H2 por el lema " (a)
= +H W Hy — HHW,H, por el lema (6.4.2]) (d)
=0,

luego [Wy, —H1Hs) = 0, y por el lema ((6.4.5)
(W32, —H,H,] = 0. (6.76)
También,

(W1, VaWi] = [Wy, VoW por el lema (6.4.1) (c)
= 0W; = 0.

luego [W7, VoaW;] = 0, por el lema (6.4.5) tenemos

(W2, VaWi] = 0. (6.77)
Por otro lado,
(W, =ViWs,| = —WiViW, + VIWL, W,
= +ViW Wy + ViWo,W, por el lema (6.4.2)) (a)
= —ViWoWp + Vi, W, por el lema (6.4.4)) (c)

= 0,

luego [Wi, ~ViWa] = 0, y por el lema (6.43)

[WE, —VilWa] = 0. (6.78)
Se sigue que:

[W127 O3] = [Wf, —HHy + VoW, — ViWs]
= W, —HiHy] + W2, VaWi] + [WE, =V s

=0+0+0 por (6.76), (6.77) v (6.78)

= 0. (6.79)
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Por tltimo demostraremos que [WZ, O3] = 0. Primero vemos

Wy, —H1Hy| = —WyHHy + HiHyW,
= +H\WyHy + H{Hs W, por el lema ((6.4.3)) (c)
= +H\WyHy — H{WyH, por el lema ((6.4.4) (d)
=0,

luego [Wy, —H1Hs) = 0, y por el lema (6.4.5)
(W2, —H, H,] = 0. (6.80)
Ahora,

[(Wo, VoW = +WolVaWy — VoW Wy

= =VolWoWy — VoW, Wy por el lema " (b)
= VoW W, + VoWoW,y por el lema (6.4.4)) (c)

= 0,
luego [Wo, VoaWi] = 0, y por el lema ([6.4.5))

(W3, VaWi] = 0. (6.81)
Por otro lado,

Wy, =ViWs] = —[Wy, V1], por el lema (6.4.1]) (c)
= 0Wy = 0.

luego [Wa, —Vi W3] = 0, por el lema (6.4.5)) tenemos
(W3, —ViWs,] = 0. (6.82)
Se sigue que:

(W2,05] = W2, —H Hy + VoW, — Vi,
= (W3, —HiHo] + [W3, VaWh] + [W3, Vi
=0+0+0 por (6.80)), (6.81) v (6.82)
— 0. (6.83)

Podemos concluir

[01,03] = [Hy + Wi+ W3, 05
= [H22> 03] + [W12> 03] + [W22> 03]
= 0+0+0 por (6.75)), (6.79) v (6.83))
= 0.




CHAPTER 7
Operadores diferenciables y series de Eisenstein

En dimensién 2, las series de Eisenstein generalizadas E,,(g, s) con Re(s) > 1y n € Z, ver [16] pagina
63, son eigenfunciones de cada operador en L(A) (ver (6.11))) definido en SL(2,R). Para los generadores
tenemos que:

L<A1) ETL(Q? S) = —in- ETL(Q? S),
L(X2+ X2)E,(g,8) = c(s,n) - E,(g,s), (7.1)

para cierta constante c¢(s,n).

En la seccién 1 damos una nueva base para sl(2,C), asi como sus exponenciales, hechos que serén
importantes para la ultima seccion de este capitulo.

En la seccion 2 usaremos una férmula que relaciona la matriz pequena de Wigner con series hiper-
geométricas, esto para calcular la constante ¥, = definida como sigue:

d

En la seccién 3 veremos que las series de Eisenstein E! (g, s) son eigenfunciones de los operadores

L(Oy), L(O2) y L(O3) (teorema (7.3.14))). Es decir, probaremos

donde c(s),ca(s) y c3(s) son constantes que pueden depender de [, k,m,s y la constante 9% . Esto
generaliza las identidades en ([7.1)).

7.1 — Nueva base de si(2,C) y sus exponenciales

Nos seréd clave en los célculos siguientes usar una nueva base de sl(2,C), para ello definimos las
siguientes matrices:

i (g _01), B (g 3), G (g O) (72)
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Ademas, sean

J = (O _01) = 27, (7.3)

K = (0. _"> — W,
— 0

Se cumplen las siguientes relaciones:

KJ = —1I, JK = 1. (7.4)
Las matrices f, J. , K las definimos como sigue:
=~ . -1 0
I =11 = ( 0 1) ,
=~ . 0 —2
J =1 = (z 0 > ,
=~ . 0 1
K =K = (1 0) .
Se cumplen las siguentes relaciones entre las matrices anteriores,
T - —/A( - —2H1,
J (7.5)

J = —K—-2C = -2V,
K = J4+2B = 2V,.

Por otra parte, usaremos también la notacién clasica para la descomposicién de Iwasawa, es decir,

siAeR,zeC,K € SU(2), entonces

w3

1 ) = 93,0

1 z
n, = 0 = GotjI-

9o 3K = nya) K.

S

—_

luego,

Ahora notamos que por (3.9) se tiene
Im 9z+ﬁj,K(j) = A =a\(j). (7.6)

Lema 7.1.1. Sean w € C, A\ € R, entonces

Ay My = MHxw - A)-



Demostracion.

(x/X o)
Ay "Ny = 0 1
v

O

Necesitaremos conocer las exponenciales de las matrices consideradas anteriormente, hacemos ahora
la lista de dichos resultados. Sea t € R, entonces

t(l 0 )
~ t
ed = ¢ \0 1) <e eot) = Qe2t. (7.7)

0
t(o 1>
e = ¢ \0 0/ (é i) = ny. (7.8)
i t(o 2> .
€ = ¢ \0 0/ _ (0 f) = ny. (7.9)

Ahora recordamos que por la identidad en (3.29)), la expresién en dngulos de Euler (definicién (3.3.11)))
para K € SU(2) esta dada por:

.0 . ¢
_fez 0 COoS >2—< —sin % e 2 0
A(97X7¢) - ( 0 67'2) (Sil’l% COS%‘ ) < 0 ezg) .

Usamos la expresion anterior para calcular las exponenciales siguientes:

1 O)
t . it
el = e (0 = (eo eoit) = A(—2t,0,0) € SU(2). (7.10)
t(o —1)
tJ 1 0) [cost —sint)
el =e = (sint - > = A(0,2t,0) € SU(2). (7.11)

—¢sint  cost

A(?’—” 9t _3_7T) _ e 4 ?()) gost —sint e 4 g '
207 2 0 o1 ) \sint cost 0 e 1
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0 —2)
— 0 cost  —isint - -
et = ¢ \ 7 = < > =A%, 2t,-2) € SU(2), (7.12)

ya que



_3mi _mi 3mi
e 4 cost —e 4 sint e 4 0
= 3mi 3mi _3mi
e 4 sint e 4 cost 0 e 4
_3mi .
cost —e 2 sint ( cost —1 smt)
— 3 — .. .
2o, —7sin
e 2 sint cost isint - cost
7.2 — Funciones hipergeométricas y célculo de la constante ¥!,,

Recordamos que las series hipergeométricas »F} (a, b; ¢; z) estan definifas como sigue,

o F1 (a,b;¢; 2) nz; ©. n" (7.13)

y convergen para a,b,c € R, con ¢ > 0y z € C tal que |z| < 1. También recordamos que el simbolo de
Pochhammer para ¢ € R, n € N esta dado por

1 sin=0
(w“:{q@+1y~@+n—n sin >0, (7.14)

Es claro de (713) y (7-14)

oF (a,b;¢;0) =1, Va,b,c€R. (7.15)

Otra propiedad que usaremos de las series hipergeométricas es la siguiente,

d b
d—gFl(a,b;c;z) :a—gFl(a—i-l,b—i- L;e+1;2), Va,b,ceR. (7.16)
2 c

Se puede probar la igualdad anterior derivando y usando la identidad ¢(¢ + 1), = (¢)m(q¢ + m), con
g€ RymeN.

También nos serd ttil la siguiente derivada, sea u = — tan?t, con t € (—5,%), luego
d d
7 — o F (a b; ¢; tangt) = = —oF (a,b; c;u)
d du
= —oF b;
qu i (@b o

b
= a—gFl (a+1,b+1;c+1;u)- (—2tant - sec’ t), por ([7.16] (7.17)
c

luego,

d b

p 02F1 (a,b;c;—tan2t) = %gFl (a+1,0+1;¢4 1;0) - (0) por ([7.17))

b
= %-O = 0. por (|7.15) (7.18)
Lema 7.2.1. Sil € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,1], entonces
d 0 stk —m # £1
Vom = 2| dim(=20) = § VI—k+D)I+k)  sik—m=1

—/(—m+1)(+m) sik—m=—1.



Ejemplo. Consideremos | = k = 1, m = 0, entonces 9% = /2. Por otro lado, en los ejemplos (3.3.3))
vimos que

aly(x) = — Ly sinx,

por lo tanto,

dip(—2t) = —5sin(-2t)
= \/Li sin 2t
derivando,
%dio(—%) = \% cos 2t,
y evaluando en t = 0,
2| dig-20) =2,

lo cual coincide con ¥ = como indica la fofmula del lema.
Demostracion. Supongamos primero que k > m, en particular, k —m > 0 > —1, luego
E—m+1 > 0. (7.19)
Tenemos la siguiente identidad que relaciona las funciones d},, con las funciones hipergeométricas:

)2l+m_k (—sin X)k_m R (k=1 —m—Lk—m+1;—tan’%), sik >m (7.20)

dgﬁm(X) = Cgcm (COS§ 2

y donde

l 1

Chom = =) (7.21)

Ver [24], ecuacién (4.14), pagina 53.

Usando Mathematica vemos que si x € (—1,1) entonces |— tan? X| < 1. Ademds, por la desigualdad
1) kE—m+41 > 0, por lo que las series hipergeométricas oF (k — [, —m — l;k —m + 1; — tan? ’5‘)
convergen. Sea t € (—%, %), por ([7.20))

1 1 2l4+m—k . k—m 2
Qi (—2t) = iy (cOSTE) (sint) oF (k—=1,—m —l;k —m+1;— tan®¢) , (7.22)

derivando la ecuacién ((7.22),

%dﬁcm(—%) = —Chp 2L+ m — k) ( cos t)ZHm_k_l (sinzf)k_mJrl oFy (k—1,—m — Lk —m+ 1; — tan®¢)
)T (sin ) T Ry (k= L —m — Lk —m 4 1; — tan®t)
-m d

dt

+ ¢, (k —m)(cost

+ cﬁcm (cost)QHm_k (Sint)k 2 I (k‘ —l,—m—-Lk—m+1; —tath) ,

156



evaluando en t = 0,

%O%M—%):—dm@LHn—mmV"Hﬁﬂaw—a—m—hk—m+nm
+ g (k= m) (0)™ Vo Py (k =, —m — Lk —m + 1;0)
+ oy (0)F77 - %‘Ozﬂ (/f—l,—m—l;k—m—l— 1;—tan2t)
= —ck (204+m —k)0)F T 4 (k—m)(0)Fm!
+im®fm-%oﬂﬂ@—a—m_uk—m+h—mm%)

= —ch, (2L+m — k) (0)F " 4+ (b —m) (0)Fm !
= (5 = m) (0

De ([7.23)) concluimos que si k > m entonces

d o A
%’Odicm(_zt) :{ Oz sik—m>1

Cin S1k—m =1

Pero si kK — m = 1 entonces

m = Tk —m)!

5__[u—k+1ﬂ a+m!]%
_ ;

) -k (k-1
LI — k1) (k- D 0] .
= [ (=R ] = [(E=k+ DI+ B

Por lo que la identidad en ([7.24)) nos queda como sigue,

d| 0 sik—m>1
%‘odkm(_%)_{ VI—k+1)(1+k) sik—m=1.

por ([7.15))
por ([7.18))
por (7.19)

por (|7.21))

(7.23)

(7.24)

(7.25)

Supongamos ahora que [ > 1y k = m, de la formula en 1) se sigue que si t € (—%, %) entonces

dia(=2t) = ciy (COSt)Zl oFy (k—1,—k —1;1; — tan®t)
derivando la ecuacién (7.26)),

d
dt

+ Cé:k (cost)Ql . digFl (k: —l,—k—11,; — tan? t) ,

—di, (—2t) = 2lc§€k(coszf)2lf1 (—sint) - oFy (k—1,—k —[;1; — tan® ¢)
t

(7.26)



evaluando en t = 0,

d
| de(=20) = 26y (0) -oFy (k= 1~k 1:1;0)
d
+ Ch L 02F1 (k—1,—k—1;1;— tan’t)
=0+0 por (|7.18])
= 0.

Resumiendo, si [ > 1 y k = m entonces

d
%lodgk(—%) —0. (7.27)

Por otro lado, como d,(x) = 1, se sigue

d
%‘O 2 (—2t) = 0. (7.28)

De las identidades en ([7.25)), (7.27)) y (7.28) concluimos que si k& > m, entonces

d 0 sik—m=20
" dp(—2) =< /U —k+1)(I+Ek) sik—m=1 (7.29)
0 0 sik—m > 1.

Supongamos ahora que k < m, una propiedad bésica de las funciones di,, es la siguiente:
i (X) = (1) 7"y, (%),
por lo tanto,
d d
Sl d (—2t) = (—1)Fm —‘ d(~2t
=] dh(=26) = (D) 2| d(-20)
d
= (-1 E’ d . (=2t), ya que k —m <0 (7.30)
0

usando la ecuacion ([7.24) y (7.30) concluimos que si k < m entonces

d| 4 =/ l-m+D){+m) sim—k=1
E‘odkm(_%) B { 0 sim—Fk>1. (7.31)
El lema se sigue de las identidades ((7.29)) y (7.31)). O
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7.3 — Operadores y series de Eisenstein

Recordemos que por la definicién (6.1.10) tenemos una accién de H = SL(2,C) x SU(2) en G =
SL(2,C) como sigue:
(7, K)g=vK™", Yqed. (7.32)

La accién anterior induce una accién de H en C°(G).

Definicién 7.3.1. H actiia en C°(G) por medio de la siguiente identidad:
(v, K) % fl(q) = f((v, K) % q) = f(vgK ™), ¥(v,K) € HYf € C¥(G),Yq € G.

Necesitamos el siguiente resultado técnico.
Lema 7.3.2. 5i 01,05, 03 € U(SZ(Q,C)R), definidos en el capitulo 6, seccion 4. Se cumple
AdgO, =0,, n=1,23 VK € SU(2).
Demostracion. Calculos directos. O

Sean [ € N, k,m € Z tales que k,m € [—[,l]. Recordamos que por la definicién (4.3.2)), las funciones
fiSL(2,C) — C estan dadas como sigue:

fim(g:8) = DL (®r(p-1) Img(5)'**, Re(s) > 1. (7.33)

Lema 7.3.3. Sil € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,1], entonces Vz € C,VY\ € R"
L(E) fllcm(nz a>\) = 25km(]- + S) : flf:m(nz CL)\),

L(B) fim(n ay) = L(C) fi(nz ax) = 0.

Demostracion.
L(A) fim(n=ax) = A% f,,(n:05)

:jt fkm(nza,\e )
= 1] ) por €
:;lt fkm( axe%)
_ % D}, (cp,) Tmn, ay ez (5) 1+ por
-2 DZ—(I)()\e%)HS por ([9)
= Okm dt) 1+s por el corolario
= G AT dt\ 1049) — 98, (14 5) - AL

= 20 (14 5) - fi (n.ay). (7.34)



L(B) fim(n ax)

B fim (112 ay)

CZS f’fm(" ay e )

(Zﬁ fkm(nz ax nt)

c;Zt fkm(n taA)

Zf Jrm (M2 @)

% Dy (1) Tmn o ax(5) '+
Di;m(f)jt AL+

0.

G5 1 (na)

% 0 (12 eté)

% 0 b (M2 @A T )

% gf’lfm(” Mi @)

% Fiom (nZ-i-/\n a,\)

% oDém(I) Im 1.4 x ax(5)'
Din(1) dt’ AT

= 0.

Las igualdades en ((7.34)), (7.35]) y (7.36) prueban el lema.
Lema 7.3.4. Sil € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,1], entonces Vz € C,Y\ € R"

por (75)
por el lema ([7.1.1)

por
por

(7.35)

por ([7.9)
por el lema ([7.1.1)

por ([7.33)

por ([7.6)
(7.36)

L(I) fllcm(nz (l/\) = —2im 6km : fllfm(nz a’>\)7
L(J) flf:m(nz a)\) = ﬁgﬂm ’ flf:m(nz aA)’
3i(m—k)m

L<K) flim(nz a>\) =€ 2 ﬁiﬂm ’ flf:m(nz (l)\).

Demostracion.

L(I) fim(nzax) = I fi, (n2 )

d
d

= = Of,im (nz ay A(—2t,0, O)) por ([7.10)
d

T dt o(chm(‘I’A(—%,o,orl) ‘)‘HS) por (7.33)
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d
= At E’ . D}, (®ag0,20)

d| ————
= a2 @ e por (39
d ,
= fim(n:a) %‘0(51% e ) por el corolario ([4.2.2))
= —20m g - frn (02 @), 7.37
km

L(J) fim(nzax) = T fi (n2 ax)

d
- a Ofllvm(nz ax etJ)
d
= | Fm (=0 A(0,21,0)) por (FTT)
d
I O(Dgcm(q)A(D,QLO)—l) -)\1+S> por ([7.33)

d
= >\1+s % ‘0 Di:m (q)A(07_2t70))

s Ad| =
= A\ E’()dﬁm(—%) por ((3.38)
l d l
= fim(nean) 2| di,, (=20

= O, - fio(nsay). por el lema ((7.2.1]) (7.38)

L(K) fim(nzax) = K™ fi,(n. a))
d

= % Oflim(nz CL)\ etK)
= Y (e AC, 2, —3) por (712
0
— d l 1+s
= (P ® (52, ) 2™ por (.53
d
= AL DL(®, o,
i P @)
d 3mik 3mim
= )\HSE‘ e 2 d(—2t)e 2 por (3.38)
0
! _smik  3mim |
= fln(nean) -T2 2 2| db(<20)
3i(m—k)m
= 2z O fl (n.ay). por el lema ((7.2.1]) (7.39)
Las igualdades en ((7.37)), (7.38]) y (7.39) prueban el lema. O

Lema 7.3.5. Se cumple

L(O) fhn(nax) = (=m0 + 3 (01,02 + § (94,02 D7) - [l (n.a5), V2 € CVA € RY,



Demostracion. Usando las identidades en ([7.3]) transformamos O; como sigue:
O, = H} + W2+ W3
= DG+ (=37)(=37) + (= 3K) (- 3K)
172 172, 1772
Por lo tanto,

L(O1) fim(nzax) = 5 L(I) 0 L(I) fim(nz ax) + § L(J) 0 L(J) fi (2 ax) + § LK) 0 L(K) fip(n: ax)

1L
4
LLD (= 20m - fla(n02)) + L L) (V- flia(nz )

3z(m k)
+ 2 L(K)< O fho(n aA)) por el lema ([7.3.4)
= =5 MmO - ( ) Fim (12 ax) + § V- L(T) fi (0 a2)
32( —k)m
+3e Vo~ L) fiom (2 @2)
— —Llim 5km( = 2im O+ (02 0)) + 10 (V- fhn(nz 02))
3i(m—k)m 3i(m—k)m
+iem 20, <e s 0L (n. a,\)> por el lema ((7.3.4])
- _mzékm ' flf:m(nz CLA) + i (ﬂéﬂm>2 ’ flf:m(nz CLA) (19[ )2 Si{m—k)m fkm(nZ CL)\)

= (= 0+ 3 (01, £ 01,7 ) (0 an).

]
Lema 7.3.6. Se cumple
L(O5) fl(nz03) = (14520 + 2(0h,)% + L(0h,)2 " 97) - [l (nay), ¥z € C,VA € RY,
Demostracion. Usando las ecuaciones en obtenemos,
H, = 1A, Vi=1J+B, Vo=1K+C. (7.40)

Por lo que usando las identidades en ([7.40)) vemos que Oy se transforma como sigue:
Oy = Hi + V24 V3
= (A + (1 + B+ B) + (3K +0) (4K +0)
= YAA+ 1 JJ+ VB4 IBJ+ BB+ KK + 1KC + 1CK + CC.
Por lo tanto, L(Oy) f} (n. ay)

= < > L(A) flyn(nzax) + 2L(J) 0 L(J) fi,(n:a5) + SL(J) 0 L(B) fi,,(n. ax)
B) o L(J) fty(ns ax) + L(B) 0 L(B) fi,,(n: ax) + LL(K) 0 L(K) fh,(n. ay)
K)o L(C) fl(n2 ax) + L(C) 0 L(K) fhy(nz ax) + L(C) 0 L(C) fh(n2 )
L(A) fi,(nzax) + L(J) 0 L(J) fl,,(n ax) + 2L(B) o L(J) fiy(n- ay)
- %1 (K) 0 L(EK) fl,(n. ax) + 3L(C) o L(K) fh,(n- ay)
por el lema
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= LL(A) 0 L(A) fl,(n ) + L) (s fhia(nz03)) + SL(B) (9l - Sl )

3z(m k)m . }
B (- 03))
por el lema ([7.3.4)
3i(m—k)m 3i(m—k)m ~
€ 2 Q%cm ’ L(K) flim(nz CL)\) + %6 ’l%cm ’ L(C) flim(nz CL>\)
por el lema ([7.3.3)
Do * L) fin (2 0)
por el lema ([7.3.3)
3i(m—k)m
por el lema ([7.3.3)
3i(m—k)m
ﬂécm ’ flim(nz a>\>>

por el lema ([7.3.4])
= (1480 - [l (2 @) + §(04)° - fln(nzan) + 5007 (902 - fi (02 an)
= (14 )20 + (04,0 + 157 0,02 - S, (- )

9L (n, a,\)> +1L(C) (e

3i(m—k)m
+ 1L(K) (e 2

+

N

31(m k)m

= L0k (1 +5) - L(A) fln(n an) + 300, - L(T) fim(nzax) + fe

3i(m—k)m

= (1450  fha(n2 00) + 300, (O - Sl (naa)) + 3¢ 2 0, (e

O
Lema 7.3.7. Se cumple
L(Os) £l (n. ay) = ims Spm - fi, (02 ay), V2 € C,¥YA € RT.
Demostracion. Usando las ecuaciones en obtenemos,
H =14 Vi=1J+B, Vo=1K+C. (7.41)
De las identidades en (|7.3) tenemos
H, =31, Wy =—3/J, W, =—1K. (7.42)
Por las igualdades en ,
KJ=-1I, JK =1. (7.43)

Recordamos que O3 = —HyHq + W1V — W5 V4, pero como
[Hy, Hy] = [W, Vo] = [Wa, V1] =0,
se tiene que O3 = —H{ Hy + VoW, — Vi W5, Obtenemos la siguiente cadena de identidades:
O3 = —HHy + VoW, — Vi,

= (= iA)Hy + (AK + OYW, — (37 + B)W, por (7.41)
= (3000 + G +O)(=37) ~ 37+ B)(~ 3K) por (22
= AT -1k 10y + 1 JK+§BK

= —iﬁf—i(—f)—%CH (I) + 3BK por (7.43)

AT+ 11 - 1C7+1BK. (7.44)



Por lo tanto, L(O3) fL (n.ay)

= —1L(A) o L(I) f},,(nz ax) + 3L(I) fi,(nz ax) = 3L(C) 0 L(J) fi,(n2 ay)
+% (B) L(K) fi. (n.ay) por ([7.44))
= —iL(A)( — 2im Oy, - fkm(nz a,\)> + %( — 2im Oy, - f,im(nz a,\)>
—-11(0) (%m - fi(n. aA)> +1L(B) (ew O fL (s a,\)> por el lema
$3T 0l L(B) Sl
= Sim Oy, - (2(1 + 8)0km - fhm (M2 a,\)) — 0 O - [y (2 @) por el lema

= im(1+$) okm - f,im(nz ay) — im Ogpy, - f,im(nz ay)

= iMS Oy, - f,lm(nz ay).

O
Lema 7.3.8. Si X € sl(2,C)g, se cumple la siguiente identidad:
X — KeX K71 VK € SU(2).
Demostracion. Ver [14], pagina 127 y lema 1.12 para una demostracién. O
Lema 7.3.9. Sean m € N, f, € C*(G) donde k € {1,2,...,m}. Entonces
R (ka> =3 (. K)* fi, V(1,K) € H.
k=1 k=1
Demostracion. Sea h € SL(2,C), tenemos las siguientes igualdades:
[(7, K) (Z fk>] (h) = (Z fk> ((7, K) h) por la definicién ([7.3.1)
k=1 k=1
= (Z fk> (th_l) por la definicion ([7.32))
k=1
= > fulyhK™)
k=1
= > fi((v,K)h) por la definicién (7.32)
k=1
-y [(% K) * fk] (h) por la definicién (7.3.1)
k=1
SDSCISIAI
k=1
O
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Lema 7.3.10. Si X € U(sl(2,C)r), f € C(G). Entonces
(v, K) * L(X) f = L(Adg—1X) ((v,K) = f), V(v,K) € H.

Demostracion. Sean q¢ € G, (v,K) € H, primero consideramos el caso en que X = X € sl(2,C)g,
tenemos las siguientes identidades:

(v, K) * L(X)f} (@) = L(X)f ((v.K)q) por la definicién (|7.3.1))
= X% f((v,K)q) por la definicién (2.3.2))
= X" f(ygK ™) por la definicién ((7.32])
d
= — K~ tetX). 7.4
dt‘of(vq e) (7.45)

Por consiguiente,

|:L(AdK71X) (7, K) = f)] (q) = [(AdKAX)izq ((7, K) * f)] (q) por la definicién

(v, K) (q eAdKfltX)) por la definicion ([7.3.1))
vq et ¢ *1> por la definicién (|7.32))

qu_letXKK_1> por el lema ([7.3.8)

'yqK_letX>. (7.46)

De y ([7.46) tenemos
(v, K) % L(X)f = L(Adg— X) ((v, K) # f), VX € sI(2,C)g. (7.47)

Consideremos ahora el caso en que X € Z/{(sl(2, C)R) es un monomio, S.P.G. suponemos que X =
X1 X5 con Xy, Xy € sl(2,C)g, tenemos las siguientes identidades:

(1. K) % L(GX)f = (3, K) + ((L(X1) 0 L(X2)) f) por
= (3. K) = (LX) (L))
= L(Adg—1X1)((7,K) = L(X5) f) por
= L(Adg-1X;) o L(Adg-1X5) ((7, K) * f) por
= L((Adge 1 X)) (Adie 1 X5) ) (7, K) + /) por

= L(AdKlelXQ) ((”}/, K) * f)
Por lo que hemos demostrado que si X € U (sl(2, C)R) es un monomio entonces

(7, K) * L(X) f = L(Adg—1X) ((7, K) * ). (7.48)



Consideremos ahora cualquier elemento X € U (sl(2, C)R), X es una suma finita

=) Xm,

donde cada X,,, es un monomio de la forma X,, = X,,, X;,, - -
Luego, tenemos las siguientes igualdades:

(1K) LS = (1K) + LD %) f

Lo cual prueba el caso general.

Lema 7.3.11. Si K € SU(2), entonces

(Z,

fkm

ZD (Pg—1) - f

r=-—I

- X, con Xy, X,y oo

por (|7.49)

por la definicién ([2.3.2))

por el lema ([7.3.9)

por ([7.48))

por la definicién ([2.3.2))

por la definicién (2.3.3))

por (|7.49)

rm

Demostracion. Si h € SL(2,C), Re(s) > 1, se tienen las siguientes identidades:

fim(hE) =

D!
Dt
D!
D!

m (Prr)-1) ImAK (5)'

o (Prr)-1) ImA(5)'
(@ y)-1) Imh(j)'

o (@x-17(y-1) Im A(5)"
(@10 Ppgy-1) Im A (5)"

= ZD (®pey-1) - DL (1) Tm A(5)1

r=-—1

:ZD (Og1)- D

r=-—I

:ZD (I)Kl'rm(

r=-—I

b (P~

h).

1) Im (j)"+
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por la definicién (|7.33))
por (3.9)

por el lema (|3.3.10)
por el lema (4.2.1)

(7.49)

,an S 81(2, (C)R

(7.50)



Luego,

(I, K1)« f,im} (h) = f,im((l, K ')h) por la definicién ([7.3.1))
= f,im(hK ) por la definicién ([7.32])
= Z DL (®g)- f,.(h) por (7.50)

r=-—1

= [ZD (Pg1) - rm](h).

r=—1
[l

Lema 7.3.12. Seanl € N, k,m € 7Z tales que k,m € [—I,l]. Sabemos que por el lema se cumple
L(Oy) fi (n.ay)) = pk,, - fi (n.ay), Vz€C,\eRT, (7.51)
donde ik, := ( — M0, + 1 (95,)% + 3 (9)? eSi(m_k)“>. Entonces

L(O1) fion(h) = Hiom * Jim(h), VI € SL(2,C).

Demostracion. Si h = n,a)K su descomposicion de Iwasawa, tenemos las siguientes identidades:

[L(O) fl) (neanK) = [L(O) | (1K) (n2a)) por la definicién (7-32)
= _([, K™Y L(O) f,im] (n.ay) por la definicién ([7.3.1))
= _L(AdKOl)((I, K1)« f,lgm)} (n.ay) por el lema
= (LN K 5 f) | (naa) por el lema (7-3.2)
= ( Z D! (Pg-1)- ,,m)] (n.ay) por el lema ((7.3.11])

r=—I

— ZD (®x1) - L(O)) fL,(n-ay)

r=-—1

= ZD (Prc1) Mo S (202) por ([7.51)

r=-—I

s [ S DL (o). fim] (105

r=—1

= Mém [(I, Kﬁl) * f;f;m] (n.ay) por el lema ([7.3.11])
= U * fro (L, K™Y n2ay) por la definicién ([7.3.1))
= bl (nanK). por la definicién ([7.32])



Es claro que el lema anterior también se puede aplicar a los operadores Oy y O3, usando los lemas
(7.3.6) v (7.3.7]) respectivamente. Luego obtenemos el siguiente:

Corolario 7.3.13. Seanl € N, k,m € Z tales que k,m € [—L,l]. Se cumplen las siguientes identidades:
L((/)l)fllcm = (—mzékm + }1 (ﬁi:m)2 411(791 )2 3i(m—k)m > fkm

L(O3) flyy = (1 )28 + §(04,)° + 204, 0 97) - fh
L(Os) fi = 1M O - fr-

Como las funciones f} = son eigenfunciones de los operadores L(O;), L(O,) y L(O3) que son G—invariantes
a la izquierda finalmente concluimos

L(O1) Blug,5) = (=m0 + § (91,0 + 5 (0, 0 97) - B (g, 9),

L(O3) Efy(9:5) = (14 5)%0em + H(0h) + 5 0h)? €50797) - L (g, 9),

L<O3) E\Ilfm(gu S) =1ims 6km : Ellcm(gv 8)7
donde
0 sik—m#+1
P =38 VI —k+1)(+k) sik—m=1
—/(l—=m+1)(+m) sik—m=—1.

Trabajando en los casos k = m y k # m, y utilizando la identidad e =

version final simplificada:

—1, obtenemos la siguiente

Teorema 7.3.14. Sean | € N, k,m € 7Z tales que k,m € [—1,l]. Las series de Eisenstein E,lm(g, s) son
eigenfunciones de los operadores L(Oy), L(Os) y L(O3). Si k = m tenemos

L(Oy) Ely(g,5) = —k*- EL,(g, 9),

L(Oy) Eli(g,8) = (1+5)% - EL.(g, ),
L(O3) EL,(g,5) = iks - EL(g,5).

Si k # m entonces

L(O1) B,y (9,8) = L(O2) B,y (g, 8) = L(Os) B, (g, 5) = 0.
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CHAPTER 8
Equidistribucién

Para cada A € R con A > 0 consideramos la superficie
Hy = {(z,\e1); z € C} Cc THH.

Afirmamos que H, pasa al cociente Ty M3 como una 2 orbidad cerrada que denotaremos por T,\. Esto

. 1
ya que si y¥ := <0 zf) € I'p oo, con w € Op, entonces:

Y(z+N) = (z+w) + Aj, (8.1)

dy*(e1) ) = (1) twn)- (8.2)

Si D € {2,7,11,19,43,67,163} tenemos que I'y, . = I'p o (ver capitulo 3, seccién 2), y se tiene
una construccién cldsica para las Ty. Sea II : H> — M3, el cubriente universal. Para cada A > 0
consideraremos la horoesfera P, dada por

Py = {(z,\) e H?; 2 € C}.

Ver figura (8.1)). Por (8.1), T\ = II(P,) serd un “toro” en M3. Ahora consideramos el campo vectorial
unitario hiperbdlico e; en H®. Por (8.1) v (8.2) podemos levantar el toro Ty a un “toro” en T M3, como
sigue (ver figura (8.2))

T/\ = el(T)\).

]

A

Ps

0 1 s

v

AP

Figura 8.1: La horoesfera P,.
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A

P,

& A

s

Figura 8.2: Los toros T} y f\.

M4s adelante definiremos las medidas de probabilidad v(\) en T} M3, (definicién (8.1.2))), y que estan
localizadas en las 2 orbidades T). Queremos estudiar que pasa con las medidas v(\) cuando A — 0.

Cabe mencionar que en este capitulo, al contrario de los anteriores, daremos primero los resultados

principales y el teorema, dejando los lemas técnicos para el final.

8.1 — Conjetura — Equidistribucion
Primero hacemos algunos preliminares y recordatorios.

Co° (TIM%) = {f: TyM} — C; f es diferenciable y con soporte compacto },

Co(TiM}) = {f:TiM}, — C; f es continua y con soporte compacto }.

El haz tangente unitario a H? est4 dado por

3 3
TLH = U S(wm)7

(w,n)€H3

donde

3 3
S]?Iw,n) = {U € T(w,n)H3§ ||U||]?111),77) =1 }

Ademas,
3 3 *
T\ M7, = TYH° /Ty,
donde con I'}; nos referimos a la accién natural de T'p en T1H?, es decir, en H? la accién es la usual, y
en los vectores tangentes hiperbdlicos unitarios la accion esta dada por la diferencial.

Sea (w,n) € H?, {e1, e2, e3} la base ortonormal hiperbdlica en T, , H? y {€7, €3, €3} 1a base ortonormal
euclidiana en T, ,)R? correspondiente. Denotaremos por (¥, ¢) ;) al vector en T, ,nR* definido como
sigue:

U0, @)y = Im(w,n) -cosg-sind - &5 + Im(w,n) - sinp -sind - €3 + Im(w,n) - cos? - e3.  (8.3)
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Se cumple
150, ) o I = Tm(w, 7). (8.4)

1 . 3
17(9, ) wn) = Tm(w,7) 1709, @) wm ¥ = 1. (8.5)

Sea f € C§° (TlM ,%), equivalentemente, f : TyH? — C es una funcién diferenciable, con soporte
compacto y ademds I'p invariante. Sea (z, ) € H?, por 1' sabemos U(?, 9).n) € S]?;A)’ luego, podemos
evaluar f en (z, A\, 0(9,p)n) € TiH?, y por la invarianza tenemos que para v € I'p

f(Z, )\7 27(197 90)(2,)\)) = f(ﬁ)/(za )‘)7 d’Y(z,/\)U(ﬁv (10)(2,)\)) . (86)
Restringiendo f a las fibras S (=) df% S? — C del haz tangente unitario obtenemos la siguiente

funcion:

F(Z X000, )en) 1 S — C.

Como ya comentamos en el capitulo 3, los armoénicos esféricos son un conjunto de funciones usados para
representar funciones sobre la esfera S?, son eigenfunciones del laplaciano Ag: y son los anélogos a las
funciones z — 2" sobre S'. La serie de Laplace para funciones en S? es el andlogo 2-dimensional de la
serie de Fourier para funciones en S!.

Suponiendo que f admite una serie de Laplace podemos restringuirla a las fibras, tenemos la siguiente
expansion:

F(z 0 80,9) ) Z Z ) Yo (0,9), (8.7)

=0 m=—1

(9, ) denota el punto de S? con coordenadas esféricas (1,9, ), y

FLzA) = /S S EA T, 0)n) YD, @) sind didyp. (8.8)

Haciendo ¥ = 7, ¢ = 0 en (8.7)) tenemos

l

F(2 X 8(3,0)¢v) Z > Fn(z ) Y(3.0). (8.9)

=0 m=-I
Pero como 9(F,0)(zx) = €1(:,1), nos referiremos a la ecuacién simplemente como

00 l

f(z, A\ e1) Z Z Y!(e). (8.10)

=0 m=—1

Lema 8.1.1. Sean l € N, m € Z tal que m € [—1,1], f € Cs°(T1M})). Entonces:

Pm(’y(z, )\)) = Z Dém(R(d’y,z,)\)*l) ﬂ(z, A), VyeTlp.

k=1



Demostracion. Por (8.8) tenemos

ﬁn(v(z,)\)) = /S2 f(y(z, A),U(ﬁ,w)y(z,x)) Y (9, @) sind dd de. (8.11)

Por otro lado, recordamos que por (8.3)) el vector 7(7, )\ € Ty R? estd definido por:

TV, ©)yzn) = Imy(z,A) -cosg-sintd - €] + Imy(z,A) -sing - sin? - €3 + Imy(z, A) - cos¥ - e3. (8.12)

Hacemos un cambio de variable en S* C R? usando la rotaciéon R(dy,z,A) € SO(3) que definimos

en (1),
1 1
R(d AN | ——— T, ) = —— (9, 2 8.13
( 7727 ) [Im (Z, )\) U( 790 )( ,)\)] Im’y(z,)\) U( 90)'7( 7/\) ( )
Veamos cémo cambian los armonicos esféricos.
YA(0.¢) = YA s 00 0) o
mAT "\ ImAy(z,A) T
1 —
=Y (R(d% Z,\) [m (v, gp’)(z)\)] ) por (8.13])
: 1
= Dlm d’)/? Z, )‘) l(— _'(79,7 90/) Z,\ ) por 315
,;l on (R ) Im (2, A) (=)
Resumiendo,
Y, ) Zka (dvy, 2, )7 - Y, ). (8.14)
k=—1
Usando la notacién en (4.1]), tenemos
BT = o7, ) (8.15)
(z,A) ) Imv(z, )\) (z,\) ’ (z,A)- .
Por otro lado, tenemos las siguientes identidades:
F(Z N0, @) en) = (2, ), dve (0, @) n) por
— (’7 Z )\ III]’}/ z )\) m d’}/(z7)\)’l7(19/,g0,)(z7)\)>
= f(V z,A), Imy(z, A) - dV(z,A)U(ﬁly@/)(z,A)) por (8.15)
— / /
= flv(z,A), Im~y(z,\) - R(dv, z, \) [v(ﬂ,gp)(m)] por (4.1.1))
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= f (7(27 )‘)7 IH’I’Y(Z, /\) ’ R(d77 2, A) [Im (127,\ 6(19/7 @l)(z)\)]> por 84

N

— f(y(z, A), Imy(z, A) - m u(v, @)’y(z,)\)>' por (8.13)
= f(’Y(Za )‘>7 17(19, QP)’Y(Z)‘))’

Resumiendo,
(2000, ¢ en) = F(1(A), 009, 0)5 ). (8.16)

Ademds, por ser R(dv, z, \) una isometria en S? tenemos

sind didy = sind’ dd'dy’. (8.17)

Finalmente, sustituyendo (8.14]), (8.16) y (8.17) en (8.11))

I
Jﬂm (v(z, ) = / F(z N0, ¢) i) Z DL (R(dvy,z,\)71) - Y0, ¢') sind)’ ' dy’
§2 p—

I
— Z Dim(R(dy,z,)\)—l)/ F(z N0, @) ) Vi, ') sind d'dy’

k=—1 52
!
= Z D! (R(dv,z,\)™) ﬁ(z, A). por ({8.8])
k=—1

]

Definicién 8.1.2. Sea A € R tal que A > 0. Definimos las medidas de probabilidad v()), localizadas en
las 2 orbidades Ty C T} M3,, como sigue:

v(f) =

= TA T f(Z,)\, 61) dl‘dy, VfE C((J)O(TlM?))
[Ap| Jr2/a,

Veamos que la definicién anterior tiene sentido. Sean f, g € C§° (TlM %), t € C, entonces:

1
v(A(f +1tg) = Ao Juon (f +1t9)(2, A, e1) dudy
R2/Ap
1
= M A [f(27>\, 61) +tg(Z,)\7 61)]dl‘dy
R2/Ap
1 1
= TA f(Za)\ael)dxdy+t_ g(’Z?)\ael)dxdy
[Ap| Jr2)ap [Ap| Jr2/a,
= v(N)(f) +tr(A)(9). (8.18)
Para comprobar que v(\) es una medida de probabilidad observamos
1
[Ap| Jr2/ap

1

Ap| = 1.
|AD| | D|



Definicién 8.1.3. Si s € C tal que Re(s) > 1, la transformada de Mellin 9M(f,s) de f € C§°(T1M})
estd definida por la siguiente igualdad:

Mf,s) = /O T L) A2

1 o dxdyd\ .
= — 2\, ep) AL 2=+ 1.
o) S, SN SR v

Denotamos por Cp al subconjunto cerrado de C delimitado por el paralelogramo generado por 1 y
wp. Sea

Sp = {(Z,)\) EH?’;Z e Cp }, (819)
se cumple la siguiente identidad:
Sp=|J oFn), (8.20)
€l'p o/T'p

donde Fp es un dominio fundamental apropiado de I'p.

Proposicién 8.1.4. Sean f € Cg°(T1M}), s € C tal que Re(s) > 1. Entonces

-« drdyd\
M) = T D30 STED) [ A B ) T

1=0 m=—1 k=—
donde Fp es el dominio fundamental de I'p y

1
H S § D! -1) T 1+s, 21
km<z> )‘7 3) [Foo . F/oo] o " km (R(dav <, )‘> ) ma(za )‘) (8 )
D,co D

oc

Demostracion. Se tiene la siguiente cadena de igualdades:
> dxdyd\
|Ap|-9M(f,s) = / f(z, A e1) Im (2, ) % por la definicién (8.1.3))
Cp

oo l
dxdyd\
=// Z (2, 0) Y (61) Im (2, 1)+ S5 por (B10)
CDzo

dxdyd\
= Z Z Y& / 7 (2, A) Im (2,)\)”5% por (8.19)

=0 m=—1
00 l
dzxdyd\
-3 Y vie Y[ R S o @2
=0 m=— oel'y, /Tp o(Fp) AP

o) = oS Y@ Y [ RenmenyTEE s



Ahora nos ocuparemos de la integral obtenida en la ecuacion (8.22)), para ello consideramos el si-
guiente cambio de variable:

(z,\) =0a(Z, \),
donde o € I'p,  /T'p. Por lo que si 2’ = 2’ + iy’ y como o : Fp — o(Fp) es una isometria se sigue que:
/ / /
[ Renmea S0 R o)) o x) e S
O'(FD) )\ FD )\
s drdyd\
= / .]/c\lm(0'<27 )\)) ]:Il'lO'(Z,)\)lJr T
Fp
Pero por el lema (8.1.1]),
!
s dxdyd\ s drdyd\
/ Pz NI (2, 1)1 =525 = [ 3 7 DL (R(do, 2, 0) 1) filz A) Imo (2, AP =2,
o(Fp) Fpp—_;
(8.23)

Reemplazando la identidad (8.23)) en la ecuacion (8.22)) obtenemos la primera identidad de la siguiente

cadena de igualdades:

00 l l
- s dxdyd\
|Ap|-M(f,s) = Z Z Y!(e)) Z / Z Dim(R(da,z,)\)—l) ﬁi(z, A Imao(z, A i
1=0 m=—1 o€l /Tp Y I k=—1
00 l l
dzdyd
=3 > > vl | = A)[ > DL (R(do,z, M) ) Imo(z, \)' %
1=0 m=—1 k=—1 Fp o€l /Tp
00 l l
dzdyd
= 3 SV [ R s T H (e s) TR por (20)
F A3
1=0 m=—1 k=—1 D
[
Por el lema (8.2.1)) sabemos que M(f, s) estd bien definida para Re(s) > 1 y por el lema ({8.2.2)
1 dxdyd\
- E
m(f,S) ’AD‘ M% f(ZaAvel) (’27)\78) A3

para Re(s) > 1. Usando la férmula anterior podemos extender las propiedades de la serie de Eisenstein
E(z, A\, s) a M(f,s), en particular, M(f, s) admite una continuacién meromorfa a todo C, y tiene un
polo simple en s = 1.

Consideremos ahora la funcién ¢(s) que aparece en el coeficiente cero de Fourier de la serie de
Eisenstein F(z, \, s), esto es,
o) = —— . 2l)
S ‘AD| CD(S + 1)7

donde (p(s) es la funcién zeta de Dedekind asociada al campo de nimeros Qv —D.

(8.24)

Por el teorema 1.2, pagina 232, en [9] sabemos que ¢(s) admite una continuacién meromorfa a todo
C, y por el teorema 1.11, pdgina 244, en [9], tiene un numero finito de polos simples situados en el
intervalo (0, 1], y que denotaremos por i, S, ..., S, excepto a el polo en 1, ademéds suponemos

1>81>82>"'>Sp>0.



'y

(0,h) < (3, h)

(0,—h) > (3,—h)
s“j;h

Figura 8.3: Regiéon de integracién 2.

Definicién 8.1.5. Sean v con a € {1,2,...,p} las distribuciones en Ty M} definidas como sigue:
v* = Res(E(s),s = sq).
Equivalentemente, si f € C§°(T1M}) entonces

v(f) = Res(M(f,s),s = s,).

Definicién 8.1.6. Sea v la medida de probabilidad (medida de Liouville normalizada) en Ty M3 definida
como sigue, si f € C°(T1M}) entonces

1 sin ¥ dxdyd\dddp

Sea f € C§° (TlM ,%), retomaremos una idea de Zagier la cual consiste de aplicar el Teorema del
residuo de Cauchy a la funcién

h(s) = DM(f,s) A%,
en la franja {s € C; 0 < Re(s) < 3}. Para esto primero consideramos €2, con h > 0 la regién en C

como indica la figura (8.3)). Denotamos por «y, el segmento de recta que va del punto (3,h) al punto
(0,h), y como f, al segmento de recta que va del punto (0, —h) al punto (3, —h).

Por otra parte, la continuacién meromorfa de 2(f, s) nos da la continuaciéon meromorfa de h(s) a
todo C. Los polos de h(s) son los mismos que los polos de M(f, s). Pero por el lema los polos de
9M(f,s) son los mismos que los polos de la serie de Eisenstein E(z, A, s), que a su vez se corresponden
con los polos de ¢(s). Resumiendo, los polos de h(s) estan en sy, S, ..., s, 1 € (0,1].

Por el teorema del residuo,

(f,s)AN'"*ds = 2mi Res(IMM(f,s) A%, s =1) + 2mi Z Res(M(f,s) A%, s =s,). (8.25)
Qpn a=1

176



Una consecuencia del Teorema de Paley-Wiener es

lim M(f,s) N 5ds = lim [ M(f,s) A\ "*ds = 0. (8.26)
h—o0 o h—o0 Bn

Tomando el limite cuando A — oo en ([8.25)) y utilizando las identidades en (8.26)) concluimos
3-+ioco —1i00

(f,s) N 72ds + | (f,s) A" ds =

3—i0c0 100

27 Res(i)ﬁ(f, S)ANTE s = 1) + 2mi Z Res(i)ﬁ(f, YA s = sa). (8.27)

a=1

Suponiendo la conjetura (4.6.1)) y el lema (8.2.4) obtenemos la siguiente identidad
Res (M(f,s) N %, s =1) = v(f). (8.28)

Por el lema (8.2.5)) se cumple la siguiente ecuacién

1 3+i00
vN(f) = i Jo M(f,s) N5 ds. (8.29)
Por el lema (8.2.7)) se tiene
1 4300
3 M(f,s) A\ "*ds = o(\) cuando A — 0. (8.30)
T

—100

Sea a € {0,1,...,p}, de la definicién (8.1.5)) se obtiene la identidad
Res(im(f, S)ATE s = sa) = \l~% Res(fm(f, s),s = sa) = M50 (f). (8.31)

Sustituyendo (8.28]), (8.29), (8.30)) y (8.31) en (8.27]) concluimos que
2miv(N)(f) — 2mio(N) = 2miv(f) +2mi(N VN () + -+ AT UP(S)).
Resumiendo, la conjetura implica el siguiente:

Teorema. Sean D € {1,2,3,7,11,19,43,67,163} y M} las orbidades de Bianchi correspondientes.
Existen nimeros 1 > s; > sy > -+ > s, > 0 (p puede ser cero, en ese caso no hay tales niumeros) y
ciertas distribuciones correspondientes v',v? - VP en TyM} tal que si f € CF° (TIM];)’)) entonces:

vIN() = v(f) + X )+ AT 4+ o) (A —0),

donde v es la medida de Liouville normalizada en Ty M3,

Corolario.
lim v(\) = v (débilmente).

A—0

Equivalentemente, si f € C§° (TlM %), z = x + 1y, entonces:

1 sin ¥ dxdyd\dddp

1
lim —— A drdy = —————~ A, U(0
1 f(za 761) ray 47TV01(M%) /TIM% f(z7 ,U( 790)(2,)\)) \3

2—0 [Ap| Jr2/a,




8.2 — Lemas

Lema 8.2.1. Sean f € CJ(T1M}), s € C con Re(s) > 1, la funcidn (E(s),-) : C§(T1M}) — C dada
por

(E(s), [) = M(f,s)

es una medida en Ty M3}

Demostracion. La prueba es tomada de [25], pagina 724. Sea f € CQ(T1M}), f: TTH? — Ces T'p
invariante. Definimos

[flle = sup (A 009, 90) ) | < oo (8.32)
(2\T(0,0) (2,0 ETL M,

Consideramos C' € R una constante suficientemente grande tal que
soporte(f) C {(z,A, (0, ¢)zn); 2 € C,A < C} C H>. (8.33)

Entonces, si 7 = Re(s) > 1,

dxdyd\
Ty ‘ por la definicién (8.1.3))

M(f,s)] = / / flz, A\ eq) AT =2
() \|AD| [ He e

B P
\AD| R2/Ap
dxdydA
= / / | £]loo - ARCOH 222 v y por ([8.32)
[Ap] R2/Ap
= Wl [ e / dudy| 2
[Ap| Jo R2/Ap A
= [l [ Aran
0
c
< Ifll / AT2) por (33)
C”7 !
= Hf”oo :
Resumiendo,
9N(f,s)| < o0.
]
Lema 8.2.2. Sean [ € C’(?O(TlMl%), s € C tal que Re(s) > 1, se cumple
1 dxdyd\
M(f,s) = 1 [ FzAe) Bz 8) S0, (8.34)
|Ap| Jasz A3

donde z = x + 1y.
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Demostracion. Se tiene la siguiente cadena de igualdades:

e s dxdyd\
/3 f(z7)\’61) E(Z’A’ S)T - /3 f(Z; )\761) Z ImO'(Z,)\)H‘ )\3
H3/Tp H3/T'p verh AT
s dxdydA
B /3 Y oz dogyer) Ima(z, A S
H?/T'p UEF/[),OQ\FD

s dxdydA
= / flz A en) AT B
Hd/FID,oo

— /Oo [/ f(z, A\ e1) dxdy]As_Q d\
0 R2/Ap
:/O V()X 2N = [Ap|-9N(f, s).

]

Lema 8.2.3. Sea f € Cf° (TlMg), s € C tal que s # £1 y s no es un polo de E(z,\,s). Se cumple la

siguiente desigualdad
1

AZF|2IET (-, 8)|)%,
Ty AT BT )l

M) <

donde T = T(f) es una constante suficientemente grande. Las series de Eisenstein truncadas E* (-, s)
(ver [9], pdgina 270) estin definidas como sigue:

ET(z,M\,5) = E(z,\,8) —a(T, z,\, s),
con (2,\) € H3, y

a(T,z, N\, s) =

AT L d(s)AT i A>T
stA<T.

La funcidn ¢(s) es la que aparece en (8.24)).

Demostracion. Sabemos como consecuencia del lema (8.2.2)) que para todo s € C se cumple

1 dzdyd\
M(f,s) = —— Fz A en) Bz, A, 5) —02, (8.35)
|AD| H3/Tp A
Por otra parte, si s no es un polo de E(z, A, s) tenemos la siguiente identidad:
A’E(z, )\, 5) = (s —1)2E(z, ), s). (8.36)

Ver teorema 1.2 de [9], pdgina 232, para una demostracién.

Sustituyendo (8.36)) en (8.35]) se sigue que si s # £1 y s no es un polo de E(z, A, s) entonces

1
(s2=1)2-[Ap] H3/T'p

dxdydA

M(f,s) = f(z,)\,el)A2E(z,)\,s)T,




integrando por partes,

dxdydA

M(f,s) = —

A?f(z, N e1) E(z, )\, s)

(s2=1)2-[Ap] H3/T'p

Sea T = T(f) > 0 suficientemente grande tal que el soporte de f estd contenido en el conjunto
{(Z7 )‘76(197 SD)(Z,)\))a z € (Ca A< T}7 €Como f(Za >‘777(197 w)(z,)\)) =0siA>T y ET(Zv )‘a 8) = E(Z7 )‘7 5) para
A < T se cumple que:

1 dzdyd\

m = A’f(z, A\ er) BT (2, A 8.37
(f?8> (52_1)2_ ‘AD’ BT f(Z? 761) (Za 75) A ( )
utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (8.37)) concluimos
1
< A2F|12 | ET(. 2
D) < gy 1A IETC o),
donde si z = x + iy recordamos
dxdyd\
IB7Cs) = [ 1B (2 )P S < oo
Fp
dxdyd\
8217 = [ 182 A e T < oo
Fp
O

Lema 8.2.4. Sea f € C*(T1M3), asumiendo la conjetura se cumple la siguiente identidad:
Res (M(f,s) A%, s =1) = Res(M(f,s),s=1) =v(f),

donde
1 sin ¥ dxdyd\dddp

I/(f) = mélM%f(zyA>6<ﬁ>¢)(z7A)) A3

Demostracion. Sean | € N, k,m € Z tales que k,m € [—1,l]. Por el corolario (4.5.1)) si Re(s) > 1

H. (2,\5) = e ®tmm gl (2 ), s). (8.38)

Suponiendo la conjetura de la seccién 6, capitulo 4, tendriamos la continuacién meromorfa (o analiti-
ca) de las series E! (z,),s), por lo que usando la ecuacién (8.38)) concluimos que también las series
H}. (2, A, s) admiten una continuacién meromorfa a todo C en la variable s. Por lo que la ecuacién

(8.38) es valida para todo s € C. Tomando residuos en la ecuacién (8.38)),
Res (H,,(z,\,s),8 =1) = e F™7. Res (Bl (2, ), 5),s = 1). (8.39)

Recordamos que FE(z, ), s) = [T : T ]- E§y(2, A, s). El residuo en s = 1 es un resultado cldsico dado

por
o Ap]
Res (E(z,\,s),s =1) = Vol (M) (8.40)
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Ver teorema 1.11, pagina 244, de [9] para una demostracién.

Asumiendo la conjetura,

l bbbl i =0
Res (Ey,,(2, A, 8),s =1) = { ([)Foo-Foo] Vol(M3) ile0 (8.41)
De (8.39), (8.40) v (8.41) concluimos
l L ol i1 =0
Res (H,,(z,\,s),s =1) = { ([)Foo-Foo] Vol(M3)) -0 (8.42)

La férmula que relaciona 90(f, s) con las series H! (2, ), s) estd dada por la proposicién (8.1.4)),

l

M(f,s) = %Z Sy v /F Al B (2as) BWRA - poy s 1 (8.43)

A3
=0 m=—1 k=—1

Ahora, como la transformada de Mellin 9( f, s) admite una continuacién meromorfa a todo C en la
variable s, la formula en (8.43)) es véalida para todo s € C. Tomando residuos en s = 1,

[e.e]

[ : T"] L o dzdyd)
Res (M(f,s),s =1) = —— Z Z Z len(e})/ fi(z,X) Res (Hy, (2, A, 8),5 = 1) 3
Aol == Fp A
Coo :T0] o, o > 1 |Ap|  dxdyd\
= Xy 42
|AD| 0 (61) FD fO (Z7 )\) [FOO . F/OO] VOI(M%) )\3 Y por "
pero Y (9, ) = %\/%7, luego
1 2 dxdyd)\
R =1) = ———F——~ A)———. 8.44
€S (m<f73)73 ) QﬁVOI(M%) /FD fO(Za ) )\3 ( )
Recordamos que por ({8.8])
Fued) = [ £ 000, 0)en) Vi) sinvdo
S2
por tanto,
RN = [ FEAT0.0)en) T4 sind didg
1 . .
= NG Szf(z,/\,v(ﬁ, ©) (=) sind dide. (8.45)

Sustituyendo (8.45) en (8.44) se sigue

1 . sin ¢ dxdyddddy
Res (M(f,s),s =1) = WWIB))/F /s? F(z, N 000, 9):0) 33 ;

y entonces por la definicién (8.1.6|) concluimos ue
Res (Dﬁ(f, s), s = 1) = v(f).




Lema 8.2.5. Si f € C*(T1M3},), entonces:

) = o [ M)A = 2i / T g nas,
3

271 2— 400 U —1300

Demostracion. Sea p : Rt — C dada por

p(N) = vN(f), A>0.

Como f es de soporte compacto entonces p es cero cuando A — oo. La transformada de Mellin de p
esta dada por

p(s) = /000 p(A) X¥1d\

— /Oo V() A1 dA
0
= M(f,s+1). por la definicién ({8.1.3)) (8.46)

Por el Teorema de inversion de Mellin,

1 24100
v((f) = 5~ p(s) A" ds
T J2—ico
1 241400
= 5= M(f, s+ 1)\ *ds. por ([8.46))
™ 2—i00

La linea vertical en 2 se puede elegir arbitrariamente en cualquier nimero real. Hacemos un cambio
de variable s + 1 = u, entonces
§=2F 100 < u =3 F 100,

luego,
1 3+ioco .
A = — m A du.
YN = g [ N
O
Lema 8.2.6. Sea f € Cg°(T1M}), se cumple
/ |9R(f,it)| dt < oo.
Demostracion. Sit # 0 por el lema ({8.2.3)) tenemos
. Cy T 0\[12
om ) < ————|E" (-, 1t
S8 € s 1T
donde ¢y := % y T =T(f) es una constante suficientemente grande. Luego,
(10| < i 1B (L) (8.47)

@+ 17
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De la férmula (4.29), pagina 290, de [9] sabemos

dxdyd\
\3

BT (it = /F BT (2 A it)? — eowl() + R, (8.48)

donde ¢4, es una constante, w : R — R es una funcién que depende de ¢(s) (ver (8.24))), mas exacta-
mente,
o™

*

wt)=1- 2 (@t)>1 vteR. (8.49)

Nota: la desigualdad anterior es demostrada en [9]. Por otro lado, para definir ¢*(s) recordamos que
sl s1, S2,...,5p son los polos de ¢(s), entonces

S — Sk

6°(5) = lery [Mo(e) [[

, VseC.

:@

k=1

La constante |cr,| aparece en el lema 3,5, pagina 271, de [9]. Para definirla primero definimos el sub-

conjunto Hp C I'p como sigue:
a b =~
HD_{(C d)EPD,C#O}.

ler,| = inf {|c|;g: (a b)}
g€eHp & d

Ademas, h : R — R es una funcién que cumple

Entonces,

h(t) = O(1) cuando [t| = . (8.50)

Sustituyendo (8.48) en (8.47)) tenemos

M (it)]| < L (coow(t) + A(t)).

(t2 + 1)2
e 0 0
> , < w(t < h(t

Analizamos la primer integral en el lado derecho de la desigualdad en (8.51)), integrando por partes,

/m wit) o1 / (w)d +4/x /t (W)du| —— at (8.52)
SRS IERN RN R e NS '
Por el teorema 4.10 (inciso 3), pagina 294, en [9]
R
/ w(u)du = O(R?) cuando R — oo. (8.53)
R



Por (8.53)) existen constantes Ry, c; > 0 tales que si R > Ry > 0 entonces

S C1 RS.

[

Por la identidad en (8.49) sabemos que w(u) > 0 Yu € R, luego,

/Zw(u)du: '/Zw(u)du |

De (8.54) v (8.55) vemos que si z > Ry > 0 entonces
/ w(u)du < c; 2°.

Sit > Ry > 0 entonces

/Otw(u)du < /t w()du < oy .

Seat e RTy
L 1 sit> Ry
T 0 sit <R,

Se tiene la siguiente desigualdad,

/Otw(u)du < /OROw(u)du + e /Otw(u)du,

que se sigue de w es una funcién positiva.

Tomando el limite cuando x — oo en la igualdad en ([8.52)),

oo U)(t) o 1 T ) T
/. Err T Ay s [

1’ , i t
< Jin gt [ ) [ e
z [ t t ]

x Ry t
< 4 lim / w(u)du + et/ w(u)du| ————
0 0

z—oo J_ .

IN

t
(t2 + 1)3

T t
= 4 lim [et/ w(u)du
z—oo [ 0

xT
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Ro T t T t
4[/0 w(u)du] xh;r{)lo/xmdtjt 4111330 g [Et/o w(u)du| ———

(8.54)

(8.55)

(8.56)

(8.57)

(8.58)
por (8.52)
por (8.50)
por (8.58))

t

(t2+1)3 a



v t

. 3

< 41}520 B €cit mdt por (8.57)

S 401 mh—>I£10 » Etm dt

< 4¢; lim ——dt yva que ¢ < 1

=00y (12 4 1)°

=4 —dt.
“ /_oo (2 +1)3

Resumiendo,

> w(t)
/_ m dt < dciey < o0, (859)

donde cg = [T (t2+1)3 dt. Veamos que 02 < oc. Por la paridad, ¢; = 2 [° t2+1)3 dt = 2[0 t2+1)3 dt +

[e.9]

0
< % luego

2 fl t2+1)3 dt, pero si t # 0 entonces (t2+1)

< 9 ——dt+ 2 —dt
@2 = /0 (t2+1)3 + /1 £2

1 t4
< 2 —  _dt+2 < 0.
= /o<t2+1>3 e

Analizamos ahora la segunda integral en el lado derecho de la desigualdad en (8.51]). Primero obser-
vemos que por (8.50)) existen constantes g, c3 > 0 tales que si —tg >t > ty > 0 entonces

h(t)] < cs. (8.60)

Tenemos las siguientes desigualdades:

7t0 to e’}
< dt dt
—/ +/ (t2+1 +/0 t2+1
—to to [e'e]
< / + / ( / t2 + 172 por ((8.60))
—to to
g dt dt
= / " 03/_00 =+ 1)
Resumiendo,
= h(1)
m dt S cq4 + c3c5 < 00, (861)
donde . )
0 t
Cy = / % dt < oo,
Ly (824 1)

/Oo 1 dt T <
Cs = 5 at = — < OQ.
@+ 2



Finalmente, sustituyendo (8.59) y (8.61)) en (8.51])

/ |m(f7zt>|dt < 4Cfcoo C1 Co, +Cf cy + CfcC3C5 < O0.

m
Lema 8.2.7. Sea f € C3°(T1M}), se cumple
1 —+100
— M(f,s) N "5ds = o(\) cuando A — 0.
210 J _iso
Demostracion. Por el lema ({8.2.6)) podemos aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue a la funcién 9( f, it),
lim M(f,it)e™ dt = 0. (8.62)
u—oo [ o
Haciendo el cambio de variable u = —log\, se sigue
eiut — efitlog)\ — (elog)\)_it — Afit
ademas,
A—0 <= u—> o0.
Por lo que la integral en (8.62)) se transforma como sigue,
lim M(f,it) \""“dt = 0,
A—0 oo
equivalentemente,
2 [ M(f,at) At dt
lim “———= =0,
A—=0 A
esto es,
A [ .
2—/ M(f,it)\""dt = o(\) cuando A\ — 0. (8.63)
™ —0o0
Retomamos ahora la integral del lema
1 +i00 .
— m AT 8.64
271’2 oo (f7 8) 87 ( )
y consideramos el cambio de variable s = it,
§ = Fico <= t = Foo,
por tanto, la integral se transforma como sigue,
1 +i00 . 1 +oo it
— AN Pds = — M(f,it) N\ adt
A [T .
= M(f,it) N dt
2 J_
= o(A) cuando A — 0. por (8.63)
m
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