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INTRODUCCIÓN

En múltiples trabajos científicos, se obtienen observaciones que pueden considerarse comovalores sobre una circunferencia o en la superficie de una esfera. Estas observaciones sonllamadas datos direccionales, han surgido de manera natural en la geología, meteorología, as-tronomía, biología, medicina y en otros campos. La literatura sobre la estadística para datosdireccionales ha aumentado considerablemente, sin embargo, sobre el análisis discriminantecon este enfoque poco se ha escrito. El propósito de este trabajo es estudiar el problema deanálisis discriminante para datos circulares, en el que desarrolla el caso de dos grupos sola-mente debido a la complejidad de los desarrollos.
En el primer capítulo se presenta el análisis discriminante usual para dos grupos, se ilustracon un ejemplo de mosquitos y la formulación de reglas para la clasificación de futuras observa-ciones. Se define una medida de distancia entre dos poblaciones multivariadas, primero llamadadistancia estándar multivariada y después se ve que se trata de la distancia de Mahalanobiscuando se eleva al cuadrado. La distancia está estrechamente relacionada con la función dis-criminante lineal, que es una combinación lineal de las variables tal que separa lo más posiblea las dos distribuciones. En la sección 1.2 se desarrollan e ilustran estas nociones con detalle.En la sección 1.3, se aplican los conceptos de distancia estándar y de función discriminante conel apoyo de ejemplos para mostrar los alcances de esta metodología. Las secciones 1.2 y 1.3 sebasan en conceptos heurísticos, sin hacer ninguna suposición de distribución específica. En la

i



sección 1.4 se retoma la función lineal discriminante, pero basándose en un desarrollo teóricocon la distribución normal, utilizando el principio de clasificación basado en la probabilidadmáxima posterior. Se observa que la suposición de distribuciones normales multivariadas en dosgrupos con matrices de varianzas y covarianzas iguales conduce al mismo método de reducirlos datos p-dimensionales a una sola variable como en el enfoque del principio heurístico de lasección 1.2. En la sección 1.5 se estudian varios tipos de tasas de error para medir (o estimar)el éxito de una regla de clasificación. Finamente en la sección 1.6 se observa una conexiónrelativamente poco conocida pero muy interesante entre las funciones discriminantes linealesy las diferencias de medias condicionales.
En el segundo capítulo se presenta la estadística circular introduciendo a los datos circu-lares con un ejemplo, se continua con la representación gráfica y la estadística descriptiva deforma general para este tipo de datos. En la sección 2.3 se define la distancia circular, quees una forma intuitiva para llevar a cabo el análisis discriminante para datos circulares, en lasección 2.4 se mencionan algunos métodos para obtener distribuciones circulares y se muestraprincipalmente, la distribución von Mises con sus propiedades. En la sección 2.5 se presentanlos datos direccionales multidimensionales, donde se define la dirección de un vector y seestudia la distribución von Mises-Fisher como una generalización adecuada de la distribuciónvon Mises. En la sección 2.6 se presentan los métodos de clasificación para datos circulares,principalmente se desarrolla el enfoque del análisis discriminante bajo el supuesto de la dis-tribución von Mises, definiendo una función discriminante direccional que permite desarrollarun algoritmo de clasificación con el discriminante circular.
En el tercer capítulo se muestran las aplicaciones de los capítulos anteriores, utilizan-do el análisis discriminante para datos esféricos y circulares basados en la distribución vonMises-Fisher, con apoyo de funciones codificadas en el programa estadístico R y también, seejemplifica la predicción de nuevas observaciones utilizando este análisis.
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CAPÍTULO 1

ANÁLISIS DISCRIMINANTE

1.1. Discriminación y clasificación
Ejemplo 1.1.1. Clasificación de mosquitosLos biólogos Grogan y Wirth (1981) describen dos especies recién descubiertas de mosquitosdepredadores, Fasciata Amerohelea (AF) y A. Pseudofasciata (APF). Debido a que las dosespecies son similares en apariencia, es útil para los biólogos clasificar a un espécimen porlas características que son fáciles de medir. Entre las muchas características que distinguen aAF de APF, Grogan y Wirth recolectaron mediciones de longitudes de antenas y de alas enmilímetros, de nueve AF y seis APF. Los datos se muestran en la Tabla 1.1.¿Se puede encontrar una regla que permita clasificar un mosquito dado como AF o APF,respectivamente, basándose únicamente en las mediciones de las longitudes de antena y deala?, tal regla podría ser de importancia en la práctica, por ejemplo, una especie puede ser unpolinizador valioso, otra especie portadora de alguna enfermedad.Para comenzar, se utilizará un enfoque descriptivo con el fin de atacar el problema declasificación para este ejemplo. La mejor manera de visualizar dos conjuntos pequeños de datoses con un diagrama de dispersión y con esto desarrollar un análisis, como en la Figura 1.1.Los elementos de las dos especies mencionadas parecen estar claramente separadas en esta
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1.1. Discriminación y clasificación

Figura 1.1: Diagrama de dispersión del Ejemplo 1.1.1
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1. Análisis discriminante
Especie Longitud de Antena (x) Longitud de Ala (y)(mm) (mm)AF 1.38 1.64AF 1.40 1.70AF 1.24 1.72AF 1.36 1.74AF 1.38 1.82AF 1.48 1.82AF 1.54 1.82AF 1.38 1.90AF 1.56 2.08APF 1.14 1.78APF 1.20 1.86APF 1.18 1.96APF 1.30 1.96APF 1.26 2.00APF 1.28 2.00Tabla 1.1: Datos de mosquitos. Fuente: Grogan y Wirth, 1981

gráfica. Incluso sin conocimientos de estadística, se podría formular un método de clasificaciónobservando la ubicación de los puntos en la gráfica.Este método puede ser más preciso trazando una línea que separe a los dos conjuntos depuntos (La Figura 1.2 muestra el mismo diagrama de dispersión, pero con esta línea delimitante).
Longitud de ala− Longitud de antena = 0.58

La cual es bastante arbitraria, pero es útil hasta este punto. La línea delimitante es y−x =0.58, y las dos regiones de clasificación se puede definir como:
C1 = (x, y) : y− x < 0.58 (para AF)
C2 = (x, y) : y− x > 0.58 (para APF)

Por lo tanto, se puede tomar una decisión para clasificar a los mosquitos únicamentebasándose en el valor de la diferencia de y− x .
3



1.1. Discriminación y clasificación

Figura 1.2: Diagrama de dispersión del Ejemplo 1.1.1 con línea delimitante y− x = 0.58
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1. Análisis discriminante
¿Qué pasa si se necesitan analizar tres variables (o más)? Claramente, el desarrollo serámás complicado, ya que construir y visualizar diagramas de dispersión tridimensionales escomplicado. Sin embargo, con el ejemplo anterior (Observando la Figura 1.1) es claro queninguna de las dos variables por sí misma permitiría hacer un desarrollo para una buena reglade clasificación, ya que no habría un “traslape” considerable entre los dos grupos.La idea de mirar distribuciones unidimensionales es prometedora si se permite, para unamayor flexibilidad, cambiar a un nuevo sistema de coordenadas. Pero primero, se va a ilustrangráficamente cómo una distribución unidimensional se puede obtener a partir de una distribuciónbidimensional (se entenderá el propósito en el desarrollo este trabajo). La Figura 1.3 muestrael mismo diagrama de dispersión, esta vez con distribuciones univariadas trazadas a lo largo delos ejes de coordenadas, como si fuera una lluvia de puntos sobre los dos nuevos ejes trazados,que cae horizontal y verticalmente según la localización de cada uno en la gráfica original.La idea clave, ahora, es jugar con el sistema de coordenadas, rotarlo tal vez 45 grados.Esto introducirá a formular una buena regla de clasificación, ya que con las gráficas rotadasse observa que hay ”traslape” en el conjunto de puntos colocados en las nuevas coordenadasy es difícil tomar una decisión de clasificación a primera vista.

Figura 1.3: Diagrama de dispersión del Ejemplo 1.1.1 con una proyección de los datos en losejes
5



1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
El ejemplo anterior es bastante común para el análisis discriminante. Las dos muestras demosquitos con la pertenencia a grupos conocidos por lo general hacen referencia a las muestrasde entrenamiento.Se definirá una medida de distancia entre dos distribuciones multivariadas, llamada “distan-cia estándar multivarianda”. La distancia estándar está estrechamente relacionada con la funcióndiscriminante lineal, que se puede considerar como una combinación lineal de las variables queseparan las dos distribuciones de la manera más óptima posible.

1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
En el análisis de regresión, las funciones de regresión lineal son introducidas como com-binaciones lineales de p variables regresoras X1, ..., Xp tal que la variable dependiente Y seaproxima óptimamente utilizando el método de los mínimos cuadrados. Un enfoque similar dalugar a la definición de la función discriminante lineal.

Definición 1.2.1. Sea X una variable aleatoria con media µ y varianza σ 2 > 0. La distancia
estándar entre dos números x1 y x2 con respecto a la variable aleatoria X está dada por:

∆X (x1, x2) = |x1 − x2|σ (1.1)
Observaciones:

1. Si σ = 1, entonces la distancia estándar es igual a la distancia Euclidiana.
2. La distancia estándar es invariante bajo transformaciones lineales no degeneradas: sea
Y = aX + b, donde a 6= 0 y b son constantes fijas. Similarmente, transformando x1 y x2a yi = axi + b, i = 1, 2. Entonces:

∆Y (y1, y2) = |y1 − y2|√
Var [Y ]

= |a (x1 − x2)|√
a2σ 2= ∆X (x1, x2) . (1.2)

6



1. Análisis discriminante
3. La distancia estándar es más usada para distribuciones simétricas. Si la distribución de
X es simétrica con media µ, entonces la f .d.p de X depende del argumento x sólo através de ∆X (x, µ) .

La observación anterior se ilustrará con un ejemplo. Por comodidad, se denotará ∆ (x) acambio de ∆X (x, µ).
Ejemplo 1.2.1. Suponga que X se distribuye normal con media µ y varianza σ 2. Entonces, lafunción de densidad de X está dada por:

fx (x) = 1√2πσ exp
[
−12∆2 (x)] , x ∈ <

Se hará referencia a una situación directamente relacionada con el análisis discriminante.Suponga que una variable X es medida en términos de dos poblaciones, con medias diferentes
µj pero con varianza común σ 2. Cuando se habla de esperanzas, a veces se agrega un índiceal operador para indicar la distribución en la que hace referecnia el cálculo, esto es:

E1 [X ] = µ1, V ar [X ] = σ 2 para la población 1
E2 [X ] = µ2, V ar [X ] = σ 2 para la población 2 (1.3)

Se puede medir la distancia entre dos medias utilizando:
∆X (µ1, µ2) = |µ1 − µ2|

σ (1.4)
Si la distribución de X es simétrica en ambas poblaciones, entonces cualquier valor dadode ∆ = ∆ (µ1, µ2) está relacionado de forma única con una cierta cantidad de traslape. Esimportante, sobre todo para el propósito del análisis de clasificación, desarrollar intuitivamenteel concepto de distancia estándar, el siguiente ejemplo muestra esta idea.

Ejemplo 1.2.2. Este ejemplo lleva directamente a la teoría clásica de la distribución normal declasificación. Suponga que X ∼ N (µj , σ 2) en la población j , j = 1, 2. Sea ∆ = ∆ (µ1, µ2) ladistancia estándar entre las dos medias, y sea γ = (µ1 + µ2) /2 el punto medio entre las dos
7



1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
medias. La Figura 1.4 muestra las curvas de densidad para ∆ = 1, 2, 3, 4, 5. El traslape entrelas dos curvas de densidad es considerable para ∆ = 1 y casi cero para ∆ = 5, pero, ¿Cómo secalcula el traslape?, haciendo referencia a las tasas de error, que se estudiaran en un capituloposterior, se consideran las áreas bajo la curva de densidad a la derecha y a la izquierda delpunto medio γ . Suponga por simplicidad, que µ1 > µ2. Se puede requerir la probabilidad deque X sea inferior a γ , dado que X es de la población I, es decir, se va a evaluar la integraldada por el área sombreada en la Figura 1.4. Para Z ∼ N (0, 1), se tiene que:

Φ (z) = Pr [Z ≤ z ] (1.5)
y Pr [X ≤ γ | P1] para calcular la integral deseada, donde ”P1” indica que el cálculo está basadoen la distribución de la población 1. Entonces:

Pr [X ≤ γ | P1] = Pr
[
X − µ1
σ ≤ γ − µ1

σ | P1
]

= Pr
[
Z ≤ γ − µ1

σ

]
= Φ[ 12 (µ1 + µ2)− µ1

σ

]
= Φ [−∆/2] (1.6)

Por el mismo argumento, Pr [X ≥ γ | P2] = Φ [−∆/2]. Así, se puede definir Φ [−∆/2] comouna medida de traslape entre los dos grupos. El traslape decrece monótonamente a medidaque ∆ va de cero a infinito.
∆ 1 2 3 4 5 6

Φ (−∆/2) 0.308 0.159 0.067 0.023 0.006 0.001

La distancia estándar entre dos medias se menciona frecuentemente en la inferencia esta-dística. Se observará por medio de un ejemplo, que esta medida predomina en la prueba t deStudent para una y dos muestras.
8



1. Análisis discriminante

(a) ∆ = 1 (b) ∆ = 2

(c) ∆ = 3 (d) ∆ = 4

(e) ∆ = 5 (f ) ∆ = 6
Figura 1.4: Curvas de densidad normal con distancias estandar desde ∆ = 1 hasta ∆ = 6
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1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
Caso de una muestra: Suponga que se tiene una muestra x1, x2, ..., xN de una distribucióncon media µ y varianza σ 2, donde ambos parámetros son desconocidos. La t para la pruebade hipótesis H0 : µ = µ0, donde µ0 es una constante fija, está basada en la estadística:

t = √N x̄ − µos (1.7)
Donde, x̄ = 1

N
∑N

i=1 xi y s = [ 1
N−1 ∑N

i=1 (xi − x̄)2]1/2 denotan la media muestral y ladesviación estándar, respectivamente. Se define la distancia estándar muestral entre dosnúmeros u1 y u2 con respecto a la muestra dada, como:
D (u1, u2) = |u1 − u2| /s (1.8)

de donde se obtiene D (x̄ , µ0) = |x̄ − µ0| /s, y por lo tanto,
|t| = √ND (x̄ , µ0) (1.9)

Dado que existe una relación tan estrecha, ¿Por qué utilizar la distancia estándar?, larespuesta es que la distancia estándar y la estadística t se utilizan para diferentespropósitos. La distancia estándar
D (x̄ , µ0) = |µ0 − x̄|

s (1.10)
es una medida descriptiva, hace referencia a qué tan lejos están la media de la muestra
x̄ y la media hipotética µ0 en términos de la desviación estandar; también, puede serconsiderada como una estimación de la distancia estándar teórica

∆ (µ0, µ) = |µ0 − µ|
σ (1.11)

La estadística t , por otro lado, es más adecuada para probar la hipótesis H0 : µ = µ0.Por sí misma no dice mucho acerca de qué tan distantes son µ0 y x̄ ,de hecho, un valorgrande de |t| puede resultar de una distancia estándar grande o de un tamaño de muestra
10



1. Análisis discriminante
grande N .
Caso de dos muestras: Considere muestras independientes x11, ..., x1N1 y x21, ..., x2N2 dedistribuciónes con medias µj (j = 1, 2), y varianza común σ 2. Sean:

x̄j = 1
Nj

Nj∑
i=1 xij j = 1, 2

y
sj =  1

Nj − 1
Nj∑
i=1
(
xij − x̄j

)2 12
, j = 1, 2

las medias y desviaciones estándar muestrales usuales, respectivamente, y se denota por:
s2 = [(N1 − 1) s21 + (N2 − 1) s22](N1 + N2 − 2)

al estimador de la varianza común σ 2, también llamada la varianza combinada. La pruebat de Student para dos muestras para probar la hipótesis H0 : µ1 = µ2 se basa en laestadística:
t = x̄1 − x̄2

s

√
N1N2
N1 + N2 (1.12)

Se define la versión muestral de ∆ (µ1, µ2) como:
D (x̄1, x̄2) = |x̄1 − x̄2|s (1.13)

que puede ser considerada una estimación de ∆ (µ1, µ2). Entonces
|t| =√ N1N2

N1 + N2 · D (x̄1, x̄2) (1.14)
La distancia estándar D (x̄1, x̄2) tiene el objetivo de ser una medida descriptiva de laseparación entre los dos grupos.
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1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
Suponga que X = (X1, ..., Xp)′ es un vector aleatorio de dimensión p con:

E [X ] = µ

Var [X ] = Σ
Σ =


σ 21 σ12 · · · σ1p
σ21 σ 22 · · · σ2p... ... . . . ...
σp1 σp2 · · · σ 2

p



Sea Σpxp una matriz de varianzas y covarianzas, se toman dos puntos fijos x1 ∈ <p y
x2 ∈ <p, ¿cómo se puede medir su distancia con respecto a X ?. La idea principal es reducirel problema de dimensión p a un problema univariado haciendo combinaciones lineales. Sea
a = (a1, ...ap)′ ∈ <p un vector de coeficientes de una combinación lineal y sea Y = a′X , porel Teorema A.1.3 del Apéndice, se puede obtener E [Y ] = µY = a′µ y Var [Y ] = σ 2

Y = a′Σa.Aplicando la misma transformación lineal a los puntos x1 y x2 se obtiene y1 = a′x1 y y2 = a′x2,que son números fijos en <, por lo tanto, es válida la idea unidimensional de la distanciaestándar para la combinación lineal Y = a′X y obtener:
∆Y (y1, y2) = ∆a′X (a′x1, a′x2)

= |a′ (x1 − x2)|(a′Σa) 12 (1.15)
En este punto, se tiene que asegurar que la expresión anterior esté bien definida, es decir,que el denominador no sea cero. Dado que a′Σa = Var [a′X ] es la varianza de una variablealeatoria, se observa que a′Σa ≥ 0, se tendrá la igualdad si a = 0, así que se excluye lacombinación lineal degenerada dada por el vector donde todos sus coeficientes son cero. Porlo tanto, se requiere que:

a′Σa > 0 para toda a ∈ <p (a 6= 0) (1.16)
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1. Análisis discriminante
Esta condición es conocida frecuentemente como una matriz Σ de varianzas y covarianzasdefinida positiva. Esto significa que ninguna combinación lineal no trivial de X puede tenervarianza igual a cero. La matriz definida positiva Σ es una generalización de la varianza positivaen el caso univariado.Las combinaciones lineales ”interesantes” son aquellas que generan una distancia estándargrande, esto conduce a la definición de distancia estándar multivariada.
Definición 1.2.2. Sea X un vector aleatorio de dimensión p con media µ = E [X ] y matriz de
varianzas y covarianzas Var [X ] = Σ, con el supuesto de que es definida positiva. La distancia
estándar de dimensión p entre dos vectores x1 ∈ <p y x2 ∈ <p, con respecto a X , es la
distancia estándar máxima univariada entre a′x1 y a′x2 con respecto a la variable aleatoria
a′X , se toma el máximo sobre todas las combinaciones lineales, esto es

∆X (x1, x2) = max
a∈<p
a6=0

∆a′X (a′x1, a′x2)
= max

a∈<p
a6=0
|a′ (x1 − x2)|(a′Σa) 12 (1.17)

La definición muestra que se deben considerar todas las posibles combinaciones lineales
a′X de X , excepto la trivial dada por a = 0, y encontrar la o las combinaciones para las cuales
a′x1 y a′x2 estén tan distantes entre sí como sea posible ’tan distantes como sea posible’ entérminos de la desviación estándar de a′X . La máxima distancia estándar univariada, suponiendoque exista (un punto aún por demostrar), se pude llamar distancia estándar multivariada entre
x1 y x2 con respecto al vector aleatorio X .Antes de continuar con el desarrollo de la distancia estándar multivariada, se mostraránalgunas propiedades.
Definición 1.2.3. Dos combinaciones lineales a′X y b′X de un vector aleatorio X se dicen
equivalentes si son proporcionales entre sí, es decir, si b = a · c para alguna c ∈ < distinta
de cero.

La importancia del concepto de combinaciones lineales equivalentes se desprende del si-guiente resultado:
13



1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
Lema 1.2.1. Las combinaciones lineales equivalentes llevan al mismo valor de la distancia
estándar (univariada) entre dos puntos.

Demostración: Sea Y = a′X una combinación lineal de X , y sea Y ∗ una combinación linealequivalente, es decir, Y ∗ = ca′X para cualquier c 6= 0. Para dos puntos x1 y x2 ∈ <p,
∆Y ∗ (ca′x1, ca′x2) = |ca′ (x1 − x2)|(c2a′Σa)1/2= |a′ (x1 − x2)|(a′Σa)1/2= ∆Y (a′x1, a′x2)

El Lema 1.2.1 dice que, en el desarrollo para obtener la máxima distancia estándar, puedehaber una restricción para un solo miembro de cada clase de combinaciones lineales equiva-lentes. Por ejemplo, se puede requerir que todas las combinaciones lineales consideradas esténnormalizadas, es decir, establecer la restricción a′a = 1 en el vector de coeficientes. Para cual-quier combinación lineal dada Y = a′X , la combinación lineal normalizada equivalente estádada por:
Y ∗ = 1(a′a)1/2Y = 1(a′a)1/2a′XCon el propósito de desarrollar alguna intuición geométrica, la idea de buscar sólo en combi-naciones lineales normalizadas es útil.

Por costumbre, el caso p = 2 es el más sencillo de tratar. Sea X = X1
X2
 un vector

aleatorio bivariado y Y = a′X = a1X1 + a2X2 una combinación lineal de X , una combinaciónlineal normalizada equivalente es Y ∗ = b′X , donde b = a/ (a′a)1/2, es decir, b1 = a1/√a21 + a22y b2 = a2/√a21 + a22. Cuando b′b = b21 + b22 = 1, se puede escribir b1 = cosφ y b2 = sinφpara un cierto ángulo φ ∈ [0, 2π ]. La combinación lineal normalizada Y ∗ está dada por:
Y ∗ = (cosφ)X1 + (sinφ)X2

14



1. Análisis discriminante
Por lo tanto, observando todas las combinaciones lineales normalizadas de las cantidades de
X para hacer variaciones en el ángulo φ de 0 a 2π (en concreto, de 0 a π es suficiente) ydeterminar la distribución de Y ∗ para cada φ.Regresando al desarrollo de la distancia estándar, para encontrar una expresión explícitapara la distancia estándar multivariada, se necesitará usar un resultado conocido como ladesigualdad de Cauchy-Schwartz extendida, que es una generalización de la desigualdad deCauchy Schwartz ordinaria, dada en el siguiente lema.
Lema 1.2.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Para cualesquiera dos vectores distintos de
cero x ∈ <p y y ∈ <p, (

x ′y
)2 ≤ (x ′x) (y′y) (1.18)

donde la igualdad se da si y = cx para cualquier c ∈ <
Lema 1.2.3. (Desigualdad de Chauchy Schwartz extendida) Para cualesquiera dos vectores
distintos de cero u ∈ <p y v ∈ <p y cualquier matriz Mpxp simétrica definida positiva,(

u′v
)2 ≤ (u′Mu) (v ′M−1v) (1.19)

con la igualdad exacta si v = cMu para algún c ∈ < (o, equivalentemente, u = c∗M−1v paracualquier c∗ ∈ <).Demostración: Dado que M es definida positiva y simétrica, existe una matriz simétri-ca, no singular M1/2 tal que (M1/2)2 = M , con inversa M−1/2 = (M1/2)−1. Sea x = M1/2u y
y = M−1/2v , entonces del Lema 1.2.2 se tiene que:(

u′v
)2 = (x ′M−1/2M1/2y)2= (x ′y)2
≤
(
x ′x
) (
y′y
)

= (u′Mu) (v ′M−1v) (1.20)
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1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
La igualdad en (1.20) se da si y = cx para cualquier c ∈ <, es decir, si M−1/2v = cM1/2uo v = cMu para c ∈ <.Como una consecuencia del Lema 1.2.3 se tiene que para un vector v ∈ <p y una matriz

M definida positiva y simétrica,
max
u∈<p

(u′v )2
u′Mu = v ′M−1v (1.21)

se alcanza el máximo para cualquier vector u proporcional a M−1v .Ahora se tiene el resultado principal de este apartado.
Teorema 1.2.1. Sea X un vector aleatorio de dimensión p con una matriz de varianzas y
covarianzas Σ definida positiva. La distancia estándar multivariada entre dos puntos x1 ∈ <p
y x2 ∈ <p está dada por:

∆X (x1, x2) = [(x1 − x2)′ Σ−1 (x1 − x2)]1/2 (1.22)
Demostración: En lugar de maximizar ∆a′X (a′x1, a′x2), se puede maximizar equivalentemente sucuadrado ∆2

a′X (a′x1, a′x2) = [a′ (x1 − x2)]2 / (a′Σa) con a ∈ <p,a 6= 0.Usando la ecuación (1.21) con u = a, v = x1 − x2, y M = Σ, alcanza su valor máximo si seelige una a proporcional a Σ−1 (x1 − x2), entonces:
max
a∈<p
a6=0
|a′ (x1 − x2)|2(a′Σa)1/2 = (x1 − x2)′ Σ−1 (x1 − x2) (1.23)

El resultado se sigue tomando la raíz cuadrada en (1.23).Dada la importancia del Teorema 1.2.1, se harán algunas observaciones.
Si el vector aleatorio X se compone de variables aleatorias por parejas, todas con lamisma varianza σ 2 > 0, entonces la distancia estándar entre dos puntos x1 y x2 estádada por:

∆X (x1, x2) = [(x1 − x2)′ (σ 2Ip)−1 (x1 − x2)]1/2
= 1
σ

√(x1 − x2)′ (x1 − x2) (1.24)
16



1. Análisis discriminante
Con esto, la distancia estándar es igual a la distancia Euclidiana en términos de ladesviación estándar común.
En muchos libros de estadística multivariada se da un nombre que difiere a la distanciaestándar, por ejemplo, distancia estadística, distancia elíptica y la distancia de Mahala-nobis son términos comúnmente utilizados. Por error, ∆2 con frecuencia es denominadadistancia de Mahalanobis, aunque no satisface los axiomas usuales de una medida dedistancia.
El término ”distancia elíptica” se refiere a que, para una matriz A dada definida positivay simétrica y un vector m ∈ <p el conjunto de puntos

εc = {x ∈ <p : (x − m)′ A−1 (x − m) = c2} (1.25)
es una elipse (p = 2), elipsoide (p = 3) ó hiperelipsoide (p > 3) para cualquier c > 0. Ladistribución normal multivariada y las distribuciones multivariadas elípticas, en general,tienen la propiedad de que la densidad es constante en los conjuntos εc , con m y A comoel vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas múltiple respectivamente.

A continuación se abordará el caso de dos grupos, que llevará directamente a un análisisdiscriminante lineal.Suponga que un vector aleatorio X de dimensión p es medido en dos poblaciones, y
E1 [X ] = µ1, Cov [X ] = Σ para la población 1
E2 [X ] = µ2, Cov [X ] = Σ para la población 2 (1.26)

donde Σ es definida positiva.
Definición 1.2.4. La distancia estándar multivariada entre µ1 y µ2 para un vector aleatorio X
como en (1.26) está dada por:
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1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
∆X (µ1, µ2) = max

a∈<p
a6=0

∆a′X (a′µ1, a′µ2)
= max

a∈<p
a6=0
|a′ (µ1 − µ2)|(a′Σa)1/2 (1.27)

Ahora se puede definir intuitivamente una función discriminante.
Definición 1.2.5. Sea X un vector aleatorio de dimensión p con E1 [X ] = µ1 en la población 1,
E2 [X ] = µ2 en la población 2, y Var [X ] = Σ en ambas poblaciones, con Σ definida positiva.
Sea Y = β ′X una combinación lineal de X . Si

∆Y (β ′µ1, β ′µ2) = ∆X (µ1, µ2)
Entonces Y = β ′X es llamada una función discriminante lineal para las dos poblaciones.

Las definiciones 1.2.4 y 1.2.5 son importantes para comprender el análisis discriminantelineal. La distancia estándar multivariada entre dos poblaciones con la misma matriz de varian-zas y covarianzas es la máxima distancia estándar univariada sobre todas las combinacioneslineales. Cualquier combinación lineal que alcanza el máximo es una función discriminantelineal para las dos poblaciones.El siguiente Teorema es una consecuencia directa del Teorema 1.2.1 y su demostración.
Teorema 1.2.2. La distancia estándar multivariada entre dos poblaciones con vectores de medias
µ1, µ2 y matriz de varianzas y covarianzas común Σ está dada por:

∆ (µ1 − µ2) = [(µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 − µ2)]1/2 (1.28)
Cualquier combinación Y = β ′X , con

β = c · Σ−1 (µ1 − µ2)
Donde c 6= 0 es una constante arbitraria y una función discriminante lineal para las dos
poblaciones.
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1. Análisis discriminante
Ejemplo 1.2.3. Suponga que X = X1

X2
 es un vector aleatorio bivariado con

E1 [X ] = µ1 = 25
 para la población 1

E2 [X ] = µ2 = 00
 para la población 2

y
Var [X ] = Σ = 1 00 5

 para ambas poblaciones
Las distancias estándar univariadas son |2− 0| /1 = 2 para la variable X1 y |5− 0| /√5 =
√5 ≈ 2.24 para la variable X2. La distancia estándar bivariada, por la ecuación (1.28), estádada por:

∆ (µ1, µ2) = (2, 5)1 00 15
25

1/2 = 3
y el vector de coeficientes de la función discriminante está dado por

β = c · Σ−1 (µ1 − µ2) = c ·

1 00 15
25

 = c ·

21


Donde c 6= 0 es una constante arbitraria. Si se toma c = 1, entonces la función discriminanteestá dada por Y = 2X1 + X2.
Por ahora se hará referencia a la función discriminante lineal como si estuviera definida deforma única, se va a establecer c = 1, a menos que se indique de otra forma. Esto es, el vectorde coeficientes será:

β = Σ−1 (µ1 − µ2) (1.29)
Esta elección de la constante c típicamente produce una función discriminante no normalizada,
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1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
pero ésta tiene la siguiente propiedad:

Var [Y ] = Var
[
β ′X
] = β ′Σβ = (µ1 − µ2) Σ−1 (µ1 − µ2) = ∆2

X (µ1, µ2) (1.30)
Adicionalmente, para c = 1, ∆2

X (µ1, µ2) = β ′ (µ1 − µ2) . (1.31)
Pero β ′ (µ1 − µ2) es la diferencia de medias entre los dos grupos para la función discriminantelineal. Así, para c = 1, la varianza y la diferencia de medias de la función discriminante sonidénticas al cuadrado de la distancia estándar multivariada, nóte que esto es cierto para c = 1,pero no para una elección arbitraria de c.

Dependiendo de la convención particular utilizada, en el conocimiento del investigador,o en los estándares utilizados en los programas para el cálculo numérico de una funcióndiscriminante, se puede obtener una solución diferente β∗ para los coeficientes de la funcióndiscriminante lineal. Utilizando una idea que puede ser negativa en el desarrollo, a veces unaconstante de intercepción se añade, lo que lleva a la función discriminante siguiente
Y ∗ = β0 + c · Y = β0 + c · β ′X (1.32)

Para el propósito de discriminación , cualquier Y ∗ de este tipo resulta cómoda como Y =(µ1 − µ2)′ Σ−1X , porque lleva a la misma distancia estándar, siempre que c 6= 0. Aunque estosuele ser confuso (si no se tienen los conocimientos), se tiene la libertad que proporciona laelección de los dos parámetros β0 y c para transformar la función discriminante a una formaconveniente para fines de clasificación. Por ejemplo, si se escribe ∆ = ∆X (µ1, µ2) y se toma
c = 1∆

y
β0 = − 12∆ (µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 + µ2) (1.33)
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1. Análisis discriminante
entonces, la función discriminante transformada es

Y ∗ = β0 + c · β ′X

= − 12∆ · (µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 + µ2) + 1∆ (µ1 − µ2)′ Σ−1X (1.34)
La variable Y ∗ tiene la siguiente propiedad

var [Y ∗] = 1∆2 (µ1 − µ2)′ Σ−1ΣΣ−1 (µ1 − µ2) = 1 (1.35)
en ambas poblaciones. Adicionalmente, si γ1 = E [Y ∗ | P1] y γ2 = E [Y ∗ | P2] denotan las mediasde Y ∗ en las dos poblaciones, se obtiene

γ = − 12∆ (µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 + µ2) + 1∆ (µ1 − µ2) Σ−1µ1
= 1∆ (µ1 − µ2)′ Σ−1 [−12 (µ1 + µ2) + µ1

]
= 1∆ (µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 − µ2) /2
= 12∆ (1.36)

y de forma similar,
γ2 = −12∆ (1.37)

Por lo tanto, el punto medio entre las medias de Y ∗ es cero, y la varianza de Y ∗ es uno.La distancia estándar entonces es idéntica a la distancia Euclidiana en la escala Y ∗.
Ejemplo 1.2.4. Suponga que el vector aleatorio X = X1

X2
 tiene distribución normal con vector

de medias µ1 = 51
 en la población 1, µ2 = 21

 en la población 2, y matriz de varianzas
y covarianzas Σ = 2 11 1

 en ambas poblaciones. Las distancias estándar univariadas son
21



1.2. Distancia estándar y la función discriminante lineal
|5− 2| /√2 ≈ 2.121 para X1 y 0 para X2, los coeficientes de la función discriminante lineal son

β = 2 11 1
−130

 =  1 −1
−1 2

30
 =  3

−3


por lo tanto, la función discriminante lineal es Y = 3X1 − 3X2 o cualquier combinación linealequivalente a X1 − X2. La distancia estándar bivariada se calcula como:
∆2 = (µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 − µ2) = β ′ (µ1 − µ2) = (3,−3)30

 = 9
y, ∆ = 3. Esta es más grande que la distancia estándar univariada de X1. Tenga en cuenta quela función discriminante lineal depende de X2, si bien es cierto que la diferencia de medias en
X2 es cero.

La Figura 1.5 muestra una grafica de contorno para este ejemplo, con la distribución de lafunción discriminante normalizada,
Y ′ = 1√2 (X1 − X2) = 13√2Y

En la línea correspondiente a Y ′, las dos medias son ∆ = 3 desviaciones estándar deseparación. Por último, se observa la transformación que se sugiere en (1.34). Nóte que:
E [Y ] = E [3X1 − 3X2] = (3,−3) µi
=
12 en el grupo 13 en el grupo 2

y var [Y ] = (3,−3)2 11 1
−1 3

−3
 = 9 en ambos grupos. Se elige la transformación
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1. Análisis discriminante

Figura 1.5: La distribución de la función discriminante lineal en el ejemplo 1.2.4
Y ∗ = β0 + c · Y , con c = 1/3 y β0 = −2.5, entonces:

Y ∗ = −2.5 + 13Y = X1 − X2 − 2.5
y E1 [Y ∗] = 1.5 en el grupo 1, E2 [Y ∗] = −1.5 en el grupo 2, y var [Y ∗] = 1 en ambos grupos. Porlo tanto, en una gráfica de las densidades de Y ∗ en ambos grupos, se intersectan exactamenteen 0, y las medias difieren por ∆ = 3. Los resultados numéricos no dependen de ningunamanera de la normalidad de X.
1.3. Utilizando la función discriminante lineal

En esta sección, se aplicará la teoría desarrollada hasta ahora a ejemplos prácticos, me-diante la sustitución de las estadísticas de la muestra para los parámetros del modelo. Se tratade un enfoque heurístico y principalmente descriptivo, en el que no se consideran los problemasde inferencia estadística. No hay supuestos de distribución.
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1.3. Utilizando la función discriminante lineal
Sean x11, x12, ..., x1N1 los vectores de datos observados del grupo 1 y x21, x22, ..., x2N2 losvectores de datos observados del grupo 2. Estas N1+N2 observaciones constituyen las muestrasde entrenamiento. Sean

x̄j = 1
Nj

Nj∑
i=1 xj i j = 1, 2 (1.38)

los vectores de medias muestrales, y
Sj = 1

Nj − 1
Nj∑
i=1
(
xj i − x̄ j

) (
xj i − x̄ j

)′ j = 1, 2 (1.39)
las matrices de varianzas y covarianzas muestrales usuales, con denominadores Nj − 1.Cuando se usan los denominadores Nj − 1 en vez de Nj , en realidad se violan los supuestosiniciales, pero se sigue con la convención aceptada por la mayoría de los estadísticos.La única dificultad en la aplicación de las nociones de la distancia estándar multivariaday la función discriminante lineal a los datos observados es que se tienen dos matrices devarianzas y covarianzas S1 y S2 , en lugar de una única matriz de varianzas y covarianzascomún, esta dificultad se soluciona mediante el uso de un promedio ponderado de S1 y S2, lamatriz de varianzas y covarianzas combinada muestral

S = 1
N1 + N2 − 2 [(N1 − 1)S1 + (N2 − 1)S2] (1.40)

Únicamente con los supuestos iniciales de estimación, sería difícil justificar el uso de (1.40),pero la matriz de varianzas y covarianzas combinada muestral es un estimador insesgado dela matriz de varianzas y covarianzas común de dos poblaciones , independientemente de ladistribución exacta, esto puede ser útil como justificación.De forma análoga a las definiciones de la sección anterior, se define la distancia estándarmultivariada muestral y la función discriminante lineal muestral.
Definición 1.3.1. Con el planteamiento de las ecuaciones (1.38) a (1.40), la distancia estándar
multivariada entre x̄1 y x̄2 está dada por:
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1. Análisis discriminante
D (x̄1, x̄2) = max

a∈<p
a6=0
|a′ (x̄1 − x̄2)|(a′Sa)1/2 (1.41)

Es la máxima distancia estándar multivariada sobre todas las combinaciones lineales, siempreque el máximo exista. Cualquier combinación lineal para la cual se alcanza el máximo se llamauna función discriminante lineal para las muestras dadas.Este problema de maximización es matemáticamente idéntico al que se observó en la De-finición 1.2.4 y el Teorema 1.2.5, por lo tanto, se obtiene inmediatamente el siguiente Teorema:
Teorema 1.3.1. Con el planteamiento de las ecuaciones (1.38) a (1.40), suponiendo que la
matriz de varianzas y covarianzas combinada muestral S es no singular, la distancia estándar
multivariada entre x̄1 y x̄2 está dada por:

D (x̄1, x̄2) = [(x̄1 − x̄2)′ S−1 (x̄1 − x̄2)]1/2 (1.42)
y el vector de coeficientes de la función discriminante lineal es:

b = S−1 (x̄1 − x̄2) (1.43)
o cualquier vector proporcional a (1.43)

Se observa que si N1 +N2 < p+ 2, entonces S siempre es sigular. Estas restricciones deluso del análisis discriminante lineal para muestras suficientemente grandes se usan para quela matriz de varianzas y covarianzas combinada sea definida positiva. Note, además que, en laecuación (1.41), el término a′Sa es la varianza muestral combinada de la combinacion lineal
Y = a′X . Se puede decir que la distancia estándar muestral tiene las mismas propiedadesque su análogo teórico; éstas satisfacen los axiomas de una medida de distancia. Como en lasección anterior, se mencionará la ecuación (1.43) como la definición de vector de coeficientesde una función discriminante lineal, es decir, se elegirá la constante de proporcionalidad c = 1.En el desarrollo descriptivo actual, no se va a hacer ninguna suposición sobre los datos másallá que S es definida positiva, en particular, no hay supuestos de que los datos constituyenmuestras aleatorias de una familia particular de distribuciones o que las matrices de varianzas
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1.3. Utilizando la función discriminante lineal
y covarianzas en las poblaciones son idénticas, sin embargo, se discutirá el uso de la matrizde varianzas y covarianzas combinada de la muestra para tener claro bajo qué circunstanciasesto es razonable.

Ejemplo 1.3.1. Las matrices de varianzas y covarianzas (con X1 =longitud de antena, X2 =longitudde ala) están dadas por
S1 = 98.00 80.8380.83 168.78

Para AF
y

S2 = 39.47 43.4743.47 77.87
Para APF

Con tamaños de muestra N1 = 9, N2 = 6, la matriz de varianzas y covarianzas combinada es
S = 113 [8S1 + 5S2] =

75.49 66.4666.46 133.81


y su inversa es
S−1 =  23.54 −11.69

−11.69 13.28
 · 10−3

El vector de diferencia de medias está dado por
d = x̄1 − x̄2 =  18.67

−12.22


Finalmente, se obtienen los coeficientes de la función discriminante lineal
b = S−1d = b1

b2
 =  0.582

−0.381
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1. Análisis discriminante
y la distancia estándar bivariada

D = [d′S−1d]1/2 = [d′b]1/2 = 3.94
En la combinación lineal óptima de longuitud de antena y de longitud de ala, las dos mediasson D = 3.94 desviaciones estándar de separación. Ahora, se puede calcular el valor de

V = b1X1 + b2X2 = 0.582X1 − 0.381X2
para cada una de las 15 observaciones. Se pretende hacer la clasificación, de nuevo, usandoun enfoque heurístico.

Se obtienen las medias muestrales de la función discriminante en ambos grupos por losdatos en la tabla 1.2 o por los cálculos directos: v̄1 = 13.633 para el grupo 1 (AF), y v̄2 = −1.890para el grupo 2 (APF). El punto medio entre v̄1 y v̄2 es m = (v̄1 + v̄2) /2 = 5.872, por lo tanto,una regla simple de clasificación puede ser:
Asignar a

AF si V > 5.87
APF si V < 5.87

Para clasificar a un mosquito como perteneciente a un grupo desconocido pero con valoresconocidos x1 y x2, se calcula v = 0.582x1 − 0.381x2 y se verifica si v < m o v > m.
Visto en el espacio de las variables originales, el punto de corte para la clasificacióncorresponde a una línea recta. Para ver esto, se observa que v = m corresponde a la ecuación

b1x1 + b2x2 = m

o (suponiendo b2 6= 0)
x2 = m

b2 −
b1
b2 x1.Finalmente, se muestra una versión equivalente de la función discriminante, sugerida por latransformación (1.34) en la seccion anterior. La varianza combinada de V es D2 = 15.52 y el
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1.3. Utilizando la función discriminante lineal
Especie Longitud Longitud V V*de Antena(X1) de Ala (X2)AF 138 164 17.95 3.07AF 140 170 16.83 2.78AF 124 172 6.75 0.22AF 136 174 12.98 1.80AF 138 182 11.10 1.33AF 148 182 16.92 2.81AF 154 182 20.42 3.69AF 138 190 8.05 0.55AF 156 208 11.69 1.48APF 114 178 -1.36 -1.83APF 120 186 -0.91 -1.72APF 118 196 -5.88 -2.98APF 130 196 1.11 -1.21APF 126 200 -2.74 -2.19APF 128 200 -1.58 1.89Tabla 1.2: Datos de mosquitos en mm/100 y las dos versiones de la función discriminante

punto medio entre v̄1 y v̄2 es m = 5.87, es preferible usar
V ∗ = 1

D (V −m) = (V − 5.87) /3.94
= 1.49 + 0.1478X1 − 0.0966X2

Hay situaciones en las que incluso las diferencias considerables entre las matrices devarianzas y covarianzas parecen irrelevantes en el siguiente sentido. Suponga que el vectoraleatorio X tiene vectores de medias µ1 y µ2 en dos poblaciones y matrices de varianzas ycovarianzas Σ1 6= Σ2. Dado que las matrices de varianzas y covarianzas no son iguales, se utilizauna combinación convexa de ellas, es decir Σα = αΣ1 +(1− α) Σ2, donde α ∈ [0, 1], y se defineel vector de coeficientes de la función discriminante lineal como β = Σ−1
α (µ1 − µ2), que dependede la elección particular de α . Note que la matriz de varianzas y covarianzas combinada enla situación muestral es análoga a esta. Se podría argumentar que se debe elegir Σ1 o Σ2en la ecuación de los coeficientes de la función discriminante lineal, es decir, se necesitancalcular dos funciones discriminantes lineales Y1 = β ′1X y Y2 = β ′2X donde β1 = Σ−11 (µ1 − µ2)
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1. Análisis discriminante
y β2 = Σ−12 (µ1 − µ2), y luego decidir cuál es mejor.
Ejemplo 1.3.2. Sea X un vector aleatorio bivariado con E [X ] = µ1 = 77

, Var [X ] = Σ1 =2 00 2
 para la población 1 y E [X ] = µ2 = 44

, Var [X ] = Σ2 =  5 −3
−3 5

 en la
población 2. Si se usa Σ1 para calcular los coeficientes de la función discriminante, se obtiene

β1 = Σ−11 (µ1 − µ2) = 12 ·
1 00 1

 ·33
 = 32 ·

11


y si se elige Σ2, entonces
β2 = Σ−12 (µ1 − µ2) = 116 ·

5 33 5
 ·33

 = 32 ·
11


si se utiliza Σ1 o Σ2, en ambos casos se obtiene
V = 32(X1 + X2)

es la función discriminante, o cualquier combinación equivalente a V. Las distancias estandarbivariadas son idénticas, usando Σ1 o Σ2 y esto a pesar del hecho de que las distancias estándarunivariantes no dependen de la elección de Σ1 o Σ2.
En general, los vectores β1 = Σ−11 (µ1 − µ2) y β2 = Σ−12 (µ1 − µ2) no son ni idénticosni proporcionales, pero una función discriminante lineal puede ser definida de forma única,multiplicando por una constante aún en los casos donde las matrices de varianzas y covarianzasson diferentes.
En las aplicaciones, se deben calcular dos vectores de coeficientes de la función discrimi-nante

b1 = S−11 (x̄1 − x̄2) y b2 = S−12 (x̄1 − x̄2) (1.44)
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1.4. Teoría normal en la discriminación lineal
para evaluar el efecto de las diferencias entre las matrices de varianzas y covarianzas en lafunción discriminante lineal. Se pueden calcular los valores de V1 = b′1X y V2 = b′2X paratodas las observaciones y estudiar la distribución conjunta de V1 y V2 en un diagrama dedispersión. Idealmente, si las diferencias entre S1 y S2 no afectan a la función discriminantelineal en absoluto, la correlación entre la V1 y V2 sería 1, aunque este no es un procedimientocomún en el análisis discriminante.

1.4. Teoría normal en la discriminación lineal
En esta sección se retoma a la función discriminante lineal usando la distribución normalmultivariada, concretamente, se especifican las distribuciones normales multivariadas para unvector aleatorio en dos grupos, formulando un principio de clasificación en términos de probabi-lidades a posteriori, y, se mostrará que esa clasificación lleva al uso de la función discriminantelineal derivada de los principios heurísticos.
Se cambiará la notación utilizada en la secciones anteriores, X denotará una variablealeatoria discreta que indica la pertenencia a un grupo. Suponga que X toma valores 1 y 2con probabilidades π1 y π2, π1 + π2 = 1, además que, condicionando a X = 1, Y sigue algunadistribución p-variada con f.d.p. f1 (y). Del mismo modo, condicionando a X = 2, Y tiene f.d.p.

f2 (y). Las πj son las probabilidades a priori de pertenecer a un grupo j , j = 1, 2. Se Denotapor fj (y) a la f.d.p. condicional de Y , dada X = j , la f.d.p marginal de Y es la densidad
fY (y) = π1f1 (y) + π2f2 (y) (1.45)

Finalmente, la probabilidad condicional de pertenecer al grupo j, dado que Y = y, está dada
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1. Análisis discriminante
por

πjy = Pr [X = j | Y = y] = πj fj (y)
π1f1 (y) + π2f2 (y)= πj fj (y)
fY (y) j = 1, 2. (1.46)

Las πjy son llamadas usualmente probabilidades a posteriori.
Con esta notación, se puede formular un principio intuitivamente razonable de clasificacióncomo sigue: clasificar una observación y ∈ <p en el grupo 1 si π1y > π2y, y clasificarla en elgrupo 2 si π2y > π1y. Por el momento, no hay preocupación de la posibilidad de que π1y = π2y.Como π1 + π2 = 1 para toda y ∈ <p, esta regla es equivalente a lo siguiente: clasificar enel grupo 1 si π1y > 12 , y clasificar en el grupo 2 si π2y > 12 , esto define dos regiones declasificación Cj = {

y ∈ <p : πjy > 12} j = 1, 2, con una frontera de clasificación dada porel conjunto {y ∈ <p : π1y = 12}.
El propósito principal de esta sección es mostrar que, si las distribuciones condicionales de

Y son normales multivariadas con matrices de varianzas y covarianzas iguales, entonces estaregla establecerá que la clasificación debe basarse en la función discriminante lineal.Continuando con la situación de dos distribuciones normales con matriz de varianzas y cova-rianzas común, es decir,
Y ∼ Np (µ1, Σ) en el grupo 1
Y ∼ Np (µ2, Σ) en el grupo 2

Donde Σ es definida positiva. Entonces la f.d.p. de Y en el grupo j está dada por:
fj (y) = (2π)−p/2 (detΣ)−1/2 exp

[
−12 (y− µj)′ Σ−1 (y− µj)] , y ∈ <p, j = 1, 2. (1.47)

La condición π1y > π2y es equivalente a π1f1 (y) > π2f2 (y), que a su vez es equivalente a:
log π1f1 (y)

π2f2 (y) > 0. (1.48)
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1.4. Teoría normal en la discriminación lineal
pero

log f1 (y)
f2 (y) = 12[(y− µ2)′ Σ−1 (y− µ2)− (y− µ1)′ Σ−1 (y− µ1)]

= (µ1 − µ2)′ Σ−1y+ 12 (µ1 + µ2)′ Σ−1 (µ2 − µ1)
= β ′

[
y− 12 (µ1 + µ2)]

(1.49)
donde

β = Σ−1 (µ1 − µ2) (1.50)
es el vector de coeficientes de la función discriminante lineal. Así, el principio de asignar y ∈ <ppara el grupo con la mayor probabilidad a posteriori conduce a una regla de clasificación basadaen el valor de β ′y:

Clasificar en el grupo
1 si β ′y− 12β ′ (µ1 + µ2) > log (π2/π1)2 si β ′y− 12β ′ (µ1 + µ2) < log (π2/π1) (1.51)

Si π1 = π2 = 12 , entonces esta regla se simplifica a un punto de corte en 0, sin embargo,incluso para probabilidades a priori diferentes de 12 , la regla establece que la clasificación debedepender del vector y de datos observados sólo a través del valor de la función discriminantelineal β ′y. Este es un resultado notable y altamente deseable, ya que implica que los datosmultivariados pueden reducirse sin pérdida de información (al menos en la disposición de dosdistribuciones normales multivariadas con matrices de varianzas y covarianzas idénticas) a losvalores de la función discriminante lineal, independientemente de las probabilidades a priori.En otras palabras, la búsqueda de los límites de clasificación es equivalente a encontrar unsolo punto de corte para la distribución univariada de la función discriminante.
En el desarollo de la teoría normal, la función discriminante lineal V = β ′Y tiene unadistribución normal univariada con medias v1 = β ′µ1 = (µ1 − µ2)′ Σ−1µ1 y v2 = β ′µ2 =
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1. Análisis discriminante
(µ1 − µ2)′ Σ−1µ2, y con varianza común σ 2 = (µ1 − µ2)′ Σ−1 (µ1 − µ2), que es idéntica a ladistancia estándar cuadrada ∆2, esto implica que el cálculo de las probabilidades a posterioripuede basarse en la variable discriminante V .
Ejemplo 1.4.1. Continuando con el ejemplo de clasificación de los mosquitos AF y APF. Sea Y =Y1
Y2
 un vector aleatorio normal bivariado con medias µ̂1 = 141.33180.44

 para el grupo 1, µ̂2 =122.67192.67
 para el grupo 2 y matriz de varianzas y covarianzas común Σ̂ = 75.49 66.4666.46 133.81

.
Sustituyendo las cantidades de la muestra por los parámetros del modelo. Suponga que lasprobabilidades a priori son π1 = π2 = 12 . La Figura 1.6 muestra una gráfica de contorno de
π1f1(y) y π2f2(y), donde f1 y f2 son densidades normales. El límite entre las dos regiones declasificación es el conjunto de todos los puntos donde las curvas de igual altitud de las dos”montañas normales” se intersectan.La región límite esta definida por las ecuaciones (1.49) y (1.50).

Las probabilidades a posteriori de pertenencia en el grupo j pueden ser calculadas como:
πjv = Pr [X = j |V = v ]= Pr

[
X = j |β ′Y = v

]
= πjhj (v )
π1h1 (v ) + π2h2 (v ) , j = 1, 2 (1.52)

Donde hj (v ) es la f.d.p. de una variable aleatoria normal con media vj = β ′µj y varianza ∆2.La línea delimitante para la clasificación corresponde al valor único de z tal que π1v = π2v = 12 .
Una cuestión importante en las aplicaciones prácticas es cómo elegir los valores adecuadospara π1 y π2 en la determinación de las probabilidades a posteriori, y por lo tanto, identificar lasregiones de clasificación. A menudo, en situaciones donde se utiliza el análisis discriminante, lasmuestras de entrenamiento se obtienen de las distribuciones condicionales de Y , dada X = j , ylos tamaños de muestra N1 y N2 son fijos, a veces, las probabilidades a priori iguales se utilizanpara expresar la ignorancia del investigador acerca de la verosimilitud que las observacionesfuturas serán de los grupos 1 y 2, respectivamente.
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1.4. Teoría normal en la discriminación lineal

Figura 1.6: Gráfica de contorno utlizando la teoría normal en el ejemplo de la clasificación demosquitos
En otros casos, el muestreo puede ser de la distribución conjunta de X y Y , es decir, tantoel código del grupo X y las variables medidas Y son aleatorias. Los tamaños de la muestra

Nj , también son aleatorios, y tiene sentido intuitivo para estimar πj por π̂j = Nj / (N1 + N2),
j = 1, 2, en realidad estas π̂j también son estimaciones de máxima verosimilitud.

El análisis discriminante involucra a la distribución condicional de Y , dado X , en particular,en esta sección se ha discutido el caso en el que la distribución condicional de Y , dada X , esnormal multivariada, tanto para X = 1 como para X = 2. Al clasificar un nuevo vector de datos
y en uno de los dos grupos, se cambió la perspectiva y se estudió la distribución condicionalde X , dado Y = y, lo que produjo las probabilidades a posteriori πjy, sin embargo, en algunoscasos puede ser más razonable para modelar la distribución condicional de X , dado Y = y,directamente, sin realizar algún supuesto distribucional de Y . De esta forma se desea calcularla probabilidad de éxito como una función de Y . En una situación más general, sería deseabletratar a X como la variable dependiente y a Y como un vector de dimensión p ”independiente”,o mejor , como las variables predictoras, la técnica estadística más popular basada en esteenfoque es la regresión logística.
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1. Análisis discriminante
1.5. Tasas de error

En esta sección se estudiarán las tasas de error frecuentemente utilizadas para evaluar eldesempeño de los procedimientos de clasificación.Una variable discreta X toma valores 1 y 2, indicando la pertenencia a un grupo, conprobabilidades π1 y π2, y un vector aleatorio Y de dimensión p con f.d.p. fj (y) condicionado a
X = j , j = 1, 2. En ocaciones, se hará referencia a las dos distribuciones condicionales comolas poblaciones, o simplemente como grupos.Un procedimiento de clasificación sirve para el propósito de identificar la pertenencia algrupo de un nuevo vector observado y ∈ <p, sin conocer el valor de X . Por lo general, loserrores no pueden evitarse, y, por lo tanto, sería conveniente desarrollar un procedimiento quehaga que, en cierto sentido, disminuyan los errores.

Se mencionará un método de clasificación en particiones de dos grupos del espacio muestralde Y en dos regiones de clasificación C1 y C2. Por comodidad, en este desarrollo se supone queel espacio muestral es <p, así C1 ∪ C2 = <p. Se define una función x∗ : <p → {1, 2} tal que
x∗ (y) =

1 si y ∈ C12 si y ∈ C2 (1.53)
Es decir, x∗ (y) es la función que asigna a y la ”pertenencia a un grupo pre-establecido”.Con lo anterior, se puede mostrar una definición formal de una regla de clasificación.
Definición 1.5.1. Una regla de clasificación es una variable aleatoria

X ∗ = x∗ (Y ) , (1.54)
que toma el valor 1 si Y ∈ C1, y el valor 2 si Y ∈ C2.

Siguiendo esta definición, X ∗ puede ser considerada como la pertenencia al grupo pre-establecido, mientras que X representa la pertenencia al grupo verdadero. Idealmente, se tendríaque X = X ∗ con probabilidad uno, es decir, la clasificación correcta en todos los casos.
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1.5. Tasas de error
El desempeño de una regla de clasificación puede ser evaluado por una tabla de la distri-bución conjunta de X y X ∗ como sigue:

X = 1 X = 2 Marginal
X ∗ = 1 q11π1 q12π2 q11π1 + q12π2
X ∗ = 2 q21π1 q22π2 q21π1 + q22π2Marginal π1 π2

Con la tabla anterior, las πj = Pr [X = j ] y qij representan las probabilidades condicionalesde X ∗ dada X , es decir, qij = Pr [X ∗ = i | X = j ], con q11 + q21 = q12 + q22 = 1. Las dosentradas, tales que X ∗ = X corresponde a la clasificación correcta, mientras que las entradas(X ∗ = 1, X = 2) y (X ∗ = 2, X = 1) representan asignaciones incorrectas. Una buena regla declasificación intentará hacer pequeñas las probabilidades de asignaciones incorrectas.
En algunos casos, se pueden observar las probabilidades condicionales de clasificaciónerrónea q12 y q21, haciéndolas simultáneamente tan pequeñas como sea posible o fijandouna de ellas, independientemente de las probabilidades a priori πj , en otros casos, se deseaencontrar una regla de clasificación que minimice una evaluación general de error, como semuestra en la siguiente definición.

Definición 1.5.2. La probabilidad general de clasificación errónea, o tasa de error, de una regla
de clasificación X ∗ está dada por:

γ (X ∗) := Pr [X ∗ 6= X ] = q21π1 + q12π2 (1.55)
donde πj = Pr [x = j ] y qij = Pr [X ∗ = i | X = j ] para i, j = 1, 2

Ejemplo 1.5.1. Este es un ejemplo práctico del caso univariado para ilustrar las definicionesanteriores. Suponga que la distribución condicional de Y , dada X = j , es N (µj , σ 2), j = 1, 2,
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1. Análisis discriminante
adicionalmente que µ1 > µ2. Se define una regla de clasificación como

X ∗ =
1 si Y > c2 si Y ≤ c

Aquí, c es una constante real que aún no se ha especificado, entonces
q21 = Pr [X ∗ = 2 | X = 1] = Φ(c − µ1

σ

)
y

q12 = Pr [X ∗ = 1 | X = 2] = 1− Φ(c − µ2
σ

)
Donde Φ es la función de distribución de una variable aleatoria normal estándar. Para cualquier
c ∈ <, la tasa de error γ (X ∗) puede ser calculada ahora con la ecuación (1.55), siempre quelas probabilidades a priori sean conocidas.

El desarrollo del ejemplo anterior podría representar una situación en la que los dos gruposcorresponden a las personas que son inmunes (grupo 1) o susceptibles (grupo 2) a una ciertaenfermedad , y Y es el resultado de una prueba de detección para la inmunidad. En tal caso,se podría querer mantener la probabilidad q12=Pr[Una persona se declara inmune | la personaes suspectible] pequeña, independientemente de la probabilidad de error q21 o de la tasa deerror.
Si las probabilidades a priori son conocidas o estimadas, se desearía encontrar una reglade clasificación X ∗ que minimice γ (X ∗).

Teorema 1.5.1. Una regla de clasificación X ∗ que minimice la tasa de error γ (X ∗) está dada
por:

X ∗opt

1 si y ∈ C12 si y ∈ C2 (1.56)
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1.5. Tasas de error
donde

C1 = {y ∈ <p : πf1 (y) ≥ π2f2 (y)}
y

C2 = {y ∈ <p : πf1 (y) < π2f2 (y)} (1.57)
El teorema muestra que el mejor procedimiento de clasificación, en términos de las tasas deerror, es el mismo que la regla de clasificación basada en la máxima probabilidad a posteriori.Se refiere a menudo como la regla de Bayes. Note que en (1.57), el conjunto de fronteras

{y ∈ <p : π1f1 (y) = π2f2 (y)} está asociado arbitrariamente con la región C1; también sepodría asociar con C2 o dividirlo entre C1 y C2, así X ∗opt no se define de forma única , pero siel conjunto de fronteras tiene probabilidad cero en ambos grupos, entonces esta no unicidades irrelevante. De ahora en adelante, se hará referencia a una regla de clasificación X ∗opt queminimiza la tasa de error como una regla de clasificación óptima y a la tasa de error asociada
γopt = γ

(
X ∗opt
) como la tasa de error óptima para un problema de clasificación dado.

Ejemplo 1.5.2. En el desarrollo de la teoría normal con matrices de covarianzas idénticas, laregla de clasificación óptima es
X ∗opt

1 si β ′
[
Y − 12 (µ1−µ2)] ≥ log (π2/π1)2 en otro caso (1.58)

donde β ′ = ψ−1 (µ1 − µ2). Esto se deduce de las ecuaciones (1.48) y (1.49) de la sección anteriory el teorema 1.6.1. Con ∆ = [(µ1 − µ2)′ ψ−1 (µ1 − µ2)]1/2 como la distancia estándar , la tasade error óptima está dada por
γopt = π1Φ(−12∆ + 1∆ log π2

π1
)+ π2Φ(−12∆ − 1∆ log π2

π1
) (1.59)

Para π1 = π2 = 12 , se reduce a
γopt = Φ(−12∆) (1.60)

que se definió como ”la función de traslape” con anterioridad.
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1. Análisis discriminante
Una regla de clasificación obtenida a partir de muestras de entrenamiento, en lugar demodelos conocidos , se denota por X̂ ∗, por ejemplo, la regla de clasificación basada en lafunción discriminante lineal muestral puede ser descrita como:

X̂ ∗ =
1 si b′

[
y− 12 (ȳ1−ȳ2)] ≥ c2 en otro caso

Donde b = S−1 (ȳ1−ȳ2). De acuerdo con el principio de optimalidad, elegiríamos c = log (π2/π1),si las probabilidades a priori se suponen fijas y conocidas, y c = log (π̂2/π̂1) = log (N2/N1), silas probabilidades a priori son estimadas de acuerdo a los tamaños de muestra.
Ahora, se estudiarán varios métodos para evaluar el desempeño de reglas de clasificaciónestimadas a partir de las muestras. La más simple y popular medida, es llamada tasa de error”plug-in”, que es la proporción de observaciones clasificadas erróneamente cuando se aplica laregla de clasificación X̂ ∗ para los datos de las muestras de entrenamiento.Formalmente, para cada una de las observaciones N1+N2 en las muestras de entrenamientose tiene la pertenencia a un grupo observado xi y la pertenencia a un grupo pre-establecido

x̂∗i . Sea ei = 0, si xi = x̂∗i , y ei = 1 si xi 6= x̂∗i , entonces la tasa de error plug-in está dada por
γ̂plug−in = 1

N1 + N2
N∑
i=1 ei (1.61)

Si la clasificación se hace utilizando la funcion discriminante lineal y si el investigador estádispuesto a suponer que la función discriminante lineal es aproximadamente normal con varianzaigual en ambos grupos, entonces se puede usar una estimación con apoyo de la teoría normalde la tasas de error siguiendo la ecuación (1.59)
γ̂normal = π1Φ(−12D + 1

D log π2
π1
)+ π2Φ(−12D − 1

D log π2
π1
) (1.62)

D es la distancia estándar muestral, y las probabilidades a priori πj pueden ser sustituidaspor estimaciones, dependiendo de la situación. En particular, para π1 = π2 = 12 , se obtiene
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1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales
γ̂normal = Φ (− 12D).
1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales

En esta sección se estudiaran las propiedades de la función discriminante lineal con másdetalle, en particular se investigará el problema de redundancia, es decir, ¿bajo qué circuns-tancias una variable o un conjunto de variables pueden ser excluidas del análisis sin pérdidade información?. Los resultados presentados en este apartado son de valor considerable parauna comprensión completa del análisis discriminante lineal.
A lo largo de esta sección se asume que Y = (

Y1, ..., Yp)′ es un vector aleatorio dedimensión p con E1 [Y ] = µ1 en el grupo 1, E2 [Y ] = µ2 en el grupo 2, y Var [Y ] = Σ enambos grupos, Σ es definida positiva, y sea δ = µ1 − µ2 el vector de la diferencia de medias y
β = Σ−1δ el vector de coeficientes de la función discriminante.

El primer resultado indica cómo los coeficientes de la función discriminante lineal cambiansi las variables se transforman linealmente.
Lema 1.6.1. Sea A una matriz no singular de orden p× p, y b ∈ <p un vector fijo. Se define
Z = AY + b, y sean βY y βZ los vectores de coeficientes de la función discriminante de Y y
Z , respectivamente, entonces

βY = A′βZ (1.63)
o, equivalentemente,

βZ = (A′)−1 βY (1.64)
Demostración: Para todos los parámetros involucrados, se usarán subíndices ”Y ” y ”Z ”para indicar que se hará referencia a los vectores aleatorios Y y Z , respectivamente. Dada

Z = Ay+ b
E1 [Z ] = Aµ1 + b en el grupo 1
E2 [Z ] = Aµ2 + b en el grupo 2
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1. Análisis discriminante
y

Var [Z ] = ΣZ = AΣYA′ en ambos grupos
Entonces, el vector de diferencia de medias en Z está dado por δZ = A (µ1 − µ2) = AδY , y elvector de coeficientes de la función discriminante lineal en Z es:

βZ = Σ−1
Z δZ= (AΣYA′)−1 AδY= (A′)−1 Σ−1

Y δY= (A′)−1 βY
Se estudió anteriormente que la distancia estándar multivariada es invariante bajo trans-formaciones lineales no singulares y que la distancia estándar cuadrada entre los dos vectoresde medias se puede escribir como ∆2

Y = β ′Y δY ;
Con apoyo de la ecuación (1.31). Para un vector aleatorio Z (como en el lema 1.6.1),

∆2
Z = β ′ZδZ= (β ′YA−1) (AδY )= ∆2

Y

que confirma la invarianza de la distancia estándar.
A continuación, se divide el vector aleatorio Y en subvectores de dimensión q y p − q,respectivamente:

Y = Y1
Y2
 (1.65)

donde
Y1 =

Y1...
Yq


41



1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales
y

Y2 =
Yq+1...

Yp


Contienen la primera q y las últimas (p− q) variables. La partición del vector de diferencia demedias δ y la matriz de varianzas y covarianzas Σ es análoga, es decir,

δ = δ1
δ2


y
Σ = Σ11 Σ12Σ21 Σ22

 (1.66)
además, sea ∆2

Y1 = δ ′1Σ−111 δ1
y ∆2

Y2 = δ ′2Σ−122 δ2 (1.67)
que denotan las distancias estándar multivariadas cuadradas de Y1 y Y2, respectivamente.Entonces se puede establecer el siguiente resultado:
Lema 1.6.2. En el desarrollo de las ecuaciones (1.65) a (1.67), si Σ12 = 0, es decir, si todas las
covarianzas entre Y1 y Y2 son cero, entonces:

El vector de coeficientes de la función discriminate lineal sobre todas las p variables es

β = β1
β2
 = Σ−111 δ1Σ−122 δ2

 (1.68)
La distancia estándar cuadrada de dimensión p es la suma de las distancias estándar
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1. Análisis discriminante
cuadradas en Y1 y Y1, respectivamente, es decir,

∆2 (µ1, µ2) = δ ′Σ−1δ = ∆2
Y1 + ∆2

Y2 (1.69)
Note que la ecuación (1.69) no es cierta en general, es decir, si Σ12 6= 0, entonces por logeneral ∆2 (µ1, µ2) 6= ∆2

Y1 + ∆2
Y2

Se puede intuir el resultado principal de esta sección, una caracterización de condicionesen las que una variable o un conjunto de variables pueden ser omitidas del análisis sin pérdidade información . En primer lugar, se definirá el concepto de redundancia.
Definición 1.6.1. Sea Y = Y1

Y2
 particionada en q y (p−q) componentes como en la ecuación

(1.65), y sea β = β1
β2
 el vector de coeficientes de la función discriminante, particionado

análogamente como Y . Entonces las variables Y2 son redundantes si β2 = 0. Equivalentemente,
se dice que el subconjunto de variables contenidas en Y1 es suficiente.

Una variable es redundante si no aparece en la función discriminante, o, en otras palabras,si su omisión no afecta a la función discriminante. Por simplicidad en la notación, la definiciónes en términos de redundancia de las últimas (p − q) variables, pero se aplica a cualquiersubconjunto de variables propiamente ordenadas.
Ejemplo 1.6.1. Suponga que Y = Y1

Y2
 es un vector aleatorio bivariado con matriz de varianzas

y covarianzas Σ = 2 22 3
 y los vectores de medias µ1 = 22

 y µ2 = 00
. Entonces

β = 10
, es decir, la función discriminante lineal está dada Z = Y1. Por lo tanto, la variable

Y2 es redundante en el conjunto de variables {Y1, Y2}. Por otro lado, si el conjunto de variables
43



1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales
consiste únicamente de Y2, entonces Y2 no es redundante debido a que su diferencia de mediasno es cero.

El caso contrario también puede suceder, como lo ilustra el caso Σ = 2 22 3
, δ = 20

.
Entonces β =  3

−2
, es decir, la función discriminante lineal está dada por Z = 3Y1 − 2Y2.

Para el conjunto de variables {Y1, Y2}, ninguna de las variables es redundante, aunque lavariable Y2 por sí sola no proporciona ninguna información acerca de las diferencias en laubicación.
Por el teorema principal de esta sección, se requiere notación adicional. Sea Y = Y1

Y2


particionado en q y (p− q) variables, sean
∆2
q = δ ′1Σ−111 δ1

y ∆2
p = δ ′Σ−1δ (1.70)

las distancias estándar cuadradas de las primeras q variables (∆2
q
) y de todas las p variables(∆2

p
), respectivamente. Sea la partición del vector de coeficientes de la función discriminante

β = β1
β2
, el vector de diferencia de medias δ = δ1

δ2
 y

δ2.1 = δ2 − Σ21Σ−111 δ1 (1.71)
Teorema 1.6.1. Las siguientes tres condiciones son equivalentes

(a) β2 = 0, es decir, las ultimas (p-q) variables son redundantes

(b) ∆2
p = ∆2

q

(c) δ2.1 = 0
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1. Análisis discriminante
Demostración: Considere la transformación lineal

Z = Z1
Z2
 =  Iq 0

−Σ21Σ−111 Ip−q

Y1
Y2
 (1.72)

corresponde a Z1 = Y1 y Z2 = Y2 − Σ21Σ−1
−1Y1. El vector de la diferencia de medias de Z , dadoen la forma particionada usual, es:
δZ =  δ1

δ2.1
 (1.73)

Y la matriz de varianzas y covarianzas de Z es:
ΣZ = Var [Z ] = Σ11 00 Σ22.1

 (1.74)
Donde Σ22.1 = Σ22 − Σ21Σ−111 Σ12 (1.75)
Dado que la matriz de la transformación en la ecuación (1.72) es no singular, se puede aplicarel lema 1.6.1 y 1.6.2. Se deonta el vector de coeficientes de la función discriminante de Z como
β∗ = β∗1

β∗2
 β∗1

β∗2
 = Iq Σ−111 Σ120 Σp−q

β1
β2


= β1 + Σ−111 Σ12β2
β2

 (1.76)
=  Σ−111 δ1Σ−122.1δ2.1


y ∆2

p = δ ′1Σ−111 δ1 + δ ′2.1Σ−122.1δ2.1
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1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales
= ∆2

q + δ ′2.1Σ−122.1δ2.1 (1.77)
De la ecuación (1.77) y porque Σ22.1 es definida positiva, ∆2

p = ∆2
q implica δ2.1 = 0. A continua-ción, de la ecuación (1.76), δ2.1 = 0 implica β2 = 0. Finalmente, β2 = 0 implica

∆2
p = β ′δ = (β ′1 0′)

δ1
δ2
 = β ′1δ1 = ∆2

q

Note que la ecuación (1.76) implica
β2 = Σ−122.1δ2.1 (1.78)

y, análogamente
β1 = Σ−111.2δ1.2 (1.79)

Donde δ1.2 y Σ−111.2 son definidas análogamente como en (1.71) y (1.75). La ecuación (1.77) permiteel cálculo simplificado de ∆2
q.

Se relacionarán los coeficientes de la función discriminante con medias condicionales, y porlo tanto, el análisis discriminante lineal con el análisis de regresión. Con apoyo del TeoremaA.2.3 del Apéndice, se observa que, para dos variables aleatorias distribuidas conjuntamente Yy Z , si E [Z | Y = y] = α + βy para cualquier α ∈ < y β ∈ <,
β = cov [Y , Z ]

var [Y ] , α = E [Z ]− βE [Y ] (1.80)
Se expresará una generalización multivariada de este resultado.
Teorema 1.6.2. Sea Y = Y1

Y2
 un vector aleatorio de dimensión p con media µ = µ1

µ2
 y

matriz de varianzas y covarianzas Σ = Σ11 Σ12Σ21 Σ22
, particionado en q y (p− q) componentes.

Se asume que la media condicional de Y2, dada Y1 = y1, es una función lineal de y1, es decir,
E [Y2 | Y1 = y1] = c + Dy1, donde c ∈ <p−q y D es una matriz de dimensión (p − q) × q.
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1. Análisis discriminante
Entonces

D = Σ21Σ−111
y

c = µ2 − Dµ1 (1.81)
Se aplicará el Teorema 1.6.2 para el desarrollo de dos grupos que difieren en localizaciónpero no en su matriz de varianzas y covarianzas Σ. Sea

µ(j ) = µ(j )1
µ(j )2
 , j = 1, 2 (1.82)

el vector de medias en el grupo j − esimo, asumiendo linealidad en las medias condicionales,el Teorema 1.6.2 dice que
E1 [Y2 | Y1 = y1] = µ(1)2 + Σ21Σ−111 (y1 − µ(1)1

) en el grupo 1
y

E2 [Y2 | Y1 = y1] = µ(2)2 + Σ21Σ−111 (y1 − µ(2)1
) en el grupo 2 (1.83)

Condicionando a Y1 = y1, la diferencia de medias entre los dos grupos para la variable Y2 es
δY2 (y1) = E2 [Y2 | Y1 = y1]− E [Y2 | Y1 = y1]= (µ(1)2 − µ(2)2

)
− Σ21Σ−111 (µ(1)2 − µ(2)2

)
= δ2 − Σ21Σ−111 δ1= δ2.1 (1.84)

Note que δ2.1 es un vector de constantes que no dependen de y1, demostrando que las líneasde regresión o planos son paralelos, es el vector de las diferencias de medias condicional de
Y2, dado Y1, bajo el supuesto de linealidead de la esperanza condicional.

El siguiente corolario muestra que la interpretación de Σ22.1 como la matriz de covarianzasde una distribución condicional no se limita al caso de normalidad multivariada
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1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales
Corolario 1.6.1. Bajo los supuestos del Teorema 1.6.2, suponga que Cov [Y2 | Y1 = y1] no de-
pende de y1, entonces

Cov [Y2 | Y1 = y1] = Σ22.1 = Σ22 − Σ21Σ−111 Σ12 (1.85)
En particular, para cualquier variable única Yh , su coeficiente en la función discriminantelineal es el mismo que la diferencia media dividida entre la varianza de la distribución condi-cional de Yh, dadas todas las otras variables. Esto demuestra, una vez más, que los coeficientesde la función discriminante dependen del conjunto completo de variables consideradas. Si elconjunto de variables cambia , entonces los coeficientes de la función discriminante tambiénpueden cambiar. Una variable es redundante exactamente si su diferencia de medias condi-cional, dadas todas las demás variables, es cero. Si se añaden o eliminan las variables delconjunto utilizado entonces las variables anteriormente importantes pueden ser redundantes ,o viceversa.
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CAPÍTULO 2

ESTADÍSTICA CIRCULAR

2.1. Datos circulares
En muchos campos científicos diversos, las medidas son direcciones. Por ejemplo, una per-sona que estudia biología puede medir la dirección de vuelo de un ave o la orientación de unanimal, mientras que una persona que se dedica a la geología puede estar interesado(a) en ladirección de los polos magnéticos de la Tierra. Estas direcciones pueden ser en dos dimen-siones como en los primeros dos ejemplos o en tres dimensiones como en el último ejemplo.También, cualquier fenómeno periódico con un periodo conocido, digamos un día, un mes, unaño, puede ser representado en un círculo donde la circunferencia corresponde a dicho periodo.Por ejemplo, tiempos de llegada a un hospital de pacientes que dicen sufrir ataques al corazóndurante el día.
Por ejemplo, se consideran los datos ”wind” disponibles en la biblioteca circular en elprograma R. Este objeto contiene 310 direcciones de viento, medidas en sentido horario (comolas manecillas del reloj) desde el azimuth en radianes, registrados en una estación meteorológicaen los Alpes italianos, cada 15 minutos de las 3:00 a.m. a las 4:00 a.m. del 29 de Enero de 2001 al31 de Marzo de 2001. Estos datos fueron introducidos en la literatura de la estadística circularpor Agostinelli (2007). Aunque los datos contenidos en ”wind” son ángulos, no es un objeto

49



2.2. Representación gráfica
de datos circular; es un objeto de datos estándar que contiene 310 números sin informaciónadicional para que R les de alguna interpretación, con la biblioteca circular se pueden trabajarcomo se muestra en la Figura 2.1.

(a) Datos observados (b) Representación circular
Figura 2.1: Direcciones de viento

2.2. Representación gráfica
2.2.1. Datos sin agrupar

La representación más simple de los datos circulares es una gráfica de datos circularesagrupados, en la que cada observación se representa como un punto en el circulo unitario. LaFigura 2.1 (b) ilustra este método.
2.2.2. Datos agrupados

Histogramas circulares
Los datos circulares agrupados pueden ser representados por histogramas circulares, queson análogos a los histogramas en la recta real. Cada barra en un histograma circular está
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2. Estadística circular
centrada en el punto medio del grupo correspondiente de ángulos, y el área de la barra esproporcional a la frecuencia en ese grupo.

Figura 2.2: Histograma circular
Histogramas lineales
Debido a que los estadísticos han adquirido experiencia en la interpretación de histogramasen la recta, puede ser útil transformar un histograma circular en un histograma lineal. Estose hace cortando el histograma circular en un punto elegido adecuadamente en el círculo yluego desenrollando el histograma circular a un histograma lineal en un intervalo de longitudde 360◦. Si los datos tienen una moda (dirección preferida), entonces es aconsejable utilizar uncorte casi enfrente de esta moda. Entonces, el centro del histograma lineal estará cerca de lamoda. Un corte cerca de la moda daría la impresión errónea de que los datos son bimodales.Para conjuntos de datos que no tienen una única moda pronunciada, es útil para modificarel histograma circular mediante la repetición de un ciclo completo de los datos, para dar unhistograma lineal en un intervalo de longitud 720◦.Diagrama de rosa
Una variante útil del histograma circular es el diagrama de rosa, en el que las barrasdel histograma circular se sustituyen por sectores. El área de cada sector es proporcional a
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2.2. Representación gráfica

Figura 2.3: Histograma circular
la frecuencia en el grupo correspondiente. Para lograr esto, cuando los grupos son de iguallongitud, el radio de cada sector debe ser proporcional a la raíz cuadrada de la frecuenciacorrespondiente, pero no todos los autores siguen esta convención.

Figura 2.4: Diagrama de rosa
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2. Estadística circular
2.3. Estadística descriptiva para datos circulares

Los datos circulares pueden ser representados como ángulos o como puntos sobre unacircunferencia en un circulo unitario. La posición direccional tiene una representación única enun sistema coordenado de dos dimensiones, es decir, cuarlquier punto P sobre el plano puedeser representado en términos de coordenadas rectangulares (X, Y ) o como cordenadas polares(r, α), donde r es la distancia del punto al origen y α es el ángulo. Para el punto de origen,tenemos que r = 0, este no tiene dirección, es decir, α no está definida.

Figura 2.5: Transformada polar
La Figura 2.5 representa las coordenadas rectangulares y polares del punto P . Dadas lascoordenadas rectangulares de un punto P = (x, y), se tiene que:

x = r cos (α) y y = r sen (α) (2.1)
En el análisis direccional la dirección es de interés y no la magnitud del vector, por lo quese toma r = 1, por conveniencia. Así, cada dirección corresponde a un punto P sobre lacircunferencia. Del mismo modo, cada punto en la circunferencia puede ser representado porun ángulo.
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2.3. Estadística descriptiva para datos circulares
2.3.1. Medida de centralidad

Para definir una direccion media, se podría pensar en calcular la media aritmética de losángulos, pero no tendría sentido, ya que si se toman dos ángulos de 20◦ y 340◦, su promedioaritmético sería 180◦, pero como se observa en la Figura 2.6, esto no tiene sentido.

Figura 2.6: Transformada polar
Una medida adecuada para la media direccional, para el caso de distribuciones circularesunimodales, es el vector donde se concentran las direcciones. El cálculo de este vector es elsiguiente:
Sea α1, α2, ..., αn un conjunto de observaciones circulares dadas en ángulos. Se considerala transformación polar a rectangular de cada observación dada en la ecuación (2.1), es decir(cos (αi), sen (αi)) , i = 1, ..., n. La suma de los n términos sumados componte a componente, dacomo resultado el siguiente vector:

R = ( n∑
i=1 cos (αi) , n∑

i=1 sen (αi)) = (C, S) (2.2)
Entonces R = R = √C 2 + S2 es la longitud del vector R . La dirección del vector anterior,
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2. Estadística circular
denotado por ᾱ0, se obtiene de las siguientes ecuaciones

cos (ᾱ0) = C
R y sen (ᾱ0) = S

R (2.3)
Una definición explícita de ᾱ0 está dada como sigue:

α0 =



arctan (S/C ) si C > 0, S ≥ 0
π/2 si C = 0, S > 0arctan (S/C ) + π si C < 0arctan (S/C ) + 2π si C ≥ 0, S < 0indefinida si C = 0, S = 0

(2.4)

Regresando al ejemplo de la Figura 2.6, se tiene de (2.4) que C = cos (20◦) + cos (340◦) =1.879385 y S = sen (20◦) + sen (340◦) = 0, por lo tanto, α̂0 = arctan (0) = 0, siguiendo elsentido natural de una tendencia central (Figura 2.7).

Figura 2.7: Media direccional adecuada
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2.3. Estadística descriptiva para datos circulares
2.3.2. Distancia circular

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define como distancia circular adecuada entredos puntos a la longitud mínima de los arcos formados entre los dos puntos en la circunferencia,es decir que para cualesquiera dos ángulos α y β se tiene que
ρ0 (α, β) = min (α − β, 2π − (α − β))= π − |π − |α − β|| (2.5)

En la Figura 2.8, la distancia entre A y B puede ser la longitud del arco ANB o la delarco ASB. Con (2.5), la distancia sería la longitud de arco ANB. Se puede ver que la distanciacircular ρ0 toma valores entre [0, π ].

Figura 2.8: La distancia circular ρ0 es la longitud del arco ANB
En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define una segunda distancia circular entre losángulos α y β como

ρ1 (α, β) = 1− cos (α − β) (2.6)
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2. Estadística circular
donde α y β representan los ángulos correspondientes a A y B respectivamente. Si θ es elángulo entre los puntos A y B, la función de distancia ρ1 es monótona creciente con respectoa θ , tomando el valor de 0 cuando θ = 0 y crece hasta 2 si θ = π .

En la Figura 2.9 se observa, que salvo unidades, ambas distancias tienen el mismo sentidoy su diferencia radica en la mayor curvatura que representa ρ1.

Figura 2.9: Comparación de las medidas de distancias circulares
Para poder utilizar la distancia como instrumento de decisión, es importante determinar silas distancias definidas en (2.5) y (2.6) cumplen las propiedades de medida de disimilaridad.En [Webb, 1999] se indica que una medida ρ entre a y b se dice de disimilaridad si
ρ (a, b) ≥ 0 ∀a, b (Positiva)
ρ (a, a) = 0 ∀a (Nulidad)
ρ (a, b) = ρ (b, a) ∀a, b (Simetría)

Proposición 2.3.1. (Disimilaridad Circular del Coseno). La distancia circular definida en (2.6) es
una medida de disimilaridad.
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2.4. Distribuciones de probabilidad circulares
Demostración. La positividad de la distancia se satisface ya que cos (a− b) está entre [−1, 1]por lo tanto ρ1 (a, b) ≥ 0. Además, si cos (0◦) = 1, se tiene que 1−cos (0◦) = 0, y para cualquier
a se tiene que ρ (a) = 1 − cos (a− a) = 0. La simetría de la disimilaridad circular se tieneporque la función coseno es una función par. Es decir cos (a) = cos (−a) lleva directamente a
ρ1 (a, b) = 1− cos (a− b) = 1− cos (b− a) = ρ1 (b, a).
Proposición 2.3.2. (Disimilaridad Circular del Valor Absoluto). La distancia circular definida en
(2.5) es una medida de disimilaridad.

Demostración. Dado que el máximo valor que toma la diferencia entre dos ángulos enradianes está entre −2π y 2π se tiene que |π − |a − b|| toma valores entre −π y π por lotanto π − |π − |a− b|| tiene como rango [0, π ] con lo que se tiene ρ0 (a, b) ≥ 0 para toda a y
b. La nulidad es clara y la simetría se obtiene del valor absoluto, ya que |a− b| = |b− a|
2.4. Distribuciones de probabilidad circulares

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define una distribución circular como aquellacuya probabilidad total está concentrada sobre la circunferencia de un círculo unitario. Elrango de una variable aleatoria circular θ , medida en radianes, toma valores entre [0, 2π) o[−π, π). De la misma forma que las distribuciones clásicas de probabilidad, las distribucionescirculares son dos tipos: Discretas y Continuas. En cualquier caso, una función de densidad deprobabilidad f (θ) debe cumplir con las siguientes propiedades:
f (θ) ≥ 0
´ 2π0 f (θ)dθ = 1
f (θ) = f (θ + k · 2π) para cualquier entero k (es decir f es periódica)

2.4.1. Algunos métodos para obtener distribuciones circulares
En las secciones anteriores se observó que una variable aleatoria circular puede ser re-presentada en términos del ángulo θ , (0 ≤ θ ≤ 2π) o como un vector unitario bidimensional

58



2. Estadística circular
(X = cos (θ), Y = sen (θ))′.

Algunas distribuciones circulares pueden ser generadas a partir de distribuciones de pro-babilidad conocidas sobre la recta real o sobre el plano, por medio de diferentes desarrollos.Se describirán algunos de ellos:
Por envoltura (wrapping) de una distribución lineal alrededor del círculo unitario
Por medio de propiedades características tal como maximizar la entropía
Transformando una variable aleatoria lineal bivariada en sus componentes direccionales,los cuales son llamadas distribuciones de desplazamiento (offset)
Iniciando con una distribución sobre la recta real <, se aplica una proyección estereo-gráfica que indentifica cada punto x en < con algún punto sobre la circunferencia delcírculo unitario, llamado θ . Esta correspondencia es uno a uno, excepto por el hecho delos valores −∞ y ∞ son identificados con π

2.4.2. Distribución von Mises
Una variable aleatoria θ sigue una distribución von Mises o Normal circular si tiene comofunción de densidad:

f (θ; µ, κ) = 12πI0 (κ)eκ cos (θ−µ), 0 ≤ θ ≤ 2π (2.7)
donde 0 ≤ µ < 2π y κ ≥ 0 son parámetros. El término I0 (κ) de la constante de normalizaciónes la función modificada de Bessel de primera clase de orden cero [Fisher, 1993] y está dadapor

I0 (κ) = 12π
ˆ 2π

0 exp (κ cos (θ))dθ
= ∞∑

r=0
(κ2)2r( 1

r!
)2 (2.8)

La función de densidad von Mises tiene las siguientes propiedades:
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2.5. Datos direccionales multidimensionales
Simetría: Debido a la simetría de la función coseno, la densidad es simétrica alrededorde la dirección µ.
Moda en µ: Dado que la función coseno tiene máximo en cero, la densidad von Misestiene máximo en θ = µ, es decir que µ es la moda direccional cuyo valor máximo es

f (µ) = eκ2πI0 (κ) (2.9)
Antimoda en µ ± π: Ya que cos (π) = −1 es el valor mínimo, entonces θ = µ ± π , da elvalor mínimo de densidad en

f (µ ± π) = e−κ2πI0 (κ) (2.10)
Así, µ ± π es la dirección antimodal.
Parámetro de concentración κ : De (2.8) y (2.9), se tiene que:

f (µ)
f (µ ± π) = e2κ

A medida que κ aumenta, la razón de f (µ) y f (µ ± π) es más grande; indicando mayorconcentración alrededor de la media direccional poblacional µ. Por tal motivo, κ esconocido como el parámetro de concentración alrededor de la media direccional.
En la Figura 2.10 se muestra la función de densidad von Mises para diferentes valores de κ ypara µ = π/2.
2.5. Datos direccionales multidimensionales

Usualmente cuando se tiene un conjunto de datos es de interés estudiar la dirección y lamagnitud del vector x = (x1, ..., xp)′, pero en algunas ocasiones se desea estudiar únicamentela dirección de x . Entonces, dichos puntos pueden ser ubicados en la circunferencia en dosdimensiones o en la superficie de la esfera en tres dimensiones. En general, las direccionespueden ser visualizadas como puntos en la superficie de la hiperesfera. Sea θ el vector aleatorio
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2. Estadística circular

(a) κ = 1/100 (b) κ = 2 (c) κ = 7
Figura 2.10: Densidades von Mises (µ = π/2) en los tres casos

direccional de dimensión p, donde θ ′θ = 1. El vector unitario θ toma valores sobre la superficiede la eresfera Sp−1 de dimensión p− 1, que tiene radio unitario y centro en origen.
En general, es conveniente considerar la densidad de x en términos de las coordenadaspolares esféricas x = ru (θ) con θ = (θ1, ..., θp−1)′ donde

ui(θ) = cos θi i−1∏
j=0 sen θj i = 1, ..., p

sen θ0 = cos θp = 1 (2.11)
y 0 ≤ θj ≤ π 0 ≤ θp−1 < 2π r > 0
El jacobiano de la transformación de (r, θ) a x de acuerdo en [Mardia y Jupp, 1999] es

Jp = rp−1 p−1∏
i=1 senp−i θi−1
J2 = r (2.12)

Usualmente se utiliza esta transformación sobre la eresfera de radio uno. Es importantemencionar que para p = 2, es igual a (2.1).
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2.5. Datos direccionales multidimensionales
2.5.1. Distribución von Mises-Fisher

[Jammalamadaka y SenGupta, 2001] sugiere como una generalización adecuada de la dis-tribución von Mises (2.7) sobre esferas de dimensión p− 1, a distribuciones cuya log-densidadsea lineal en x , es decir, cuya densidad f (x ; µ, κ) satisface
log f (x ; µ, κ) = κµ′x + c (2.13)

donde c es una constante, éstas son llamadas las distribuciones von Mises-Fisher.
Un vector aleatorio x sigue una distribución de dimensión (p − 1) von Mises-Fisher si lafunción de densidad de probabilidad es

f (x ; µ, κ) = (κ2)p/2−1 1Γ (p/2) Ip/2−1 (κ)exp{κµ′x} (2.14)
donde κ ≥ 0, µ = 1 y Iv denota la función modificada de Bessel de primer tipo de orden v . Losparámetros µ y κ son llamados media direccional y parámetro de concentración respectivamente.En el caso particular de p = 2, de (2.14) se obtiene

f (x ; µ, κ) = 1
I0 (κ)eκµ′u(x)

y usando coordenadas polares
u (θ) = u1 (θ1)

u2 (θ2)
 = cos θ1sen θ1


se obtiene

f (θ; µ, κ) = 1
I0 (κ)eκ(cos µ1 cos θ1+sen µ1 sen θ1)

= 1
I0 (κ)eκ cos(θ1−µ1)
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2. Estadística circular
la cual tiene el mismo comportamiento de la distribución circular von-Mises, a excepción delparámetro de normalización 1/ (2π). Para el caso de p = 3, la distribución von Mises-Fisher esllamada la distribución Fisher, y está dada por la siguiente expresión:

f (x ; µ, κ) = κ2 senh κ eµ′x (2.15)
escribiendo a x y a µ en coordenadas polares esféricas se tiene:
x = (cos (θ), sen (θ) cos (φ), sen (θ) sen (φ))′ , µ = (cos (α), sen (α) cos (β), sen (α) sen (β))′

entonces
f (x ; µ, κ) = κ4π senh κ eκ [cos θ cos α+sen θ sen α cos (φ−β)] sen θ (2.16)

2.6. Métodos de clasificación
Se tienen J clases de objetos (estados en la naturaleza) de intéres, los cuales utilizan elsubíndice j con j = 1, ..., J , para cada estado respectivamente. La información que poseemossobre los objetos es resumida en un número finito p, de medidas de valor real denominadascaracterísticas. Todas juntas forman un vector de características x ∈ <p. En los modelos deincertidumbre que se analizarán a continuación se supone que hay probabilidades a priori

π1, π2, ..., πj para cada una de las clases. Para modelar la relación entre el vector de caracte-rísticas (incluyendo el ruido natural en los procesos de medición y ocasionales de la naturalezamisma), se supone que un objeto de la clase y ∈ {1, 2, ..., J} es una realización del vector devariables aleatorias con función de distribución condicional de la clase Fy (x). Vectores de ca-racerísticas aleatorias X (los observados en el proceso) son generados de acuerdo al siguienteproceso de J estados: la clase aleatoria Y ∈ {1, 2, ..., J} es seleccionada de acuerdo a las pro-babilidades a priori {π1, ..., πj}; el vector de características observadas X , es una selección dela distribución condicional de la clase FY . Dada una realización del vector de características X ,denotado por x , el problema al que se enfrenta el investigador es decidir a cuál clase perteneceel elemento x . Así, una regla de decisión, es una función g : <p → {1, 2, ..., J}, donde g (x)
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2.6. Métodos de clasificación
denota la clase asignada al vector de características x por el clasificador g, el rendimiento de
g puede ser medido por la probabilidad de error, dada por

L (g) = P{g (x) 6= Y } (2.17)
Si las probabilidades a priori y las distribuciones condicionales son conocidas, entonces el pro-blema de clasificar se convierte en un problema de regla óptima de decisión, es decir, minimizarla probabilidad de error. La regla que minimiza esta probabilidad de error es denominada reglade decisión de Bayes, denotada por g∗. Esta regla de decisión usa las distribuciones conocidasy la observación X = x para calcular las probabilidades a posteriori

ηJ (x) = P [Y = J | X = x ]
de las J clases, y se selecciona la clase con mayor probabilidad a posteriori (equivalentementemenor riesgo), es decir

g∗ (x) = argmax ηj (x)
j∈{1,,2,...,J} (2.18)

La tasa de error de Bayes, está dada por
L∗ = L (g∗) = E [min{η1(X ), η2(X ), ..., ηJ (X )}]

Desde luego, en la mayoría de las aplicaciones se desconoce por lo menos parcialmente lasdistribuciones condicionales, o no se desea realizar supuestos sobre ella. En este caso, gene-ralmente se asume que se tienen realizaciones previas, denominadas muestra de entrenamientodel vector de características X para las dieferenctes clases. Es decir, se tiene
Dn = (X1, Y1) , ..., (Xn, Yn) (2.19)

donde Yk ∈ {1, 2, ..., J} corresponde a la clase de los objetos, la cual es asumida idéntica eindependientemente distribuida con {Π1, ...,ΠJ} para cada una de las clases, y Xk es un vectorde características provieniente de la distribución condicional FYk (x). Así, la pareja (Xk , Yk ) es
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2. Estadística circular
asumida idéntica e independientemente distribuida de acuerdo a las distribuciones (descono-cidas) Py y Fy (x), las cuales caracterizan el problema. Intuitivamente, los datos Dn brindaninformación parcial de las distribuciones desconocidas, y es de interés usar dichos datos paraencontrar buenos clasificadores. Más formalmente, una regla de clasificación o clasificador esuna función gn (x) = gn (x, Dn), construida a partir del conjunto o de la muestra de entrenamien-to Dn, la cual asigna una etiqueta (1, 2, ..., J) a cada punto X ∈ <p. Para un conjunto de datosde entrenamiento fijo Dn, la probabilidad condicional del error de una regla de clasificación es

L (gn) = P [gn (X ) 6= Y | Dn] (2.20)
donde la pareja (X, Y ) es independiente de Dn. Es importante notar que este error depen-de de la muestra de entrenamiento, por lo tanto, la probabilidad de error L (gn) es unavariable aleatoria que depende de Dn, luego se define la probabilidad esperada de error¯L (gn) = E [L (gn)] = P [gn (X ) 6= Y ] tomando este valor esperado con respecto a la muestrade entrenamiento aleatoria. Teóricamente, cuando se desea evaluar el rendimiento se usa co-mo cota la tasa de error de Bayes L∗ la cual es óptima cuando se considera completamenteconocidas las distribuciones.
2.6.1. Discriminante direccional y clasificación

Una medida de distancia: A continuación se introduce una regla de discriminación generalbasada en una distancia circular que puede ser utilizada para cualquier par de distribucionescirculares paramétricas. La idea básica es encontrar qué tan lejos está la nueva observación,de cualquiera de las muestras dadas y asignarla a la población a la que está más cercana.
Para cualesquiera dos puntos (θi, θj) en el circulo unitario, se define la distancia circular

dij = 1− cos (θi − θj) (2.21)
que es no negativa, simétrica en sus indices y es invariante bajo rotación. La distancia promedio
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2.6. Métodos de clasificación
di de una nueva observación θ del grupo i, está dada por

di (θ) = 1− 1
nj

∑
j

cos (θij − θ) (2.22)
Note que esto es lo mismo que la dispersión circular de la muestra i sobre la dirección dada
θ . Usando las notaciones estándar.

C i = i
ni

∑
j

cos (θij) , S i = 1
ni

∑
j

sen (θij) , R i =√C 2
i + S2

i , θ i = arctan S i
C i

La cual puede ser reescrita como sigue
di (θ) = 1− R i cos (θ i − θ) = 1− Vi

ni

Donde Vi es la longitud de la proyección de la i-ésima muestra resultante para la dirección θ .La regla es para clasificar a θ como perteneciente a la población 1 si d1 (θ) < d2 (θ), es decir,si
V1
n1 >

V2
n2El caso donde los dos tamaños de muestra son iguales y las concentraciones tambíen soniguales, corresponde a clasificar a θ como perteneciente al grupo cuya dirección media muestralestá más cerca.

La regla basada en la cuerda: Sea θ la nueva observación para clasificar, se denota por d0i ladistancia de θ a θ̂i, la media circular para el grupo i, i = 1, 2. Se define D (θ) = d01 (θ)−d02 (θ).Con el supuesto de que las probabilidades a priori para las dos poblaciones son iguales y sea
c una constante real, entonces, la regla de clasificación está dada como sigue

Si D (θ) < c asignar a θ a la población 1 yasignar a θ a la población 2 en otro caso (2.23)
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2. Estadística circular
Ahora

D (θ) = (cos(θ̄2)− cos(θ̄1)) cos θ + (sen(θ̄2)− sen(θ̄1)) sen θ (2.24)
Sea

tan (θ0) = sen(θ̄2)− sen(θ̄1)cos(θ̄2)− cos(θ̄1) (2.25)
Se observa que P (θ̄1 = θ̄2) = 0, suponiendo que se trata de distribuciones continuas subya-centes y, por tanto, θ0 está bien definida (con probabilidad 1).

Entonces (2.24) puede escribirse como
D (θ) =√2− 2 cos(θ̄1 − θ̄2) cos (θ − θ0) (2.26)

Note que para (2.25), habrá dos soluciones para θ0.
La regla de clasificación en (2.23) se reduce para una equivalente, pero simple forma como

Si cos (θ − θ0) > K asignar θ a la población 1
y asignar a θ a la población 2 en otro caso (2.27)

Donde K es una constante apropiada.
Observaciones

La dirección θ0 es ortogonal a la bisectriz de θ̄1 y θ̄2
Como ocurre a menudo por la razón de la simplicidad de la regla de clasificación [Ver, e.g.Rao (1973, p.575, Eq. (8e.1.8))], se puede tomar K = 0. La regla dada por la ecuación (2.27)particiona el círculo en dos sectores de 180◦ de amplitud. En este caso, explícitamente,los sectores pueden ser especificados como un semicírculo teniendo a θ0 como su puntomedio, y el arco complementario. Note que si las direcciones medias muestrales son

67



2.6. Métodos de clasificación
iguales, las varianzas circulares distintas no tienen efecto en la regla. En este caso θ0es la propia dirección media. Además, cuando las direcciones medias muestrales no soniguales, las varianzas circulares afectan a θ0. La regla puede ser modificada para cubrirel caso de probabilidades a priori diferentes también.

von Mises-Fisher: De forma análoga al desarrollo del análisis discriminante en espacioseuclidianos, en el análisis discriminante direccional se supone la distribución von Mises-Fisherde dimensión p − 1. Es decir, se supone que el vector direccional x sigue la distribución vonMises-Fisher. Se tiene entonces que, si las poblaciones Π1, ...,ΠJ tienen probabilidades a priori(π1, ..., πJ ) = π , entonces la regla de discriminación de Bayes (con respecto a π) asigna unaobservación x a la población en la cual πjLj (x) es máxima. Donde
Lj (x) = fj (x) = (κj2 )p/2−1 1Γ (p/2) Ip/2−1 (κj)exp{κjµ′jx} (2.28)

y κj y µj son parámetros para cada j con j = 1, ..., J
Proposición 2.6.1. (Función discriminante direccional). Bajo el supuesto de la distribución von
Mises-Fisher en cada población, la regla de clasificación η para una observación x está dada
por

η (x) = argmax
j

{
πj

κp/2−1
j

Ip/2−1 (κj)exp
{
κj

p∑
i=1
(cos (µij) cos (θi) i−1∏

m=0 sen (µmj) sen (θm))}}
(2.29)Demostración La regla es clasificar a la clase en la que se maximice (2.28):

η (x) = argmax
j
{πj fj (x)}

= argmax
j

{
πj
(κj2 )p/2−1 1Γ (p/2) Ip/2−1 (κj)exp{κjµTj x}

}

= argmax
j

{
πj

κp/2−1
j

Ip/2−1 (κj)exp{κjµTj x}
}
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2. Estadística circular
= argmax

j

{
πj

κp/2−1
j

Ip/2−1 (κj)exp{κju (µj)T u (x)}}

= argmax
j

{
πj

κp/2−1
j

Ip/2−1 (κj)exp
{
κj

p∑
i=1
(cos (µij) cos (θi) i−1∏

m=0 sen (µmj) sen (θm))}}
donde µmj y θm denotan la m-ésima coordenada de la transformada polar para la mediadireccional de la clase j y para el vector x respectivamente.

Suponiendo inicialmente que las probabilidades a priori πj son iguales y el parámetro deconcentración κj en cada clase (homocedasticidad), se tiene:
η (x) = argmax

j

{ p∑
i=1
(cos (µij) cos (θi)) i−1∏

m=0 sen (µmj) sen (θm)} (2.30)
denomidada función discriminante direccional en el caso en el cual los parámetros de dispersiónson iguales.
Proposición 2.6.2. (Discriminante circular en el cual κj y πj son iguales). La regla de discrimi-
nación suponiendo la distribución von Mises-Fisher circular con parámetro de concentración κ
y probabilidades a priori iguales para cada clase es:

η (x) = argmax
j

(cos (θ − µj)) (2.31)
Demostración. Para el caso circular p = 2, utilizando el hecho de que en la transformaciónpolar u (α), sen (α0) = cos (αp) = 1 se tiene:

η (x) = argmax
j

[
exp

{(cos (µj) cos (θ) + sen (µj) sen (θ))}]
= argmax

j

[
exp

{(cos (θ − µj))}]
= argmax

j

(cos (θ − µj))
Esta función discriminante alcanza su valor máximo para la clase j donde θ esté más cercano a
µj circularmente. Una gráfica de esta clasificación se presenta en la Figura 2.11. Es importante
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2.6. Métodos de clasificación
mencionar que la función discriminante circular (2.31) es similar a la distancia circular (2.5), esdecir, mide la menor longitud de arco entre θ y cada µj , pero en (2.31) alcanza su valor máximopara la clase donde θ = µj .

Figura 2.11: Clasificación por discriminante circular
Sin el supuesto de igualdad en el parámetro de concentración se obtiene el siguienteresultado.

Proposición 2.6.3. (Discriminante Circular). Suponiendo una distribución circular von Mises-
Fisher, la función de discriminación es

η (x) = argmax
j

{ln (Πj
)+ ln( 1

I0 (κj)
)+ κj cos (θ − µj)} (2.32)

Demostración. Para el caso de p = 2 sin el supuesto de igualdad del parámetro de dispersión
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2. Estadística circular
se tiene

η (x) = argmax
j

{ Πj

I0 (κj)exp{κj cos (µj) cos (θ) + sen (µj) sen (θ)}}

= argmax
j

{ Πj

I0 (κj)exp{κj cos (θ − µj)}
}

= argmax
j

{ln (Πj
)+ ln( 1

I0 (κj)
)+ κj cos (θ − µj)}

Este resultado es equivalente al encontrado por [Morris y Laycock, 1974].
La función discriminante tiene una figura de tipo cardioide para cada clase j , centrada en

µj con aplanamiento para valores pequeños de κj y tiene un efecto de picudez para valoresgrandes de κj . La Figura 2.12 muestra las funciones discriminantes en el caso de dos clases,para diferentes valores de κj . En la Figura 2.12, el valor de la función de discriminación paracada θ está determinado por la distancia del centro del círculo al punto de la función hacia ladirección θ . Los valores negativos de la función discriminante, se ubican en sentido opuesto a
θ .

Figura 2.12: Funciones discriminantes para (κ1 = 4, 6, 8, µ1 = π/2) y (κ2 = 2, µ2 = 3π/2)
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2.6. Métodos de clasificación
2.6.2. Algoritmo de clasificación por discriminante direccional

Suponga que se tiene un conjunto de datos X de dimensión nxp y un vector de clases Yde dimensión nx1, donde Y [i, 1] = j indica que la fila i-ésima de X pertenece a la clase j , con
j = 1, ..., J . Suponga que se tiene n1, n2, ..., nJ registros de la clase 1, 2, ..., J respectivamente.El algoritmo de clasificación por discriminante direccional, para un nuevo registro xnuevo dedimensión 1xp se describe a continuación:

Conversión a datos direccionales: Suponga que la matriz X está ordenada de acuerdo a laclase que pertenece. Sea Z = [xnuevo|X ] con n+1 filas y p columnas. Se calcula R = ρ
(
Z T
) lamatriz de correlación entre individuos y luego la función inversa Θ = arc cos (R ). Es importantemencionar que la primera fila Θ1 contiene el ángulo entre xnuevo y los vectores de la matriz

X . Específicamente, las columnas 2, 3, ..., 1 + n1 contienen las correlaciones de xnuevo con losregistros de la clase 1. Asimismo entre 1 + n1 y 1 + n1 + n2 la correlación con la clase 2, y asíhasta las columnas n−nJ y n donde se encuentra la correlación con la clase J . Es decir: Θ1 =(0, θ2, . . . , θn1+1︸ ︷︷ ︸Clase 1 , θn1+2, . . . , θn1+n2+1︸ ︷︷ ︸Clase 2 , . . . , θn−nJ , . . . , θn︸ ︷︷ ︸Clase J ) y se denota Θ1 = (Θ11,Θ12, . . . ,Θ1J ).
Aplicación de clasificadores direccionales: Se calcula el discriminante direccional para cadaclase, es decir:
ηj
(Θ1j) = πj

κnj /2−1
j

Inj /2−1 (κj)exp
{
κj

nj∑
i=1
(cos (µij) cos (θij) i−1∏

m=0 sen (µmj) sen (θmj))}

donde θi es la i-ésima coordenada de Θj , y κj y el vector µj son calculados a partir de lamatriz Θij la cual contiene los datos circulares para las i que pertenecen a la clase j .
Selección de la clase: El vector xnuevo es clasificado a la clase donde la función de discri-minación sea mayor, es decir:

ηj
(Θ1j) = argmax

j

{
πj

κnj /2−1
j

Inj /2−1 (κj)exp
{
κj

nj∑
i=1
(cos (µij) cos (θij) i−1∏

m=0 sen (µmj) sen (θmj))}}
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CAPÍTULO 3

APLICACIONES

Son pocos los documentos que abordan el análisis discriminante para datos circulares oesféricos. Se utilizará la distribución von Mises-Fisher para realizar este análisis (Morris yLaycock, 1974) que es similar a la distribución normal multivariada (o univariada) en <p.
3.1. Análisis discriminante de datos esféricos y circulares utili-zando la distribución von Mises-Fisher

Para cada grupo se calcula el vector de medias y el parámetro de concentración, y despuésse calcula la densidad de una observación para cada grupo. El grupo para el cual la densidadtiene el valor más grande, es el grupo al que se asigna la observación. Para evitar cualquiercolapso computacional derivado de la función de Bessel se aplicará el logaritmo de la densidady será la determinante para la discriminación
δi = p2 log κi + κizTµi −

12 log (2π)− log [Ip/2−1 (κi)] (3.1)
para i = 1, . . . , g, donde g es el número de grupos, ki el parámetro de concentración, µies la dirección media del i-esimo grupo y z es una observación en Sp−1. Primero se tiene que
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3.1. Análisis discriminante de datos esféricos y circulares utilizando la distribución vonMises-Fisher
observar que tan eficiente es el método, para esto se ha codificado la siguiente función en elprograma estadístico R para estimar la tasa de clasificación
vm f . da ( x , i na , f r a c t i o n = 0 . 2 , R = 1000 , seed = FALSE )

donde
x: es una matriz del conjunto de datos en coordenadas euclidianas, es decir, vectoresunitarios
ina: es una variable que indica la pertenencia de los datos a un grupo
fraction: indica el porcentaje de la muestra que se utilizará como muestra de ensayo
R: es el número de repeticiones
Seed: si seed es TRUE, el resultado siempre será el mismo

Se realiza un procedimiento repetido de validación cruzada para estimar la tasa de clasi-ficación correcta. Ésta consiste básicamente en recoger el doble de datos de los estrictamentenecesarios para la estimación de los parámetros y utilizar inicialmente la mitad para, poste-riormente, comprobar si los resultados son los mismos con la segunda mitad. Dicho en otraspalabras, la validación cruzada consiste en dividir la muestra al azar en dos partes, una para elanálisis y otra para la validación. De este modo el investigador o la investigadora evita tenerque volver a recoger nuevos datos, con los inconvenientes logísticos y prácticos que ello supone.
Resultados

Percent: es el porcentaje estimado de clasificación (discriminación) correcta y dos des-viaciones estándar estimadas. Uno de los porcentajes es la desviación estándar de lastasas y el otro está suponiendo una distribución binomial
Ci: arroja tres tipos de intervalos de confianza, el estándar, otro basado en la distribuciónbinomial y el tercero es el empírico, que calcula el 2.5 % superior e inferior de las tasas
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3. Aplicaciones
Ejemplo 3.1.1. Se trabajará con una matriz de datos x que contiene dos poblaciones que sedistribuyen von Mises-Fisher, para obtenerlo se hace una simulación con la siguiente funciónr v m f ( n , mu , k )

donde
n: es el tamaño de la muestra
mu: es la dirección media
k: es el parámetro de concentración

En la Tabla 3.1 se muestra el vector ina y la matriz x que contiene a los grupos V 1 y V 2que servirán para el ejercicio de esta sección
library(Directional)

x <- rvmf(50, rnorm(2), 5)

ina <- rep(1:2, each = 25)

y<-vmf.da(x, ina, fraction = 0.15, R = 8, seed = FALSE)

## $percent$

## percent sd1 sd2

## 0.7812500 0.1456206 0.1461585

## $ci$

## 2.5% 97.5%

## standard 0.4958336 1.000000

## binomial 0.4947794 1.000000

## empirical 0.6250000 0.978125

## $runtime$

## user system elapsed

## 0 0 0
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3.2. Predicción de nuevas observaciones utilizando el análisis discriminante basado en ladistribución von Mises-Fisher
ina V1 V2 ina V1 V21 -0.19397239 -0.9810070 2 0.88546724 0.46470181 -0.30856119 0.9512045 2 0.40671528 0.91355501 -0.35894265 -0.9333596 2 -0.05101978 0.99869761 0.72992581 0.6835264 2 -0.81789468 -0.57536801 0.64243103 0.7663435 2 -0.95706853 -0.28986171 -0.76373858 -0.6455257 2 -0.25319604 0.96741501 0.42283982 0.9062044 2 -0.11099364 0.99382111 0.97004581 0.2429221 2 0.46820880 0.88361791 -0.07330177 0.9973098 2 0.05985349 0.99820721 -0.05074022 -0.9987119 2 -0.24324378 -0.96996521 0.82283441 0.5682812 2 0.05071633 -0.99871311 -0.89815551 -0.4396779 2 0.87619661 -0.48195381 0.24927960 0.9684316 2 -0.07609672 -0.99710041 0.16539251 0.9862278 2 -0.26093114 -0.96535741 -0.00701150 -0.9999754 2 -0.81022230 -0.58612271 0.39064498 0.9205414 2 -0.15995833 -0.98712381 -0.91013208 -0.4143182 2 -0.33676357 -0.94158921 -0.55085722 -0.8345995 2 -0.58343615 -0.81215901 -0.43190345 -0.9019198 2 -0.49760415 -0.86740421 0.56052534 0.8281373 2 0.17469833 -0.98462201 0.79202648 0.6104867 2 -0.80517279 -0.59304031 0.20893073 0.9779304 2 -0.41023125 -0.91198151 0.47576078 0.8795747 2 0.10111711 -0.99487451 0.58059920 0.8141895 2 -0.04888489 -0.99880441 0.39925467 0.9168401 2 0.69846620 0.7156430Tabla 3.1: Vector ina y matriz x (contiene dos grupos de datos V1 y V2)

Para el vector x se obtuvo un porcentaje de clasificación correcta de 78.12 % por lo que setienen los elementos para decir que el método utilizado es eficiente.
3.2. Predicción de nuevas observaciones utilizando el análisisdiscriminante basado en la distribución von Mises-Fisher

Continuado con el ejemplo anterior, ahora se desea predecir la pertenencia de un nuevoconjunto de datos a algún grupo de la matriz x , para esto se utiliza la siguiente función
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3. Aplicaciones
codificada en el programa estadístico Rvm fda . p r ed ( xnew , x , i n a )

donde
xnew: es la nueva observación u observaciones (vector(es) unitario(s)) cuyo grupo se vaa predecir
x: una matriz de datos con vectores unitarios, es decir, los datos direccionales
ina: es el vector que indica la pertenencia a algún grupo de los datos

Ejemplo 3.2.1. Se va a trabajar con una matriz y de nuevas observaciones que se les asignaráun grupo de pertenencia id, con lo anterior se va a predecir utilizando la función de esteapartado y la matriz de datos x y el vector ina del ejemplo anterior
m1 <- rnorm(2)

m2 <- rnorm(2)

y <- rbind(rvmf(2, m1, 5), rvmf(2, m2, 5))

y

## [,1] [,2]

## [1,] 0.3838680 -0.9233880

## [2,] 0.3408036 -0.9401345

## [3,] 0.9166191 -0.3997618

## [4,] 0.8348666 0.5504523

id <- rep(1:2, each =2)

id

## [1] 1 1 2 2

g <- vmfda.pred(y, x, ina)

table(id, g)
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3.2. Predicción de nuevas observaciones utilizando el análisis discriminante basado en ladistribución von Mises-Fisher
## g

## id 1 2

## 1 2 0

## 2 0 2

Con la salida de table(id, g) se observa que las nuevas observaciones se clasificaron co-rrectamente según el grupo de pertenencia de la matriz de datos x , basándose en los resultadosde la diagonal del cruce de id con la función g.
Se realizaron múltiples simulaciones y los resultados que arrojaban los algoritmos fueronsimilares a los mostrados en los dos ejemplos anteriores, debido a esto se tomó la decisión desolo presentar un ejemplo.
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CAPÍTULO 4

CONCLUSIONES

La literatura sobre el análisis discriminante para datos circulares no es muy abundante, serevisaron principalmente tres publicaciones: Figueiredo A. (2009), Moffit S. D. (1976) y Morrisy Laycock (1974). Este último artículo es al que hacen referencia casi todas las publicacionesposteriores. Después de presentar la teoría en los dos primeros capítulos, en el tercer capítulose muestra una aplicación de la función discriminante circular, en donde se realiza un procesode validación cruzada para estimar la tasa de clasificación correcta de dos grupos de datos, queresultó en el 78 %. Con los ejemplos prácticos de este capítulo se pueden hacer los siguientescomentarios:
Para la función discriminante se realizaron ocho repeticiones del proceso, ya que seobservó que un número excesivo de repeticiones suele ser muy tardado el proceso y puedepresentarse algún problema computacional. La tasa de clasificación correcta depende másde la elección de los datos.
Se trabajó con un número de 100 observaciones (50 para cada población), esta elecciónes debido a que se observó que la discriminación de un número excesivo de datos quesiguen una distribución von Mises-Fisher arroja una tasa de clasificación correcta en un
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intervalo de 53 % a 65 % para las muestras de entrenamiento y esto se puede justificardebido a la complejidad de clasificar una gran cantidad de datos que se traslapen.
De acuerdo al desarrollo de este trabajo, es importante considerar los parámetros de ladistribución von Mises-Fisher. Para el caso del parámetro de concentración κ , como sepuede observar en las gráficas 2.10 y 2.12, si disminuye o aumenta su valor los datos sedispersan o concentran respectivamente alrededor de la media o las medias.
Para predecir la pertenencia a un grupo de nuevas observaciones, se observó con elejemplo que el algoritmo arrojó los resultados deseados, debido a que se seleccionaronlos datos simulados con los mismos parámetros de la distribución de la matriz de datosoriginal.
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APÉNDICE A

RESULTADOS

A.1. Matrices
Definición A.1.1. Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de n
números escritos de la siguiente manera:

(a1, a2, ..., an)
Definición A.1.2. Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n números
escritos de la siguiente manera: 

a1
a2
...
an



Definición A.1.3. Una matriz A de m× n es un arreglo rectangular de mn números dispuestos
en m renglones y n columnas

81



A.1. Matrices

A =

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn


Definición A.1.4. El rango de una matriz de Am×n, se define como el máximo número de renglones
linealmente independientes; se denota por ran(A)
Definición A.1.5. se tiene que,

1. La matriz An×n es definida positiva si X TAX > 0 para X 6= 0 , y se denota A > 0.

2. La matriz An×n es semidefinida positiva si X TAX ≥ 0 para X 6= 0 , y se denota A ≥ 0.

Definición A.1.6. Sea A = (aij ) una matriz de m × n. Entonces la matriz transpuesta de A,
que se escribe AT , es la matriz de n×m que se obtiene al intercambiar los renglones por las
columnas de A. De manera breve, se puede escribir AT = (aj i). En otras palabras

Si A =

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , entonces AT =

a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
... ... . . . ...
a1n a2n · · · anm


Definición A.1.7. Una matriz A es simétrica si AT = A.

Teorema A.1.1. La transpuesta de una matriz satisface las siguientes propiedades:

(AT )T = A.

(A+ B)T = AT + BT .

(AB)T = BTAT .

Definición A.1.8. La traza de una matriz se denota por tr(A) y se define como

tr(A) = n∑
i=1 aii
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A. Resultados
Definición A.1.9. El determinante de una matriz cumple:

Si A es una matriz cuadrada, el determinante se denota por |A|.

Una matriz cuadrada es no singular si |A| 6= 0; de otra forma se dice que A es una matriz
singular.

Si A tiene un renglón de ceros, entonces |A| = 0.

Si A es una matriz triangular, entonces |A| = ∏n
i=1 aii y en particular si cada aii = 1,

entonces |A| = 1.

|AB| = |BA|.
Definición A.1.10. La inversa de una matriz cuadrada An×n es la matriz única denotada A−1,
que satisface AA−1 = A−1A = I , y existe si y solo si A es no singular; por lo que A es invertible.

A.2. Preliminares para el análisis discriminante
Definición A.2.1. Suponga que la variable aleatoria Y tiene una distribución que puede ser
representada por una f .d.p. de la forma:

fY (y) = p1f1 (y) + ...+ pk fk (y)
Donde todas las pj son positivas, p1 + ...+pk = 1, y todas las fk (y) son funciones de densidad
de probabilidad. Entonces se dice que Y tiene una distribución mixta finita con k componentes.

Si el estudio se centra en la clasificación, las pj se conocen como probabilidades a priori.El concepto de priori se refiere a que pj da la probabilidad de que una observación sea delj-ésimo grupo antes de que se tenga cualquier medida. Después de haber calculado el valorde Y , es posible que se deseé volver a evaluar la probabilidad de pertenencia a un grupo. Setendría entonces que utilizar la función de probabilidad condicional de X , dada Y = y, y definir
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A.2. Preliminares para el análisis discriminante
las probabilidades a posteriori de pertenencia a un grupo j como:

pjy = Pr [X = j | Y = y] = pj fj (y)
fY (y)

Las probabilidades a posteriori utilizan la información obtenida mediante el calculo de Y y son,por lo tanto, conjeturas con información, en contra de las conjeturas sin información expresadaspor las probabilidades a priori.
Definición A.2.2. Sea X =

X1
...
X2

 un vector aleatorio de dimensión p. Entonces:

E [X ] =
E [X1]

...
E [Xp]

 =
µ1

...
µp


es el vector de medias de X .

Con frecuencia se utilizará el símbolo µ = E [X ] para indicar que se esta hablando de unvector de medias. De forma más general, si
Y =

Y11 · · · Y1q... ...
Yp1 · · · Ypq


se denota como una matriz de dimensión p×q de variables aleatorias (o una matriz aleatoria),entonces se define su esperanza como:

E [Y ] =
E [Y11] · · · E [Y1q]... ...
E [Yp1] · · · E [Ypq]


Definición A.2.3. La matriz de varianzas y covarianzas de dimensión p×p de un vector aleatorio
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A. Resultados
de dimensión p es:

Var (X ) = Cov (X, X )
= E




(X1 − µ1)2 (X1 − µ1) (X2 − µ2) · · · (X1 − µ1) (Xp − µp)(X2 − µ2) (X1 − µ1) (X2 − µ2)2 · · · (X2 − µ2) (Xp − µp)

... ... . . . ...(
Xp − µp

) (X1 − µ1) (
Xp − µp

) (X2 − µ2) · · · (
Xp − µp

)2




=


var [X1] cov [X1, X2] · · · cov [X1, Xp]
cov [X2, X2] var [X2] · · · cov [X2, Xp]

... ... . . . ...
cov [Xp, X1] cov [Xp, X2] · · · var [Xp]


la cual se denota como

Σ =

σ 21 σ12 · · · σ1p
σ21 σ 22 · · · σ2p
... ... . . . ...
σp1 σp2 · · · σ 2

p


Considere un vector aleatorio X = (X1, ..., Xp)′ de dimensión p y una matriz

A = (aij) =
a11 · · · a1p... . . . ...
ak1 · · · akp


de orden k × p. Se define un nuevo vector aleatorio

Y = AX =
Y1...
Yk


con

Yj = p∑
h=1 ajhXh
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A.3. Medidas de localización para datos circulares
como su j-ésimo componente. En este caso, los elementos de la matriz A son números realesconocidos, por lo tanto, cada variable Yj es una combinación lineal de X1, ..., Xp. Ahora, sepuede mencionar la relación entre los momentos de X y los de Y , suponiendo que todas lamedias y varianzas existen.
Teorema A.2.1. Si Y = AX + c, donde Y es un vector aleatorio de dimensión p, A es una matriz
conocida de orden k × p, y c ∈ <k es un vector conocido, entonces

E [Y ] = A · E [X ] + c

y
Var [Y ] = A · Var [X ] · A′

Teorema A.2.2. Si Y = AX + c, donde X es un vector aleatorio de dimensión p, A es una
matriz fija de dimensión k × p, y c ∈ <k un vector fijo, entonces

E [Y ] = A · E [X ] + c, y

Cov [Y ] = A · Cov [X ] + A′

Teorema A.2.3. Sea (X, Y ) una variable aleatoria bivariada tal que E [Y |X = x ] = α + βx ,
es decir, la regresión de Y sobre X es una línea recta con alguna intersección α y alguna
pendiente β . Entonces

β = cov [X, Y ]/var [x ], yα = E [Y ]− β · E [X ]
A.3. Medidas de localización para datos circulares
A.3.1. La dirección media

Suponga que se tienen vectores unitarios x1, ..., xn con sus correspondientes ángulos θi,
i = 1, ..., n. La dirección media θ̄ de θ1, ..., θn es la dirección resultante x1 + ... + xn de
x1, ..., xn. Esto también es la dirección del centro de masa x̄ de x1, ..., xn. Desde las coordenadas
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A. Resultados
cartesianas de xj que son (cos θj , sin θj) para j = 1, ..., n, las coordenadas cartesianas delcentro de masa son (C̄ , S̄), donde

C̄ = 1
n

n∑
j=1 cos θj S̄ = 1

n

n∑
j=1 sin θj (A.1)

Por lo tanto, θ̄ es la solución de las ecuaciones:
C̄ = R̄ cos θ̄ S̄ = R̄ sin θ̄ (A.2)

(Siempre que R̄ > 0), donde la longitud media resultante R̄ esta dada por
R̄ = (C̄ 2 + S̄2)1/2 (A.3)

Note que θ̄ no esta definida cuando R̄ = 0. Si R̄ > 0, θ̄ está dada explícitamente por
θ̄ =

arctan(S̄/C̄) si C̄ ≥ 0
arctan(S̄/C̄)+ π si C̄ < 0 (A.4)

Donde arctan toma valores en [−π/2, π/2]. Note que en el contexto de la estadística circular
θ̄ no es una media (θ1 + ...+ θn) /n (que no está bien definida, ya que depende de donde secorta el círculo).

Se deduce de (A.1) y (A.2) que:
1
n

n∑
j=1 cos(θj − θ̄) = R̄ (A.5)

y (para R̄ > 0)
n∑
j=1 sin(θj − θ̄) = 0 (A.6)
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A.3. Medidas de localización para datos circulares
La ecuación (A.6) es análoga a:

n∑
j=1
(
xj − x̄

) = 0 (A.7)
para observaciones x1, ..., xn en la recta con media muestral x̄ . Las ecuaciones (A.6) y (A.7)establecen que la suma de desviaciones alrededor de la media son cero.

Ahora se considerará el efecto de rotaciones en la media muestral direccional. Suponga queuna nueva dirección inicial es elegida, haciendo un ángulo α con la dirección inicial original.Entonces los puntos de los datos corresponden a los ángulos
θ ′j = θj − α, j = 1, ..., n (A.8)

en este nuevo sistema de coordenadas.
Se escibe:

C̄ ′ = 1
n

n∑
j=1 cos θ ′j S̄ ′ = 1

n

n∑
j=1 sin θ ′j (A.9)

entonces
C̄ ′ = R̄ cos(θ̄ − α), S̄ ′ = R̄ sin(θ̄ − α) (A.10)

Si las coordenadas polares de (C̄ ′, S̄ ′) son (R̄ ′, θ̄ ′), entonces
C̄ ′ = R̄ ′ cos θ̄ ′, S̄ ′ = R̄ ′ sin θ̄ ′ (A.11)

La comparación de (A.9) y (A.10) da
θ̄ ′ = θ̄ − α, R̄ ′ = R̄ (A.12)

Por lo tanto, la dirección media de θ1 − α, ..., θn − α es θ̄ − α , es decir, la dirección mediamuestral es equivalente bajo una rotación.
88



A. Resultados
A.4. Medidas de concentración y dispersión
A.4.1. La longitud media resultante y la varianza circular

La longitud media resultante R̄ fue introducida en (A.3) como la longitud del vector decentro de masa x̄ , y esta dado por
R̄ = (C̄ 2 + S̄2)1/2

como x1, ..., xn son vectores unitarios
0 ≤ R̄ ≤ 1 (A.13)

Si las direcciones θ1, ..., θn están fuertemente agrupadas entonces R̄ podría ser a lo más uno.Por otro lado, si θ1, ..., θn están muy dispersos entonces R̄ puede ser a lo más cero, por lotanto, R̄ es una medida de concentración de un conjunto de datos. Note que cualquier conjuntode datos de la forma θ1, ..., θn, θ1 + π, ..., θn + π tiene R̄ = 0. Se sigue que R̄ ' 0 no implicaque las direcciones se distribuyen casi por igual alrededor del círculo.La longitud resultante R es la longitud del vector resultante x1 + ...+ xn, así:
R = nR̄ (A.14)

Para propósitos más descriptivos e inferenciales, la longitud media resultante R̄ es más impor-tante que cualquier medida de dispersión, sin embargo, para propósitos de comparación condatos sobre la recta, a veces esto es útil para considerar medidas de dispersión para datoscirculares, la más simple de éstas es la varianza circular muestal definida como
V = 1− R̄ (A.15)

Se deduce de (A.13) que 0 ≤ V ≤ 1 (A.16)
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A.4. Medidas de concentración y dispersión
A.4.2. Descomposición de la dispersión

Una medida usada de la distancia entre dos ángulos θ y ξ es
1− cos (θ − ξ ) (A.17)

Entonces un camino de medición de dispersión de ángulos θ1, ..., θn sobre un ángulo dado αes
D (α) = 1

n

n∑
i=1 {1− cos (θi − α)} (A.18)

Se deduce de (A.5) que
D
(
θ̄
) = V (A.19)

Desde la descomposición
n−

n∑
i=1 cos (θi − α) = (n− nR̄)+(nR̄ − n∑

i=1 cos (θi − α)) (A.20)
junto con (A.19) y (A.5), se tiene

D (α) = V + 2R̄ {sin( θ̄ − α2
)}2 (A.21)

esto es análogo para la identidad
1
n

n∑
i=1 (xi − u)2 = 1

n

n∑
i=1 (xi − x̄)2 + (x̄ − u)2 (A.22)

para observaciones x1, ..., xn sobre la recta con media muestral x̄ .
A.4.3. La desviación estándar circular

A veces es útil disponer de un análogo para los datos circulares de la desviación estándarde los datos en la recta. Una manera de obtener una estadística es por la transformación de
90



A. Resultados
la varianza muestral V . Una transformación estadística apropiada es la desviación estándarmuestral circular dada por

v = {− log (1− V )}1/2 = {−2 log R̄}1/2 (A.23)
Note que v toma valores en [0,∞], mientras que V toma valores en [0, 1].Para valores pequeños de V , la ecuación (A.23) se reduce a

u ' (2V )1/2 = {2(1− R̄)}2 (A.24)
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A.4. Medidas de concentración y dispersión
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APÉNDICE B

CÓDIGOS EN R

B.1. Gráficas
Figura 1.4:

x=seq(-1,12,length=1000)

y1=dnorm(x,mean=2,sd=1)

plot(x,y1,type="l",lwd=2,col="red")

y2=dnorm(x,mean=4,sd=1)

y=lines(x,y2,type="l",lwd=2,col="blue")

polygon(x,pmin(y1,y2),col="gray")

Figura 2.1 y 2.4:
library(circular)

windc <- circular(wind, type="angles", units="radians",

template='geographics')

par(mai=c(0.85, 0.85, 0.05, 0.05), cex.axis=1.1, cex.lab=1.3)

##diagrama de dispersión
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B.1. Gráficas
plot(wind, pch=16, xlab="Observation number",

ylab="Wind direction (in radians)")

##diagrama circular

plot(windc, cex=1.5, bin=720, stack=TRUE, sep=0.035, shrink=1.3)

##diagrama de rosa

axis.circular(at=circular(seq(0, 7*pi/4,pi/4)),

labels=c("N","NE","E","SE","S","SW","W","NW"),

zero=pi/2, rotation='clock', cex=1.5)

ticks.circular(circular(seq(0,2*pi,pi/8)), zero=pi/2,

rotation='clock', tcl=0.075)

rose.diag(windc, bins=16, col="darkgrey", cex=1.5, prop=1.3, add=TRUE)

Para las densidades von-Mises, Figura 2.10:
library(circular)

#1er ejemplo

ff <- function(x) dvonmises(x, mu=circular(pi), kappa=2)

curve.circular(ff, join=TRUE, xlim=c(-1.38, 0.9), cex=1.3, lwd=2)

library(circular)

##2do ejemplo

ff <- function(x) dvonmises(x, mu=circular(pi), kappa=2)

curve.circular(ff, join=TRUE, xlim=c(-2, 2), ylim=c(-2, 1), cex=1.3, lwd=2)

Figura 2.11:
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B. Códigos en R
library(circular)

ff <- function(x) (dvonmises(x, mu=circular(pi/2),

kappa=12.5)+

dvonmises(x, mu=circular(pi), kappa=12.5))/2

curve.circular(ff, join=TRUE, cex=.000000001, ylim=c(-1.6,1.6),lwd=1)

B.2. Para las aplicaciones
Función vmf.da

vmf.da=function(x,ina,fraction=0.2,R=1000,seed=FALSE) {

## x es el conjunto de datos

##ina es el vector que indica el grupo de pertenencia

##del conjunto de datos x

## fraction denota el porcentaje de la muestra

##que se utilizará en el test

## R es el número de validaciones cruzadas

x=as.matrix(x) ; p=ncol(x)

## p es la dimensionalidad de los datos

per=numeric(R) ; n=nrow(x)

ina=as.numeric(ina)

frac=round(fraction*n)

g=max(ina)

mesi=matrix(nrow=g,ncol=p)

k=numeric(g)

## si seed==TRUE el resultado siempre será el mismo

if (seed==TRUE) set.seed(1234567)

for (i in 1:R) {

mat=matrix(nrow=frac,ncol=g)
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B.2. Para las aplicaciones
est=numeric(frac)

nu=sample(1:n,frac) ; test=x[nu,]

id=ina[-nu] ; train=x[-nu,]

for (j in 1:g) {

da=vmf(train[id==j,])

## estima los parámentros de von Mises-Fisher

mesi[j,]=da$mu ## dirección media

k[j]=da$k } ## concentración

for (j in 1:g) {

mat[,j]=(p/2-1)*log(k[j])

+k[j]*test%*%mesi[j,]-0.5*p*log(2*pi)-

log(besselI(k[j],p/2-1,expon.scaled=T))-k[j] }

for (l in 1:frac) est[l]=which.max(mat[l,])

per[i]=sum(est==ina[nu])/frac }

percent=mean(per)

s1=sd(per) ; s2=sqrt(percent*(1-percent)/R)

conf1=c(percent-1.96*s1,percent+1.96*s1) ## 1er I.C.

conf2=c(percent-1.96*s2,percent+1.96*s2) ## 2do I.C.

## A continuación se verifica si los límites de

##confianza exceden los límites permitidos

if (conf1[2]>1) conf1[2]=1

if (conf1[1]<0) conf1[1]=0

if (conf2[2]>1) conf2[2]=1

if (conf2[1]<0) conf2[1]=0

conf3=quantile(per,probs=c(0.025,0.975)) ## 3er I.C.

list(percentage=percent,sd1=s1,sd2=s2,

conf.int1=conf1,conf.int2=conf2,conf.int3=conf3) }

Función vmfda.pred
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B. Códigos en R
vmfda.pred=function(xnew,x,ina) {

## xnew es la matriz de nuevas observaciones

## x es el conjunto de datos original

## ina es el vector que indica el grupo de pertenencia

x=as.matrix(x)

xnew=as.matrix(xnew)

if (ncol(xnew)==1) xnew=t(xnew)

p=ncol(x) ## p es la dimensionalidad de los datos

ina=as.numeric(ina)

g=max(ina)

mesi=matrix(nrow=g,ncol=p)

k=numeric(g)

nu=nrow(xnew)

mat=matrix(nrow=nu,ncol=g)

est=numeric(nu)

for (j in 1:g) {

da=vmf(x[id==j,]) ## se estiman los parámetros de von-Mises

mesi[j,]=da$mu ## dirección media

k[j]=da$k } ## concentración

for (j in 1:g) {

mat[,j]=(p/2-1)*log(k[j])+

k[j]*xnew%*%mesi[j,]-0.5*p*log(2*pi)-

log(besselI(k[j],p/2-1,expon.scaled=T))-k[j] }

for (l in 1:nu) est[l]=which.max(mat[l,])

list(est.group=est) }
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B.2. Para las aplicaciones
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