UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ANALISIS DISCRIMINANTE PARA DATOS

CIRCULARES
T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
ACTUARIO

p R E S E N T A:

JORGE EDUARDO ROJAS JIMENEZ

DIRECTORA DE TESIS:

MAT. MARGARITA ELVIRA CHAVEZ CANO

Ciudad Universitaria, CD. MX. 2018



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Rojas

Jiménez

Jorge Eduardo

553077 77 66

Universidad Nacional Auténoma de
México

Facultad de Ciencias

Actuaria

308234190

2. Datos del tutor
Mat.

Margarita Elvira
Chavez

Cano

3. Datos del sinodal 1
Dra.

Ruth Selene

Fuentes

Garcia

4. Datos del sinodal 2
Act.

Jaime

Vazquez

Alamilla

5. Datos del sinodal 3
Act.

Angel Manuel

Godoy

Aguilar

6. Datos del sinodal 4
Act.

Francisco

Sanchez

Villareal

7. Datos del trabajo escrito

Analisis discriminante para datos circulares
100 p

2018



INTRODUCCION

En mdltiples trabajos cientificos, se obtienen observaciones que pueden considerarse como
valores sobre una circunferencia o en la superficie de una esfera. Estas observaciones son
llamadas datos direccionales, han surgido de manera natural en la geologla, meteorologia, as-
tronomia, biologla, medicina y en otros campos. La literatura sobre la estadistica para datos
direccionales ha aumentado considerablemente, sin embargo, sobre el andlisis discriminante
con este enfoque poco se ha escrito. El propésito de este trabajo es estudiar el problema de
andlisis discriminante para datos circulares, en el que desarrolla el caso de dos grupos sola-

mente debido a la complejidad de los desarrollos.

En el primer capitulo se presenta el andlisis discriminante usual para dos grupos, se ilustra
con un ejemplo de mosquitos y la formulacién de reglas para la clasificacion de futuras observa-
ciones. Se define una medida de distancia entre dos poblaciones multivariadas, primero llamada
distancia estdndar multivariada y después se ve que se trata de la distancia de Mahalanobis
cuando se eleva al cuadrado. La distancia esta estrechamente relacionada con la funcién dis-
criminante lineal, que es una combinacion lineal de las variables tal que separa lo mas posible
a las dos distribuciones. En la seccién 1.2 se desarrollan e ilustran estas nociones con detalle.
En la seccidn 1.3, se aplican los conceptos de distancia estandar y de funcién discriminante con
el apoyo de ejemplos para mostrar los alcances de esta metodologla. Las secciones 1.2 y 1.3 se

basan en conceptos heuristicos, sin hacer ninguna suposicion de distribucion especifica. En la



seccidn 1.4 se retoma la funcién lineal discriminante, pero basandose en un desarrollo tedrico
con la distribucion normal, utilizando el principio de clasificacion basado en la probabilidad
maxima posterior. Se observa que la suposicion de distribuciones normales multivariadas en dos
grupos con matrices de varianzas y covarianzas iguales conduce al mismo método de reducir
los datos p-dimensionales a una sola variable como en el enfoque del principio heuristico de la
seccion 1.2. En la seccion 1.5 se estudian varios tipos de tasas de error para medir (o estimar)
el éxito de una regla de clasificacion. Finamente en la seccidn 1.6 se observa una conexién
relativamente poco conocida pero muy interesante entre las funciones discriminantes lineales

y las diferencias de medias condicionales.

En el sequndo capltulo se presenta la estadistica circular introduciendo a los datos circu-
lares con un ejemplo, se continua con la representacion grafica y la estadistica descriptiva de
forma general para este tipo de datos. En la seccién 2.3 se define la distancia circular, que
es una forma intuitiva para llevar a cabo el andlisis discriminante para datos circulares, en la
seccidn 2.4 se mencionan algunos métodos para obtener distribuciones circulares y se muestra
principalmente, la distribucién von Mises con sus propiedades. En la seccidn 25 se presentan
los datos direccionales multidimensionales, donde se define la direccion de un vector y se
estudia la distribucion von Mises-Fisher como una generalizacién adecuada de la distribucion
von Mises. En la seccién 2.6 se presentan los métodos de clasificacién para datos circulares,
principalmente se desarrolla el enfoque del andlisis discriminante bajo el supuesto de la dis-
tribucién von Mises, definiendo una funcién discriminante direccional que permite desarrollar

un algoritmo de clasificacidn con el discriminante circular.

En el tercer capitulo se muestran las aplicaciones de los capitulos anteriores, utilizan-
do el andlisis discriminante para datos esféricos y circulares basados en la distribucion von
Mises-Fisher, con apoyo de funciones codificadas en el programa estadistico R y también, se

ejemplifica la prediccion de nuevas observaciones utilizando este analisis.
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CAPITULO 1

ANALISIS DISCRIMINANTE

1.1.  Discriminacion y clasificacion

Ejemplo 1.1.1. Clasificacién de mosquitos

Los bidlogos Grogan y Wirth (1981) describen dos especies recién descubiertas de mosquitos
depredadores, Fasciata Amerohelea (AF) y A. Pseudofasciata (APF). Debido a que las dos
especies son similares en apariencia, es Uutil para los biélogos clasificar a un espécimen por
las caracteristicas que son faciles de medir. Entre las muchas caracteristicas que distinguen a
AF de APF, Grogan y Wirth recolectaron mediciones de longitudes de antenas y de alas en
milimetros, de nueve AF y seis APF. Los datos se muestran en la Tabla 1.1.

¢Se puede encontrar una regla que permita clasificar un mosquito dado como AF o APF,
respectivamente, basdndose (nicamente en las mediciones de las longitudes de antena y de
ala?, tal regla podria ser de importancia en la practica, por ejemplo, una especie puede ser un
polinizador valioso, otra especie portadora de alguna enfermedad.

Para comenzar, se utilizard un enfoque descriptivo con el fin de atacar el problema de
clasificacion para este ejemplo. La mejor manera de visualizar dos conjuntos pequefios de datos
es con un diagrama de dispersion y con esto desarrollar un andlisis, como en la Figura 1.1.

Los elementos de las dos especies mencionadas parecen estar claramente separadas en esta
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1. Analisis discriminante

Especie Longitud de Antena (x) Longitud de Ala (y)

(mm) (mm)
AF 1.38 1.64
AF 1.40 1.70
AF 124 1.72
AF 1.36 1.74
AF 1.38 1.82
AF 1.48 1.82
AF 154 1.82
AF 138 1.90
AF 1.56 2.08
APF 114 1.78
APF 1.20 1.86
APF 118 1.96
APF 1.30 1.96
APF 1.26 2.00
APF 1.28 2.00

Tabla 1.1: Datos de mosquitos. Fuente: Grogan y Wirth, 1981

grafica. Incluso sin conocimientos de estadistica, se podria formular un método de clasificacion

observando la ubicacién de los puntos en la grafica.

Este método puede ser mas preciso trazando una linea que separe a los dos conjuntos de

puntos (La Figura 1.2 muestra el mismo diagrama de dispersion, pero con esta linea delimitante).

Longitud de ala — Longitud de antena = 0.58

La cual es bastante arbitraria, pero es Util hasta este punto. La linea delimitante es y —x =

0.58, y las dos regiones de clasificacion se puede definir como:

G=((xvy) : y—x<058 (para AF)

G=(xy):y—x>058 (para APF)

Por lo tanto, se puede tomar una decision para clasificar a los mosquitos Unicamente

basandose en el valor de la diferencia de y — x.
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1. Analisis discriminante

¢Qué pasa si se necesitan analizar tres variables (o mas)? Claramente, el desarrollo serd
mas complicado, ya que construir y visualizar diagramas de dispersién tridimensionales es
complicado. Sin embargo, con el ejemplo anterior (Observando la Figura 1.1) es claro que
ninguna de las dos variables por s{ misma permitiria hacer un desarrollo para una buena regla
de clasificacion, ya que no habria un “traslape” considerable entre los dos grupos.

La idea de mirar distribuciones unidimensionales es prometedora si se permite, para una
mayor flexibilidad, cambiar a un nuevo sistema de coordenadas. Pero primero, se va a ilustran
graficamente cémo una distribucidn unidimensional se puede obtener a partir de una distribucion
bidimensional (se entenderd el propésito en el desarrollo este trabajo). La Figura 1.3 muestra
el mismo diagrama de dispersién, esta vez con distribuciones univariadas trazadas a lo largo de
los ejes de coordenadas, como si fuera una lluvia de puntos sobre los dos nuevos ejes trazados,
que cae horizontal y verticalmente segtn la localizacién de cada uno en la grafica original.

La idea clave, ahora, es jugar con el sistema de coordenadas, rotarlo tal vez 45 grados.
Esto introducird a formular una buena regla de clasificaciéon, ya que con las graficas rotadas
se observa que hay "traslape” en el conjunto de puntos colocados en las nuevas coordenadas

y es dificil tomar una decisidn de clasificacién a primera vista.

Figura 1.3: Diagrama de dispersion del Ejemplo 1.1.1 con una proyeccién de los datos en los
ejes




1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

El ejemplo anterior es bastante comun para el analisis discriminante. Las dos muestras de
mosquitos con la pertenencia a grupos conocidos por lo general hacen referencia a las muestras
de entrenamiento.

Se definird una medida de distancia entre dos distribuciones multivariadas, llamada “distan-
cia estandar multivarianda” La distancia estandar esta estrechamente relacionada con la funcion
discriminante lineal, que se puede considerar como una combinacion lineal de las variables que

separan las dos distribuciones de la manera mas éptima posible.

1.2.  Distancia estandar y la funcién discriminante lineal

En el andlisis de regresion, las funciones de regresidn lineal son introducidas como com-
binaciones lineales de p variables regresoras X, ..., X, tal que la variable dependiente Y se
aproxima optimamente utilizando el método de los minimos cuadrados. Un enfoque similar da

lugar a la definicion de la funcién discriminante lineal.

Definicion 1.2.1. Sea X una variable aleatoria con media y y varianza o® > 0. La distancia
estdndar entre dos numeros x; y xo con respecto a la variable aleatoria X estd dada por:

]
o

(1.1)

Ax (x1, x2) =

Observaciones:
1. St o0 =1, entonces la distancia estandar es igual a la distancia Euclidiana.

2. La distancia estandar es invariante bajo transformaciones lineales no degeneradas: sea
Y = aX + b, donde a # 0 y b son constantes fijas. Similarmente, transformando x; y x,

ay,=ax;+b, i=1,2 Entonces:

ly1 — ya|
Var[Y]
a(x — X2)|

Ay (y1, y2) =




1. Analisis discriminante

3. La distancia estandar es mds usada para distribuciones simétricas. St la distribucion de
X es simétrica con media p, entonces la f.d.p de X depende del argumento x sélo a

través de Ax (x, y) .

La observacion anterior se ilustrard con un ejemplo. Por comodidad, se denotard A(x) a

cambio de Ax (x, p).

Ejemplo 1.2.1. Suponga que X se distribuye normal con media ¢/ y varianza o?. Entonces, la

funcion de densidad de X estd dada por:

1

fx(X)Zm

1
exp | —=N*(X) |, x eR
2
Se hard referencia a una situacidn directamente relacionada con el andlisis discriminante.
Suponga que una variable X es medida en términos de dos poblaciones, con medias diferentes
p; pero con varianza comdn ¢”. Cuando se habla de esperanzas, a veces se agrega un {ndice

al operador para indicar la distribucién en la que hace referecnia el célculo, esto es:
Ei[X]=m, Var[X]=0’ para la poblacién 1

E[X] =, Var[X]=0" para la poblacién 2 (1.3)
Se puede medir la distancia entre dos medias utilizando:

h — [
Nx (th, 1) = % (1.4)

Si la distribucidn de X es simétrica en ambas poblaciones, entonces cualquier valor dado
de A = A(w, 1n) estad relacionado de forma Unica con una cierta cantidad de traslape. Es
importante, sobre todo para el propdsito del andlisis de clasificacion, desarrollar intuitivamente

el concepto de distancia estandar, el siguiente ejemplo muestra esta idea.

Ejemplo 1.2.2. Este ejemplo lleva directamente a la teoria cldsica de la distribucién normal de
clasificacién. Suponga que X ~ N (uj, 02) en la poblacion j, j = 1,2. Sea A = A, 1») la

distancia estandar entre las dos medias, y sea y = (t4 + 1) /2 el punto medio entre las dos




1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

medias. La Figura 1.4 muestra las curvas de densidad para A = 1,2,3,4,5. El traslape entre
las dos curvas de densidad es considerable para A = 1y casi cero para A = 5, pero, {Cémo se
calcula el traslape?, haciendo referencia a las tasas de error, que se estudiaran en un capitulo
posterior, se consideran las dreas bajo la curva de densidad a la derecha y a la izquierda del
punto medio y. Suponga por simplicidad, que 11 > (. Se puede requerir la probabilidad de
que X sea inferior a y, dado que X es de la poblacién |, es decir, se va a evaluar la integral

dada por el 4rea sombreada en la Figura 1.4. Para Z ~ N (0, 1), se tiene que:
b (z) = Pr{Z < 7] (15)

y PriX <y | Py] para calcular la integral deseada, donde "P;" indica que el calculo estd basado

en la distribucion de la poblacion 1. Entonces:

/ —
Hgyﬁwﬂ]
g

PriX <vy| Pi]=Pr {X
= Pr[

o
Zglﬂq
o

(e + ) — 1
o)

= O
= P [—A/2] (1.6)

Por el mismo argumento, Pr{X >y | P,] = ®[—A/2]. Asi, se puede definir ®[—A/2] como
una medida de traslape entre los dos grupos. El traslape decrece monétonamente a medida

que A va de cero a infinito.

A1 |2 3] 456

d(—A/2) | 0308 | 0.159 | 0.067 | 0.023 | 0.006 | 0.001

La distancia estandar entre dos medias se menciona frecuentemente en la inferencia esta-
distica. Se observara por medio de un ejemplo, que esta medida predomina en la prueba t de

Student para una y dos muestras.




1. Analisis discriminante

(a) A=1 (b) A=2
2 2

(©A=3 (d) A=4

() A=5 (HA=6

Figura 1.4: Curvas de densidad normal con distancias estandar desde A =1 hasta A = 6




1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

= (aso de una muestra: Suponga que se tiene una muestra xy, X, ..., xy de una distribucién

con media ¢/ y varianza o2, donde ambos pardmetros son desconocidos. La t para la prueba

de hipétesis Hy : 1 = pip, donde 1y es una constante fija, estd basada en la estadistica:

f = VNE_Ho (17)

S

112
v 1 N _ 1 N \2 . 3
Donde, X = $ ) ., xiys = [m oy (i —X) ] denotan la media muestral y la
desviacion estandar, respectivamente. Se define la distancia estdndar muestral entre dos

ndmeros uq Y u; con respecto a la muestra dada, como:
D(uy, u3) = |uy — uyl Is (1.8)
de donde se obtiene D (X, o) = |Xx — tio] /s, y por lo tanto,
|t] = VND (%, 1) (19)

Dado que existe una relacion tan estrecha, (Por qué utilizar la distancia estdndar?, la
respuesta es que la distancia estdndar y la estadistica t se utilizan para diferentes

propdsitos. La distancia estandar

D (%, 1) = @ (1.10)

es una medida descriptiva, hace referencia a qué tan lejos estan la media de la muestra
X y la media hipotética 1y en términos de la desviacion estandar; también, puede ser

considerada como una estimacidn de la distancia estandar tedrica

|to — v
Ay, 1) = ——— (1.11)
o
La estadistica t, por otro lado, es mas adecuada para probar la hipotesis Hy : 1 = L.
Por st misma no dice mucho acerca de qué tan distantes son (i y X,de hecho, un valor

grande de |t| puede resultar de una distancia estdndar grande o de un tamaio de muestra

10



1. Analisis discriminante

grande N .

= (Caso de dos muestras: Considere muestras independientes xi1, ..., X1y, Y Xo1, ..., Xon, de

distribucidnes con medias y; (j = 1,2), y varianza comdn o”. Sean:

N

/l J
X/:_ZXU j=1,2

N ‘S

Y

1

2

1
)2 ‘
S; = —E Xij — Xj j=12
J N: —1 ( Yy J) ! !
J i=1
las medias y desviaciones estandar muestrales usuales, respectivamente, y se denota por:

o N =1si+ (N = 1) 5]
(Nt + N, —2)

al estimador de la varianza comin ¢, también llamada la varianza combinada. La prueba
t de Student para dos muestras para probar la hipotesis Hy : tn = 1, se basa en la

estadistica:

X1 — X2 NN,
t = 112
S N + N, ( )

Se define la version muestral de A (g, trn) como:

D (%, %) = M (1.13)
s
que puede ser considerada una estimacion de A (uy, 15). Entonces
NiN; .
tl=/—— D, x 1.14
|t] NN, (x1, %) (1.14)

La distancia estdndar D (x;, x2) tiene el objetivo de ser una medida descriptiva de la

separacion entre los dos grupos.

1N



1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

4

Suponga que X = (X1, ..A,Xp) es un vector aleatorio de dimensién p con:

EX]=u
Var[X]=1L
2
o 0Op -~ Op
2
o 0 02p
y = /
0, Oy --- 0
p1 p2 p

Sea L, una matriz de varianzas y covarianzas, se toman dos puntos fijos x; € W’ y
x; € RP, jcomo se puede medir su distancia con respecto a X?. La idea principal es reducir
el problema de dimension p a un problema univariado haciendo combinaciones lineales. Sea
a= (01, ...ap)/ € R’ un vector de coeficientes de una combinacion lineal y sea Y = a’X, por
el Teorema A.1.3 del Apéndice, se puede obtener £E[Y] = py = a'p y Var[Y] = ol = d'Za.
Aplicando la misma transformacion lineal a los puntos xq y x, se obtiene y; = a'x Yy, = ax,
que son numeros fijos en R, por lo tanto, es vélida la idea unidimensional de la distancia

estandar para la combinacién lineal Y = a’X y obtener:

’ ’
AY(_L/1'_L/2) :At/)( (GX1,GX2)
’

a (x1 — x2)

_ @b = x| (115)
(d'Za)?

En este punto, se tiene que asegurar que la expresion anterior esté bien definida, es decir,
que el denominador no sea cero. Dado que @’Za = Var[a’'X] es la varianza de una variable
aleatoria, se observa que a’La > 0, se tendrd la igualdad si @ =0, ast que se excluye la

combinacion lineal degenerada dada por el vector donde todos sus coeficientes son cero. Por

lo tanto, se requiere que:

a'La >0 paratoda a R’ (a#0) (1.16)

12



1. Analisis discriminante

Esta condicion es conocida frecuentemente como una matriz £ de varianzas y covarianzas
definida positiva. Esto significa que ninguna combinacién lineal no trivial de X puede tener
varianza igual a cero. La matriz definida positiva £ es una generalizacion de la varianza positiva
en el caso univariado.

Las combinaciones lineales "interesantes” son aquellas que generan una distancia estandar

grande, esto conduce a la definicién de distancia estdandar multivariada.

Definicion 1.2.2. Sea X un vector aleatorio de dimensién p con media p = E [X| y matriz de
varianzas y covarianzas Var [ X] = I, con el supuesto de que es definida positiva. La distancia
estdndar de dimension p entre dos vectores x; € R” y xo € RP, con respecto a X, es la
distancia estdndar mdxima univariada entre a’xy y a’'x, con respecto a la variable aleatoria
, . ) o .
a’ X, se toma el mdximo sobre todas las combinaciones lineales, esto es
’ ’
Ax(x1, x2) = maxA,y (a X, d xz)

aeERP
a0

max'al (x1 — x|

max — (1.17)
< (d'Ea)?

La definicion muestra que se deben considerar todas las posibles combinaciones lineales
a’X de X, excepto la trivial dada por @ = 0, y encontrar la o las combinaciones para las cuales
a’xy y a’'x, estén tan distantes entre s{ como sea posible 'tan distantes como sea posible’ en
términos de la desviacion estdndar de a’X. La maxima distancia estandar univariada, suponiendo
que exista (un punto aln por demostrar), se pude llamar distancia estandar multivariada entre
X1 Y xp con respecto al vector aleatorio X.

Antes de continuar con el desarrollo de la distancia estdndar multivariada, se mostrardn

algunas propiedades.

Definicion 1.2.3. Dos combinaciones lineales a’X y b’X de un vector aleatorio X se dicen
equivalentes si son proporcionales entre si, es decir, si b = a - ¢ para alguna ¢ € R distinta

de cero.

La importancia del concepto de combinaciones lineales equivalentes se desprende del si-

guiente resultado:
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1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

Lema 1.2.1. Las combinaciones lineales equivalentes llevan al mismo valor de la distancia

estdndar (univariada) entre dos puntos.

Demostracion: Sea Y = a’X una combinacion lineal de X, y sea Y* una combinacion lineal

equivalente, es decir, Y* = ca’X para cualquier ¢ # 0. Para dos puntos x; y x; € R”,

|ca’ (xi — x)|
(a'La)'?
(a'La)'?

Ay- (cd'xi, ca'xy) =

= Ay (a'x1, a'xz)

El Lema 1.2.1 dice que, en el desarrollo para obtener la maxima distancia estdndar, puede
haber una restriccidn para un solo miembro de cada clase de combinaciones lineales equiva-
lentes. Por ejemplo, se puede requerir que todas las combinaciones lineales consideradas estén
normalizadas, es decir, establecer la restriccidon a’a = 1 en el vector de coeficientes. Para cual-
quier combinacion lineal dada Y = a’'X, la combinacion lineal normalizada equivalente estd
dada por:

1 1

* _ ’
Vi=——pV=—"5aX
(d'a) (d'a)
Con el propodsito de desarrollar alguna intuicién geométrica, la idea de buscar sélo en combi-

naciones lineales normalizadas es Util.

4 . 1
Por costumbre, el caso p = 2 es el mas sencillo de tratar. Sea X = un vector
X

aleatorio bivariado y Y = a’'X = a1 X; + a,X, una combinacién lineal de X, una combinacién
. . . 12 .

lineal normalizada equivalente es Y* = b’'X, donde b = a/(d’a) / . es decir, by = aq/~/ 012 + a%
y by = ax/n/aj + @ Cuando b’b = b + b3 = 1, se puede escribir by = cos ¢ y by = sin ¢

para un cierto angulo ¢ € [0, 277} La combinacién lineal normalizada Y* estd dada por:

Y* = (cos ¢) X; + (sin ¢) X,

14



1. Analisis discriminante

Por lo tanto, observando todas las combinaciones lineales normalizadas de las cantidades de
X para hacer variaciones en el angulo ¢ de 0 a 27 (en concreto, de 0 a 7 es suficiente) y
determinar la distribucidn de Y* para cada ¢.

Regresando al desarrollo de la distancia estdndar, para encontrar una expresion explicita
para la distancia estandar multivariada, se necesitard usar un resultado conocido como la
desigualdad de Cauchy-Schwartz extendida, que es una generalizacién de la desiqualdad de

Cauchy Schwartz ordinaria, dada en el siguiente lema.

Lema 1.2.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Para cualesquiera dos vectores distintos de

cerox ERP yy eR’,
’ 2 ’ ’
(xy) < (xx)(yy) (1.18)
donde la igualdad se da si y = cx para cualquier c € R

Lema 1.2.3. (Desigualdad de Chauchy Schwartz extendida) Para cualesquiera dos vectores

distintos de cero u € R? y v € R y cualquier matriz My, simétrica definida positiva,
(u'v)2 < (u'Mu) (VMv) (1.19)

con la igualdad exacta si v = cMu para algin ¢ €R (o, equivalentemente, u = c*M~'v para
cualquier c* eR).

Demostracion: Dado que M es definida positiva y simétrica, existe una matriz simétri-
ca, no sinqular M2 tal que (/\/1”2)2 = M, con inversa M~"?2 = (M1/2)_1. Sea x = M2y y

y = M2y, entonces del Lema 1.2.2 se tiene que:

(u'v)2 =

/M—1/2M1/2y)

(
(xy)’
(
(v

Xx) (y'y)

u'Mu) (VM~'v)

(120)
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1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

La igualdad en (1.20) se da si y = cx para cualquier ¢ €R, es decir, st M~y = cM'2y
o v=cMu para c €R.
Como una consecuencia del Lema 1.2.3 se tiene que para un vector v € R” y una matriz

M definida positiva y simétrica,

=vVMly (1.21)

se alcanza el mdximo para cualquier vector u proporcional a M~v.

Ahora se tiene el resultado principal de este apartado.

Teorema 1.2.1. Sea X un vector aleatorio de dimension p con una matriz de varianzas y
covarianzas ¥ definida positiva. La distancia estdndar multivariada entre dos puntos x; € R

y x, €RP estd dada por:

1/2

AX (X1 , Xz) = [(X1 — Xz)' 2_1 (X1 — Xz)] (122)

Demostracion: En lugar de maximizar Ayx (a’x1, @'xy), se puede maximizar equivalentemente su
2
cuadrado A2y (¢'x1, a'x)) = [d’ (xy — x2)]" / (@’Ea) con a €RP,a # 0.
Usando la ecuacion (1.21) con u = a, v = x; — x3, y M = L, alcanza su valor maximo si se

elige una @ proporcional a =" (x; — x,), entonces:
2
= (x1 —x) I (x — x) (1.23)

El resultado se sigue tomando la raiz cuadrada en (1.23).

Dada la importancia del Teorema 1.2.1, se hardn algunas observaciones.

= Si el vector aleatorio X se compone de variables aleatorias por parejas, todas con la
misma varianza o > 0, entonces la distancia estdndar entre dos puntos xy y xp estd

dada por:
, _ 1/2
Ax (X1,X2) = [(X1 — X2) (Uzlp) 1 (X1 — Xz):l

= %\/(X1 —_ Xz), (X1 —_ Xz) (124)
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1. Analisis discriminante

Con esto, la distancia estdndar es igual a la distancia Euclidiana en términos de la

desviacion estdndar comdn.

= En muchos libros de estadistica multivariada se da un nombre que difiere a la distancia
estdndar, por ejemplo, distancia estadistica, distancia eliptica y la distancia de Mahala-
nobis son términos comnmente utilizados. Por error, A? con frecuencia es denominada
distancia de Mahalanobis, aunque no satisface los axiomas usuales de una medida de

distancia.

= El término "distancia eliptica” se refiere a que, para una matriz A dada definida positiva

y simétrica y un vector m € R’ el conjunto de puntos
ee={xeER:(x—=m) A (x —m) = ¢?} (1.25)

es una elipse (p = 2), elipsoide (p = 3) 6 hiperelipsoide (p > 3) para cualquier ¢ > 0. La
distribucion normal multivariada y las distribuciones multivariadas elipticas, en general,
tienen la propiedad de que la densidad es constante en los conjuntos &, con m y A como

el vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas multiple respectivamente.

A continuacién se abordard el caso de dos grupos, que llevard directamente a un analisis

discriminante lineal.

Suponga que un vector aleatorio X de dimensién p es medido en dos poblaciones, y
Ey[X]=tn, Cov[X]=1L para la poblacién 1

E;[X]=tn, Cov[X]=L para la poblacién 2 (1.26)

donde ¥ es definida positiva.

Definicion 1.2.4. La distancia estdndar multivariada entre n y pp para un vector aleatorio X

como en (1.26) estd dada por:
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1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

_ , ’ ’
AXUHJQ)"ﬂ%ﬁAaX(aHhaIQ)
a#0
a (i —
max | (1 N2)|

agRs (a’Ea)"?

(1.27)

Ahora se puede definir intuitivamente una funcién discriminante.

Definicion 1.2.5. Sea X un vector aleatorio de dimension p con E1[X] = p en la poblacion 1,
E>[X] = en la poblacién 2, y Var[X] = L en ambas poblaciones, con ¥ definida positiva.

Sea Y = B'X una combinacion lineal de X. Si

Ay (5 UmBL/z) = Dy (1, 102)
Entonces Y = B'X es llamada una funcién discriminante lineal para las dos poblaciones.

Las definiciones 1.24 y 1.25 son importantes para comprender el andlisis discriminante
lineal. La distancia estdndar multivariada entre dos poblaciones con la misma matriz de varian-
zas Y covarianzas es la maxima distancia estdndar univariada sobre todas las combinaciones
lineales. Cualquier combinacidn lineal que alcanza el mdximo es una funcién discriminante
lineal para las dos poblaciones.

El siguiente Teorema es una consecuencia directa del Teorema 1.2.1 y su demostracidn.

Teorema 1.2.2. La distancia estdndar multivariada entre dos poblaciones con vectores de medias

th, th Yy matriz de varianzas y covarianzas comun ¥ estd dada por:
_ 12
Ao = ) = [ = ) T (o1 — )| (1.28)
Cualquier combinacién Y = B'X, con
B=c-L (i — )

Donde ¢ #+ 0 es una constante arbitraria y una funcién discriminante lineal para las dos

poblaciones.
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1. Analisis discriminante

X
Ejemplo 1.2.3. Suponga que X = "| es un vector aleatorio bivariado con
X
2
Ei[X]|=1 = para la poblacién 1
5
0 .
E[X]|=1n= para la poblacién 2
0
Y
10
Var[X] =¥ = para ambas poblaciones
05

Las distancias estandar univariadas son [2— 0| /1 = 2 para la variable X; y |5 —0[/V/5 =
V5 & 2.24 para la variable X,. La distancia estandar bivariada, por la ecuacién (1.28), estd

dada por:
12
1 2
Apr,n) = 1(2.5) =3
0 5

(@]

o=

y el vector de coeficientes de la funcién discriminante estd dado por

N
()
N
N

oll—

Donde ¢ = 0 es una constante arbitraria. Si se toma ¢ = 1, entonces la funcién discriminante

estd dada por Y = 2X; + X.

Por ahora se hard referencia a la funcidn discriminante lineal como si estuviera definida de
forma Unica, se va a establecer ¢ =1, a menos que se indique de otra forma. Esto es, el vector

de coeficientes sera:

B=1"(tn—n) (1.29)

Esta eleccion de la constante c tipicamente produce una funcién discriminante no normalizada,
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1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

pero ésta tiene la siguiente propiedad:

Var[Y] = Var [,e/x] — BB = (1 — )T (i1 — 1) = A (1, 1) (130)

Adicionalmente, para ¢ =1,

Ay (i, ) = B (i — ). (1.31)

/ . . . .y . . .
Pero B (tn — i) es la diferencia de medias entre los dos grupos para la funcién discriminante
lineal. As{, para ¢ = 1, la varianza y la diferencia de medias de la funcién discriminante son
idénticas al cuadrado de la distancia estdndar multivariada, ndte que esto es cierto para ¢ = 1,

pero no para una eleccién arbitraria de c.

Dependiendo de la convencidon particular utilizada, en el conocimiento del investigador,
o en los estandares utilizados en los programas para el cdlculo numérico de una funcién
discriminante, se puede obtener una solucién diferente 5* para los coeficientes de la funcién
discriminante lineal. Utilizando una idea que puede ser negativa en el desarrollo, a veces una

constante de intercepcion se afnade, lo que lleva a la funcién discriminante siguiente
Y*=B +c-YV=BR+c BX (1.32)

Para el propdsito de discriminacion , cualquier Y* de este tipo resulta cémoda como Y =
(th — 1) Z7'X, porque lleva a la misma distancia estandar, siempre que ¢ # 0. Aunque esto
suele ser confuso (si no se tienen los conocimientos), se tiene la libertad que proporciona la
eleccién de los dos pardmetros By y ¢ para transformar la funcidn discriminante a una forma

conveniente para fines de clasificacién. Por ejemplo, si se escribe A = Ax (11, 11) y se toma

Cc =

1
A

Y
1

Bo = A (b — 1) T (i + 1) (1.33)
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1. Analisis discriminante

entonces, la funcidn discriminante transformada es

V' =B+ c BX

L
2N\

e 1 P
= ) T (e A )+ (= ) X (1.34)

La variable Y* tiene la siguiente propiedad

1 e ee
var[Y*] = A2 (th — ) TC (g — ) = 1 (1.35)

en ambas poblaciones. Adicionalmente, st yy = E[Y* | Pi]y vy, = E[Y* | P,] denotan las medias

de Y* en las dos poblaciones, se obtiene

1 . 1 _
V=55 (i —m)'T Y 4 ) + A (b — )T "
1 R
=3 (b — ) T [—5 (th + 1) + m]
1 / —1
= ~ \th — L2 17— H2
A b= ) 2 (o — ) /2
1
= =A 1.36
5 (1.36)
y de forma similar,
1
V= —§A (1.37)

Por lo tanto, el punto medio entre las medias de Y* es cero, y la varianza de Y* es uno.

La distancia estandar entonces es idéntica a la distancia Euclidiana en la escala Y*.

X
Ejemplo 1.2.4. Suponga que el vector aleatorio X = tiene distribucién normal con vector
X
de medias 1y = en la poblacion 1, tnh = en la poblacién 2, y matriz de varianzas
1
y covarianzas L = en ambas poblaciones. Las distancias estdndar univariadas son
11
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1.2. Distancia estandar y la funcion discriminante lineal

|5 — 2| /\/2 = 2.121 para X; y 0 para X, los coeficientes de la funcién discriminante lineal son

—1

2 1 3 [ 3 3
11 0 -1 2 0 —3

por lo tanto, la funcién discriminante lineal es Y = 3X; — 3X, o cualquier combinacidn lineal

equivalente a X; — X,. La distancia estdndar bivariada se calcula como:

3
N = (g — ) T (i — ) = B (i — 1) = (3, =3) o) = 9
y, A = 3. Esta es mas grande que la distancia estandar univariada de Xj. Tenga en cuenta que

la funcidn discriminante lineal depende de X), si bien es cierto que la diferencia de medias en

X5 es cero.

La Figura 1.5 muestra una grafica de contorno para este ejemplo, con la distribucién de la

funcion discriminante normalizada,

1
Xi—Xo) = —=VY

Yy —
3V2

Ly
7

En la linea correspondiente a Y’, las dos medias son A = 3 desviaciones estandar de

separacidn. Por ultimo, se observa la transformacién que se sugiere en (1.34). Néte que:
F[Y]= EBX —3%] = 3. —3)n

12 en el grupo 1
3 en el grupo 2

1
y varl[Y] = (3,-3) = 0 en ambos grupos. Se elige la transformacién
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1. Analisis discriminante

Figura 1.5: La distribucién de la funcién discriminante lineal en el ejemplo 1.2.4

Y*=PFy+c-Y, conc=1/3y By =—2.5, entonces:

1
Y*=—2.5+§Y=X1—Xz—2.5

y Ei[Y*]=15enelgrupo 1, £,[Y*|=—15enel grupo 2,y var[Y*| =1 en ambos grupos. Por
lo tanto, en una grafica de las densidades de Y* en ambos grupos, se intersectan exactamente
en 0, y las medias difieren por A = 3. Los resultados numéricos no dependen de ninguna

manera de la normalidad de X.

1.3. Utilizando la funcion discriminante lineal

En esta seccidn, se aplicard la teorfa desarrollada hasta ahora a ejemplos prdcticos, me-
diante la sustitucién de las estadisticas de la muestra para los pardmetros del modelo. Se trata
de un enfoque heuristico y principalmente descriptivo, en el que no se consideran los problemas

de inferencia estadistica. No hay supuestos de distribucién.
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1.3. Utilizando la funcién discriminante lineal

Sean Xy1, X12, ..., xin, los vectores de datos observados del grupo 1y Xz, x22, ..., Xan, l0S
vectores de datos observados del grupo 2. Estas N; 4N, observaciones constituyen las muestras

de entrenamiento. Sean N
/I J

x,:ﬁzxj,- j=1.2 (1.38)
1 i=1

los vectores de medias muestrales, y
-
] i=1

las matrices de varianzas y covarianzas muestrales usuales, con denominadores N; — 1.
Cuando se usan los denominadores N; — 1 en vez de N, en realidad se violan los supuestos

iniciales, pero se sigue con la convencidn aceptada por la mayoria de los estadisticos.

La Unica dificultad en la aplicacién de las nociones de la distancia estdndar multivariada
y la funcion discriminante lineal a los datos observados es que se tienen dos matrices de
varianzas y covarianzas Sy y S, , en lugar de una Unica matriz de varianzas y covarianzas
comun, esta dificultad se soluciona mediante el uso de un promedio ponderado de Sy y S, la

matriz de varianzas y covarianzas combinada muestral

1

SZW[(M—U&JMNZ—USA (1.40)

Unicamente con los supuestos iniciales de estimacién, serta dificil justificar el uso de (1.40),
pero la matriz de varianzas y covarianzas combinada muestral es un estimador insesgado de
la matriz de varianzas y covarianzas comtn de dos poblaciones , independientemente de la

distribucién exacta, esto puede ser Util como justificacion.

De forma andloga a las definiciones de la seccidn anterior, se define la distancia estandar

multivariada muestral y la funcién discriminante lineal muestral.

Definicion 1.3.1. Con el planteamiento de las ecuaciones (1.38) a (1.40), la distancia estdndar

multivariada entre X, y X, estd dada por:
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1. Analisis discriminante

D (x1, x3) = max—|a (1 — %)|

141
oSN (a'Sa)'" 0

Es la maxima distancia estdndar multivariada sobre todas las combinaciones lineales, siempre
que el méximo exista. Cualquier combinacion lineal para la cual se alcanza el maximo se llama
una funcién discriminante lineal para las muestras dadas.

Este problema de maximizacién es matematicamente idéntico al que se observd en la De-

finicidn 1.2.4 y el Teorema 1.2.5, por lo tanto, se obtiene inmediatamente el siguiente Teorema:

Teorema 1.3.1. Con el planteamiento de las ecuaciones (1.38) a (1.40), suponiendo que la
matriz de varianzas y covarianzas combinada muestral S es no singular, la distancia estdndar

multivariada entre Xy y X, estd dada por:

/7

D (%, %) = [(5(1 %) S (k= xz)]m (142)

y el vector de coeficientes de la funcién discriminante lineal es:
b=S"(x; — x) (1.43)

o cualquier vector proporcional a (1.43)

Se observa que si Ny + N, < p + 2, entonces S siempre es sigular. Estas restricciones del
uso del andlisis discriminante lineal para muestras suficientemente grandes se usan para que
la matriz de varianzas y covarianzas combinada sea definida positiva. Note, ademas que, en la
ecuacion (1.41), el término a'Sa es la varianza muestral combinada de la combinacion lineal
Y = da’'X. Se puede decir que la distancia estdndar muestral tiene las mismas propiedades
que su analogo tedrico; éstas satisfacen los axiomas de una medida de distancia. Como en la
seccion anterior, se mencionard la ecuacion (1.43) como la definicién de vector de coeficientes
de una funcién discriminante lineal, es decir, se elegira la constante de proporcionalidad ¢ = 1.
En el desarrollo descriptivo actual, no se va a hacer ninguna suposicion sobre los datos mas
alld que S es definida positiva, en particular, no hay supuestos de que los datos constituyen

muestras aleatorias de una familia particular de distribuciones o que las matrices de varianzas
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1.3. Utilizando la funcién discriminante lineal

y covarianzas en las poblaciones son idénticas, sin embargo, se discutird el uso de la matriz
de varianzas y covarianzas combinada de la muestra para tener claro bajo qué circunstancias

esto es razonable.

Ejemplo 1.3.1. Las matrices de varianzas y covarianzas (con X; =longitud de antena, X, =longitud

de ala) estan dadas por

08.00 80.83
= Para AF
80.83 168.78
y
39.47 43.47
S, = Para APF
43.47 77.87

Con tamanfos de muestra Ny =9, N, = 6, la matriz de varianzas y covarianzas combinada es

1 75.49  66.46
S=—[8S5 +5S5)=
13 66.46 133.81
LJ su lnversa es
B 2354 —11.69 .
S — 10
~11.69 13.28

El vector de diferencia de medias esta dado por

18.67
—12.22

CI:)_(1—)_(2=

Finalmente, se obtienen los coeficientes de la funcidn discriminante lineal

by 0.582
b, —0.381
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1. Analisis discriminante

y la distancia estandar bivariada
et 12 12
D=1[d'S"'d]"" =[d'b]"” =394

En la combinacidn lineal éptima de longuitud de antena y de longitud de ala, las dos medias

son D = 3.94 desviaciones estandar de separacién. Ahora, se puede calcular el valor de
V = b X + byX; = 0.582X; — 0.381X,

para cada una de las 15 observaciones. Se pretende hacer la clasificacién, de nuevo, usando

un enfoque heur{stico.

Se obtienen las medias muestrales de la funcidn discriminante en ambos grupos por los
datos en la tabla 1.2 o por los calculos directos: ¥ = 13.633 para el grupo 1 (AF), y i, = —1.890
para el grupo 2 (APF). EL punto medio entre v1 y v, es m = (v + ) [2 = 5.872, por lo tanto,

una regla simple de clasificacion puede ser:

AF si V. >5.8/
Asignar a

APF si V<587

Para clasificar a un mosquito como perteneciente a un grupo desconocido pero con valores

conocidos x; Yy Xy, se calcula v = 0.582x; — 0.381x, y se verificasiv<mo v > m.

Visto en el espacio de las variables originales, el punto de corte para la clasificacion

corresponde a una linea recta. Para ver esto, se observa que v = m corresponde a la ecuacidn
b1X1 + bzXz =m

o (suponiendo b, = 0)

m by
X = — — —X.

b, b
Finalmente, se muestra una version equivalente de la funcidn discriminante, sugerida por la

transformacién (1.34) en la seccion anterior. La varianza combinada de V es D? = 1552 y el
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Especie Longitud Longitud V Ve
de Antena(X;) de Ala (X))

AF 138 164 1795  3.07
AF 140 170 16.83 278
AF 124 172 075 022
AF 136 174 1298 1.80
AF 138 182 1110 133
AF 148 182 16.92 281
AF 154 182 2042 3.69
AF 138 190 8.05 055
AF 156 208 1169 148
APF 114 178 -1.36 -1.83
APF 120 186 -091 -172
APF 118 196 -588 -298
APF 130 196 111 121
APF 126 200 =274 =219
APF 128 200 -158  1.89

Tabla 1.2: Datos de mosquitos en mm/100 y las dos versiones de la funcién discriminante

punto medio entre v; y ¥, es m = 5.87, es preferible usar

1

Vo= SV —m) = (V—5.87) 3.94

= 1.49 + 0.1478X; — 0.0966X;

Hay situaciones en las que incluso las diferencias considerables entre las matrices de
varianzas y covarianzas parecen irrelevantes en el siguiente sentido. Suponga que el vector
aleatorio X tiene vectores de medias t y i, en dos poblaciones y matrices de varianzas y
covarianzas L # L,. Dado que las matrices de varianzas y covarianzas no son iguales, se utiliza
una combinacién convexa de ellas, es decir L, = aZ; + (1 — a) L,, donde a € [0, 1], y se define
el vector de coeficientes de la funcidn discriminante lineal como B = Zj (th — 1), que depende
de la eleccidn particular de a. Note que la matriz de varianzas y covarianzas combinada en
la situacién muestral es andloga a esta. Se podria argumentar que se debe elegir &4 o ¥,
en la ecuacién de los coeficientes de la funcidn discriminante lineal, es decir, se necesitan

calcular dos funciones discriminantes lineales Y7 = X y Y, = B5X donde B; = Zf (1 — 1h)
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y By =1 (th — 1), y luego decidir cudl es mejor.

Ejemplo 1.3.2. Sea X un vector aleatorio bivariado con E[X| = 1 = ,VarlX] =6 =
2 0 _ 4 5 —3
para la poblacion 1y E[X] = 1 = , VarlX] = L, = en la
0 2 4 -3 5

poblacién 2. Si se usa Ly para calcular los coeficientes de la funciéon discriminante, se obtiene

1 10 3 3
Bi 1 (M Hz) ) 0 1 3 P

y si se elige X, entonces

/3—271( )_1 5 3 3 3 1
2 = Ly \lh HZ_16 3 5 3 > 1

st se utiliza X1 0 ¥,, en ambos casos se obtiene
3
V= i()ﬁ + X))

es la funcién discriminante, o cualquier combinacién equivalente a V. Las distancias estandar
bivariadas son idénticas, usando L 0 L, y esto a pesar del hecho de que las distancias estandar

univariantes no dependen de la eleccién de ¥4 o L.

En general, los vectores B = L' (i — 1) y B = L, (tn — t») no son ni idénticos
ni proporcionales, pero una funcién discriminante lineal puede ser definida de forma Unica,
multiplicando por una constante atin en los casos donde las matrices de varianzas y covarianzas

son diferentes.

En las aplicaciones, se deben calcular dos vectores de coeficientes de la funcidn discrimi-
nante

by=S"(x—x) y b=S5"(x%—x) (1.44)
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1.4. Teoria normal en la discriminacion lineal

para evaluar el efecto de las diferencias entre las matrices de varianzas y covarianzas en la
funcidon discriminante lineal. Se pueden calcular los valores de Vi = b{X y V, = b3X para
todas las observaciones y estudiar la distribucion conjunta de V4 y V5 en un diagrama de
dispersion. Idealmente, si las diferencias entre Sy y S, no afectan a la funcién discriminante
lineal en absoluto, la correlacidn entre la Vj y V; serla 1, aunque este no es un procedimiento

comUn en el analisis discriminante.

1.4. Teorta normal en la discriminacion lineal

En esta seccién se retoma a la funcidn discriminante lineal usando la distribucidon normal
multivariada, concretamente, se especifican las distribuciones normales multivariadas para un
vector aleatorio en dos grupos, formulando un principio de clasificacién en términos de probabi-
lidades a posteriori, y, se mostrara que esa clasificacion lleva al uso de la funcidn discriminante

lineal derivada de los principios heuristicos.

Se cambiard la notacidon utilizada en la secciones anteriores, X denotard una variable
aleatoria discreta que indica la pertenencia a un grupo. Suponga que X toma valores 1y 2
con probabilidades my y m, 711 + m = 1, ademas que, condicionando a X =1, ¥ sigue alguna
distribucién p-variada con f.d.p. f; (y). Del mismo modo, condicionando a X = 2, Y tiene f.d.p.
£ (y). Las 7t; son las probabilidades a priori de pertenecer a un grupo j, j = 1,2. Se Denota

por f;(y) a la fd.p. condicional de Y, dada X = j, la f.d.p marginal de Y es la densidad

fr (y) = mh (y) + mf2 (y) (1.45)

Finalmente, la probabilidad condicional de pertenecer al grupo j, dado que Y =y, esta dada
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1. Analisis discriminante

por
, 7t (y)
e PrX = | Y = g] = jli
Ty | Jj| Y| mh (y) + mh (y)
lefj(!/) .
_ —172 1.46
fy (y) ! o

Las ;, son llamadas usualmente probabilidades a posteriori.

como sigue: clasificar una observacion y € R? en el grupo 1 si my, > m,, y clasificarla en el
0y

grupo 2 si s, > iy,. Por el momento, no hay preocupacién de la posibilidad de que sy, =
y y y

Con esta notacidn, se puede formular un principio intuitivamente razonable de clasificacion
1 para toda y € R”, esta regla es equivalente a lo siquiente: clasificar en

! esto define dos regiones de

y clasificar en el grupo 2 si my, > 3,
j = 1,2, con una frontera de clasificacién dada por

Como m + m
L gr LT 1
el grupo 1 st m, > 5,
clasificacion C; = {y e R”:

- : _ 1
el conjunto {y €RP :m, =1}
El propésito principal de esta seccidn es mostrar que, si las distribuciones condicionales de

> 1}

Uy

Y son normales multivariadas con matrices de varianzas y covarianzas iguales, entonces esta

regla establecerd que la clasificacion debe basarse en la funcion discriminante lineal.
Continuando con la situacién de dos distribuciones normales con matriz de varianzas y cova-

rlanzas comun, es decir,
Y ~N,(n,E) enelgrupo 1

Y ~ N, (t, ) en el grupo 2

Donde ¥ es definida positiva. Entonces la f.d.p. de ¥ en el grupo j esta dada por:
(1.47)

’ yeRr, j=1.2

fily) = (2m) " (dett) " exp | =5 (y =) T (y =) |,

La condicidn m, > my es equivalente a mf; (y) > mf (y), que a su vez es equivalente a:

i (y)
log———— > 0. 148
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pero
fily) 1 g g
= Ny=)V S =) — (g — 1) T (g —
09 70 Sy =) = (g — ) = g — ) T (g — )]
’ 1 ’
= (i =) Ty + 5 (o + ) T o — )
, 1
I AT
(149)
donde
B=X""(m—m) (1.50)

es el vector de coeficientes de la funcidn discriminante lineal. As, el principio de asignar y & R”
para el grupo con la mayor probabilidad a posteriori conduce a una regla de clasificacién basada

en el valor de B'y:

1 si By—31B(tn+ ) > log(m/n
Clasificar en el grupo 2P ot il glmim) (1.51)

2 st By—31B (i +m) < log(m/m)

, entonces esta regla se simplifica a un punto de corte en 0, sin embargo,

N[ —

St = J) =
incluso para probabilidades a priori diferentes de % la regla establece que la clasificacién debe
depender del vector y de datos observados sdlo a través del valor de la funcion discriminante
lineal B'y. Este es un resultado notable y altamente deseable, ya que implica que los datos
multivariados pueden reducirse sin pérdida de informacién (al menos en la disposicidn de dos
distribuciones normales multivariadas con matrices de varianzas y covarianzas idénticas) a los
valores de la funcion discriminante lineal, independientemente de las probabilidades a priori.
En otras palabras, la bisqueda de los limites de clasificacién es equivalente a encontrar un

solo punto de corte para la distribucidn univariada de la funcién discriminante.

En el desarollo de la teorla normal, la funcion discriminante lineal V = B'Y tiene una

. . .y . . . ’ ’ -1 2
distribucién normal univariada con medias vi = B = (i —t) T'mm y v, = B =
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1. Analisis discriminante

(1 — ) ', y con varianza comin o? = ( — ) 7' (1 — ), que es idéntica a la
distancia estandar cuadrada A?, esto implica que el calculo de las probabilidades a posteriori

puede basarse en la variable discriminante V.

Ejemplo 1.4.1. Continuando con el ejemplo de clasificacidn de los mosquitos AF y APF. Sea Y =

Y . o . 141.33
un vector aleatorio normal bivariado con medias [ = para el grupo 1, [h =
Y 180.44
122.67 _ . . A 75.49  006.46
para el grupo 2 y matriz de varianzas y covarianzas comin L =
192.67 06.46 133.81

Sustituyendo las cantidades de la muestra por los pardmetros del modelo. Suponga que las
probabilidades a priort son 71 = m = % La Figura 1.6 muestra una grafica de contorno de
mfi(y) y mh(y), donde f; y f, son densidades normales. El limite entre las dos regiones de
clasificacion es el conjunto de todos los puntos donde las curvas de igual altitud de las dos
"montanas normales” se intersectan.

La region limite esta definida por las ecuaciones (1.49) y (1.50).
Las probabilidades a posteriori de pertenencia en el grupo j pueden ser calculadas como:
7, = PriX =jlV=yv]
. /
— Pr|X=jlg'Y =V]

B mih;(v)
N T /71 (V) + /72h2 (V)

L =12 (152)

. . . / .
Donde h; (v) es la fd.p. de una variable aleatoria normal con media v; = B'y; y varianza A*.

La linea delimitante para la clasificacién corresponde al valor Unico de z tal que my, = m, = %

Una cuestidn importante en las aplicaciones practicas es como elegir los valores adecuados
para iy y 7, en la determinacion de las probabilidades a posteriori, y por lo tanto, identificar las
regiones de clasificacion. A menudo, en situaciones donde se utiliza el andlisis discriminante, las
muestras de entrenamiento se obtienen de las distribuciones condicionales de Y, dada X = j, y
los tamafos de muestra N; y N, son fijos, a veces, las probabilidades a priori iguales se utilizan
para expresar la ignorancia del investigador acerca de la verosimilitud que las observaciones

futuras seran de los grupos 1y 2, respectivamente.
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1.4. Teoria normal en la discriminacion lineal

Figura 1.6: Gréfica de contorno utlizando la teorla normal en el ejemplo de la clasificacidn de
mosqutitos

En otros casos, el muestreo puede ser de la distribucion conjunta de X'y Y, es decir, tanto
el cédigo del grupo X y las variables medidas Y son aleatorias. Los tamafos de la muestra
N;, también son aleatorios, y tiene sentido intuitivo para estimar s; por 7; = N;/(N; + No),

o~

j=1,2, en realidad estas 7r; también son estimaciones de maxima verosimilitud.

El andlisis discriminante involucra a la distribucién condicional de Y, dado X, en particular,
en esta seccidn se ha discutido el caso en el que la distribucion condicional de Y, dada X, es
normal multivariada, tanto para X = 1 como para X = 2. Al clasificar un nuevo vector de datos
y en uno de los dos grupos, se cambid la perspectiva y se estudio la distribucion condicional
de X, dado ¥ =y, lo que produjo las probabilidades a posteriori 7;,, sin embargo, en algunos
casos puede ser mds razonable para modelar la distribucién condicional de X, dado Y =y,
directamente, sin realizar alglin supuesto distribucional de Y. De esta forma se desea calcular
la probabilidad de éxito como una funcién de Y. En una situacion mds general, seria deseable
tratar a X como la variable dependiente y a Y como un vector de dimensidn p "independiente’,
o mejor , como las variables predictoras, la técnica estadistica mds popular basada en este

enfoque es la regresion logistica.
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1. Analisis discriminante

1.5. Tasas de error

En esta seccidn se estudiardn las tasas de error frecuentemente utilizadas para evaluar el
desemperio de los procedimientos de clasificacion.

Una variable discreta X toma valores 1 y 2, indicando la pertenencia a un grupo, con
probabilidades 71y y 7, y un vector aleatorio ¥ de dimensién p con fd.p. f;(y) condicionado a
X =, j =1,2. En ocaciones, se hard referencia a las dos distribuciones condicionales como
las poblaciones, o simplemente como grupos.

Un procedimiento de clasificacion sirve para el proposito de identificar la pertenencia al
grupo de un nuevo vector observado y & R”, sin conocer el valor de X. Por lo general, los
errores no pueden evitarse, y, por lo tanto, seria conveniente desarrollar un procedimiento que

haga que, en cierto sentido, disminuyan los errores.

Se mencionard un método de clasificacion en particiones de dos grupos del espacio muestral
de Y en dos regiones de clasificacion C; y C,. Por comodidad, en este desarrollo se supone que

el espacio muestral es R”, ast C; UC, =R". Se define una funcién x* 1R — {1, 2} tal que

§ 1 si y < C1
< (y) = (153)

2 si ye G

Es decir, x* (y) es la funcién que asigna a y la "pertenencia a un grupo pre-establecido”

Con lo anterior, se puede mostrar una definicidén formal de una regla de clasificacion.

Definicion 1.5.1. Una regla de clasificacion es una variable aleatoria
X =x"(Y), (1.54)

que toma el valor 1si Y € C, y el valor 2si Y € C,.

Siguiendo esta definicion, X* puede ser considerada como la pertenencia al grupo pre-
establecido, mientras que X representa la pertenencia al grupo verdadero. Idealmente, se tendria

que X = X* con probabilidad uno, es decir, la clasificacion correcta en todos los casos.
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El desempefio de una regla de clasificacién puede ser evaluado por una tabla de la distri-

bucién conjunta de X y X* como sigue:

X=1]|X=2| Marginal

X =1|qgnm | qum | qum + qim

X*=2|qgnm | gum | gam + guom

Marginal | T

N

Con la tabla anterior, las 71; = Pr{X = j] y g;; representan las probabilidades condicionales
de X* dada X, es decir, g; = Pr(X* =i | X =j], con g11 + g1 = g1 + g2 = 1. Las dos
entradas, tales que X* = X corresponde a la clasificacidn correcta, mientras que las entradas
(X*=1,X=2)y (X" =2, X =1) representan asignaciones incorrectas. Una buena regla de

clasificacion intentard hacer pequeias las probabilidades de asignaciones incorrectas.

En algunos casos, se pueden observar las probabilidades condicionales de clasificacion
errénea g1, Yy g1, haciéndolas simultaneamente tan pequefias como sea posible o fijando
una de ellas, independientemente de las probabilidades a priori 7;, en otros casos, se desea
encontrar una regla de clasificacién que minimice una evaluacién general de error, como se

muestra en la siguiente definicion.

Definicion 1.5.2. La probabilidad general de clasificacion errénea, o tasa de error, de una regla

de clasificacion X* estd dada por:
v (X)) = Pr(X* + X] = qgum + gim (1.55)

donde 7 =Prix=j] y q;=Pr(X"=i|X=j] pora ij=1,2

Ejemplo 1.5.1. Este es un ejemplo practico del caso univariado para ilustrar las definiciones

anteriores. Suponga que la distribucion condicional de Y, dada X = j, es N' (u/-, UZ), =172
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1. Analisis discriminante

adicionalmente que 1 > . Se define una regla de clasificacién como

1 si Y>c
X" =
2 si Y<c

Aqui, ¢ es una constante real que alin no se ha especificado, entonces

* ¢ H
an = Prix' =2 x =1]= & (—H]
Y

g = PriX =1 X =2 =1-0(—£]

Donde @ es la funcidn de distribucidn de una variable aleatoria normal estdndar. Para cualquier
c €R, la tasa de error y (X*) puede ser calculada ahora con la ecuacidn (1.55), siempre que

las probabilidades a priori sean conocidas.

El desarrollo del ejemplo anterior podria representar una situacién en la que los dos grupos
corresponden a las personas que son inmunes (grupo 1) o susceptibles (grupo 2) a una cierta
enfermedad , y Y es el resultado de una prueba de deteccién para la inmunidad. En tal caso,
se podria querer mantener la probabilidad g;,=Pr[Una persona se declara inmune | la persona
es suspectible] pequena, independientemente de la probabilidad de error g1 o de la tasa de

error.

Si las probabilidades a priori son conocidas o estimadas, se desearia encontrar una regla

de clasificacién X* que minimice y (X*).

Teorema 1.5.1. Una regla de clasificacion X* que minimice la tasa de error y (X*) estd dada
por:

i 1 si yed
Xopt

(1.56)
2 si yel
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donde
Ci={y eR’:nafi(y) > mh(y)}

C={yeR: xf(y) < mh(y)} (157)

El teorema muestra que el mejor procedimiento de clasificacion, en términos de las tasas de
error, es el mismo que la regla de clasificacién basada en la maxima probabilidad a posteriori.
Se refiere a menudo como la regla de Bayes. Note que en (1.57), el conjunto de fronteras
{y e RP : mt(y) = mf(y)} estd asociado arbitrariamente con la regién C;; también se
podria asociar con G, o dividirlo entre G y G, ast X;,, no se define de forma tnica , pero st
el conjunto de fronteras tiene probabilidad cero en ambos grupos, entonces esta no unicidad
es irrelevante. De ahora en adelante, se hara referencia a una regla de clasificacion X7, que
minimiza la tasa de error como una regla de clasificacién dptima y a la tasa de error asociada

Yopt = V (ij) como la tasa de error dptima para un problema de clasificacién dado.

Ejemplo 1.5.2. En el desarrollo de la teorla normal con matrices de covarianzas idénticas, la

regla de clasificacion éptima es

\- 1 si B[Y—31(m—wm)] > log (m/m)

opt

(1.58)
2 en otro caso

donde B = (" (1n — 1n). Esto se deduce de las ecuaciones (1.48) y (1.49) de la seccién anterior
, 102
y el teorema 1.6.1. Con A = [(m — ) g (i — p/z)] como la distancia estandar , la tasa

de error dptima esta dada por

1 1 g 1 1 )
ot = 1 [ —=A + — log == d | —=A — — log == 159
Yopt = T ( 5 +Aogm)+/lz ( 5 AOgm) ( )
Para m = m = % se reduce a
1
Yopt = ¢ (_EA) (160)

que se definié como “la funcién de traslape” con anterioridad.
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1. Analisis discriminante

Una regla de clasificacién obtenida a partir de muestras de entrenamiento, en lugar de
modelos conocidos , se denota por X*, por ejemplo, la regla de clasificacion basada en la

funcion discriminante lineal muestral puede ser descrita como:

Vst Bly=35(9i=0,)] > ¢

2 en otro caso

K=

Donde b = S~ (g1—g2). De acuerdo con el principio de optimalidad, elegirtamos ¢ = log (7, /71),
si las probabilidades a priori se suponen fijas y conocidas, y ¢ = log (7;/711) = log (N>/N;), st

las probabilidades a priori son estimadas de acuerdo a los tamafos de muestra.

Ahora, se estudiaradn varios métodos para evaluar el desempefo de reglas de clasificacion
estimadas a partir de las muestras. La mas simple y popular medida, es llamada tasa de error
"plug-in", que es la proporcion de observaciones clasificadas erréneamente cuando se aplica la
regla de clasificacion X+ para los datos de las muestras de entrenamiento.

Formalmente, para cada una de las observaciones N;+ N, en las muestras de entrenamiento

se tiene la pertenencia a un grupo observado x; y la pertenencia a un grupo pre-establecido

X' Seae =0 six;,=X%"ye =1six # X, entonces la tasa de error plug-in esta dada por

N
1
y ug—in — Ve i 1.61
Yplug N1 + NZ Z e ( )

i=1

Si la clasificacion se hace utilizando la funcion discriminante lineal y si el investigador estd
dispuesto a suponer que la funcion discriminante lineal es aproximadamente normal con varianza
igual en ambos grupos, entonces se puede usar una estimacion con apoyo de la teor{a normal

de la tasas de error siguiendo la ecuacion (1.59)

1 1 1 1
)A/normal = /T1CD —ED + = lOg ?) =+ /72(|) (__D — —log 4

— 1.62
D T 2 D J/T1 ( 6)

D es la distancia estandar muestral, y las probabilidades a priori 7; pueden ser sustituidas

por estimaciones, dependiendo de la situacidn. En particular, para m = m = % se obtiene
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f’normal = (_%D)

1.6.  Funciones discriminantes lineales y medias condicionales

En esta seccion se estudiaran las propiedades de la funcién discriminante lineal con mas
detalle, en particular se investigara el problema de redundancia, es decir, (bajo qué circuns-
tancias una variable o un conjunto de variables pueden ser excluidas del andlisis sin pérdida
de informacion?. Los resultados presentados en este apartado son de valor considerable para

una comprensidn completa del andlisis discriminante lineal.

.y / .
A lo largo de esta seccidn se asume que Y = (Y1, Yp) es un vector aleatorio de
dimensién p con Eq[Y] = py en el grupo 1, E5[Y] = 1 en el grupo 2, y VarlY] = L en
ambos grupos, L es definida positiva, y sea 0 = (i — h el vector de la diferencia de medias y

B =519 el vector de coeficientes de la funcién discriminante.

El primer resultado indica como los coeficientes de la funcién discriminante lineal cambian

st las variables se transforman linealmente.

Lema 1.6.1. Sea A una matriz no singular de orden p x p, y b € R? un vector fijo. Se define
Z =AY + b, y sean By y Bz los vectores de coeficientes de la funcion discriminante de Y y

Z, respectivamente, entonces

By = ABz (1.63)

o, equivalentemente,

Br = (A)" By (164)

Demostracion: Para todos los pardmetros involucrados, se usaran subindices "Y” y "Z"
para indicar que se hard referencia a los vectores aleatorios Y y Z, respectivamente. Dada
Z=Ay+b

Ei[Z)=Am + b en el grupo 1

E;[Z] = Amp + b en el grupo 2
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Y
Var[Z]=¥; = ALyA" en ambos grupos

Entonces, el vector de diferencia de medias en Z estd dado por 0; = A (1 — ) = Ady, y el

vector de coeficientes de la funcidon discriminante lineal en Z es:

Bz =%;'0;
— (Az,A) " Ady
= (A')_1 2;16)/
= (4)" By
Se estudid anteriormente que la distancia estandar multivariada es invariante bajo trans-
formaciones lineales no singulares y que la distancia estandar cuadrada entre los dos vectores

de medias se puede escribir como

A} = B'yéy;
Con apoyo de la ecuacién (1.31). Para un vector aleatorio Z (como en el lema 1.6.1),
A7 = Byoz
= (ByA™") (Ady)
=Ny
que confirma la invarianza de la distancia estandar.

A continuacién, se divide el vector aleatorio Y en subvectores de dimension g y p — q,

respectivamente:
Yi
Y = (1.65)
Y,
donde
Y
Yi =
Yq
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Y

Yq—H

Contienen la primera g y las Ultimas (p — g) variables. La particion del vector de diferencia de

medias 0 y la matriz de varianzas y covarianzas L es anadloga, es decir,

01
0,

Y

Y r
s [En In (1.66)
Ly Ip

ademds, sea

Ay = 1L 6

y
N}, = 8,55, 8, (1.67)

que denotan las distancias estandar multivariadas cuadradas de Y; y Y,, respectivamente.

Entonces se puede establecer el siguiente resultado:
Lema 1.6.2. En el desarrollo de las ecuaciones (1.65) a (1.67), si £, = 0, es decir, si todas las
covarianzas entre Y; y Y2 son cero, entonces:

= F[ vector de coeficientes de la funcion discriminate lineal sobre todas las p variables es

—1
B = By _ [Eno (1.68)

B> £,

» [a distancia estdndar cuadrada de dimension p es la suma de las distancias estdndar
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cuadradas en Yy y Yy, respectivamente, es decir,

N () = 076 = A} + A, (1.69)

Note que la ecuacién (1.69) no es cierta en general, es decir, si L1, # 0, entonces por lo
general

A? (1) # By, + A,

Se puede intuir el resultado principal de esta seccidn, una caracterizacién de condiciones
en las que una variable o un conjunto de variables pueden ser omitidas del analisis sin pérdida

de informacién . En primer lugar, se definird el concepto de redundancia.

Yi
Definicion 1.6.1. Sea Y = particionada en q y (p—q) componentes como en la ecuacion
Y,
Bi . o .
(1.65), y sea B = el vector de coeficientes de la funcién discriminante, particionado
2

andlogamente como Y. Entonces las variables Y, son redundantes si B, = 0. Equivalentemente,

se dice que el subconjunto de variables contenidas en Y; es suficiente.

Una variable es redundante si no aparece en la funcion discriminante, o, en otras palabras,
st su omisidn no afecta a la funcién discriminante. Por simplicidad en la notacién, la definicién
es en términos de redundancia de las Ultimas (p — g) variables, pero se aplica a cualquier

subconjunto de variables propiamente ordenadas.

Y
Ejemplo 1.6.1. Suponga que Y = es un vector aleatorio bivariado con matriz de varianzas
Y2
y covarianzas L = y los vectores de medias (1 = y th = . Entonces
2 0
B = , es decir, la funcidn discriminante lineal estd dada Z = Y;. Por lo tanto, la variable
0

Y5 es redundante en el conjunto de variables {VY;, Y>}. Por otro lado, si el conjunto de variables
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1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales

consiste Unicamente de Y5, entonces Y, no es redundante debido a que su diferencia de medias

no es cero.
: -, , 2 2 2
El caso contrario también puede suceder, como lo ilustra el caso ¥ = , 0 =
2 3 0
Entonces B = , es decir, la funcién discriminante lineal estd dada por Z = 3Y; — 2V,

—2
Para el conjunto de variables {Y, Y2}, ninguna de las variables es redundante, aunque la

variable Y, por s sola no proporciona ninguna informacién acerca de las diferencias en la

ubicacion.

Y;
Por el teorema principal de esta seccidn, se requiere notacion adicional. Sea Y =
1
particionado en g y (p — q) variables, sean
2 7 s—1
Y
A =0d57"0 (1.70)

a istancia cll al Cuadrada a ri I'a varia U a a varia
las distancias estandar cuadradas de las primeras g variables Aé de todas las p variables

(Ag) respectivamente. Sea la particién del vector de coeficientes de la funcién discriminante

)
B = 1 , el vector de diferencia de medias 0 = 1 y
BZ 62
01 =0 — LnLy o (1.71)

Teorema 1.6.1. Las siguientes tres condiciones son equivalentes
(a) B, =0, es decir, las ultimas (p-q) variables son redundantes

2 2
(b) A2= A

(C) 52.1 = 0
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1. Analisis discriminante

Demostracion: Considere la transformacidn lineal

Z 0\ (v
Z 0y ey \ 1

N
I
I

(1.72)

correspondea 1 =Y,y L =Y, — 2212:] Y;. El vector de la diferencia de medias de Z, dado

en la forma particionada usual, es:

01
07 = (1.73)
02.1
Y la matriz de varianzas y covarianzas de Z es:
iy 0
;= Var[Z]= (1.74)
0 Iy
Donde
L1 =LIn—In 'L (1.75)

Dado que la matriz de la transformacién en la ecuacién (1.72) es no singular, se puede aplicar
el lema 1.6.1 y 1.6.2. Se deonta el vector de coeficientes de la funcién discriminante de Z como
B*
1
B*
2

B =

T ly, L3I0 Bi
; 0 zp—q BZ

+Ix
_ B1 1 1232 (176)

B

L o
571021

Y
A/27 = 0"157] 61 + 02155 101
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1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales

= A} + 02155, 102.1 (177)

De la ecuacidn (1.77) y porque L,;1 es definida positiva, Aé = Aé implica 0,1 = 0. A continua-

cion, de la ecuacién (1.76), 0,1 = 0 implica B, = 0. Finalmente, 5, = 0 implica

N =ps=(g 0 o) = g6 = a2
2
Note que la ecuacion (1.76) implica
B, =55),0:1 (1.78)
y, andlogamente
B =£,012 (1.79)

Donde &, y £;;', son definidas andlogamente como en (1.71) y (1.75). La ecuacién (1.77) permite

el cdlculo simplificado de Af].

Se relacionardn los coeficientes de la funcidn discriminante con medias condicionales, y por
lo tanto, el andlisis discriminante lineal con el andlisis de regresién. Con apoyo del Teorema
A.2.3 del Apéndice, se observa que, para dos variables aleatorias distribuidas conjuntamente Y

yZ, stE[Z|Y =y]=a+ By para cualquier a ER y B €R,

cov[Y,Z]

~ar T a=LE[Z]—BE[Y] (1.80)

B =

Se expresard una generalizacion multivariada de este resultado.

Yi 1
Teorema 1.6.2. Sea Y = un vector aleatorio de dimension p con media y = y
Y 1))
. . . Y Lo -
matriz de varianzas y covarianzas ¥ = , particionado en q y (p — q) componentes.
Yn Ly

Se asume que la media condicional de Y,, dada Yy = y1, es una funcion lineal de y4, es decir,

E[Ya| Yy =] = ¢+ Dyy, donde ¢ € RP~9 y D es una matriz de dimensién (p — q) x q.
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1. Analisis discriminante

Entonces
D=1,L;

¢ =th— Din (1.81)

Se aplicard el Teorema 1.6.2 para el desarrollo de dos grupos que difieren en localizacién

pero no en su matriz de varianzas y covarianzas L. Sea

4 Ml
pbh = 2/) . j=12 (1.82)
Hy

el vector de medias en el grupo j — esimo, asumiendo linealidad en las medias condicionales,

el Teorema 1.6.2 dice que
IR T () 1 G )
EfYo | Yi=uy]=p +Inky (g1 1 ) en el grupo 1
Y
Y| Y=y = i + 1L (g1 — ugz)) en el grupo 2 (1.83)
Condicionando a Y; = y;, la diferencia de medias entre los dos grupos para la variable Y, es
oy, (yr) = E2[Va | i =] = E[Y2 | Vi = y]
= (Lé” — uéz)) —InLy (uﬁ” — Léz))

=0, — InIy' o
— 5 (1.84)

Note que 0,1 es un vector de constantes que no dependen de y4, demostrando que las lineas
de regresion o planos son paralelos, es el vector de las diferencias de medias condicional de

Y5, dado Y, bajo el supuesto de linealidead de la esperanza condicional.

El siguiente corolario muestra que la interpretacion de ¥,,1 como la matriz de covarianzas

de una distribucidn condicional no se limita al caso de normalidad multivariada
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1.6. Funciones discriminantes lineales y medias condicionales

Corolario 1.6.1. Bajo los supuestos del Teorema 1.6.2, suponga que Cov[Y, | Y1 = y1] no de-

pende de y4, entonces
COV[Yz | Y1 = y1] = 222.1 = ZZZ — 22121711212 (185)

En particular, para cualquier variable Unica Y}, , su coeficiente en la funcién discriminante
lineal es el mismo que la diferencia media dividida entre la varianza de la distribucion condi-
cional de Y}, dadas todas las otras variables. Esto demuestra, una vez més, que los coeficientes
de la funcién discriminante dependen del conjunto completo de variables consideradas. Si el
conjunto de variables cambia , entonces los coeficientes de la funcidn discriminante también
pueden cambiar. Una variable es redundante exactamente si su diferencia de medias condi-
clonal, dadas todas las demds variables, es cero. Si se anaden o eliminan las variables del
conjunto utilizado entonces las variables anteriormente importantes pueden ser redundantes ,

0 viceversa.
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CAPITULO 2

ESTADISTICA CIRCULAR

2.1. Datos circulares

En muchos campos cientificos diversos, las medidas son direcciones. Por ejemplo, una per-
sona que estudia biologia puede medir la direccién de vuelo de un ave o la orientacién de un
animal, mientras que una persona que se dedica a la geologia puede estar interesado(a) en la
direccidon de los polos magnéticos de la Tierra. Estas direcciones pueden ser en dos dimen-
stones como en los primeros dos ejemplos o en tres dimensiones como en el Ultimo ejemplo.
También, cualquier fendmeno periddico con un periodo conocido, digamos un dia, un mes, un
ano, puede ser representado en un circulo donde la circunferencia corresponde a dicho periodo.
Por ejemplo, tiempos de llegada a un hospital de pacientes que dicen sufrir ataques al corazén

durante el dia.

Por ejemplo, se consideran los datos “wind” disponibles en la biblioteca circular en el
programa R. Este objeto contiene 310 direcciones de viento, medidas en sentido horario (como
las manecillas del reloj) desde el azimuth en radianes, registrados en una estacién meteoroldgica
en los Alpes italianos, cada 15 minutos de las 3:00 a.m. a las 4:00 a.m. del 29 de Enero de 2001 al
31 de Marzo de 2001. Estos datos fueron introducidos en la literatura de la estadistica circular

por Agostinelli (2007). Aunque los datos contenidos en "wind" son angulos, no es un objeto
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2.2. Representacion grafica

de datos circular; es un objeto de datos estdndar que contiene 310 ndmeros sin informacion
adicional para que R les de alguna interpretacién, con la biblioteca circular se pueden trabajar

como se muestra en la Figura 2.1.

(a) Datos observados (b) Representacion circular

Figura 2.1: Direcciones de viento

2.2. Representacion grafica

2.2.1. Datos sin agrupar

La representacion mads simple de los datos circulares es una grdfica de datos circulares
agrupados, en la que cada observacidn se representa como un punto en el circulo unitario. La

Figura 2.1 (b) ilustra este método.

2.2.2.  Datos agrupados
Histogramas circulares

Los datos circulares agrupados pueden ser representados por histogramas circulares, que

son andlogos a los histogramas en la recta real. Cada barra en un histograma circular estd
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2. Estadistica circular

centrada en el punto medio del grupo correspondiente de angulos, y el drea de la barra es

proporcional a la frecuencia en ese grupo.

8 3

120
Figura 2.2: Histograma circular

Histogramas lineales

Debido a que los estadisticos han adquirido experiencia en la interpretacion de histogramas
en la recta, puede ser util transformar un histograma circular en un histograma lineal. Esto
se hace cortando el histograma circular en un punto elegido adecuadamente en el circulo y
luego desenrollando el histograma circular a un histograma lineal en un intervalo de longitud
de 360°. St los datos tienen una moda (direccion preferida), entonces es aconsejable utilizar un
corte casi enfrente de esta moda. Entonces, el centro del histograma lineal estara cerca de la
moda. Un corte cerca de la moda daria la impresidn errénea de que los datos son bimodales.
Para conjuntos de datos que no tienen una Unica moda pronunciada, es util para modificar
el histograma circular mediante la repeticién de un ciclo completo de los datos, para dar un
histograma lineal en un intervalo de longitud 720°.

Diagrama de rosa

Una variante Gtil del histograma circular es el diagrama de rosa, en el que las barras

del histograma circular se sustituyen por sectores. El drea de cada sector es proporcional a
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2.2. Representacion grafica

Figura 2.3: Histograma circular

la frecuencia en el grupo correspondiente. Para lograr esto, cuando los grupos son de igual
longitud, el radio de cada sector debe ser proporcional a la raiz cuadrada de la frecuencia

correspondiente, pero no todos los autores siguen esta convencidn.

/’SE NE
[ 2

h ; v o

| —

Figura 2.4: Diagrama de rosa
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2. Estadistica circular

2.3. Estadistica descriptiva para datos circulares

Los datos circulares pueden ser representados como dngulos o como puntos sobre una
circunferencia en un circulo unitario. La posicién direccional tiene una representacidn tnica en
un sistema coordenado de dos dimensiones, es decir, cuarlquier punto P sobre el plano puede
ser representado en términos de coordenadas rectangulares (X, Y) o como cordenadas polares
(r, a), donde r es la distancia del punto al origen y a es el angulo. Para el punto de origen,

tenemos que r = 0, este no tiene direccidn, es decir, @ no esta definida.

Figura 25: Transformada polar

La Figura 25 representa las coordenadas rectangulares y polares del punto P. Dadas las

coordenadas rectangulares de un punto P = (x, y), se tiene que:
x=rcos(a) y y=rsen(a) (2.1)

En el analisis direccional la direccién es de interés y no la magnitud del vector, por lo que
se toma r = 1, por conveniencia. Asi, cada direccidn corresponde a un punto P sobre la

circunferencia. Del mismo modo, cada punto en la circunferencia puede ser representado por

un angulo.
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2.3. Estadistica descriptiva para datos circulares

2.3.1. Medida de centralidad

Para definir una direccion media, se podria pensar en calcular la media aritmética de los
angulos, pero no tendria sentido, ya que si se toman dos angulos de 20° y 340° su promedio

aritmético serta 180°, pero como se observa en la Figura 2.6, esto no tiene sentido.

Figura 2.6: Transformada polar

Una medida adecuada para la media direccional, para el caso de distribuciones circulares
unimodales, es el vector donde se concentran las direcciones. El cdlculo de este vector es el

siguiente:

Sea a1, @, ..., @, un conjunto de observaciones circulares dadas en angulos. Se considera
la transformacién polar a rectanqular de cada observacién dada en la ecuacién (2.1), es decir
(cos (o), sen (), i =1,...,n. La suma de los n términos sumados componte a componente, da

como resultado el siguiente vector:
R= (> cos(a),) sen(a)| =(C,S) (22)
=1 i=1

Entonces R = R = V/(?+ S? es la longitud del vector R. La direccién del vector anterior,
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2. Estadistica circular

denotado por gy, se obtiene de las siguientes ecuaciones

(@) =5y senfa) =2
cos(a) =5 Y sen(a) =
Una definiciéon explicita de &y estd dada como sigue:
arctan (S/C) stC>0,5>0
/2 siC=0,5>0

S
I
A

arctan(S/C)+ 7 st C <0
arctan(S/C)+ 27 siC>0,5<0
indefinida siC=0S5=0

(23)

(2.4)

Regresando al ejemplo de la Figura 2.6, se tiene de (2.4) que C = cos (20°) + cos (340°) =

1.879385 y S = sen(20°) + sen(340°) = O, por lo tanto, &y = arctan(0) = 0, siguiendo el

sentido natural de una tendencia central (Figura 2.7).

20

340

Figura 2.7: Media direccional adecuada
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2.3. Estadistica descriptiva para datos circulares

2.3.2. Distancia circular

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define como distancia circular adecuada entre
dos puntos a la longitud minima de los arcos formados entre los dos puntos en la circunferencia,

es decir que para cualesquiera dos dngulos a y S se tiene que

po(a, B) = min(a — B, 27 — (a — B)
=7~ |7~ |a— Bl (25)

En la Figura 2.8, la distancia entre A y B puede ser la longitud del arco ANB o la del
arco ASB. Con (2.5), la distancia serta la longitud de arco ANB. Se puede ver que la distancia

circular pp toma valores entre [0, 7]

Figura 2.8: La distancia circular py es la longitud del arco ANB

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define una segunda distancia circular entre los

angulos a y B como
pi(a,B) =1—cos(a—p) (26)
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2. Estadistica circular

donde @ y B representan los angulos correspondientes a A y B respectivamente. St 6 es el
angulo entre los puntos A y B, la funcién de distancia p; es mondtona creciente con respecto

a 6, tomando el valor de 0 cuando 68 = 0 y crece hasta 2 si 8 = x.

En la Figura 2.9 se observa, que salvo unidades, ambas distancias tienen el mismo sentido

y su diferencia radica en la mayor curvatura que representa p;.

z=n-fr—ja-f] z=1-cos(a-p)

Figura 2.9: Comparacion de las medidas de distancias circulares

Para poder utilizar la distancia como instrumento de decisién, es importante determinar si
las distancias definidas en (25) y (2.6) cumplen las propiedades de medida de disimilaridad.

En [Webb, 1999] se indica que una medida p entre a y b se dice de disimilaridad si
= p(a,b) >0 Va,b (Positiva)
» p(a,a)=0 Va (Nulidad)
= p(a,b)=p(b,a) Va, b (Simetria)

Proposicion 2.3.1. (Disimilaridad Circular del Coseno). La distancia circular definida en (2.6) es

una medida de disimilaridad.
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2.4. Distribuciones de probabilidad circulares

Demostracién. La positividad de la distancia se satisface ya que cos (a — b) estd entre [—1,1]
por lo tanto py (a, b) > 0. Ademds, si cos (0°) = 1, se tiene que 1—cos (0°) = 0, y para cualquier
a se tiene que p(a) =1 —cos(a —a) = 0. La simetria de la disimilaridad circular se tiene
porque la funcién coseno es una funcidn par. Es decir cos (a) = cos (—a) lleva directamente a

pi(a,b)=1—cos(a —b)=1—cos(b—a)=p (b, a)

Proposicion 2.3.2. (Disimilaridad Circular del Valor Absoluto). La distancia circular definida en

(2.5) es una medida de disimilaridad.

Demostracion. Dado que el méximo valor que toma la diferencia entre dos angulos en
radianes esta entre —27 y 27 se tiene que |7 — |a — b|| toma valores entre —x y 7 por lo
tanto 7 — |t — |a@ — b|| tiene como rango [0, 7] con lo que se tiene py(a, b) > 0 para toda a y

b. La nulidad es clara y la simetria se obtiene del valor absoluto, ya que |a — b| = |b — d

2.4.  Distribuciones de probabilidad circulares

En [Jammalamadaka y SenGupta, 2001] se define una distribucién circular como aquella
cuya probabilidad total estd concentrada sobre la circunferencia de un circulo unitario. El
rango de una variable aleatoria circular 6, medida en radianes, toma valores entre [0, 277) o
[—, 7). De la misma forma que las distribuciones cldsicas de probabilidad, las distribuciones
circulares son dos tipos: Discretas y Continuas. En cualquier caso, una funcién de densidad de

probabilidad f (8) debe cumplir con las siguientes propiedades:
= £(0) >0
= [1(0)dO =1

w f(0) =1(0+ k- 21) para cualquier entero k (es decir f es periddica)

2.41.  Algunos métodos para obtener distribuciones circulares

En las secciones anteriores se observd que una variable aleatoria circular puede ser re-

presentada en términos del dngulo 6, (0 < 8 < 27) o como un vector unitario bidimensional
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2. Estadistica circular

(X = cos(0), Y = sen(0)).

Algunas distribuciones circulares pueden ser generadas a partir de distribuciones de pro-
babilidad conocidas sobre la recta real o sobre el plano, por medio de diferentes desarrollos.

Se describirdn algunos de ellos:
= Por envoltura (wrapping) de una distribucion lineal alrededor del circulo unitario
= Por medio de propiedades caracteristicas tal como maximizar la entropla

= Transformando una variable aleatoria lineal bivariada en sus componentes direccionales,

los cuales son llamadas distribuciones de desplazamiento (offset)

= Iniciando con una distribucion sobre la recta real SR, se aplica una proyeccion estereo-
grafica que indentifica cada punto x en & con algtn punto sobre la circunferencia del
clrculo unitario, llamado 6. Esta correspondencia es uno a uno, excepto por el hecho de

los valores —oo y oo son identificados con 7

2.4.2. Distribucion von Mises
Una variable aleatoria 8 sigue una distribucién von Mises o Normal circular si tiene como

funcidon de densidad:

1
(64, k) = 5= 0<0< 2 27
(6, 1, k) Ik (K)e , 00 2 (2.7)

donde 0 < p < 27 y k > 0 son pardmetros. EL término /y (k) de la constante de normalizacion

es la funcién modificada de Bessel de primera clase de orden cero [Fisher, 1993] y estd dada

por
1 2
Iy (k) = 5 exp (k cos (8)) d6
U Jo
© 1)
-3 (3)°(5) e

La funcién de densidad von Mises tiene las siguientes propiedades:
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2.5. Datos direccionales multidimensionales

Simetria: Debido a la simetria de la funcidn coseno, la densidad es simétrica alrededor

de la direccion p.

Moda en p: Dado que la funcién coseno tiene maximo en cero, la densidad von Mises

tiene maximo en 8 = p, es decir que p es la moda direccional cuyo valor maximo es

K

fly) = ——— 29
Antimoda en p/ & 51: Ya que cos (1) = —1 es el valor minimo, entonces 8 = 1+ 7, da el
valor minimo de densidad en
e ¥
flutn)=-—— 210
(1 =+ ) 270 (1) (2.10)

Asl, y = 7 es la direccion antimodal.

Parametro de concentracion «: De (2.8) y (2.9), se tiene que:

Fl)
f(u =) - ¢

A medida que x aumenta, la razon de f (y) y f (1 & ) es mas grande; indicando mayor
concentracion alrededor de la media direccional poblacional p. Por tal motivo, x es

conocido como el pardmetro de concentracidn alrededor de la media direccional.

En la Figura 210 se muestra la funcidn de densidad von Mises para diferentes valores de « y

para y = /2.

2.5.

Datos direccionales multidimensionales

Usualmente cuando se tiene un conjunto de datos es de interés estudiar la direcciéon y la

. / . . ;.
magmtud del vector x = (X1, R Xp) , Pero en algunas ocasiones se desea estudiar Unicamente

la direccién de x. Entonces, dichos puntos pueden ser ubicados en la circunferencia en dos

dimensiones o en la superficie de la esfera en tres dimensiones. En general, las direcciones

pueden ser visualizadas como puntos en la superficie de la hiperesfera. Sea 6 el vector aleatorio
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2. Estadistica circular

(@) k =1/100 (b) k=2 () k=7

Figura 2.10: Densidades von Mises (1 = 7/2) en los tres casos

direccional de dimensién p, donde 6’6 = 1. El vector unitario 6 toma valores sobre la superficie

de la eresfera S,_y de dimensién p — 1, que tiene radio unitario y centro en origen.

En general, es conveniente considerar la densidad de x en términos de las coordenadas

7 . /
polares esféricas x = ru(6) con 6 = (6, ..., 0,_¢)" donde
i1
Ujg) = cos 6 I_Isen 0, i=1,..p
j=0

sen@y = cos 0, =1 (2.11)

y
0<6<nm 0<6,,<2r r>0

El jacobiano de la transformacién de (r, ) a x de acuerdo en [Mardia y Jupp, 1999] es
p—1
b= P |_| sen”™" 0,4
i=1

bL=r (212)

Usualmente se utiliza esta transformacion sobre la eresfera de radio uno. Es importante

mencionar que para p = 2, es igual a (2.1).
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2.5. Datos direccionales multidimensionales

2.5.1. Distribucion von Mises-Fisher

[Jammalamadaka y SenGupta, 2001] sugiere como una generalizacién adecuada de la dis-
tribucion von Mises (2.7) sobre esferas de dimension p — 1, a distribuciones cuya log-densidad

sea lineal en x, es decir, cuya densidad f (x; i, k) satisface
log f (x; p, k) = kp'x + ¢ (2.13)

donde ¢ es una constante, éstas son llamadas las distribuciones von Mises-Fisher.

Un vector aleatorio x sigue una distribucidn de dimension (p — 1) von Mises-Fisher si la

funcion de densidad de probabilidad es

K )p/Z—1 1

f(x;u, k)= (— mexp{xu/x} (2.14)

2
donde k >0, p =1y /, denota la funcién modificada de Bessel de primer tipo de orden v. Los
pardmetros 1y k son llamados media direccional y pardmetro de concentracion respectivamente.

En el caso particular de p = 2, de (2.14) se obtiene

f(X; 1, K) _ k' u(x)
o (k)
y usando coordenadas polares
uq (6 cos 6,
u(6) = (6) =
uy (6,) sen 6,
se obtiene
f(Q, 1, K) _ 1 ez<(cosu1 cos B+sen i sen 6y)
o (x)
_ _eKCOS(QW*IM)
o (k)
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2. Estadistica circular

la cual tiene el mismo comportamiento de la distribucidn circular von-Mises, a excepcion del
pardmetro de normalizacién 1/(2rx). Para el caso de p = 3, la distribucion von Mises-Fisher es

llamada la distribucion Fisher, y estd dada por la siguiente expresion:

/

K
f(x; =——e"" 215
b . ) Dsenhk (1)

escribiendo a x y a pr en coordenadas polares esféricas se tiene:
x = (cos (0), sen (0) cos (¢), sen (B) sen (¢))’, 1 = (cos (a), sen (a) cos (B), sen (a) sen (B))’

entonces

K K[cos O cos a+sen Osen a cos (p—P

f(x;u k)= Jsen 6 (2.16)

477 senh k

2.6. Meétodos de clasificacion

Se tienen J clases de objetos (estados en la naturaleza) de intéres, los cuales utilizan el
subindice j con j =1, ..., J, para cada estado respectivamente. La informacidn que poseemos
sobre los objetos es resumida en un ndmero finito p, de medidas de valor real denominadas
caracter(sticas. Todas juntas forman un vector de caracteristicas x € R”. En los modelos de

incertidumbre que se analizardn a continuacién se supone que hay probabilidades a priori

)

N

M, 70, ..., 7T; para cada una de las clases. Para modelar la relacion entre el vector de caracte-
risticas (incluyendo el ruido natural en los procesos de medicion y ocasionales de la naturaleza
misma), se supone que un objeto de la clase y € {1,2, ..., J} es una realizacién del vector de
variables aleatorias con funcién de distribucién condicional de la clase F, (x). Vectores de ca-
raceristicas aleatorias X (los observados en el proceso) son generados de acuerdo al siguiente
proceso de / estados: la clase aleatoria Y & {1,2, ..., J} es seleccionada de acuerdo a las pro-
babilidades a priori {my, ..., ]Tj}; el vector de caracteristicas observadas X, es una seleccion de
la distribucidn condicional de la clase Fy. Dada una realizacidn del vector de caracteristicas X,

denotado por x, el problema al que se enfrenta el investigador es decidir a cudl clase pertenece

el elemento x. Asi, una regla de decisidn, es una funcion g : R? — {1,2,...,J}, donde g (x)
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2.6. Métodos de clasificacion

denota la clase asignada al vector de caracteristicas x por el clasificador g, el rendimiento de

g puede ser medido por la probabilidad de error, dada por

L(g)=Plg(x) + V} 217)

Si las probabilidades a priori y las distribuciones condicionales son conocidas, entonces el pro-
blema de clasificar se convierte en un problema de regla éptima de decision, es decir, minimizar
la probabilidad de error. La regla que minimiza esta probabilidad de error es denominada regla
de decision de Bayes, denotada por g*. Esta regla de decisidn usa las distribuciones conocidas

y la observacién X = x para calcular las probabilidades a posteriori
mix) =Py =1 X =x]

de las J clases, y se selecciona la clase con mayor probabilidad a posteriori (equivalentemente
menor riesgo), es decir

g* (x) = argmax  n;(x) (2.18)
jefl. 2.0y

La tasa de error de Bayes, esta dada por
Lx = L(g") = E[min{n(X), m(X), ..., ny(X)}]

Desde luego, en la mayoria de las aplicaciones se desconoce por lo menos parcialmente las
distribuciones condicionales, o no se desea realizar supuestos sobre ella. En este caso, gene-
ralmente se asume que se tienen realizaciones previas, denominadas muestra de entrenamiento

del vector de caracteristicas X para las dieferenctes clases. Es decir, se tiene
D, = (X1, Y1), ..., (Xs, Vo) (2.19)

donde Yy € {1,2,...,J} corresponde a la clase de los objetos, la cual es asumida idéntica e
independientemente distribuida con {1y, ..., 1,} para cada una de las clases, y Xi es un vector

de caracteristicas provieniente de la distribucién condicional Fy, (x). Asi, la pareja (X, Yk) es
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2. Estadistica circular

asumida idéntica e independientemente distribuida de acuerdo a las distribuciones (descono-
cidas) P, y F,(x), las cuales caracterizan el problema. Intuitivamente, los datos D, brindan
informacidn parcial de las distribuciones desconocidas, y es de interés usar dichos datos para
encontrar buenos clasificadores. Mas formalmente, una regla de clasificacién o clasificador es
una funcién g, (x) = g, (x, D,), construida a partir del conjunto o de la muestra de entrenamien-
to D, la cual asigna una etiqueta (1,2, ..., /) a cada punto X € R”. Para un conjunto de datos

de entrenamiento fijo D, la probabilidad condicional del error de una regla de clasificacién es
L(gn) = Plgn (X) # Y | D] (220)

donde la pareja (X, Y) es independiente de D,. Es importante notar que este error depen-
de de la muestra de entrenamiento, por lo tanto, la probabilidad de error L(g,) es una
variable aleatoria que depende de D,, luego se define la probabilidad esperada de error
L(g,) = E[L(g,)] = P[g.(X) # Y] tomando este valor esperado con respecto a la muestra
de entrenamiento aleatoria. Tedricamente, cuando se desea evaluar el rendimiento se usa co-
mo cota la tasa de error de Bayes L* la cual es dptima cuando se considera completamente

conocidas las distribuciones.

2.6.1. Discriminante direccional y clasificacion

Una medida de distancia: A continuacidn se introduce una regla de discriminacidon general
basada en una distancia circular que puede ser utilizada para cualquier par de distribuciones
circulares paramétricas. La idea basica es encontrar qué tan lejos estd la nueva observacidn,

de cualquiera de las muestras dadas y asignarla a la poblacién a la que estd mas cercana.

Para cualesquiera dos puntos (9,-, Qj) en el circulo unitario, se define la distancia circular
d,'/' =1 —COS(Q[—QJ) (221)

que es no negativa, simétrica en sus indices y es invariante bajo rotacidn. La distancia promedio
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2.6. Métodos de clasificacion

d; de una nueva observacidn 6 del grupo i, estd dada por
1
1(0)=1—— 6, — 0 222
d; (0) ”jéj cos (6 — 0) (2.22)

Note que esto es lo mismo que la dispersion circular de la muestra i sobre la direccién dada

0. Usando las notaciones estdndar.

C, = niigcos (6;) . S, = %gsen (6;) . R: = \/C2 —l—gf, 0, = arctan%

i
La cual puede ser reescrita como sigue

_ _ V.
di(0) =1—Ricos (6; —0) =1——
n;
Donde V; es la longitud de la proyeccion de la i-ésima muestra resultante para la direccion 6.
La regla es para clasificar a 6 como perteneciente a la poblacién 1 st d; (0) < d, (6), es decir,
st
i V)

n n
El caso donde los dos tamafios de muestra son iguales y las concentraciones tambien son
iguales, corresponde a clasificar a 6 como perteneciente al grupo cuya direccién media muestral

estd mas cerca.

La regla basada en la cuerda: Sea 6 la nueva observacion para clasificar, se denota por dy; la
distancia de 6 a 6;, la media circular para el grupo i, i = 1, 2. Se define D (60) = dy (6)—do, (6).
Con el supuesto de que las probabilidades a priorit para las dos poblaciones son iguales y sea

¢ una constante real, entonces, la regla de clasificacién estd dada como sigue

St D(O)<c asignar a 6 a la poblacién 1 y

asignar a 6 a la poblacidn 2 en otro caso (2.23)
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2. Estadistica circular

Ahora
D(6) = (cos (92) — cos (@1) ) cos O + (sen (@2) — sen (@1) ) sen O (2.24)

Sea
sen (@2) —sen (91)

ton () = cos (@2) — cos (91)

(2.25)

Se observa que P (91 = 92) = 0, suponiendo que se trata de distribuciones continuas subya-

centes y, por tanto, Gy esta bien definida (con probabilidad 1).

Entonces (2.24) puede escribirse como

D(@)Z\/Z—Zcos (é)1 —éz) c0s (6 — 6) (2.26)

Note que para (2.25), habrd dos soluciones para 6.

La regla de clasificacidn en (2.23) se reduce para una equivalente, pero simple forma como
St cos(8— 6y) > K asignar 0 a la poblacion 1

y asignar a @ a la poblacién 2 en otro caso (2.27)

Donde K es una constante apropiada.

Observaciones
= La direccidn 6y es ortogonal a la bisectriz de 6y y &,

= Como ocurre a menudo por la razén de la simplicidad de la regla de clasificacién [Ver, e.q.
Rao (1973, p.575, Eq. (8e.1.8))], se puede tomar K = 0. La regla dada por la ecuacién (2.27)
particiona el clrculo en dos sectores de 180° de amplitud. En este caso, explicitamente,
los sectores pueden ser especificados como un semicirculo teniendo a 6y como su punto

medio, y el arco complementario. Note que si las direcciones medias muestrales son
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2.6. Métodos de clasificacion

iguales, las varianzas circulares distintas no tienen efecto en la regla. En este caso 6
es la propia direccion media. Ademas, cuando las direcciones medias muestrales no son
iguales, las varianzas circulares afectan a 6. La regla puede ser modificada para cubrir

el caso de probabilidades a priori diferentes también.

von Mises-Fisher: De forma andloga al desarrollo del andlisis discriminante en espacios
euclidianos, en el andlisis discriminante direccional se supone la distribucién von Mises-Fisher
de dimension p — 1. Es decir, se supone que el vector direccional x sigue la distribucién von
Mises-Fisher. Se tiene entonces que, si las poblaciones [y, ..., [, tienen probabilidades a priori
(71, ..., 1) = 7, entonces la regla de discriminacion de Bayes (con respecto a 1) asigna una

observacién x a la poblacion en la cual m;L; (x) es maxima. Donde

)p/2 1 1
[ (p12) b1 (x;

) exp{Kiix} (2.28)
Yy K; Y 4; son parametros para cada j con j =1,...,/

Proposicion 2.6.1. (Funcion discriminante direccional). Bajo el supuesto de la distribucion von
Mises-Fisher en cada poblacion, la regla de clasificacion n para una observacion x estd dada
por

21
KP!

n(x) = argmax ﬁj/j—exp K/E cos uu cos ( |_|sen L/m, sen (6,,)
j pl2—1 (K/') i—1 m=0

(2.29)

Demostracion La regla es clasificar a la clase en la que se maximice (2.28):

n(x) = argmax{m;f; (x)}

Kj pl2—1 1 T
= argmax 4 71; (—) exp{ku; x}
j "2 C(p12) b (k) b
K}J/271 .
= argmax { 71—~ exp{K;; x}
i bz (k)
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2. Estadistica circular

)—
ij/ ! T
= argmax { m;————exp{Kku (;)" u(x)}
i b1 (1)
P
= argmax ﬂjj—exp K/Z oS u,/ cos ( |_|sen p/,nj sen (6,,)
J //3/2 1(Kf) i=1 m=0

donde pi,; y 6, denotan la m-ésima coordenada de la transformada polar para la media

direccional de la clase j y para el vector x respectivamente.

Suponiendo inicialmente que las probabilidades a priori 7; son iguales y el pardmetro de

concentracion «; en cada clase (homocedasticidad), se tiene:

p
n(x) = argmax Z (cos (uu cos ( |_| sen ym/ sen (6,,) (2.30)

/ i=1
denomidada funcién discriminante direccional en el caso en el cual los pardmetros de dispersién

son iguales.

Proposicion 2.6.2. (Discriminante circular en el cual k; y 71; son iguales). La regla de discrimi-
nacién suponiendo la distribucion von Mises-Fisher circular con pardmetro de concentracion k
y probabilidades a priori iguales para cada clase es:
n (x) = argmax (cos (9 — ,uj)) (2.31)
J
Demostracion. Para el caso circular p = 2, utilizando el hecho de que en la transformacion

polar u (a), sen(ay) = cos (ap) =1 se tiene:

n (x) = argmax [exp {(cos (uj) cos (6) + sen (u/) sen (6)) }]
J

= argmax [exp { (cos (Q — u/-) ) }]
J
= argmax (cos (9 — u/))
J
Esta funcion discriminante alcanza su valor maximo para la clase j donde 6 esté mas cercano a

p; circularmente. Una grdfica de esta clasificacion se presenta en la Figura 2.11. Es importante
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2.6. Métodos de clasificacion

mencionar que la funcidn discriminante circular (2.31) es similar a la distancia circular (2.5), es
decir, mide la menor longitud de arco entre 0 y cada p;, pero en (2.31) alcanza su valor maximo

para la clase donde 6 = y;.

[

Figura 2.11: Clasificacién por discriminante circular

Sin el supuesto de igualdad en el parametro de concentracion se obtiene el siguiente

resultado.

Proposicion 2.6.3. (Discriminante Circular). Suponiendo una distribucion circular von Mises-

Fisher, la funcion de discriminacion es

1 (x) = argmax { In (M) +n + K cos (6 — ) (2.32)

j o (5)

Demostracion. Para el caso de p = 2 sin el supuesto de igualdad del pardmetro de dispersion
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2. Estadistica circular

se tiene

n(x) = argmax ', exp {«; cos ;) cos () + sen () sen (6) }

j b (1)

J
= ar ax 1 ———6ex ki cos (0O Hi

= argmax 1 ln (M) + ln ! + K cos (6 — 1)

j  (15)

Este resultado es equivalente al encontrado por [Morris y Laycock, 1974].

La funcién discriminante tiene una figura de tipo cardioide para cada clase j, centrada en
p; con aplanamiento para valores pequeios de k; y tiene un efecto de picudez para valores
grandes de «;. La Figura 2.12 muestra las funciones discriminantes en el caso de dos clases,
para diferentes valores de ;. En la Figura 2.12, el valor de la funcién de discriminacion para
cada 6 esta determinado por la distancia del centro del circulo al punto de la funcién hacia la
direccidon 6. Los valores negativos de la funcidon discriminante, se ubican en sentido opuesto a

0.

Figura 2.12: Funciones discriminantes para (k1 = 4,6,8, 1n = 71/2) y (ko = 2, 1h = 371/2)
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2.6. Métodos de clasificacion

2.6.2. Algoritmo de clasificacion por discriminante direccional

Suponga que se tiene un conjunto de datos X de dimensidn nxp y un vector de clases Y
de dimensién nx1, donde Y[i, 1] = j indica que la fila i-ésima de X pertenece a la clase j, con
j=1,....,J. Suponga que se tiene nq, ny, ..., n; registros de la clase 1,2, ..., J respectivamente.
El algoritmo de clasificacién por discriminante direccional, para un nuevo registro X e, de

dimensidn 1xp se describe a continuacién:

Conversion a datos direccionales: Suponga que la matriz X estd ordenada de acuerdo a la
clase que pertenece. Sea Z = [Xpyevo|X] con n+1 filas y p columnas. Se calcula R = p (ZT) la
matriz de correlacion entre individuos y luego la funcién inversa © = arccos (R). Es importante
mencionar que la primera fila ©1 contiene el dnqulo entre X,,ev0 Y los vectores de la matriz
X. Especificamente, las columnas 2,3, ..., 1 4+ nq contienen las correlaciones de X,,e,0 con los
registros de la clase 1. Asimismo entre 1+ ny y 14 n1+ n; la correlacion con la clase 2, y ast

hasta las columnas n—n; y n donde se encuentra la correlacion con la clase /. Es decir: ©; =

(Or 92! cee 9/71-‘1—11 9/71-‘1—21 R 9/71+/72+11 R 9/7—/71: ] 6/7) U se denOta 91 = (6111 912, s 761/)
—_————
Clase 1 Clase 2 Clase J

Aplicacion de clasificadores direccionales: Se calcula el discriminante direccional para cada
clase, es decir:

/.7/-/271 nj i—1

n (911) = ﬂjKj—exp Kj Z oS (y,-/-) cos (Qij) |_| sen (ij) sen (9,,,,-)

//7//271 (Kj) i=1 m=0

donde ; es la i-ésima coordenada de ©}, y k; y el vector y; son calculados a partir de la

matriz ©;; la cual contiene los datos circulares para las i que pertenecen a la clase ;.

Seleccion de la clase: El vector x,,e,, €s clasificado a la clase donde la funcidén de discri-

minacion sea mayor, es decir:

{7j/2—1 nj i—1
n; (@1/) = argmax ﬁ/ﬂ%exp K; Z Ccos (Lh‘/) cos (Q,j) I_I sen (le/) sen (9,,,/)
] njl2—1 (K/) i=1 m=0
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CAPITULO 3

APLICACIONES

Son pocos los documentos que abordan el andlisis discriminante para datos circulares o
esféricos. Se utilizard la distribucion von Mises-Fisher para realizar este analisis (Morris y

Laycock, 1974) que es similar a la distribucién normal multivariada (o univariada) en R”.

3.1.  Analisis discriminante de datos esféricos y circulares utili-

zando la distribucion von Mises-Fisher

Para cada grupo se calcula el vector de medias y el parametro de concentracién, y después
se calcula la densidad de una observacion para cada grupo. EL grupo para el cual la densidad
tiene el valor mas grande, es el grupo al que se asigna la observacidn. Para evitar cualquier
colapso computacional derivado de la funcion de Bessel se aplicara el logaritmo de la densidad

y serd la determinante para la discriminacién

1
0 = g log k; + Kz p1; — 5 log (2771) — log [/,12—1 (ki)] (3.1)
para i = 1,...,¢g, donde g es el nimero de grupos, k; el pardmetro de concentracion,

es la direccién media del i-esimo grupo y z es una observacién en SP~'. Primero se tiene que
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3.1. Analisis discriminante de datos esféricos y circulares utilizando la distribucion von
Mises-Fisher

observar que tan eficiente es el método, para esto se ha codificado la siguiente funcién en el

programa estadistico R para estimar la tasa de clasificacién

vmf.da(x, ina, fraction = 0.2, R = 1000, seed = FALSE)

donde

= x: es una matriz del conjunto de datos en coordenadas euclidianas, es decir, vectores

unitarios

ina: es una variable que indica la pertenencia de los datos a un grupo

fraction: indica el porcentaje de la muestra que se utilizard como muestra de ensayo

R: es el nimero de repeticiones

Seed: si seed es TRUE, el resultado siempre sera el mismo

Se realiza un procedimiento repetido de validacién cruzada para estimar la tasa de clasi-
ficacién correcta. Esta consiste bésicamente en recoger el doble de datos de los estrictamente
necesarios para la estimacion de los pardmetros y utilizar inicialmente la mitad para, poste-
riormente, comprobar si los resultados son los mismos con la segunda mitad. Dicho en otras
palabras, la validacién cruzada consiste en dividir la muestra al azar en dos partes, una para el
analisis y otra para la validacidon. De este modo el investigador o la investigadora evita tener

que volver a recoger nuevos datos, con los inconvenientes log(sticos y practicos que ello supone.

Resultados

= Percent: es el porcentaje estimado de clasificacién (discriminacién) correcta y dos des-
viaciones estandar estimadas. Uno de los porcentajes es la desviacion estandar de las

tasas y el otro estd suponiendo una distribucidn binomial

= Ci: arroja tres tipos de intervalos de confianza, el estandar, otro basado en la distribucion

binomial y el tercero es el empirico, que calcula el 2.5% superior e inferior de las tasas

74




3. Aplicaciones

Ejemplo 3.1.1. Se trabajard con una matriz de datos x que contiene dos poblaciones que se

distribuyen von Mises-Fisher, para obtenerlo se hace una simulacién con la siguiente funcién

rvmf(n, mu, k)

donde

m n: es el tamano de la muestra

= mu: es la direccidn media

= k: es el pardmetro de concentracion

En la Tabla 3.1 se muestra el vector ina y la matriz x que contiene a los grupos V1 y V2

que servirdn para el ejercicio de esta seccion

library(Directional)

x <- rvmf (50, rnorm(2),

ina <- rep(1:2, each =

y<-vmf.da(x, ina, fraction = 0.15, R = 8, seed = FALSE)

## $percent$

##  percent sdl
## 0.7812500 0.1456206
## $ci$

#Hit 2857

## standard 0.4958336
## binomial 0.4947794
## empirical 0.6250000

## $runtime$

5)
25)

sd2
0.1461585

97.5%
1.000000
1.000000
0.978125

#Hit user system elapsed

#i# 0 0

0
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3.2. Prediccion de nuevas observaciones utilizando el analisis discriminante basado en la
distribucion von Mises-Fisher

ina V1 V2 ina V1 V2

1 -0.19397239 -0.9810070 2 0.88546724  0.4647018
1 -0.30856119 09512045 2 040671528  0.9135550
1 -0.35894265 -0.9333596 2 -0.05101978 0.9986976
1 072992581 0.6835264 2 -0.81789468 -0.5753680
1 0.64243103  0.7663435 2 -095706853 -0.2898617
1 -0.76373858 -0.6455257 2 -0.25319604 0.9674150
1 042283982 09062044 2 -0.11099364 0.9938211

1 0.97004581  0.2429221 2 046820880 0.8836179
1 -0.07330177 09973098 2 0.05985349  0.9982072
1 -0.05074022 -09987119 2 -0.24324378 -0.9699652
1 082283441 05682812 2 0.05071633 -0.9987131
1 -0.89815551 -0.4396779 2  0.87619661 -0.4819538
1 0.24927960 09684316 2  -0.07609672 -0.9971004
1 016539251 09862278 2 -0.26093114 -0.9653574
1 -0.00701150 -0.9999754 2  -0.81022230 -05861227
1 039064498 09205414 2 -0.15995833 -0.9871238
1 -091013208 -0.4143182 2 -0.33676357 -0.9415892
1 -055085722 -0.8345995 2 -058343615 -0.8121590
1 -0.43190345 -0.9019198 2 -0.49760415 -0.8674042
1 056052534 08281373 2 017469833 -0.9846220
1 0.79202648 0.6104867 2 -0.80517279 -0.5930403
1 0.20893073 09779304 2 -0.41023125 -0.9119815
1 047576078 08795747 2 010111711 -0.9948745
1 058059920 0.8141895 2 -0.04888489 -0.9988044
1 0.39925467  0.9168401 2 069846620  0.7156430

Tabla 3.1: Vector ina y matriz x (contiene dos grupos de datos V1 y V2)

Para el vector x se obtuvo un porcentaje de clasificacion correcta de 78.12% por lo que se

tienen los elementos para decir que el método utilizado es eficiente.

3.2.

Prediccion de nuevas observaciones utilizando el analisis

discriminante basado en la distribucion von Mises-Fisher

Continuado con el ejemplo anterior, ahora se desea predecir la pertenencia de un nuevo

conjunto de datos a algin grupo de la matriz x, para esto se utiliza la siguiente funcién
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3. Aplicaciones

codificada en el programa estadistico R

vmfda . pred (xnew, x, ina)

donde

= xnew: es la nueva observacidn u observaciones (vector(es) unitario(s)) cuyo grupo se va

a predecir
= x: una matriz de datos con vectores unitarios, es decir, los datos direccionales
= ina: es el vector que indica la pertenencia a algtin grupo de los datos

Ejemplo 3.2.1. Se va a trabajar con una matriz y de nuevas observaciones que se les asignara
un grupo de pertenencia id, con lo anterior se va a predecir utilizando la funcién de este

apartado y la matriz de datos x y el vector ina del ejemplo anterior

ml <- rnorm(2)
m2 <- rnorm(2)

y <- rbind(rvmf(2, mil, 5), rvmf(2, m2, 5))
y

## [,1] [,2]
## [1,] 0.3838680 -0.9233880
## [2,] 0.3408036 -0.9401345
## [3,] 0.9166191 -0.3997618
## [4,] 0.8348666 0.5504523

id <- rep(1:2, each =2)
id

# [1] 1122

g <- vmfda.pred(y, x, ina)
table(id, g)

77




3.2. Prediccion de nuevas observaciones utilizando el analisis discriminante basado en la
distribucion von Mises-Fisher

#Hit g

# id 1 2
# 120
# 202

Con la salida de table(id, g) se observa que las nuevas observaciones se clasificaron co-
rrectamente segun el grupo de pertenencia de la matriz de datos x, basandose en los resultados

de la diagonal del cruce de id con la funcién g.

Se realizaron multiples simulaciones y los resultados que arrojaban los algoritmos fueron
similares a los mostrados en los dos ejemplos anteriores, debido a esto se tomd la decision de

solo presentar un ejemplo.

/8



CAPITULO 4

CONCLUSIONES

La literatura sobre el analisis discriminante para datos circulares no es muy abundante, se
revisaron principalmente tres publicaciones: Figueiredo A. (2009), Moffit S. D. (1976) y Morris
y Laycock (1974). Este ultimo articulo es al que hacen referencia casi todas las publicaciones
posteriores. Después de presentar la teorta en los dos primeros capitulos, en el tercer capitulo
se muestra una aplicacion de la funcidon discriminante circular, en donde se realiza un proceso
de validacion cruzada para estimar la tasa de clasificacion correcta de dos grupos de datos, que
resultd en el 78%. Con los ejemplos practicos de este capitulo se pueden hacer los siguientes

comentarios:

= Para la funcién discriminante se realizaron ocho repeticiones del proceso, ya que se
observé que un nimero excesivo de repeticiones suele ser muy tardado el proceso y puede
presentarse algun problema computacional. La tasa de clasificacién correcta depende mas

de la eleccidn de los datos.

= Se trabajé con un niimero de 100 observaciones (50 para cada poblacién), esta eleccidn
es debido a que se observé que la discriminacién de un nimero excesivo de datos que

siguen una distribucidon von Mises-Fisher arroja una tasa de clasificacidn correcta en un
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intervalo de 53% a 65% para las muestras de entrenamiento y esto se puede justificar

debido a la complejidad de clasificar una gran cantidad de datos que se traslapen.

De acuerdo al desarrollo de este trabajo, es importante considerar los pardmetros de la
distribucion von Mises-Fisher. Para el caso del pardmetro de concentracién k, como se
puede observar en las graficas 2.10 y 2.12, si disminuye o aumenta su valor los datos se

dispersan o concentran respectivamente alrededor de la media o las medias.

Para predecir la pertenencia a un grupo de nuevas observaciones, se observé con el
ejemplo que el algoritmo arrojd los resultados deseados, debido a que se seleccionaron
los datos simulados con los mismos pardmetros de la distribucién de la matriz de datos

original.
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APENDICE A

RESULTADOS

A.1. Matrices

Definicion A.1.1. Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de n

numeros escritos de la siguiente manera:

(a1, a2, ..., ap)

Definicion A.1.2. Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n ndmeros
escritos de la siguiente manera:
as

ap

Definicion A.1.3. Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de mn nimeros dispuestos

enm I’GHQZOHGS yn columnas
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A.1. Matrices

apn a0 iy

a»  ap - Ay
A =

m dm2 - dpp

Definicion A.1.4. El rango de una matriz de A, «,, se define como el mdximo nimero de renglones

linealmente independientes, se denota por ran(A)
Definicion A.1.5. se tiene que,
1. La matriz A, es definida positiva si XTAX > 0 para X # 0, y se denota A > 0.
2 La matriz A,x, es semidefinida positiva si XTAX >0 para X # 0, y se denota A > 0.

Definicion A.1.6. Sea A = (a;) una matriz de m x n. Entonces la matriz transpuesta de A,
que se escribe A', es la matriz de n x m que se obtiene al intercambiar los renglones por las

columnas de A. De manera breve, se puede escribir A" = (aj,). En otras palabras

an a0 Ui an an - dm

) an axp - A a2 ap - dp
Si A= _ _ _ . entonces Al =

m dp2 o Umn ain,  0op o Unm

Definicién A.1.7. Una matriz A es simétrica si AT = A

Teorema A1.1. La transpuesta de una matriz satisface las siguientes propiedades:
« (A=A
» (A+B) =A" +B".
= (AB) = BTA",

Definicion A1.8. La traza de una matriz se denota por tr(A) y se define como
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A. Resultados

Definicion A.1.9. £l determinante de una matriz cumple:
» Si A es una matriz cuadrada, el determinante se denota por |A|.

= Una matriz cuadrada es no singular si |A| < 0, de otra forma se dice que A es una matriz

singular.
= Si A tiene un rengldon de ceros, entonces |A| = 0.

» Si A es una matriz triangular, entonces |A| = [, ai y en particular si cada a; =1,

entonces |Al = 1.

AB| = |BA|.

Definicién A.1.10. La inversa de una matriz cuadrada A,, es la matriz tnica denotada A=,

que satisface AA™" = A~'A = |, y existe si y solo si A es no singular; por lo que A es invertible.

A.2. Preliminares para el analisis discriminante

Definicion A.2.1. Suponga que la variable aleatoria Y tiene una distribucion que puede ser

representada por una f.d.p. de la forma:

fy (y) = prfi (y) + ... + pific (y)

Donde todas las p; son positivas, p1+ ...+ px = 1, y todas las f (y) son funciones de densidad

de probabilidad. Entonces se dice que Y tiene una distribucion mixta finita con k componentes.

Si el estudio se centra en la clasificacién, las p; se conocen como probabilidades a priori.
El concepto de priori se refiere a que p; da la probabilidad de que una observacidn sea del
j-ésimo grupo antes de que se tenga cualquier medida. Después de haber calculado el valor
de Y, es posible que se deseé volver a evaluar la probabilidad de pertenencia a un grupo. Se

tendria entonces que utilizar la funcion de probabilidad condicional de X, dada Y = y, y definir
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A.2. Preliminares para el analisis discriminante

las probabilidades a posteriori de pertenencia a un grupo j como:

i (y)
P — iy — 1= Pl
piy=PriX=j1Y=yl=
Las probabilidades a posteriori utilizan la informacidn obtenida mediante el calculo de Y y son,
por lo tanto, conjeturas con informacidn, en contra de las conjeturas sin informacidn expresadas

por las probabilidades a priori.

Xi
Definicion A.2.2. Sea X = | | un vector aleatorio de dimension p. Entonces:
X
E[Xi] Hi
EX]= =
E1X,] Hp

es el vector de medias de X.

Con frecuencia se utilizard el simbolo gy = E [X] para indicar que se esta hablando de un

vector de medias. De forma mds general, si

Yin - g

Voo o g

se denota como una matriz de dimensién p x g de variables aleatorias (o una matriz aleatoria),

entonces se define su esperanza como:

ElY]=
E[Ym] E[qu}

Definicion A.2.3. La matriz de varianzas y covarianzas de dimension p x p de un vector aleatorio
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A. Resultados

de dimension p es:

Var (X) = Cov (X, X)

(Xi — i)’ X =) (o —m) - (X =) (X, — 1)
_F (X0 — 1) (Xi — ) (X0 — L/z)2 (X — ) (Xp - Hp)
L _(Xp_ﬁ’/ﬂ)m — ) (X =) (o =) - (X/?_“p)z J
var(Xi]  cov[Xi, Xo] - cov[Xy, X))
cov[Xy, Xo]  var(Xy] - cov[Xy, X))
cov[X,, Xi| cov(X, Xo] - var[X,]
la cual se denota como
012 g - U1p
c_ 0%1 o7 0?p
01 O o,

con
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A.3. Medidas de localizacién para datos circulares

como su j-ésimo componente. En este caso, los elementos de la matriz A son nimeros reales
conocidos, por lo tanto, cada variable Y; es una combinacién lineal de X, ..., X,. Ahora, se
puede mencionar la relacidn entre los momentos de X y los de Y, suponiendo que todas la

medias y varianzas existen.

Teorema A.2.1. Si Y = AX + ¢, donde Y es un vector aleatorio de dimension p, A es una matriz

conocida de orden k x p, y ¢ € R¥ es un vector conocido, entonces

E[Y]=A E[X]+c

Var[Y]=A-Var[X]-A

Teorema A2.2. Si Y = AX + ¢, donde X es un vector aleatorio de dimension p, A es una

matriz fija de dimensién k x p, y ¢ € R* un vector fijo, entonces
ElY|=A-E[X]+¢c y

Cov[Y]=A-Cov[X]+ A

Teorema A.2.3. Sea (X, Y) una variable aleatoria bivariada tal que E[Y|X = x] = a + Bx,
es decir, la regresidn de Y sobre X es una linea recta con alguna interseccion o y alguna

pendiente B. Entonces

B = cov|X, Y]lvarlx|, ya=E[Y]— B E[X]

A.3. Medidas de localizacion para datos circulares

A.3.1. La direccion media

Suponga que se tienen vectores unitarios xi, ..., x, con sus correspondientes angulos 6,
i = 1,...,n La direccion media 6 de 6, ..., 6, es la direccion resultante x4 + ... + x, de

X1, ..., X,. Esto también es la direccidn del centro de masa x de x4, ..., x,,. Desde las coordenadas
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A. Resultados

cartesianas de x; que son (cos 0;, sin Qj) para j = 1,...,n, las coordenadas cartesianas del

centro de masa son (C, S), donde

) ] n ) 1 n
C=- ~ = — in 0; :
. cosO; S . Zsm 0, (A1)
Jj=1 J=1
Por lo tanto, 8 es la solucién de las ecuaciones:
C=RcosO® S=Rsinb (A2)
(Siempre que R > 0), donde la longitud media resultante R esta dada por
_ _ _ 112
R= (CZ + 52) (A3)
Note que O no esta definida cuando R = 0. Si R > 0, 6 estd dada explicitamente por
arctan (S/C) stC>0
(A4)

0 —
arctan (S/C) +7 siC<0

Donde arctan toma valores en [—7/2, /2] Note que en el contexto de la estadistica circular

0 no es una media (6; + ... + 6,) /n (que no estd bien definida, ya que depende de donde se

corta el clrculo).

Se deduce de (A1) y (A2) que:

1 : cos(Qj—@) =R (A5)
j—1
y (para R > 0)
Y sin (9, - @) —0 (A6)
j=1
87




A.3. Medidas de localizacién para datos circulares

La ecuacion (A.6) es andloga a:

S (y—%) =0 (A7)

para observaciones xi, ..., X, en la recta con media muestral x. Las ecuaciones (A.6) y (A7)

establecen que la suma de desviaciones alrededor de la media son cero.

Ahora se considerara el efecto de rotaciones en la media muestral direccional. Suponga que
una nueva direccion inicial es elegida, haciendo un dngulo o con la direccion inicial original.

Entonces los puntos de los datos corresponden a los angulos

9]’-=9j—0(, j=1,..n (A8)

en este nuevo sistema de coordenadas.

Se escibe:
_ 1 n ) _ 1 n . /
CZ;ZCOSQJ SZEZSLI"IQ/- (A9)
j=1 j=1
entonces
C/zl?cos(@—a), S/zl_?sin(é—a) (A10)

Si las coordenadas polares de (C’, 5/) son (/_?/, 9/), entonces

('=Rcos@, S =Rsin@ (A11)
La comparacion de (A9) y (A.10) da
0—0-a, R=R (A12)

Por lo tanto, la direccién media de 6, — @, ..., 6, — a es 8 — a, es decir, la direccién media

muestral es equivalente bajo una rotacidn.
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A. Resultados

A.4. Medidas de concentracion y dispersion

A.4.1. La longitud media resultante y la varianza circular

La longitud media resultante R fue introducida en (A.3) como la longitud del vector de

centro de masa X, y esta dado por
B ~ =2\
R— (C +5 )

como Xy, ..., X, son vectores unitarios

0<R<1 (A13)
Si las direcciones 6y, ..., 6, estdn fuertemente agrupadas entonces R podria ser a lo mas uno.
Por otro lado, si 0y, ..., 8, estdn muy dispersos entonces R puede ser a lo mds cero, por lo

tanto, R es una medida de concentracidn de un conjunto de datos. Note que cualquier conjunto
de datos de la forma 6y, ..., 6,, 61+ 7, ..., 6, + 7 tiene R = 0. Se sigue que R =~ 0 no implica

que las direcciones se distribuyen casi por igual alrededor del circulo.

La longitud resultante R es la longitud del vector resultante x; + ... 4 x,, ast:
R =nR (A14)

Para propdsitos mas descriptivos e inferenciales, la longitud media resultante R es mds impor-
tante que cualquier medida de dispersidn, sin embargo, para propésitos de comparacidon con
datos sobre la recta, a veces esto es Util para considerar medidas de dispersién para datos

circulares, la mds simple de éstas es la varianza circular muestal definida como
V=1-R (A.15)

Se deduce de (A.13) que
0< V<1 (A.16)
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A.4. Medidas de concentracion y dispersion

A.4.2. Descomposicion de la dispersion

Una medida usada de la distancia entre dos angulos 8 y & es

1—cos(0—¢) (A17)
Entonces un camino de medicion de dispersion de angulos 6, ..., 6, sobre un dngulo dado «
es
,] n
D(a) = — 1— 6, — A18
(@) ng{ cos (6 — a)} (A19)
Se deduce de (A5) que
D) =v (A19)

Desde la descomposicion

lv—icos(&—a) = (n—n/_?) +
1

nR — i cos (6; — a)) (A.20)
i

junto con (A19) y (A5), se tiene

_ 2
D(a):v+2/‘?{sm (an)} (A21)

1 — ] —
2 2, s 2
-y —u)==> (x—Xx) "+ (x—u) (A.22)
n n
i=1 i=1
para observaciones xi, ..., x, sobre la recta con media muestral X.

A.4.3. La desviacion estandar circular

A veces es Util disponer de un andlogo para los datos circulares de la desviacion estandar

de los datos en la recta. Una manera de obtener una estadistica es por la transformacién de
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A. Resultados

la varianza muestral V. Una transformacidn estadistica apropiada es la desviacion estdndar

muestral circular dada por
12 51"
v=1{—log(1—V)}"” = {—2[09 R} (A23)

Note que v toma valores en [0, oo}, mientras que V' toma valores en [0, 1]

Para valores pequefos de V, la ecuacion (A.23) se reduce a

ue= V)P = {2 (1 - R) }2 (A24)
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A.4. Medidas de concentracion y dispersion
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APENDICE B

CODIGOS EN R

B.1. Graficas

Figura 1.4:

x=seq(-1,12,1ength=1000)
yl=dnorm(x,mean=2,sd=1)
plot(x,yl,type="1",1lwd=2,col="red")
y2=dnorm(x,mean=4,sd=1)
y=lines(x,y2,type="1",1lwd=2,col="blue")
polygon(x,pmin(yl,y2),col="gray")

Figura 2.1 y 2.4:

library(circular)

windc <- circular(wind, type="angles", units="radians",
template='geographics')

par(mai=c(0.85, 0.85, 0.05, 0.05), cex.axis=1.1, cex.lab=1.3)

##diagrama de dispersion

93



B.1. Graficas

plot(wind, pch=16, xlab="Observation number",

ylab="Wind direction (in radians)")

##dvragrama circular

plot(windc, cex=1.5, bin=720, stack=TRUE, sep=0.035, shrink=1.3)

##diagrama de rosa

axis.circular(at=circular(seq(0, 7*pi/4,pi/4)),
labels=c("N","NE","E","SE","S","SW","W", "NW"),
zero=pi/2, rotation='clock', cex=1.5)

ticks.circular(circular(seq(0,2*pi,pi/8)), zero=pi/2,
rotation='clock', tcl=0.075)

rose.diag(windc, bins=16, col="darkgrey", cex=1.5, prop=1.3, add=TRUE)

Para las densidades von-Mises, Figura 2.10:

library(circular)
#ler ejemplo
ff <- function(x) dvonmises(x, mu=circular(pi), kappa=2)

curve.circular(ff, join=TRUE, xlim=c(-1.38, 0.9), cex=1.3, lwd=2)

library(circular)
##2do ejemplo
ff <- function(x) dvonmises(x, mu=circular(pi), kappa=2)

curve.circular(ff, join=TRUE, xlim=c(-2, 2), ylim=c(-2, 1), cex=1.3, lwd=2)

Figura 2.11:
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B. Codigos en R

library(circular)
ff <- function(x) (dvonmises(x, mu=circular(pi/2),
kappa=12.5)+
dvonmises(x, mu=circular(pi), kappa=12.5))/2

curve.circular(ff, join=TRUE, cex=.000000001, ylim=c(-1.6,1.6),1lwd=1)

B.2. Para las aplicaciones
Funcion vmf.da

vmf .da=function(x,ina,fraction=0.2,R=1000, seed=FALSE) {
## x es el conjunto de datos
##ina es el vector que indica el grupo de pertenencia
##del conjunto de datos =
## fraction denota el porcentaje de la muestra
##que se utilizard en el test
## R es el mumero de wvalidaciones cruzadas
x=as.matrix(x) ; p=ncol(x)
## p es la dimensionalidad de los datos
per=numeric(R) ; n=nrow(x)
ina=as.numeric(ina)
frac=round(fraction#*n)
g=max (ina)
mesi=matrix(nrow=g,ncol=p)
k=numeric(g)
## si seed==TRUE el resultado stempre serd el mismo
if (seed==TRUE) set.seed(1234567)
for (i in 1:R) {

mat=matrix(nrow=frac,ncol=g)
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B.2. Para las aplicaciones

est=numeric(frac)
nu=sample(1l:n,frac) ; test=x[nu,]
id=ina[-nu] ; train=x[-nu,]
for (j in 1:g) {
da=vmf (train[id==j,])
## estima los pardmentros de von Mises-Fisher
mesilj,]=da$mu ## direccion media
k[jl=da$k } ## concentracion
for (j in 1:g) {
mat [, j1=(p/2-1)*1log(k[j]1)
+k[jl*test*kmesi[j,]-0.5%pxlog(2*pi) -
log(besselI(k[j],p/2-1,expon.scaled=T))-k[j] }
for (1 in 1:frac) est[l]=which.max(mat[1l,])
per[i]=sum(est==inal[nul])/frac }
percent=mean (per)
sl=sd(per) ; s2=sqrt(percent*(1l-percent)/R)
confl=c(percent-1.96%sl,percent+1.96%sl1) ## ler I.C.
conf2=c(percent-1.96%s2,percent+1.96%s2) ## 2do I.C.
## A continuacidon se verifica st los limites de
##confianza exceden los limites permitidos
if (conf1[2]>1) confil[2]=1
if (conf1[1]<0) conf1[1]=0
if (conf2[2]>1) conf2[2]=1
if (conf2[1]<0) conf2[1]=0
conf3=quantile(per,probs=c(0.025,0.975)) ## 3er I.C.
list(percentage=percent,sdl=s1,sd2=s2,

conf.intl=confl,conf.int2=conf2,conf.int3=conf3) }

Funcion vmfda.pred
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B. Codigos en R

vmfda.pred=function(xnew,x,ina) {

## xnew es la matriz de nuevas observactones

## = es el conjunto de datos original

## ina es el vector que indica el grupo de pertenencia

x=as.matrix(x)

xnew=as.matrix(xnew)

if (ncol(xnew)==1) xnew=t(xnew)

p=ncol(x) ## p es la dimensionalidad de los datos

ina=as.numeric(ina)

g=max(ina)

mesi=matrix(nrow=g,ncol=p)

k=numeric(g)

nu=nrow (xnew)

mat=matrix(nrow=nu,ncol=g)

est=numeric (nu)

for (j in 1:g) {

da=vmf (x[id==j,]) ## se estiman los pardmetros de von-Mises

mesilj,]=da$mu ## direccion media

k[jl=da$k } ## concentracion

for (j in 1:g) {

mat [, j1=(p/2-1)*1log(k[j1)+
k[jl*xnew/*¥mesi[j,]-0.5*p*log(2*pi)-

log(besselI(k[j],p/2-1,expon.scaled=T))-k[j] }

for (1 in 1:nu) est[l]=which.max(mat[1,])

list(est.group=est) }
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