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Resumen

X%k %k

En esta tesis se realizé un estudio tedrico de la dinamica y la transferencia
de calor en ductos utilizando tanto fluidos viscoelasticos como Newtonianos
en movimiento oscilatorio. En la primera parte de este documento se presenta
el analisis tedrico de la dinamica del flujo oscilatorio de un fluido viscoelasti-
co dentro de un ducto de seccion transversal circular constante y de longitud
infinita. El flujo es provocado por un gradiente de presién armoénico impuesto
en direcciéon axial. El comportamiento viscoelastico del fluido es descrito me-
diante el modelo de Maxwell. No obstante que el perfil de velocidades puede
obtenerse de manera exacta en términos de las funciones de Bessel, en este
trabajo se obtienen soluciones del perfil de velocidad por medio de expansio-
nes asintoticas validos para valores de frecuencia de oscilaciéon muy pequenos
y muy grandes, con el fin de lograr una mejor comprension del flujo. Poste-
riormente se utilizan los perfiles asintéticos para estudiar el mejoramiento de
la transferencia de calor longitudinal generado por un fluido viscoelastico. A
través del ducto el fluido conecta dos reservorios térmicos con temperaturas
constantes pero diferentes, lo que genera un gradiente de temperatura axial.
Con el fin de explorar el mejoramiento de la transferencia de calor se calculo la
difusividad térmica efectiva en los dos limites asintéticos.

En la segunda parte de esta tesis se obtuvo una solucién analitica exacta del
perfil de velocidades de un flujo oscilatorio de un metal liquido generado por
una fuerza electromagnética armonica. El flujo completamente desarrollado se
lleva a cabo en un ducto formado por dos paredes aislantes y paralelas de
longitud infinita. Dicho perfil de velocidad se utilizé para resolver la ecuacién
de transferencia de calor obteniendo asi una soluciéon para la temperatura,
suponiendo que el ducto es eléctrica y térmicamente aislante y sujeto a un
gradiente de temperatura axial constante. A partir de estos perfiles se obtuvo
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la difusividad térmica efectiva la cual fue evaluada en funcién de la frecuencia
de oscilacion para distintos valores del nimero de Prandtl correspondientes a
diversos metales liquidos. con el propésito de explorar el mejoramiento de la
transferencia de calor.



Capitulo

Introduccion
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Los flujos oscilatorios pueden encontrarse frecuentemente en muchas apli-
caciones de ingenieria, tales como en el famoso motor tipo Stirling inventado en
1816 por el Reverendo escocés Robert Stirling, el motor de combustion interna,
o bien en los reactores quimicos de analisis de mezclado . Los
flujos oscilatorios pueden surgir como respuesta a gradientes de temperatura o
presién impuestos externamente. En particular, el estudio del mejoramiento de
la transferencia de calor en flujos pulsantes resulta ser en la actualidad un area
de estudio relevante para el diseno de dispositivos tales como intercambiado-

res de calor o sistemas de enfriamiento de alta potencia electronica y equipo
eléctrico (Fan et al., 2008).

De hecho, el uso de flujos oscilatorios merece una mencién especial no so-
lo dentro de los métodos del mejoramiento de la transferencia de calor, sino
también a su importancia en procesos tales como la dispersion de contaminan-
tes o el incremento de la permeabilidad dindmica ((Chatwin, |1975),(Watson,
1983)/Del Rio et al.| (1998)).

Desde los anos ochenta del siglo pasado, diversas investigaciones se han
llevado a cabo alrededor del estudio de una interesante forma de transportar
calor mediante un fluido en movimiento oscilatorio. La idea es que la energia
almacenada en un reservorio a temperatura alta es transferida a un reservorio a
menor temperatura por medio de oscilaciones sinusoidales de media cero de un
fluido viscoso confinado dentro de un ducto con paredes aislantes que conecta
dichos reservorios. Un aspecto relevante de esta técnica de transporte térmico
es que implica la ausencia de transferencia neta de masa (Kurzweg, [1985b)).




Entre los antecedentes de estos estudios se encuentra el trabajo de |Jaeger y
Kurzweg| (1983)) quienes determinaron que la existencia de un flujo oscilatorio
puede mejorar considerablemente un proceso de dispersion dado, es decir, la
dispersiéon axial de algin contaminante por medio de un flujo oscilatorio la-
minar puede llegar a ser varios 6rdenes de magnitud mayor que la obtenida
por difusién molecular pura en ausencia de flujo; de hecho, en dicho trabajo se
encontré que el aumento es aproximadamente de cuatro 6rdenes de magnitud.

Posteriormente, un estudio experimental y tedrico acerca de una nueva
técnica para la obtencién de una difusividad térmica efectiva fue reportada
por |[Kurzweg y Zhao| (1984a)). El sistema consistia de dos reservorios de fluido
cada uno a diferente temperatura conectados por medio de tubos capilares.
Al fluido (agua) dentro de los tubos se le impuso un gradiente de presion
oscilatorio. Los resultados de dicho estudio mostraron un sorprendente com-
portamiento del transporte de energia térmica, obteniendo tasas de transporte
axial de calor de varios érdenes mas grande de lo que puede ser logrado en
un tubo termosifén bifasico. Para demostrar que la difusién axial de calor
mejorada es posible debido a la transferencia de calor radial que toma lugar
a travéz de la capa limite que se presentan en dicho flujo, se desarrollé una
teoria hidrodinamica laminar. Las mediciones realizadas revelan que usando
agua como fluido de trabajo, la difusividad térmica efectiva llega a ser 17900
veces mayor que la conseguida en ausencia de oscilaciones. Se hace énfasis en
que el transporte de energia mejorado no requiere de un flujo de masa neto y
que puede considerarse como una opcién razonable para la remocion rapida de
energia térmica de fluidos radiactivos

Posteriormente, las investigaciones profundizaron atin mas el estudio de la
transferencia de calor por medio de flujos oscilatorios, como se muestra en el
trabajo de Kurzweg| (1985al). En dicho trabajo se evalué la transferencia de
calor entre dos reservorios a diferente temperatura conectados por tubos capi-
lares de vidrio. Al fluido dentro de dichos tubos se le impuso un movimiento
oscilatorio con una frecuencia de entre 2 y 8 Hz. Se encontrdé que para todos
los valores de frecuencia de oscilacién la difusividad térmica efectiva es propor-
cional al cuadrado del desplazamiento de marea Az que sufre el fluido dentro
del ducto al oscilar (en inglés, tidal displacement), proporcional a la raiz cua-
drada de la frecuencia de oscilacién. Ademas, la difusividad térmica efectiva
exhibe un valor maximo para una frecuencia de oscilacién especifica. Kurzweg
también afirma que usando una técnica llamada expansion de escala de tiempo
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multiple logra magnitudes de flujo de calor de un orden de 1010% usando un
flujo pulsante dentro de tubos cilindricos. Esto implica un mejoramiento de la
transferencia de calor longitudinal sin la necesidad de transferencia de masa
mientras que el flujo permanezca en estado laminar.

Siguiendo la idea del mejoramiento de la transferencia de calor utilizando el
flujo oscilatorio de un fluido viscoso/Kurzweg| (1985b) examiné analiticamente
la transferencia de calor longitudinal mejorada a través de un fluido viscoso
en una serie de canales de placas paralelas con paredes laterales térmicamen-
te conductoras. Los resultados muestran que para una frecuencia especifica
la difusividad térmica efectiva correspondiente alcanza un méximo cuando el
producto del ntmero de Prandtl, Pr, y el cuadrado del nimero de Womers-
ley, Wo, es aproximadamente igual a W2P, = m. Bajo tales condiciones, la
transferencia de calor axial es considerable y puede superar en varios érdenes
de magnitud la que se obtiene utilizando dispositivos como tubos termosifén
bifasicos. Estableciendo ciertas condiciones, se muestra que el flujo de calor en-
tre los depositos a diferente temperatura conectados mediante la configuracion
de canal de placas paralelas es proporcional a la primera potencia tanto del
gradiente de temperatura axial como de la frecuencia de oscilacién del flujo y
al cuadrado de los desplazamientos de marea. En dicho trabajo se recomienda
que si se desean grandes tasas de transferencia de calor, es importante que
el valor de la densidad y el calor especifico del fluido sean considerablemente
grandes. En el sistema no se considera transferencia convectiva neta de masa,
logrando tasas de transferencia de calor que superan la cantidad de 10667%.

El método del mejoramiento de la transferencia de calor en ductos usan-
do flujos oscilatorios fue extendido por |Lambert et al. (2009) usando un fluido
viscoelastico de Maxwell como fluido de trabajo. Una de las caracteristicas que
distingue al fluido viscoelastico de Mawell de uno Newtoniano es que la ecua-
cion que describe su comportamiento posee un parametro denominado tiempo
de relajacion t,,. Dicho parametro indica la relevancia de las fuerzas elasticas
en la estructura interna de un material, un tiempo de relajacién muy pequeno
o igual a cero indica que el fluido es puramente viscoso y un tiempo de relaja-
cion relativamente grande indica que las propiedades elasticas acttian dentro
del fluido. Cuando un fluido viscoeldstico es sometido a un esfuerzo mecanico
dicho fluido fluye, pero cuando los esfuerzos desaparecen el fluido viscoelastico
tiene la propiedad de regresar aproximadamente al estado que mantenia antes
de sufrir los esfuerzos mecanicos. En dicho trabajo se determinaron soluciones



analiticas para los perfiles de velocidad y de temperatura dentro de un ducto
cilindrico con seccién transversal constante de longitud infinita. Se obtuvo una
expresion para la difusividad térmica efectiva que es valida para el caso de un
fluido viscoelastico pero que recupera el comportamiento Newtoniano cuan-
do el tiempo de relajaciéon tiende a cero, t,, — 0. Los resultados demuestran
que la inclusion de las propiedades elasticas de un fluido de Maxwell, conlleva
interesantes caracteristicas que no se presentan en un fluido Newtoniano. En
particular se encontré que no solo para uno, sino para varios valores especifi-
cos de la frecuencia de oscilaciéon se presenta un enorme mejoramiento de la
difusividad térmica efectiva cuando se usa un fluido viscoelédstico. En este ca-
so, aparte de la dependencia en los parametros adimensionales Womersley, W,
y Prandtl, P, que reporta Kurzweg (1985a)), se tiene ahora una dependencia
del nimero de Deborah, que es el cociente entre el tiempo de relajacion del
material y el tiempo viscoso. De hecho, el valor maximo para la difusividad
térmica efectiva en funciéon de W, llega a ser mayor que en el caso de un fluido
Newtoniano para el mismo ntmero de Prandtl P,. La figura [1.1| compara las
graficas de la difusividad térmica efectiva normalizada correspondiente a un
fluido Newtoniano y a uno viscoelastico.
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Figura 1.1: Comparacion de los valores de difusividad térmica efectiva norma-
lizada reportados por [Lambert et al.| (2009) para el caso Newtoniano, figura
[a], v el caso del fluido de Maxwell con un tiempo viscoso usado como tiempo
caracteristico (t. = a?/v) para normalizar al tiempo de relajacion, figura [b].
Se muestran valores de w(z;— 2 en funcion de la frecuencia adimensional W, para
P, = 1, linea punteada, y para P, = 10, linea quebrada y P, = 1000, linea
solida.

En la busqueda de mecanismos de transporte de calor eficientes se han
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llevado a cabo diversos estudios tedricos y experimentales de flujos pulsantes
buscando alternativas a los fluidos de trabajo y a los dispositivos convencio-
nales. Un estudio interesante sobre la transferencia de calor utilizando metal
liquido en movimiento oscilatorio fue propuesto por Puvaneswari y Shailendh-
ra, (2016). En dicho estudio se considera un flujo oscilatorio de metal liquido
sobre una placa plana térmicamente conductora, imponiendo al fluido un gra-
diente de temperatura paralelo al plano infinito. Se analiza el mejoramiento
de la transferencia de calor ocasionados por los perfiles de temperatura y ve-
locidad. Se encuentra que los efectos de la conductividad térmica y el espesor
de la placa plana en el flujo de calor transportado, afectan el comportamien-
to del gradiente de temperatura a cualquier valor de frecuencia. Se logra un
maximo incremento en el flujo de calor transportado de 46.14 % optimizando
el espesor de la placa. Se reporta un valor maximo de flujo de calor convectivo
de 1.87 x 108% usando una placa de acero inoxidable y sodio metdlico como
fluido de trabajo.

Otro caso relacionado con el uso de metales liquidos se presenta en el
trabajo reportado por [Shailendhra y AnjaliDevi (2010 quienes investigaron
tedricamente la mejora de la transferencia de calor en un flujo oscilatorio de
metal liquido entre dos planos paralelos infinitos con un gradiente axial de
temperatura impuesto. El fluido se pone en oscilaciéon moviendo ambas placas
axialmente y superponiendo un gradiente de presién oscilante axial que tiene
la misma frecuencia que la de las placas. Se investigaron los casos descritos a
continuacion:

= a) El efecto del gradiente de presién axial oscilatorio sobre la difusividad
térmica efectiva A, en ausencia de oscilaciéon de los planos paralelos.

= b) Efecto de la oscilacion axial de los planos paralelos sobre la difusividad
térmica efectiva A, en ausencia del gradiente de presion axial oscilatorio.

= ¢) Efectos combinados de la oscilacién de los planos y el gradiente de
presion axial oscilatorio sobre la difusividad térmica efectiva .

Las conclusiones en todos los casos anteriores indican que existe un valor
6ptimo de frecuencia de oscilaciéon adimensional 5 en donde la difusividad efec-
tiva se maximiza. En la figura puede verse un ejemplo del caso ¢) donde
se aprecia claramente que la frecuencia 6ptima toma el valor de = m. Dicha
figura muestra la difusividad térmica efectiva como funcién de la frecuencia



de oscilacién B que corresponde a la frecuencia de oscilacién de los planos y
del gradiente de presién axial oscilatorio impuesto. Se observan tres diferentes
curvas correspondientes a distintos valores del gradiente de presiéon, donde Uy
representa la maxima velocidad adimensional de los planos y Fy la magnitud
de la fuerza impulsora (gradiente de presién oscilatorio impuesto). De las con-
clusiones de dicho trabajo se infiere que en presencia de un gradiente térmico
axial, las oscilaciones sinusoidales del fluido resultan en la mejora substan-
cial de la transferencia de calor independientemente de la manera en que la
oscilacion sea generada, por lo que es posible adecuarse a las necesidades de
aplicacion.

Ve=Fe=3.0
— Uge Fy 1.0

—Up= Fym0 5

Re=25.0

-

Figura 1.2: Comportamiento de la difusividad térmica efectiva con efectos com-
binados de la oscilaciéon de los planos infinitos y el gradiente de presién osci-
latorio como funciéon de la frecuencia de oscilacion. Cada curva corresponde
a distintos valores de amplitud del gradiente de presion que produce el movi-
miento y valores de la maxima velocidad adimensional de los planos infinitos
en los que se encuentra confinado el fluido de trabajo|Shailendhra y AnjaliDevi
(2010)).

Los trabajos anteriores motivan a explorar mas ampliamente el mejoramien-
to de la transferencia de calor con un metal liquido en movimiento oscilatorio.
Dado que se trata de un fluido eléctricamente conductor, resulta interesante
generar el movimiento oscilatorio mediante la fuerza de Lorentz producida por
la interaccion de una corriente eléctrica alterna inyectada y un campo magnéti-
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co aplicado. También es de interés el conocer el efecto del campo magnético
sobre el proceso de transferencia de calor con flujos oscilatorios.

En el presente estudio se aborda el andlisis tedrico de flujos oscilatorios
en ductos utilizando primeramente un fluido viscoelastico de Maxwell y pos-
teriormente un metal liquido que presenta un comportamiento Newtoniano.
La principal motivacién es el mejoramiento de la transferencia de calor que se
presenta cuando existe un gradiente de temperatura a lo largo del ducto. En el
capitulo 2, se estudia la dinamica del flujo oscilatorio de un fluido de Maxwell
en un tubo recto de seccién circular uniforme implementando una solucién
asintotica que permite estudiar de manera detallada el flujo a bajas y a altas
frecuencias de oscilacion. En el capitulo 3, se estudia el problema de la trans-
ferencia de calor en el fluido viscoelastico a partir de las soluciones asintéticas
para la velocidad y se discute la difusividad térmica efectiva en ambos limites.
En el capitulo 4, se analiza el flujo oscilatorio de un metal liquido en un ducto
formado por placas paralelas promovido por una fuerza de Lorentz oscilatoria
producida por la interaccion de una corriente alterna aplicada transversalmen-
te al movimiento del fluido y un campo magnético uniforme. En el capitulo 5,
se estudia la transferencia de calor en el flujo oscilatorio de metal liquido tanto
en presencia de campo magnético como en ausencia del mismo. Finalmente,
se se presentan las conclusiones del trabajo y se mencionan algunas ideas para
desarrollar a futuro.






Capitulo

Dinamica del flujo oscilatorio
de un fluido viscoelastico.

X%k %k

En este capitulo se analiza teéricamente la dindmica del flujo oscilatorio
de un fluido viscoelastico dentro de un ducto cilindrico recto provocado por
un gradiente de presién armoénico impuesto en direccion axial. Se utiliza el
modelo lineal de Maxwell para incorporar el comportamiento viscoelastico del
fluido y se supone que el ducto es muy largo de modo que pueden despreciarse
los efectos de borde. No obstante que el perfil de velocidades puede obtener-
se de manera exacta en términos de las funciones de Bessel (Lambert et al/
(2009),Del Rio et al.| (1998)), en este trabajo se obtienen soluciones por medio
de expansiones asintéticas validas para valores de la frecuencia de oscilacién
muy pequenos y muy grandes, con el objeto de lograr un mejor entendimiento
del fenémeno. Primeramente se presentan las ecuaciones de balance de ma-
sa, momento y energia y posteriormente se describe el modelo viscoelastico
de Maxwell. Luego se obtiene la solucion exacta para el flujo oscilatorio de
un fluido de Maxwell en un tubo recto y finalmente se presenta la solucién
asintética de este problema.

2.1. Ecuacidones de conservacion de la dinami-
ca de fluidos
En la dindmica de fluidos se estudia el comportamiento de los fluidos desde

un punto de vista macroscopico y bajo la hipdtesis del continuo que supo-
ne que el fluido consiste de materia continua y no considera la existencia de

9
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moléculas individuales (Currie, 2003)). Esto implica que todas variables que
describen el fluido tales como la densidad, la presion, la velocidad y la tem-
peratura, se pueden definir en cada punto del fluido de manera univoca en un
tiempo dado. Para establecer las ecuaciones que gobiernan el comportamiento
dindmico y térmico del fluido a partir de las cuales es posible obtener su evolu-
cién espacio-temporal se hace uso de los principios fisicos bésicos establecidos
por la conservacién de la masa, el balance del momento lineal (segunda ley de
Newton) y la conservacion de la energia (primera ley de la termodindmica).

El principio de conservacién de la masa da lugar a lo que se conoce co-
mo la ecuacién de continuidad. Una forma especial muy importante de dicha
ecuacion es aquella para un fluido de densidad constante. Esta aproximaciéon
es valida en muchas aplicaciénes en ingenieria lo que se conoce como fluido in-
compresible, es decir, un fluido donde se desprecia la variacién de la densidad
con la presion y la temperatura. En el presente estudio supondremos que el
fluido de trabajo es incompresible, de modo que, la ecuaciéon de conservacién
de masa toma la forma siguiente:

V.i=0, (2.1)

donde u es el campo de velocidades del fluido.

La segunda ley de Newton aplicada a un volumen de control de un fluido
sobre el cual actian fuerzas superficiales y fuerzas de cuerpo da lugar a la
ecuacion:

ou . . 2
p(a—i-(u-V)u):—V-T%—pf, (2.2)

donde p es la densidad de masa del fluido, 7 es el tensor de esfuerzos mecanicos
y pf son las fuerzas de cuerpo presentes.

Para un fluido incompresible, suponiendo despreciables los efectos disipati-
vos y el transporte de energia por radiacion, la ecuacion de balance de energia
térmica o ecuacién de transferencia de calor tiene la forma

Eg + (- V)T = aV*T, (2.3)

donde T es el campo de temperatura y a = ﬁc es la difusividad térmica del

fluido, siendo k y ¢ la conductividad térmica y el calor especifico, respectiva-
mente.
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2.2. Flujo oscilatorio de un fluido viscoelasti-
co.

En este trabajo consideraremos el flujo oscilatorio laminar, incompresible y
completamente desarrollado de un fluido viscoelastico de Maxwell en un tubo
con paredes adiabaticas y de seccion transversal circular constante producido
por un gradiente de presién armonico aplicado en la direccién axial (z). Un
esquema del modelo fisico descrito anteriormente puede apreciarse en la figura
. Previamente a la presentacion de las ecuaciones que rigen su movimiento
se presentara el modelo de Maxwell para un fluido viscoeléstico.

ar
il ¥
« ) B[T—b z

e

Figura 2.1: Flujo oscilatorio de un fluido dentro de un ducto cilindrico con
paredes adiabaticas y de secciéon transversal circular constante producido por
un gradiente de presion armonico aplicado en la direccién axial (z).

-

2.2.1. Modelo de Maxwell de la Viscoelasticidad

Una manera sencilla de visualizar el modelo de Maxwell de un fluido vis-
coelastico es mediante la combinacién de un elemento eldstico (resorte) y un
elemento viscoso (émbolo), ambos conectados en serie, como se ilustra en la
figura . Si consideramos que este sistema caracteriza la estructura interna
de un fluido viscoeldstico, el comportamiento del elemento elastico viene de-
finido a través de la ley de Hooke que establece la proporcionalidad entre los
esfuerzos aplicados 7, y las deformaciones conseguidas €.

Simplificando a una dimensién podemos escribir

T = §eq, (2-4)

donde la constante de proporcionalidad £ esta relacionada con la rigidez del
elemento elastico.
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N

Figura 2.2: Modelo mecénico de la estructura interna de un fluido viscoelastico
de Maxwell que combina un elemento eldstico (resorte) y un elemento viscoso
(émbolo).

De la misma manera, el comportamiento del elemento viscoso esta per-
fectamente definido segiin la ley de Newton para un fluido, que establece la
prpoporcionalidad entre los esfuerzos aplicados 7, y la tasa de variacién de las
deformaciones 5. De esta forma tenemos

Ty = 1€, (2.5)

donde la constante de proporcionalidad 7 es la viscosidad dindmica, represen-
tativa de la naturaleza viscosa del fluido, y el punto sobre la variable denota
derivada temporal. Esta ecuacion es la que caracteriza a un fluido Newtoniano.
Por otro lado, ya que los elementos se encuentran en serie, se puede asegurar
que los niveles de esfuerzo a los que trabajan son los mismos, de modo que
T = T9.

El modelo de Maxwell toma en cuenta las anteriores expresiones para eva-
luar la respuesta de un material cuando se le somete a un estado de esfuerzos.
Ya que la deformacion total del sistema es la suma de las dos deformaciones,
tenemos que

£ =g+ e, (2.6)

por lo que al tomar la derivada temporal obtenemos

ldr 7

C_ Lo 1ar T 97
g €1+ &9 fdt—i_ﬁ’ ( )
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y multiplicando por n obtenemos

dr
tmn— + T = 1é, 2.8
m U (2.8)
donde t,, = I se conoce como el tiempo de relajacién.

3

La ecuacién anterior permite modelar el comportamiento de un fluido vis-
coelastico de Maxwell. De manera general, el modelo de la viscoelasticidad de
Maxwell se puede expresar mediante la ecuacion.

or
ot
donde el término del lado izquierdo introduce la relajacion de los esfuerzos
en el sistema. Nétese que cuando t,, tiende a cero, la ecuacion se reduce a la
ecuacion constitutiva de un fluido Newtoniano 7 = —nV .

tm—— = -V U — 7, (2.9)

El modelo de Maxwell de comportamiento viscoelastico es el modelo mas
sencillo y representa la base para la formulacion de modelos mas complejos.

2.2.2. Perfil de velocidad general.

Asumiendo que el flujo es completamente desarrollado (despreciando efec-
tos de borde) y periédico, solo existe la componente de velocidad axial la cual
depende unicamente de la coordenada radial y del tiempo, por lo que la ecua-
cion de continuidad se satisface idénticamente.

En coordenadas cilindricas el campo de velocidades toma la forma @ = (0,0, v,)
con v,(r,t), por lo tanto el término convectivo se anula idénticamente y la
ecuacion de balance de momento ([2.2)) se reduce a lo siguiente:

ou

par=-VP-V-m. (2.10)
Al aplicar la divergencia a la ecuacion (2.9)) se obtiene
oV -
tm((?tT) = —V(V-U)=V-T, (2.11)
y al combinar las ecuaciones (2.10) y (2.11) resulta
0 ou ou
“(—p— —VP)= —nV>U — (—p— — VP). 2.12
ma (=P = VP) = -1V (=po; = VP) (2.12)
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Suponiendo que el flujo oscilatorio con media cero es producido por un
gradiente de presion armoénico VP y que este solo acttia en la direccion axial,
se tiene que VP = %—I:ez, donde e, es el vector unitario en la direccion axial
z. Sustituyendo la componente del campo de velocidades correspondiente y
reordenando los términos de la ecuacién anterior, la ecuacién de movimiento
para el flujo oscilatorio de un fluido de Maxwell en un tubo recto toma la
siguiente forma

, Q. Qv 1[0 (0PN 0P g10 ([ ov. (2.13)
motz ot p| Mot\oZ 0z " pror\ or ) '

la cual debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera:

v(0,t) = finita, (2.14)

v(a,t) =0, (2.15)

donde a es el radio del tubo. Cabe mencionar que de la ecuacién ([2.13f), cuando
t,, — 0 el problema se reduce a la ecuacién de Navier-Stokes para un fluido
Newtoniano fluyendo dentro un ducto cilindrico.

Ahora suponemos que tanto el gradiente de presiéon como la componente
axial del campo de velocidades tienen una variacién armonica en el tiempo y
se pueden expresar como la parte real de las cantidades

) oOP )
v,(r,t) = V(r)e ™" — = Pe ™t
(rt) = V(e ™y =
donde w es la frecuencia angular de oscilacion y P, es la amplitud constante
del gradiente de presién. Sustituyendo en la ecuacion ([2.13)), obtenemos

0’V 19V p ) 1wty
- v, w) =P, | - — . 2.1
5, + T + 77V( w” + iw) ; p (2.16)



2. Dinamica del flujo oscilatorio de un fluido viscoelastico. 15

Ya que se trata de una ecuaciéon lineal no homogénea, la solucién general se
puede expresar como la suma de la soluciéon de la ecuacion homogénea, V,,
mas una solucién particular, es decir V(r) = Vj, 4+ V},. La solucién general a
la ecuacion (2.16) ha sido determinada en varios trabajos (Del Rio| (2003),
Lambert et al. (2009)/Castillo (2014))), y es de la forma

1 (1 —dwty,)

V(r) = Vi+V, = CiJo(rB,) + CoYo(rf,) + Pl i) (2.17)

donde Jy y Yy corresponden a las funciones de Bessel de orden cero de primer
y segundo tipo correspondientemente, con ﬁf = 5(w2tm + iw).

Aplicando las condiciénes de frontera (2.14]) y (2.15)) se encuentra que

_ 1p (1—iwtm) 1
G = _;Pz [Jo( ]

(tmw?2+iw) aBy)
y Cg = 0.

Por lo tanto se concluye que la solucién general de la ecuacién (2.16]) que sa-

tisface las condiciénes de frontera (2.14)) y (2.15)) es:

Vi(r) = ;((tjn;;fz})) [1 — jgg;] P.. (2.18)

Al multiplicar la solucién anterior por el término e~ dicha expresién pro-
porciona la dependencia espacial de la velocidad de un fluido viscoelastico
de Maxwell fluyendo dentro de un ducto cilindrico debido a un gradiente de
presion oscilatorio armoénico de amplitud P,.

2.2.3. Permeabilidad dinamica para un fluido de Max-
well
Aunque no es el tema central del presente trabajo, en esta seccién se resu-

men brevemente los resultados de otros autores encontrados para la permea-
bilidad dindamica de un fluido de Maxwell. La permeabilidad es la capacidad
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de un material poroso para permitir que los fluidos lo atraviesen, y depende
del niimero, la geometria y el tamano de los poros interconectados y las frac-
turas. La permeabilidad es una propiedad intrinseca de los materiales porosos
y ofrece una estimacion de la facilidad con la cual un fluido se desplaza a
través de dicho material. Estimar la permeabilidad es de gran importancia en
los yacimientos de hidrocarburos, en los acuiferos, los empaques de grava y
otros sietemas de gran relevancia en diversas dreas de la ingenierfa (Andersen
y Klemin| 2014)).

La permeabilidad est4 dada en unidades de drea (m?), en referencia al area del
espacio poroso abierto en la seccion transversal perpendicular a la direccién
del flujo de fluido. La ley de Darcy de la permeabilidad debe su nombre al
ingeniero francés Henry Darcy, cuyos experimentos con agua fluyendo a través
de arena condujeron a la descripcion del flujo de un fluido en estado estacio-
nario a través de medios porosos. En la mayoria de las aplicaciones petroleras,
la unidad de uso comun es el milidarcy (mD) donde 1 darcy es equivalente a
9.869233 x 10~ 13m?

En diversos trabajos tales como |Del Rio et al. (1998) , Tsiklauri y Beresnev
(2001)), Castrejon-Pita et al.|(2003), se presenta una expresion para determinar
la permeabilidad dinamica de fluidos viscoelasticos. Se encontré que el gasto
promedio tiene un incremento considerable cuando la frecuencia de bombeo
corresponde a la frecuencia de resonancia del sistema.

Para determinar la permeabilidad dindmica de un fluido que fluye en un tubo
capilar (que puede formar parte de un conjunto de tubos que forman un me-
dio poroso) se debe determinar el flujo promedio de fluido en el ducto (gasto
volumétrico), integrando en los limites 0 <r < ay 0 < 0 < 2, es decir,

Q= / / r)rdrdf . (2.19)

Introduciendo el perfil de velocidades la expresion anterior toma la forma
siguiente:

27 —qwt ) Jo(rBy)
0= / /[ R (1— Jo<aﬁy)> P, rdrdf | (2.20)
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1 (1—iwtm)

_1 2 _ 2 . :
CON & = G tiw) Y B5 = tmw”® +iw, o bien

P, dr . (2.21)

a 1 1 a
Q = 2m« {/a rdr — To(aBy) (51/)/0 Burdo(rpy)

Usando la propiedad [ xJ,(z)dx = zJi(x) (Spiegel, 1968), obtenemos

Q B, |:a2 - 2(1J1(CL51/) Pz- (2‘22)

/BVJO(G“/BV)

Si definimos la permeabilidad del ducto como

B 2aJ1(af,) o
— K(B,,w) = T« [@,Jo(aﬂy) a ] : (2.23)
podemos expresar
Q=—K(By,w)P.. (2.24)

Esta es la llamada ley de Darcy, muy usada en el transporte de fluidos en
medios porosos que nos dice que el gasto promedio en un medio poroso es
proporcional al gradiente de presiones donde la constante de proporcionalidad
es la llamada permeabilidad, que ofrece una medida de la facilidad con la que
un fluido fluye a través del ducto. Evidentemente, las ecuaciones y
expresan la ley de Darcy especificamente para un fluido de Maxwell (Del Rio
et al., [1998))

2.2.4. Solucién asintética del flujo oscilatorio de un flui-
do de Maxwell en un tubo
Las soluciones asintoéticas son de gran ayuda para la comprensién profunda

de flujos que presentan un comportamiento complicado. Aun y cuando existe
una solucién exacta para el flujo oscilatorio de un fluido de Maxwell en un tubo,
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el comportamiento fisico detallado de la solucién dentro del rango de parame-
tros relevantes no es evidente. Por tal motivo, a continuacién se presenta una
solucion asntética que permite discernir claramente el comportamiento del flu-
jo a bajas y altas frecuencias de oscilacion, siguiendo la metodologia planteada
por |Leal (2007). Para esto se requiere definir las escalas caracteristicas del
problema y reescribir las ecuaciones de movimiento en forma adimensional.

2.2.4.1. Escalas caracteristicas del sistema y adimensionalizaciéon

Para expresar en forma adimensional la ecuacion diferencial que gobierna el
flujo en cuestion debemos tomar en cuenta las escalas caracteristicas que dis-
tinguen al sistema. Para el presente caso se proponen las siguientes escalas
caracteristicas de velocidad, longitud y tiempo, respectivamente:

2

_ P.a? _ __a
Uc_ zn’ lc—a7 tc_ju

donde t. es el tiempo de difusion del momento a través del ducto, también
conocido como tiempo viscoso.

Las variables adimensionales correspodientes al problema se proponen de
la siguiente manera:

V.

I F_ t
T=1 t—tc.

Y
U.
De esta forma el campo de velocidades adimensional puede ser expresado como

wa2

0, = R(VZ) = R(Vie {0 = R(VeilRE),

donde R indica la parte real de la cantidad entre paréntesis. R, = wa?/v es el
numero de Reynolds oscilatorio y es el cociente del tiempo viscoso y el periodo
de la oscilacion impuesta, es decir el tiempo caracteristico de la oscilacion del
fluido. Al introducir las variables adimensionales en la ecuacion y rees-
calando el tiempo como R,t =t se llega a la siguiente expresion:

2V 19V

S T m g t DRV +i(RV + Do) = 1, (2.25)
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donde D, = t,,w es el nimero de Deborah que es el cociente del tiempo de
relajacion t,, del fluido viscoeldstico y el tiempo caracteristico de oscilacién del
fluido.

La ecuacion ([2.25) estd sujeta a las condiciones de frontera siguientes:

V(0) = finita y V(1) =0. (2.26)

Es importante mencionar que el reescalamiento temporal es clave para la de-
rivacion y la solucién de la ecuacion ya sea de forma general o asintéti-
camente para tiempos muy largos. El producto R, indica un reescalamiento
temporal que resulta ser el adecuado para la solucion a t > 1. Es decir, ya
que el flujo de interés se presenta mucho después de que el flujo transitorio
ha desaparecido, la escala de tiempo que hay que considerar es el periodo de
oscilacion del fluido 1/w, es decir, Rt =1 = wt.

Cuando un material viscoeldstico se somete a deformaciones repentinas, pue-
den surgir tensiones internas debido a un cambio de posicién u orientacion
de las moléculas en la estructura del fluido, tensiones que necesitan un cier-
to tiempo para desaparecer. Este tiempo, llamado tiempo de relajacion (¢,,),
es caracteristico del material y mide el tiempo que requiere un material para
adaptarse a la deformacién aplicada.

Para describir el comportamiento de un material es importante considerar
que puede depender de la escala de tiempo de observacion y de su relacion
con el tiempo caracteristico del material. Por ejemplo, si la escala temporal de
observacion es mucho mas pequena que el tiempo de relajacion, no se mani-
festara la relajacién del material, observandose comportamiento elastico. Por
otro lado, cuando el tiempo de observacion es mucho mayor que t,,, los efectos
elasticos no se manifiestan observandose un comportamiento viscoso.

2.2.4.2. Solucion asintética para R, < 1

Considerando valores arbitrarios del parametro D, en el limite cuando R,, — 0,
la ecuacion (2.25)se reduce a la forma aproximada

OV 19V
- 4+ 4+iD.=1 2.2
o2 Tror T (227)
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sujeta a las condiciénes de frontera establecidas,

V(0) = finita, V(1) = 0. (2.28)

La solucion de la ecuacién (2.27)) es facil de determinar. Aplicando las
condiciénes de frontera a dicha solucion se obtiene que el campo de velocidades
es

- 1
Ver =1 [ﬁ —1+iD.(1 — r2)], (2.29)

y sustituyendoen V, = ‘A/(;)e‘i{, la dependencia espacio temporal tiene la forma

. 1 -
V.= 1 [ﬂ —14+iD.(1 — 7“2)] e " (2.30)
o bien
—1[,, i} -
V, = 1 (7% — 1) cos(t) + D.(1 — 7 )sen(t)
(2.31)
+i (De(l —7%) cos(t) — (7* — 1)sen(f)>].
Tomando la parte real de la ecuacién ([2.31)) obtenemos
— 1 - -
v, =Re(V,) = 1 l(rz — 1) cos(t) + D.(1 — r2)sen(t)], (2.32)

que indica que el problema se reduce a un flujo de Poiseuille cuasiestacionario
con un término en fase con el gradiente de presién y otro desfasado 7/2 propor-
cional a D,. Puede apreciarse que en la ecuacion (2.27)) no existe dependencia
en R, ya que corresponde al limite cuando este parametro tiende a cero. Para
determinar la correcciéon del flujo correspondiente a valores muy pequenos, pe-
ro diferentes de cero de R,,, buscamos una solucion aproximada de la ecuacién
(2.25) en forma de una expansion asintotica en términos de potencias de R,
es decir,

~

V(r) = Vo(r) + R,VA(F) + R2Va(F) + O(RY), (2.33)
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donde el simbolo O(R3) agrupa a todos los términos de orden R? y mayores,
mientras que el término a orden cero, es decir, el primer término ‘70(?) co-
rresponde a la solucion . La solucion propuesta es una expansion
reqular o expansion asintotica de V (7) valida para R, < 1 (Leal, 2007). Se le
asigna el nombre “regular” porque se asume que la misma forma de la expan-
sion se mantiene en todo el dominio 1 < 7 < 0. La convergencia de la expansion
es una concecuencia del resultado del limite cuando R, — 0, de modo
que cada término sucesivo puede ser arbitrariamente pequeno comparado con
el término anterior (Leal, 2007). Es de esperarse que la correccién introducida
por los términos O(R?) sea muy pequeiia comparada con los términos que se
retienen en (|2.33)).

Ahora, si se sustituye la solucién propuesta (2.33) en la ecuacién ([2.25))
para V'(F) se obtiene

A2V, 42V 2V, 14V 1dV; 1dV,
—C2 4+ R, R? 2y R4 R
dr? * dr? * © dr? +? d?+ ?d?Jr “T dr

+R,D.Vy + R2D.Vi + R3D.V, (2:34)
+i(RVo + R2Vi + R3Va + D,) + O(RY) = 1.

Truncando los términos de (2.34) a orden R? y reagrupando obtenemos:

PV, 1dV PV, 1dVi o
( °+°+iDe—1)+Rw< -+ 1—1—V0(D6—|—z'))

dr? T dr dr? T dr
(2.35)

PPV, 1dVy o
—i—Ri( d:f + TC;/: + Vi(D. + z)) +O(R2) =0.
Se supone que el parametro R, es asintéticamente pequeno pero arbitrario,
es decir, la igualdad en debe satisfacerse para cualquier valor pequeno
pero arbitrario de R,,. Por lo tanto los términos a cada orden de R, deben ser
iguales a cero. Nétese que la funcion V; satisface la ecuacion sujeta a las
condiciones y estd dada por (2.29). Entonces, tenemos que a los 6rdenes
RY | R, y R? se deben satisfacer las siguientes ecuaciones, respectivamente:

6 .
1 N N
dd:o + TCZ/TO +iD.—1=0 con V,(0) = finita, V4(1)=0, (2.36)



22 2.2. Flujo oscilatorio de un fluido viscoelastico.

2V, 14V,

e +Vo(D.+i) =0 con Vi(0) = finita, Vi(1)=0, (2.37)

o Vi(D.+i) =0 con V,(0) = finita, Vi(1)=0, (2.38)

que se pueden resolver de manera sucesiva llegando al siguiente resultado:

Vo(r) = i(rQ —1) +i Epeu — 7“2)], (2.39)

R [

~ 1 3D2\ (7 7% 3 19
= |- (- 2 1—3D?
Va(r) < ) (16 144~ 16 ) T 330111 7 300)

D? 3D\ (7 7 3r? 19
= - =)= — - D? —3D,)|.
HK 16 16 ) <16 144~ 16 ) o304 3 >1

En el limite De — 0, las soluciones (2.39)), (2.40)) y (2.41) se reducen a

(2.41)

Vo = Z(FQ - 1)a (242)
~ i ™ 3
Vi=—=|FP———-= 2.43
= ( - 4>, 2.3
1, T, 19
- = 2.44
2= 556 <T g 9)’ (244)

que corresponde al caso puramente Newtonianoo en el que los efectos eldsticos
desaparecen. Precisamente, las soluciones (2.42)), (2.43)) y (2.44]) pertenecien-
tes a la expansion asintética propuesta corresponden exactamente a las
obtenidas por Leal| (2007) para el caso de un fluido Newtoniano.
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En el presente desarrollo se truncé a orden R? pero evidentemente el mismo
procedimiento puede utilizarse para obtener términos a érdenes més altos.
Sustituyendo las ecuaciones (2.39)), (2.40) y (2.41)) en la expansion asintética

(2.33) obtenemos

Vi(r)

+

_|_

D3
- 12 e
@Rw{Km

O(R?).

-
¢-5-3)

3D2 70 372 19
— 1—3D?
)(16 144 16>+2304( 3 )}
3D ™ 7 372 19
A= - — - D?—3D
16 ) (16 144 16) 3308 e 73 )H

(2.45)

Tomando en cuenta que 0,(7,t) = %e(f/@e*if) , sustituyendo (2.45)), se

obtiene

U,(7, 1)

+
+

74 76 372
(610 15)
3301 [cos( )(1 = 3D?) + sen(t)(D2 — 3D )H

O(R?) (2.46)

En la figura se muestran los perfiles de velocidad dados por (2.46) para
R, = 1073 en un 4ngulo fase de 37/4 para distintos valores del niimero de
Deborah, incluyendo D. = 0 que corresponde al caso Newtoniano. Aun para
frecuencias bajas, puede aprecierse el comportamiento elastico para valores
grandes de D.. Se observa que la amplitud del perfil de velocidad aumenta al
aumentar D,, es decir, cuando los efectos elasticos son mas intensos.
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D=0 ——
2t D,=2 .
De=5 ——
D, =10
1.5 -
U5(7, T
U, (7, 1) L |
0.5 i
O 1 1 1
-1 —-0.5 0 0.5 1
T

Figura 2.3: Perfil de velocidad de un fluido viscoelastico a un angulo fase de
3m/4, con R, =1 x 1073, para De =0, 2, 5 y 10.

2.2.4.3. Solucion asintética para R, > 1

Ahora consideraremos la solucién de la ecuacién (2.25)) con las condicio-
nes de frontera pero en el limite de altas frecuencias, es decir, cuando
R, > 1. En este caso se puede esperar que el término de aceleracion local
sea mas grande en magnitud que el término viscoso, lo que es lo opuesto a
cuando R, < 1. Si se observa detalladamente, aparentemente el término de
aceleracion iR,V y el de relajacién R.,D.V podrian llegar a ser mas grandes
que el término del gradiente de presion en. Pero esto es imposible, ya que
el movimiento del fluido existe inicamente a causa del gradiente de presion, es
decir, el término de aceleracion no puede exceder en magnitud al gradiente de
presion. En vez de esto lo que se deberia considerar en el caso R, > 1 es que
el gradiente de presion y el término de aceleracién permanezcan en balance. Se
puede determinar de que dicho balance solo puede ocurrir si la magnitud
de V disminuye cuando R, aumenta, es decir,
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V(F) = R—V(?). (2.47)

En este caso la ecuacion ([2.25) toma la forma siguiente:

Ld (v
Fdr\ dr

para R, > 1. Entonces, en el limite cuando R, — o0

1

I + DV +i(D.+V) =1, (2.48)

1-iD,)\
WVaDViiD,=1 = [(v=UTiD)),
(1 + D)

es decir
V = —i. (2.49)

Lo anterior resulta ser consistente con la existencia de un balance entre
el gradiente de presiéon y el término de aceleracion. Nétese que la forma de la
solucion [2.49|resulta ser independiente del niimero de Deborah, esto parece im-
plicar que cuando, R, > 1, las fuerzas elasticas no se presentan en la dinamica
del flujo en las regiones alejadas de las paredes donde domina el gradiente de
presiéon. Se puede establecer que el comportamiento dado por la ecuacién [2.49
es el mismo que se encuentra en el flujo oscilatorio de un fluido Newtoniano.

Como una primera aproximaciéon de la ecuaciéon de balance , se es-
pera que la solucion que se obtuvo tomando el limite cuando R, — oo
tenga lugar como el primer término de una expansién asintética de V' (F) pa-
ra R, > 1. Asumiendo que dicha expansion asintética es regular, tomaria la
forma siguiente:

V) = Vo(F) + ]%wvl(r) +O(R2), (2.50)

entonces de acuerdo a la ecuacién (2.47) y Vo(F) = —i tenemos

V= —Ri +O(RZ?), (2.51)
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donde la expansién se trunca a orden O(R_?). Utilizando las ecuaciones (2.51))
y (2.50) se sigue que

v, = + O(R?). (2.52)

Esta es una primera aproximacién del campo de velocidades para R, > 1.
De esta solucién se puede deducir que existe un campo de velocidades unifor-
me, que es periddico en el tiempo pero que se retrasa 7 /2 radianes del gradiente
de presién impuesto (Re {e*"{}).

Reexaminando el resultado anterior, observamos que dicha solucién no sa-
tisface la condiciéon de frontera v, = 0 en las paredes, 7 = 1. Esto significa que
no puede representar una soluciéon aproximada del problema original.

Si el ajuste de escala escogido fuese el correcto, entonces los términos %
y %%‘T/ en deberian ser de O(1) como de hecho se asume en el proceso
que llevo a la solucién anterior para R, < 1. Sin embargo, muy cerca de la
frontera del ducto esta escala no puede ser la correcta debido a que dicha so-
lucion no satisface las condiciones de frontera . Por lo tanto todo indica
que el término de viscoso debe ser importante en dicha region, incluso cuando
R, — oo debido a que de otra manera las condiciénes de frontera no se pue-
den satisfacer. La escala caracteristica I. = a y la solucién resultante
son razonables para valores de 7 alejados de las paredes, pero ni la solucion ni
la escala puden ser correctas cerca del las paredes del ducto.

Para poder atacar el problema de manera correcta, se introducira un cambio
de variable adecuado para la regién cercana a las paredes, es decir,

y=1-7 = 7=1-y. (2.53)
Por lo tanto, la ecuacion ([2.48) toma la siguiente forma:
1 [d*V 1 av

. _ - ) bDe De :1, 2.54
Roldr ~ U=y dy +4iV +1¢D.+ D,V (2.54)

donde y = 0 corresponde a la posicion de las paredes del ducto.
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Cerca de las paredes los términos viscosos deben ser relevantes incluso en el

£ 1 [ &3V 1 [ av ~
limite R, — oco. Entonces R (ClyQ> Y 7 (d;,) no deben ser pequenos com-

parados con la unidad como indica la ecuacién anterior. Se requiere que las
derivadas de V' con respecto a y sean grandes en esta regién cuando R, — 00.
Sin embargo, si dichas derivadas son grandes, V' debe variar sobre una escala
de longitud mas pequena comparada con . = a. Entonces un nuevo reescala-
miento debe ser introducido en la ecuacién de movimiento en la region cercana
de las paredes del ducto.

Se introduce entonces una nueva variable espacial,

Y = yR®, (2.55)

donde R, representa el cociente de dos escalas de longitud naturales del pro-
blema, I, = a y L = v/wa. Reescalando de acuerdo a (2.55)) se redefine la

variable radial con respecto a una nueva escala de longitud [*. Lo anterior

puede reescribirse como
AYAAY
Y=(=||—+
()

donde ¥’ es la variable radial dimensional. Cuando o = 1 entonces

y/
Y ==
Lv

y L = v/wa serfa la nueva escala [". Por otra parte, si a # 1

y/
Y ==
l*7

donde

= ()L (2.56)

Por lo tanto, usar el reescalamiento (2.55)), equivale a introducir una nueva
escala de longitud caracteristica en la regién cercana a las paredes. La tltima
tarea por realizar para determinar completamente [* es encontrar el valor de
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«. Un punto importante sobre el significado de introducir la nueva escala de
longitud, es notar que la variable normal a las paredes se alarga o extiende, de
tal manera que V varia de 0 a su valor maximo de flujo en un incremento de
la variable reescalada AY = O(1), mientras que V' en la forma adimensional
original cambia sobre una distancia adimensional Ay = O(R_“). Lo anterior
indica que en el sistema reescalado, las derivadas espaciales de mayor orden, es
decir %, deben ser de orden O(1) e independientes de R, en la regién cercana
a las paredes. Esta consideracion simplificara la eleccién de cudles términos en
la ecuacion de movimiento deben ser retenidos en esa parte del dominio, cuando
R, — oo. Para determinar el coeficiente a y la forma relevante de la ecuacién

de movimiento en la regién cercana a las paredes se sustituye ([2.55)) en (2.54)),
obteniendo

1T BV A
| pedY _pe_ 1 AV D.+ DV =1. 2.
r | ave T i Sy p ey ay | TV TPt DY (2.57)

Puede verse de la ecuacion anterior que el término viscoso mas grande es de
orden O(R2*~1). Por lo tanto, si los términos viscosos son igual de importantes
que los efectos de aceleracion y el gradiente de presién en la region cercana a
las paredes, se puede determinar que

1
200 = 1 i
o = « 5
de donde
>V ~1dV %
— wi——R Y— +1 D, + D,V =1. 2.
dY2+R v R, dY+@V+Z +D.V (2.58)

Realizada la operacion anterior, se pueden establecer algunos hechos impor-
tantes, tales como que la primera opcién establecida para la escala de longitud
caracteristica [, = a resultd no ser valida en las regiones cercanas a las paredes
del ducto cuando R, > 1. Por lo tanto es necesario de recurrir a un reesca-
lamiento que sea consistente con el hecho de que las condiciones de frontera
deben satisfacerse en los bordes del dominio y esto indica claramente que los
términos de viscosidad no pueden ser despreciables en la regién cercana a las
paredes del ducto. Dicha escala de longitud surge inherentemente al aplicar el

reescalamiento 1} donde y es escalada con respecto a R,,, con a = % se
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puede apreciar que el tamano de la regiéon donde los efectos de viscosidad son
relevantes varia con respecto a la expresion siguiente:

Ay ~ O(R;%)para R, — oc.

Se tiene ahora la certeza de que para encontrar la solucién en el dominio
completo del ducto 1 < 7 < 0, hay que dividir dicho dominio en dos regio-
nes. Una es la regiéon interior lejos de las paredes del ducto donde [, = a y la
expresion de la ecuacion de movimiento correspondiente en ese caso es .
Cabe resaltar que la solucién de la ecuacion que representa la region lejana
a las paredes obtenida aplicando el limite cuando R, — oo es independiente
del niimero de Deborah. Dicha solucién expresa el comportamiento de cuerpo
rigido en el ntcleo del flujo y se comporta de igual manera si el fluido es vis-
coelastico o Newtoniano. La otra region, clienominada capa limite, es la cercana

a las paredes del ducto, de tamano O(R. ?), donde la ecuacién correspondiente
en dicha regién es (2.58). En problemas donde una aproximacién asintotica re-
quiere de dos o mas expansiones distintas (como en el presente caso), cada una
valida en diferentes partes del dominio, se denominan expansiones asintoticas
singulares o adaptadas (Leal, 2007).

El objetivo es ahora encontrar una aproximacién asintotica de la solucion
para la region capa limite, que tome la forma siguiente:

V(Y) = Vo(Y) + Rlvl(Y) +o (2.59)

En el presente trabajo se considerara tiinicamente el primer término, ya que en
la solucion para la regiéon interior o niucleo solo se consider6 el primer término
de la expansion correspondiente. En el caso cuando R, — oo, la ecuacion
toma la forma

d*Vy
dy?

Como solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea anterior tomamos Vop =
—1 y debemos resolver la ecuaciéon diferencial homogénea

+Voli+ D,) =1 —iD,. (2.60)
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d?V,
dy?

+ Vo(i + D.) =0,

que lleva a la siguiente ecuacién caracteristica

M=—(i+D) = M=ifi+D., X=—i[i+D,

de modo que la solucién de la ecuacién homogénea es de la forma

‘/OH _ Aei(\/i+De)Y _i_Befi(\/iJrDe)Y'

Entonces la solucién general a la ecuacion (2.60) queda

Vo(Y) = —i 4 AglVIHDIY 4 geilVitDoY (2.61)
Aplicando la condicién de frontera V;(0) = 0 tenemos 0 = A + B — i, es decir,

B=i-—A, (2.62)

entonces

Vo(Y) = —i 4+ A(e@WVHDPY _ o= (WitD)Yy o jo=((VitD)Y (2.63)

Hasta el momento la condicion de no deslizamiendo es la tinica que se satis-
face idénticamente. Si se analiza detalladamente la ecuacion resulta que
si se aplica de nuevo la condicién de frontera cerca de las paredes, la constante
A no puede ser determinada. Sin embargo, debe considerarse una condicién
que tome en cuenta la adaptacion de la capa limite y el comportamiento del
nucleo expresado en la forma . La condicién que se aplica en el presente
caso para determinar A es la de matching o empalme entre valores de Y muy
cercanos a las paredes y la solucién del ntcleo. Esto corresponde a pedir que
cuando la solucion cercana a las paredes tome valores muy grandes pero fini-
tos de Y se adapte a la solucién del niicleo. Tomando en cuenta lo anterior se
puede establecer que

Solucién de capa limite|ys <> Solucién del nicleo |ys, cuando R, — o0,
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es decir

1 —1
—W |Y>>1 <~ R7w

I lys1 cuando R, — o0. (2.64)

Aplicando la condicion en se puede determinar que A = ¢ de

modo que la solucion para la region de capa limite puede expresarse como

Vo = —i +ielVitDe¥ (2.65)

Para completar la solucién del flujo es necesario tomar en cuenta las si-
guientes relaciones:

V,=V({)e " =V(Y)

cos(t) — isen(t_)] :

U, = Re {VZ} ,

de modo que la parte real de la soluciéon general en la region de cépa limite
con dependencia tanto espacial como temporal queda

7 _
se;i ) _ e Y sen(E,Y) co;i )

0,(Y) = [e‘EQYcos(ElY) - 1} (2.66)

con

i tan(D_"
Ey(D.) = (1 + Dg)“ cos (arcan(e)>
2
: tan(D, !
By(D.) = (14 D2) sen (Q<>)

De la soluciéon anterior se puede establecer que para el caso puramente
Newtoniano, es decir cuando el tiempo de relajaciéon t,, de un material es muy
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pequeno de modo queda D, — 0, se recupera el comportamiento de un fluido
Newtoniano. Los resultados del perfil de velocidad (2.66|) se grafican a conti-
nuacion para diferentes valores del nimero de Deborah.
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Figura 2.4: Solucién de capa limite dada por la ecuacion ([2.66|) para distintos
valores de D,, con R, = 100.
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Figura 2.5: Solucién de capa limite dada por la ecuacion ([2.66|) para distintos
valores de De, con R, = 100.
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Las figuras anteriores ilustran el comportamiento de la capa limite hidro-
dindmica de un fluido viscoelastico en un tubo recto oscilando peridédicamente
para diferentes nimeros de Deborah. En todos los casos se observa que en
el limite Newtoniano (D, = 0) la oscilacién de la capa limite se amortigua
rapidamente al alejarse de la pared, manifestando el dominio de las fuerzas
viscosas. Por su parte, mientras el nimero de Deborah toma valores més gran-
des, los efectos elasticos se observan mas claramente mostrando una oscilacién
mas intensa que decae més lejos mientras mayor es el valor de D..

De las graficas anteriores se pueden distinguir los efectos hidrodinamicos
que involucran fenémenos con valores de D, diferentes de cero. Las fuerzas
elasticas que dominan al sistema cuando se tienen valores relativamente gran-
des de D, son evidentemente las responsables del comportamiento que se tiene
en las figuras - [2.5). El desplazamiento de la amplitud de la capa limite
que se genera al introducir un fluido con tiempo de relajacion mayor a cero
aumenta cuando aumenta el valor de dicho tiempo, es decir si ¢, > 0 las fluc-
tuaciones debidas a propiedades elasticas aumentan en la capa limite.






Capitulo

Transferencia de calor en un
fluido viscoelastico.

X%k %k

En este capitulo se utilizan los perfiles de velocidad obtenidos asintotica-
mente en el capitulo anterior para estudiar el mejoramiento de la transferencia
de calor longitudinal generado por un fluido viscoeldstico que oscila periodi-
camente dentro de un ducto de seccion transversal cilindrica constante y de
longitud infinita. Dicho fluido conecta dos reservorios térmicos con temperatu-
ras constantes pero diferentes lo que genera un gradiente de temperatura axial.
Al estudiar este fenémeno con métodos asintéticos se pretende profundizar el
estudio realizado por [Lambert et al| (2009).

La evaluacién del mejoramiento de la tranferencia de calor se realiza me-
diante el calculo de la difusividad térmica efectiva ap que depende del perfil
de velocidades del flujo oscilante y la distribucién de temperatura en el fluido
dentro del ducto el cual se calcula en este capitulo para el caso de bajas y altas
frecuencias, es decir, en los limites cuando R, < 1y R, > 1.

3.1. Perfil de temperatura adimensional para
R, <1

El célculo del perfil de temperatura del fluido viscoelastico sujeto al flujo
oscilatorio se determina resolviendo la ecuacién de transferencia de calor. Da-
dos los perfiles de velocidad y temperatura es posible encontrar una expresion

37
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para la difusividad térmica efectiva. Despreciando la generacién de calor por
efectos viscosos, la ecuacion de transferencia de calor tiene la forma

or orT <82T 10T 82T>

o T = e e Y e

= (3.1)

donde o = p% es la difusividad térmica del fluido. Aqui, K es la conductividad
térmica y C es el calor especifico del fluido. La ecuacién anterior se resuelve
suponiendo que las paredes del tubo son térmicamente aislantes de modo que
las condiciones de frontera consideradas para la temperatura son las siguientes:

?;(%Z,t) =0 y 7T(0,z,1t) = finita. (3.2)

De acuerdo a |[Kaviany| (1986)), en un flujo oscilatorio dentro de un ducto, el in-
tercambio de energia a través del fluido es producido por la combinacion de dos
mecanismos de transporte de energia térmica, es decir, el transporte difusivo
a través de la capa limite y las paredes y el transporte convectivo longitudinal
periodico.

Ya que el gradiente axial de temperatura v = ‘Z—Z promediado en el tiempo es
constante, se propone una soluciéon como la parte real de la expresion siguiente
(Kurzweg, |1985a; Lambert et al., |2009):

T(r,z,t) = v[z + ag(r)e ™). (3.3)

La solucién (3.3) reproduce la constancia del gradiente de temperatura
axial promediado en el tiempo y también toma en cuenta la variaciéon tempo-
ral de la temperatura en la direccién transversal al movimiento del fluido a
través del término g(r)e "

Para la solucién del problema de transferencia de calor en el limite R, <<
1, es conveniente expresar en forma adimensional la ecuacion [3.1] utilizando las
escalas caracteristicas siguientes:

_Pza2 1 .
UC—T, tc—a y lc—a.

Por lo tanto las variables adimensionales toman la siguiente forma:

V(pt) =2 =Lt F=I z=2 vy YFz1)="020

te? a

S}
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Después de introducir las variables adimensionales, la ecuacion de transferencia
de calor (3.1) toma la forma

oY o9 0% 109 0%
P.R,— + PV, -+ —. 3.4
g TV = ee T e T e (3:4)
El parametro P, = % en la ecuacié es el nimero de Prandtl, y co-

rresponde al cociente de la difusividad viscosa y la difusividad térmica, donde
n es la viscosidad dinamica del fluido. A su vez, P, = % es el nimero de
Péclet que ofrece una estimacién de la transferencia de calor por conveccion y
la transferencia de calor por conduccién.

Dado que el transporte de calor axial por conducciéon es mucho menor que
la transferencia de calor axial debido a efectos convectivos, el dltimo término
de la ecuacion (3.4 se despreciard.

Introduciendo la soluciéon propuesta en su forma adimensional en la
ecuacion encontramos la siguiente ecuacion diferencial para la funcién g(r):

0g(r) | 19g(r)
or? T or

+ Big(r) = PV (3.5)

con 2 = iP,R,,, donde V(r) es el perfil radial de velocidades en el limite de
bajas frecuencias dado por la ecuacion ([2.46)), el cual puede expresarse como

V(r)=Ar+Br*+Cr® + D (3.6)

A= (3 —iB) o+ Ry [Be i (f - Z)] + B2 [92E — o+ (32 +—320)),
>]+R2{ﬁ_25§+2(2gz 21?,%)}’

2 3
R2 : Dz
C= {768 2304 + (768 2304)] )

B=-R,|%+i(4-
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— (jDe _ 1) _ 3D 4 ; (3 _ 3D; 2 [_19 _ 19D | . (19D7 _ 19D,
D_(Z4 4) RW[32 +Z(64 o )| T RS |5301 — 76s T (2300 — 7es ) |-

La solucién de la ecuacion debe satisfacer las condiciones de frontera para
la temperatura dentro del ducto que son

dg
JR— ] _ E— .
g(0) = finita y = =0, (3.7)

7=1

que corresponden a las condiciones dadas por la ecuacion |3.2]

La solucién de la ecuacién 3.5 puede determinarse como la suma g = g, +g,
que corresponden a la solucién homogénea g, y la particular g,, donde g, =
C1Jo(BrT) + CoYo(BrT) ¥ gp = anT? + aoT" + ™ + au.

Aplicando las condiciones de frontera se encuentra

Cy = 0, Ci =20q7 + 40[2?3 + 60&3?5,

y ademas

C
2
T

B 36C
=P (= -2,
’ (ﬁ% ﬁ%)
AR p (B )
gz e\ Bk ge )
B DP, _ 4P, [A_ (163_ 5766’)]
g g g\ )]

O~/3:Pe

(€3]

Qg

donde para encontrar la solucion particular se utilizé el método de coeficientes
indeterminados. La solucion general de la ecuacion |3.5] se expresa entonces de
la siguiente manera:
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g(?) _ [20{1 + 40(2 + 6013‘| [JO<5TT)

+ a2 + T + a3 + ay. 3.8
By Jl(BT)‘| 1 2 3 4 ( )

Una vez determinada g(r) podemos sustituirla en la solucién propuesta
(3-3) que en términos adimensionales se expresa de la siguiente forma

I, 2,1) = [2+ g(T)e ™. (3.9)

Debe resaltarse que esta solucién es valida tanto para fluidos Newtonianos
como para Maxwelianos, tomando el limite apropiado.

3.1.1. Difusividad térmica efectiva adimensional para
R, <1

Ahora procederemos a calcular la difusividad térmica efectiva en el limite
de bajas frecuencias, R, < 1. En forma dimensional, la difusividad efectiva se
expresa de la siguiente forma (Kurzweg), 1985a; |Lambert et al., [2009)

w

2 2 ra
apy =5 /O /O / (T(r, 2, 1)) plus (r, )] g rdrdfdt | (3.10)

donde el subindice R indica la parte real de la variable en cuestiéon y A = 7a?

el area de seccidén transversal del ducto.

El lado izquierdo de la ecuacion ((3.10)) representa el flujo térmico efectivo axial
por unidad de area de la seccion transversal, mientras que el lado derecho de
dicha ecuacion representa el flujo térmico convectivo promediado en el tiempo
producido por la interaccion de los perfiles de velocidad y temperatura varia-
bles en la coordenada transversal.
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Para poder utilizar los perfiles de velocidad y temperatura adimensionales
conseguidos anteriormente debemos expresar la ecuacion anterior adimensio-
nalmente, una forma de hacerlo puede ser

T on2 /% /Zﬂ/ V.(7,1)| g Tdrdodt , (3.11)

donde la parte real de los perfiles de temperatura y velocidad, respectivamente,
corresponden a la siguientes expresiones:

denotando V. (7,7) y ¥*(7,%,1) a los complejos s conjugados correspondientes.
Por lo tanto, introduciendo las expresiones de V (7, 1) y ¥(7,z,1) en la ecua-
cién (3.11)) se tiene que

e [T [ (e ety (Ve 70y raravar
(3.12)

Ya que se integra en un periodo temporal y debido a que el integrando es
funcién de 7, al realizar la integral temporal se eliminan todos los términos
con e* y tomando en cuenta la integral en la coordenada angular para toda
la seccion transversal se tiene la siguiente expresion:

ar = =15 [ ot + 9707 o (3.13)
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La ecuacién anterior representa la difusividad térmica efectiva para el ca-
so particular del flujo de un fluido viscoelastico oscilando dentro de un ducto
cilindrico, dicha ecuaciéon también es valida para un fluido Newtoniano cuando
se considera el limite D, — 0. Las variables de velocidad y temperatura ya
se encuentran admimensionalizadas. La ecuaciéon (3.13) ain tiene dimensiones
(m?/s), por lo tanto, la ecuacién serd normalizada con respecto al desplaza-
miento de marea en un intento de poder comparar nuestros resultados con los
trabajos de Kurzweg y Zhao| (1984b)), |[Lambert et al.| (2009)) y Shailendhra y
AnjaliDevi| (2010). Es claro que si de la ecuacién se busca la expresién
ap/a, podemos obtener una forma adimensional para la difusividad, pero por
los motivos anteriores utilizaremos ag/w(Ax)?, con Az conocido como el des-
plazamiento de marea.

El desplazamiento de marea Ax representa el desplazamiento axial maxi-
mo promedio que los elementos del fluido viajan durante medio periodo de la
oscilacion. En forma dimensional se tiene que

Ax =

1 55 2r ra
— /2 / / u, (7, t) rdrddt ‘ . (3.14)
ma? J-z Jo Jo

Introduciendo las variables adimensionales en la ecuacion anterior el des-
plazamiento de marea se expresa como

4 1
Ue / V() rdr
0

Ax = ’ (3.15)

w

Por lo tanto la expresion de la difusividad térmica efectiva adimensional en
coordenadas cilindricas puede ser expresada como

~ -~

A (PTRW> Js [9)V (7) + g(7)V (7)"] 7ar
w(Az)?2 32P, (fgl‘/}(?:) e >2 _

(3.16)

Haciendo el desarrollo correspondiente la expresiéon completa de la difusi-
vidad térmica efectiva queda
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Qg 11520 , . , ) .
wAe? l(mw(l{m + Iz (=i + D.)(i + D.)P*(48 + 6P.(8 + iR,)

donde

+ + 4+ + + +

+ o+

+

+ o+ o+ o+

P?(48 + 6iR, — R2) 4+ D?(—48 — 6iP,R,, + P>R?)
2D.(—48i + P*(3 +iR,)R, + 6P.(—4i + R,)))

2160
(it D.)?(i + D.)P*(48 4+ 6P,(8 + iR,)

P?(48 + 6iR, — R2) 4+ D?*(—48 — 6iP,R,, + P>R?)
2D.(—48i + P*(3 +iR,)R, + 6P.(—4i + R,)))

380i(1 — iD.)(—i + D.)(i + D.)*(P?)

(48 + 6P.(8 —iR,) — P?*(—48 + 6iR,, + R2)

D?(—48 + 6iP, R, + P?R2) + 2D, (48i + P*(3 — iR, R,

6P.(4i + R,))) + 11R5220(—i + D) (i + D.)(P?)

(48 + 6P.(8 —iR,) — P?>(—48 + 6iR,, + R2)
D?(—48 + 6iP, R, + P?R2) + 2D, (48i + P*(3 — iR, R,

6P, (i + Ra))) + - (=i-+ DL)(( + D)) (P

(48 + 6P.(8 —iR,) — P?(—48 + 6iR,, + R2)
D?(—48 + 6iP.R, + P’R2)

2D, (48i + P*(3 —iR,)R,, + 6P.(4i + R,,)))

0
— ﬁ(l + D?)

(13824 — 24P3(—576 + 11R?) — 48 P*(—576 + 31R?)
6D2P?R,,(—1824 + 37TP?R2) + P}(27648 — 840R> + 19R.)
D*(13824 — 1488P?R* + 19P'R?)

6D. PR, (—1824 + 384 P, + P?(1440 + 37R?))

D?(27648 — 264P>R? — 96 P?(576 + 31R2)

P(2136R> + 38R.)))

Kjb—|— KJC))

1
15P5 |(i 4+ D.)(384 4 64(i + D.)R,, + 11(i + D.)2R2)[*

, (3.17)
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Kja = 15840P? + 47520D?P? + 47520D2 P? 4 15840 D% P?

552960 P2
4+ 15840P* — 31680D? P — 47520D* P} — TT
552960D2 P2 552960P3  552960D2P3 552960 P*
* R r R R
552960D?P*  92160D,P?  184320D3P?  92160D2P?
a R? L R, TR,
184320D. P 184320D?P3  184320D,P*  184320D3P*
R, R, R, R,

— 5472D.P*R, — 10944D3P*R,, — 5472D? P*R,, — 4T3P*R?
— 1419D?P!R? — 1419DP*R> — 473D P!R?
— 380i(1+iD.)(—i+ D.)*(i + D.)P?(48 + 6 P.(8 + iR,,)
+ P?(48+i6R, — R?) + D?*(—48 — i6 PR, + P?>R2)
+ 2D (—48i + P*(3 +iR,)R, + 6P.(—4i + R,))).
(3.18)

480(—i + D,)(i + D,)
R2V/=iP. Ry (V=iP:Ry)
(48 — 6iP,(—8i + R,) + P*(48 + 6iR,, — R?) + D?*(—48 + 6iP, R, + P’R?)
+ 2D, (—48i + P?*(3+iR,)R, — 6P.(—4i + R,)))
(48 + 6P.(8 —iR,) — P> (=48 + 6iR,, + R2) + D?(—48 + 6iP, R, + P’R2)

4 2D,(48i + P*(3 — iRy)Ro + 6P, (4i + R.)))Jo <\/—iPTRw) .

(3.19)
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480(—i 4+ D.)(i + D,)
R2iP Ry (ViPR.)
(48 + 6P.(8 +iR,) + P*(48 + 6iR, — R?)
+ D?*(—48 — 6iP.R, + P>R2) 4 2D,(—48i + P*(3 4 iR,) R, + 6 P.(—4i + R,,)))
(48 + 6iP,(8i + R,) — P*(—48 + 6iR,, + R>) + D?(—48 — 6iP, R, + P’R?)

+ 2D.(48i + P*(3 — iRu)R., — 6P,(4i + R.))) o <«/iPer> .

(3.20)

Una vez determinada la difusividad térmica efectiva adimensional a través
de la expresion es posible analizar graficamente su comportamiento en
el limite cuando R, < 1. A continuacién se muestran los resultados graficos
de la ecuacién en funcion del parametro R, para distintos valores de P,
y D, para el caso cuando R, < 1.
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Figura 3.1: ap/w(Ax)? en funcién de R, para el caso R, < 1.(a) Pr=1y (b)
Pr=10. En ambos casos se grafican las curvas correspondientes a D, = 1,2,5,10.
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Dada la aproximacion que se estd considerando, los valores de frecuencia
para los cuales tiene sentido analizar la expresion para la difusividad térmica
efectiva deben de ser menores que la unidad. Puede apreciarse que la tenden-
cia de la difusividad al aumentar el valor de P, es similar a la que se observa
cuando el fluido de trabajo es puramente Newtoniano. Ademas,en las figuras
(a) y (b) correspondientes a P, = 1y P, = 10, respectivamente, se observa
que la difusividad efectiva se incrementa aproximadamente de manera lineal
al aumentar R, y que el efecto de los distintos valores de D, es practicamente
despreciable. Se puede concluir entonces que a bajas frecuencias los efectos
elasticos son muy pequenos, dominando el comportamiento Newtoniano. En
estos casos el maximo en la difusividad térmica no se alcanza dentro del in-
tervalo de frecuencias analizado. Sin embargo, en las figuras (a) y (b),
correspondientes a P. = 100 y P, = 1000, el maximo de la difusividad efectiva
se encuentra en el intervalo entre 0 y 1 del pardmetro R, en el caso de bajas
frecuencias de oscilaciéon la difusividad efectiva solo alcanza un pico maximo
de transporte de calor.

En los estudios previos de transferencia de calor con fluidos viscoelasticos
en movimiento oscilatorio (Lambert et al., [2009), se sabe que los valores de
la difusividad efectiva son de orden de magnitud mucho mayor que la que
se obtiene con fluidos Newtonianos, por lo que los fluidos viscoelasticos son
mejores candidatos para procesos transferencia de calor. Sin embargo, dicha
caracteristica no se encuentra a bajas frecuencias de oscilacién como se observa
en las figuras v 3.2} donde la diferencia entre los valores de la difusividad
para D, = 10 y D, = 0 es muy pequena.

Lo anterior se debe a que dada la lentitud del movimiento del fluido, los
efectos convectivos en el transporte de calor son despreciables aun para valores
grandes de De. Entonces en el intervalo de frecuencias analizado el compor-
tamiento de un fluido viscoelastico y uno Newtoniano son muy semejantes,
encontrando solo un maximo para la difusividad efectiva para valores de P,
muy grandes.
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Figura 3.2: ag/w(Az)? en funcién de la frecuencia adimensional R, para el
caso R, < 1. Para los casos (a) y (b) se grafican curvas para D, = 0,1,2,5,10
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En resumen, para frecuencias bajas los efectos viscoelasticos no son sufi-
cientes para incrementar la difusividad efectiva respecto al caso Newtoniano,
obteniéndose un solo maximo de la difusividad como en dicho caso. Se tiene
entonces que para el caso R, < 1 las caracteristicas viscoeldsticas del fluido
no son relevantes para el mejoramiento de la transferencia de calor.

3.1.2. Perfil de temperatura adimensional para R, > 1

El cédlculo de la difusividad térmica efectiva para el caso de altas frecuen-
cias de oscialcién se desarrolla enseguida usando el perfil de velocidad (2.66).
Se parte de la expresion (3.4) correspondiente a la ecuacién de tranferencia de
calor en coordenadas cilindricas. Tomando en cuenta el reescalamiento (2.53)),
la ecuacion de transferencia de calor adquiere la forma

W a9 1 09 0%
PR, V. 20V 9L oY
D= Rl an b i =

(3.21)

Si se introduce ahora el reescalamiento correspondiente a la regién cercana

1
a las paredes del ducto Y = yR3, se tiene que

oY — 0V 1 0% 1 1 o 0%
PerT‘{'PeVz(Tat)i: _ - 1 Ao T A
ot 0z R;'OY? p-3 (1 _YRsi)aY 072

(3.22)

Tomando en cuenta que los términos de orden O(R_') pueden ser despre-
ciados debido a la consideracién R, > 1y que el cociente Y/ R < 1, se puede
establecer la siguiente aproximacion:

(1—YR;%)’1 A (1+YR;%). (3.23)

Consideramos nuevamente que el transporte de calor axial por conduccién
resulta despreciable comparado con la transferencia de calor axial debido a
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efectos convectivos. La expresion final de la ecuacién de transferencia de calor
queda expresada como

o

00 _ 0% o
oy’

Pera—li} + P V.(7,1)

o (3.24)

Para resolver dicha ecuaciéon se considera atn valida en la region cerca de
las paredes la soluciéon propuesta

(Y, 2,1) = 2+ g(V)e ™, (3.25)

y por lo tanto valida en 0 < Y < oo. Si se aplica dicha solucién a la
ecuacion ([3.24) se tiene que
0%g(Y)
Y2

dg(Y) + B2g(Y) = EV(YL (3.26)

“pi Ly
+ R, (R2 + )8Y 3

con 3% = iP,. Tomando el limite cuando R,, > 1 la ecuacién que describe el
transporte de calor radial queda

Pg(Y)

v V(Y), (3.27)

+ Brg(Y) =

con V(Y) = #- [e(iV”De)Y — 1] La solucién de la ecuacion anterior debe sa-
w
tisfacer las condiciones

dg(Y)
oY

=0 y g¢g(Y)=finita cuando y — oo, (3.28)

Y=0

entonces al aplicar la condicion de paredes adiabaticas la solucién de la ecua-

cion (3.27) queda
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P/D.+i
PrE (87 — De — i)

g(Y) = Cicos(BrY)+ [ ] sen(frY)

i, [ B} (eWPEY —1) 4D, +i 30
R (2D, ) (3:29)

En el limite cuando Y — oo el valor de (3.29)) debe resultar finito. Para
que la condicién de la temperatura en Y — oo sea mantenga finita se propone
que la constate ' sea de la forma

sen(5rY) P./D,+1
C)=— 5 ~ |, (3.30)
cos(BrY) \ prR.(B7 — D. — i)
de esta manera la solucién general de la ecuacién (3.27) toma la forma
o P [iE Dty ) 3.31
9V) = 5 iP,— D, —i (3:31)

Con el resultado anterior es posible determinar la distribucién de tempe-
ratura en la region muy cercana a las paredes del ducto. Dicha distribucién es
determianda al sustituir la ecuacién en la expresion (3.25)). Debido a que
el objetivo principal es mostrar si existe un mejoramiento en la tranferencia de
calor debido al efecto de oscilacién a altas frecuencias (R,, > 1), en seguida se
calcula, la difusividad térmica efectiva.

3.1.3. Difusividad térmica efectiva adimensional para
R, >1
Ahora se realizara el calculo de la difusividad térmica efectiva en la capa

limite. Para tal efecto se hard uso de las ecuaciones (3.25)) y del perfil de velo-
cidad (22.65]). Para comenzar se aplica un primer reescalamiento a la expresion
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(3.16) de la difusividad térmica efectiva en coordenedas cilindricas y se tiene
la siguiente expresion:

g _ (Per> fol(l - ) [g?y)‘/v(y) + g(y)V(Z)} dy (32)
w(Az)? 32P. ‘fol(l B y)‘7(y) a0 ’2

1
luego se considera el reescalamiento y = Y R, para obtener la version final de

la difusividad térmica efectiva adimensional en la region cerca de las paredes.
La forma de la difusividad térmica en la capa limite toma la forma

op __(mz) JEQ =Y RSZ) [9(Y)* Viyy + g(V)Vy ] dY (3.3

w(Az)2 32P, 3 1.
(Be) JF(1 = YRV (Y)dY

Desarrollando las integrales del lado derecho de la expresion se obtiene

. e~ VDe—ivRey
5 — i E] —14-¢tVDe+ivRy 7 2
(A7) 32yD. — iy/D. T iR3 (D2 + (P, — 1)2) [FHeBon/e i

((~VD i+ (D=4 /Do) P
- \/ﬁei(mwm)m) (Pr—1)
+ D, <(\/De +i— /D — 2) (VDTS
+ /D, — iel(VPTHVDF)VR: _ \/ﬁ) P
O O M
+ (\/De —i+ /Do + z) (P, — 1)eVDiVERs

- <\/De —i+/D.+ @> Preim\/E)) .

(3.34)
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Aqui es importante remarcar que la ecuacién expresa el comporta-
miento de la difusividad térmica efectiva iinicamente en la regién cercana a las
paredes del ducto. Dicha expresién no considera lo que esta ocurriendo con el
transporte de calor en el nicleo del flujo cuando R, > 1 y por tanto la expre-
sion para la difusividad térmica efectiva estda incompleta pues no comprende
toda la regién donde se da el proceso de transferencia de calor. Para ese caso,
no fue posible encontrar una solucién completa que abarque las regiones de la
capa limite y el nucleo acopladas de manera consistente. Por lo tanto en las
figuras y (3.4) se muestran los perfiles de la difusividad efectiva tnica-
mente en la capa limite, sin ninguna relaciéon con lo que sucede en el ntcleo del
flujo. Se consideran valores especificos de P, (1, 10, 20 y 100) y del pardmetro
D.(1, 2, 5y 10).
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Figura 3.3: ag/w(Az)? en funcién de la frecuencia adimensional, para R, > 1.

Para ambos casos, (a) y (b) se grafican las curvas correspondientes a D, =
1,2,5,10.
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Los resultados de las figuras y muestran un comportamiento
muy distinto al observado a altas frecuencias con la difusividad térmica efectiva
calculada con la solucién exacta (Lambert et all [2009). En dichas figuras se
observa que la difusividad disminuye al aumentar R,. Para P, = 1 se presenta
un comportamiento anémalo respecto a los otros valores de Pr pero cuando R,
aumenta, la difusividad tiende a disminuir. Aunque para valores de P, de 10,
20 y 100 se observa un ligero incremento al aumentar el niimero de Deborah,
la tendencia para valores grandes de R, es decreciente. Esto confirma que el
mejoramiento de la transferencia de calor mediante el aumento en la difusividad
térmica efectiva en un flujo oscilatorio en un ducto es un efecto conjunto que
involucra el transporte de calor entre la capa limite y el nicleo.






Capitulo

Flujo oscilatorio de un metal
liquido en un ducto bajo un
campo magnético
Xk %

En el presente capitulo se obtiene una solucién analitica de un flujo osci-
latorio magnetohidrodinamico. Primeramente se presenta una sintesis de las
ecuaciones del campo electromagnético y de las aproximaciones necesarias para
obtener las ecuaciones de la magnetohidrodinnamica (MHD). Posteriormente
se considera un metal liquido confinado entre dos planos paralelos infinitos
oscilando en direcciéon x bajo un campo magnético externo perpendicular a las
paredes del ducto (direccion y). El movimiento oscilatorio se produce aplicando
una corriente alterna en direccién normal al plano de movimiento (direccion z)
de modo que al interaccionar con el campo magnético aplicado se produce una
fuerza oscilatoria en direcciéon x que impulsa al fluido. El perfil de velocidades
obtenido se utiliza en el capitulo 5 para analizar el problema de transferencia
de calor.

4.1. Ecuaciones de Maxwell del campo elec-
tromagnético
La rama de la fisica que se encarga del estudio del movimiento de flui-

dos eléctricamente conductores (no magnetizables) en presencia de campos
magnéticos es denominada Magnetohidrodidmica (MHD). Para establecer sus

59
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ecuaciones fundamentales, ademas de considerar las ecuaciones de conserva-
cién de la dinamica de fluidos, se deben considerar las ecuaciones del campo
electromagnético (Jackson, 1975). Las ecuaciones de Maxwell son el conjunto
de ecuaciones que describen los fenémenos electromagnéticos en un medio ma-
terial, en conjunto con las ecuaciones constitutivas y la ecuaciéon para la fuerza
de cuerpo electromagnética. En seguida se describen brevemente las ecuaciones
mencionadas.

Ley de Gauss del campo eléctrico

La ley de Gauss del campo eléctrico establece que el flujo de campo eléctrico
a través de una superficie arbitraria cerrada es proporcional a la carga total
que se ecuentra encerrada en el volumen limitado por esta superficie, lo que se
expresa en forma integral de la siguiente manera,

fﬁ-d§:1/pedv (4.1)
% € JVv

donde E es el campo eléctrico, p. es la densidad carga eléctrica y € es la
permitividad eléctrica del medio. La forma diferencial de la ley de Gauss se
puede obtener mediante el teorema de la divergencia,

vV.-E="e (4.2)
€

Esta ley indica que las distribuciones de carga eléctrica son las fuentes del
campo eléctrico.

Ley de Gauss para el campo magnético

Esta ley indica que toda distribucién de fuentes magnéticas es siempre
neutra en el sentido de que poseen un polo norte y un polo sur, por lo tanto, el
flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada es nulo, como se indica
a continuacion:

fé-d§:0 (4.3)
S

donde B es el campo de inducciéon magnética. Aplicando el teorema de la
divergencia, la forma diferencial la Ley de Gauss para el campo magnético se
puede expresar de la siguiente manera,
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V-B=0 (4.4)

Esta expresion afirma que no existen cargas magnéticas aisladas o monopolos
magnéticos.

Ley de inducciéon de Faraday

Esta ley se establece que la variacion de flujo magnético (ya sea por varia-
ciones espaciales o temporales) a través de un circuito, da lugar a una fuerza
electromotriz (FEM) que induce la circulacion de una corriente eléctrica en el
circuito, de manera integral se tiene,

— — d — —
Eﬂ:——/BdS 45
7{ dt Js (4:5)
c
En forma diferencial la ley de Faraday se escribe de la siguiente manera,

_ 9B
VXxE=——. (4.6)
ot
Esta ley indica que cuando un campo magnético varia en el tiempo en una
region del espacio, se induce un campo eléctrico no conservativo.

Ley de Ampere -Maxwell

La ley de Ampere relaciona la integral de un campo magnético estatico a
través de una trayectoria cerrada con la corriente neta encerrada (una corriente
eléctrica estacionaria) por dicha trayectoria. Maxwell generaliz esta ley para
poder considerar también que un campo eléctrico que varia con el tiempo
produce un campo magnético y ademas ser consistente con el principio de
conservaciéon de la carga. La ley de Ampere -Maxwell se puede expresar de la
siguiente forma

— — — — d — —
Bdi = /.d —/Ed A
f ,uSJ S+,uedt g S (4.7)

donde J es la densidad de corriente eléctrica. La forma forma diferencial de la
ley de Ampere -Maxwell es la siguiente
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= - JE
VxB=puJ+ pe—. (4.8)
ot
donde p es la permeabilidad magnética del material. Si se toma la divergencia
de esta ecuacion y se utiliza la ley de Gauss para el campo eléctrico (4.2)), se
obtiene la ecuacion de conservacion de la carga eléctrica, es decir

dpe -
. pr— . 4-
5 +(V-J)=0 (4.9)

Fuerza de cuerpo electromagnética

La fuerza de Lorentz es una fuerza de cuerpo electromagnética, que experi-
menta un medio continuo por el que circula una densidad de corriente eléctrica
J y contiene una densidad de carga p. y se expresa en la forma

—

f=pE+JxB (4.10)

Ley de Ohm

La ley de Ohm es una ecuacién constitutiva que establece una relacion
de proporcionalidad entre la densidad de corriente eléctrica que circula en un
medio conductor y el campo eléctrico que da lugar a dicha corriente. Para un
medio en reposo esta descrita por la ecuacion.

-

J=0E (4.11)

donde o es la conductividad eléctrica del medio. Esta ecuacion tiene una vali-
dez muy amplia y en particular se aplica a fluidos conductores.

Si el medio conductor se desplaza respecto al sistema de laboratorio con
velocidad , la ley de Ohm toma la forma

—

J=0(E+1x B) (4.12)
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4.2. Aproximacion MHD

La magnetohidrodinamica es la fusiéon de dos ramas de la fisica clésica,
la dindmica de fluidos que considera fenémenos no relativistas, y el electro-
magnetismo, que considera fenémenos relativistas. Para poder fusionar ambas
teorias y obtener un conjunto de ecuaciones consistentes, es preciso realizar
lo que se conoce como aproximaciéon MHD (Miller y Biihler| (2013); Cuevas
(1988)); |Davidson| (2001)))

La aproximacion consiste basicamente en restringir los fenémenos estudia-
dos basandose en las siguientes suposiciones: a) la magnitud de la velocidad u
del fluido en cuestién es mucho menor que la velocidad de la luz ¢, i.e. u? < c?
(aproximacion no relativista); b) la velocidad de los portadores de carga tales
como electrones o iones, son pequenas comparadas con la velocidad del con-
ductor, esto quiere decir que se desprecia el efecto Hall; ¢) el movimiento del
fluido se desarrolla bajo la accion de campos magnéticos cuasi-estacionarios o
a bajas frecuencias; y d) los campos eléctricos son del orden de magnitud de
la FEM inducida @ x B.

4.3. Ecuaciones de balance de la Magnetohi-
drodiamica.

Si se consideran las aproximaciones anteriormente mencionadas, el con-
junto de ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo puede simplifcarse de
tal manera que se puede obtener un sistema de ecuaciones consistente que
es invariante ante transformaciones galileanas (Pérez B., 2013). La corrien-
te de desplazamiento de Maxwell y el término peﬁ de la fuerza de Lorentz
pueden despreciarse, esta es una aproximacién que comunmente se realiza en
cualquier problema de electromagnetismo donde no intervienen oscilaciones de
alta frecuencia (Cuevas, [1988)). Lo que se desprecia fisicamente es el proceso de
acumulacion o redistribuciéon de carga eléctricas. También es apropiado ignorar
la ecuacion de conservaciéon de la carga. Sin embargo, no se esta afirmando que
V-E = 0, ni que los efectos electrostaticos debidos a la acumulaciéon de cargas
no sean importantes (Cuevas, 2004).

El sistema de ecuaciones que rigen el comportamiento del flujo de un flui-
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do eléctricamente conductor (no magnetizable) bajo la accién de un campo
electromagnético se expresan mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

V-B=0 (4.13)
V x B = poJ (4.14)
_ 0B

E=-=— 4.1
V x oy (4.15)
J=0(E+1ix B) (4.16)
V.i=0 (4.17)

oi . . o »

p aJr(u-V)u =—-VP+nVi+JxB (4.18)

siendo o la conductividad eléctrica del fluido y p la densidad del mismo.

El sistema de ecuaciones (4.13}4.18)) representa un sistema de ecuaciones com-
pleto.

4.4. Solucién analitica de un flujo oscilatorio
Magnetohidrodinamico

Se considera el flujo oscilatorio de un metal liquido confinado entre dos
placas paralelas infinitas eléctricamente aislantes generado por un gradiente
de presion oscilatorio electromagnético. Las placas estan separadas una longi-

tud 2a (ver figura [4.1)).

Ya que las placas son infinitas, se desprecian los efectos de borde. El flu-
jo depende tnicamente de la coordenada y. Paraleo al eje z (perpendicular
al plano de movimiento z — y ) se aplica una densidad de corriente alterna,
que puede expresarse como la parte real de J, = (0,0, joe~™“*), donde jy es la
amplitud constante de la densidad de corriente y w es la frecuencia angular
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Figura 4.1: Esquema del flujo oscilatorio de un metal liquido entre dos pare-
des paralelas infinitas producido por la interaccién de una corriente alterna
aplicada perpendicularmente al plano de movimiento y un campo magnético
uniforme y transversal.

® i X ®2%

de la corriente. El flujo esta bajo la accion de un campo magnético uniforme
perpendlcular a los planos infinitos, es decir, B = (0, By, 0). La interaccién de
los campos J, y B genera una fuerza de Lorentz oscilatoria que impulsa al
fluido en direccién axial de manera periddica. Debido al movimiento relativo
del metal liquido y el campo magnético aplicado existira también una densidad
de corriente inducida. De la ley de Ohm (eqn. se puede apreciar que la
corriente total J presente dentro del fluido se puede expresar de la siguiente
forma:

J=0(E,+@xB)=J,+J, (4.19)
donde

De esta manera, tomando en cuenta que no existe un gradiente de presion
axial impuesto, se puede rescribir la ecuacién de Navier-Stokes (4.18) de la
siguiente manera:

p((zfz + (i - V)ﬁ) = V2 + [( L+ ) x B], (4.20)
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donde el término J, x B es la fuerza de Lorentz aplicada que impulsa oscilato-
riamente al metal liquido en medio de los planos infinitos. Adicionalmente, el
término J; X B es la fuerza de Lorentz inducida que se contrapone a la fuerza
aplicada.

La fuerza aplicada se expresa en la forma

Jo X B = (—j,Bye™™" 0,0) (4.21)

mientras que la fuerza inducida es de la forma

J; x B=o(ii x B) x B=(—cB2U,(y,t),0,0) (4.22)
donde se ha utilizado que @ = (U,(y, t),0,0).

Debido a que la fuerza aplicada es periddica la respuesta del fluido sera tam-
bién periédica, de modo que la velocidad del flujo se puede expresar como

U= <Ux<y’ t)? 0, O> = <§R€[U(y)6_im]’ 0, 0> (423>

donde R[...] indica que se debe tomar la parte real. De esta forma, la con-
diciéon de incompresibilidad se satisface idénticamente.

Con las aproximaciones anteriores, introduciendo (4.23), (4.21)), (4.22) en
la ecuaciéon y utilizando la ley de Ohm , la ecuacién de Navier-
Stokes que gobierna el flujo oscilatorio de metal liquido que fluye entre los
planos paralelos infinitos aislantes, toma la forma siguiente:

U (y)

o oB3U (y) (4.24)

—ipwU(y) = —joBo + 1

sujeta a las condiciones de frontera de no deslizamiento en y = +a es decir,

U(a) =U(—a) =0 (4.25)

A continuacién, se adimensionalizara la ecuaciéon (4.24)) de tal suerte que se
determinen los pardametros adimensionales que rigen la dindmica del problema.
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4.4.1. Escalas caracteristicas y adimensionalizaciéon de
la ecuacion de movimiento

Para el flujo en cuestion se proponen las siguientes escalas caracteristicas:

y le=2a, U.= . Je=17Jo B.= DBy,

donde f;, representa la magnitud de la fuerza de Lorentz aplicada, es decir,
fL = joBO~

Por lo tanto las variables adimensionales del sistema se expresan como

n — 7 U(y) T jo
t = — = — = = —
tc7 y 2a7 U UC ) J j07

ool
Il
| &

De esta forma, la ecuaciéon de movimiento adimensional, queda reescrita de
la siguiente manera:
0*U

o + (iR, — Ha*)U =1 (4.26)

2 2
Rw:w< %) , Ha=2aB, 7
v \/ pv

donde R, es el nimero de Reynolds oscilatorio y corresponde al cociente del
tiempo de difusién viscoso, (2a)?/v, y el periodo de oscilacién impuesto por
la fuerza aplicada, 1/w. El pardmetro Ha se conoce como el nimero de Hart-
mann y su cuadrado da una estimacion del cociente de la fuerza magnética y
la fuerza viscosa. Los términos del lado izquierdo de la ecuacién anterior com-
prenden el término de aceleracién local iR,U, el término viscoso 92U /0y° y
el término de frenado magnético ocasionado por los efectos inducidos, —Ha?U.

con
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4.4.2. Solucién para el perfil de velocidades

Si en la ecuacién (5.15) se considera que @? = iR, — H2, la solucién general
correspondiente se expresa como

~ 1

U(Zj) = ACOS(’W@) + Bsen(wy_) + m (4.27)

sujeta a las condiciones de frontera adimensionales
— /1 — 1
Ul=z)=U(—=)=0 4.28
(2) < 2) ( )

donde la coordenada y se ha adimensionalizado con la separacién entre las
placas.

Aplicando las condiciones de no deslizamiento se encuentra que B = 0y
A= —isgz(fé)g, de modo que el perfil de velocidad U(y) queda
— 1 cos(wy)
Uy =————=|1—-—F—"7F% 4.29
( ) iR, — H3 ( coS (éw)) ( )

Finalmente, tomando en cuenta la ecuacion (4.23)), el perfil de velocidad com-
pleto que engloba la dependencia temporal y espacial es de la forma siguiente:

Uy, t) = Re(U(y)e™™). (4.30)

o bien, explicitamente

N _ cos(wy) cost —isent
U(y,t) = Re [(1 ~ (éw)) iR, _ 2 ] (4.31)

En las figuras (4.2)) y (4.3) se muestra el comportamiento de la parte real del
perfil de velocidad como funcién de la coordenada transversal y, con un

angulo de fase de 37/4, para valores de Ha = 0, 1, 2, 5 y 10. Para el caso de
bajas frecuencias (R, = 1) se observa claramente que el perfil de velocidades
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pasa de un perfil parabdlico cuando Ha = 0 a un perfil de Hartmann cuando
Ha = 10. El aplanamiento del perfil de velocidades es debido a la fuerza de
Lorentz inducida que se opone al movimiento del fluido.

0.08 — . . -
0.07 | : :
5
0.06 | H,=0 -
0.05 | ]
U(7,1)0.04 | ]
0.03 ]
0.02 - ]

0.01 i

0.2 0.4

—-04 —0.2

< D F

Figura 4.2: Perfil de velocidades del metal liquido como funcién de la posicién
transversal oscilando entre dos placas planas paralelas infinitas con un angulo
fase de 37/4, R, =1,y Ha =0, 1, 2, 5 y 10.

Para el caso de frecuencias altas se mantiene un efecto de frenado del fluido
al incrementar el nimero de Hartmann, pero ahora los perfiles de velocidad
de la figura muestran un comportamiento claramente diferenciado entre
el flujo en las regiones cercanas a las paredes del ducto (capa limite) y el flujo
en la regién central (nicleo). De hecho, en la figura (R, = 10) puede
observarse que el flujo en dichas regiones va en direcciones distintas cuando
H, = 0. Este efecto se atentia cuando H, crece. En general se observa una
clara diferencia con los perfiles obtenidos con valores pequenos de R,,.
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(b) R, =100

Figura 4.3: Perfil de velocidades del metal liquido como funcién de la posicién
transversal oscilando entre dos placas planas paralelas infinitas con un angulo

fase de 37/4, para frecuencias de oscilacién muy grandes y Ha =0, 1, 2, 5y
10.
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En este capitulo se analiza el problema de la transferencia de calor en el
flujo oscilatorio de un metal liquido que fluye entre dos planos paralelos infi-
nitos que son térmica y eléctricamente aislantes. El fluido oscila debido a una
fuerza Lorentz oscilatoria producida por la interacciéon de un campo magnético
uniforme transversal a las placas y una corriente alterna aplicada en direccién
perpendicula al plano de movimiento. Al igual que en el caso analizado en el
capitulo 3 para un fluido viscoelastico, se supondra que los extremos del ducto
formado por los planos paralelos estan sujetos a una diferencia constante de
temperatura de manera que el calor puede transportarse axialmente. Para la
solucién de la ecuacién de transferencia de calor se utilizara el perfil de velo-
cidades encontrado en el capitulo anterior. Se consideraran los casos en que
el flujo se encuentra bajo la acciéon del campo magnético y cuando los efectos
del campo magnético desaparecen, es decir, en el caso de un flujo de Hagen-
Poiseuille oscilatorio producido mediante métodos no electromagnéticos. El
principal objetivo es analizar el problema del mejoramiento de la transferencia
de calor axial y determinar la influencia del campo magnético en este proceso.

5.1. Obtencién del perfil de temperaturas

Se procedera primeramente a encontrar el perfil de temperaturas corres-
pondiente al fluyjo MHD oscilatorio. Partimos de la ecuacién de transferencia

71
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de calor en forma dimensional

2 2
oT oT _ am(@ T 0 T) (5.1)

E—FUx% @_‘_873/2

donde a,, = & es la difusividad térmica del metal liquido, siendo K la con-

ductividad térmica y C el calor especifico.

Las escalas caracteristicas del sistema se pueden escribir de la siguiente manera:

— _ Y _ x ~ = Um<yat) _ T T(I,y,t)
f=tw, ==, 1=-—, Uyt = o 07,5, 1) = —
V=5, 5 U1 U (7,9,1) 20y
donde f7, = j,By. A su vez, v = ?TZ = { representa el gradiente constante de

temperatura en la direccion del flujo.

De acuerdo a las variables adimensionales propuestas, la ecuacion de trans-
ferencia de calor adimensional queda de la siguiente manera:

00, 00, 0%, 0%,
PEm 4 POy - .
Rob g + PUW D0 = 5 T 5

o (5.2)

con U(y,t) = U(§)e ™, y sujeta a las condiciones de frontera de flujo de calor
nulo en las paredes

= =0 (5.3)



5. Transferencia de calor en un flujo de metal liquido. 73

Para solucionar la ecuacién anterior conservamos la forma de la solucién [3.9]
propuesta para el perfil de temperaturas, despreciando también la conduccién
de calor axial. En, en este caso la solucion se representa en las correspondientes
coordenadas como

O (2,7, 1) = [T+ g(y)e ™). (5.4)

Al introducir la solucién anterior en la ecuacion [5.2] se obtiene

629 2 rr/ —
o + Brg = P.U(y) (5.5)
con 32 = iR, P, sujeta a las condicones de frontera siguientes:
0
991 =9 (5.6)
ay QZ:I:%

0p) = (1 - COS(?@) (5.7)

Resolviendo la ecuacion ([5.5)) con las condiciones de frontera ([5.6|) se obtiene

B2 — B2 sec (%) cos(yw) — (iR, — H?)
BE(iR, — H2)(fr — @)(Br + @)

Brwsin (%) tan (%) cos(Bry)

9(y) = P

AR, — H)(Br — ) (Br + @)
N Brw cos (%T) cot (%) tan (%) cos(fSry)
AB3(iR., — HZ)(Br — @) (Br + @)
N 3Srw csc (%) tan (%) cos(Bry) (5.8)

467 (iR, — H2)(Br — w)(Br + @)
donde @ = (iR, — H2)? y By = (iR P,)?.

A partir del perfil de temperatura dado por las ecuaciones (5.4) y (5.8) se
procedera a calcular la difusividad térmica efectiva.
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5.2. Difusividad térmica efectiva

Para el calculo de la difusividad térmica efectiva utilizamos la forma dimen-
sional propuesta por [Shailendhra y AnjaliDevi (2010) en la que se desprecia la
pequena contribucion debida a la conduccién térmica en la coordenada z en el
proceso de transferencia de calor. La difusividad térmica efectiva ap,,, puede
definirse por la igualdad.

ap, V= — 47m/27f/ (x,y,)|r[U(y,t)|r dydt (5.9)

donde el subindice R indica que se debe extraer la parte real de T'(z,y,t) y

Us(y,t).

La expresion anterior puede ser adimensionalizada adecuadamente usando
las variables siguientes:

Lo

donde la parte real de la temperatura 6,,(Z,7,t) y el perfil de velocidades
U(y,1) se debe escribir como

o 0n(@,5.0) + 057,59, 0)

donde U*(y,1) y 0%,(z,7,t) denotan los complejos conjugados. Realizando la
sustitucion adecuada de las variables adimensionales en la ecuacién al
realizar la integral temporal se eliminan todos los términos con e y se obtiene
una expresion de la difusividad térmica efectiva en forma adimensional
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D=

— L LGy 0@ + 9G] dg (5.10)

1
Q 2 J-1

m

ap

Para ser consistente con la normalizacion de la difusividad térmica efectiva
que se usé anteriormente para un fluido viscoelastico se usara el desplazamiento
de marea en las correspondientes coordenadas para el presente caso:

1 [as (o
A:I::‘L/ W/ U(y,t)dydt‘. (5.11)

Introduciendo las variables adimensionales en la ecuacién anterior, el des-
plazamiento de marea se expresa como

Az =

AUe (34,0 .
/ U (y) dy ‘ (5.12)
W J—3

Se puede ahora normalizar la expresion (5.10) con respecto al desplaza-
miento de marea para obtener una expresion de la difusividad térmica efectiva
como ag,, /w(Ax)?. La forma correspondiente a dicho cociente es

OE,, R,P, fé 9@ U@, 1) +g@U (5, 1) dy
WAz~ 32P o (5.13)
J2.U(y) dy

1
2

Calculando las integrales en la ecuacién anterior se obtiene

w(O‘AE;)Z = —5i [PT\/W(H;* — 2iH2R,+ (P2 —1) R2)
Hal
tan <;/—H3 n sz) } tan (;,/—Hg - iRw>
(—\/—z’PTRw (~H! - 2iH2P.R, + (P? —1) R2)
tan (;\/—Hg + iRw) cot (;\/—iPTRw)
— (H2-i(P. —1)R,) (PM/—Hg +iR, (H2 +i(P, + 1)R,)

)] o2
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donde

Bra = 16\/—H2 — iRy\/—H2 + iR, [H} + 2H} (P2 + 1) R?
1_ 2tan<%\/M)

+ (PT? B 1>2 Ri} HQ@@EH?L

PR, (iH? + PR, + Ry)tan (§\/—H2 + iR,) cot (5/iP,R,)
5Ha2 = \/m .

Considerando la ecuacién anterior (5.14) se puede graficar el comporta-
miento de ag, /w(Az)? en funcién de R, para valores cercanos a cero hasta
valores relativamente grandes.

Generalmente los metales liquidos poseen nimeros de Prandtl muy pe-
quenos, eso les atribuye la ventaja de ser muy buenos conductores eléctrica
y térmicamente comparados con otros liquidos. Esto obviamente se debe a
su alta conductividad térmica y eléctrica. En consecuencia, se pueden utilizar
en situaciones donde se requiere extraer cantidades grandes de energia en un
espacio relativamente pequenio. En las figuras (5.1)),(5.2) y se presenta
una comparaciéon del comportamiento de la difusividad térmica efectiva para
distintos metales liquidos mostrados en la tabla , para tres numeros de
Hartmann, H, = 1, 10 y 100, respectivamente.

Cuadro 5.1: Valores de P, para diferentes metales liquidos

Prandtl para metales liquidos
Metal \ P.

N, 0.011

B; 0.0142

H, 0.0196

G.I1,S, 0.053
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Figura 5.1: Difusividad térmica efectiva adimensional para varios metales liqui-
dos en funcion de R, y H, =1.
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Figura 5.2: Difusividad térmica efectiva adimensional para varios metales liqui-
dos en funcion de R, y H, =10.

Con proposito de comparacion, en las graficas anteriores se incluye también
la difusividad térmica efectiva del agua en ausencia campo magnético (para
H>O, P, =7.02 ). En las figuras y no se percibe una diferencia sus-
tancial en la magnitud de los picos que alcanza ag,, /w(Az)? para los metales
liquidos usados como fluido de trabajo. Lo que puede resaltarse es que dicho
pico se recorre ligeramente hacia valores méas grandes de R, para H, = 10
con respecto a la grafica de H, = 1. También debe resaltarse que la curva de
difusividad que alcanza mayores valores es la correspondiente a G,1,.5,.

Por otra parte, en la figura se observa que el aumento del niimero
de Hartmann a H, =100 tiene dos claros efectos. Por un lado, el maximo de
la difusividad efectiva se corre hacia valores mucho mayores de R,,, del orden
de 10,000. Por otro lado, el aumento en H, trae consigo una disminucién de
un orden de magnitud en los maximos alcanzados por la difusividad térmica
efectiva. Esto tiene una explicacion clara ya que un aumento en el nimero
de Hartmann implica efectos inducidos mas pronunciados y en consecuencia
una fuerza de frenado de Lorentz mas intensa que ocasiona la disminucion del
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movimiento oscilatorio y por ende la disminucién en la transferencia de calor.

0.001000 = ——————ry

Sk

S(a%s 0.000100

0.000010

1000 10000 100000
R,

Figura 5.3: Difusividad térmica efectiva adimensional para varios metales liqui-
dos en funcién de R, y H, =100.

Las figuras (5.1), (5.2)) y (5.3) muestran que, al igual que en el caso hi-

drodindmico, es posible obtener un mejoramiento de la transferencia de ca-
lor mediante un flujo magnetohidrodinamico oscilatorio. Sin embargo, cuanto
més intenso es el campo magnético, menores son los valores de ap, /w(Az)?.
A pesar de que en general las propiedades fisicas de los metales liquidos son
apropiadas para el transporte de calor, la existencia de una fuerza de frena-
do electromagnética que se opone a la fuerza de Lorentz aplicada limita su
uso a intensidades de campo magnético relativamente bajas (nimero de Hart-
mann de orden 10) que permitan alcanzar mayores valores de la difusividad
efectiva. Con fines comparativos, es interesante considerar el caso puramente
hidrodinamico, es decir, el cuando el movimiento oscilatorio es producido por
un gradiente de presion de origen no electromagnético. En tal caso, usando las
escalas adecuadas, la ecuacién de movimiento toma la forma
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>*’U .

Resolviendo esta ecuacién con condiciones de no deslizamiento y utilizando
el perfil de velocidades para resolver el problema de transferencia de calor,
es posible calcular la difusividad efectiva. La figura muestra esta canti-
dad para los distintos metales liquidos utilizados previamente pero ahora en
ausencia de efectos electromagnéticos. Se puede observar que los valores maxi-
mos de la difusividad efectiva son muy cercanos a los obtenidos en el caso
electromagnético para H, = 1 y H, = 10. Esto indica que la utilizacién de
una fuerza electromagnética alterna para producir el movimiento oscilatorio
del metal liquido y llevar a cabo el mejoramiento de la transferencia de calor
puede ser de viable para nimeros de Hartmann bajos (de orden 10).

0.010000

0.001000
ag,,
w(Az)?
0.000100
0.000010 Lot i
10 100 1000 10000
R,

Figura 5.4: Difusividad térmica efectiva adimensional ag,, /w(Ax)? para va-
rios metales liquidos en funciéon de R, en ausencia de un campo magnético
(en este caso el gradiente de presiéon que ocasiona el flujo no es de origen
electromagnético).
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Tomando como antecedente los resultados obtenidos en trabajos previos,
donde el mejoramiento de la transferencia de calor axial en ductos se logra
haciendo uso de flujos oscilatorios periddicos, en la primera parte de este tra-
bajo se realizdé un estudio analitico enfocado a obtener soluciones por medio
de expansiones asintoticas de los perfiles de velocidad y temperatura del flujo
oscilatorio de media cero de un fluido viscoeléstico, validas para valores de la
frecuencia de oscilacién muy pequenos (R, < 1) y muy grandes (R, > 1).
Utilizando dichos perfiles se calculd la difusividad térmica efectiva con el fin de
explorar el mejoramiento de la transferencia de calor en dichas condiciones y
lograr un mejor entendimiento del comportamiento del fenémeno. Se utiliz6 el
modelo de Maxwell de un fluido viscoelastico caracterizado por un tiempo de
relajacion, t,,, que en el limite ¢,,, — 0 recupera el comportamiento de un fluido
Newtoniano.

Introduciendo en el problema escalas adecuadas, se obtuvo una soluciéon
asintotica regular para el perfil de velocidades en el caso R,, < 1 para valores
arbitrarios del nimero de Deborah y a orden O(R?). Se encontré que a orden
cero el desfasamiento del flujo es proporcional a D,. El efecto de intensificar
los efectos elasticos al aumentar D,, se manifiesta claramente mediante el au-
mento de la amplitud del perfil de velocidades. Por otra parte, en este limite
fue posible también calcular el perfil de temperaturas a O(R2) que junto con
el de velocidades permitié calcular la difusividad térmica efectiva. En estudios
previos se encontré que la difusividad térmica efectiva a./w(Ax)?, alcanza un
solo valor méximo como funcién de la frecuencia de oscilacién cuando se utili-
za un fluido Newtoniano como fluido de trabajo, mientras que para un fluido
viscoelastico pueden obtenerse diversos maximos relativos de dicha cantidad
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para diversas frecuencias de oscilacion. Por otro lado, en este trabajo se en-
contré que a bajas frecuencias de oscilacion la difusividad térmica efectiva no
mejora con respecto a la difusividad molecular en el limite R, < 1. Se concluye
por lo tanto que a bajas frecuencias las caracteristicas viscoelasticas del fluido
no son relevantes para el mejoramiento de la transferencia de calor. Lo anterior
se debe a que dada la lentitud del movimiento del fluido, los efectos convectivos
en el transporte de calor son despreciables aun para valores grandes del niime-
ro de Deborah. En el intervalo de frecuencias analizado el comportamiento
de un fluido viscoelastico y uno Newtoniano son muy semejantes, encontran-
do solo un maximo para la difusividad efectiva para valores de P, muy grandes.

En el caso R, > 1 no fue posible encontrar una soluciéon regular para toda
la region de flujo. Esto indica que existen dos regiones con comportamientos
distintos que se identifican como el ntcleo en la region central y la capa limite
en la region cercana a las paredes. Se obtuvo una solucién en el nicleo a orden
O(R_1) encontrando que no depende del niimero de Deborah. Es decir, a este
orden el nicleo se comporta como un fluido Newtoniano desfasado 7/2 respec-
to al gradiente de presion impuesto. Por otro lado, utilizando el reescalamiento
adecuado se obtuvo la solucién en la capa limite al mismo orden, O(R;'), la
cual se empalmo con la soluciéon en el ntcleo. Esta solucion manifiesta cla-
ramente el comportamiento elastico del fluido al aumentar D., mientras que
se recupera el comportamiento Newtoniano cuando D, — 0. En cuanto al
campo de temperaturas no fue posible encontrar una soluciéon completa que
abarque las regiones del ntucleo y la capa limite cuando R,, >> 1 de manera
consistente. No obstante, se realizo el calculo de la difusividad térmica efectiva
en la capa limite. Como era de esperarse, las caracteristicas de la difusividad
térmica efectiva para altas frecuencias en la caa limite muestran un comporta-
miento muy distinto al observado a altas frecuencias con la difusividad térmica
efectiva calculada con la solucion exacta en trabajos previos. Se encontrd que
la tendencia de la difusividad térmica efectiva para valores grandes de R, es
decreciente. Esto confirma que el mejoramiento de la transferencia de calor
mediante el aumento en la difusividad térmica efectiva en un flujo oscilatorio
en un ducto es un efecto conjunto que involucra el transporte de calor entre la
capa limite y el ntucleo.

Posteriormente, en la segunda parte de esta tesis, se investigd el mejora-
miento de la difusividad térmica efectiva usando como fluido de trabajo metales
liquidos, los cuales presentan un comportamiento Newtoniano. Se obtuvo una
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solucién analitica exacta del perfil de velocidades de un flujo oscilatorio magne-
tohidrodindmico (MHD) generado por un gradiente de presién electromagnéti-
co. Los efectos inducidos del fluyjo MHD ocasionan un frenado de Hartmann
que lleva a la disminuciéon de la velocidad del metal liquido y al aplanado del
perfil al aumentar el niimero de Hartmann. Este perfil se utilizo para resolver
la ecuacién de transferencia de calor suponiendo que el ducto es eléctrica y
térmicamente aislante y sujeto a un gradiente de temperatura axial constan-
te. A partir de estos perfiles se obtuvo la difusividad térmica efectiva la cual
fue evaluada como funcién de la frecuencia de oscilacion para distintos valores
del nimero de Prandtl correspondientes a diversos metales liquidos. Se en-
contrd que existe una frecuencia éptima que maximiza la difusividad efectiva.
Sin embargo, el aumento del niimero de Hartmann ocasiona la disminucién de
dicha difusividad. Esto trae como consecuencia que la utilizacién de una fuerza
de Lorentz para lograr la oscilacion del metal liquido sea una opcién razonable
para el mejoramiento de la transferencia de calor axial inicamente para valo-
res pequenos de Ha (O(10)). Esto podria resultar de interés para aplicaciones
microfluidicas.
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