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Resumen

La comprension de la dinamica de los sistemas cuanticos de muchos cuerpos
es un problema que ha tenido un interés creciente gracias al gran nimero de
estudios experimentales y a las técnicas de control microscépico que se han
desarrollado [1-3]. Una de los grandes preguntas al respecto es cémo y cuéndo
estos sistemas cuanticos alcanzan estados de equilibrio térmico.

Se usa el neologismo termalizacion para referirse a que estos sistemas rela-
jan a un estado en el que el valor de las variables macroscépicas son universales
en el sentido de que no dependen de las condiciones iniciales por muy diferen-
tes que estas puedan ser y que estos valores son predecibles por la mecanica
estadistica. Sin embargo, no es trivial saber qué caracteristicas de la mecani-
ca cuantica hacen posible la termalizacion en sistemas cuanticos cerrados de
manera analoga a cémo el caos dinamico hace posible la termalizacién clasica,
pues el caos dinamico por si mismo no puede ocurrir en un sistema cuantico
aislado [4].

En este trabajo se estudia un sistema cuéntico cerrado constituido por seis
atomos bosonicos colocados en un arreglo lineal de seis sitios. Sobre este sistema
en particular uno podria preguntarse ;Termaliza o no termaliza? En general,
dado que la evolucién es unitaria, no es posible para el sistema en su conjunto
aumentar su entropia. Sin embargo, cuando analizamos la dindamica de dife-
rentes subsistemas, considerando el resto de los componentes del sistema como
su bano térmico, los subsistemas llegan a un estado de equilibrio que se puede
predicir con un ensemble térmico.

En concreto, el sistema estudiado contiene seis dtomos bosénicos colocados
en una red optica lineal de seis sitios, las particulas tienen interaccion a prime-
ros vecinos. El sistema es descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard en el
régimen de interacciones fuertes con respecto al acoplamiento tunel (J, /U <<
1) y con un dtomo por sitio como condicién inicial. Al evolucionar en el tiempo
se analiza numéricamente la dinamica de la entropia de entrelazamiento del
subsistema con el resto del sistema y la estadistica de niimero de ocupacién
encontrando que estas tienden a una distribucion térmica con una temperatura
efectiva ajustada al promedio temporal de dichas ocupaciones. En particular,
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para el caso en el que el subsistema es un solo sitio se analiza el comportamiento
de esta temperatura efectiva como funciéon de la relacién entre el acoplamiento
tunel y la energia de interacciéon (J,/U). En este caso se encuentra un com-
portamiento continuo y creciente de la temperatura efectiva para el régimen
Jz/U < 1y un comportamiento oscilatorio en el caso J;/U > 1.

Los resultados concuerdan con los encontrados experimentalmente por K. M.
Kaufman et al. [5] para el mismo sistema descrito en este trabajo. Como se ha
propuesto en el trabajo de Kaufman y en diferentes trabajos tedricos recientes
[6, 7], la entropia de entrelazamiento asume el rol de la entropia térmica en la
termalizacion. El entrelazamiento cuantico crea entropia localmente que valida
el uso de la fisica estadistica para observables locales y ademas es la fuerza que
impulsa la termalizacion en estos sistemas.
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Introduccion

Atun cuando cldsicamente algunos sistemas muy simples pueden exhibir
un comportamiento cadtico y asi relajar a un ensemble térmico, los sistemas
cuanticos formalmente no lo pueden hacer. Sin embargo, trabajos tedricos y
experimentales recientes y en particular, la hipotesis de termalizacion de auto-
estados (ETH por sus siglas en inglés: Figenstate Thermalization Hypothesis)
que se basa en la nocion de estados cuanticos altamente enredados, indican que
los sistemas cudnticos también termalizan [5, 8, 10].

Una de las implicaciones mas sorprendentes de la ETH es que la termaliza-
ciéon puede ocurrir en sistemas relativamente muy pequenos, con la condicién
de que la dimensién del espacio de Hilbert escale exponencialmente con el ta-
mano del sistema. Por ejemplo, en el sistema que se realizd experimentalmente
por A.M. Kaufman et al. [5] en el cual se prepararon seis 4tomos bosénicos en
una red lineal de seis sitios, el espacio de Hilbert es de dimensién 462.

En el experimento realizado por Kaufman, se demostro la termalizacion de
un sistema cuantico pequeno de bosones en interaccién en una red optica. Me-
diante la medicién directa de la entropia de entrelazamiento de subsistemas,
asi como de otros observables, demostraron que después del tiempo transito-
rio inicial, el sistema se relaja localmente a un ensemble térmico mientras que
globalmente se mantiene en un estado puro de entropia cero.

El estudio experimental de estos sistemas de muchos cuerpos ha tenido un
surgimiento reciente en diferentes campos de la investigacion. Esto se da como
un resultado del avance en las técnicas experimentales, principalmente en el
area de los atomos ultra frios, pues estos sistemas exhiben un alto grado de
aislamiento de las fuentes ambientales de decoherencia. Por lo tanto, con un
alto grado de aproximacion, durante la duracién de los experimentos se les
puede considerar como un sistema cudntico cerrado [8].

En este trabajo se estudia el sistema realizado experimentalmente por Kauf-
man, en el cual se tiene un arreglo lineal de seis dtomos de 8"Rb con interac-
ciones a primeros vecinos, descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard. El
sistema tiene inicialmente un atomo por sitio. Al evolucionar en el tiempo, la
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estadistica de distribucién de ocupaciones en un solo sitio se hace térmica, es
decir que las ocupaciones pueden predecirse a partir de un ensemble termo-
dinamico. En la tesis se realizan simulaciones numeéricas de este sistema para
diferentes valores de la interaccién. Con esta herramienta se estudia la evolucion
de la estadistica de ocupaciones en uno o varios sitios, la entropia de entrela-
zamiento entre ese sitio y el resto del sistema y su relacion con la termalizacion.

El objetivo principal es analizar como llega al equilibrio dicho sistema aisla-
do. En general, dado que la evolucién es unitaria, no es posible para el sistema
en su conjunto aumentar su entropia. Sin embargo, si se analiza la evolucion
dindmica de un subsistema, considerando el resto de los componentes del sis-
tema como su bafno térmico, es posible que el subsistema llegue a un estado de
equilibrio térmico.

El estudio de la termalizacién en sistemas cuanticos también tiene muchas
implicaciones importantes en la ciencia y las tecnologias futuras. Entender la
estructura microscépica de los sistema complejos puede proveer las herramien-
tas necesarias para el diseno de sistemas que funcionen de forma similar o mejor
que los encontrados en la naturaleza, los cuales a menudo operan eficientemente
lejos de las condiciones ideales. La comprension de las condiciones en las cuales
la ETH se cumple podrian ser importantes para desarrollar nuevas tecnologias
que no sufran las limitaciones termodinamicas habituales.

El contenido de la tesis estd organizado de la siguiente manera, en el primer
capitulo se presentan los fundamentos tedricos de la termodinamica en siste-
mas cuanticos cerrados, poniendo énfasis en la hipotesis de termalizacién de
autoestados. En el capitulo dos se muestran las técnicas que fueron usadas en
el experimento con seis particulas bosénicas en una red optica de seis sitios li-
neales. Los resultados obtenidos de la simulacion computacional del sistema se
muestran en el capitulo tercero y por ultimo en el cuarto capitulo se encuentran
las conclusiones del trabajo.




Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

Atn cuando muchos de los fundamentos de la mecanica cuantica estadistica
fueron formulados a la par de los de la mecanica cuantica, hace cerca de un siglo
[9], el tema ha reaparecido en diferente campos de la investigacion [5, 10, 11].
Este resurgimiento ha ocurrido por el desarrollo de métodos y técnicas en la
fisica molecular, atomica y en el drea de la materia condensada, lo cual ha per-
mitido construir, controlar y estudiar una gran variedad de sistemas cuanticos.
Tales sistemas extienden nuestra habilidad para entender la mecanica cuantica
de muchos cuerpos y también abren la posibilidad de usarlos para la construc-
cion de componentes para nuevas tecnologias cuanticas.

En este capitulo se presenta una revisién de los principales avances teéricos
en el estudio de la termalizacion de sistemas cudnticos de muchos cuerpos y se
analiza brevemente el modelo de Bose-Hubbard, el cual describe la dindmica
del sistema cuantico que se estd estudiando.

1.1 Termodinamica de sistemas cuanticos cerrados

Muchas formulaciones de la mecanica cuantica estadistica postulan que el
sistema de interés esta en contacto con un reservorio o bano externo, con cier-
tas propiedades del reservorio que se dan por hecho. Sin embargo, recientes
progresos experimentales en sistemas cudnticos aislados, tal como en los gases
ultrafrios de 4tomos neutros, motivan una reconsideracion de la mecanica es-
tadistica de los sistemas cudnticos cerrados, es decir, sistemas que no estan en
contacto con reservorios externos [8] (ver Figura 1.1). La descripcién mecani-
ca estadistica de sistemas cuanticos cerrados es importante como un punto de
partida. Pues si asumimos que un reservorio o un dispositivo para medir tam-
bién es un sistema cuantico, este puede ser incluido en un sistema cuantico de
muchos cuerpos.
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a) b) c)

Bafio Sistema B

dplt .

Figura 1.1: a) La mecénica cudntica estadistica asume que el sistema de interés estd acoplado
a un reservorio con el que puede intercambiar particulas y energia. b) En este trabajo se
estudia la mecanica de un sistema aislado que evoluciona unitariamente, es decir, no hay
reservorio externo. c) Si el sistema se parte en un subsistema (A) y el resto, en un subsistema
(B) y el subsistema (A) termaliza, entonces el resto del sistema puede actuar como un
reservorio.

Cuando uno de estos sistemas cerrados es perturbado significativamente, por
ejemplo con un cambio stibito en el Hamiltoniano (conocido como quench), se
puede predecir la dindamica resultante del sistema conociendo la distribucion
de los estados propios del Hamiltoniano mediante la resolucion de la ecuacion
de Schrédinger [9]

L d[Y()
ih=— =" = H |U(t)). (1.1)

A cualquier tiempo t, el sistema tendrda amplitudes de probabilidad que de-
penderan de los autoestados poblados debido al quench y por los valores de
las energias propias del Hamiltoniano. En muchos casos, estos sistemas pueden
ser extremadamente dificiles de simular, frecuentemente porque la dinamica
resultante ocasiona una gran cantidad de entrelazamiento [12-15].

Aun cuando el sistema estudiado sea cerrado, en algunos casos es capaz
de actuar como su propio reservorio, es decir, la dinamica es tal que para un
subsistema que contiene solo una pequena fraccion de grados de libertad del
sistema completo, el acoplamiento al resto del sistema imita un acoplamien-
to con un reservorio [16] (Figura 1.2). Si la dindmica satisface esta propiedad
entonces se dice que el sistema termaliza localmente y el ensemble canénico y
gran canénico dan todas las propiedades de equilibrio a largo plazo para los
subsistemas.

Sin embargo, no todos los sistemas cerrados actuan como un reservorio que
termalice sus propios subsistemas. Por ejemplo, los sistemas localizados identi-
ficados por Anderson [16, 17], no actudn como un reservorio para ellos mismos
y por lo tanto no termalizan. En lugar de eso los estados de los subsitemas a
tiempos largos estan determinados por algunos detalles del estado inicial del
sistema.
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Quantum quench
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Figura 1.2: Esquema de la dindmica de la termalizacién. Un sistema cudntico aislado
a temperatura cero puede ser descrito por una funcién de onda |¥). Los subsistemas son
también puros siempre y cuando el entrelazamiento (representado por las lineas grises) sea
despreciable. Si se realiza un quench el sistema evolucionara unitariamente, generando en-
trelazamiento entre todas sus partes mientras el sistema completo permence puro (Figura
tomada de [5]).

Por otro lado en mecéanica estadistica, cuando un sistema estda en equili-
brio térmico se puede caracterizar completamente por una pequena cantidad
de variables termodindmicas (temperatura, presion, potencial quimico...etc. Un
parametro por cada una de las cantidades extensivas que se conservan), lo que
sugiere que el proceso de llegar a equilibrio térmico esta asociado con la pérdida
de informacién de su estado inicial. Sin embargo, un sistema cuantico cerrado
evoluciona unitariamente, es decir, no puede perder informacién, y por lo tan-
to toda la informacién cuantica debe ser preservada en el sistema para todo
tiempo.

La solucion a esta aparente paradoja es que la memoria de las propiedades
locales del estado inicial del sistema no es borrada por la evoluciéon unitaria,
sino que se distribuye si el sistema se termaliza. La dispersion del entrelaza-
miento cuantico mueve la informacion sobre el estado inicial de modo que a
largo plazo es inaccesible, ya que recuperar esta informacion requeriria hacer
mediciones con operadores globales. Este es el proceso de decoherencia.

Por consiguiente, si consideramos un subsistema, la termalizacién significa
que a tiempos largos, el estado del subsistema es como si este estuviera en
equilibrio térmico en contacto con un bano a temperatura 7', con potencial
quimico p, etc., porque de hecho asi lo estd, con el reservorio siendo el resto del
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sistema cerrado con el que estd en contacto (Figura 1.1). Es esta capacidad de
los sistemas cuanticos para actuar como reservorios para sus subsistemas que
sustenta la mecanica estadistica cuantica de equilibrio. Una de las propuestas
para explicar tedricamente el proceso mediante el cual un sistema cuantico
termaliza, es la hipotesis de termalizacién de autoestados, que se presenta en
los siguientes parrafos.

1.1.1 La hipdtesis de termalizacién

La hipétesis de termalizacién de autoestados (ETH del inglés Figenstates
Thermalization Hypothesis) es un conjunto de ideas que pretenden explicar
cuando y por qué un sistemas cuantico aislado puede ser descrito usando el
formalismo de la mecéanica estadistica, el término termalizacion de autoestados
fue introducido por M. Srednicki [18] después de algunas ideas similares ex-
puestas por J. Deutsch [19]. Basicamente, el principio en el cual se sustenta la
ETH es que se debe analizar el comportamiento de los elementos de matriz de
los observables del sistema en la representacion de la energia para determinar
si el sistema termaliza.

Suponga que se tiene un sistema cuantico aislado, sea H el Hamiltoniano
del sistema, entonces un conjunto completo del espacio de Hilbert del sistema
estd dado por los autoestados del Hamiltoniano que cumplen con la ecuacion
de valores propios

H |n> =En |En> ) (1'2)

con E,, el valor propio del estado |Ey,). Un estado inicial |¢g) es expresado en
la base de la energia como

Wo) = Z Cn |En> . (13)

n

Si H no depende explicitamente del tiempo, la evolucién temporal del estado
inicial estd descrita por (h = 1)

() = e M g) = > ene ) = cne Bt |E,) | (1.4)

n n

con ¢, = (En|1(0)). Sea O(t) un observable del sistema, entonces la evolucién
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del valor esperado de O(t) es

(O(1)) = (L(®)|O(1))
=) (Bl e Ocye P | Ey)

m,n
(B —FEn)t

= E C;kncnel( ) Omna (1 5)

m,n
= g |cm|2(’)mm—|— E c;"ncnel(Em_E”)tOmn.

m mmn#EmM

—— - ,

Sdiug Soff

donde Oy, = (B |O|Ey).

La ETH dice que para un estado inicial arbitrario, el valor esperado de
O evolucionard en el tiempo hasta alcanzar el valor predicho por el ensemble
microcandnico y tendra pequenas oscilaciones alrededor de este valor si las dos
condiciones siguientes se cumplen [20].

1. El primer término, Sgiqg, toma un valor O que varia ligeramente con la
energia y la diferencia entre los elementos diagonales consecutivos O,
Om+1,m+1 es exponencialmente pequena con el tamano del subsistema.

2. El segundo término, S,r, es pequeno comparado con el término Sgqq ¥
es exponencialmente pequeno con el tamano del sistema.

Respecto a la condicién 1, el ensemble microcanénico predice un valor pa-
ra los observables macroscépicos que depende solo de la energia promedio del
sistema. Sin embargo, Sg;qy contiene términos que depende explicitamente de
la distribucién inicial de las poblaciones, lo cual sugiere que el valor a tiempos
largos del observable O depende de los detalles iniciales del sistema, mas que
del valor promedio de la energia.

La ETH resuelve este enigma al afirmar que el quench puebla, sobre todo,
los estados propios que se encuentran lejos del borde del espectro, y que es-
tos estados se aproximan a aquellos de la teoria de matrices aleatorias [5]. La
ETH propone que estos estados propios se ven localmente térmicos y que el
valor esperado de los observables varia ligeramente entre estados con energia
cercana. Esto implica que las probabilidades exactas de la condicién Sgjqq nO
son cuantitativamente relevantes en la suma, ya que el término O, puede
ser aproximadamente factorizado fuera de la suma.

Respecto a la condicion 2, mientras que para tiempos cortos en comparacion
con la propagacién en las frecuencias propias pobladas, las fases relativas de
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cada componente en S,y son afinadas para coincidir con el estado inicial, para
tiempos largos las fases relativas son aleatorias. Evidentemente, este desfase
asegura que S,ry — 0, pero la escala de tiempo para este proceso viene dada
por el valor "tipico”’de la brecha mas pequena en el espectro. En un sistema
general de muchos cuerpos, este valor puede ser exponencialmente pequeno, lo
que conduciria a un tiempo de termalizacién infinito, pero para los sistemas
donde la ETH se cumple, la repulsién de niveles asegura que este valor de se-
paracion ”tipico” permanece finito.

Por lo tanto, la ETH afirma que los elementos fuera de la diagonal de O en
la base propia de la energia son despreciables en comparacion con las elementos
de la diagonal, de modo que este segundo término se amortigua a un valor que
no influye en el estado estacionario de (O) [4, 10].

La ETH es una hipotesis, no es cierta para una amplia clase de sistemas,
como ya se dijo, un ejemplo son aquellos sistemas que exhiben localizaciéon de
Anderson debido a la interaccién de muchos cuerpos [17]. Evidenciar que en
un sistema se cumple la ETH es un problema dificil de probar numéricamen-
te porque requiere la obtencién de los estados propios de muchos cuerpos del
Hamiltoniano a partir de una diagonalizacion exacta y extrapolando al limi-
te termodinamico. Para tener termalizacion de todos los estados iniciales que
realmente pueden ser preparados, parece que uno no necesita que la ETH se
cumpla para absolutamente todos los estados propios. Pero el escenario mas
simple y al parecer el mas plausible es que si la ETH es cierta para un sistema
dado a una temperatura dada entonces es cierta para para cualquier condiciéon
del sistema [16, 20, 21].

Mediante el formalismo de la matriz de densidad y el concepto de traza
parcial se pueden conseguir varios resultados del sistema que se esta estudiando.
En el Apéndice A se muestran las principales propiedades de la matriz de
densidad y del concepto de traza parcial. La ETH se puede expresar en este
formalismo de la siguiente manera. Consideremos la base de autoestados del
Hamiltoniano {|Ey,)}, la dindmica de p() en esta base es simple: las poblaciones
(En|p|Ey) son constantes, mientras las coherencias (Ey|p|Ep,) oscilan en el
plano complejo con una tasa constante dada por la diferencia de energia de los
dos estados involucrados

Prn(t) = pum (0) i En B, (L6)

Si el sistema completo esté en el estado |Ey,), entonces p = p"" = |Ey,) (Ey|,
y asi la matriz de densidad del subsistema A es p'y = Trp(|Ey) (E,|) (donde
Trp indica trazar sobre los estados del subsistema B), la ETH afirma que en
el limite termodindmico el subsistema estd en equilibrio térmico: p’ = p{(T5,),
es decir que la matriz de densidad es indistinguible a de una matriz de den-
sidad térmica con temperatura 7). Para esto se requiere que los elementos de
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matriz de los operadores del subsistema entre distintos autoestados tiendan
a cero suficientemente répido en el limite termodindmico [4, 20]. Esto es ne-
cesario para asegurar que las fluctuaciones temporales de p4(t) se desvanezcan.

Se puede demostrar entonces que si la ETH es cierta y el estado p del siste-
ma es diagonal en la base de la energia, entonces todos los subsistemas estan
en equilibrio térmico. Esto plantea la pregunta: ; Cudndo la ETH es verdade-
ra? ;Como se construye un estado fuera de equilibrio? La respuesta es que los
estados fuera de equilibrio tienen una estructura especial fuera de la diago-
nal cuando p estd escrita en la base de estados propios de la energia. Por lo
tanto, tienen patrones de coherencia especiales entre autoestados de diferentes
energias [16].

En este sentido, la termalizacién cuantica de un estado inicial fuera del
equilibrio requiere que la contribucion de los elementos no diagonales de la
matriz de densidad a los operadores locales se desvanezca para tiempos lar-
gos. Esto ocurre debido al desfase, aunque los términos diagonales de p son
independientes del tiempo (en la base de la energia) los elementos fuera de la
diagonal tienen fases que oscilan en el tiempo con frecuencia proporcional a
la diferencia de energia entre los estados propios de la energia. Por tanto, la
evolucién unitaria en el tiempo comprime las fases de los términos fuera de la
diagonal en p de manera que en tiempos largos y en el limite termodindmico
sus contribuciones a cualquier observable local vienen con fases efectivamente
aleatorias y por lo tanto se cancelan.

Por otro lado, en términos de la mecanica estadistica, si se considera un
subsistema cualquiera, conforme pasa el tiempo el subsistema cambia continua-
mente de un microestado a otro, de tal forma que, en un lapso razonable, todo
lo que se observa es un comportamiento promediado sobre los microestados por
los que pasa el subsistema. Por lo tanto, si consideramos, por un instante, un
numero bastante grande de subsistemas, todos siendo una copia del subsiste-
ma dado y que estan caracterizados por el mismo estado macroscopico pero en
todas las configuraciones posibles de los microestados, se puede suponer razo-
nablemente que el comportamiento promedio de un sistema en este conjunto,
al cudl se le llama ensemble, es igual al comportamiento del sistema cuando se
le promedia en el tiempo, es bajo este supuesto que se desarrolla la teoria de
ensembles en la mecédnica estadistica [22].

1.1.2 Los ensembles térmicos

Como ya se menciond, la ETH implica una equivalencia entre los valores
esperados locales de un sistema de mucho cuerpos que sufrié un quench y los
de la matriz de densidad térmica con la misma energia promedio total que la
del sistema de muchos cuerpos.
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Consideremos que el sistema esta inicializado en el estado |¢)), de un Hamil-
toniano inicial Hy. Al tiempo t = 0 se realiza un quench y el Hamiltoniano del
sistema ahora es H,, después de lo cual se permite que el sistema evolucione un
determinado tiempo. Una forma de comprobar la termalizacion es calculando
las predicciones para valores esperados de varios observables locales, basados
en diferentes ensembles termodindmicos.

1.1.2.1 Ensemble microcandénico

El ensemble microcandnico es una mezcla estadistica, con igual probabilidad,
de todos los estados propios que se encuentren en un intervalo dado de energia
alrededor de la energfa del estado inicial |1)). En el Hamiltoniano Hy, el estado
inicial tiene una energia

E® = (4ol Hylto) (L.7)

Los estados propios de Hy, ]EZ-(q)>, tienen energias EZ-(Q). Entonces el ensemble

microcanonico estd compuesto por Ny, estados propios de H, que cumplen que

|EZ-(Q) — E°| < JE. El ensemble microcanénico puede ser representado por la
matriz de densidad [22] :

e sii=jy|EY — EO| <E
pij = (1.8)

0 en cualquier otro caso.

1.1.2.2 Ensemble candénico

El ensemble candnico es una mezcla estadistica de todos los estados propios

en el sistema, ponderados por el factor de Boltzmann, Exp(—Ei(q) /kpT). La
temperatura en el factor de Boltzmann se puede fijar mediante la estipulacién
de que la energia media de este ensemble térmico coincide con la energia del
estado inicial, es decir, T" tal que

Tr(Hqp™) = (tolHqlt0) - (1.9)

Otra forma de encontrar la temperatura para la cual el ensemble candnico
da la mejor aproximacion a los observables del sistema, es realizando un ajuste
por minimos cuadrados no lineales de los promedio temporales de dichos ob-
servables, tal como se hace en este trabajo. En la ecuacion (1.9) la matriz de
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densidad térmica p®®, tiene la siguiente forma

5@
e kBT sti=7
P = ’ (1.10)
0 en cualquier otro caso.

En este caso el valor esperado de un operador A estara dado por

(A) = Tr(p*° 4) 2, (1.11)
donde Z es la funcién de particién Z = Tr(p“).

1.1.2.3 Ensemble de un solo estado

La ETH motiva la introduccién de un nuevo conjunto de ensembles para su
uso en la mecanica cuantica estadistica, a saber, los ensembles de un solo esta-
do que consisten de un estado propio del Hamiltoniano del sistema completo.
Cuando la ETH es cierta, todos estos ensembles dan las propiedades térmicas
de equilibrio correctas de subsistemas, justo como los ensembles tradicionales
de la mecénica cuantica estadistica.

Los ensembles de un solo estado podrian ser vistos como el caso limite del
ensemble microcandnico en el cual la ventana de energia ha sido reducida al
limite en el que solo contiene un eigenestado. La recompensa de la introduccién
de estos nuevos ensembles y la resultante mecanica estadistica de un solo es-
tado se hace evidente cuando se consideran sistemas que no obedecen a la ETH.

El valor esperado en este caso esta dado por,

(A)gp = (B |AIE"). (1.12)

1.1.2.4 Ensemble diagonal

El ensemble diagonal es una mezcla estadistica de todos los estados propios
del Hamiltoniano H, con la ponderacién dada por sus amplitudes después del
quench.

| (o B |2 sii=j
ph = ’ (1.13)
0 en cualquier otro caso.

Este ensemble lleva toda la informacion sobre las amplitudes de los estados
propios, pero ignora todas sus fases relativas.
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1.1.2.5 Ensemble gran canénico

El ensemble gran candnico corresponde a un subsistema A en el que se
intercambia energia y particulas con un bano térmico, este requiere el calculo de
la temperatura y el potencial quimico para el subsistema asociado al observable
de interés. El operador de densidad en este caso esta dado por

1 Ny =Nji| (BN N /kpT
ch:Z;WAZHEAZ‘e (By"=pN)/ksT (1.14)
1

En donde Eﬁ[’i es la energia del Hamiltoniano H 1]4\[ del subsistema A con N
particulas en donde ¢ enumera la energia propia.

Como se dijo en parrafos anteriores, la mecanica estadistica asume que el
sistema de interés se encuentra en contacto con un reservorio formando asi una
separacion bipartita del sistema completo. Una propiedad muy importante del
entrelazamiento bipartita es el hecho de que ignorar informacién de uno de los
subsistemas resulta en que el otro se convierta en una mezcla estadistica de
estados cuédnticos [2].

Esta mezcla estadistica representada en el estado del subsistema, puede ser
cuantificada midiendo la pureza cudntica definida como T'r(p?). Mientras que
para un estado cudntico puro se tiene que Tr(p?) = Tr(p) = 1, para una
mezcla estadistica Tr(p?) < 1 (ver las propiedades de la matriz de densidad
en el Apéndice A). En el caso en el que el estado del sistema sea separable, es
decir [t 4B) se escribe como el producto de los estados de cada subsistema (ver
Figura 1.3) se cumple que

Tr(pa) =Tr(pp) =Tr(pa) = 1. (1.15)

Por otro lado, si se trata de un estado entrelazado los subsistemas se vuel-
ven menos puros en comparacién con el estado del sistema completo y los
operadores de densidad reducidos cumplen con las desigualdades

(1.16)

Las cuales se pueden representar en términos de medidas de entropia en el
sistema.
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Figura 1.3: Entrelazamiento bipartita. Un estado cudntico general de muchos cuerpos
tiene correlaciones cuanticas, representadas por las flechas, entre diferentes partes. Si el
sistema se divide en dos subsistemas A y B, estos se entrelazardn cuando haya correlaciones
cuénticas entre ellos (figura de la derecha). Solo cuando no hay entrelazamiento bipartita el
estado del sistema se puede representar como un entado producto de |¥4) v [¢5) (figura de
la izquierda). Cuando se realizan mediciones sobre un subsistema A ignorando la informacién
del subsitema B (es decir, trazando sobre el subsistema B), el subsistema A tendrd un estado
mezclado proporcional al grado de entrelazamiento con el subsistema B (figura tomada de

[2])-
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1.2 Medidas del Entrelazamiento Cuantico

Entender el entrelazamiento en un sistema de muchos grados de libertad es
uno de los problemas mas grandes que conectan a la teoria de la informacion
cuantica con la fisica estadistica. En los tultimos anos, muchas formas de medir
el entrelazamiento se han propuesto y han sido calculadas en el estado base de
varios sistemas de muchos cuerpos [12]. A pesar de esto, todavia no hay con-
senso sobre la medida correcta del entrelazamiento en el estado fundamental
de un sistema de muchos cuerpos.

El entrelazamiento en un sistema bipartita se define de la siguiente manera.
Un estado puro no esta entrelazado si y solo si este puede ser escrito como
el producto tensorial de estados puros de sus partes [13]. Ademds, para cada
estado bipartita [1)4p) existen dos bases ortonormales {|4:)} v {|¢B,;)} en
donde [14p) se escribe como

[YaB) = Z i |[Vaq) |oB,i) - (1.17)

Donde «; son coeficientes positivos. A esta descomposicion se la llama la
descomposicion de Schmidt y la base particular corresponde a la base pro-
pia de los operadores de densidad ps/p = Trp/a(|YaB) (Yapl). Es decir los
operadores p4 y pp tienen espectro comun y por lo tanto los estados estan
igualmente mezclados.

Dado que solo los estados producto pueden conducir a una matriz de densi-
dad pura, una medida de cuantificar el entrelazamiento en este caso es medir
que tan mezclados se encuentran [13].

Formalmente una medida del entrelazamiento estd definida si cumple con
los requerimientos: 1) Es invariante bajo operadores unitarios locales. 2) Es
continua. 3) Es aditiva, es decir, la medida del entrelazamiento de un estado
producto es la suma de la entropia de cada estado. Una de las medidas que
satisface estos requerimiento es la entropia de von Newmann [13].

1.2.1 La entropia de von Newmann

Dada la matriz de densidad p4 del subsistema A, se define la entropia de
von Newmann como

Sa = —Tra(paLog(pa))- (1.18)

Para calcular S4 es conveniente expresar la matriz de densidad en la base
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de sus autoestados

pa= Y milri)(ril, (1.19)
i
donde 7; es el i-ésimo autovalor del autoestado |r;). En este caso, como
pa es diagonal, tenemos que Log(pa) también es diagonal, con Log(r;) co-
mo su i-ésimo elemento en la diagonal. Es decir, se cumple que Log(ps) =
> Log(r;) |ri) (ri], esta igualdad se usa en el segundo parrafo del siguiente
desarrollo

Sa=—=Tra(paLog(pa))

= ~Tra((Y_rilm) <”|>(Z Log(r) |ri) {ril))

l

=-Tr riLog(r;) |ry) (ri|rs) (rs
A<%jz g(r) 1) {ralrs) (ril) a0

= —Tra(d_riLog(ri) |ri) (il d1;)
li
= Z riLog(r;).

Si p4 representa un estado puro entonces pIQ4 = pa por lo tanto r? =17y
riLog(r;) = 0 para todo i asumiendo que 0Log(0) = 0. Por lo tanto, en el caso
de que el estado sea puro, la entropia de von Neumann es cero.

1.2.2 La entropia de Rényi

En general la entropia de Rényi de orden n, estd definida por una matriz de
densidad reducida del subsistema A como

1

—nNn

Sn(pa) = 7——Log(Tr(p4)), (1.21)

Mediante las ecuaciones (1.16) y (1.21) vemos que la pureza esta relacionada
con la entropia de Rényi de segundo orden (n = 2)

Sa(pa) = —Log(Tr[p3]). (1.22)

En términos de la entropia de Rényi de segundo orden, las relaciones sufi-
cientes para demostrar entrelazamiento entre los subsistemas son

Sa(pa) > Sa(pap)

Sa(pB) > Sa(paB) (1.23)
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Cuando se discute la pureza global como una entropia, se usa la formula-
cion de Rényi en términos de la matriz de densidad global p en oposicién a una
matriz de densidad reducida p4.

Es importante enfatizar que la relacién termodindmica definida de la mecéani-
ca estadistica con la definicion de von Neumann no se aplica directamente al
caso de la de entropia de Rényi. Sin embargo, ambas cantidades miden la propa-
gacién incoherente en el espacio de Hilbert asociada a la entropia, y la entropia
de Rényi es accesible directamente por las mediciones [5].
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1.3 El modelo de Bose-Hubbard

Como se menciond en la Introduccion, el sistema que se esta estudiando esta
descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard. Este modelo se analiza en los
siguientes parrafos.

El modelo de Bose-Hubbard describe la fisica de un sistema de bosones in-
teractuantes. Con este modelo se pueden estudiar diferentes sistema fisicos, tal
como atomos bosoénicos localizados en una red éptica o algunas clases de ais-
ladores magnéticos cuanticos. Los bosones interactuantes pueden ser descritos
por el Hamiltoniano (llamado Hamiltoniano de Bose-Hubbard)

_ ty U (s
H——JZbib]—FEan(nl—l). (1.24)
<> 1
El primer término es el correspondiente a la energia cinética, el cual descri-

be el acoplamiento tunel J entre los vecinos ¢ y 7 mientras que los operadores
b;r y b; son los operadores de creacién y aniquilacion de una particula del sitio 7.

El segundo término describe la interaccion de un sitio. En este término el
operador n; es el operador de nimero definido como

ni = blbi. (1.25)
Este operador tiene como valor esperado el nimero de particulas del sitio <.

Solo cuando dos particulas estan colocadas en el mismo sitio de la red pue-
den interactuar con una energia U de atraccién (U < 0) o de repulsién (U > 0).
Un término como este describe bien la interaccion entre atomos neutros ultra
frios en potenciales periddicos ya que sus interacciones son de corto alcance y
no existen fuerzas de Coulomb de largo alcance entre las particulas [23].

La dimensién del espacio de Hilbert del modelo esta dada por la ecuacién

(Ny + L —1)!

Dy=-t"~" 7
TN = 1)

(1.26)

En donde Dy es la dimensién del espacio, NV, el nimero de bosones locali-
zados en la red y L el nimero de sitios en la red. Asi, para el caso del sistema
en estudio N = L =6y Dy = 462.

Como lo muestra la ecuacién (1.26) la dimensién del espacio crece polino-
mialmente cuando el niimero de bosones o el niimero de sitios se encuentra fijo,



cap.introduccion

18 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS TEORICOS

sin embargo cuando la densidad de bosones es constante (n, = Np/L = cte) el
espacio de Hilbert crece exponencialmente con el niimero de sitios.

npq L
Dy ~ l(1 4 mp) (1 + i) } (1.27)

Tp

Experimentalmente, cuando se construye un sistema de bosones interac-
tuantes que pueden ser descritos por el modelo de Bose-Hubbard el sistema
exhibe dos principales estados fundamentales.

Para el caso de interacciones débiles con respecto a la energia cinética
J/U >> 1, el sistema forma un estado de la materia conocido como con-
densado de Bose-Finstein (BEC), donde cada atomo estd deslocalizado en la
red. En este caso el sistema se puede describir como una onda y la distribucion
de los atomos en la red sigue una distribucién de Poisson [23].

Para el caso de interacciones grandes con respecto a la energia cinética
JJ/U << 1, el sistema entra en el estado fuertemente correlacionado de un
aislador Mott, en el cual los atomos estan colocados en un sitio bien localizado
de la red con un nimero fijo de particulas por sitio (ver Figura 1.4). En este
caso el sistema no puede ser descrito por una onda de materia coherente y no
se puede observar un patron de interferencia para interacciones muy grandes
en los atomos.
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Figura 1.4: Transicién de un superfluido a un aislador de mott. a) En el estado
superfluido de un condensado de Bose-Einstein, los &tomos pueden ser descritos como una
onda de materia macroscépica. En este caso la fase de la onda estéd bien definida y el niimero
de dtomos en cada sitio fluctia. b) En el otro limite del estado de aislador de Mott, cada sitio
de la red contiene un numero fijo de dtomos pero la fase de la onda de materia permanece
incierta. En este caso no se puede observar la interferencia de la onda y el sistema puede ser
descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard. (Figura tomada de [23]).
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Capitulo 2

Descripcion del Experimento

En este capitulo se hace una descripcion breve de las técnicas usadas en el
experimento de A.M. Kaufman et al. [5] y se presentan algunos de los resulta-
dos que obtuvieron.

En los 1ltimos anos el uso de los gases cuanticos ultra frios en experimentos
ha tenido un gran crecimiento, esto se debe al hecho de que estos sistemas
presentan un notable grado de aislamiento de las fuentes de decoherencia y
disipacion y por lo tanto, con un alto grado de aproximacién, durante los ex-
perimentos estos se consideran como sistemas cuanticos cerrados. Con base
en esto, se han realizado un gran nimero de experimentos para investigar te-
mas como la dinamica cuantica coherente en redes dpticas, transiciones de fase
cuanticas y termalizacion en sistemas cuanticos de baja dimension, entre otros

[8].

Uno de los aspectos mas importantes en estos experimentos, es el desarro-
llo de técnicas microscopicas de medicion que puedan revelar propiedades de
sistemas complejos que no son accesibles por medio de mediciones estadisticas
de ensembles [1].

Para el experimento se utilizéo un condensando de Bose-Einstein de dtomos
de 8"Rb atrapados en una red éptica localizada en el foco de un sistema de
imagen de alta resolucién [1, 3]. El sistema esté descrito por el Hamiltoniano
de Bose-Hubbard,

U
H=—(J» b beriy+dy Y bl’ybx,yﬁ-l—i-h.c.)—k? D nay(ney—1), (2.1)
z,y z,y z,y

donde bl,y, bey ¥ Nay = bLybx,y son el operador de creacion, aniquilacion y
el operador de numero del sitio {z,y}. Los d4tomos pueden tunelear entre sitios
vecinos de la red a una tasa J; y experimentar una energia de interacciéon por



22 CAPITULO 2. DESCRIPCION DEL EXPERIMENTO

parejas U cuando un sitio es ocupado por miltiples atomos.

Se tiene control independiente sobre las tasas de tuneleo J; y J, mediante el
control de la profundidad de la red, lo cual puede sincronizarse para producir
J/U << 10 J/U >> 1. Adicionalmente se puede sobreponer a la red poten-
ciales arbitrarios usando un dispositivo digital colocado en el plano de Fourier
del sistema de imagen [24](el cual se describe en la seccién 2.3).

Para iniciar el experimento, se aislé una plaqueta de 2 x 6 sitios con un
un atomo en cada uno de los sitios como se muestra en la Figura 2.1 A. En
este punto, cada sistema esta en un estado producto de estados de Fock de un
atomo en cada uno de los sitios constituyentes, es decir

|1(0)) = |111111). (2.2)

Repentinamente, se enciende el tuneleo en la direccién x mientras el tuneleo
en la direcciéon y se suprime. Cada cadena es restringida a los seis sitios lineales
introduciendo una barrera al final de las cadenas para prevenir el tuneleo hacia
afuera del sistema. Asi el Hamiltoniano del sistema después del quench es

Hy=—J, Z (b bysr + b1, 1by) an —1). (2.3)

El estado inicial representa un estado altamente excitado para el Hamil-
toniano y que tiene superposicién significativa con un nimero apreciable de
estados propios de la energia. Cada cadena representa una copia idéntica pero
independiente de un sistema de seis particulas en seis sitios al que se le sometio
a un quench y que evoluciona por un tiempo controlado.

En el experimento se realizaron mediciones de la pureza cuantica median-
te la estadistica de nimero de atomos de un sitio (Figura 2.1 C). Para las
mediciones se realiza una operacion de divisién de haz que interfiere las dos
copias idénticas a lo largo de la cadena y permite el tuneleo en un potencial
de doble pozo proyectado para un tiempo establecido. En el 1iltimo paso para
ambas mediciones, se levanta una barrera de potencial entre las dos copias en
la direccion transversal a la cadena para medir la ocupacion resultante en cada
sitio de cada copia.

La capacidad para medir la pureza cuantica es crucial para evaluar el rol
del entrelazamiento en el sistema. La interferencia de muchos cuerpos que se
describe aqui, permite extraer cantidades que son cuadraticas en la matriz de
densidad, tal como la pureza. Después de realizar la operacién de division de
haz, se puede obtener la pureza cuantica del sistema completo y de cualquier
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subsistema simplemente contando el nimero de atomos de cada sitio de alguna
de las cadenas (Figura 2.1 C).
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Figura 2.1: Secuencia experimental (A) Usando potenciales Gpticos superpuestos sobre
una red Optica, se prepararon copias de un sistema de Bose-Hubbard de seis sitios donde cada
sitio tiene un solo 4tomo como condicién inicial. Permitiendo un tuneleo en la direccién x se
deja evolucionar el sistema, después de un tiempo determinado se detiene y se caracteriza
el estado final ya sea obteniendo la estadistica de nimero o la pureza local y global. (B) Se
muestra la estadistica de ntimero de un sitio de la distribucién inicial (en el primer gréfico,
se observa el pico pronunciando sobre un atomo con fluctuaciones despreciables para los
demds dtomos), para un tiempo posterior se compara la prediccién de un emseble candnico
(en el segundo gréfico) con la misma energia promedio que tiene el sistema cudntico después
del quench (J/(2m) = 66Hz,U/(2r) = 103Hz). De forma alternativa, se puede medir la
pureza global del sistema completo de la cual se observa una pureza alta y estatica, lo
cual contrasta con la pureza menor a uno del ensemble canénico, atin cuando este mismo
ensemble describe exactamente la distribucién de ntimero local que se observa. (C) Para
medir el nimero de dtomos localmente, se permite que los dtomos se expandan en tubos
a lo largo de la direccién y mientras se mantienen fijos en la direccién x. En experimentos
separados, se aplicé un divisor de haz permitiendo que los 4tomos en cada columna tunelen
en un potencial de doble pozo. La paridad de nimero de d4tomos resultante, par o impar, en
cada sitio codifica la pureza global y local (tomada de [5]).
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(k)

Cada corrida del experimento arroja la paridad pk) = I;p;””, donde 1
varia en un conjunto de sitios de interés en la copia k. El operador de pa-
ridad de un sitio pl(.k) es 1(—1) cuando el numero de atomos en el sitio ¢
es par(impar). Se ha mostrado que la operacién de divisién de haz produce
< PO >=< P?) >= Tr(pipz), donde p; es la matriz de densidad del conjun-
to de sitios considerados para cada copia [2, 14].

Ya que la preparaciéon y la dindmica del quench para cada copia es idénti-
ca, resulta que p; = p2 = p y la paridad promedio se reduce a la pureza:
< Pk >— Tr(p?). Cuando el conjunto de sitios considerado comprende la
cadena completa, el valor esperado de esta cantidad corresponde a la pureza
del sistema completo, mientras que para conjuntos mas pequenos proporciona
la pureza local del respectivo subsistema.

Los datos ilustran inmediatamente el contraste entre el comportamiento glo-
bal y el local y cémo se manifiesta la termalizacién (Figura 2.1 B). Se observa
que el estado global mantiene su pureza cudntica con el tiempo, afirmando la
unitariedad de su evolucién después del quench. Esta medicion global distingue
claramente el estado cuantico de un conjunto térmico canénico con pureza en
varios 6rdenes de magnitud menor. A pesar de todo se observa que localmente
la estadistica de nimero de atomos converge a una distribucion de caracter
térmico que puede ser modelada por el mismo ensemble térmico.

El crecimiento del entrelazamiento después de un quench es clave para enten-
der como la entropia se forma dentro de los subsistemas de un estado cuantico
puro, facilitando asi la termalizaciéon. Cuando dos partes de un sistema estan
entrelazadas, el estado cuantico completo p no puede ser escrito de una forma
separada con respecto a los espacios de Hilbert de los subsistemas.

Como se ha mostrado tedricamente [14, 25] y recientemente se ha observado
experimentalmente [26], esto hace que los subsistemas pa y pp estén en una
mezcla estadistica de estados aunque el estado cuantico completo de muchos
cuerpos sea puro [27].

El entrelazamiento del subsistema puede ser cuantificado por la entropia
de segundo orden de Rényi, que es el logaritmo de la pureza de la matriz de
densidad del subsistema. Mientras que la entropia de Von Neumann es usada
tipicamente en el contexto de la mecanica estadistica, ambas cantidades crecen
a medida que la matriz de densidad del subsistema se mezcla mas y la entropia
crece. En el caso de la entropia de Rényi, la pureza en el logaritmo cuantifica
el nimero de estados que contribuyen a la mezcla estadistica descrita por la
matriz de densidad.
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2.1 Dinamica de la entropia

Se estudia la dinamica de la entropia de entrelazamiento inmediatamente
después del quench variando el tamano del subsistema (Figura 2.2). Inicial-
mente, se observa un incremento aproximadamente lineal en la entropia, con
pendiente similar entre los sistemas considerados (Figura 2.2 recuadro) [12].
Después de una cantidad de tiempo que depende del tamano del subsistema,
la entropia de entrelazamiento se satura y llega a un valor constante, sobre el
cual hay pequenas fluctuaciones temporales. La presencia de las fluctuaciones
residuales es atribuida, en parte, al tamano finito del sistema.

Crucialmente, los datos muestran que mientras los subsistemas adquieren
entropia conforme pasa el tiempo (Figura 2.2 A-C) la entropia del sistema com-
pleto es constante y permanece asi durante toda la evolucién (Figura 2.2 D). La
alta pureza del sistema completo permite concluir que el aumento dinamico de
la entropia en los subsistemas se origina en la propagacién del entrelazamiento
entre los constituyentes del sistema.

Ademads, en analogia al crecimiento de la entropia termodinamica en un sis-
tema térmico de la mecéanica clasica, tal como un gas en un contenedor cerrado,
se observa el crecimiento de la entropia local en un sistema mecanico cuantico
cerrado. Sin embargo, en el caso del sistema cudntico, el mecanismo respon-
sable de la entropia es el entrelazamiento, el cual estd ausente en un sistema
modelado por la mecéanica clasica.

Cuando un sistema termaliza, se espera que los valores esperados de los ob-
servables locales correspondan a las predicciones del ensemble estadistico. Por
analogia, si la entropia de entrelazamiento juega el rol de la entropia térmica,
entonces en un estado termalizado puro esperamos un crecimiento en la en-
tropia de entrelazamiento con el volumen del subsistema. Cuando la entropia
de entrelazamiento en un estado cuantico crece linealmente con el tamano del
subsistema considerado se dice que el sistema cumple con una ley de volumen.

Las mediciones realizadas en este trabajo indican, con un alto grado de apro-
ximacion, una ley de volumen en la entropia de entrelazamiento del sistema
(Figura 2.3 A). Un crecimiento lineal del entrelazamiento con el volumen ocurre
cuando cada subsistema puebla incoherentemente un niimero de estados que
escala con el tamano del espacio de Hilbert del subsistema. Esto es porque,
para el modelo de Bose-Hubbard, el espacio de Hilbert es aproximadamente
exponencial en el tamano de la red, lo cual resulta en un crecimiento lineal en

Sa = —Log(Tr[p4]) [5].

La flexion posterior de la entropia de entrelazamiento como funcion del ta-
mano del subsistema indica que el estado es globalmente puro. En el estado
después del quench, la elevada pureza global es sorprendente en un estado que
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Figura 2.2: Dinamica de la entropia de entrelazamiento. Comenzando de un esta-
do base con bajo entrelazamiento, el quench conduce al desarrollo de un entrelazamiento
a gran escala entre todos los subsistemas. El sistema de seis sitios se encuentra en un es-
tado producto con (J/U << 1) con un dtomo por sitio en el régimen de interaccién debil
J/U = 0,64(J/(2mr = 66Hz)) y en él se mide la dindmica de la entropfa de entrelazamien-
to. A medidad que se equilibra, el sistema adquiere entropia local mientras la entropia del
sistema global permanece constante y a un valor dado por las imperfecciones de las medi-
ciones.(Figura tomada de [5]).
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Figura 2.3: Sistema de muchos cuerpos termalizado. Después del quench, el estado del
sistema alcanza un régimen termalizado con entropia de entrelazamiento saturada. (A) En
contraste con el estado base, para el cual la entropia de Rényi solo depende ligeramente del
tamafio del subsistema, la entropia de entrelazamiento crece casi lineal con el tamafno. A
medida que el tamafio del subsistema se vuelve comparable al tamano del sistema completo
la entropia del subsistema se curva a cero, reflejando el estado de entropia global igual
a cero. Para subsistemas pequenos, la entropia de Rényi es aproximadamente igual a la
entropia térmica correspondiente a la matriz de densidad del ensemble candnico. textbf(B)
La informacién mutua I4g = Sa + Sp — Sap cuantifica la cantidad de correlaciéon cuantica
y clésica (estadistica) entre los subsistemas A y B. Para subsistemas pequenos, el estado
cudntico termalizado tiene S4 + Sp ~ Sap debido a la ley de volumen (flecha roja), lo
cual ocasiona que la informacién mutua sea nula. Cuando el volumen de AB se aproxima
al tamano del sistema, la informacién mutua crecerd debido a que S4 + Sp excede a Syp.
(C) Se analiza I4p como funcién del volumen AB para el estado base y para el estado
termalizado.(Figura tomada de [5])

localmente parece estar completamente desfasado, que es el comportamiento a
menudo asociado con la decoherencia inducida por el medio ambiente u otras
fuentes de ruido.

Se observa que la entropia de entrelazamiento depende del volumen del sub-
sistema y que concuerda casi cuantitativamente con la prediccién hecha por
un ensemble térmico. Se realizé esta comparaciéon con un ensemble térmico
canénico p! con energfa promedio igual a la que tiene el estado producido ex-
perimentalmente [28]. La linea gris en la Figura 2.3A es la entropia de Rényi
como una funcién del tamano del subsistema para este estado térmico. Aun
cuando el tamano del sistema limita la comparacion sobre un gran rango de
tamanos del subsistema, la pendiente inicial de la entropia de entrelazamiento
con respecto al volumen del subsistema imita a la entropia térmica.

A pesar de la similitud, vale la pena enfatizar en el caracter diferente de la
entropia de entrelazamiento y la térmica. La entropia de entrelazamiento (ya
sea la de Rényi o la de von Neumann) estd presente en el estado cuantico puro
instantaneamente después de la evolucion unitaria, surgiendo de la no separa-
bilidad del estado cuantico entre el subsistema y los grados de libertad trazados.
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Por otro lado, la entropia térmica de von Neumann dentro de un subsistema
de un estado térmico mezclado es la entropia termodinamica de la mecanica
estadistica, que podria ser extraida de experimentos de flujo de calor irrever-
sible sobre el subsistema [6]. Por lo tanto, la similitud entre las entropias de
Rényi que se observan apunta a una equivalencia experimental entre la entropia
térmica y la de entrelazamiento [28, 29].

2.2 Redes 6pticas

Como se mencioné en la seccion anterior, los atomos ultra frios atrapados
en redes Opticas son el medio mediante el cual se estudio el sistema de interés.
En esta parte del trabajo se hace un breve resumen de la forma en que se crean
estas redes Opticas.

Una forma de crear cristales artificiales es por medio de micro trampas 6pti-
cas creadas a partir de rayos laser contrapropagantes. Las asi llamadas redes
Opticas se forman por la interferencia de laseres contrapropagantes, creando
un patrén de polarizacion espacialmente periddico en donde se pueden obser-
var correlaciones cudnticas, transiciones de fase, superficies de Fermi etc.(ver
Figura 2.4). Las trampas épticas representan un campo moderno e interdisci-
plinario de investigacién acelerado [23].

La interferencia entre los haces de luz forma una onda estacionaria de perio-
do Ar/2 en la cual se pueden atrapar dtomos. Haciendo interferir més laseres,
uno puede crear redes de una, dos o tres dimensiones con potenciales periddicos.
Una ventaja importante de crear trampas mediante la interferencia de laseres
es que la profundidad y la geometria de la trampa esta bajo control total por
el experimentador. Por ejemplo, la geometria de la trampa puede ser contro-
lada cambiando el dngulo entre los laseres incidentes formando redes épticas
muy complejas. La profundidad de la trampa puede ser modulada simplemente
cambiando la intensidad del haz.

Cada potencial periédico formado por una onda estacionaria tiene la forma

V(x) = Vosin®(kpx), (2.4)

donde k= 2w/, es el vector de onda del laser usado y Vp la profundidad
del potencial usualmente dado en unidades de la energia de retroceso Ep =
h?k% /2m (con m la masa de un &tomo neutro) que es una unidad natural en
atomos neutros atrapados en redes Opticas.
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Figura 2.4: Redes 6pticas. Los potenciales de redes 6pticas estan formados por la superpo-
sicién de dos 0 més ondas estacionarias ortogonales. a) Para una red éptica dos dimensional,
los 4tomos estan confinados en una serie de tubos de potencial unidimensionales confinantes.
En el caso 3D, la red éptica puede ser aproximada por un conjunto cibico simple 3D de
potenciales de oscilador arménico confinantes en cada sitio de la red (tomada de [23]).
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2.3 Sistema de imagen de alta resolucion

En esta seccién se describe a groso modo el arreglo experimental utilizado en
[5]. El microscopio de gas cuéntico se basa en un sistema éptico de alta apertu-
ra, que sirve para crear potenciales de red y detectar dtomos simultaneamente.
Colocando un gas cuantico bidimensional a unos cuantos micréometros de la
superficie frontal del micrometro se puede lograr una apertura numérica alta,
de alrededor de 0.8 (ver Figura 2.5). Como resultado, se mide una resolucién
optica ~ 600nm.

0 AN
"
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Z

b S el

- _——

Figura 2.5: Diagrama del microscopio de gas cudantico. La muestra de atomos bi-
dimensional a se coloca a unos pocos micréometros por debajo de la superficie de una lente
hemisférica dentro de la cdmara de vacio. Esta lente sirve para aumentar la apertura numéri-
ca (NA) de la lente objetivo que se encuentra fuera de la cdmara de vacio b mediante el
indice de refraccién, de NA = 0,55 a NA = 0,8. Los atomos se iluminan lateralmente por
los haces ¢ y la luz fluorescente dispersada es recogida por la lente objetivo y proyectada
sobre una cdmara CCD (dispositivo de carga acoplada) d. Una red 6ptica bidimensional es
generada proyectando una maéscara periddica e sobre los atomos a través de la misma lente
objetivo usando un divisor de haz f (Figura tomada de [1]).

z

A diferencia de las configuraciones tipicas de una red Optica, en este ca-
so se crea el potencial de la red proyectando directamente un patron de luz
espacial en el plano de los a&tomos. Después de cargar la red, se puede leer indi-
vidualmente todos los sitios (hasta decenas de miles) mediante la proyeccién de
imagen de luz dispersada por los atomos. La geometria 2D del sistema permite
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la deteccién directa y libre de densidades en el sistema.

La parte central del arreglo es el sistema de imagen 6ptica de alta resolucion
integrado con una trampa atémica dos dimensional(Figura 2.5). El sistema de
imagen consiste en un microscopio objetivo de largas distancias de trabajo
localizado fuera de una camara de vacio que cubre una apertura numérica de
0.55. Como un lente frontal adicional de este sistema de imagen, se colocé un
lente hemisférico dentro de la cdmara. El gas cudntico de 8"Rb se crea en una
trampa de superficie hibrida basada en campos de luz evanescente y de ondas
estacionarias. Posicionado entre 1,5 y 3 mm de la superficie, el gas cudntico es
profundo en el régimen 2D, con frecuencias de trampa de 6 kHz en la direccién
vertical y 20 Hz en el plano horizontal.
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Capitulo 3

Metodologia y Resultados

3.1 Planteamiento del problema

El sistema que se estudia esta constituido por 6 atomos bosonicos colocados
en una red éptica de seis sitios lineales, los sitios estan conectados por una tasa
de tuneleo coherente entre sitios vecinos J, y los atomos tienen una energia de
interaccion proporcional a U entre atomos que se encuentren en el mismo sitio
de la red (ver Figura 3.1). Asi el sistema esta descrito por el Hamiltoniano de
Bose-Hubbard

5 5 6
Z Z U Z
=1 =1 =1

En donde b} (b;) es el operador de creacién (aniquilacién) de un dtomo en
el sitio 2 y n; = b;.rbi es el operador de numero del sitio i.

La dimension del espacio de Hilbert de este sistema se puede calcular usando
la ecuacion

(N, + L — 1)!

Dy=-—-t"2" 7
PTNI@ =)

(3.2)

en la cual N, es el nimero de atomos bosénicos y L el nimero de sitios en
la red. Asi, para nuestro caso en el que L = N, = 6 resulta que el espacio de
Hilbert tiene dimension 462.



34 CAPITULO 3. METODOLOGIA Y RESULTADOS

Figura 3.1: Esquema del sistema. El sistema esta constituido por un arreglo lineal de 6
sitios creados por una red 6ptica en donde los sitios tiene un acoplamiento tunel coherente
Jo y los seis atomos que se encuentran en la red pueden tunelear entre sitios vecinos. La
interaccion entre atomos U se da cuando dos o mas atomos se encuentran en el mismo sitio.

3.1.1 La base del espacio de Hilbert

La base del espacio que se construira estara constituida por el producto
tensorial entre las bases de ocupacién de cada uno de los sitios

{In1) ® [n2) ® |n3) @ [n4) @ [n5) @ |ne) } = {|n1nangnansne) }. (3.3)

En donde n; es el valor esperado del operador de ntimero en el sitio ¢, por
conservacién de particulas se cumple que ZZ n; = 6. Para construir los ele-
mentos de matriz de cualquier operador O;; en la base de Fock, en necesario
ordenar la base. Para esto a cada uno de los elementos de la base se le etiqueta
con un numero del 1 al 462, esta eleccion del orden de los elementos es arbi-
traria pero una vez elegida se usan los mismos indices para todos los calculos.
Para construir esta relacién, se crearon dos diccionarios (Dicl y Dic 2) que
relacionan uno a uno a cada elemento de la base con su repectiva etiqueta y
viceversa. Por ejemplo, el elemento de la base |600000) tiene la etiqueta 1, el
elemento |000600) la etiqueta 4 y el elemento |111111) la 462.

Un aspecto fundamental a tomar en cuenta en la construccién de la ba-
se, es que las particulas son indistinguibles. Mientras que en fisica clédsica las
particulas pueden ser etiquetadas y seguir su trayectoria, en mecanica cuanti-
ca no se puede seguir la trayectoria de cada una de ellas ya que su posicion
y momento no estan determinados con exactitud en cada instante de tiempo [9)].

Por tal motivo el estado del sistema tiene que cumplir la simetria de inter-
cambio, es decir, si se tiene dos estados |11) (una particula en el sitio 1) y |12)
(una particula en el sitio 2) el estado del sistema se puede escribir como |1712).
Si ahora se pensara que estas particulas se pueden intercambiar, es decir, que
la particula que se encontraba en el sitio 2 pasa al 1y viceversa el estado que se
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obtendria es fisicamente el mismo que el primero |1112) esto se debe a que no se
pueden distinguir si alguna de las particulas efectivamente cambio de sitio o no.

En el caso general, si se tienen dos particulas bosénicas e idénticas en los
estado ) y [¢') entonces se debe cumplir que

[¥y) = [9'9) . (3.4)

Mientras que en el caso de particulas fermidnicas indistinguibles se cumpliria
que

[y = —[v'y). (3.5)

Este es un aspecto fundamental en la mecanica cuantica y se tiene que tomar
en cuenta cuando se trabaja con estos sistemas. En el Apéndice B se encuentra
el cédigo utilizado para la construccion de todos los elementos de la base y el
orden de los elementos.

3.1.2 Construccién y diagonalizacion del Hamiltoniano

Teniendo la base del sistema se procede a construir los operadores de crea-
., .. ., . 6
cién y aniquilacién. Sea [njnangnansne) el estado del sistema con ) i—11i =6,

entonces se definen los operadores de creacion y aniquilacion bZT y b; del sitio ¢
como

b;-r |n1nzn6> =+vn; +1 |n1nz + 1...n6>

(3.6)
bi |n1nzn6> == \/n_l\nlnz - 1...n6>

Como se muestra enseguida, en esta base, los operadores de nimero n; = b}bi
con i € [1,6] son diagonales. Sea |nj...n;...ng) el k-ésimo elemento de la base y
In)..n}...ng) el j-ésimo elemento, entonces ny; es

ng; = (ni..nj...ng| bZT.bi |nf...n}..ng)

= y/ni (n1...n;...n¢] bg Inf..n} —1..ng) (3.7)
= /ni/ni (ny..ni..ngIn..nk..ng)
= /Ni/Nily;.-

En la ultima igualdad se uso la ortonormalidad de la base.
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Para los operadores en el primer término del Hamiltoniano (3.1) se tiene
que

(blbis1)kj = (n1..mig| Blbigy [nf..niml .G

&'

nl g (n1.ng.. n6|b”n1 ni(ni,q —1)...ng)
(3.8)

\/ i nl...ni...n(;]nll...(ng—l—1)(n;+1 —1)...n5)
\/ z—|—1
La tltima igualdad se cumple en el caso en el que n; = n,+1, nj41 = ";H -1

yn; = n; para j # 1,7 + 1. Esto muestra que estos operadores no tienen ele-

mentos en la diagonal y que los elementos no nulos dependen del orden de la
base.

De forma anéloga se obtienen los elementos para el operador b;rblurl. En las
secciones B.2 y B.3 del Apéndice B se muestra el cédigo con el que se definieron
los operadores de creacién y aniquilacion y la construccién de los elementos de
matriz antes mencionados.

Teniendo los elementos de matriz del Hamiltoniano se toman los valores
para el acoplamiento tinel entre sitios J, y para la energia de interaccién U.
Como un primer paso se reproducen los resultados de [5], por lo que se toma
Jy/(2m) =66Hzy U/(2m) = 103H z es decir, estamos en el caso U/J > 1 que
corresponde a interacciones fuertes con respecto a la energia cinética de los
atomos.

Para diagonalizar el Hamiltoniano es necesario resolver la ecuaciéon de valo-
res propios

H |En> = Lk, ‘En> ) (3'9)

en donde F, es la energia propia del vector propio |E,). Una condicién
necesaria y suficiente para que la ecuacion anterior tenga solucién es que se
cumpla

Det(H |E,) — E,I) = 0. (3.10)

Lo cual es un sistema de 462 ecuaciones lineales. Este sistema de ecuacio-
nes se resolvié usando el paquete LAPACK!(Linear Algebra PACKage) del

Thttp://www.netlib.org/lapack , https://docs.julialang.org/en/release-0.4/stdlib/linalg/
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lenguaje Julia. LAPACK proporciona rutinas para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales simultdneas, soluciones de minimos cuadrados de sistemas de
ecuaciones lineales, problemas de valores propios y problemas de valores sin-
gulares.

La solucién a la ecuacién anterior es un conjunto de valores y vectores

propios de H en donde si P es una matriz con los vectores propios en sus
columnas, entonces

H = PHpP™!, (3.11)

donde Hpg es la representacion del Hamiltoniano en la base de sus vectores
propios, es decir, Hg es diagonal con los valores propios en su diagonal.

3.2 Evolucién y propiedades globales
La ecuacién de Schrodinger tiene una solucién sencilla cuando el Hamilto-
niano es independiente del tiempo y se representa en su propia base. El estado

del sistema al tiempo ¢ expresado como combinacién lineal de los autovectores
de H es

P(t)) = e H Ny (0))
_ Z Cnefth/h |En>

= Z Cne_iE"t/h |En> (312)

= (Ealg(0)) e B E,)

Cuando se usa el formalismo de la matriz de densidad, el estado del sistema
al tiempo ¢ se escribe como (ver el Apéndice A)

p(t) = [9(t)) (L(1)] - (3.13)

Una forma alternativa de obtener p(t) es resolver su ecuacién de evolucién
temporal, la cual se conoce como ecuacién de Liouville-von Neumann

mag—iﬂ — [H, ). (3.14)
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Sin embargo, dado que es mas sencillo resolver una ecuacién para el vector
de estado |¥(t)) de 462 entradas que para una matriz p(t) con 462 x 462 entra-
das, en el trabajo se encontraré el estado del sistema mediante la ecuacion de
Schrodinger y se encontrard el operador de densidad usando la ecuacién (3.13).

La condicién inicial del sistema, en la base de estados de ocupacion es

[9(0)) = [111111) . (3.15)

Este estado en la representacion matricial corresponde a aquel vector que
tiene la entrada nimero 462 igual a 1 y el resto cero. Para poder aplicar la
ecuacion (3.12) tenemos que tener |1(0)) en la base de la energia, lo cual se
obtiene al hacer P~ [¢(0)). Dado esto, se puede calcular el estado al tiempo ¢
y asi la matriz de densidad del sistema completo (ver la Seccién B.4).

Una de las cantidades mas importantes es la energia del sistema al tiempo
t. Dado que el sistema es cerrado esta cantidad es constante e igual al valor de
la energia al tiempo cero

Eo = Tr(p(t)H). (3.16)

En la Figura 3.2 se muestra el valor esperado de la energia como funcion
del tiempo, esta permanece constante y tiene un valor de Fy = 826,51 Hz en
unidades de A o 8,7161 x 10732J.

Otra de las cantidades importantes que se tienen que observar es la pure-
za del sistema, estd definida por Tr(p?) y como ya se mencioné en el primer
capitulo es igual a uno cuando el sistema es puro y menor a uno cuando el
estado es una mezcla estadistica.

Dado que la entropia de Rényi de segundo orden mide la separacion del es-
tado de un sistema puro, en este caso esta cantidad tiene que ser igual a cero.
En la Figura 3.3 se muestra como la pureza del sistema es constante e igual
a uno mientras que la entropia de Rényi se mantiene en un valor constante cero.

Para la construccién del Hamiltoniano del sistema, ecuacién (3.1), se defi-
nieron los operadores de nimero de ocupacién de cada uno de los sitios como

n; = b}bi 1 = 1..,6. El valor esperado de estas cantidades es simplemente
(ni(t)) = Tr(p(t)n;). Dado el estado inicial del sistema se espera que estas
cantidades comiencen en uno y oscilen alrededor de este valor como se muestra
en la Figura 3.4.
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Figura 3.2: Energia del sistema. Dado que el sistema es cerrado la energia se conserva y
tiene un valor de 8,7161 x 10732J o de forma equivalente 826,51 H z (en unidades de h).
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Figura 3.3: Pureza global del sistema: La pureza global del sistema se mantiene constante
y aproximadamente igual a uno durante la evolucién mientras que la entropia de entrelaza-
miento de Renyi es cero.
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Figura 3.4: Nimeros de ocupaciéon. Para ¢t = 0 el valor esperado de los nimeros de
ocupacién coicide con el estado inicial, inmediatamente después estas cantidades oscilan
alrededor de 1.

Pasamos ahora al estudio de los subsistemas. Es decir, estudiaremos el com-
portamiento de los operadores locales para los subsistemas. El subsistema pue-
de ser un solo sitio, dos o tres. Para esto es necesario introducir el operador de
densidad reducido.

En general si se tiene un sistema cuantico compuesto de varios subsistemas,
el operador de densidad reducido de uno de estos subsistemas se define como la
traza parcial sobre los demas subsistemas del operador de densidad del sistema
completo [30]. Esta cantidad se puede usar para describir el comportamiento
del subsistema que se encuentra en interaccién con el resto.

Sean {|a)} y {|b)} bases completas y ortonormales del subsistema A y B
respectivamente. Se define el elemento de matriz (alpala’) del operador de
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densidad reducido del subsistema A (el cual se denotard como py4) como [30]:

(alo™|a’y = Y (ablolas). (3.17)

b

A la operacién definida en la ecuacion anterior se le llama traza parcial, en
este caso, sobre el subsistema B y es denotada por Try(+).

3.3 Subsistema de un sitio

Para el caso en el que se toma un sitio como un subsistema del arreglo de
seis sitios (por ejemplo el sitio i) la base de este subsistema consta de siete es-
tados. En el espacio de Fock es {|n;)} = {]0),(1),]2),|3).]4),5),]6)}, donde,
como antes, cada estado identifica al nimero de particulas en el sitio i que se
estd observando.

Para el caso en que se observa el sitio tres del sistema, se tomara la tra-
za sobre los sitios 1,2,4,5 y 6, es decir estos sitios representan el subsistema
complementario. Cada elemento de la base de este subsistema es de la forma
|ninangnsng). En este caso la matriz de densidad reducida ps tiene una forma
sencilla pues es diagonal. Sea sy s’ dos elementos de la base del subsistema que
consta del sitio 3 y b un elemento de la base del subsistema complementario,
entonces

P2 = Y (sblols'b). (3.18)

b

Como s y s’ son dos elementos de la base diferentes, es decir, con ntimero
de particulas diferentes en el sitio 3, no existe ningtin elemento b de la base del
subsistema restante con el cual se pueda construir dos estados |sb) y |s'b) vali-
dos del sistema completo, pues si existiera uno entonces alguno de los estados
|sb) y/o |s'b) no tendria 6 particulas. Es decir, esto es una consecuencia de la
conservacién del nimero de particulas.

Para calcular los elementos diagonales (las poblaciones) de la matriz de den-
sidad reducida se realizaron 7 subconjuntos de la base del sistema completo.
El primer subconjuto contiene a todos los estados en los que el nimero de
particulas en el sitio 3 es cero, es decir todos los estados que van a contribuir
al elemento p3,,, el segundo subconjunto contiene todos los estados que van a
contribuir al elemento p3,, etc. En el Apéndice B se muestra el cédigo usado
para hacer este calculo.
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Una de las cantidades que podemos analizar directamente de la matriz de
densidad reducida son las poblaciones, es decir, la evolucion temporal de los
elementos diagonales. Fisicamente, estos elementos denotados como P;(t) con
7 =20,1,..,7son la probabilidad de encontrar al tiempo ¢ el sitio 3 con j particu-
las. En la Figura 3.6 se muestra la evolucion temporal de las poblaciones para
este sitio, como se puede observar, después de un tiempo transitorio (~ 10ms)
las poblaciones oscilan alrededor de su valor promedio.

Al tomar el valor promedio de las poblaciones para el tiempo de 10 ms a
100 ms se obtiene la distribucién en barras azules mostrada en la Figura 3.5.
Notablemente, mientras que la Figura 3.3 muestra que el sistema completo
evoluciona unitariamente (permanece puro). La estadistica de nimero de un
subsistema (Figura 3.5) tiende a una distribucién térmica. Entonces {Cémo es
que a pesar de que el sistema completo se encuentra en un estado que es to-
talmente diferente a uno térmico, un subsistema se comporta con propiedades
que asemejan un sistema térmico?

El analisis de la dinamica de entrelazamiento entre los dos subsistemas es
clave para entender cémo se comporta la entropia dentro del sistema puro y
de alguna forma entender por qué termaliza el subsistema. Como se ha demos-
trado experimentalmente [2, 5] y tedricamente [25], cuando dos partes de un
sistema se encuentran entrelazadas el estado completo del sistema no puede ser
escrito como el producto de dos estados, cada uno de un subsistema. Esto causa
que los subsistemas estén en una mezcla estadistica de estados aun cuando el
estado completo permanece puro. En la Figura 3.7 se muestra la evoluciéon de
la entropfa de Renyi de segundo orden para el sitio 3 (—Log(Tr(p3(t)))). Como
ya se mencioné en el Capitulo 1 la entropia de Renyi cuantifica los estados que
aportan a la mezcla estadistica en la matriz de densidad.

Sorprendentemente, mientras que la entropia del subsistema aumenta rapi-
damente hasta llegar a un valor aproximadamente constante y oscila alrededor
de este, la entropia del sistema completo (Figura 3.3 ) se mantiene en un valor
constante igual a cero.

Por otro lado, dada la simetria del sistema, se espera que el comportamiento
del sitio 3 sea idéntico al del sitio 4 o el del 1 al 6 y tal vez el comportamiento
entre el sitio 1 y 3 difiera mucho por los efecto de borde que se puedan presen-
tar en el sitio 1. Sin embargo, como se muestra en la Figura 3.8 a simple vista
las poblaciones y la entropia del sitio 1 tienen un comportamiento muy similar
a las del sitio 3 (Figura 3.6 y 3.7) y de hecho, en los dos casos el tiempo de
relajaciéon de las poblaciones es muy similar.

A continuacion se presenta el estudio para subsistemas que constan de dos
sitios de la red.
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Figura 3.5: Termalizacion del subsistema. La distribucién de las poblaciones al inicio se
encuentra bien definida por el valor constante uno. Al evolucionar en el tiempo las poblaciones
tienden a una distribucién térmica. En la Figura inferior se muestra la comparacion del
promedio de las poblaciones en los primeros 100 ms de evolucién contra la estimacién de un
ensemble candnico con una temperatura efectiva de 3.15 nK. (La separacién promedio entre
el promedio de las poblaciones y el ensemble canénico es 0.0036).
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Figura 3.6: Dinamica de poblaciones del subsistema 3. Las poblaciones de la matriz
de densidad reducida p3 muestran cémo el sistema termaliza muy rdpidamente. Despues de
un tiempo transitorio inicial la poblaciéon P; oscila alrededor de su valor promedio P; ~ 0,33

3.4 Subsistema de dos sitios

Para este caso la matriz de densidad reducida de los dos sitios ya no es
tan sencilla como en el caso anterior. La base del subsistema esté constituida
por todos los ket’s |n;n;) en donde i y j indican los dos sitios que se estan
observando. Por ejemplo, tomemos el caso en el que n; = 2y n; = 1 (|21))
entonces los elementos no diagonales distintos de zero seran

(21] pij 112) = Y (bl (21] p 12) |b)

b

(21] pij [03) =Y (] (21| p|03) |b) (3.19)
b

(21] pij [30) =D~ (b] (21| p [30) |b) -
b

Para saber qué elementos no diagonales de la matriz de densidad reducida
seran diferentes de cero es necesario que los dos elementos de la base corres-
pondan a estados con el mismo nimero de particulas, es decir, si en el elemento

. . .. !0/ . L oA !/

(ning| pij [ngn’;) se cumple que n; + n; = n; + n’; entonces ese elemento puede
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Figura 3.7: Entropia de Renyi del sitio 3. Mientras que la entropia del sistema com-
pleto permanece constante e igual a cero, la del subsistema crece muy rdpidamente y oscila
alrededor su valor promedio S3 = 1,187.
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Figura 3.8: Dinamica del sitio 1. El comportamiento de las poblaciones y de la entropia
entre el sitio 1 con respecto al sitio 3 parece ser muy similar a pesar de que la simetria del
sistema sugiere que en el sitio 1 podrian presentarse efectos de borde.
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Figura 3.9: Probabilidades de ocupacion de los sitios 1 y 2. Dado el estado inicial del
sistema, la probabilidad de ocupacién al tiempo cero es P, = 1y P, = 0 para n # 2. Al
evolucionar en el tiempo todas las ocupaciones se estabilizan mostrando pequenas oscilaciones
alrededor de su valor medio.

ser no nulo. Esta condicién es necesaria para que el elemento no sea nulo pero
no es suficiente. En la seccion B.5.2 del Apéndice B se muestra el cédigo para
calcular todos los elementos de matriz.

Para calcular la probabilidad de ocupacion de n particulas en el subsistema,
denotada por P, se suman las poblaciones para todos los estados |n;n;) que
cumplen que n; +n; = n, es decir

by = Z (ninjl pij [ning) . (3.20)

n;+n;=n

Tomemos el caso en el que el subsistema es el primer y segundo sitio. Como
se podria esperar, la probabilidad P» = 1 en t = 0 mientras que P, = 0 si
n # 2, en la Figura 3.9 se muestra la evolucién temporal de los primero 30 ms
de estas probabilidades de ocupacién. De la misma forma que para el caso de
un sitio, las ocupaciones se estabilizan después de un tiempo de alrededor de
10 ms después del cual muestran pequenas oscilaciones.

El promedio de las ocupaciones en los primeros 100 ms de evolucion se mues-
tra en la Figura 3.10, en donde se comparan las distribuciones del promedio
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temporal de las ocupaciones con las predicciones de un ajuste con una distri-
bucién canoénica de temperatura efectiva T' = 2,77 nK.

En analogia al caso clésico, si la entropia de entrelazamiento juega el pa-
pel de la entropia térmica, entonces en un estado termalizado se esperaria un
crecimiento lineal proporcional al tamano del subsistema. En la Figura 3.11
se muestra la evolucién de la entropia para el subsistema de dos sitios, esta
entropia se estabiliza en un valor de S19 = 2,228 que es aproximadamente el
doble que para el caso de un sitio.

Este crecimiento aproximadamente lineal en la entropia de entrelazamiento
de Rényi se debe a la forma en la que crece el espacio de Hilbert en el modelo
de Bose-Hubbard. Mientras que para un nimero de sitios o particulas fijo la
dimension crece polinomialmente como muestra la ecuacién (1.26), cuando la
densidad de particulas se mantiene constante (Ny/L = ny, = cte), es decir que
se agregan tantos sitios como particulas al sistema, el espacio de Hilbert crece
exponencialmente

Dy ~ (14 m)(1 = 1/my)™)T, (3.21)

provocando asi que Sy = —Log(Tr(p%)) crezca de forma lineal.
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Figura 3.10: Termalizacién del subsistema de dos sitios. Al inicio las probabilidades de
ocupacion del subsistema estan bien definidas, P, =1y P, = 0 para n # 2. Cuando se deja
evolucionar el sistema el promedio de las ocupaciones tienden a una distribucién como la
mostrada por las barras azules de la figura inferior (promedio sobre los primeros 100 ms de
evolucién). Estas ocupaciones se comportan de forma muy parecida a las predicciones hechas
por un ensemble canénico con una temperatura efectiva de T' = 2,77nK (barras naranjas de
la figura inferior).
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Figura 3.11: Dindmica de la entropia. A medida que el subsistema se equilibra, como
se muestra en la Figura 3.9, la entropia de entrelazamiento local incrementa mientras la
entropia global permanece en un valor constante igual a cero. A diferencia del subsistema de
un sitio, el valor de la entropia en este caso es aproximadamente el doble que en caso anteriro
lo que podria ser una muestra del crecimiento lineal de la entropia de entrelazamiento como
funcién del tamano del subsistema.
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3.5 Subsistema de tres sitios

De manera andloga al caso de dos sitios, cuando el subsistema en cuestion
consta de tres sitios los elementos de la matriz de densidad reducida ps que
son automaticamente cero por la conservacion del ntmero de particulas son
aquellos elementos de la forma

(munans|pa|yn) = 3 (bl (munans|plninyns) |b), (3.22)
b

en los que no se cumple la siguiente igualdad

ny + ng + ng = n} +nh + nk.

Dada la simetria del sistema se espera un comportamiento equivalente si se
toma la traza sobre los sitios 1,2 y 3 y sobre los sitios 4,5 y 6. En este caso
se observaran las propiedades del subsistema de sitios 1, 2 y 3. En la secciéon
B.5.3 se muestran los calculos hechos para obtener la matriz de densidad de
este subsistema. De la misma forma que en los casos anteriores al tomar el pro-
medio temporal de las ocupaciones (las cuales se muestran en la Figura 3.12)
se obtiene la distribucién que se muestra en las barras azules de la Figura 3.13.
Cuando se realiza un ajuste a una distribucién térmica se obtienen las barras
en naranja, que son las probabilidades de ocupacion calculadas con el ensemble
canonico a una temperatura efectiva de T' = 4,48 nK.

Como se habia mencionado, la entropia de entrelazamiento crece linealmen-
te con el tamano del subsistema, para el caso del subsistema de tres sitios se
muestra la evolucién en la Figura 3.14. En este caso la entropia oscila alrede-
dor de su valor promedio S123(t) = 2,822 lo cual concuerda con lo planteado
anteriormente, que la entropia de entrelazamiento es aproximadamente propor-
cional al tamano del subsistema. Comparando el tiempo en el que relaja este
subsistema con los dos analizados anteriormente se puede concluir que el tiem-
po de relajacién de las ocupaciones no depende en gran medida del tamano del
subsistema, pues para los tres casos la entropia y las ocupaciones se estabilizan
alrededor de los primeros 10 ms de evolucion.

3.6 La temperatura efectiva y la entropia de entrelaza-
miento

Una pregunta fundamental en el célculo de las temperaturas de los ensem-
bles es ;Cémo esta depende de los parametros del Hamiltoniano J, y U? Si
esta se comporta de forma andloga a la temperatura en un sistema térmico
uno podria esperar que crezca con J,, pues .J, se comporta como la energia
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Figura 3.12: Dindmica de ocupaciones para tres sitios. A diferencia de los dos ca-
sos anteriores las probabilidades de ocupacién tienen una distribucién mas dispersa que no
es superior a 0.3 en ningun caso. Como se podria esperar, en este caso la distribucion es
aproximadamente simétrica con respecto a tres particulas.
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Figura 3.13: Termalizacién del subsistema de 3 sitios. Las probabilidades de ocupacién
tienden a una distribucién térmica como en los dos casos anteriores. Al tomar el promedio
temporal de cada una de las ocupaciones durante los primeros 100 ms de evolucion se observa
las similitudes entre una distribucién canénica a una temperatura efectiva de T' = 4,48 nK
y la distribucion del promedio de las ocupaciones.
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Figura 3.14: Dinamica de la entropia de entrelazamiento. La entropia de entrelaza-
miento termaliza a un valor que es aproximadamente el triple que la entropia para un sitio. Lo
cual muestra el crecimiento lineal de esta cantidad como funcién del tamano del subsistema.

cinética de las particulas en la red mientras que U es la energia de interaccion
entre atomos.

Para el caso del subsistema de 1 sitio la temperatura se comporta de forma
continua en el régimen de interacciones altas .J,; /U < 1, como es el caso ana-
lizado en el trabajo (J;/U = 0,64), la temperatura incrementa continuamente
como incrementa J, /U y para el régimen de interacciones débiles con respecto
a la energia cinética J,/U > 1 comienza a oscilar. Esta relacién se muestra en
la Figura 3.15.

Por otro lado, como se habia mencionado antes, dado el crecimiento expo-
nencial en el espacio de Hilbert del sistema, la entropia de Rényi crece apro-
ximadamente lineal como funcién del nimero de sitios como se muestra en la
Figura 3.16. Sin embargo, ya que el sistema completo es puro, como se muestra
en los primeros resultados de este capitulo, su entropia es constante y nula,
lo que conduce a concluir que la entropia mostrada en la Figura 3.16 decrece
continuamente para los subsistema de 4 y 5 sitios para llegar a un valor de cero
cuando el subsistema coincide con el sistema completo.
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Figura 3.15: Temperatura efectiva para un sitio. La temperatura asociada al ensemble se
comporta de forma continua para el caso de interraciones grandes con respecto a la energia
cinética mientras que para el régimen de interacciones debiles con respecto a la energia
cinética presenta .°scilaciones” que crecen con la enegia cinética.
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Figura 3.16: La entropia de Renyi. Ya que el sistema evoluciona unitariamente, la entropia
del sistema completo permanece constante y en un valor igual a cero. Por esta razén la
entropia de Renyi se comporta de forma lineal como funcién del tamano del subsistema sélo
cuando este es pequeno en comparaciéon con el sistema completo pues cuando el tamano del
subsistema es comparable con el del sistema completo la entropia se aproxima a cero.
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Capitulo 4

Conclusiones

Entender el comportamiento de los sistemas cerrados de muchos cuerpos es
un problema abierto que involucra diferentes areas de la fisica como la mecani-
ca cuantica y la fisica estadistica. Aun cuando ha habido grandes esfuerzos
tedricos y muchas conjeturas se han hecho sobre el tema, como es el caso de la
ETH, la termalizacién en sistemas cuanticos cerrados no ha podido ser expli-
cada desde primeros principios.

En este trabajo se analizé el comportamiento de uno de estos sistemas que,
sorprendentemente, con solo seis particulas interactuantes termaliza. Se analizé
el comportamiento de las cantidades global y de los subsistemas. Se encontré
que las matrices de densidad reducidas para diferentes subsistema se hacen
indistinguibles de las de un ensemble térmico. Ademas, la termalizacion de es-
tas cantidades estd muy relacionada con la entropia de entrelazamiento que se
genera entre diferentes partes del sistema.

En particular, para el caso del subsistema de un sitio se encontré céomo
varia la temperatura efectiva del ensemble térmico como funcién del cociente
entre el acoplamiento tunel y la energia de interaccién J, /U, como se mostrd
en el analisis, el comportamiento de esta cantidad es continuo y creciente para
J»/U < 1. Cuando la energia de interaccién es menor que el acoplamiento tinel
Jz/U > 1 hay un cambio dréstico en el comportamiento de la temperatura.

Hay diferentes caminos que se podrian seguir en el estudio de estos siste-
mas y sus propiedades. Con el codigo desarrollado se podria indagar cuestiones
sobre el comportamiento de otros sistemas cerrados mas pequenos o mas gran-
des que el que se presenta aqui. Analizar otros observables para saber si estos
también termalizan. Otra pregunta interesante es la dependencia con respecto
a las condiciones iniciales del sistema ;Para cualquier condicién inicial los sub-
sistemas termalizan?

La hipétesis de termalizacién es una guia para entender las conexiones en-
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tre los sistemas microscopicos y los fendmenos macroscopicos. Lo que permite
hacer predicciones verificables en diferentes sistemas. Ademads, con lo grandes
avances experimentales que se tienen hoy en dia es posible comparar estos re-
sultados obtenidos numéricamente con los que se obtienen en el laboratorio.
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Apéndice A

La Matriz de Densidad

Considere una mezcla de estados cuénticos independientes |, ), n = 1,2,3-- -,
con pesos estadisticos wy,. Los estados |i,) no necesariamente son ortonorma-
les entre si. El operador de densidad que describe este sistema se define como
31]

p=> wi|tr) (. (A1)
K

Cuando se tiene un sistema como este, se dice que se cuenta con una mezcla
estadistica de estados. En el caso en el que se conoce el estado del sistema,
Yy = |1), se tiene que w, = 0sin # ky w, = 1sin =k, es decir, la
probabilidad de que el sistema esté en el estado |¢) es 1. En este caso se dice
que el sistema estd en un estado puro y el operador de densidad para este
sistema es simplemente

p=1[v) (] (A.2)

En esta seccién se demostraran algunas propiedades del operador de densi-
dad (tanto para el caso de un sistema puro, como para una mezcla estadistica
de estados) a partir de la definiciéon dada por la ecuacién (A.1).

Estados puros

Sea |1) el estado del sistema en cuestién. Sea {|¢;)} una base del sistema,
completa y ortonormal, es decir, cumple que

D o) (il =1, (A.3)
(9ildj) = dij.
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El estado del sistema se puede expresar como combinacion lineal de la base

{l¢4)} como

) = Z a; |¢i) , (A.4)

1

(Wl =Y aj{gul,

Z/

donde a; = (¢:|Y) y a); = (¥|¢i). Como [¢)) estd normalizado se cumple

que ) . la;|> = 1. Las propiedades bésicas del operador de densidad que se
mostraran son:

1. El elemento diagonal p;; es la probabilidad de que el sistema esté en el
estado |¢;).

Por definicién, la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
|¢i) es |a;|? = a;al. Usando las ecuaciones (A.4) se tiene que el elemento
de matriz p;; es

i = (il ploi) = (@il w) (Wlei) = aiaf = |ail*.
Por lo tanto, p;; es la probabilidad de que el sistema esté en el estado [1);).

De la propiedad 1 se tiene que p;; = |a;|?, como el estado del sistema esta
: 12— L
normalizado, se cumple que ) . |a;|* = 1, por lo tanto ) . p; = 1.

3. Si A es un observable, el valor esperado de A es:
(A) =Tr(pA).
Por definicién (A) = (| A [¢). Usando las ecuaciones (A.4) se tiene que
(A) = (W Al) =) apai (| Algi) = an/ (6| Aloi)
22"

=) (il plow) (o] Ales) -

i

Usando la completez de la base {|¢;)} se obtiene

(A) =" (6il pAlei) = Tr(pA).

1

4. p es Hermitiano, es decir, p! = p.
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p es Hermitiano si cada elemento p;; cumple que p;; = p}‘l Calculando
estos elementos se tiene

pij = (@il plds) = (dlY) (Pldj) = a; j,
ji = <¢J| p’¢l> <¢]’w> <¢’¢’L> - J 17
de donde p;j = p3;.
5. Idempotencia, p? = p.

p*=pp =) (W) (] = [0) 1 (0] = [¥) (] = p.

Mezcla estadistica de estados

En este caso el operador de densidad estd definido por la ecuacién (A.1),
donde wy, es el peso estadistico del estado |¢).

Cada estado [1;) se puede expresar como una combinacién lineal de la base

[y = > af |oi) (A.5)
(Wrl = > " (oul,

/L'/

donde a¥ = (¢;|1r) v ab* = (g|p). Sustituyendo las ecuaciones (A.5) en
la ecuacién (A.1) se obtiene la representacion de p en la base {|¢;)}:

pP= Zwka y |¢z ¢z” . (A-6)

kii’

Usando las ecuaciones (A.3) se tiene que los elementos de matriz en esta
representacion son:

= (@ilplom) =D wpalaf (&1]6:) (dw|om) = Zwka’“*al (A7)

kit!

El operador de densidad que describe a una mezcla estadistica de estados
tiene las siguientes propiedades:

1. Dada una base del sistema {|¢;)}, el elemento diagonal p;; es la probabi-
lidad de que el sistema esté en el estado |¢;).
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La probabilidad de que el sistema esté en el estado |x) es wy y la pro-

babilidad de que |1) esté en el estado |¢;) de la base es |a¥|2. Por lo
tanto la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |p;) es

>, wylaF|?. Calculando el elemento de matriz p;; en la base {|¢;)}:
pii = (@il p|di) = Zwk (il o) (Vrlei) = Zwka =) wilaf]”
k

Por lo tanto p;; es la probablhdad de que el sistema se esté en el estado

|P3).

. Tr(p) = 1.

k]2 Entonces, por con-

En el inciso anterior se obtuvo que py; = >, wila
servacion de probabilidad tenemos

=2 pi =0 ) et =) jwi ) laff? =

. Si A es un observable, el valor esperado de A es:

(A) =Tr(pA).

Como se cuenta con una mezcla estadistica de estados, el valor espera-
do de A es la suma de los valores esperados de A en el estados puro
|¢,) multiplicada por el peso estadistico correspondiente wy [9]: (A) =
Zk wi, (V]| Altg). Usando las ecuaciones (A.5) tenemos

Zwkall a; (Pir| Alpi) .

kii’

Con la ecuacién (A.7) y usando la relacién de completez (A.3) de la base
{|¢i)} se obtiene

= pir (dul Alei) = D (diloloir) (Gl Algi) = > (dilpAlgs) = Tr(pA).

20’ )

4. p es Hermitiano, es decir, p! = p.

De la ecuacién (A.7) se tiene que
Pml = Zk wka al )

Zk U}kal am.

Tomamos el conjugado del elemento p,,;
Prg = Zwkak*al Zwka al = Pim.-

Por lo que cada elemento de p cumple que p,,; = p; . Entonces p es
Hermitiano.
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5. Tr(p?) < Tr(p)?.

Suponga que la matriz de densidad ha sido transformada a su representa-
cién diagonal, siendo W, el n-ésimo término de la diagonal, entonces

Tr(r?) = 32, W3,
Tr(pf = (3, Wa)?

La parte derecha de la segunda ecuacién siempre es mayor o igual a la
parte derecha de la primera, esto por la desigualdad del tridngulo. Para
que se cumpla la igualdad es necesario que todas excepto una de las W,
sean iguales a cero, es decir sélo si el sistema es puro.

El significado fisico de los elementos de la matriz de densidad

Como se demostrd antes, dada una base ortonormal {|¢;)}, los elementos
diagonales de la matriz de densidad p; son la probabilidad de que el sistema
esté en el estado |¢;). Esto significa que si se hace la misma medicién sobre
N(N >> 1) sistemas con las mismas condiciones se encontrard, en promedio,
que Npi; sistemas se encuentran en el estado |¢1); Npoo sistemas, se encuen-
tran en el estado |p2) etcétera. Por esta razén a los elementos diagonales de la
matriz de densidad se les llama poblaciones.

Los elementos no diagonales de la matriz de densidad p;, se presentaron en
la ecuacién (A.7),

E : kx k
Plm = wkan;(al :
k

El término aff,;" af es la interferencia o traslape que hay entre los estados

|dm) v |¢1) el cual aparece si el estado [¢;) es una superposicién coherente de
los dos estados |¢m,) v |¢7). Si se tiene que pp, = 0, esto significa que no hay
interferencia entre los estados |¢n,) v |¢;). Por lo tanto se tiene que el siste-
ma estd en una superposiciéon coherente de la base {|¢;)} si [32] su matriz de
densidad es no diagonal en la representacién de {|¢;)}. Por otro lado, si p es
diagonal entonces se dice que el sistema esta en una superposicion incoherente

de la base {|¢;)}.

Es por esto que a los elementos no diagonales de la matriz de densidad se les
llama coherencias. A diferencia de los elementos diagonales pj;, los cuales son

una suma de nimeros reales positivos (probabilidades), los elementos no diago-

nales son una suma de niimeros complejos, pues en general af?,;‘ af es complejo.

Observe que las coherencias dependen de la base que se escoja.
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La ecuacién de Liouville

En esta seccién se derivara la ecuacion de evolucién temporal del operador
de densidad, la cual se conoce como la ecuacion de Liouville o de Liouville-von
Neumann.

La evolucion en el tiempo de un estado cuantico esta descrita por la ecuacion
de Schrodinger

Ol6)

Oy o) (A8
y la ecuacién de Schrodinger para el estado adjunto (i(t)| es
0
~in O o) e (A9)

Si la condicién inicial del sistema es [1(0)), entonces el estado del sistema al
tiempo t estd dado por

(1)) = U(#) [¢(0)) , (A.10)
(W) = (WO U (1),

donde U(t) es el operador de evolucién temporal. Sustituyendo las ecuaciones
(A.10) en las ecuaciones (A.8) y (A.9) obtenemos

L oU(t
im0 () = HOU ) [0(0)).
Lo cual se puede escribir como una ecuacién de operadores
zhag—f) = H(t)U(t), (A.11)
T
—maUa—t(t) — U H). (A12)

Las ecuaciones (A.11) describen la evolucién temporal para los operadores

U(t) y Ut(t), estas ecuaciones se usaran para derivar la ecuacién de Liouville.
Suponga que se conoce la condicién inicial del operador de densidad del sistema

p(0) = " wy [1o(0)) ($(0)x] - (A.13)
k

El operador de densidad al tiempo ¢ seré entonces

pt) =) wi[()r) ()| - (A.14)
k




63

Usando los operadores de evolucién temporal y las ecuaciones (A.13) y (A.14)
se tiene que

p(t) =Y wil(#) [(0)x) ((0)&| UT(2)
k

= U(t) (Z wy, [9(0)k) <¢(0)k> Ut(t)
K

= U()p(0)U ().
Por lo tanto
p(t) = UMp(O)UT (¢). (A.15)

Tomando la derivada parcial con respecto al tiempo en la ecuacién (A.15)
y usando las definiciones (A.11)

T
20 = 20 01011 + U p(0) 2
=~ HOU®pOU' (1) + U0)p(0) U H(?)
= —5(H(®)p(t) = p()H ()
= —5[H(®). p(t)
Por lo tanto
200 = (1 (), p(e) (A.16)
ot T '

La ecuacién (A.16) describe la evolucién temporal del operador de densidad,
a esta ecuacion se le conoce como la ecuacién de Liouville o de Liouville-von
Neumann. La ecuacién (A.16) frecuentemente se escribe en la forma

20 — L)

donde L es el operador de Liouville que se define como L(t)p(t) = —% [H(t), p(t)].

Observe que la ecuacién de Liouville no corresponde a la ecuacién de movimien-

to de Heisenberg para un operador A en la representacion de Heisenberg Ag
0An ()

ihT = —[H(t), Au(t)],
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esta ecuacion describe la evolucién temporal del observable Ay. Ademas de la
diferencia en el signo en la ecuacién de Liouville con respecto a la ecuacion de
Heisenberg, la ecuacion de Liouville es valida para el operador de densidad en la
representacion de Schrodinger, mientras que la ecuacién de Heisenberg describe
la evolucion en el tiempo de operadores en la representacion de Heisenberg.

A.1 El operador de densidad reducido, la traza parcial

En la introduccion del operador de densidad, en la seccién anterior, se en-
contré que el valor esperado de cualquier operador del sistema es (A) = Tr(pA)
donde p es el operador de densidad del sistema. Considere ahora que el operador
A es un operador del subsistema S, entonces por definicién

(As) = Tr(p(As @ 1p)).

Sean {|s)} y {|b)} bases completas y ortonormales del subsistema S y B res-
pectivamente, entonces, la ecuacién anterior se puede escribir de la siguiente
forma:

(As) = D (sblo ) (W] As @ 1y|sb)
s,8",b,b/

= ) (sblp|s't) (s'] Agls) (] @ [b) (A.17)

s,s',b,b/
=) (sblols'b) (s'] Ags)
s,8",b

Se define el elemento de matriz pi. del operador de densidad reducido del
subsistema S (el cual se denotard como p*) como [30]:

Pag = Z (sb|p|s'D) . (A.18)
b

Con la definicién dada en la ecuacién (A.18) el valor esperado del operador A
se puede escribir de la forma

Zpss/ | Asls) = Trs(p’ As),

a la operacién definida en la ecuacién (A.18) se le llama traza parcial, en
este caso, sobre el ambiente B y se denotada por Try(-). De la misma forma, se

define el operador de densidad reducido del ambiente (denotado por p?) como

Py = (sblplst)).

S
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En general si se tiene un sistema cudntico abierto compuesto de varios sub-
sistemas, el operador de densidad reducido de uno de estos subsistemas se define
como la traza parcial sobre los demas subsistemas del operador de densidad
del sistema completo [30] y puede ser usado para describir el comportamiento
del subsistema que se encuentra en interaccién con los demas subsistemas.

Si se consideran operadores globales definidos por la suma

A= As+ Ay,

entonces el valor esperado de A sera

(A) = Tr(pAs + pAp) = Tr(pAs) + Tr(pAp)
= Try(p°As) + Trs(pPAp).
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Apéndice B

Cdédigo Computacional

B.1 Construccién de la base del espacio de Hilbert

La base del espacio de Fock esta constituida por los nimeros de ocupacion
de los atomos en cada uno de los sitios de la red

{‘n17n27n37n4an5'n6>}7 (Bl)

donde n; es el nimero de atomos en el sitio 7 y por conservacién del niime-

. 6 .
ro de particulas se cumple que Y .11 = 6. Como se menciona en el texto
principal hay que tomar en cuenta la indistinguibilidad de las particulas al mo-
mento de escribir la base. El cddigo para crear la base del espacio es el siguiente

cuenta = 1 # Contard el nimero de estados creados por el cédigo.
B = zeros((462,6)) # Matriz que contendra en sus filas la base del
hamiltoniano en arreglos de 6 digitos.

for i = 1:6 # Configuracién 6 (genera los estados en los que hay 6 particulas
en un sélo sitio)
c = zeros(6)
clil = 6
B[cuenta,1:6] = ¢
cuenta += 1
end

for i = 1:6 # Configuracién 5,1 (genera los estados en los que hay 5
particulas en un sistio y 1 en otro).

for j = 1:6
c = zeros(6)
if i l= ]
cl[i] = 5

cljl =1
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20
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23
24
25
26
27
28
29
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31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

68 APENDICE B. CODIGO COMPUTACIONAL

Blcuenta,1:6] = ¢
cuenta += 1
end
end
end

for i = 1:6 # configuracion 4,2

for j = 1:6
if i 1= j
c = zeros(6)
c[i] = 4
cljl =2

Blcuenta,1:6] = ¢
cuenta += 1
end
end
end

for i = 1:6 # configuracion 4,1,1
for j = 1:6

for 1 =1:j-1

if (i 1=3) && (i '=1)

c = zeros(6)

cli]l = 4
cljl =1
c[1] =1

Blcuenta,1:6] = ¢
cuenta += 1
end
end
end
end

for i = 1:6 # configuracién 3,3

for j = 1:6
if i< j
c = zeros(6)
c[i] = 3
cljl =3

B[cuenta,1:6] = ¢
cuenta += 1
end
end
end

for i = 1:6 # configuraciéon 3,2,1
for 16

J 1
for 1 1:6




65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112

B.1. CONSTRUCCION DE LA BASE DEL ESPACIO DE HILBERT

69

if (G 1=1) & (1 1= 3) & (1 '= 1)
c = zeros(6)

cli] = 3
cljl =2
c[1l] =1

Blcuenta, 1:6] = ¢
cuenta += 1
end
end
end
end

for i = 1:6 # configuracién 3,1,1,1

for j = 1:6
for k = 1:j-1
for 1 = 1:k-1
if (1 !'=3) & (A '=k) & (i !=1)
c = zeros(6)
c[i] = 3
cljl =1
clk] =1
c[1] =1
B[cuenta,1:6] = c
cuenta += 1
end
end
end
end
end

for i = 1:6 # configuracion 2,2,2
for 1 = 1:i-1
for j = 1:1-1
if A!'=3)& @ !'=1)& (G !'=1
c = zeros(6)

cli] = 2
cljl =2
c[1l] = 2

Blcuenta,1:6] = ¢
cuenta += 1

figuracién 2,2,1,1

h

(o]

H

[

Il

—
o

I H#t
18
.S
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114 if A1=3)& @ !=k) & @!'=1) & G!'=k &(
I=1) & (k !'=1)

115 c = zeros(6)

116 cli] = 2

117 cljl =2

118 clk] =1

119 cl[1] 1

120 Blcuenta, 1:6] = ¢

121 cuenta += 1

122 end

123 end

124 end

125 end

126 end

127

128 for i = 1:6 # configuracién 2,1,1,1,1

129 for j = 1:6

130 for k =1

131 for 1

132 fo 1:1-1

133 @'!'=3)& @ !'=k) & (1!'=1) & ({1 '=m

134 c = zeros(6)

135 cli] = 2

136 cljl =1

137 c [k] 1

138 c[1] 1

139 cm] =1

140 Blcuenta,1:6] = ¢

141 cuenta += 1

142 end

143 end

144 end

145 end

146 end

147 end

148

149 ¢ = ones(6)# configuracion 1,1,1,1,1,1

150 B[cuenta, 1:6] = ¢

151 cuenta

152 462 # numero total de estado creados.

:j-1

= 1:k-1

rm=
if

Para ordenar los elementos de la base se crean los dos diccionarios D1 y D2
para identificar con un niimero natural del 1 al 462 a cada elemento y viceversa,
identificar a cada estado con su respectivo niimero. Asi, para saber el niimero
asociado al estado [2,1,1,2,0,0] se escribe D2[[2,1,1,2,0,0]] y el estado asociado
a un nimero m D1[m]

1 D1 = Dict(i => B[i,1:6] for i=1:462)
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D2 = Dict(B[i,1:6] => i for i=1:462)

B.2 Operadores de creacién y aniquilacién y producto
interior

Teniendo la base del espacio de Hilbert se procede a construir los elementos
de matriz de los operadores involucrados en el Hamiltoniano. El cédigo para
generar las funciones de los operadores de creacion y aniquilaciéon bz, b; son dos
funciones b y b; que actian sobre vectores de estado de la misma forma que
actuan los operadores de creacién y aniquilacién

b; |n1,n2, ey NG,y n6> =+vn; +1 |n1,n2, eamng + 1 ...,n6>

B.2
b;r In1,na, ..., ni, ..ng) = \/n_i|n1,n2,...,ni+1,...,n6>. (B:2)
function b(j,v) # Operador de aniquilacién en el sitio j del estado
v = [n1, ng, ng, ng, ns, ng|
m = vl[j
if m != 0 # Sdlo actla en el estado cuando el nimero de particulas es
diferente de cero
m-=1

ml = zeros(length(v))
for i = 1:length(v)
mi[i] = v[i]
end
mif[j] =m
return sqrt(m+1), ml
else # Si el estado no tiene particulas en el sitio j la funcidn regresa el
estado nulo.
return 0, zeros(length(v))
end
end

function b_t(j,v) # Operador de creacién de una particula del sitio j en el
estadov = [n1, ng2, n3, n4, ns, ng)
m = v[j]
if (m < 6) & (m >= 0) # El operador sélo actiia en estados donde el
sitio j tenga menos de 6 particulas.
m += 1
ml = zeros(length(v))
for i = 1:length(v)
mi[i] = v[i]
end
mif[j] =m
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return sqrt(m), ml
else
return 0, [0,0,0,0,0,0]
end
end

function pdot(a,b) # Se define el producto interior entre dos kets en la base

end

de
n

numero.
=1.0

for i = 1:length(a)

if ali] == b[i]

n x= 1
else
n *x= 0
end
end
return n

B.3 Construccion del Hamiltoniano

El Hamiltoniano del sistema estd dado por la ecuacién (3.1), el cual estd
construido en términos de los operadores de creacién y aniquilacién definidos
antes. Para calcular los elementos de matriz en esta base se usan las funciones
definidas antes. Por ejemplo para el operador de ntimero del tercer sitio N3 se
tiene que

Ns,.. = (n|blbi|m)

(B.3)

donde el estado n estd guardado en la matriz B como B[n, 1 : 6] y la funcién
pdot() realiza la operacién de producto interior en el espacio. Dado un valor
para J, y para U los operadores que estan involucrados en el Hamiltoniano son

Jx = 66 # (Unidades: Hz), h =1
103 # (Unidades: Hz), h =1

U

N_1 = Diagonal(zeros(462,462)) # Se construyen los operadores de

numero de cada sitio IV; = bl{ b; los cuales son diagonales en esta base.

Diagonal (zeros(462,462))

= Diagonal (zeros(462,462))

Diagonal (zeros(462,462))
Diagonal (zeros(462,462))
Diagonal (zeros(462,462)) ;
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for i in 1:462 # Se calculan los elementos de matriz de cada operador de
nimero.
N_1[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(1,b(1,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(1,B[i,1:6]) [1])*(b_t(1,b(1,B[1,1:6]) [2]) [1])
N_2[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(2,b(2,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(2,B[i,1:6]) [1])*(b_t(2,b(2,B[1,1:6]) [2]) [1])
N_3[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(3,b(3,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(3,B[i,1:6]) [1]1)*(b_t(3,b(3,B[1,1:6]) [2]) [1])
N_4[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(4,b(4,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(4,B[i,1:6]) [11)*(b_t(4,b(4,B[i,1:6])[2]) [1])
N_5[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(5,b(5,B[1i,1:6])[2])[2])*(b
(6,B[i,1:6]) [1])*(b_t(5,b(5,B[i,1:6]) [2]) [1])
N_6[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(6,b(6,B[i,1:6])[2])[2])*(b

(6,B[i,1:6]1)[1]1)*(b_t(6,b(6,B[i,1:6]1)[2]1)[1]1)
end

N = Diagonal ((N_1x(N_1-eye(462,462))) + (N_2*(N_2-eye(462,462)))
+ (N_3*(N_3-eye(462,462))) + (N_4*x(N_4-eye(462,462))) + (N_5
*(N_5-eye(462,462))) + (N_6x(N_6-eye(462,462))));

A12 = zeros(462,462) + se construyen los operadores de intercambio de
particulas entre sitios vecinos A;; = bj:bj

A23 = zeros(462,462)
A34 = zeros(462,462)
A45 = zeros(462,462)
A56 = zeros(462,462);

for i = 1:462
for j = 1:462

A12[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(1,b(2,B[j,1:6])[2])[2])*(b
(2,B[j,1:61) [11)*(b_t(1,b(2,B[j,1:6])[2]1) [1])

A23[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(2,b(3,B[j,1:6])[2])[2])*(b
(3,B[j,1:6]1) [11)*(b_t(2,b(3,B[j,1:6]) [2]) [1])

A34[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(3,b(4,B[j,1:6])[2])[2])*(b
(4,B[j,1:6]1)[11)*(b_t(3,b(4,B[j,1:6])[2]) [1])

A45([i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(4,b(5,B[j,1:6])[2])[2])*(b
(6,B[j,1:6]) [1])*(b_t(4,b(5,B[j,1:6])[2])[1])

A56([i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(5,b(6,B[j,1:6])[2])[2])*(b

(6,B[j,1:6]1) [1])*(b_t(5,b(6,B[j,1:6])[2]) [1])
end
end

A21 = transpose(A12) # Estos operadores tienen elementos reales y por lo
tanto Aij es el transpuesto de Aji

A32 = transpose(A23)

A43 = transpose(A34)
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A54 = transpose(A45)
A65 = transpose(A56);

A = A12 + A23 + A34 + A45 + AG6 + A21 + A32 + A43 + Ab4 + A65; #
Correspondiente a la primera parte del Hamiltoniano

H = -Jx*A + (U/2)*N # Hamiltoniano del sistema en la base de nimero.

B.4 Diagonalizacion del Hamiltoniano

Para realizar la diagonalizacion del Hamiltoniano se usa una funcién nativa
del lenguaje Julia llamada eigfact!, la cual recibe una matriz cuadrada A y
regresa un objeto F' que contiene los autovalores de A en F[: values| y los
autovectores en las columnas de la matriz F'[: vectors]. eigfact es una funcién
contenida en el paquete LAPACK? (Linear Algebra PACKage), el cual provee
subrutinas para la solucion de sistemas de ecuaciones simultaneas lineales, so-
luciéon por minimo cuadrados de sistemas de ecuaciones lineales, problemas de
valores propios y valores singulares. Asi el k-ésimo vector puede ser obtenido de
la forma F[: vectors][:, k| mientras que el k-ésimo valor propio es F'[: values][k]

F = eigfact(H) # F contiene la factorizacién espectral de H.

for i = 1:462
H[i,i] = F[:values] [i]

end

H = Diagonal(H) # Hamiltoniano diagonalizado (con sus eigenvalores en la
diagonal)

P = F[:vectors]; # Matriz de cambio de base constituida por los vectores
propios de H

P1 = inv(P); # P1 es la inversa de P de tal forma que P¥*A*P1 es la
representacion en la base de la energia de un operador A en la base de
ndmero.

Cada uno de los estados construidos en la matriz B se corresponde con un
vector candnico de 462 entradas donde la m-ésima entrada es 1 y el resto cero.
Esta representacion matricial de los estados se construye en la matriz n la
representacion matricial de los elementos de la base en el espacio de Fock. En
la matriz e se almacenan los elementos de la base de Fock en la representacion
de la energia.

n = eye(462,462) ;# estados en la base de niimero de particulas.
e = Pil#*n;# Estados de la base de Fock en la representacién de la
energia(vectores columna)

lPara més detalles de la funcién ver la documentacién directamente en la pégina
https://docs.julialang.org/en/release-0.4/stdlib/linalg.
2http://www.netlib.org/lapack/
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El estado del sistema al tiempo t se escribe de la siguiente forma

() = Y (Bl W(0) e " |By) (B4)

n

en la cual se ha tomado i = 1. Y se divide el tiempo por el factor 10° para
medir el tiempo en milisegundos.

function psi(t,psi_0,eigenvals,eigenvecs) # psi() es una funcion que
toma como argumentos al tiempo t, el estado inicial del sistema psiO, un
vector con los valores propios del Hamiltoniano eigenvals y una matriz que
contiene en sus columnas los vectores propio de H.
sum = zeros(length(eigenvals))
for n = 1:length(eigenvals)
sum += dot(eigenvecs[:,n],psi_0)*exp(-im*eigenvals[n]*(t
/1000) ) *eigenvecs[:,n]
end
return sum
end

Dado que el sistema se encuentra en un estado puro, la matriz de densidad
para cualquier tiempo ¢ esta dada por

p(t) = W) (V| (B.5)

function rho(t,psi_0,eigenvals,eigenvecs)
x = psi(t,psi_0,eigenvals,eigenvecs)
return kron(x’,x)

end

Hasta este punto, se pueden usar las funciones ya definidas y la diagonaliza-
cion del Hamiltoniano para calcular valores esperados de diferentes operadores
usando simplemente la ecuacién

(4) = Tr(pA)
Por ejemplo una cantidad que se puede calcular, es la evolucién en el tiempo
del valor esperado de los operadores de nimero, ver Figura 3.4.

(Ni(t)) = Tr(p(t)Ni)

m = D2[[1,1,1,1,1,1]] +# Estado inicial del sistema
delta_t = 0:0.5:16 # intervalo de t
t_s = [t for t in delta_t]
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graf_1 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_1%P)) for t =
delta_t];

graf_2 = [trace(rho(t,el[:,m],F[:values],P)*(P1*N_2%P)) for t =
delta_t];

graf_3 = [trace(rho(t,el[:,m],F[:values],P)*(P1*N_3%P)) for t =
delta_t];

graf_4 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_4%P)) for t =
delta_t];

graf _5 = [trace(rho(t,el[:,m],F[:values],P)*(P1*N_56%P)) for t =
delta_t];

graf_6 = [trace(rho(t,el[:,m],F[:values],P)*(P1*N_6%P)) for t =
delta_t];

Hasta este punto no se pueden calcular valores esperados para subsistemas
pues necesitamos la matriz de densidad que describa el estado de un subsistema
considerando la interaccién al resto del sistema como un bano térmico. Para
esto se calcula la matriz de densidad reducida para diferentes subsistema.

B.5 La traza parcial

B.5.1 Matriz reducida de un sitio

Como se demostré en el texto principal, la matriz de densidad reducida para
un sitio tiene un forma muy sencilla pues es diagonal y de dimension 7 x 7.
En este caso se define una funcién partial_trace que recibe como argumentos
la matriz de densidad del sistema completo p y un arreglo X que contiene en
su primer entrada todos los elementos que aportan al estado de cero particulas
en el sitio, en el segundo elemento contiene todos los estados que aportaran al
estado de una particula en el sitio... etc.

function partial_trace(rho_t,X)

r0 = 0 # Poblaciones de la matriz de densidad reducida

rl =0

r2 =0

r3 =0

rd =0

r5 =0

r6 =0

x0 = X[1] # Contiene todos los estados del sistema completo que aportan
al estado de 0 particulas en el sitio.

x1 = X[2]

x2 = X[3]

x3 = X[4]

x4 = X[5]
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x5 = X[6]
x6 = X[7]

for i = 1:length(x0) # Se suman todas las aportaciones de los estados

para cada poblacién.

r0 += rho_t[x0[i] ,x0[il]
end
for i = 1:length(x1)

rl += rho_t[x1[i],x1[il]
end
for i = 1:length(x2)

r2 += rho_t[x2[i],x2[i]]
end
for i = 1:length(x3)

r3 += rho_t[x3[i],x3[i]]
end
for i = 1:length(x4)

r4d += rho_t[x4[i] ,x4[il]
end
for i = 1:length(xb)

r5 += rho_t[x5[i],x5[1]]
end
for i = 1:length(x6)

r6 += rho_t[x6[i],x6[i]]
end
rho_3_red = zeros(7,7)
rho_3_red[1,1] = real(r0)
rho_3_red[2,2] = real(rl)
rho_3_red[3, 3] real (r2)
rho_3_red[4,4] = real(r3)
rho_3_red[5,5] real (r4)
rho_3_red[6,6] real (r5)
rho_3_red[7,7] = real(r6)

return rho_3_red = Diagonal(rho_3_red) # La funcion regresa la
matriz de densidad reducida del sitio.
end

Por ejemplo, para el sitio 3 que se trata en el texto principal la construccion
del arreglo X es de la siguiente manera

x0 = []
x1 = []
x2 = []
x3 = []
x4 = []

x5 = []
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x6 = []
for j = 1:462
if D1[j]1[3] == O # Se usa el diccionario D1[j] para identificar si el
elemento j-ésimo de la base contiene un cero en el sitio 3. Si es asi este
elemento se almacena en x0.
push! (x0, j)
elseif D1[jI[3] == 1
push! (x1,3j)
elseif D1[j][3] == 2
push! (x2,j)
elseif D1[j][3] == 3
push! (x3,j)
elseif D1[j][3] == 4
push! (x4, j)
elseif D1[j][3] == 5
push! (x5, j)
elseif D1[j][3] == 6
push! (x6,j)
end
end

X = [x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6];

En el siguiente cédigo se muestra como se aplicaron estas funciones para el
calculo de la matriz de densidad reducida del sitio 3 para los primeros 100 ms
de evolucién.

m=

r00
rii
r22
r33
rd4
r55

r66 =

for

D2([[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema.

= []1 # Poblaciones de matriz de densidad reducida

t =0:0.5:100

rho_3 = partial_trace(Pxrho(t,e[:,m],F[:values],P)*P1,X) # Se
usa la funcidn de traza parcial para calcular las poblaciones en la base de
Fock y asi observar la evolucién de las poblaciones.

push! (r00,rho_3[1,1])

push! (r11,rho_3[2,2])

push! (r22,rho_3[3,3])

push! (r33,rho_3[4,4])

push! (r44,rho_3[5,5])

push! (r55,rho_3[6,6])

push! (r66,rho_3[7,7])
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end

B.5.2 Matriz reducida de dos sitios

Para el caso de dos y tres sitios no todos los elementos fuera de la diagonal
son nulos. Como se explicod esto depende del nimero de particulas de los dos
elementos de la base del subsistema. Asi para estos dos casos se comienza por
construir la base del subsistema. En este caso esta base contiene 28 elementos.

Base_12 = [[6,0],[0,6],[5,1],[1,5],[4,2],[2,4],[3,3],
(5,0],[0,5],[4,1],[1,4],[3,2],[2,3],
(4,0],[0,4],[3,1],[1,3],[2,2],
[3,0],[0,3],[2,1],[1,2],

[2,0],[0,2],[1,1],

[1,0],[0,1],

[0,0]1];

Se prosigue identificando todos los elementos de la base del sistema comple-
to que aportaran a cada uno de los elementos de la base del subsistema.

Edos_contr = [] # Edoscontr juega el papel del arreglo X que se usé para el
caso de un sitio.
for j = 1:length(Base_12)
Edo_j = []
for i 1:462
if (Base_12[j] == D1[i][1:2])
push! (Edo_j,1i)
end
end
push! (Edos_contr,Edo_j)

end

Por 1ltimo, el cédigo con el que se construye la matriz de densidad reducida
es el siguiente.

m = D2[[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema

for t = 0:0.5:100
r12 = complex(zeros(28,28))
rho_t_fock = load("sistema-completo/rho_$t.jld", "rho_t")
rho_t = Pxrho_t_fock*P1

for i = 1:length(Base_12)
for j = 1:length(Base_12)
qi = sum(Base_12[i])
qj = sum(Base_12[j])
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if (qi == qj) # El nlimero de particulas de los dos estados de
la base del subsistema es igual.
for k = Edos_contr[i]
for 1 = Edos_contr[j]
if (D1[k][3:6] == D1[1][3:6]) +# Sélo se
suman los estados diagonales del resto del sistema.
r12[i,j] += rho_t[k,1]
end
end
end
end
end
end

save("subsistema_12/sub12_t_$t.jld", "ri12", ri12) # Se almacena

cada matriz al tiempo t.
end

B.5.3 Matriz reducida de tres sitios

Para el caso de un subsistema con tres sitios se realizan los mismos pasos
que en el caso anterior. Se construye la base del subsistema que en este caso
consta de 84 elementos.

Base_123 = [[6,0,0], [0,6,0],[0,0,6],([5,1,0],[5,0,1], # Base del
subsistema de 3 sitios.
(1,5,01,0,5,1],[1,0,5],[0,1,5],[4,2,0],[4,0,2]
,[2,4,0],[0,4,2],[2,0,4],[0,2,4],[4,1,1],[1,4,1]
,[1,1,4]1,03,3,0],[3,0,3],[0,3,3],1[3,2,1]
,03,1,21,11,2,3],[2,1,31,[1,3,2],[2,3,1],[2,2,2]
,[5,0,0],[0,5,0],[0,0,5],[4,1,0],([4,0,1],[1,4,0]
,[0,4,1],[0,1,4],[1,0,4],[3,2,0],[3,0,2]
,[2,3,0],[0,3,2],[0,2,3],[2,0,3],[3,1,1],[1,3,1]
,[1,1,31,02,2,11,[2,1,2]1,[1,2,2]
,[4,0,0],[0,4,0],[0,0,4],[3,1,0],[3,0,1],[1,3,0]
,[0,3,1],[1,0,3],[0,1,3],[2,2,0]
,[2,0,2],[0,2,2],[2,1,1]1,[1,2,1],[1,1,2]
,[3,0,0],[0,3,0], [0,0,3],[2,1,0],[2,0,1],[1,2,0]
,[0,2,11,[1,0,2],[0,1,2],[1,1,1]
,[2,0,0],[0,2,0],[0,0,2],[1,1,0],([0,1,1],[1,0,1]
,[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]
,[0,0,011;

Para cada uno de los elementos de la base del subsistema se crea un arreglo
que contiene a todos los elementos de la base del sistema completo que apor-
tardn en la traza parcial sobre los tres restantes sitios.
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base_Q = []
for Q = 1:84
Q_n = []

for i = 1:462
if (Base_123[Q] == D1[i][1:3])
push! (Q_n,1i)
end
end
push! (base_Q,Q_n)
end

m = D2[[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema

for t = 0:0.5:100
r123 = complex(zeros(84,84))
rho_t_fock = load("sistema-completo/rho_$t.jld", "rho_t")
rho_t = P*xrho_t_fock*P1

for i = 1:84
for j = 1:84
qi = sum(Base_123[i])
qj = sum(Base_123[j])
if (qi == qj) # Una condicién necesaria para que el elemento ij
sea diferente de cero es que la suma de las particulas de los
estados i y j coicida.
for k = base_Q[i]
for 1 = base_Q[j]
if (D1[k][4:6] == D1[1][4:6]) +# Los estados
que aportan al elemento ij son aquellos que son
diagonales en el resto del sistema.
r123[i,j] += rho_t[k,1] #
end
end
end
end
end
end
save("subsistema_123_prueba/sub123_t_$t.jld", "r123", r123)
end

B.6 Calculo de las ocupaciones en un ensemble térmico

Uno de los métodos para realizar el calculo de las ocupaciones de algin sub-
sistema predichas por un ensemble térmico es la construcciéon de los operadores
de proyeccién |njnonsninsng) (ninansninsng| de todos los estados del sistema
completo que cumplan que en los sitios del subsistema que se estd analizando
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tengan un numero determinado de particulas.

Por ejemplo, en el caso del subsistema de tres sitios se tiene que los prime-
ros 28 elementos de la base del subsistema contribuyen a la probabilidad de
ocupaciéon Pg pues en todos ellos el subsistema tiene 6 particulas. Para el caso
en el que esos tres sitios sean los primeros tres tendremos entonces que

P6 = Z = |n1n2n3n4n5n6> (n1n2n3n4n5n6| . (B.6)
ni+na2+nz=6

De manera analoga para las ocupaciones restantes tenemos que

P, = Z = |ninansngnsng) (n1nangninsng| . (B.7)

ni+nz+ns=n

Y teniendo la matriz de densidad del ensemble térmico pg;- = 5ijeEi/ kT ge

tiene que la probabilidad de ocupacion de un nimero n de particulas en el
subsistema de tres sitios es

Tr(p" Py)

<Pn> = 7 ) (B'8)

donde Z = ), ePi/lvT eg 1a funcién de particién y el superindice e en el
operador de proyeccion indica que este se encuentra en la base de la energia.

En las siguientes lineas de cédigo se muestra la construccién de estos ope-
radores de proyeccién para el subsistema de tres sitios.

Ocupacion_6_123 = complex(zeros(462,462))
for j = 1:28
for i = 1:length(base_Q[j]) # baseQ[1:28] contiene todos los estados
del sistema completo que en los primeros tres sitios contienen 6
particulas.
Ocupacion_6_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][
il
end
end

Ocupacion_5_123 = complex(zeros(462,462))
for j = 29:49
for i = 1:length(base_Q[j]) # baseQ[29:49] contiene todos los
estados del sistema completo que en los primeros tres sitios contienen 5
particulas.
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Ocupacion_5_123 += kron(n[:,base_Q[j]l[i]]’,n[:

ill)
end
end

Ocupacion_4_123 = complex(zeros(462,462))
for j = 50:64
for i = 1:length(base_Q[j])

Ocupacion_4_123 += kron(n[:,base_Q[j][il]’,n[:

ill)
end
end

Ocupacion_3_123 = complex(zeros(462,462))
for j = 65:74
for i = 1:length(base_Q[j])

Ocupacion_3_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:

ill)
end
end

Ocupacion_2_123 = complex(zeros(462,462))
for j = 75:80
for i = 1:length(base_Q[jl)

Ocupacion_2_123 += kron(n[:,base_Q[j]l[i]]’,n[:

ill)
end
end

Ocupacion_1_123 = complex(zeros(462,462))
for j = 81:83
for i = 1:length(base_Q[j])

Ocupacion_1_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]l]’,n[:

il
end
end

Ocupacion_0_123 = complex(zeros(462,462))
j = 84
for i = 1:length(base_Q[jl)

,base_Q[j][

,base_Q[jlI[

,base_Q[jl[

,base_Q[jl[

,base_Q[jl[

Ocupacion_0_123 += kron(nl[:,base_Q[j][i]l]’,n[:,base_Q[j][i]1]1)

end

P0_123 = P1x0cupacion_0_123*P # Se escriben los operadores de proyeccion

en la base de la energia.
P1_123 = P1*0cupacion_1_123%P
P2_123 = P1*0cupacion_2_123*P
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P3_123 = P1x0Ocupacion_3_123%P
P4_123 = P1x0Ocupacion_4_123%P
P5_123 = P1x0cupacion_b_123x*P
P6_123 = P1x0Ocupacion_6_123%P

B_123 = [P0_123,P1_123,P2_123,P3_123,P4_123,P5_123,P6_123]; #
B123 contiene en cada una de sus entradas los operadores de proyeccién para
0,1,2...6 particulas en el subsistema.

Ahora que se tienen los operadores de proyeccién del subsistema se pro-
cede a definir las funciones con las que se calcularda su valor esperado. La
funcién rhocanonico(T,H) toma como argumento la temperatura del ensemble
y el Hamiltoniano diagonalizado del sistema completo y construye la matriz
de densidad térmica. Despties, valcanonico(A,T) es una funcién que calcula
el valor esperado de un operador A con la matriz de densidad térmica y por
ultimo wvalscanonico(B = [A1,A2,A3...An/,T) realiza lo mismo que valcanonico
pero para un arreglo de operadores como el construido con los operadores de
proyeccion.

function rho_canonico(T, Ham = H) # construye el operador de densidad

del ensemble candnico con temperatura T y energias H[i,i].
rho_can = zeros(462,462)

for i =1:462

rho_can[i,i] = exp(-H[i,i]/T)
end
return(Diagonal (rho_can))

end

function val_canonico(A,T) # Calcula el valor esperado de un operador A

return(trace(A*x(rho_canonico(T)))/trace(rho_canonico(T)))
end

vals_canonico(A,T) = real(val_canonico.(A,T))

Para calcular la temperatura efectiva del ensemble candénico se hace un ajus-
te a los valores calculados por la matriz de densidad del subsistema. Si es el
vector que contiene la probabilidad de ocupacion de n particulas en el sistema
al tiempo t entonces se hace el ajuste sobre el promedio de cada una de estas
ocupaciones.

Y_123 = [mean(p0_123[20:201]) ,mean(p1_123[20:201]) ,mean(p2_123
[20:201]) ,mean(p3_123[20:201]),

mean (p4_123[20:201]) ,mean(p5_123[20:201]) ,mean(p6_123[20:201])]

bar([0,1,2,3,4,5,6],Y_123)

Para encontrar el ajuste a los promedios de ocupacién anteriores se usa el
paquete LsqFit? de Julia, el cual trabaja con el algoritmo Levenberg-Marquardt

3https://github.com/JuliaNLSolvers/LsqFit.jl
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que es usado para la solucién de minimos cuadrados no lineales. Estos proble-
mas de minimizacién surgen especialmente en el ajuste de curvas de minimos
cuadrados como en este caso.

La funcién curve_ fit(f,z,y,b0) toma como argumentos una funcién f a la cual
se quiere ajustar los datos contenidos en el arreglo y cuando f se evalia en los
elementos del arreglo z. El arreglo b0 contiene una propuesta de los parametros
que se ajustaran. Para nuestro caso la funcién se escribe de la siguiente forma

TO = [400.0] # (Hz) Temperatura inicial propuesta
fit = curve_fit(vals_canonico,B_123,Y_123,T0).

fit es un objeto que contiene diferente cantidades como fit.param que son los
mejor parametros para el ajuste en fit.dof los grados de libertad y en fit.resid
el vector de residuales.
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