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AUTÓNOMA DE MÉXICO
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V

Resumen

La comprensión de la dinámica de los sistemas cuánticos de muchos cuerpos
es un problema que ha tenido un interés creciente gracias al gran número de
estudios experimentales y a las técnicas de control microscópico que se han
desarrollado [1–3]. Una de los grandes preguntas al respecto es cómo y cuándo
estos sistemas cuánticos alcanzan estados de equilibrio térmico.

Se usa el neologismo termalización para referirse a que estos sistemas rela-
jan a un estado en el que el valor de las variables macroscópicas son universales
en el sentido de que no dependen de las condiciones iniciales por muy diferen-
tes que estas puedan ser y que estos valores son predecibles por la mecánica
estad́ıstica. Sin embargo, no es trivial saber qué caracteŕısticas de la mecáni-
ca cuántica hacen posible la termalización en sistemas cuánticos cerrados de
manera análoga a cómo el caos dinámico hace posible la termalización clásica,
pues el caos dinámico por śı mismo no puede ocurrir en un sistema cuántico
aislado [4].

En este trabajo se estudia un sistema cuántico cerrado constituido por seis
átomos bosónicos colocados en un arreglo lineal de seis sitios. Sobre este sistema
en particular uno podŕıa preguntarse ¿Termaliza o no termaliza? En general,
dado que la evolución es unitaria, no es posible para el sistema en su conjunto
aumentar su entroṕıa. Sin embargo, cuando analizamos la dinámica de dife-
rentes subsistemas, considerando el resto de los componentes del sistema como
su baño térmico, los subsistemas llegan a un estado de equilibrio que se puede
predicir con un ensemble térmico.

En concreto, el sistema estudiado contiene seis átomos bosónicos colocados
en una red óptica lineal de seis sitios, las part́ıculas tienen interacción a prime-
ros vecinos. El sistema es descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard en el
régimen de interacciones fuertes con respecto al acoplamiento túnel (Jx/U <<
1) y con un átomo por sitio como condición inicial. Al evolucionar en el tiempo
se analiza numéricamente la dinámica de la entroṕıa de entrelazamiento del
subsistema con el resto del sistema y la estad́ıstica de número de ocupación
encontrando que estas tienden a una distribución térmica con una temperatura
efectiva ajustada al promedio temporal de dichas ocupaciones. En particular,
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para el caso en el que el subsistema es un solo sitio se analiza el comportamiento
de esta temperatura efectiva como función de la relación entre el acoplamiento
túnel y la enerǵıa de interacción (Jx/U). En este caso se encuentra un com-
portamiento continuo y creciente de la temperatura efectiva para el régimen
Jx/U < 1 y un comportamiento oscilatorio en el caso Jx/U > 1.

Los resultados concuerdan con los encontrados experimentalmente por K. M.
Kaufman et al. [5] para el mismo sistema descrito en este trabajo. Como se ha
propuesto en el trabajo de Kaufman y en diferentes trabajos teóricos recientes
[6, 7], la entroṕıa de entrelazamiento asume el rol de la entroṕıa térmica en la
termalización. El entrelazamiento cuántico crea entroṕıa localmente que valida
el uso de la f́ısica estad́ıstica para observables locales y además es la fuerza que
impulsa la termalización en estos sistemas.
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Introducción

Aún cuando clásicamente algunos sistemas muy simples pueden exhibir
un comportamiento caótico y aśı relajar a un ensemble térmico, los sistemas
cuánticos formalmente no lo pueden hacer. Sin embargo, trabajos teóricos y
experimentales recientes y en particular, la hipótesis de termalización de auto-
estados (ETH por sus siglas en inglés: Eigenstate Thermalization Hypothesis)
que se basa en la noción de estados cuánticos altamente enredados, indican que
los sistemas cuánticos también termalizan [5, 8, 10].

Una de las implicaciones más sorprendentes de la ETH es que la termaliza-
ción puede ocurrir en sistemas relativamente muy pequeños, con la condición
de que la dimensión del espacio de Hilbert escale exponencialmente con el ta-
maño del sistema. Por ejemplo, en el sistema que se realizó experimentalmente
por A.M. Kaufman et al. [5] en el cual se prepararon seis átomos bosónicos en
una red lineal de seis sitios, el espacio de Hilbert es de dimensión 462.

En el experimento realizado por Kaufman, se demostró la termalización de
un sistema cuántico pequeño de bosones en interacción en una red óptica. Me-
diante la medición directa de la entroṕıa de entrelazamiento de subsistemas,
aśı como de otros observables, demostraron que después del tiempo transito-
rio inicial, el sistema se relaja localmente a un ensemble térmico mientras que
globalmente se mantiene en un estado puro de entroṕıa cero.

El estudio experimental de estos sistemas de muchos cuerpos ha tenido un
surgimiento reciente en diferentes campos de la investigación. Esto se da como
un resultado del avance en las técnicas experimentales, principalmente en el
área de los átomos ultra fŕıos, pues estos sistemas exhiben un alto grado de
aislamiento de las fuentes ambientales de decoherencia. Por lo tanto, con un
alto grado de aproximación, durante la duración de los experimentos se les
puede considerar como un sistema cuántico cerrado [8].

En este trabajo se estudia el sistema realizado experimentalmente por Kauf-
man, en el cual se tiene un arreglo lineal de seis átomos de 87Rb con interac-
ciones a primeros vecinos, descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard. El
sistema tiene inicialmente un átomo por sitio. Al evolucionar en el tiempo, la
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estad́ıstica de distribución de ocupaciones en un solo sitio se hace térmica, es
decir que las ocupaciones pueden predecirse a partir de un ensemble termo-
dinámico. En la tesis se realizan simulaciones numéricas de este sistema para
diferentes valores de la interacción. Con esta herramienta se estudia la evolución
de la estad́ıstica de ocupaciones en uno o varios sitios, la entroṕıa de entrela-
zamiento entre ese sitio y el resto del sistema y su relación con la termalización.

El objetivo principal es analizar cómo llega al equilibrio dicho sistema aisla-
do. En general, dado que la evolución es unitaria, no es posible para el sistema
en su conjunto aumentar su entroṕıa. Sin embargo, si se analiza la evolución
dinámica de un subsistema, considerando el resto de los componentes del sis-
tema como su baño térmico, es posible que el subsistema llegue a un estado de
equilibrio térmico.

El estudio de la termalización en sistemas cuánticos también tiene muchas
implicaciones importantes en la ciencia y las tecnoloǵıas futuras. Entender la
estructura microscópica de los sistema complejos puede proveer las herramien-
tas necesarias para el diseño de sistemas que funcionen de forma similar o mejor
que los encontrados en la naturaleza, los cuales a menudo operan eficientemente
lejos de las condiciones ideales. La comprensión de las condiciones en las cuales
la ETH se cumple podŕıan ser importantes para desarrollar nuevas tecnoloǵıas
que no sufran las limitaciones termodinámicas habituales.

El contenido de la tesis está organizado de la siguiente manera, en el primer
caṕıtulo se presentan los fundamentos teóricos de la termodinámica en siste-
mas cuánticos cerrados, poniendo énfasis en la hipótesis de termalización de
autoestados. En el caṕıtulo dos se muestran las técnicas que fueron usadas en
el experimento con seis part́ıculas bosónicas en una red óptica de seis sitios li-
neales. Los resultados obtenidos de la simulación computacional del sistema se
muestran en el caṕıtulo tercero y por último en el cuarto caṕıtulo se encuentran
las conclusiones del trabajo.
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Caṕıtulo 1

Fundamentos Teóricos

Aún cuando muchos de los fundamentos de la mecánica cuántica estad́ıstica
fueron formulados a la par de los de la mecánica cuántica, hace cerca de un siglo
[9], el tema ha reaparecido en diferente campos de la investigación [5, 10, 11].
Este resurgimiento ha ocurrido por el desarrollo de métodos y técnicas en la
f́ısica molecular, atómica y en el área de la materia condensada, lo cual ha per-
mitido construir, controlar y estudiar una gran variedad de sistemas cuánticos.
Tales sistemas extienden nuestra habilidad para entender la mecánica cuántica
de muchos cuerpos y también abren la posibilidad de usarlos para la construc-
ción de componentes para nuevas tecnoloǵıas cuánticas.

En este caṕıtulo se presenta una revisión de los principales avances teóricos
en el estudio de la termalización de sistemas cuánticos de muchos cuerpos y se
analiza brevemente el modelo de Bose-Hubbard, el cual describe la dinámica
del sistema cuántico que se está estudiando.

1.1 Termodinámica de sistemas cuánticos cerrados

Muchas formulaciones de la mecánica cuántica estad́ıstica postulan que el
sistema de interés está en contacto con un reservorio o baño externo, con cier-
tas propiedades del reservorio que se dan por hecho. Sin embargo, recientes
progresos experimentales en sistemas cuánticos aislados, tal como en los gases
ultrafrios de átomos neutros, motivan una reconsideración de la mecánica es-
tad́ıstica de los sistemas cuánticos cerrados, es decir, sistemas que no están en
contacto con reservorios externos [8] (ver Figura 1.1). La descripción mecáni-
ca estad́ıstica de sistemas cuánticos cerrados es importante como un punto de
partida. Pues si asumimos que un reservorio o un dispositivo para medir tam-
bién es un sistema cuántico, este puede ser incluido en un sistema cuántico de
muchos cuerpos.
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Figura 1.1: a) La mecánica cuántica estad́ıstica asume que el sistema de interés está acoplado
a un reservorio con el que puede intercambiar part́ıculas y enerǵıa. b) En este trabajo se
estudia la mecánica de un sistema aislado que evoluciona unitariamente, es decir, no hay
reservorio externo. c) Si el sistema se parte en un subsistema (A) y el resto, en un subsistema
(B) y el subsistema (A) termaliza, entonces el resto del sistema puede actuar como un
reservorio.

Cuando uno de estos sistemas cerrados es perturbado significativamente, por
ejemplo con un cambio súbito en el Hamiltoniano (conocido como quench), se
puede predecir la dinámica resultante del sistema conociendo la distribución
de los estados propios del Hamiltoniano mediante la resolución de la ecuación
de Schrödinger [9]

i~d |Ψ(t)〉
dt

= H |Ψ(t)〉 . (1.1)

A cualquier tiempo t, el sistema tendrá amplitudes de probabilidad que de-
penderán de los autoestados poblados debido al quench y por los valores de
las enerǵıas propias del Hamiltoniano. En muchos casos, estos sistemas pueden
ser extremadamente dif́ıciles de simular, frecuentemente porque la dinámica
resultante ocasiona una gran cantidad de entrelazamiento [12–15].

Aún cuando el sistema estudiado sea cerrado, en algunos casos es capaz
de actuar como su propio reservorio, es decir, la dinámica es tal que para un
subsistema que contiene solo una pequeña fracción de grados de libertad del
sistema completo, el acoplamiento al resto del sistema imita un acoplamien-
to con un reservorio [16] (Figura 1.2). Si la dinámica satisface esta propiedad
entonces se dice que el sistema termaliza localmente y el ensemble canónico y
gran canónico dan todas las propiedades de equilibrio a largo plazo para los
subsistemas.

Sin embargo, no todos los sistemas cerrados actuán como un reservorio que
termalice sus propios subsistemas. Por ejemplo, los sistemas localizados identi-
ficados por Anderson [16, 17], no actuán como un reservorio para ellos mismos
y por lo tanto no termalizan. En lugar de eso los estados de los subsitemas a
tiempos largos están determinados por algunos detalles del estado inicial del
sistema.
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Figura 1.2: Esquema de la dinámica de la termalización. Un sistema cuántico aislado
a temperatura cero puede ser descrito por una función de onda |Ψ〉. Los subsistemas son
también puros siempre y cuando el entrelazamiento (representado por las lineas grises) sea
despreciable. Si se realiza un quench el sistema evolucionará unitariamente, generando en-
trelazamiento entre todas sus partes mientras el sistema completo permence puro (Figura
tomada de [5]).

Por otro lado en mecánica estad́ıstica, cuando un sistema está en equili-
brio térmico se puede caracterizar completamente por una pequeña cantidad
de variables termodinámicas (temperatura, presión, potencial qúımico...etc. Un
parámetro por cada una de las cantidades extensivas que se conservan), lo que
sugiere que el proceso de llegar a equilibrio térmico está asociado con la pérdida
de información de su estado inicial. Sin embargo, un sistema cuántico cerrado
evoluciona unitariamente, es decir, no puede perder información, y por lo tan-
to toda la información cuántica debe ser preservada en el sistema para todo
tiempo.

La solución a esta aparente paradoja es que la memoria de las propiedades
locales del estado inicial del sistema no es borrada por la evolución unitaria,
sino que se distribuye si el sistema se termaliza. La dispersión del entrelaza-
miento cuántico mueve la información sobre el estado inicial de modo que a
largo plazo es inaccesible, ya que recuperar esta información requeriŕıa hacer
mediciones con operadores globales. Este es el proceso de decoherencia.

Por consiguiente, si consideramos un subsistema, la termalización significa
que a tiempos largos, el estado del subsistema es como si este estuviera en
equilibrio térmico en contacto con un baño a temperatura T , con potencial
qúımico µ, etc., porque de hecho aśı lo está, con el reservorio siendo el resto del
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sistema cerrado con el que está en contacto (Figura 1.1). Es esta capacidad de
los sistemas cuánticos para actuar como reservorios para sus subsistemas que
sustenta la mecánica estad́ıstica cuántica de equilibrio. Una de las propuestas
para explicar teóricamente el proceso mediante el cual un sistema cuántico
termaliza, es la hipótesis de termalización de autoestados, que se presenta en
los siguientes párrafos.

1.1.1 La hipótesis de termalización

La hipótesis de termalización de autoestados (ETH del inglés Eigenstates
Thermalization Hypothesis) es un conjunto de ideas que pretenden explicar
cuándo y por qué un sistemas cuántico aislado puede ser descrito usando el
formalismo de la mecánica estad́ıstica, el término termalización de autoestados
fue introducido por M. Srednicki [18] después de algunas ideas similares ex-
puestas por J. Deutsch [19]. Básicamente, el principio en el cual se sustenta la
ETH es que se debe analizar el comportamiento de los elementos de matriz de
los observables del sistema en la representación de la enerǵıa para determinar
si el sistema termaliza.

Suponga que se tiene un sistema cuántico aislado, sea H el Hamiltoniano
del sistema, entonces un conjunto completo del espacio de Hilbert del sistema
está dado por los autoestados del Hamiltoniano que cumplen con la ecuación
de valores propios

H |n〉 = En |En〉 , (1.2)

con En el valor propio del estado |En〉. Un estado inicial |ψ0〉 es expresado en
la base de la enerǵıa como

|ψ0〉 =
∑
n

cn |En〉 . (1.3)

Si H no depende expĺıcitamente del tiempo, la evolución temporal del estado
inicial está descrita por (~ = 1)

|ψ(t)〉 = e−iĤt |ψ0〉 =
∑
n

cne
−iĤt |En〉 =

∑
n

cne
−iEnt |En〉 , (1.4)

con cn = 〈En|ψ(0)〉. Sea O(t) un observable del sistema, entonces la evolución
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del valor esperado de O(t) es

〈O(t)〉 = 〈ψ(t)|O|ψ(t)〉

=
∑
m,n

〈Em| c∗meiEmtOcne−iEnt |En〉

=
∑
m,n

c∗mcne
i(Em−En)tOmn,

=
∑
m

|cm|2Omm︸ ︷︷ ︸
Sdiag

+
∑

m,n6=m

c∗mcne
i(Em−En)tOmn︸ ︷︷ ︸
Soff

.

(1.5)

donde Omn = 〈Em|O|En〉.

La ETH dice que para un estado inicial arbitrario, el valor esperado de
O evolucionará en el tiempo hasta alcanzar el valor predicho por el ensemble
microcanónico y tendrá pequeñas oscilaciones alrededor de este valor si las dos
condiciones siguientes se cumplen [20].

1. El primer término, Sdiag, toma un valor Ō que vaŕıa ligeramente con la
enerǵıa y la diferencia entre los elementos diagonales consecutivos Om,m,
Om+1,m+1 es exponencialmente pequeña con el tamaño del subsistema.

2. El segundo término, Soff , es pequeño comparado con el término Sdiag y
es exponencialmente pequeño con el tamaño del sistema.

Respecto a la condición 1, el ensemble microcanónico predice un valor pa-
ra los observables macroscópicos que depende solo de la enerǵıa promedio del
sistema. Sin embargo, Sdiag contiene términos que depende expĺıcitamente de
la distribución inicial de las poblaciones, lo cual sugiere que el valor a tiempos
largos del observable O depende de los detalles iniciales del sistema, más que
del valor promedio de la enerǵıa.

La ETH resuelve este enigma al afirmar que el quench puebla, sobre todo,
los estados propios que se encuentran lejos del borde del espectro, y que es-
tos estados se aproximan a aquellos de la teoŕıa de matrices aleatorias [5]. La
ETH propone que estos estados propios se ven localmente térmicos y que el
valor esperado de los observables vaŕıa ligeramente entre estados con enerǵıa
cercana. Esto implica que las probabilidades exactas de la condición Sdiag no
son cuantitativamente relevantes en la suma, ya que el término Om,m puede
ser aproximadamente factorizado fuera de la suma.

Respecto a la condición 2, mientras que para tiempos cortos en comparación
con la propagación en las frecuencias propias pobladas, las fases relativas de
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cada componente en Soff son afinadas para coincidir con el estado inicial, para
tiempos largos las fases relativas son aleatorias. Evidentemente, este desfase
asegura que Soff → 0, pero la escala de tiempo para este proceso viene dada
por el valor ”t́ıpico”de la brecha más pequeña en el espectro. En un sistema
general de muchos cuerpos, este valor puede ser exponencialmente pequeño, lo
que conduciŕıa a un tiempo de termalización infinito, pero para los sistemas
donde la ETH se cumple, la repulsión de niveles asegura que este valor de se-
paración ”t́ıpico”permanece finito.

Por lo tanto, la ETH afirma que los elementos fuera de la diagonal de O en
la base propia de la enerǵıa son despreciables en comparación con las elementos
de la diagonal, de modo que este segundo término se amortigua a un valor que
no influye en el estado estacionario de 〈O〉 [4, 10].

La ETH es una hipótesis, no es cierta para una amplia clase de sistemas,
como ya se dijo, un ejemplo son aquellos sistemas que exhiben localización de
Anderson debido a la interacción de muchos cuerpos [17]. Evidenciar que en
un sistema se cumple la ETH es un problema dif́ıcil de probar numéricamen-
te porque requiere la obtención de los estados propios de muchos cuerpos del
Hamiltoniano a partir de una diagonalización exacta y extrapolando al ĺımi-
te termodinámico. Para tener termalización de todos los estados iniciales que
realmente pueden ser preparados, parece que uno no necesita que la ETH se
cumpla para absolutamente todos los estados propios. Pero el escenario más
simple y al parecer el más plausible es que si la ETH es cierta para un sistema
dado a una temperatura dada entonces es cierta para para cualquier condición
del sistema [16, 20, 21].

Mediante el formalismo de la matriz de densidad y el concepto de traza
parcial se pueden conseguir varios resultados del sistema que se está estudiando.
En el Apéndice A se muestran las principales propiedades de la matriz de
densidad y del concepto de traza parcial. La ETH se puede expresar en este
formalismo de la siguiente manera. Consideremos la base de autoestados del
Hamiltoniano {|En〉}, la dinámica de ρ(t) en esta base es simple: las poblaciones
〈En|ρ|En〉 son constantes, mientras las coherencias 〈En|ρ|Em〉 oscilan en el
plano complejo con una tasa constante dada por la diferencia de enerǵıa de los
dos estados involucrados

ρnm(t) = ρnm(0)ei(Em−En)t. (1.6)

Si el sistema completo está en el estado |En〉, entonces ρ = ρn = |En〉 〈En|,
y aśı la matriz de densidad del subsistema A es ρnA = TrB(|En〉 〈En|) (donde
TrB indica trazar sobre los estados del subsistema B), la ETH afirma que en
el ĺımite termodinámico el subsistema está en equilibrio térmico: ρnA = ρeqA (Tn),
es decir que la matriz de densidad es indistinguible a de una matriz de den-
sidad térmica con temperatura Tn. Para esto se requiere que los elementos de
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matriz de los operadores del subsistema entre distintos autoestados tiendan
a cero suficientemente rápido en el ĺımite termodinámico [4, 20]. Esto es ne-
cesario para asegurar que las fluctuaciones temporales de ρA(t) se desvanezcan.

Se puede demostrar entonces que si la ETH es cierta y el estado ρ del siste-
ma es diagonal en la base de la enerǵıa, entonces todos los subsistemas están
en equilibrio térmico. Esto plantea la pregunta: ¿Cuándo la ETH es verdade-
ra? ¿Cómo se construye un estado fuera de equilibrio? La respuesta es que los
estados fuera de equilibrio tienen una estructura especial fuera de la diago-
nal cuando ρ está escrita en la base de estados propios de la enerǵıa. Por lo
tanto, tienen patrones de coherencia especiales entre autoestados de diferentes
enerǵıas [16].

En este sentido, la termalización cuántica de un estado inicial fuera del
equilibrio requiere que la contribución de los elementos no diagonales de la
matriz de densidad a los operadores locales se desvanezca para tiempos lar-
gos. Esto ocurre debido al desfase, aunque los términos diagonales de ρ son
independientes del tiempo (en la base de la enerǵıa) los elementos fuera de la
diagonal tienen fases que oscilan en el tiempo con frecuencia proporcional a
la diferencia de enerǵıa entre los estados propios de la enerǵıa. Por tanto, la
evolución unitaria en el tiempo comprime las fases de los términos fuera de la
diagonal en ρ de manera que en tiempos largos y en el ĺımite termodinámico
sus contribuciones a cualquier observable local vienen con fases efectivamente
aleatorias y por lo tanto se cancelan.

Por otro lado, en términos de la mecánica estad́ıstica, si se considera un
subsistema cualquiera, conforme pasa el tiempo el subsistema cambia continua-
mente de un microestado a otro, de tal forma que, en un lapso razonable, todo
lo que se observa es un comportamiento promediado sobre los microestados por
los que pasa el subsistema. Por lo tanto, si consideramos, por un instante, un
número bastante grande de subsistemas, todos siendo una copia del subsiste-
ma dado y que están caracterizados por el mismo estado macroscópico pero en
todas las configuraciones posibles de los microestados, se puede suponer razo-
nablemente que el comportamiento promedio de un sistema en este conjunto,
al cuál se le llama ensemble, es igual al comportamiento del sistema cuando se
le promedia en el tiempo, es bajo este supuesto que se desarrolla la teoŕıa de
ensembles en la mecánica estad́ıstica [22].

1.1.2 Los ensembles térmicos

Como ya se mencionó, la ETH implica una equivalencia entre los valores
esperados locales de un sistema de mucho cuerpos que sufrió un quench y los
de la matriz de densidad térmica con la misma enerǵıa promedio total que la
del sistema de muchos cuerpos.
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Consideremos que el sistema está inicializado en el estado |ψ0〉, de un Hamil-
toniano inicial H0. Al tiempo t = 0 se realiza un quench y el Hamiltoniano del
sistema ahora es Hq, después de lo cual se permite que el sistema evolucione un
determinado tiempo. Una forma de comprobar la termalización es calculando
las predicciones para valores esperados de varios observables locales, basados
en diferentes ensembles termodinámicos.

1.1.2.1 Ensemble microcanónico

El ensemble microcanónico es una mezcla estad́ıstica, con igual probabilidad,
de todos los estados propios que se encuentren en un intervalo dado de enerǵıa
alrededor de la enerǵıa del estado inicial |ψ0〉. En el Hamiltoniano Hq, el estado
inicial tiene una enerǵıa

E0 ≡ 〈ψ0|Hq|ψ0〉 . (1.7)

Los estados propios de Hq, |E(q)
i 〉, tienen enerǵıas E

(q)
i . Entonces el ensemble

microcanónico está compuesto por Nmc estados propios de Hq que cumplen que

|E(q)
i − E0| < δE. El ensemble microcanónico puede ser representado por la

matriz de densidad [22] :

ρmcij =


1

Nmc
si i = j y |E(q)

i − E
(0)| < δE

0 en cualquier otro caso.

(1.8)

1.1.2.2 Ensemble canónico

El ensemble canónico es una mezcla estad́ıstica de todos los estados propios

en el sistema, ponderados por el factor de Boltzmann, Exp(−E(q)
i /kBT ). La

temperatura en el factor de Boltzmann se puede fijar mediante la estipulación
de que la enerǵıa media de este ensemble térmico coincide con la enerǵıa del
estado inicial, es decir, T tal que

Tr(Hqρ
ce) = 〈ψ0|Hq|ψ0〉 . (1.9)

Otra forma de encontrar la temperatura para la cual el ensemble canónico
da la mejor aproximación a los observables del sistema, es realizando un ajuste
por mı́nimos cuadrados no lineales de los promedio temporales de dichos ob-
servables, tal como se hace en este trabajo. En la ecuación (1.9) la matriz de
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densidad térmica ρce, tiene la siguiente forma

ρceij =

 e
−E

(q)
i

kBT si i = j

0 en cualquier otro caso.

(1.10)

En este caso el valor esperado de un operador A estará dado por

〈A〉 = Tr(ρceA)/Z, (1.11)

donde Z es la función de partición Z = Tr(ρce).

1.1.2.3 Ensemble de un solo estado

La ETH motiva la introducción de un nuevo conjunto de ensembles para su
uso en la mecánica cuántica estad́ıstica, a saber, los ensembles de un solo esta-
do que consisten de un estado propio del Hamiltoniano del sistema completo.
Cuando la ETH es cierta, todos estos ensembles dan las propiedades térmicas
de equilibrio correctas de subsistemas, justo como los ensembles tradicionales
de la mecánica cuántica estad́ıstica.

Los ensembles de un solo estado podŕıan ser vistos como el caso ĺımite del
ensemble microcanónico en el cual la ventana de enerǵıa ha sido reducida al
ĺımite en el que solo contiene un eigenestado. La recompensa de la introducción
de estos nuevos ensembles y la resultante mecánica estad́ıstica de un solo es-
tado se hace evidente cuando se consideran sistemas que no obedecen a la ETH.

El valor esperado en este caso está dado por,

〈A〉SE = 〈E(q)
i |A|E

(q)
i 〉 . (1.12)

1.1.2.4 Ensemble diagonal

El ensemble diagonal es una mezcla estad́ıstica de todos los estados propios
del Hamiltoniano Hq, con la ponderación dada por sus amplitudes después del
quench.

ρDij =

{
| 〈ψ0|E(q)

i 〉 |
2 si i = j

0 en cualquier otro caso.
(1.13)

Este ensemble lleva toda la información sobre las amplitudes de los estados
propios, pero ignora todas sus fases relativas.
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1.1.2.5 Ensemble gran canónico

El ensemble gran canónico corresponde a un subsistema A en el que se
intercambia enerǵıa y part́ıculas con un baño térmico, este requiere el cálculo de
la temperatura y el potencial qúımico para el subsistema asociado al observable
de interés. El operador de densidad en este caso está dado por

ρgc =
1

Z

∑
i,N

|EN,iA 〉 〈E
N,i
A | e

−(EN,i
A −µN)/kBT . (1.14)

En donde EN,iA es la enerǵıa del Hamiltoniano HN
A del subsistema A con N

part́ıculas en donde i enumera la enerǵıa propia.

Como se dijo en párrafos anteriores, la mecánica estad́ıstica asume que el
sistema de interés se encuentra en contacto con un reservorio formando aśı una
separación bipartita del sistema completo. Una propiedad muy importante del
entrelazamiento bipartita es el hecho de que ignorar información de uno de los
subsistemas resulta en que el otro se convierta en una mezcla estad́ıstica de
estados cuánticos [2].

Esta mezcla estad́ıstica representada en el estado del subsistema, puede ser
cuantificada midiendo la pureza cuántica definida como Tr(ρ2). Mientras que
para un estado cuántico puro se tiene que Tr(ρ2) = Tr(ρ) = 1, para una
mezcla estad́ıstica Tr(ρ2) < 1 (ver las propiedades de la matriz de densidad
en el Apéndice A). En el caso en el que el estado del sistema sea separable, es
decir |ψAB〉 se escribe como el producto de los estados de cada subsistema (ver
Figura 1.3) se cumple que

Tr(ρA) = Tr(ρB) = Tr(ρAB) = 1. (1.15)

Por otro lado, si se trata de un estado entrelazado los subsistemas se vuel-
ven menos puros en comparación con el estado del sistema completo y los
operadores de densidad reducidos cumplen con las desigualdades

Tr(ρ2A) < Tr(ρ2AB)

Tr(ρ2B) < Tr(ρ2AB)
(1.16)

Las cuales se pueden representar en términos de medidas de entroṕıa en el
sistema.

apen.A


1.1. TERMODINÁMICA DE SISTEMAS CUÁNTICOS CERRADOS 13

Figura 1.3: Entrelazamiento bipartita. Un estado cuántico general de muchos cuerpos
tiene correlaciones cuánticas, representadas por las flechas, entre diferentes partes. Si el
sistema se divide en dos subsistemas A y B, estos se entrelazarán cuando haya correlaciones
cuánticas entre ellos (figura de la derecha). Solo cuando no hay entrelazamiento bipartita el
estado del sistema se puede representar como un entado producto de |ψA〉 y |ψB〉 (figura de
la izquierda). Cuando se realizan mediciones sobre un subsistema A ignorando la información
del subsitema B (es decir, trazando sobre el subsistema B), el subsistema A tendrá un estado
mezclado proporcional al grado de entrelazamiento con el subsistema B (figura tomada de
[2]).



14 CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

1.2 Medidas del Entrelazamiento Cuántico

Entender el entrelazamiento en un sistema de muchos grados de libertad es
uno de los problemas más grandes que conectan a la teoŕıa de la información
cuántica con la f́ısica estad́ıstica. En los últimos años, muchas formas de medir
el entrelazamiento se han propuesto y han sido calculadas en el estado base de
varios sistemas de muchos cuerpos [12]. A pesar de esto, todav́ıa no hay con-
senso sobre la medida correcta del entrelazamiento en el estado fundamental
de un sistema de muchos cuerpos.

El entrelazamiento en un sistema bipartita se define de la siguiente manera.
Un estado puro no está entrelazado si y solo si este puede ser escrito como
el producto tensorial de estados puros de sus partes [13]. Además, para cada
estado bipartita |ψAB〉 existen dos bases ortonormales {|ψA,i〉} y {|φB,j〉} en
donde |ψAB〉 se escribe como

|ψAB〉 =
∑
i

αi |ψA,i〉 |φB,i〉 . (1.17)

Donde αi son coeficientes positivos. A esta descomposición se la llama la
descomposición de Schmidt y la base particular corresponde a la base pro-
pia de los operadores de densidad ρA/B = TrB/A(|ψAB〉 〈ψAB|). Es decir los
operadores ρA y ρB tienen espectro común y por lo tanto los estados están
igualmente mezclados.

Dado que solo los estados producto pueden conducir a una matriz de densi-
dad pura, una medida de cuantificar el entrelazamiento en este caso es medir
que tan mezclados se encuentran [13].

Formalmente una medida del entrelazamiento está definida si cumple con
los requerimientos: 1) Es invariante bajo operadores unitarios locales. 2) Es
continua. 3) Es aditiva, es decir, la medida del entrelazamiento de un estado
producto es la suma de la entroṕıa de cada estado. Una de las medidas que
satisface estos requerimiento es la entroṕıa de von Newmann [13].

1.2.1 La entroṕıa de von Newmann

Dada la matriz de densidad ρA del subsistema A, se define la entroṕıa de
von Newmann como

SA = −TrA(ρALog(ρA)). (1.18)

Para calcular SA es conveniente expresar la matriz de densidad en la base
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de sus autoestados

ρA =
∑
i

ri |ri〉 〈ri| , (1.19)

donde ri es el i-ésimo autovalor del autoestado |ri〉. En este caso, como
ρA es diagonal, tenemos que Log(ρA) también es diagonal, con Log(ri) co-
mo su i-ésimo elemento en la diagonal. Es decir, se cumple que Log(ρA) =∑

i Log(ri) |ri〉 〈ri|, esta igualdad se usa en el segundo párrafo del siguiente
desarrollo

SA = −TrA(ρALog(ρA))

= −TrA((
∑
l

rl |rl〉 〈rl|)(
∑
i

Log(ri) |ri〉 〈ri|))

= −TrA(
∑
li

rlLog(ri) |rl〉 〈rl|ri〉 〈ri|)

= −TrA(
∑
li

rlLog(ri) |rl〉 〈ri| δli)

= −
∑
i

riLog(ri).

(1.20)

Si ρA representa un estado puro entonces ρ2A = ρA por lo tanto r2i = ri y
riLog(ri) = 0 para todo i asumiendo que 0Log(0) = 0. Por lo tanto, en el caso
de que el estado sea puro, la entroṕıa de von Neumann es cero.

1.2.2 La entroṕıa de Rényi

En general la entroṕıa de Rényi de orden n, está definida por una matriz de
densidad reducida del subsistema A como

Sn(ρA) =
1

1− n
Log(Tr[ρnA]), (1.21)

Mediante las ecuaciones (1.16) y (1.21) vemos que la pureza está relacionada
con la entroṕıa de Rényi de segundo orden (n = 2)

S2(ρA) = −Log(Tr[ρ2A]). (1.22)

En términos de la entroṕıa de Rényi de segundo orden, las relaciones sufi-
cientes para demostrar entrelazamiento entre los subsistemas son

S2(ρA) > S2(ρAB)

S2(ρB) > S2(ρAB)
(1.23)
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Cuando se discute la pureza global como una entroṕıa, se usa la formula-
ción de Rényi en términos de la matriz de densidad global ρ en oposición a una
matriz de densidad reducida ρA.

Es importante enfatizar que la relación termodinámica definida de la mecáni-
ca estad́ıstica con la definición de von Neumann no se aplica directamente al
caso de la de entroṕıa de Rényi. Sin embargo, ambas cantidades miden la propa-
gación incoherente en el espacio de Hilbert asociada a la entroṕıa, y la entroṕıa
de Rényi es accesible directamente por las mediciones [5].
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1.3 El modelo de Bose-Hubbard

Como se mencionó en la Introducción, el sistema que se está estudiando está
descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard. Este modelo se analiza en los
siguientes párrafos.

El modelo de Bose-Hubbard describe la f́ısica de un sistema de bosones in-
teractuantes. Con este modelo se pueden estudiar diferentes sistema f́ısicos, tal
como átomos bosónicos localizados en una red óptica o algunas clases de ais-
ladores magnéticos cuánticos. Los bosones interactuantes pueden ser descritos
por el Hamiltoniano (llamado Hamiltoniano de Bose-Hubbard)

H = −J
∑
<ij>

b†ibj +
U

2

∑
i

ni(ni − 1). (1.24)

El primer término es el correspondiente a la enerǵıa cinética, el cual descri-
be el acoplamiento túnel J entre los vecinos i y j mientras que los operadores

b†i y bi son los operadores de creación y aniquilación de una part́ıcula del sitio i.

El segundo término describe la interacción de un sitio. En este término el
operador ni es el operador de número definido como

ni = b†ibi. (1.25)

Este operador tiene como valor esperado el número de part́ıculas del sitio i.

Solo cuando dos part́ıculas están colocadas en el mismo sitio de la red pue-
den interactuar con una enerǵıa U de atracción (U < 0) o de repulsión (U > 0).
Un término como este describe bien la interacción entre átomos neutros ultra
fŕıos en potenciales periódicos ya que sus interacciones son de corto alcance y
no existen fuerzas de Coulomb de largo alcance entre las part́ıculas [23].

La dimensión del espacio de Hilbert del modelo está dada por la ecuación

Db =
(Nb + L− 1)!

Nb!(L− 1)!
(1.26)

En donde Db es la dimensión del espacio, Nb el número de bosones locali-
zados en la red y L el número de sitios en la red. Aśı, para el caso del sistema
en estudio Nb = L = 6 y Db = 462.

Como lo muestra la ecuación (1.26) la dimensión del espacio crece polino-
mialmente cuando el número de bosones o el número de sitios se encuentra fijo,

cap.introduccion
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sin embargo cuando la densidad de bosones es constante (nb = Nb/L = cte) el
espacio de Hilbert crece exponencialmente con el número de sitios.

Db ∼
[

(1 + nb)

(
1 +

1

nb

)nb
]L

(1.27)

Experimentalmente, cuando se construye un sistema de bosones interac-
tuantes que pueden ser descritos por el modelo de Bose-Hubbard el sistema
exhibe dos principales estados fundamentales.

Para el caso de interacciones débiles con respecto a la enerǵıa cinética
J/U >> 1, el sistema forma un estado de la materia conocido como con-
densado de Bose-Einstein (BEC), donde cada átomo está deslocalizado en la
red. En este caso el sistema se puede describir como una onda y la distribución
de los átomos en la red sigue una distribución de Poisson [23].

Para el caso de interacciones grandes con respecto a la enerǵıa cinética
J/U << 1, el sistema entra en el estado fuertemente correlacionado de un
aislador Mott, en el cual los átomos están colocados en un sitio bien localizado
de la red con un número fijo de part́ıculas por sitio (ver Figura 1.4). En este
caso el sistema no puede ser descrito por una onda de materia coherente y no
se puede observar un patrón de interferencia para interacciones muy grandes
en los átomos.
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Figura 1.4: Transición de un superfluido a un aislador de mott. a) En el estado
superfluido de un condensado de Bose-Einstein, los átomos pueden ser descritos como una
onda de materia macroscópica. En este caso la fase de la onda está bien definida y el número
de átomos en cada sitio fluctúa. b) En el otro ĺımite del estado de aislador de Mott, cada sitio
de la red contiene un número fijo de átomos pero la fase de la onda de materia permanece
incierta. En este caso no se puede observar la interferencia de la onda y el sistema puede ser
descrito por un Hamiltoniano de Bose-Hubbard. (Figura tomada de [23]).
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Caṕıtulo 2

Descripción del Experimento

En este caṕıtulo se hace una descripción breve de las técnicas usadas en el
experimento de A.M. Kaufman et al. [5] y se presentan algunos de los resulta-
dos que obtuvieron.

En los últimos años el uso de los gases cuánticos ultra fŕıos en experimentos
ha tenido un gran crecimiento, esto se debe al hecho de que estos sistemas
presentan un notable grado de aislamiento de las fuentes de decoherencia y
disipación y por lo tanto, con un alto grado de aproximación, durante los ex-
perimentos estos se consideran como sistemas cuánticos cerrados. Con base
en esto, se han realizado un gran número de experimentos para investigar te-
mas como la dinámica cuántica coherente en redes ópticas, transiciones de fase
cuánticas y termalización en sistemas cuánticos de baja dimensión, entre otros
[8].

Uno de los aspectos más importantes en estos experimentos, es el desarro-
llo de técnicas microscópicas de medición que puedan revelar propiedades de
sistemas complejos que no son accesibles por medio de mediciones estad́ısticas
de ensembles [1].

Para el experimento se utilizó un condensando de Bose-Einstein de átomos
de 87Rb atrapados en una red óptica localizada en el foco de un sistema de
imagen de alta resolución [1, 3]. El sistema está descrito por el Hamiltoniano
de Bose-Hubbard,

H = −(Jx
∑
x,y

b†x,ybx+1,y+Jy
∑
x,y

b†x,ybx,y+1+h.c.)+
U

2

∑
x,y

nx,y(nx,y−1), (2.1)

donde b†x,y, bx,y y nx,y = b†x,ybx,y son el operador de creación, aniquilación y
el operador de número del sitio {x, y}. Los átomos pueden tunelear entre sitios
vecinos de la red a una tasa Ji y experimentar una enerǵıa de interacción por
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parejas U cuando un sitio es ocupado por múltiples átomos.

Se tiene control independiente sobre las tasas de tuneleo Jx y Jy mediante el
control de la profundidad de la red, lo cual puede sincronizarse para producir
J/U << 1 o J/U >> 1. Adicionalmente se puede sobreponer a la red poten-
ciales arbitrarios usando un dispositivo digital colocado en el plano de Fourier
del sistema de imagen [24](el cual se describe en la sección 2.3).

Para iniciar el experimento, se aisló una plaqueta de 2 × 6 sitios con un
un átomo en cada uno de los sitios como se muestra en la Figura 2.1 A. En
este punto, cada sistema está en un estado producto de estados de Fock de un
átomo en cada uno de los sitios constituyentes, es decir

|ψ(0)〉 = |111111〉 . (2.2)

Repentinamente, se enciende el tuneleo en la dirección x mientras el tuneleo
en la dirección y se suprime. Cada cadena es restringida a los seis sitios lineales
introduciendo una barrera al final de las cadenas para prevenir el tuneleo hacia
afuera del sistema. Aśı el Hamiltoniano del sistema después del quench es

Hq = −Jx
∑
x

(b†xbx+1 + b†x+1bx) +
U

2

∑
x

nx(nx − 1). (2.3)

El estado inicial representa un estado altamente excitado para el Hamil-
toniano y que tiene superposición significativa con un número apreciable de
estados propios de la enerǵıa. Cada cadena representa una copia idéntica pero
independiente de un sistema de seis part́ıculas en seis sitios al que se le sometió
a un quench y que evoluciona por un tiempo controlado.

En el experimento se realizaron mediciones de la pureza cuántica median-
te la estad́ıstica de número de átomos de un sitio (Figura 2.1 C). Para las
mediciones se realiza una operación de división de haz que interfiere las dos
copias idénticas a lo largo de la cadena y permite el tuneleo en un potencial
de doble pozo proyectado para un tiempo establecido. En el último paso para
ambas mediciones, se levanta una barrera de potencial entre las dos copias en
la dirección transversal a la cadena para medir la ocupación resultante en cada
sitio de cada copia.

La capacidad para medir la pureza cuántica es crucial para evaluar el rol
del entrelazamiento en el sistema. La interferencia de muchos cuerpos que se
describe aqúı, permite extraer cantidades que son cuadráticas en la matriz de
densidad, tal como la pureza. Después de realizar la operación de división de
haz, se puede obtener la pureza cuántica del sistema completo y de cualquier
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subsistema simplemente contando el número de átomos de cada sitio de alguna
de las cadenas (Figura 2.1 C).

Figura 2.1: Secuencia experimental (A) Usando potenciales ópticos superpuestos sobre
una red óptica, se prepararon copias de un sistema de Bose-Hubbard de seis sitios donde cada
sitio tiene un solo átomo como condición inicial. Permitiendo un tuneleo en la dirección x se
deja evolucionar el sistema, después de un tiempo determinado se detiene y se caracteriza
el estado final ya sea obteniendo la estad́ıstica de número o la pureza local y global. (B) Se
muestra la estad́ıstica de número de un sitio de la distribución inicial (en el primer gráfico,
se observa el pico pronunciando sobre un átomo con fluctuaciones despreciables para los
demás átomos), para un tiempo posterior se compara la predicción de un emseble canónico
(en el segundo gráfico) con la misma enerǵıa promedio que tiene el sistema cuántico después
del quench (J/(2π) = 66Hz,U/(2π) = 103Hz). De forma alternativa, se puede medir la
pureza global del sistema completo de la cual se observa una pureza alta y estática, lo
cual contrasta con la pureza menor a uno del ensemble canónico, aún cuando este mismo
ensemble describe exactamente la distribución de número local que se observa. (C) Para
medir el número de átomos localmente, se permite que los átomos se expandan en tubos
a lo largo de la dirección y mientras se mantienen fijos en la dirección x. En experimentos
separados, se aplicó un divisor de haz permitiendo que los átomos en cada columna tunelen
en un potencial de doble pozo. La paridad de número de átomos resultante, par o impar, en
cada sitio codifica la pureza global y local (tomada de [5]).
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Cada corrida del experimento arroja la paridad P (k) = Πip
(k)
i , donde i

vaŕıa en un conjunto de sitios de interés en la copia k. El operador de pa-

ridad de un sitio p
(k)
i es 1(−1) cuando el número de átomos en el sitio i

es par(impar). Se ha mostrado que la operación de división de haz produce

< P (1) >=< P (2) >= Tr(ρ1ρ2), donde ρi es la matriz de densidad del conjun-
to de sitios considerados para cada copia [2, 14].

Ya que la preparación y la dinámica del quench para cada copia es idénti-
ca, resulta que ρ1 = ρ2 = ρ y la paridad promedio se reduce a la pureza:
< P (k) >= Tr(ρ2). Cuando el conjunto de sitios considerado comprende la
cadena completa, el valor esperado de esta cantidad corresponde a la pureza
del sistema completo, mientras que para conjuntos más pequeños proporciona
la pureza local del respectivo subsistema.

Los datos ilustran inmediatamente el contraste entre el comportamiento glo-
bal y el local y cómo se manifiesta la termalización (Figura 2.1 B). Se observa
que el estado global mantiene su pureza cuántica con el tiempo, afirmando la
unitariedad de su evolución después del quench. Esta medición global distingue
claramente el estado cuántico de un conjunto térmico canónico con pureza en
varios órdenes de magnitud menor. A pesar de todo se observa que localmente
la estad́ıstica de número de átomos converge a una distribución de carácter
térmico que puede ser modelada por el mismo ensemble térmico.

El crecimiento del entrelazamiento después de un quench es clave para enten-
der cómo la entroṕıa se forma dentro de los subsistemas de un estado cuántico
puro, facilitando aśı la termalización. Cuando dos partes de un sistema están
entrelazadas, el estado cuántico completo ρ no puede ser escrito de una forma
separada con respecto a los espacios de Hilbert de los subsistemas.

Como se ha mostrado teóricamente [14, 25] y recientemente se ha observado
experimentalmente [26], esto hace que los subsistemas ρA y ρB estén en una
mezcla estad́ıstica de estados aunque el estado cuántico completo de muchos
cuerpos sea puro [27].

El entrelazamiento del subsistema puede ser cuantificado por la entroṕıa
de segundo orden de Rényi, que es el logaritmo de la pureza de la matriz de
densidad del subsistema. Mientras que la entroṕıa de Von Neumann es usada
t́ıpicamente en el contexto de la mecánica estad́ıstica, ambas cantidades crecen
a medida que la matriz de densidad del subsistema se mezcla más y la entroṕıa
crece. En el caso de la entroṕıa de Rényi, la pureza en el logaritmo cuantifica
el número de estados que contribuyen a la mezcla estad́ıstica descrita por la
matriz de densidad.
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2.1 Dinámica de la entroṕıa

Se estudia la dinámica de la entroṕıa de entrelazamiento inmediatamente
después del quench variando el tamaño del subsistema (Figura 2.2). Inicial-
mente, se observa un incremento aproximadamente lineal en la entroṕıa, con
pendiente similar entre los sistemas considerados (Figura 2.2 recuadro) [12].
Después de una cantidad de tiempo que depende del tamaño del subsistema,
la entroṕıa de entrelazamiento se satura y llega a un valor constante, sobre el
cual hay pequeñas fluctuaciones temporales. La presencia de las fluctuaciones
residuales es atribuida, en parte, al tamaño finito del sistema.

Crucialmente, los datos muestran que mientras los subsistemas adquieren
entroṕıa conforme pasa el tiempo (Figura 2.2 A-C) la entroṕıa del sistema com-
pleto es constante y permanece aśı durante toda la evolución (Figura 2.2 D). La
alta pureza del sistema completo permite concluir que el aumento dinámico de
la entroṕıa en los subsistemas se origina en la propagación del entrelazamiento
entre los constituyentes del sistema.

Además, en analoǵıa al crecimiento de la entroṕıa termodinámica en un sis-
tema térmico de la mecánica clásica, tal como un gas en un contenedor cerrado,
se observa el crecimiento de la entroṕıa local en un sistema mecánico cuántico
cerrado. Sin embargo, en el caso del sistema cuántico, el mecanismo respon-
sable de la entroṕıa es el entrelazamiento, el cual está ausente en un sistema
modelado por la mecánica clásica.

Cuando un sistema termaliza, se espera que los valores esperados de los ob-
servables locales correspondan a las predicciones del ensemble estad́ıstico. Por
analoǵıa, si la entroṕıa de entrelazamiento juega el rol de la entroṕıa térmica,
entonces en un estado termalizado puro esperamos un crecimiento en la en-
troṕıa de entrelazamiento con el volumen del subsistema. Cuando la entroṕıa
de entrelazamiento en un estado cuántico crece linealmente con el tamaño del
subsistema considerado se dice que el sistema cumple con una ley de volumen.

Las mediciones realizadas en este trabajo indican, con un alto grado de apro-
ximación, una ley de volumen en la entroṕıa de entrelazamiento del sistema
(Figura 2.3 A). Un crecimiento lineal del entrelazamiento con el volumen ocurre
cuando cada subsistema puebla incoherentemente un número de estados que
escala con el tamaño del espacio de Hilbert del subsistema. Esto es porque,
para el modelo de Bose-Hubbard, el espacio de Hilbert es aproximadamente
exponencial en el tamaño de la red, lo cual resulta en un crecimiento lineal en
SA = −Log(Tr[ρ2A]) [5].

La flexión posterior de la entroṕıa de entrelazamiento como función del ta-
maño del subsistema indica que el estado es globalmente puro. En el estado
después del quench, la elevada pureza global es sorprendente en un estado que
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Figura 2.2: Dinámica de la entroṕıa de entrelazamiento. Comenzando de un esta-
do base con bajo entrelazamiento, el quench conduce al desarrollo de un entrelazamiento
a gran escala entre todos los subsistemas. El sistema de seis sitios se encuentra en un es-
tado producto con (J/U << 1) con un átomo por sitio en el régimen de interacción debil
J/U = 0,64(J/(2π = 66Hz)) y en él se mide la dinámica de la entroṕıa de entrelazamien-
to. A medidad que se equilibra, el sistema adquiere entroṕıa local mientras la entroṕıa del
sistema global permanece constante y a un valor dado por las imperfecciones de las medi-
ciones.(Figura tomada de [5]).
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Figura 2.3: Sistema de muchos cuerpos termalizado. Después del quench, el estado del
sistema alcanza un régimen termalizado con entroṕıa de entrelazamiento saturada. (A) En
contraste con el estado base, para el cual la entroṕıa de Rényi solo depende ligeramente del
tamaño del subsistema, la entroṕıa de entrelazamiento crece casi lineal con el tamaño. A
medida que el tamaño del subsistema se vuelve comparable al tamaño del sistema completo
la entroṕıa del subsistema se curva a cero, reflejando el estado de entroṕıa global igual
a cero. Para subsistemas pequeños, la entroṕıa de Rényi es aproximadamente igual a la
entroṕıa térmica correspondiente a la matriz de densidad del ensemble canónico. textbf(B)
La información mutua IAB = SA + SB − SAB cuantifica la cantidad de correlación cuántica
y clásica (estad́ıstica) entre los subsistemas A y B. Para subsistemas pequeños, el estado
cuántico termalizado tiene SA + SB ≈ SAB debido a la ley de volumen (flecha roja), lo
cual ocasiona que la información mutua sea nula. Cuando el volumen de AB se aproxima
al tamaño del sistema, la información mutua crecerá debido a que SA + SB excede a SAB .
(C) Se analiza IAB como función del volumen AB para el estado base y para el estado
termalizado.(Figura tomada de [5])

localmente parece estar completamente desfasado, que es el comportamiento a
menudo asociado con la decoherencia inducida por el medio ambiente u otras
fuentes de ruido.

Se observa que la entroṕıa de entrelazamiento depende del volumen del sub-
sistema y que concuerda casi cuantitativamente con la predicción hecha por
un ensemble térmico. Se realizó esta comparación con un ensemble térmico
canónico ρT con enerǵıa promedio igual a la que tiene el estado producido ex-
perimentalmente [28]. La ĺınea gris en la Figura 2.3A es la entroṕıa de Rényi
como una función del tamaño del subsistema para este estado térmico. Aún
cuando el tamaño del sistema limita la comparación sobre un gran rango de
tamaños del subsistema, la pendiente inicial de la entroṕıa de entrelazamiento
con respecto al volumen del subsistema imita a la entroṕıa térmica.

A pesar de la similitud, vale la pena enfatizar en el carácter diferente de la
entroṕıa de entrelazamiento y la térmica. La entroṕıa de entrelazamiento (ya
sea la de Rényi o la de von Neumann) está presente en el estado cuántico puro
instantáneamente después de la evolución unitaria, surgiendo de la no separa-
bilidad del estado cuántico entre el subsistema y los grados de libertad trazados.
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Por otro lado, la entroṕıa térmica de von Neumann dentro de un subsistema
de un estado térmico mezclado es la entroṕıa termodinámica de la mecánica
estad́ıstica, que podŕıa ser extráıda de experimentos de flujo de calor irrever-
sible sobre el subsistema [6]. Por lo tanto, la similitud entre las entroṕıas de
Rényi que se observan apunta a una equivalencia experimental entre la entroṕıa
térmica y la de entrelazamiento [28, 29].

2.2 Redes ópticas

Como se mencionó en la sección anterior, los átomos ultra fŕıos atrapados
en redes ópticas son el medio mediante el cual se estudió el sistema de interés.
En esta parte del trabajo se hace un breve resumen de la forma en que se crean
estas redes ópticas.

Una forma de crear cristales artificiales es por medio de micro trampas ópti-
cas creadas a partir de rayos láser contrapropagantes. Las aśı llamadas redes
ópticas se forman por la interferencia de láseres contrapropagantes, creando
un patrón de polarización espacialmente periódico en donde se pueden obser-
var correlaciones cuánticas, transiciones de fase, superficies de Fermi etc.(ver
Figura 2.4). Las trampas ópticas representan un campo moderno e interdisci-
plinario de investigación acelerado [23].

La interferencia entre los haces de luz forma una onda estacionaria de perio-
do λL/2 en la cual se pueden atrapar átomos. Haciendo interferir más láseres,
uno puede crear redes de una, dos o tres dimensiones con potenciales periódicos.
Una ventaja importante de crear trampas mediante la interferencia de láseres
es que la profundidad y la geometŕıa de la trampa está bajo control total por
el experimentador. Por ejemplo, la geometŕıa de la trampa puede ser contro-
lada cambiando el ángulo entre los láseres incidentes formando redes ópticas
muy complejas. La profundidad de la trampa puede ser modulada simplemente
cambiando la intensidad del haz.

Cada potencial periódico formado por una onda estacionaria tiene la forma

V (x) = V0sin
2(kLx), (2.4)

donde kL = 2π/λL es el vector de onda del láser usado y V0 la profundidad
del potencial usualmente dado en unidades de la enerǵıa de retroceso ER =
~2k2L/2m (con m la masa de un átomo neutro) que es una unidad natural en
átomos neutros atrapados en redes ópticas.



2.2. REDES ÓPTICAS 29

Figura 2.4: Redes ópticas. Los potenciales de redes ópticas están formados por la superpo-
sición de dos o más ondas estacionarias ortogonales. a) Para una red óptica dos dimensional,
los átomos están confinados en una serie de tubos de potencial unidimensionales confinantes.
En el caso 3D, la red óptica puede ser aproximada por un conjunto cúbico simple 3D de
potenciales de oscilador armónico confinantes en cada sitio de la red (tomada de [23]).
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2.3 Sistema de imagen de alta resolución

En esta sección se describe a groso modo el arreglo experimental utilizado en
[5]. El microscopio de gas cuántico se basa en un sistema óptico de alta apertu-
ra, que sirve para crear potenciales de red y detectar átomos simultáneamente.
Colocando un gas cuántico bidimensional a unos cuantos micrómetros de la
superficie frontal del micrómetro se puede lograr una apertura numérica alta,
de alrededor de 0.8 (ver Figura 2.5). Como resultado, se mide una resolución
óptica ∼ 600nm.

Figura 2.5: Diagrama del microscopio de gas cuántico. La muestra de átomos bi-
dimensional a se coloca a unos pocos micrómetros por debajo de la superficie de una lente
hemisférica dentro de la cámara de vaćıo. Esta lente sirve para aumentar la apertura numéri-
ca (NA) de la lente objetivo que se encuentra fuera de la cámara de vaćıo b mediante el
ı́ndice de refracción, de NA = 0,55 a NA = 0,8. Los átomos se iluminan lateralmente por
los haces c y la luz fluorescente dispersada es recogida por la lente objetivo y proyectada
sobre una cámara CCD (dispositivo de carga acoplada) d. Una red óptica bidimensional es
generada proyectando una máscara periódica e sobre los átomos a través de la misma lente
objetivo usando un divisor de haz f (Figura tomada de [1]).

A diferencia de las configuraciones t́ıpicas de una red óptica, en este ca-
so se crea el potencial de la red proyectando directamente un patrón de luz
espacial en el plano de los átomos. Después de cargar la red, se puede leer indi-
vidualmente todos los sitios (hasta decenas de miles) mediante la proyección de
imagen de luz dispersada por los átomos. La geometŕıa 2D del sistema permite
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la detección directa y libre de densidades en el sistema.

La parte central del arreglo es el sistema de imagen óptica de alta resolución
integrado con una trampa atómica dos dimensional(Figura 2.5). El sistema de
imagen consiste en un microscopio objetivo de largas distancias de trabajo
localizado fuera de una cámara de vaćıo que cubre una apertura numérica de
0.55. Como un lente frontal adicional de este sistema de imagen, se colocó un
lente hemisférico dentro de la cámara. El gas cuántico de 87Rb se crea en una
trampa de superficie h́ıbrida basada en campos de luz evanescente y de ondas
estacionarias. Posicionado entre 1,5 y 3 mm de la superficie, el gas cuántico es
profundo en el régimen 2D, con frecuencias de trampa de 6 kHz en la dirección
vertical y 20 Hz en el plano horizontal.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa y Resultados

3.1 Planteamiento del problema

El sistema que se estudia está constituido por 6 átomos bosónicos colocados
en una red óptica de seis sitios lineales, los sitios están conectados por una tasa
de tuneleo coherente entre sitios vecinos Jx y los átomos tienen una enerǵıa de
interacción proporcional a U entre átomos que se encuentren en el mismo sitio
de la red (ver Figura 3.1). Aśı el sistema está descrito por el Hamiltoniano de
Bose-Hubbard

H = −

(
Jx

5∑
i=1

b†ibi+1 + Jx

5∑
i=1

b†i+1bi

)
+
U

2

6∑
i=1

ni(ni − 1). (3.1)

En donde b†i (bi) es el operador de creación (aniquilación) de un átomo en

el sitio i y ni = b†ibi es el operador de número del sitio i.

La dimensión del espacio de Hilbert de este sistema se puede calcular usando
la ecuación

Db =
(Nb + L− 1)!

Nb!(L− 1)!
, (3.2)

en la cual Nb es el número de átomos bosónicos y L el número de sitios en
la red. Aśı, para nuestro caso en el que L = Nb = 6 resulta que el espacio de
Hilbert tiene dimensión 462.
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Figura 3.1: Esquema del sistema. El sistema está constituido por un arreglo lineal de 6
sitios creados por una red óptica en donde los sitios tiene un acoplamiento túnel coherente
Jx y los seis átomos que se encuentran en la red pueden tunelear entre sitios vecinos. La
interacción entre átomos U se da cuando dos o más átomos se encuentran en el mismo sitio.

3.1.1 La base del espacio de Hilbert

La base del espacio que se construirá estará constituida por el producto
tensorial entre las bases de ocupación de cada uno de los sitios

{|n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ |n3〉 ⊗ |n4〉 ⊗ |n5〉 ⊗ |n6〉} = {|n1n2n3n4n5n6〉}. (3.3)

En donde ni es el valor esperado del operador de número en el sitio i, por
conservación de part́ıculas se cumple que

∑
i ni = 6. Para construir los ele-

mentos de matriz de cualquier operador Oij en la base de Fock, en necesario
ordenar la base. Para esto a cada uno de los elementos de la base se le etiqueta
con un número del 1 al 462, esta elección del orden de los elementos es arbi-
traria pero una vez elegida se usan los mismos ı́ndices para todos los cálculos.
Para construir esta relación, se crearon dos diccionarios (Dic1 y Dic 2 ) que
relacionan uno a uno a cada elemento de la base con su repectiva etiqueta y
viceversa. Por ejemplo, el elemento de la base |600000〉 tiene la etiqueta 1, el
elemento |000600〉 la etiqueta 4 y el elemento |111111〉 la 462.

Un aspecto fundamental a tomar en cuenta en la construcción de la ba-
se, es que las part́ıculas son indistinguibles. Mientras que en f́ısica clásica las
part́ıculas pueden ser etiquetadas y seguir su trayectoria, en mecánica cuánti-
ca no se puede seguir la trayectoria de cada una de ellas ya que su posición
y momento no están determinados con exactitud en cada instante de tiempo [9].

Por tal motivo el estado del sistema tiene que cumplir la simetŕıa de inter-
cambio, es decir, si se tiene dos estados |11〉 (una part́ıcula en el sitio 1) y |12〉
(una part́ıcula en el sitio 2) el estado del sistema se puede escribir como |1112〉.
Si ahora se pensara que estas part́ıculas se pueden intercambiar, es decir, que
la part́ıcula que se encontraba en el sitio 2 pasa al 1 y viceversa el estado que se
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obtendŕıa es f́ısicamente el mismo que el primero |1112〉 esto se debe a que no se
pueden distinguir si alguna de las part́ıculas efectivamente cambio de sitio o no.

En el caso general, si se tienen dos part́ıculas bosónicas e idénticas en los
estado |ψ〉 y |ψ′〉 entonces se debe cumplir que

|ψψ′〉 = |ψ′ψ〉 . (3.4)

Mientras que en el caso de part́ıculas fermiónicas indistinguibles se cumpliŕıa
que

|ψψ′〉 = − |ψ′ψ〉 . (3.5)

Este es un aspecto fundamental en la mecánica cuántica y se tiene que tomar
en cuenta cuando se trabaja con estos sistemas. En el Apéndice B se encuentra
el código utilizado para la construcción de todos los elementos de la base y el
orden de los elementos.

3.1.2 Construcción y diagonalización del Hamiltoniano

Teniendo la base del sistema se procede a construir los operadores de crea-

ción y aniquilación. Sea |n1n2n3n4n5n6〉 el estado del sistema con
∑6

i=1 ni = 6,

entonces se definen los operadores de creación y aniquilación b†i y bi del sitio i
como

b†i |n1...ni...n6〉 =
√
ni + 1 |n1...ni + 1...n6〉

bi |n1...ni...n6〉 =
√
ni |n1...ni − 1...n6〉

(3.6)

Como se muestra enseguida, en esta base, los operadores de número ni = b†ibi
con i ∈ [1, 6] son diagonales. Sea |n1...ni...n6〉 el k-ésimo elemento de la base y
|n′1...n′i...n′6〉 el j-ésimo elemento, entonces nkj es

nkj = 〈n1...ni...n6| b†ibi |n
′
1...n

′
i...n

′
6〉

=
√
ni 〈n1...ni...n6| b†i |n

′
1...n

′
i − 1...n′6〉

=
√
ni
√
ni 〈n1...ni...n6|n′1...n′i...n′6〉

=
√
ni
√
niδkj .

(3.7)

En la última igualdad se usó la ortonormalidad de la base.
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Para los operadores en el primer término del Hamiltoniano (3.1) se tiene
que

(b†ibi+1)kj = 〈n1...ni...n6| b†ibi+1 |n′1...n′in′i+1...n
′
6〉

=
√
n′i+1 〈n1...ni...n6| b

†
i |n
′
1...n

′
i(n
′
i+1 − 1)...n′6〉

=
√
n′i+1

√
n′i + 1 〈n1...ni...n6|n′1...(n′i + 1)(n′i+1 − 1)...n′6〉

=∗
√
n′i+1

√
n′i + 1

(3.8)

La última igualdad se cumple en el caso en el que ni = n′i+1, ni+1 = n′i+1−1
y nj = n′j para j 6= i, i + 1. Esto muestra que estos operadores no tienen ele-
mentos en la diagonal y que los elementos no nulos dependen del orden de la
base.

De forma análoga se obtienen los elementos para el operador b†ibi+1. En las
secciones B.2 y B.3 del Apéndice B se muestra el código con el que se definieron
los operadores de creación y aniquilación y la construcción de los elementos de
matriz antes mencionados.

Teniendo los elementos de matriz del Hamiltoniano se toman los valores
para el acoplamiento túnel entre sitios Jx y para la enerǵıa de interacción U .
Como un primer paso se reproducen los resultados de [5], por lo que se toma
Jx/(2π) = 66Hz y U/(2π) = 103Hz es decir, estamos en el caso U/J > 1 que
corresponde a interacciones fuertes con respecto a la enerǵıa cinética de los
átomos.

Para diagonalizar el Hamiltoniano es necesario resolver la ecuación de valo-
res propios

H |En〉 = En |En〉 , (3.9)

en donde En es la enerǵıa propia del vector propio |En〉. Una condición
necesaria y suficiente para que la ecuación anterior tenga solución es que se
cumpla

Det(H |En〉 − EnI) = 0. (3.10)

Lo cual es un sistema de 462 ecuaciones lineales. Este sistema de ecuacio-
nes se resolvió usando el paquete LAPACK1(Linear Algebra PACKage) del

1http://www.netlib.org/lapack , https://docs.julialang.org/en/release-0.4/stdlib/linalg/

http://www.netlib.org/lapack
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lenguaje Julia. LAPACK proporciona rutinas para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales simultáneas, soluciones de mı́nimos cuadrados de sistemas de
ecuaciones lineales, problemas de valores propios y problemas de valores sin-
gulares.

La solución a la ecuación anterior es un conjunto de valores y vectores
propios de H en donde si P es una matriz con los vectores propios en sus
columnas, entonces

H = PHEP
−1, (3.11)

donde HE es la representación del Hamiltoniano en la base de sus vectores
propios, es decir, HE es diagonal con los valores propios en su diagonal.

3.2 Evolución y propiedades globales

La ecuación de Schrödinger tiene una solución sencilla cuando el Hamilto-
niano es independiente del tiempo y se representa en su propia base. El estado
del sistema al tiempo t expresado como combinación lineal de los autovectores
de H es

|ψ(t)〉 = e−iHt/~ |ψ(0)〉

=
∑
n

cne
−iHt/~ |En〉

=
∑
n

cne
−iEnt/~ |En〉

=
∑
n

〈En|ψ(0)〉 e−iEnt/~ |En〉 .

(3.12)

Cuando se usa el formalismo de la matriz de densidad, el estado del sistema
al tiempo t se escribe como (ver el Apéndice A)

ρ(t) = |ψ(t)〉 〈ψ(t)| . (3.13)

Una forma alternativa de obtener ρ(t) es resolver su ecuación de evolución
temporal, la cual se conoce como ecuación de Liouville-von Neumann

i~∂ρ(t)

∂t
= [H, ρ]. (3.14)
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Sin embargo, dado que es más sencillo resolver una ecuación para el vector
de estado |ψ(t)〉 de 462 entradas que para una matriz ρ(t) con 462×462 entra-
das, en el trabajo se encontrará el estado del sistema mediante la ecuación de
Schrödinger y se encontrará el operador de densidad usando la ecuación (3.13).

La condición inicial del sistema, en la base de estados de ocupación es

|ψ(0)〉 = |111111〉 . (3.15)

Este estado en la representación matricial corresponde a aquel vector que
tiene la entrada número 462 igual a 1 y el resto cero. Para poder aplicar la
ecuación (3.12) tenemos que tener |ψ(0)〉 en la base de la enerǵıa, lo cual se
obtiene al hacer P−1 |ψ(0)〉. Dado esto, se puede calcular el estado al tiempo t
y aśı la matriz de densidad del sistema completo (ver la Sección B.4).

Una de las cantidades más importantes es la enerǵıa del sistema al tiempo
t. Dado que el sistema es cerrado esta cantidad es constante e igual al valor de
la enerǵıa al tiempo cero

E0 = Tr(ρ(t)H). (3.16)

En la Figura 3.2 se muestra el valor esperado de la enerǵıa como función
del tiempo, esta permanece constante y tiene un valor de E0 = 826,51Hz en
unidades de ~ o 8,7161× 10−32J .

Otra de las cantidades importantes que se tienen que observar es la pure-
za del sistema, está definida por Tr(ρ2) y como ya se mencionó en el primer
caṕıtulo es igual a uno cuando el sistema es puro y menor a uno cuando el
estado es una mezcla estad́ıstica.

Dado que la entroṕıa de Rényi de segundo orden mide la separación del es-
tado de un sistema puro, en este caso esta cantidad tiene que ser igual a cero.
En la Figura 3.3 se muestra cómo la pureza del sistema es constante e igual
a uno mientras que la entroṕıa de Rényi se mantiene en un valor constante cero.

Para la construcción del Hamiltoniano del sistema, ecuación (3.1), se defi-
nieron los operadores de número de ocupación de cada uno de los sitios como

ni = b†ibi i = 1..,6. El valor esperado de estas cantidades es simplemente
〈ni(t)〉 = Tr(ρ(t)ni). Dado el estado inicial del sistema se espera que estas
cantidades comiencen en uno y oscilen alrededor de este valor como se muestra
en la Figura 3.4.
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Figura 3.2: Enerǵıa del sistema. Dado que el sistema es cerrado la enerǵıa se conserva y
tiene un valor de 8,7161× 10−32J o de forma equivalente 826,51Hz (en unidades de ~).
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Figura 3.3: Pureza global del sistema: La pureza global del sistema se mantiene constante
y aproximadamente igual a uno durante la evolución mientras que la entroṕıa de entrelaza-
miento de Renyi es cero.
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Figura 3.4: Números de ocupación. Para t = 0 el valor esperado de los números de
ocupación coicide con el estado inicial, inmediatamente después estas cantidades oscilan
alrededor de 1.

Pasamos ahora al estudio de los subsistemas. Es decir, estudiaremos el com-
portamiento de los operadores locales para los subsistemas. El subsistema pue-
de ser un solo sitio, dos o tres. Para esto es necesario introducir el operador de
densidad reducido.

En general si se tiene un sistema cuántico compuesto de varios subsistemas,
el operador de densidad reducido de uno de estos subsistemas se define como la
traza parcial sobre los demás subsistemas del operador de densidad del sistema
completo [30]. Esta cantidad se puede usar para describir el comportamiento
del subsistema que se encuentra en interacción con el resto.

Sean {|a〉} y {|b〉} bases completas y ortonormales del subsistema A y B
respectivamente. Se define el elemento de matriz 〈a|ρA|a′〉 del operador de
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densidad reducido del subsistema A (el cual se denotará como ρA) como [30]:

〈a|ρA|a′〉 ≡
∑
b

〈ab|ρ|a′b〉 . (3.17)

A la operación definida en la ecuación anterior se le llama traza parcial, en
este caso, sobre el subsistema B y es denotada por Trb(·).

3.3 Subsistema de un sitio

Para el caso en el que se toma un sitio como un subsistema del arreglo de
seis sitios (por ejemplo el sitio i) la base de este subsistema consta de siete es-
tados. En el espacio de Fock es {|ni〉} = {|0〉 , |1〉 , |2〉 , |3〉 , |4〉 , |5〉 , |6〉}, donde,
como antes, cada estado identifica al número de part́ıculas en el sitio i que se
está observando.

Para el caso en que se observa el sitio tres del sistema, se tomará la tra-
za sobre los sitios 1,2,4,5 y 6, es decir estos sitios representan el subsistema
complementario. Cada elemento de la base de este subsistema es de la forma
|n1n2n4n5n6〉. En este caso la matriz de densidad reducida ρ3 tiene una forma
sencilla pues es diagonal. Sea s y s′ dos elementos de la base del subsistema que
consta del sitio 3 y b un elemento de la base del subsistema complementario,
entonces

ρ3ss′ =
∑
b

〈sb|ρ|s′b〉 . (3.18)

Como s y s′ son dos elementos de la base diferentes, es decir, con número
de part́ıculas diferentes en el sitio 3, no existe ningún elemento b de la base del
subsistema restante con el cual se pueda construir dos estados |sb〉 y |s′b〉 váli-
dos del sistema completo, pues si existiera uno entonces alguno de los estados
|sb〉 y/o |s′b〉 no tendŕıa 6 part́ıculas. Es decir, esto es una consecuencia de la
conservación del número de part́ıculas.

Para calcular los elementos diagonales (las poblaciones) de la matriz de den-
sidad reducida se realizaron 7 subconjuntos de la base del sistema completo.
El primer subconjuto contiene a todos los estados en los que el número de
part́ıculas en el sitio 3 es cero, es decir todos los estados que van a contribuir
al elemento ρ300 , el segundo subconjunto contiene todos los estados que van a
contribuir al elemento ρ311 etc. En el Apéndice B se muestra el código usado
para hacer este cálculo.
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Una de las cantidades que podemos analizar directamente de la matriz de
densidad reducida son las poblaciones, es decir, la evolución temporal de los
elementos diagonales. F́ısicamente, estos elementos denotados como Pj(t) con
j = 0, 1, .., 7 son la probabilidad de encontrar al tiempo t el sitio 3 con j part́ıcu-
las. En la Figura 3.6 se muestra la evolución temporal de las poblaciones para
este sitio, como se puede observar, después de un tiempo transitorio (∼ 10ms)
las poblaciones oscilan alrededor de su valor promedio.

Al tomar el valor promedio de las poblaciones para el tiempo de 10 ms a
100 ms se obtiene la distribución en barras azules mostrada en la Figura 3.5.
Notablemente, mientras que la Figura 3.3 muestra que el sistema completo
evoluciona unitariamente (permanece puro). La estad́ıstica de número de un
subsistema (Figura 3.5) tiende a una distribución térmica. Entonces ¿Cómo es
que a pesar de que el sistema completo se encuentra en un estado que es to-
talmente diferente a uno térmico, un subsistema se comporta con propiedades
que asemejan un sistema térmico?

El análisis de la dinámica de entrelazamiento entre los dos subsistemas es
clave para entender cómo se comporta la entroṕıa dentro del sistema puro y
de alguna forma entender por qué termaliza el subsistema. Como se ha demos-
trado experimentalmente [2, 5] y teóricamente [25], cuando dos partes de un
sistema se encuentran entrelazadas el estado completo del sistema no puede ser
escrito como el producto de dos estados, cada uno de un subsistema. Esto causa
que los subsistemas estén en una mezcla estad́ıstica de estados aún cuando el
estado completo permanece puro. En la Figura 3.7 se muestra la evolución de
la entroṕıa de Renyi de segundo orden para el sitio 3 (−Log(Tr(ρ23(t)))). Como
ya se mencionó en el Caṕıtulo 1 la entroṕıa de Renyi cuantifica los estados que
aportan a la mezcla estad́ıstica en la matriz de densidad.

Sorprendentemente, mientras que la entroṕıa del subsistema aumenta rápi-
damente hasta llegar a un valor aproximadamente constante y oscila alrededor
de este, la entroṕıa del sistema completo (Figura 3.3 ) se mantiene en un valor
constante igual a cero.

Por otro lado, dada la simetŕıa del sistema, se espera que el comportamiento
del sitio 3 sea idéntico al del sitio 4 o el del 1 al 6 y tal vez el comportamiento
entre el sitio 1 y 3 difiera mucho por los efecto de borde que se puedan presen-
tar en el sitio 1. Sin embargo, como se muestra en la Figura 3.8 a simple vista
las poblaciones y la entroṕıa del sitio 1 tienen un comportamiento muy similar
a las del sitio 3 (Figura 3.6 y 3.7) y de hecho, en los dos casos el tiempo de
relajación de las poblaciones es muy similar.

A continuación se presenta el estudio para subsistemas que constan de dos
sitios de la red.
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Figura 3.5: Termalización del subsistema. La distribución de las poblaciones al inicio se
encuentra bien definida por el valor constante uno. Al evolucionar en el tiempo las poblaciones
tienden a una distribución térmica. En la Figura inferior se muestra la comparación del
promedio de las poblaciones en los primeros 100 ms de evolución contra la estimación de un
ensemble canónico con una temperatura efectiva de 3.15 nK. (La separación promedio entre
el promedio de las poblaciones y el ensemble canónico es 0.0036).
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Figura 3.6: Dinámica de poblaciones del subsistema 3. Las poblaciones de la matriz
de densidad reducida ρ3 muestran cómo el sistema termaliza muy rápidamente. Despúes de
un tiempo transitorio inicial la población P1 oscila alrededor de su valor promedio P̄1 ' 0,33

3.4 Subsistema de dos sitios

Para este caso la matriz de densidad reducida de los dos sitios ya no es
tan sencilla como en el caso anterior. La base del subsistema está constituida
por todos los ket’s |ninj〉 en donde i y j indican los dos sitios que se están
observando. Por ejemplo, tomemos el caso en el que ni = 2 y nj = 1 (|21〉)
entonces los elementos no diagonales distintos de zero serán

〈21| ρij |12〉 =
∑
b

〈b| 〈21| ρ |12〉 |b〉

〈21| ρij |03〉 =
∑
b

〈b| 〈21| ρ |03〉 |b〉

〈21| ρij |30〉 =
∑
b

〈b| 〈21| ρ |30〉 |b〉 .

(3.19)

Para saber qué elementos no diagonales de la matriz de densidad reducida
serán diferentes de cero es necesario que los dos elementos de la base corres-
pondan a estados con el mismo número de part́ıculas, es decir, si en el elemento
〈ninj | ρij |n′in′j〉 se cumple que ni + nj = n′i + n′j entonces ese elemento puede
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Figura 3.7: Entroṕıa de Renyi del sitio 3. Mientras que la entroṕıa del sistema com-
pleto permanece constante e igual a cero, la del subsistema crece muy rápidamente y oscila
alrededor su valor promedio S̄3 = 1,187.
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Figura 3.8: Dinámica del sitio 1. El comportamiento de las poblaciones y de la entroṕıa
entre el sitio 1 con respecto al sitio 3 parece ser muy similar a pesar de que la simetŕıa del
sistema sugiere que en el sitio 1 podŕıan presentarse efectos de borde.
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Figura 3.9: Probabilidades de ocupación de los sitios 1 y 2. Dado el estado inicial del
sistema, la probabilidad de ocupación al tiempo cero es P2 = 1 y Pn = 0 para n 6= 2. Al
evolucionar en el tiempo todas las ocupaciones se estabilizan mostrando pequeñas oscilaciones
alrededor de su valor medio.

ser no nulo. Esta condición es necesaria para que el elemento no sea nulo pero
no es suficiente. En la sección B.5.2 del Apéndice B se muestra el código para
calcular todos los elementos de matriz.

Para calcular la probabilidad de ocupación de n part́ıculas en el subsistema,
denotada por Pn, se suman las poblaciones para todos los estados |ninj〉 que
cumplen que ni + nj = n, es decir

Pn =
∑

ni+nj=n

〈ninj | ρij |ninj〉 . (3.20)

Tomemos el caso en el que el subsistema es el primer y segundo sitio. Como
se podŕıa esperar, la probabilidad P2 = 1 en t = 0 mientras que Pn = 0 si
n 6= 2, en la Figura 3.9 se muestra la evolución temporal de los primero 30 ms
de estas probabilidades de ocupación. De la misma forma que para el caso de
un sitio, las ocupaciones se estabilizan después de un tiempo de alrededor de
10 ms después del cual muestran pequeñas oscilaciones.

El promedio de las ocupaciones en los primeros 100 ms de evolución se mues-
tra en la Figura 3.10, en donde se comparan las distribuciones del promedio
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temporal de las ocupaciones con las predicciones de un ajuste con una distri-
bución canónica de temperatura efectiva T = 2,77 nK.

En analoǵıa al caso clásico, si la entroṕıa de entrelazamiento juega el pa-
pel de la entroṕıa térmica, entonces en un estado termalizado se esperaŕıa un
crecimiento lineal proporcional al tamaño del subsistema. En la Figura 3.11
se muestra la evolución de la entroṕıa para el subsistema de dos sitios, esta
entroṕıa se estabiliza en un valor de S̄12 = 2,228 que es aproximadamente el
doble que para el caso de un sitio.

Este crecimiento aproximadamente lineal en la entroṕıa de entrelazamiento
de Rényi se debe a la forma en la que crece el espacio de Hilbert en el modelo
de Bose-Hubbard. Mientras que para un número de sitios o part́ıculas fijo la
dimensión crece polinomialmente como muestra la ecuación (1.26), cuando la
densidad de part́ıculas se mantiene constante (Nb/L = nb = cte), es decir que
se agregan tantos sitios como part́ıculas al sistema, el espacio de Hilbert crece
exponencialmente

Db ∼ ((1 + nb)(1− 1/nb)
nb)L , (3.21)

provocando aśı que SA = −Log(Tr(ρ2A)) crezca de forma lineal.
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Figura 3.10: Termalización del subsistema de dos sitios. Al inicio las probabilidades de
ocupación del subsistema están bien definidas, P2 = 1 y Pn = 0 para n 6= 2. Cuando se deja
evolucionar el sistema el promedio de las ocupaciones tienden a una distribución como la
mostrada por las barras azules de la figura inferior (promedio sobre los primeros 100 ms de
evolución). Estas ocupaciones se comportan de forma muy parecida a las predicciones hechas
por un ensemble canónico con una temperatura efectiva de T = 2,77nK (barras naranjas de
la figura inferior).
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Figura 3.11: Dinámica de la entroṕıa. A medida que el subsistema se equilibra, como
se muestra en la Figura 3.9, la entroṕıa de entrelazamiento local incrementa mientras la
entroṕıa global permanece en un valor constante igual a cero. A diferencia del subsistema de
un sitio, el valor de la entroṕıa en este caso es aproximadamente el doble que en caso anteriro
lo que podŕıa ser una muestra del crecimiento lineal de la entroṕıa de entrelazamiento como
función del tamaño del subsistema.
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3.5 Subsistema de tres sitios

De manera análoga al caso de dos sitios, cuando el subsistema en cuestión
consta de tres sitios los elementos de la matriz de densidad reducida ρ3 que
son automáticamente cero por la conservación del número de part́ıculas son
aquellos elementos de la forma

〈n1n2n3|ρ3|n′1n′2n′3〉 =
∑
b

〈b| 〈n1n2n3|ρ|n′1n′2n′3〉 |b〉 , (3.22)

en los que no se cumple la siguiente igualdad

n1 + n2 + n3 = n′1 + n′2 + n′3.

Dada la simetŕıa del sistema se espera un comportamiento equivalente si se
toma la traza sobre los sitios 1,2 y 3 y sobre los sitios 4,5 y 6. En este caso
se observarán las propiedades del subsistema de sitios 1, 2 y 3. En la sección
B.5.3 se muestran los cálculos hechos para obtener la matriz de densidad de
este subsistema. De la misma forma que en los casos anteriores al tomar el pro-
medio temporal de las ocupaciones (las cuales se muestran en la Figura 3.12)
se obtiene la distribución que se muestra en las barras azules de la Figura 3.13.
Cuando se realiza un ajuste a una distribución térmica se obtienen las barras
en naranja, que son las probabilidades de ocupación calculadas con el ensemble
canónico a una temperatura efectiva de T = 4,48 nK.

Como se hab́ıa mencionado, la entroṕıa de entrelazamiento crece linealmen-
te con el tamaño del subsistema, para el caso del subsistema de tres sitios se
muestra la evolución en la Figura 3.14. En este caso la entroṕıa oscila alrede-
dor de su valor promedio S̄123(t) = 2,822 lo cual concuerda con lo planteado
anteriormente, que la entroṕıa de entrelazamiento es aproximadamente propor-
cional al tamaño del subsistema. Comparando el tiempo en el que relaja este
subsistema con los dos analizados anteriormente se puede concluir que el tiem-
po de relajación de las ocupaciones no depende en gran medida del tamaño del
subsistema, pues para los tres casos la entroṕıa y las ocupaciones se estabilizan
alrededor de los primeros 10 ms de evolución.

3.6 La temperatura efectiva y la entroṕıa de entrelaza-
miento

Una pregunta fundamental en el cálculo de las temperaturas de los ensem-
bles es ¿Cómo esta depende de los parámetros del Hamiltoniano Jx y U? Si
esta se comporta de forma análoga a la temperatura en un sistema térmico
uno podŕıa esperar que crezca con Jx, pues Jx se comporta como la enerǵıa
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Figura 3.12: Dinámica de ocupaciones para tres sitios. A diferencia de los dos ca-
sos anteriores las probabilidades de ocupación tienen una distribución más dispersa que no
es superior a 0.3 en ningun caso. Como se podŕıa esperar, en este caso la distribución es
aproximadamente simétrica con respecto a tres part́ıculas.
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Figura 3.13: Termalización del subsistema de 3 sitios. Las probabilidades de ocupación
tienden a una distribución térmica como en los dos casos anteriores. Al tomar el promedio
temporal de cada una de las ocupaciones durante los primeros 100 ms de evolución se observa
las similitudes entre una distribución canónica a una temperatura efectiva de T = 4,48 nK
y la distribución del promedio de las ocupaciones.
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Figura 3.14: Dinámica de la entroṕıa de entrelazamiento. La entroṕıa de entrelaza-
miento termaliza a un valor que es aproximadamente el triple que la entroṕıa para un sitio. Lo
cual muestra el crecimiento lineal de esta cantidad como función del tamaño del subsistema.

cinética de las part́ıculas en la red mientras que U es la enerǵıa de interacción
entre átomos.

Para el caso del subsistema de 1 sitio la temperatura se comporta de forma
continua en el régimen de interacciones altas Jx/U < 1, como es el caso ana-
lizado en el trabajo (Jx/U = 0,64), la temperatura incrementa continuamente
como incrementa Jx/U y para el régimen de interacciones débiles con respecto
a la enerǵıa cinética Jx/U > 1 comienza a oscilar. Esta relación se muestra en
la Figura 3.15.

Por otro lado, como se hab́ıa mencionado antes, dado el crecimiento expo-
nencial en el espacio de Hilbert del sistema, la entroṕıa de Rényi crece apro-
ximadamente lineal como función del número de sitios como se muestra en la
Figura 3.16. Sin embargo, ya que el sistema completo es puro, como se muestra
en los primeros resultados de este caṕıtulo, su entroṕıa es constante y nula,
lo que conduce a concluir que la entroṕıa mostrada en la Figura 3.16 decrece
continuamente para los subsistema de 4 y 5 sitios para llegar a un valor de cero
cuando el subsistema coincide con el sistema completo.
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Figura 3.15: Temperatura efectiva para un sitio. La temperatura asociada al ensemble se
comporta de forma cont́ınua para el caso de interraciones grandes con respecto a la enerǵıa
cinética mientras que para el régimen de interacciones debiles con respecto a la enerǵıa
cinética presenta .oscilaciones”que crecen con la eneǵıa cinética.
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Figura 3.16: La entroṕıa de Renyi. Ya que el sistema evoluciona unitariamente, la entroṕıa
del sistema completo permanece constante y en un valor igual a cero. Por esta razón la
entroṕıa de Renyi se comporta de forma lineal como función del tamaño del subsistema sólo
cuando este es pequeño en comparación con el sistema completo pues cuando el tamaño del
subsistema es comparable con el del sistema completo la entroṕıa se aproxima a cero.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

Entender el comportamiento de los sistemas cerrados de muchos cuerpos es
un problema abierto que involucra diferentes áreas de la f́ısica como la mecáni-
ca cuántica y la f́ısica estad́ıstica. Aún cuando ha habido grandes esfuerzos
teóricos y muchas conjeturas se han hecho sobre el tema, como es el caso de la
ETH, la termalización en sistemas cuánticos cerrados no ha podido ser expli-
cada desde primeros principios.

En este trabajo se analizó el comportamiento de uno de estos sistemas que,
sorprendentemente, con solo seis part́ıculas interactuantes termaliza. Se analizó
el comportamiento de las cantidades global y de los subsistemas. Se encontró
que las matrices de densidad reducidas para diferentes subsistema se hacen
indistinguibles de las de un ensemble térmico. Además, la termalización de es-
tas cantidades está muy relacionada con la entroṕıa de entrelazamiento que se
genera entre diferentes partes del sistema.

En particular, para el caso del subsistema de un sitio se encontró cómo
vaŕıa la temperatura efectiva del ensemble térmico como función del cociente
entre el acoplamiento túnel y la enerǵıa de interacción Jx/U , como se mostró
en el análisis, el comportamiento de esta cantidad es continuo y creciente para
Jx/U < 1. Cuando la enerǵıa de interacción es menor que el acoplamiento túnel
Jx/U > 1 hay un cambio drástico en el comportamiento de la temperatura.

Hay diferentes caminos que se podŕıan seguir en el estudio de estos siste-
mas y sus propiedades. Con el código desarrollado se podŕıa indagar cuestiones
sobre el comportamiento de otros sistemas cerrados más pequeños o más gran-
des que el que se presenta aqúı. Analizar otros observables para saber si estos
también termalizan. Otra pregunta interesante es la dependencia con respecto
a las condiciones iniciales del sistema ¿Para cualquier condición inicial los sub-
sistemas termalizan?

La hipótesis de termalización es una gúıa para entender las conexiones en-
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tre los sistemas microscópicos y los fenómenos macroscópicos. Lo que permite
hacer predicciones verificables en diferentes sistemas. Además, con lo grandes
avances experimentales que se tienen hoy en d́ıa es posible comparar estos re-
sultados obtenidos numéricamente con los que se obtienen en el laboratorio.
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Apéndice A

La Matriz de Densidad

Considere una mezcla de estados cuánticos independientes |ψn〉, n = 1, 2, 3 · · · ,
con pesos estad́ısticos wn. Los estados |ψn〉 no necesariamente son ortonorma-
les entre śı. El operador de densidad que describe este sistema se define como
[31]

ρ =
∑
k

wk |ψk〉 〈ψk| . (A.1)

Cuando se tiene un sistema como este, se dice que se cuenta con una mezcla
estad́ıstica de estados. En el caso en el que se conoce el estado del sistema,
|ψk〉 = |ψ〉, se tiene que wn = 0 si n 6= k y wn = 1 si n = k, es decir, la
probabilidad de que el sistema esté en el estado |ψ〉 es 1. En este caso se dice
que el sistema está en un estado puro y el operador de densidad para este
sistema es simplemente

ρ = |ψ〉 〈ψ| . (A.2)

En esta sección se demostrarán algunas propiedades del operador de densi-
dad (tanto para el caso de un sistema puro, como para una mezcla estad́ıstica
de estados) a partir de la definición dada por la ecuación (A.1).

Estados puros

Sea |ψ〉 el estado del sistema en cuestión. Sea {|φi〉} una base del sistema,
completa y ortonormal, es decir, cumple que

∑
i

|φi〉 〈φi| = 1, (A.3)

〈φi|φj〉 = δij .
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El estado del sistema se puede expresar como combinación lineal de la base
{|φi〉} como

|ψ〉 =
∑
i

ai |φi〉 , (A.4)

〈ψ| =
∑
i′

a∗i′ 〈φi′| ,

donde ai = 〈φi|ψ〉 y a∗i′ = 〈ψ|φi′〉. Como |ψ〉 está normalizado se cumple
que

∑
i |ai|

2 = 1. Las propiedades básicas del operador de densidad que se
mostrarán son:

1. El elemento diagonal ρii es la probabilidad de que el sistema esté en el
estado |φi〉.
Por definición, la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
|φi〉 es |ai|2 = aia

∗
i . Usando las ecuaciones (A.4) se tiene que el elemento

de matriz ρii es

ρii = 〈φi| ρ |φi〉 = 〈φi|ψ〉 〈ψ|φi〉 = aia
∗
i = |ai|2.

Por lo tanto, ρii es la probabilidad de que el sistema esté en el estado |ψi〉.

2. Tr(ρ) ≡
∑

i ρii = 1.

De la propiedad 1 se tiene que ρii = |ai|2, como el estado del sistema está
normalizado, se cumple que

∑
i |ai|

2 = 1, por lo tanto
∑

i ρii = 1.

3. Si A es un observable, el valor esperado de A es:

〈A〉 = Tr(ρA).

Por definición 〈A〉 = 〈ψ|A |ψ〉. Usando las ecuaciones (A.4) se tiene que

〈A〉 = 〈ψ|A |ψ〉 =
∑
i,i′

a∗i′ai 〈φi′ |A |φi〉 =
∑
i,i′

ρii′ 〈φi′ |A |φi〉

=
∑
i,i′

〈φi| ρ |φi′〉 〈φi′ |A |φi〉 .

Usando la completez de la base {|φi〉} se obtiene

〈A〉 =
∑
i

〈φi| ρA |φi〉 ≡ Tr(ρA).

4. ρ es Hermitiano, es decir, ρ† = ρ.
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ρ es Hermitiano si cada elemento ρij cumple que ρij = ρ∗ji. Calculando
estos elementos se tiene

ρij = 〈φi| ρ |φj〉 = 〈φi|ψ〉 〈ψ|φj〉 = aia
∗
j ,

ρji = 〈φj | ρ |φi〉 = 〈φj |ψ〉 〈ψ|φi〉 = aja
∗
i ,

de donde ρij = ρ∗ji.

5. Idempotencia, ρ2 = ρ.

ρ2 = ρρ = |ψ〉 〈ψ|ψ〉 〈ψ| = |ψ〉 1 〈ψ| = |ψ〉 〈ψ| = ρ.

Mezcla estad́ıstica de estados

En este caso el operador de densidad está definido por la ecuación (A.1),
donde wk es el peso estad́ıstico del estado |ψk〉.

Cada estado |ψk〉 se puede expresar como una combinación lineal de la base
{|φi〉},

|ψk〉 =
∑
i

aki |φi〉 , (A.5)

〈ψk| =
∑
i′

ak∗i′ 〈φi′| ,

donde aki = 〈φi|ψk〉 y ak∗i′ = 〈ψk|φi′〉. Sustituyendo las ecuaciones (A.5) en
la ecuación (A.1) se obtiene la representación de ρ en la base {|φi〉}:

ρ =
∑
kii′

wka
k∗
i′ a

k
i |φi〉 〈φi′ | . (A.6)

Usando las ecuaciones (A.3) se tiene que los elementos de matriz en esta
representación son:

ρlm = 〈φl|ρ|φm〉 =
∑
kii′

wka
k∗
i′ a

k
i 〈φl|φi〉 〈φi′|φm〉 =

∑
k

wka
k∗
m a

k
l . (A.7)

El operador de densidad que describe a una mezcla estad́ıstica de estados
tiene las siguientes propiedades:

1. Dada una base del sistema {|φi〉}, el elemento diagonal ρii es la probabi-
lidad de que el sistema esté en el estado |φi〉.
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La probabilidad de que el sistema esté en el estado |ψk〉 es wk y la pro-
babilidad de que |ψk〉 esté en el estado |φi〉 de la base es |aki |2. Por lo
tanto la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |φi〉 es∑

k wk|a
k
i |2. Calculando el elemento de matriz ρii en la base {|φi〉}:

ρii = 〈φi| ρ |φi〉 =
∑
k

wk 〈φi|ψk〉 〈ψk|φi〉 =
∑
k

wka
k
i a
k∗
i =

∑
k

wk|aki |2.

Por lo tanto ρii es la probabilidad de que el sistema se esté en el estado
|φi〉.

2. Tr(ρ) = 1.
En el inciso anterior se obtuvo que ρii =

∑
k wk|a

k
i |2. Entonces, por con-

servación de probabilidad tenemos

Tr(ρ) =
∑
i

ρii =
∑
i

∑
k

wk|aki |2 =
∑
k

wk
∑
i

|aki |2 = 1.

3. Si A es un observable, el valor esperado de A es:

〈A〉 = Tr(ρA).

Como se cuenta con una mezcla estad́ıstica de estados, el valor espera-
do de A es la suma de los valores esperados de A en el estados puro
|ψk〉 multiplicada por el peso estad́ıstico correspondiente wk [9]: 〈A〉 =∑

k wk 〈ψk|A|ψk〉. Usando las ecuaciones (A.5) tenemos

〈A〉 =
∑
kii′

wka
k∗
i′ a

k
i 〈φi′|A |φi〉 .

Con la ecuación (A.7) y usando la relación de completez (A.3) de la base
{|φi〉} se obtiene

〈A〉 =
∑
ii′

ρii′ 〈φi′|A |φi〉 =
∑
ii′

〈φi|ρ|φi′〉 〈φi′|A |φi〉 =
∑
i

〈φi|ρA|φi〉 ≡ Tr(ρA).

4. ρ es Hermitiano, es decir, ρ† = ρ.

De la ecuación (A.7) se tiene que

ρml =
∑

k wka
k∗
m a

k
l ,

ρlm =
∑

k wka
k∗
l a

k
m.

Tomamos el conjugado del elemento ρml

ρ∗ml = (
∑
k

wka
k∗
m a

k
l )
∗ =

∑
k

wka
k
ma

k∗
l = ρlm.

Por lo que cada elemento de ρ cumple que ρml = ρ∗lm. Entonces ρ es
Hermitiano.
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5. Tr(ρ2) < Tr(ρ)2.

Suponga que la matriz de densidad ha sido transformada a su representa-
ción diagonal, siendo Wn el n-ésimo término de la diagonal, entonces

Tr(ρ2) =
∑

nW
2
n ,

T r(ρ)2 = (
∑

nWn)2.

La parte derecha de la segunda ecuación siempre es mayor o igual a la
parte derecha de la primera, esto por la desigualdad del triángulo. Para
que se cumpla la igualdad es necesario que todas excepto una de las Wn
sean iguales a cero, es decir sólo si el sistema es puro.

El significado f́ısico de los elementos de la matriz de densidad

Como se demostró antes, dada una base ortonormal {|φi〉}, los elementos
diagonales de la matriz de densidad ρll son la probabilidad de que el sistema
esté en el estado |φl〉. Esto significa que si se hace la misma medición sobre
N(N >> 1) sistemas con las mismas condiciones se encontrará, en promedio,
que Nρ11 sistemas se encuentran en el estado |φ1〉; Nρ22 sistemas, se encuen-
tran en el estado |φ2〉 etcétera. Por esta razón a los elementos diagonales de la
matriz de densidad se les llama poblaciones.

Los elementos no diagonales de la matriz de densidad ρlm se presentaron en
la ecuación (A.7),

ρlm =
∑
k

wka
k∗
m a

k
l .

El término ak∗m a
k
l es la interferencia o traslape que hay entre los estados

|φm〉 y |φl〉 el cual aparece si el estado |ψk〉 es una superposición coherente de
los dos estados |φm〉 y |φl〉. Si se tiene que ρlm = 0, esto significa que no hay
interferencia entre los estados |φm〉 y |φl〉. Por lo tanto se tiene que el siste-
ma está en una superposición coherente de la base {|φi〉} si [32] su matriz de
densidad es no diagonal en la representación de {|φi〉}. Por otro lado, si ρ es
diagonal entonces se dice que el sistema está en una superposición incoherente
de la base {|φi〉}.

Es por esto que a los elementos no diagonales de la matriz de densidad se les
llama coherencias. A diferencia de los elementos diagonales ρll, los cuales son
una suma de números reales positivos (probabilidades), los elementos no diago-
nales son una suma de números complejos, pues en general ak∗m a

k
l es complejo.

Observe que las coherencias dependen de la base que se escoja.
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La ecuación de Liouville

En esta sección se derivará la ecuación de evolución temporal del operador
de densidad, la cual se conoce como la ecuación de Liouville o de Liouville-von
Neumann.

La evolución en el tiempo de un estado cuántico está descrita por la ecuación
de Schrödinger

i~∂ |ψ(t)〉
∂t

= H(t) |ψ(t)〉 , (A.8)

y la ecuación de Schrödinger para el estado adjunto 〈ψ(t)| es

−i~∂ 〈ψ(t)|
∂t

= 〈ψ(t)|H(t). (A.9)

Si la condición inicial del sistema es |ψ(0)〉, entonces el estado del sistema al
tiempo t está dado por

|ψ(t)〉 = U(t) |ψ(0)〉 , (A.10)

〈ψ(t)| = 〈ψ(0)|U †(t),

donde U(t) es el operador de evolución temporal. Sustituyendo las ecuaciones
(A.10) en las ecuaciones (A.8) y (A.9) obtenemos

i~∂U(t)

∂t
|ψ(0)〉 = H(t)U(t) |ψ(0)〉 .

Lo cual se puede escribir como una ecuación de operadores

i~∂U(t)

∂t
= H(t)U(t), (A.11)

−i~∂U
†(t)

∂t
= U(t)†H(t). (A.12)

Las ecuaciones (A.11) describen la evolución temporal para los operadores
U(t) y U †(t), estas ecuaciones se usarán para derivar la ecuación de Liouville.
Suponga que se conoce la condición inicial del operador de densidad del sistema

ρ(0) =
∑
k

wk |ψ(0)k〉 〈ψ(0)k| . (A.13)

El operador de densidad al tiempo t será entonces

ρ(t) =
∑
k

wk |ψ(t)k〉 〈ψ(t)k| . (A.14)
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Usando los operadores de evolución temporal y las ecuaciones (A.13) y (A.14)
se tiene que

ρ(t) =
∑
k

wkU(t) |ψ(0)k〉 〈ψ(0)k|U †(t)

= U(t)

(∑
k

wk |ψ(0)k〉 〈ψ(0)k|

)
U †(t)

= U(t)ρ(0)U †(t).

Por lo tanto

ρ(t) = U(t)ρ(0)U †(t). (A.15)

Tomando la derivada parcial con respecto al tiempo en la ecuación (A.15)
y usando las definiciones (A.11)

∂ρ(t)

∂t
=
∂U(t)

∂t
ρ(0)U †(t) + U(t)ρ(0)

∂U †(t)

∂t

= − i~H(t)U(t)ρ(0)U †(t) + U(t)ρ(0)
i

~U(t)†H(t)

= − i~(H(t)ρ(t)− ρ(t)H(t))

= − i~ [H(t), ρ(t)].

Por lo tanto

i~∂ρ(t)

∂t
= [H(t), ρ(t)]. (A.16)

La ecuación (A.16) describe la evolución temporal del operador de densidad,
a esta ecuación se le conoce como la ecuación de Liouville o de Liouville-von
Neumann. La ecuación (A.16) frecuentemente se escribe en la forma

∂ρ(t)

∂t
= L(t)ρ(t),

donde L es el operador de Liouville que se define como L(t)ρ(t) = − i
~ [H(t), ρ(t)].

Observe que la ecuación de Liouville no corresponde a la ecuación de movimien-
to de Heisenberg para un operador A en la representación de Heisenberg AH

i~∂AH(t)

∂t
= −[H(t), AH(t)],
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esta ecuación describe la evolución temporal del observable AH . Además de la
diferencia en el signo en la ecuación de Liouville con respecto a la ecuación de
Heisenberg, la ecuación de Liouville es válida para el operador de densidad en la
representación de Schrödinger, mientras que la ecuación de Heisenberg describe
la evolución en el tiempo de operadores en la representación de Heisenberg.

A.1 El operador de densidad reducido, la traza parcial

En la introducción del operador de densidad, en la sección anterior, se en-
contró que el valor esperado de cualquier operador del sistema es 〈A〉 = Tr(ρA)
donde ρ es el operador de densidad del sistema. Considere ahora que el operador
As es un operador del subsistema S, entonces por definición

〈As〉 = Tr(ρ(As ⊗ 1b)).

Sean {|s〉} y {|b〉} bases completas y ortonormales del subsistema S y B res-
pectivamente, entonces, la ecuación anterior se puede escribir de la siguiente
forma:

〈As〉 =
∑
s,s′,b,b′

〈sb|ρ |s′b′〉 〈s′b′|As ⊗ 1b|sb〉

=
∑
s,s′,b,b′

〈sb|ρ |s′b′〉 〈s′|As|s〉 〈b′| ⊗ |b〉 (A.17)

=
∑
s,s′,b

〈sb|ρ |s′b〉 〈s′|As|s〉 .

Se define el elemento de matriz ρsss′ del operador de densidad reducido del
subsistema S (el cual se denotará como ρs) como [30]:

ρsss′ ≡
∑
b

〈sb|ρ|s′b〉 . (A.18)

Con la definición dada en la ecuación (A.18) el valor esperado del operador As
se puede escribir de la forma

〈As〉 =
∑
s,s′

ρsss′ 〈s′|As |s〉 = Trs(ρ
sAs),

a la operación definida en la ecuación (A.18) se le llama traza parcial, en
este caso, sobre el ambiente B y se denotada por Trb(·). De la misma forma, se
define el operador de densidad reducido del ambiente (denotado por ρb) como

ρbbb′ ≡
∑
s

〈sb|ρ|sb′〉 .
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En general si se tiene un sistema cuántico abierto compuesto de varios sub-
sistemas, el operador de densidad reducido de uno de estos subsistemas se define
como la traza parcial sobre los demás subsistemas del operador de densidad
del sistema completo [30] y puede ser usado para describir el comportamiento
del subsistema que se encuentra en interacción con los demás subsistemas.

Si se consideran operadores globales definidos por la suma

A = As + Ab,

entonces el valor esperado de A será

〈A〉 = Tr(ρAs + ρAb) = Tr(ρAs) + Tr(ρAb)

= Trb(ρ
sAs) + Trs(ρ

bAb).
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Apéndice B

Código Computacional

B.1 Construcción de la base del espacio de Hilbert

La base del espacio de Fock está constituida por los números de ocupación
de los átomos en cada uno de los sitios de la red

{|n1, n2, n3, n4, n5.n6〉}, (B.1)

donde ni es el número de átomos en el sitio i y por conservación del núme-

ro de part́ıculas se cumple que
∑6

i=1 ni = 6. Como se menciona en el texto
principal hay que tomar en cuenta la indistinguibilidad de las part́ıculas al mo-
mento de escribir la base. El código para crear la base del espacio es el siguiente

1 cuenta = 1 # Contará el número de estados creados por el código.
2 B = zeros((462,6)) # Matriz que contendrá en sus filas la base del

hamiltoniano en arreglos de 6 d́ıgitos.
3

4 for i = 1:6 # Configuración 6 (genera los estados en los que hay 6 part́ıculas
en un sólo sitio)

5 c = zeros(6)
6 c[i] = 6
7 B[cuenta,1:6] = c
8 cuenta += 1
9 end
10

11 for i = 1:6 # Configuración 5,1 (genera los estados en los que hay 5
part́ıculas en un sistio y 1 en otro).

12 for j = 1:6
13 c = zeros(6)
14 if i != j
15 c[i] = 5
16 c[j] = 1
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17 B[cuenta,1:6] = c
18 cuenta += 1
19 end
20 end
21 end
22

23 for i = 1:6 # configuración 4,2
24 for j = 1:6
25 if i != j
26 c = zeros(6)
27 c[i] = 4
28 c[j] = 2
29 B[cuenta,1:6] = c
30 cuenta += 1
31 end
32 end
33 end
34

35 for i = 1:6 # configuración 4,1,1
36 for j = 1:6
37 for l = 1:j-1
38 if (i != j) && (i != l)
39 c = zeros(6)
40 c[i] = 4
41 c[j] = 1
42 c[l] = 1
43 B[cuenta,1:6] = c
44 cuenta += 1
45 end
46 end
47 end
48 end
49

50 for i = 1:6 # configuración 3,3
51 for j = 1:6
52 if i < j
53 c = zeros(6)
54 c[i] = 3
55 c[j] = 3
56 B[cuenta,1:6] = c
57 cuenta += 1
58 end
59 end
60 end
61

62 for i = 1:6 # configuración 3,2,1
63 for j = 1:6
64 for l = 1:6
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65 if (j != i) & (l != j) & (l != i)
66 c = zeros(6)
67 c[i] = 3
68 c[j] = 2
69 c[l] = 1
70 B[cuenta, 1:6] = c
71 cuenta += 1
72 end
73 end
74 end
75 end
76

77 for i = 1:6 # configuración 3,1,1,1
78 for j = 1:6
79 for k = 1:j-1
80 for l = 1:k-1
81 if (i != j) & (i != k) & (i != l)
82 c = zeros(6)
83 c[i] = 3
84 c[j] = 1
85 c[k] = 1
86 c[l] = 1
87 B[cuenta,1:6] = c
88 cuenta += 1
89 end
90 end
91 end
92 end
93 end
94

95 for i = 1:6 # configuración 2,2,2
96 for l = 1:i-1
97 for j = 1:l-1
98 if (i != j) & (i != l) & (j != l)
99 c = zeros(6)
100 c[i] = 2
101 c[j] = 2
102 c[l] = 2
103 B[cuenta,1:6] = c
104 cuenta += 1
105 end
106 end
107 end
108 end
109

110 for i = 1:6 # configuración 2,2,1,1
111 for j = 1:i-1
112 for k = 1:6
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113 for l = 1:k-1
114 if (i != j) & (i != k) & (i != l) & (j != k) & (j

!= l) & (k != l)
115 c = zeros(6)
116 c[i] = 2
117 c[j] = 2
118 c[k] = 1
119 c[l] = 1
120 B[cuenta, 1:6] = c
121 cuenta += 1
122 end
123 end
124 end
125 end
126 end
127

128 for i = 1:6 # configuración 2,1,1,1,1
129 for j = 1:6
130 for k = 1:j-1
131 for l = 1:k-1
132 for m = 1:l-1
133 if (i != j) & (i != k) & (i != l) & (i != m)
134 c = zeros(6)
135 c[i] = 2
136 c[j] = 1
137 c[k] = 1
138 c[l] = 1
139 c[m] = 1
140 B[cuenta,1:6] = c
141 cuenta += 1
142 end
143 end
144 end
145 end
146 end
147 end
148

149 c = ones(6)# configuración 1,1,1,1,1,1
150 B[cuenta, 1:6] = c
151 cuenta
152 462 # número total de estado creados.

Para ordenar los elementos de la base se crean los dos diccionarios D1 y D2
para identificar con un número natural del 1 al 462 a cada elemento y viceversa,
identificar a cada estado con su respectivo número. Aśı, para saber el número
asociado al estado [2,1,1,2,0,0] se escribe D2[[2,1,1,2,0,0]] y el estado asociado
a un número m D1[m]

1 D1 = Dict(i => B[i,1:6] for i=1:462)
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2 D2 = Dict(B[i,1:6] => i for i=1:462)

B.2 Operadores de creación y aniquilación y producto
interior

Teniendo la base del espacio de Hilbert se procede a construir los elementos
de matriz de los operadores involucrados en el Hamiltoniano. El código para

generar las funciones de los operadores de creación y aniquilación b†i , bi son dos
funciones b y bt que actúan sobre vectores de estado de la misma forma que
actúan los operadores de creación y aniquilación

bi |n1, n2, ..., ni, ...n6〉 =
√
ni + 1 |n1, n2, ..., ni + 1, ..., n6〉

b†i |n1, n2, ..., ni, ...n6〉 =
√
ni |n1, n2, ..., ni + 1, ..., n6〉 .

(B.2)

1 function b(j,v) # Operador de aniquilación en el sitio j del estado
v = [n1, n2, n3, n4, n5, n6]

2 m = v[j]
3 if m != 0 # Sólo actúa en el estado cuando el número de part́ıculas es

diferente de cero
4 m -= 1
5 m1 = zeros(length(v))
6 for i = 1:length(v)
7 m1[i] = v[i]
8 end
9 m1[j] = m
10 return sqrt(m+1), m1
11 else # Si el estado no tiene part́ıculas en el sitio j la función regresa el

estado nulo.
12 return 0, zeros(length(v))
13 end
14 end
15

16 function b_t(j,v) # Operador de creación de una part́ıcula del sitio j en el
estadov = [n1, n2, n3, n4, n5, n6]

17 m = v[j]
18 if (m < 6) & (m >= 0) # El operador sólo actúa en estados donde el

sitio j tenga menos de 6 part́ıculas.
19 m += 1
20 m1 = zeros(length(v))
21 for i = 1:length(v)
22 m1[i] = v[i]
23 end
24 m1[j] = m
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25 return sqrt(m), m1
26 else
27 return 0, [0,0,0,0,0,0]
28 end
29 end
30

31 function pdot(a,b) # Se define el producto interior entre dos kets en la base
de número.

32 n = 1.0
33 for i = 1:length(a)
34 if a[i] == b[i]
35 n *= 1
36 else
37 n *= 0
38 end
39 end
40 return n
41 end

B.3 Construcción del Hamiltoniano

El Hamiltoniano del sistema está dado por la ecuación (3.1), el cual está
construido en términos de los operadores de creación y aniquilación definidos
antes. Para calcular los elementos de matriz en esta base se usan las funciones
definidas antes. Por ejemplo para el operador de número del tercer sitio N3 se
tiene que

N3n,m = 〈n|b†ibi|m〉 , (B.3)

donde el estado n está guardado en la matriz B como B[n, 1 : 6] y la función
pdot() realiza la operación de producto interior en el espacio. Dado un valor
para Jx y para U los operadores que están involucrados en el Hamiltoniano son

1 Jx = 66 # (Unidades: Hz), ~ = 1
2 U = 103 # (Unidades: Hz), ~ = 1
3

4 N_1 = Diagonal(zeros(462,462)) # Se construyen los operadores de

número de cada sitio Ni = b†ibi los cuales son diagonales en esta base.
5 N_2 = Diagonal(zeros(462,462))
6 N_3 = Diagonal(zeros(462,462))
7 N_4 = Diagonal(zeros(462,462))
8 N_5 = Diagonal(zeros(462,462))
9 N_6 = Diagonal(zeros(462,462));
10
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11 for i in 1:462 # Se calculan los elementos de matriz de cada operador de
número.

12 N_1[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(1,b(1,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(1,B[i,1:6])[1])*(b_t(1,b(1,B[i,1:6])[2])[1])

13 N_2[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(2,b(2,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(2,B[i,1:6])[1])*(b_t(2,b(2,B[i,1:6])[2])[1])

14 N_3[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(3,b(3,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(3,B[i,1:6])[1])*(b_t(3,b(3,B[i,1:6])[2])[1])

15 N_4[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(4,b(4,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(4,B[i,1:6])[1])*(b_t(4,b(4,B[i,1:6])[2])[1])

16 N_5[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(5,b(5,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(5,B[i,1:6])[1])*(b_t(5,b(5,B[i,1:6])[2])[1])

17 N_6[i,i] = pdot(B[i,1:6],b_t(6,b(6,B[i,1:6])[2])[2])*(b
(6,B[i,1:6])[1])*(b_t(6,b(6,B[i,1:6])[2])[1])

18 end
19

20 N = Diagonal((N_1*(N_1-eye(462,462))) + (N_2*(N_2-eye(462,462)))
+ (N_3*(N_3-eye(462,462))) + (N_4*(N_4-eye(462,462))) + (N_5

*(N_5-eye(462,462))) + (N_6*(N_6-eye(462,462))));
21

22 A12 = zeros(462,462) # se construyen los operadores de intercambio de

part́ıculas entre sitios vecinos Aij = b†ibj
23 A23 = zeros(462,462)
24 A34 = zeros(462,462)
25 A45 = zeros(462,462)
26 A56 = zeros(462,462);
27

28 for i = 1:462
29 for j = 1:462
30 A12[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(1,b(2,B[j,1:6])[2])[2])*(b

(2,B[j,1:6])[1])*(b_t(1,b(2,B[j,1:6])[2])[1])
31 A23[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(2,b(3,B[j,1:6])[2])[2])*(b

(3,B[j,1:6])[1])*(b_t(2,b(3,B[j,1:6])[2])[1])
32 A34[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(3,b(4,B[j,1:6])[2])[2])*(b

(4,B[j,1:6])[1])*(b_t(3,b(4,B[j,1:6])[2])[1])
33 A45[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(4,b(5,B[j,1:6])[2])[2])*(b

(5,B[j,1:6])[1])*(b_t(4,b(5,B[j,1:6])[2])[1])
34 A56[i,j] = pdot(B[i,1:6],b_t(5,b(6,B[j,1:6])[2])[2])*(b

(6,B[j,1:6])[1])*(b_t(5,b(6,B[j,1:6])[2])[1])
35 end
36 end
37

38 A21 = transpose(A12) # Estos operadores tienen elementos reales y por lo
tanto Aij es el transpuesto de Aji

39 A32 = transpose(A23)
40 A43 = transpose(A34)
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41 A54 = transpose(A45)
42 A65 = transpose(A56);
43

44 A = A12 + A23 + A34 + A45 + A56 + A21 + A32 + A43 + A54 + A65; #
Correspondiente a la primera parte del Hamiltoniano

45

46 H = -Jx*A + (U/2)*N # Hamiltoniano del sistema en la base de número.

B.4 Diagonalización del Hamiltoniano

Para realizar la diagonalización del Hamiltoniano se usa una función nativa
del lenguaje Julia llamada eigfact1, la cual recibe una matriz cuadrada A y
regresa un objeto F que contiene los autovalores de A en F [: values] y los
autovectores en las columnas de la matriz F [: vectors]. eigfact es una función
contenida en el paquete LAPACK2 (Linear Algebra PACKage), el cual provee
subrutinas para la solución de sistemas de ecuaciones simultaneas lineales, so-
lución por mı́nimo cuadrados de sistemas de ecuaciones lineales, problemas de
valores propios y valores singulares. Aśı el k-ésimo vector puede ser obtenido de
la forma F [: vectors][:, k] mientras que el k-ésimo valor propio es F [: values][k]

1 F = eigfact(H) # F contiene la factorización espectral de H.
2

3 for i = 1:462
4 H[i,i] = F[:values][i]
5 end
6 H = Diagonal(H) # Hamiltoniano diagonalizado (con sus eigenvalores en la

diagonal)
7 P = F[:vectors]; # Matriz de cambio de base constituida por los vectores

propios de H
8 P1 = inv(P); # P1 es la inversa de P de tal forma que P*A*P1 es la

representación en la base de la enerǵıa de un operador A en la base de
número.

Cada uno de los estados construidos en la matriz B se corresponde con un
vector canónico de 462 entradas donde la m-ésima entrada es 1 y el resto cero.
Esta representación matricial de los estados se construye en la matriz n la
representación matricial de los elementos de la base en el espacio de Fock. En
la matriz e se almacenan los elementos de la base de Fock en la representación
de la enerǵıa.

1 n = eye(462,462);# estados en la base de número de part́ıculas.
2 e = P1*n;# Estados de la base de Fock en la representación de la

enerǵıa(vectores columna)

1Para más detalles de la función ver la documentación directamente en la página
https://docs.julialang.org/en/release-0.4/stdlib/linalg.

2http://www.netlib.org/lapack/

https://docs.julialang.org/en/release-0.4/stdlib/linalg
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El estado del sistema al tiempo t se escribe de la siguiente forma

|Ψ(t)〉 =
∑
n

〈En|Ψ(0)〉 e−iEnt |En〉 , (B.4)

en la cual se ha tomado ~ = 1. Y se divide el tiempo por el factor 103 para
medir el tiempo en milisegundos.

1 function psi(t,psi_0,eigenvals,eigenvecs) # psi() es una función que
toma como argumentos al tiempo t, el estado inicial del sistema psi0, un
vector con los valores propios del Hamiltoniano eigenvals y una matriz que
contiene en sus columnas los vectores propio de H.

2 sum = zeros(length(eigenvals))
3 for n = 1:length(eigenvals)
4 sum += dot(eigenvecs[:,n],psi_0)*exp(-im*eigenvals[n]*(t

/1000))*eigenvecs[:,n]
5 end
6 return sum
7 end

Dado que el sistema se encuentra en un estado puro, la matriz de densidad
para cualquier tiempo t está dada por

ρ(t) = |Ψ〉 〈Ψ| (B.5)

1 function rho(t,psi_0,eigenvals,eigenvecs)
2 x = psi(t,psi_0,eigenvals,eigenvecs)
3 return kron(x’,x)
4 end

Hasta este punto, se pueden usar las funciones ya definidas y la diagonaliza-
ción del Hamiltoniano para calcular valores esperados de diferentes operadores
usando simplemente la ecuación

〈A〉 = Tr(ρA)

Por ejemplo una cantidad que se puede calcular, es la evolución en el tiempo
del valor esperado de los operadores de número, ver Figura 3.4.

〈Ni(t)〉 = Tr(ρ(t)Ni)

1

2 m = D2[[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema
3 delta_t = 0:0.5:16 # intervalo de t
4 t_s = [t for t in delta_t]
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5

6 graf_1 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_1*P)) for t =
delta_t];

7 graf_2 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_2*P)) for t =
delta_t];

8 graf_3 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_3*P)) for t =
delta_t];

9 graf_4 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_4*P)) for t =
delta_t];

10 graf_5 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_5*P)) for t =
delta_t];

11 graf_6 = [trace(rho(t,e[:,m],F[:values],P)*(P1*N_6*P)) for t =
delta_t];

Hasta este punto no se pueden calcular valores esperados para subsistemas
pues necesitamos la matriz de densidad que describa el estado de un subsistema
considerando la interacción al resto del sistema como un baño térmico. Para
esto se calcula la matriz de densidad reducida para diferentes subsistema.

B.5 La traza parcial

B.5.1 Matriz reducida de un sitio

Como se demostró en el texto principal, la matriz de densidad reducida para
un sitio tiene un forma muy sencilla pues es diagonal y de dimension 7 × 7.
En este caso se define una función partial trace que recibe como argumentos
la matriz de densidad del sistema completo ρ y un arreglo X que contiene en
su primer entrada todos los elementos que aportan al estado de cero part́ıculas
en el sitio, en el segundo elemento contiene todos los estados que aportarán al
estado de una part́ıcula en el sitio... etc.

1 function partial_trace(rho_t,X)
2

3 r0 = 0 # Poblaciones de la matriz de densidad reducida
4 r1 = 0
5 r2 = 0
6 r3 = 0
7 r4 = 0
8 r5 = 0
9 r6 = 0
10 x0 = X[1] # Contiene todos los estados del sistema completo que aportan

al estado de 0 part́ıculas en el sitio.
11 x1 = X[2]
12 x2 = X[3]
13 x3 = X[4]
14 x4 = X[5]
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15 x5 = X[6]
16 x6 = X[7]
17

18 for i = 1:length(x0) # Se suman todas las aportaciones de los estados
para cada población.

19 r0 += rho_t[x0[i],x0[i]]
20 end
21 for i = 1:length(x1)
22 r1 += rho_t[x1[i],x1[i]]
23 end
24 for i = 1:length(x2)
25 r2 += rho_t[x2[i],x2[i]]
26 end
27 for i = 1:length(x3)
28 r3 += rho_t[x3[i],x3[i]]
29 end
30 for i = 1:length(x4)
31 r4 += rho_t[x4[i],x4[i]]
32 end
33 for i = 1:length(x5)
34 r5 += rho_t[x5[i],x5[i]]
35 end
36 for i = 1:length(x6)
37 r6 += rho_t[x6[i],x6[i]]
38 end
39 rho_3_red = zeros(7,7)
40 rho_3_red[1,1] = real(r0)
41 rho_3_red[2,2] = real(r1)
42 rho_3_red[3,3] = real(r2)
43 rho_3_red[4,4] = real(r3)
44 rho_3_red[5,5] = real(r4)
45 rho_3_red[6,6] = real(r5)
46 rho_3_red[7,7] = real(r6)
47

48 return rho_3_red = Diagonal(rho_3_red) # La función regresa la
matriz de densidad reducida del sitio.

49 end

Por ejemplo, para el sitio 3 que se trata en el texto principal la construcción
del arreglo X es de la siguiente manera

1 x0 = []
2 x1 = []
3 x2 = []
4 x3 = []
5 x4 = []
6 x5 = []
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7 x6 = []
8 for j = 1:462
9 if D1[j][3] == 0 # Se usa el diccionario D1[j] para identificar si el

elemento j-ésimo de la base contiene un cero en el sitio 3. Si es aśı este
elemento se almacena en x0.

10 push!(x0,j)
11 elseif D1[j][3] == 1
12 push!(x1,j)
13 elseif D1[j][3] == 2
14 push!(x2,j)
15 elseif D1[j][3] == 3
16 push!(x3,j)
17 elseif D1[j][3] == 4
18 push!(x4,j)
19 elseif D1[j][3] == 5
20 push!(x5,j)
21 elseif D1[j][3] == 6
22 push!(x6,j)
23 end
24 end
25 X = [x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6];

En el siguiente código se muestra cómo se aplicaron estas funciones para el
cálculo de la matriz de densidad reducida del sitio 3 para los primeros 100 ms
de evolución.

1 m = D2[[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema.
2

3 r00 = [] # Poblaciones de matriz de densidad reducida
4 r11 = []
5 r22 = []
6 r33 = []
7 r44 = []
8 r55 = []
9 r66 = []
10

11 for t = 0:0.5:100
12 rho_3 = partial_trace(P*rho(t,e[:,m],F[:values],P)*P1,X) # Se

usa la función de traza parcial para calcular las poblaciones en la base de
Fock y aśı observar la evolución de las poblaciones.

13 push!(r00,rho_3[1,1])
14 push!(r11,rho_3[2,2])
15 push!(r22,rho_3[3,3])
16 push!(r33,rho_3[4,4])
17 push!(r44,rho_3[5,5])
18 push!(r55,rho_3[6,6])
19 push!(r66,rho_3[7,7])
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20 end

B.5.2 Matriz reducida de dos sitios

Para el caso de dos y tres sitios no todos los elementos fuera de la diagonal
son nulos. Como se explicó esto depende del número de part́ıculas de los dos
elementos de la base del subsistema. Aśı para estos dos casos se comienza por
construir la base del subsistema. En este caso esta base contiene 28 elementos.

1 Base_12 = [[6,0],[0,6],[5,1],[1,5],[4,2],[2,4],[3,3],
2 [5,0],[0,5],[4,1],[1,4],[3,2],[2,3],
3 [4,0],[0,4],[3,1],[1,3],[2,2],
4 [3,0],[0,3],[2,1],[1,2],
5 [2,0],[0,2],[1,1],
6 [1,0],[0,1],
7 [0,0]];

Se prosigue identificando todos los elementos de la base del sistema comple-
to que aportarán a cada uno de los elementos de la base del subsistema.

1 Edos_contr = [] # Edoscontr juega el papel del arreglo X que se usó para el
caso de un sitio.

2 for j = 1:length(Base_12)
3 Edo_j = []
4 for i = 1:462
5 if (Base_12[j] == D1[i][1:2])
6 push!(Edo_j,i)
7 end
8 end
9 push!(Edos_contr,Edo_j)
10 end

Por último, el código con el que se construye la matriz de densidad reducida
es el siguiente.

1 m = D2[[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema
2

3 for t = 0:0.5:100
4 r12 = complex(zeros(28,28))
5 rho_t_fock = load("sistema-completo/rho_$t.jld", "rho_t")
6 rho_t = P*rho_t_fock*P1
7

8 for i = 1:length(Base_12)
9 for j = 1:length(Base_12)
10 qi = sum(Base_12[i])
11 qj = sum(Base_12[j])
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12 if (qi == qj) # El número de part́ıculas de los dos estados de
la base del subsistema es igual.

13 for k = Edos_contr[i]
14 for l = Edos_contr[j]
15 if (D1[k][3:6] == D1[l][3:6]) # Sólo se

suman los estados diagonales del resto del sistema.
16 r12[i,j] += rho_t[k,l]
17 end
18 end
19 end
20 end
21 end
22 end
23 save("subsistema_12/sub12_t_$t.jld", "r12", r12) # Se almacena

cada matriz al tiempo t.
24 end

B.5.3 Matriz reducida de tres sitios

Para el caso de un subsistema con tres sitios se realizan los mismos pasos
que en el caso anterior. Se construye la base del subsistema que en este caso
consta de 84 elementos.

1 Base_123 = [[6,0,0],[0,6,0],[0,0,6],[5,1,0],[5,0,1], # Base del
subsistema de 3 sitios.

2 [1,5,0],[0,5,1],[1,0,5],[0,1,5],[4,2,0],[4,0,2]
3 ,[2,4,0],[0,4,2],[2,0,4],[0,2,4],[4,1,1],[1,4,1]
4 ,[1,1,4],[3,3,0],[3,0,3],[0,3,3],[3,2,1]
5 ,[3,1,2],[1,2,3],[2,1,3],[1,3,2],[2,3,1],[2,2,2]
6 ,[5,0,0],[0,5,0],[0,0,5],[4,1,0],[4,0,1],[1,4,0]
7 ,[0,4,1],[0,1,4],[1,0,4],[3,2,0],[3,0,2]
8 ,[2,3,0],[0,3,2],[0,2,3],[2,0,3],[3,1,1],[1,3,1]
9 ,[1,1,3],[2,2,1],[2,1,2],[1,2,2]
10 ,[4,0,0],[0,4,0],[0,0,4],[3,1,0],[3,0,1],[1,3,0]
11 ,[0,3,1],[1,0,3],[0,1,3],[2,2,0]
12 ,[2,0,2],[0,2,2],[2,1,1],[1,2,1],[1,1,2]
13 ,[3,0,0],[0,3,0],[0,0,3],[2,1,0],[2,0,1],[1,2,0]
14 ,[0,2,1],[1,0,2],[0,1,2],[1,1,1]
15 ,[2,0,0],[0,2,0],[0,0,2],[1,1,0],[0,1,1],[1,0,1]
16 ,[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]
17 ,[0,0,0]];

Para cada uno de los elementos de la base del subsistema se crea un arreglo
que contiene a todos los elementos de la base del sistema completo que apor-
tarán en la traza parcial sobre los tres restantes sitios.
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1 base_Q = []
2 for Q = 1:84
3 Q_n = []
4 for i = 1:462
5 if (Base_123[Q] == D1[i][1:3])
6 push!(Q_n,i)
7 end
8 end
9 push!(base_Q,Q_n)
10 end

1 m = D2[[1,1,1,1,1,1]] # Estado inicial del sistema
2

3 for t = 0:0.5:100
4 r123 = complex(zeros(84,84))
5 rho_t_fock = load("sistema-completo/rho_$t.jld", "rho_t")
6 rho_t = P*rho_t_fock*P1
7

8 for i = 1:84
9 for j = 1:84
10 qi = sum(Base_123[i])
11 qj = sum(Base_123[j])
12 if (qi == qj) # Una condición necesaria para que el elemento ij

sea diferente de cero es que la suma de las part́ıculas de los
estados i y j coicida.

13 for k = base_Q[i]
14 for l = base_Q[j]
15 if (D1[k][4:6] == D1[l][4:6]) # Los estados

que aportan al elemento ij son aquellos que son
diagonales en el resto del sistema.

16 r123[i,j] += rho_t[k,l] #
17 end
18 end
19 end
20 end
21 end
22 end
23 save("subsistema_123_prueba/sub123_t_$t.jld", "r123", r123)
24 end

B.6 Cálculo de las ocupaciones en un ensemble térmico

Uno de los métodos para realizar el cálculo de las ocupaciones de algún sub-
sistema predichas por un ensemble térmico es la construcción de los operadores
de proyección |n1n2n3n4n5n6〉 〈n1n2n3n4n5n6| de todos los estados del sistema
completo que cumplan que en los sitios del subsistema que se está analizando
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tengan un número determinado de part́ıculas.

Por ejemplo, en el caso del subsistema de tres sitios se tiene que los prime-
ros 28 elementos de la base del subsistema contribuyen a la probabilidad de
ocupación P6 pues en todos ellos el subsistema tiene 6 part́ıculas. Para el caso
en el que esos tres sitios sean los primeros tres tendremos entonces que

P6 =
∑

n1+n2+n3=6

= |n1n2n3n4n5n6〉 〈n1n2n3n4n5n6| . (B.6)

De manera análoga para las ocupaciones restantes tenemos que

Pn =
∑

n1+n2+n3=n

= |n1n2n3n4n5n6〉 〈n1n2n3n4n5n6| . (B.7)

Y teniendo la matriz de densidad del ensemble térmico ρTij = δije
Ei/kbT se

tiene que la probabilidad de ocupación de un número n de part́ıculas en el
subsistema de tres sitios es

〈Pn〉 =
Tr(ρTP en)

Z
, (B.8)

donde Z =
∑

i e
Ei/kbT es la función de partición y el supeŕındice e en el

operador de proyección indica que este se encuentra en la base de la enerǵıa.

En las siguientes lineas de código se muestra la construcción de estos ope-
radores de proyección para el subsistema de tres sitios.

1 Ocupacion_6_123 = complex(zeros(462,462))
2 for j = 1:28
3 for i = 1:length(base_Q[j]) # baseQ[1:28] contiene todos los estados

del sistema completo que en los primeros tres sitios contienen 6
part́ıculas.

4 Ocupacion_6_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][
i]])

5 end
6 end
7

8 Ocupacion_5_123 = complex(zeros(462,462))
9 for j = 29:49
10 for i = 1:length(base_Q[j]) # baseQ[29:49] contiene todos los

estados del sistema completo que en los primeros tres sitios contienen 5
part́ıculas.
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11 Ocupacion_5_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][
i]])

12 end
13 end
14

15 Ocupacion_4_123 = complex(zeros(462,462))
16 for j = 50:64
17 for i = 1:length(base_Q[j])
18 Ocupacion_4_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][

i]])
19 end
20 end
21

22 Ocupacion_3_123 = complex(zeros(462,462))
23 for j = 65:74
24 for i = 1:length(base_Q[j])
25 Ocupacion_3_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][

i]])
26 end
27 end
28

29 Ocupacion_2_123 = complex(zeros(462,462))
30 for j = 75:80
31 for i = 1:length(base_Q[j])
32 Ocupacion_2_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][

i]])
33 end
34 end
35

36 Ocupacion_1_123 = complex(zeros(462,462))
37 for j = 81:83
38 for i = 1:length(base_Q[j])
39 Ocupacion_1_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][

i]])
40 end
41 end
42

43 Ocupacion_0_123 = complex(zeros(462,462))
44 j = 84
45 for i = 1:length(base_Q[j])
46 Ocupacion_0_123 += kron(n[:,base_Q[j][i]]’,n[:,base_Q[j][i]])
47 end
48

49

50 P0_123 = P1*Ocupacion_0_123*P # Se escriben los operadores de proyección
en la base de la enerǵıa.

51 P1_123 = P1*Ocupacion_1_123*P
52 P2_123 = P1*Ocupacion_2_123*P
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53 P3_123 = P1*Ocupacion_3_123*P
54 P4_123 = P1*Ocupacion_4_123*P
55 P5_123 = P1*Ocupacion_5_123*P
56 P6_123 = P1*Ocupacion_6_123*P
57 B_123 = [P0_123,P1_123,P2_123,P3_123,P4_123,P5_123,P6_123]; #

B123 contiene en cada una de sus entradas los operadores de proyección para
0,1,2...6 part́ıculas en el subsistema.

Ahora que se tienen los operadores de proyección del subsistema se pro-
cede a definir las funciones con las que se calculará su valor esperado. La
función rhocanonico(T,H) toma como argumento la temperatura del ensemble
y el Hamiltoniano diagonalizado del sistema completo y construye la matriz
de densidad térmica. Despúes, valcanonico(A,T) es una función que calcula
el valor esperado de un operador A con la matriz de densidad térmica y por
último valscanonico(B = [A1,A2,A3...An],T) realiza lo mismo que valcanonico
pero para un arreglo de operadores como el construido con los operadores de
proyección.

1 function rho_canonico(T, Ham = H) # construye el operador de densidad
del ensemble canónico con temperatura T y enerǵıas H[i,i].

2 rho_can = zeros(462,462)
3 for i =1:462
4 rho_can[i,i] = exp(-H[i,i]/T)
5 end
6 return(Diagonal(rho_can))
7 end
8

9 function val_canonico(A,T) # Calcula el valor esperado de un operador A
10 return(trace(A*(rho_canonico(T)))/trace(rho_canonico(T)))
11 end
12

13 vals_canonico(A,T) = real(val_canonico.(A,T))

Para calcular la temperatura efectiva del ensemble canónico se hace un ajus-
te a los valores calculados por la matriz de densidad del subsistema. Si es el
vector que contiene la probabilidad de ocupación de n part́ıculas en el sistema
al tiempo t entonces se hace el ajuste sobre el promedio de cada una de estas
ocupaciones.

1 Y_123 = [mean(p0_123[20:201]),mean(p1_123[20:201]),mean(p2_123
[20:201]),mean(p3_123[20:201]),

2 mean(p4_123[20:201]),mean(p5_123[20:201]),mean(p6_123[20:201])]
3 bar([0,1,2,3,4,5,6],Y_123)

Para encontrar el ajuste a los promedios de ocupación anteriores se usa el
paquete LsqFit3 de Julia, el cual trabaja con el algoritmo Levenberg-Marquardt

3https://github.com/JuliaNLSolvers/LsqFit.jl
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que es usado para la solución de mı́nimos cuadrados no lineales. Estos proble-
mas de minimización surgen especialmente en el ajuste de curvas de mı́nimos
cuadrados como en este caso.

La función curve fit(f,x,y,b0) toma como argumentos una función f a la cual
se quiere ajustar los datos contenidos en el arreglo y cuando f se evalúa en los
elementos del arreglo x. El arreglo b0 contiene una propuesta de los parámetros
que se ajustarán. Para nuestro caso la función se escribe de la siguiente forma

1 T0 = [400.0] # (Hz) Temperatura inicial propuesta
2 fit = curve_fit(vals_canonico,B_123,Y_123,T0).

fit es un objeto que contiene diferente cantidades como fit.param que son los
mejor parámetros para el ajuste en fit.dof los grados de libertad y en fit.resid
el vector de residuales.
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