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POSGRADO EN CIENCIAS FÍSICA
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CONTRIBUCIONES HADRÓNICAS Y CORRECCIONES RADIATIVAS
A g − 2 DEL MUÓN
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Introducción

El Modelo Estándar (ME) es una teoŕıa que describe las interacciones
fuertes, débiles y electromagnéticas de los quarks y leptones. El ME está com-
puesto por una teoŕıa denominada electrodébil y la cromodinámica cuántica
(QCD). La teoŕıa electro-débil describe de manera unificada las interacciones
electromagnéticas y débiles de los quarks y leptones, mientras que la QCD,
aśı como los acoplamientos de Yukawa, describen la interacción fuerte de los
quarks. De estas interacciones fundamentales, la interacción fuerte es la me-
nos comprendida debido en buena parte a que, a bajas enerǵıas, los quarks
están confinados al interior de los estados f́ısicos denominados hadrones, los
cuales a su vez se clasifican en mesones y bariones. La descripción de fenóme-
nos que involucran a los hadrones es de suma importancia para la f́ısica de
part́ıculas elementales, tanto para poder entender la dinámica de las interac-
ciones fuertes como para extraer parámetros fundamentales del ME a partir
de datos experimentales.

En la actualidad existe una gran cantidad de información experimen-
tal [1] sobre decaimientos que involucran interacciones fuertes. De éstos,
aquellos que incluyen simultáneamente leptones y hadrones (decaimientos
semileptónicos) constituyen los escenarios más limpios para estudiar la in-
teracción fuerte. La descripción teórica de los decaimientos semileptónicos es
relativamente sencilla, por lo que estos decaimientos se vuelven mucho más
atractivos que otros escenarios para probar diferentes modelos teóricos que
intentan describir la interacción fuerte de los hadrones (Teoŕıa Quiral Per-
turbativa (CHTP), Teoŕıas Efectivas de Quarks Pesados (HQET), Modelos
de Quarks Relativistas y No relativistas, Dinámica en el Cono de Luz, Reglas
de Suma de QCD, etc.).

El leptón τ ofrece un escenario único donde el ME, particularmente la
QCD, puede ser estudiada de manera precisa. Esto es posible gracias a que
las funciones espectrales de los decaimientos semileptónicos del τ , medidas
experimentalmente, son un excelente laboratorio para poder probar las pre-
dicciones de QCD y sus modelos a enerǵıas intermedias (1 ∼ 2 GeV). El
grupo liderado por M. L. Perl [2] descubrieron el leptón τ en 1975. Esta
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constituyó la primera evidencia experimental a favor de la existencia de una
tercera generación part́ıculas, y consecuentemente, la primera indicación de
que era posible acomodar la violación de CP en el Modelo Estándar, la cual
ya hab́ıa sido observada en sistemas de kaones neutros [3], a través de ma-
triz de mezcla de Cabbibo, Kobayashi y Maskawa, comúnmente denominada
matriz CKM [4] [5].

El leptón τ es lo suficientemente masivo para decaer en hadrones además
de que puede decaer semileptónicamente, lo que lo hace ideal para el estudio
de efectos de interacción fuerte en condiciones muy claras. El τ es miembro
de la tercera generación del ME de f́ısica de part́ıculas [1], el cual decae en
part́ıculas que pertenecen a las dos primeras generaciones, acompañado con
su respectivo neutrino, ντ . Esta es la razón por la que la f́ısica del τ podŕıa
darnos sugerencias útiles para entender el orden del por qué hay (al menos
tres) copias de leptones y quarks que solamente difieren en sus masas. Sien-
do el quark top demasiado pesado para hadronizarse antes de decaer [6], la
f́ısica detrás del quark b y el leptón τ parece prometedora al respecto. Sin
embargo, el valor de la masa mτ no permite que decaiga dentro de mesones
encantados(mesones que contienen al quark c).

Como se mencionó anteriormente, los decaimientos del leptón τ involu-
cran transferencia de momento de enerǵıas intermedias y, por lo tanto, sus
elementos de matriz hadrónicos pertenecen al régimen no perturbativo de
QCD donde, en ausencia de predicciones precisas de Lattice QCD, los mo-
delos fenomenológicos son la mejor herramienta disponible, de esta manera,
para estudiar estos decaimientos es necesario recurrir a modelos efectivos a
bajas enerǵıas para describir los elementos de matriz hadrónicos.

En esta tesis se recurre a una versión generalizada del Modelo de Domi-
nancia Vectorial (VMD) (propuesto originalmente por J. J. Sakurai a prin-
cipios de los años 60 como un modelo para el factor de forma eletromagnéti-
co del pion) el cual se ha denominado Modelo de Dominancia de Mesones
(MDM), para describir los elementos de matriz hadrónicos de la corriente
débil. Experimentalmente se ha encontrado que tanto los decaimientos semi-
leptónicos del τ son dominados por la producción de resonancias hadrónicas
intermedias, las cuales pueden estar sobre su capa de masa. Aśı pues, el VMD
resulta atractivo para describir tales decaimientos.
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El estudio de las contribuciones hadrónicas al momento dipolar magnéti-
co del muón, t́ıpicamente denominada como g − 2, donde g representa la
razón giro magnética, puede ser estudiada usando información experimental
de la aniquilación de e+e− a hadrones o decaimientos del leptón τ , bajo la
hipótesis de la simetŕıa de conservación de corriente vectorial (CVC). Los re-
sultados teóricos y experimentales del valor del momento dipolar magnético
del muón discrepan entre śı a un orden de 3σ, más aún, los resultados teóri-
cos que vienen de decaimientos del leptón τ también difieren entre śı. Por lo
tanto, la parte experimental va a poder ser aclarada gracias a dos principales
experimentos llevados a cabo uno en Japón y el otro en Estados Unidos en
los próximos años, mientras que la parte teórica, los errores vienen domina-
dos por la parte hadrónica, en particular por el canal dominante a dos piones.

En esta tesis estamos interesados en estudiar el decaimiento del τ a dos
piones y el correspondiente modo radiativo, que gracias a los teoremas de
bajas enerǵıas, teorema de Low [7] y teorema de Burnett & Kroll [8], pode-
mos separar la parte independiente del modelo en el decaimiento radiativo y
de esta manera identificar en las incertidumbres una parte independiente del
modelo. Por otra parte, hay que mencionar que las correcciones radiativas
deben ser removidas de la información experimental del τ para la predicción
del momento magnético del muón.

Para ello, la realización de esta tesis es la siguiente: en el caṕıtulo 1 se
describen algunas de las principales caracteŕısticas del Modelo Estándar, par-
tiendo de principios básicos y fundamentales, sus interacciones y simetŕıas,
hasta la breve formulación de las teoŕıas que describen su dinámica y el me-
canismo que siguen para que estos elementos adquieran masa. El caṕıtulo
2 se dedica especialmente a la descripción de los conceptos fundamentales
del momento dipolar magnético del muón, conocido comúnmente como g− 2
del muón y como este está relacionado con las funciones espectrales de los
decaimientos del τ . El caṕıtulo 3 se presentan algunos resultados del proceso
ρ− → π−π0γ, además de que se revisan de manera clara los teoremas de
bajas enerǵıas los cuales serán de utilidad para separar de manera adecua-
da las partes independientes y dependientes del modelo. El caṕıtulo 4 trata
del estudio del decaimiento τ− → π−π0ντγ y su relación con las contribu-
ciones hadrónicas, presentando algunos resultados y valores obtenidos para
la predicción hadrónica, haciendo la comparación directa con resultados de
los modelos CHPT y VMD obtenidos con anterioridad en otros trabajos, las
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correcciones electromagnéticas a de las contribuciones hadrónicas y las co-
rrecciones radiativas a g − 2. Se detallan las principales caracteŕısticas del
leptón τ , sus modos de decaimiento y su relación directa hacia el problema
abierto hoy en d́ıa, la discrepancia de los valores teóricos y experimentales
de g− 2 del muón y como a partir de decaimientos del leptón τ se puede ex-
plicar estas diferencias. Finalmente la última sección es dedicada al apartado
de discusión y conclusiones.
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ÍNDICE GENERAL ix
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Caṕıtulo 1

Revisión de part́ıculas
elementales

Según una visión ampliamente difundida en la f́ısica de part́ıculas, existen
dos clases principales de part́ıculas: los que constituyen a la materia, quarks
y leptones, y las de interacción cuántica, fotones y otras part́ıculas mediado-
ras de interacción. Los leptones y los quarks son fermiones que, de acuerdo a
las interacciones de norma, los leptones participan solo en la interacción elec-
trodébil, mientras que los quarks son afectados por la interacción electrodébil
y la interacción fuerte1. En este caṕıtulo se hace una breve descripción de este
conjunto de part́ıculas, sus interacciones y las simetŕıas discretas asociadas a
los mismos. Haciendo énfasis principalmente en algunos detalles en la parte
de interacción fuerte y la electrodinámica cuántica.

1.1. Leptones y quarks

Existen seis tipos de leptones distinguibles por sus masas, carga eléctrica
y modos de interacción. Tres leptones, el electrón (e−), el muón (µ−) y el
tau (τ−), con carga eléctrica igual a −1, sin embargo, difieren en el valor
de su masa. Los otros tres leptones, los neutrinos, son todos eléctricamente
neutros y tienen una masa muy pequeña. Como una regla general, todas las
part́ıculas tienen su correspondiente antipart́ıcula, las cuales tienen la misma
masa, esṕın, vida media y su carga eléctrica es la misma en magnitud pero

1Además, los leptones y los quarks interactúan directamente con el campo de Higgs a
través de los acoplamientos Yukawa.

1
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difiere en el signo. A cada leptón cargado se le asocia un neutrino, formando
un par al cual se denomina familia de leptones, aśı, existen tres familias: (
νe, e

−), (νµ, µ
−), y (ντ , τ

−), (ver cuadro 1.1) [9].

Generación quark mq leptón ml

1 u 2.3+0.7
−0.5 MeV e− ∼ 0.5110 MeV

d 4.8+0.5
−0.3 MeV νe < 2 eV

2 s 95± 5 MeV µ− ∼ 105.7 MeV
c 1.275± 0.025 GeV νµ < 0.19 MeV

3 b 4.18± 0.03 GeV τ− ∼ 1.777 GeV
t 173.21± 0.51± 0.71 GeV ντ < 18.2 MeV

Cuadro 1.1: Contenido de materia en el Modelo Estándar [1]. Las masas
de los quarks corresponden al esquema MS con escala de renormalización
µ = mq para quarks pesados(c, b) y µ = 2 GeV para quarks ligeros. Para el
caso del quark t, su masa es tomada de mediciones hechas en Tevatrón [6].

.

Por otra parte, se conoce la existencia de seis tipos de sabores de quarks,
caprichosamente llamados up (u), down(d), charm(c), strange (s), top(t) y
bottom(b), arreglados en tres familias de acuerdo a sus principales modos de
interacción: (u, d), (c, s) y (t, b) (ver cuadro 1.1). Todos los quarks tienen
carga eléctrica fraccional, los quarks u, c y t tienen una carga de 2/3 mien-
tras que d, s y b tienen carga −1/3 y sus respectivas antipart́ıculas tienen
cargas de signo opuesto. Cada sabor de quark puede existir en uno de los tres
estados de color, RGB2, el cual juega el rol de la carga para interacciones
fuertes entre quarks. Como los leptones no tienen color, ellos no responden a
las interacciones fuertes.

1.2. Interacciones fundamentales

Muchos de los fenómenos de los que la humanidad es testigo en la vida dia-
ria pueden ser explicados en términos de dos fuerzas fundamentales: gravedad
y electromagnetismo. Sin embargo, estás dos interacciones no son suficientes
para tomar en cuenta la f́ısica subnuclear. La gravedad es demasiado débil

2RGB por sus siglas en inglés, rojo, verde y azul
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para tener alguna relevancia a nivel subatómico. El electromagnetismo no
ofrece una explicación en cuanto a cómo un gran número de protones con
carga positiva pueden estar confinados en un núcleo con un tamaño del or-
den de 10−15m. Estos procesos requieren la invocación de dos interacciones
nucleares: una fuerte, responsable de la unión de protones y neutrones y una
débil que explica las desintegraciones nucleares.

En el Cuadro 1.2 se exhiben las cuatro fuerzas fundamentales, también
se muestra cuales son las masas de las part́ıculas mediadoras de la fuerza,
bosones de norma predichos y estudiados por las teoŕıas de norma.

Interacción Acoplamiento Bosón Masaa

Gravitación 10−39 graviton 0
Fuerza débil 10−3 W±, Z0 ∼ 80− 90 GeV

Electromagnética 1/137 γ 0
Fuerza fuerte 1 gluones 0

Cuadro 1.2: Interacciones Fundamentales de la naturaleza.

La teoŕıa de norma que unifica las interacciones débiles y electromagnéti-
cas es comúnmente conocida como el Modelo Estándar (de la interacción
electrodébil) asociada al grupo de simetŕıa SU(2)L × U(1)Y que tiene cua-
tro generadores asociados a cuatro campos vectoriales, uno de estos campos
permanece sin masa para general la fuerza electromagnética (fotón) y los
otros tres adquieren masa v́ıa el mecanismo de Higgs para producir la fuerza
débil. Por otra parte, la teoŕıa de norma que describe a la interacción fuer-
te esta asociada a la simetŕıa exacta SU(3)c. Aśı, el grupo de simetŕıa que
unifica a las interacciones fuerte, débil y electromagnética esta asociado a
SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y . La interacción gravitacional por su parte no se
acopla a ninguna de las interacciones anteriores y eso es uno de los grandes
problemas hoy en d́ıa debido a que no existe, aún, una teoŕıa que unifique
las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza.

1.3. Teoŕıa electrodébil y el origen de la masa

Rompiendo espontáneamente la simetŕıa de norma SU(2)L × U(1)Y al
grupo electromagnético U(1)Q, uno puede darle masa a los tres bosones me-
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diadores de la interacción electrodébil, dejando al fotón sin masa. Para hacer
ésto, se necesita introducir un nuevo campo, el campo de Higgs, el cual tras-
forma bajo el grupo de norma electrodébil y cuyo valor de expectación de
vaćıo lo rompe adecuadamente. Para la familia del electrón, los campos ma-
teriales son un doblete, ψL, y un singlete ψR, del grupo SU(2), donde

ψL =

(
νeL
eL

)
, ψR = eR. (1.1)

Como este grupo no actúa trivialmente para los fermiones de quiralidad iz-
quierda, es denotado como SU(2)L. Aśı, la Lagrangiana para los campos (sin
masa) ψ es

L0 = ν̄Liγ
λ∂λνL + ēiγλ∂λe, (1.2)

invariante bajo SU(2)L × U(1)Y bajo las trasformaciones globales

SU(2)L : U2(ω) = e−igωi
1
2
τi ,

U(1)Y : U1(ω) = e−i
1
2
g′ωY , (1.3)

con νe = ν y g y g′ las constantes de acoplamiento, ω son parámetros cons-
tantes, τi son las matrices de Pauli y Y es la hipercarga de la part́ıcula.

1.3.1. La masa en el Modelo Estándar

La forma invariante de norma de la Lagrangiana L0, ec.(1.2), es de la
forma

Ll = ψ̄Liγ
µDL

µψL + ψ̄Riγ
µDR

µψR, (1.4)

donde las derivadas covariantes son

DL
µψL =

(
∂µ + igAiµ

τi
2

+ ig′Bµ
YL
2

)
ψL,

DR
µψR =

(
∂µ + ig′Bµ

YR
2

)
ψR, (1.5)

con YL = −1 y YR = −2, Aiµ los tres campos vectoriales de norma asociados
con SU(2)L, Bµ el campo de norma asociado a U(1)Y . La dinámica de estos
campos esta contenida en la Lagrangiana

LG = −1

4
W i
µνW

µν
i −

1

4
BµνB

µν , (1.6)
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donde W i
µν = ∂µA

i
ν − ∂νA

i
µ − gεijkA

j
µA

k
ν y Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. Las La-

grangianas Ll y LG son invariantes bajo trasformaciones locales al grupo
SU(2)L × U(1)Y .

El rompimiento de la simetŕıa permite introducir dos campos escalares
complejos formando un doblete en SU(2)

φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
. (1.7)

Su dinámica, acoplado a un potencial esta dado por la Lagrangiana invariante
de norma

Ls = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ) ≡ (Dµφ)†(Dµφ)− µ2φ†φ− λ(φ†φ)2, (1.8)

donde las derivadas covariantes del campo escalar están dadas por

Dµφ =
(
∂µ + igAµ + ig′Bµ

Y

2

)
φ,

(Dµφ)† = ∂µφ
† − igφ†Aµ − ig′Bµ

Y

2
φ†. (1.9)

Finalmente, teniendo en cuenta la generación de los términos de masa de
los electrones, hay que introducir un acoplamiento de Yukawa invariante de
norma entre escalares y fermiones,

LlY = −Ce
(
ψ̄R(φ†ψL) + (ψ̄Lφ)ψR

)
, (1.10)

donde Ce son parámetros adicionales que da la fuerza a los acoplamientos. LlY
es invariante bajo SU(2)L, precisamente porque necesitamos un doblete de
escalares, mientras su invariancia bajo U(1)Y esta garantizada por el requeri-
miento de que φ tiene hipercarga Y = YL−YR, que es, Y = 1. SU(2) y U(1)
separadamente están completamente rotos, pero el producto SU(2) × U(1)
no lo es; este genera una simetŕıa adicional generada por la carga Q,

SU(2)L × U(1)Y → U(1)Q. (1.11)

Para probarlo, conviene parémetrizar a φ como

φ = exp
( i
v

∑
ξiTi

)( 0
1√
2
(v +H)

)
, (1.12)
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los campos escalares complejos ϕ+ y ϕ0 son remplazados por cuatro campos
escalares reales H, ξ1, ξ2 y ξ3. Aplicando una trasformación unitaria

S = exp
(
− i

v

∑
ξiTi

)
(1.13)

sobre todos los campos, trasforman como

φ′ = Sφ =
1√
2

[v +H(x)]χ, χ =

(
0
1

)
;

ψ′L = SψL; ψ′R = ψR;

B′µ = Bµ;

A′µ = SAµS
† +

i

g
(∂µS)S†. (1.14)

En términos de los nuevos campos, las diferentes partes se convierten en

Ls = (D′µφ
′)†(D′µφ′)− µ2φ′†φ′ − λ(φ′†φ′)2; (1.15)

LG = −1

4
W ′i
µνW

′µν
i − 1

4
B′µνB

′µν ; (1.16)

Ll = ψ̄′Liγ
µD′Lµ ψ

′
L + ψ̄′Riγ

µD′Rµ ψ
′
R; (1.17)

LlY = −Ce
(
ψ̄′R(φ′†ψ′L) + (ψ̄′Lφ

′)ψ′R

)
. (1.18)

Cada una de estas partes es examinada independientemente, para hacer más
fácil la escritura, los términos primados serán escritos sin acento, por ejemplo,
ψ′ = ψ.

Campo escalar. La matriz del campo de norma puede ser escrita expĺıci-
tamente como

Aµ =
1

2
τiAiµ =

1√
2

(τ+Wµ + τ−W
†
µ) +

1

2
τ3A3µ, (1.19)

con las definiciones τ± = 1
2
(τ1 ± iτ2) y Wµ = 1√

2
(A1µ − iA2µ). Aśı, el término

cinético

(Dµφ)†(Dµφ) =
1

4
g2v2W †

µW
µ +

1

8
v2(gA3µ − g′Bµ)2 +

1

2
∂µH∂

µH

+
1

4
(2vH +H2)

[
g2W †

µW
µ +

1

2
(gA3µ − g′Bµ)2

]
.(1.20)
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Los términos de masa esperados para el campo vectorial complejo es de la
forma M2

WW
†
µW

µ, aśı que la masa del vector cargado puede ser

MW =
1

2
gv. (1.21)

Por otro lado, el término cuadrático en los campos neutros, 1
8
v2(gA3µ−g′Bµ)2,

al ser diagonalizado introduce una combinación ortogonal que da los eigenes-
tados para dos campos neutros

A3µ = sin θWAµ + cos θWZµ,

Bµ = cos θWAµ − sin θWZµ; (1.22)

donde θW es el ángulo de mezcla (llamado ángulo de Weinberg). U(1)Q no se
rompe y el bosón de norma asociado permanece sin masa (el fotón). Para el
correspondiente campo Aµ, la diagonalización en términos de las cantidades
anteriores da como condición

g sin θW = g′ cos θW . (1.23)

Aśı, el ángulo de mezcla da una medida relativa de la fuerza del grupo de
factores de SU(2) y U(1), donde

cos θW =
g√

g2 + g′2
; sin θW =

g′√
g2 + g′2

. (1.24)

Para el campo vectorial neutro, 1
2
M2

ZZµZ
µ, la masa del campo Zµ es

MZ =
1

2
v
√
g2 + g′2 =

gv

2 cos θW
, (1.25)

donde las masas de los dos campos de norma débil satisfacen la identidad
MW = cos θWMZ .

Por otra parte, el potencial, después del rompimiento de simetŕıa, es

V (φ) =
1

4
µ2v2 − µ2H2 + λ(vH3 +

1

4
H4), (1.26)

donde v2 = −µ2/λ, la masa del escalar sobreviviente es

M2
H = −2µ2. (1.27)
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La Lagrangiana Ls, en la norma unitaria se convierte en

Ls =
1

2
(∂µH∂

µH −M2
HH

2)− gM2
H

4MW

H3 − g2M2
H

32M2
W

H4

+gMW

(
H +

g

4MW

H2
)
W †
µW

µ +M2
WW

†
µW

µ

+
1

2

gMZ

cos θW

(
H +

g

4 cos θWMZ

H2
)
ZµZ

µ +
1

2
M2

ZZµZ
µ. (1.28)

El campo H, que en principio es eléctricamente neutro, no se acopla al campo
electromagnético, pero Ls es, sin embargo, invariante de U(1)Q.

Campos de Norma. La Lagrangiana LG para los campos de norma
puede dividirse en una parte libre y otra interactuante

LG = L0
G + L1

G + L2
G; (1.29)

los dos términos de interacción son caracteŕısticos de teoŕıas no abelianas.
LG al ser reescrita en términos de eigenestados de masa Aµ, Wµ y Zµ, la
parte cinética es

L0
G = −1

2
W †
µνW

µν − 1

4
ZµνZ

µν − 1

4
AµνA

µν , (1.30)

donde Aµν = ∂µAν − ∂νAµ, Wµν = ∂µWν − ∂νWµ y Zµν = ∂µZν − ∂νZµ. Por
otro lado, L1

G, puede ser escrita como

L1
G = igW µ†W ν(sin θWAµν + cos θWZµν

+ig(W µW †
µν −W µ†Wµν)(sin θwA

ν + cos θWZ
ν). (1.31)

Finalmente, L2
G es de la forma

L2
G = −1

2
g2(W †

µW
µW †

νW
ν −W µ†W †

µW
νWν)

−g2W †
µW

µ(sin2 θWAνA
ν + cos2 θWZνZ

ν + 2 sin θW cos θWAνZ
ν)

+g2W †
µWν [sin

2 θWA
µAν + cos2 θWZ

µZν + sin θW cos θW (AµZν + AνZµ)].(1.32)

Los términos que dependen de los campos neutros (es decir, A2Z2 o Z4) se
han cancelado, aśı que los términos restantes en L2

G involucran solo a los
bosones cargados.
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El sector leptónico. Ahora hay que considerar Ll y LlY . Se puede an-
ticipar que después del rompimiento de simetŕıa, el electrón adquiere masa
del acoplamiento a escalares, sea

ψ̄Lφ = (ν̄L ēL)

(
0
1

)
v +H√

2
=
v +H√

2
ēL, (1.33)

el acoplamiento de Yukawa se convierte en

LlY = − Ce√
2

(v +H)(ēReL + ēLeR) = − Ce√
2

(v +H)ēe. (1.34)

El término cuadrático en el campo del electrón debeŕıa ser reconocido como
el término de masa de Dirac para el electrón, −mēe, con masa me = Cev√

2
,

donde el acoplamiento escalar-electrón se reduce

LlY = −meēe−
gme√
2MW

Hēe. (1.35)

El sector leptónico esta descrito por Ll y dado el término de masa del electrón,
puede ser descompuesto en una parte cinética, otra parte asociada a las
corrientes cargas y otra más asociada a las corrientes neutras

Llcin = ν̄Liγ
µ∂µνL + ē[iγµ(∂µ − ieAµ)−me]e; (1.36)

Llcc = − g

2
√

2
[ēγµ(1− γ5)νW †

µ + ν̄γµ(1− γ5)eWµ]; (1.37)

Llnc = − g

4 cos θW
ν̄γµ(1− γ5)νZµ −

g

4 cos θW
ēγµ[(−1 + 4 sin2 θW ) + γ5]eZµ.

(1.38)

Es aśı como las suma de las diferentes contribuciones dan la Lagrangiana
de la teoŕıa de norma de la interacción electrodébil para la familia leptónica
del electrón. Este modelo contine cinco parámetros independientes. Antes del
rompimiento son, el acoplamiento g de SU(2), el acoplamiento g′ de U(1)Y ,
los parámetros del potencial escalar λ y ν2 y el acoplamiento de Yukawa Ce.
Después del rompimiento de la simetŕıa, existe una equivalencia donde estos
parámetros son remplazados por el valor absoluto de la carga del electrón
e, el ángulo de mezcla de Weinberg θW , la masa del electrón me, la masa
del Higgs MH y la masa del bosón cargado MW . Las masas de los neutrinos
también pueden ser generadas a través del mecanismo de Higgs, sin embargo,
la jerarqúıa de masa de los neutrinos debe ser explicada de otra manera, por
ej. el llamado mecanismo seesaw 3[16].

3Seesaw, en español subibaja
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Inclusión de los quarks u y d

El sector de quarks debe incluirse como un doblete ψL mas dos singletes
uR y dR en el grupo de simetŕıa SU(2), es decir

ψL =

(
uL
dL

)
; uR, dR. (1.39)

La Lagrangiana para los quarks libres, invariante de norma local bajo SU(2)×
U(1)Y es de la forma

Lq = ψ̄Liγ
µ(∂µ + igAµ +

i

2
g′YLBµ)ψL

+ūRiγ
µ(∂µ +

i

2
g′Y u

RBµ)uR + d̄Riγ
µ(∂µ +

i

2
g′Y d

RBµ)dR. (1.40)

La interacción quark-escalar puede ser incluida en los acoplamientos (ψ̄Lφ)dR
y d̄R(φ†ψL) similar para el sector de leptones, análogamente para uR a es-
calares de manera invariante de norma, también se necesita ϕ− y ϕ̄0, sus
conjugados ε+ y ϕ0 que forman un doblete conjugado a φ, que es

φc = iτ2φ
∗ =

(
ϕ̄0

−ϕ−
)
. (1.41)

Los cuales tienen hipercarga Yc = −Y = −1. Los acoplamientos de Yukawa
requieren de dos constantes de acoplamiento, Cu y Cd, y asume la forma
general

LqY = −Cu[(ψ̄Lφc)uR + ūR(φc†ψL)]− Cd[(ψ̄Lφ)dR + d̄R(φ†ψL)]. (1.42)

La invariancia de norma de estos acoplamientos esta garantizada bajo U(1)Y
dada la asignación de la hipercarga de las part́ıculas: YL−Y u

R = Yc y YL−Y d
R =

Y . Después del rompimiento, análogo al sector leptónico, se obtiene en la
norma unitaria que la interacción de Yukawa toma la forma

LqY = − 1√
2

(v +H)(Cuūu+ Cdd̄d), (1.43)

la cual muestra que a través del mecanismo de Higgs los quarks u y d ad-
quieren las masas

mu =
1√
2
cuv; md =

1√
2
Cdv. (1.44)
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aśı, la Lagrangiana LqY adquiere la forma

LqY = −muūu−
gmu

2MW

ūuH − gmd

2MW

d̄dH. (1.45)

La incorporación de los fermiones adicionales en el modelo viene dado, en
forma muy general, por el correspondiente Lagrangiana de Yukawa

LY = −
(

1 +
H

v

)
(ēLMeeR + ūLMuuR + d̄LMddR + h.c.), (1.46)

donde v = 2MW/g, donde donde los difererente elementos diagonales identi-
ficados con las masas de los nueve fermiones masivos emergentes del modelo
son

Me = diagonal(me,mµ,mτ ),

Mu = diagonal(mu,mc,mt),

Md = diagonal(md,ms,mb). (1.47)

Por último, y sin entrar en detalles, los acoplamientos de los quarks a los
bosones W±, mezclan los diferentes eigenestados de masa. Esta mezcla esta
dada por la matriz de mezcla Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [4][5].

1.4. QCD: La teoŕıa de interacción fuerte

Históricamente, las teoŕıas de norma no abelianas primeramente fueron
usadas para formular la teoŕıa que unificara las interacciones débiles y elec-
tromagnéticas, la teoŕıa de interacción fuerte de quarks es más una extensión
obvia de la denominada electrodinámica cuántica. Aśı, la interacción fuerte,
llamada Cromodinámica Cuántica (QCD) también es una teoŕıa de norma
no abeliana basada en el grupo de color SU(3)c cuya Lagrangiana es [17]

LQCD = q̄(i /D −M)q − 1

4
Ga
µνG

µν
a + LGF+FP , (1.48)

donde

Dµ = ∂µ − igsGa
µ

λa
2
, (1.49)

es la derivada covariante y

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νGa

µ + gsf
abcGb

µG
c
ν , (1.50)
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donde a = 1, . . . , 8, Ga
µ el campo del gluón, gs es la constante de acoplamiento

fuerte y fabc son las constantes de estructura antisimétricas del grupo SU(3).

El campo del quark q es un vector columna con seis componentes en
el espacio de sabor, M representa la matriz de masas de los quarks da-
da por M = diag(mi), donde mi son las diferentes masas de los quarks:
mu,md,mc,ms,mt,mb. Las matrices λa

2
son los generadores del grupo de si-

metŕıa SU(3) en la representación fundamental. Finalmente, los términos de
Fadeev-Popov [18], LGF+FP , introducen los campos fantasmas y el término
que fija la norma dados por

LGF = − 1

2ξ
(∂µGa

µ)(∂νG
ν
a), (1.51)

LFP = −∂µφ̄aDµφa, (1.52)

donde Dµφa ≡ ∂µφa−gsfabcφbGµ
c , ξ el parámetro de norma, y φ̄a el conjunto

de campos escalares, hermı́ticos, sin masa y anticonmutantes. Por otro lado,
LFP es anti-hermı́tica que introduce una violación de unitariedad y cancela
las probabilidades no f́ısicas correspondientes a las polarizaciones longitudi-
nales de los gluones y restantes.

El acoplamiento gs de QCD, ec.(1.49), recibe correcciones cuánticas a
un lazo, Fig.1.1. Los cálculos a un lazo son factibles en las normas cova-
riantes con regularización dimensional, algunos de los más simples son: la
auto-enerǵıa del fantasma, denotado como M2(p), la autoenerǵıa del quark,
denotado por Σ(p)4. Por otro lado, los diagramas en la Fig.1.1, dan origen
al operador del polarización del gluón, δabΠµν(k), el cual contiene las contri-
buciones del quark, gluón, y de fantasmas, denotados como Πf

µν , Πg
µν y Πgh

µν ,
respectivamente.

Figura 1.1: Diagramas de Feynman que contribuyen a un lazo a la función
βQCD.

4Para ver los detalles y las expresiones para M2(p) y Σ(p) se recomienda ver la Ref.
[19] [20]
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La función βQCD esta definida a través de las Ecuaciones del Grupo de
Renormalización (RGE)5, a un lazo esta dada por

βQCD = µ
∂gs
∂µ

= −
(

11− 2nf
3

) g3
s

16π2
, (1.53)

la cual es negativa para nf ≤ 16, lo que implica el decremento en la constante
de acoplamiento renormalizada, gRs , cuando la enerǵıa aumenta se conoce
como libertad asintótica. Integrando la ec.(1.53), se tiene que

αs(q
2) =

12π

(33− 2nf ) log(q2/Λ2
QCD)

, (1.54)

donde αs ≡ g2
s/4π, conocida como constante de acoplamiento fuerte, la cual

depende de la escala de QCD, ΛQCD, definida en términos del valor de la
constate de acoplamiento renormalizada en alguna escala de renormalización,
µ, es decir:

log(Λ2
QCD) = log µ2 − 12π

αs(µ2)(33− 2nf )
. (1.55)

En resumen, las correcciones cuánticas hacen que la fuerza de interacción
cambien conforme cambia o varia la enerǵıa. En el caso de QCD, la fuerza
de interacción es muy fuerte a bajas enerǵıas, lo que nos impide hacer ex-
pansiones perturbativas en potencias de la constante de acoplamiento y de
alguna manera impide hacer cálculos a través de este medio a bajas enerǵıas.
Sin embargo, existen algunas alternativas para el estudio de la estructura
hadrónica a bajas enerǵıas basadas en el modelo de quarks que describimos
a continuación.

1.4.1. Representaciones del modelo de quarks

En el estudio de interacciones fuertes, se encuentra que en una buena
aproximación, estas son independientes de la carga electrica. Por otro lado,
las interacciones fuertes son invariantes bajo la trasformación que intercambia
protones (p) y neutrones (n). Más precisamente la interacción fuerte tiene

5El conjunto de renormalizaciones finitas constituye el grupo de renormalización y las
ecuaciones funcionales obedecen las caracteŕısticas del grupo. Para una carga infinitesimal
de escala µ, las ecuaciones funcionales se reducen a ecuaciones diferenciales las cuales son
llamadas ecuaciones del grupo de renormalización, RGE por sus siglas en ingles. Para ver
algunos detalles se recomienda ver la ref. [20].
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una simetŕıa de isoesṕın en SU(2) en la cual los estados p y n forman un
doblete de isoesṕın. Aśı, la estructura del grupo de simetŕıa de isoesṕın es
muy similar al del esṕın usual. Los generadores de isoesṕın Ti satisfacen el
álgebra de Lie de SU(2),

[Ti, Tj] = iεijkTk, i, j, k = 1, 2, 3. (1.56)

El concepto de isoesṕın puede extenderse a otros hadrones (mesones y ba-
riones) que forma tripletes, dobletes y singletes que tienen carga eléctrica
diferente donde la interacción electromagnética no respeta la simetŕıa de iso-
esṕın la cual no puede ser exacta.

Los mesones son estados ligados de quark-antiquark qq̄, en SU(3) se tienen
en singletes y octetes. Para mesones con esṕın-paridad 0−, se tiene:

π+ ∼ d̄u, π0 ∼ (ūu− d̄d)/
√

2, π− ∼ ūd,

K+ ∼ s̄u, K0 ∼ s̄d, K̄0 ∼ d̄s, K− ∼ ūs,

η0 ∼ (ūu+ d̄d− 2s̄s)/
√

6. (1.57)

El octeto de mesones vectoriales con espin-paridad 1− ha de contener los
mismos quarks. El mesón 0− η′ y el mesón 1− φ pueden ser identificados con
el singlete de SU(3) qiqi = (ūu+ d̄d+ s̄s). Los estados el octeto de mesones
y los estados del octeto de bariones presentan una diferencia en el número
barionico; B no es un generador de SU(3). Especialmente para bariones con
esṕın-paridad 1/2+

p ∼ udu, n ∼ udd,

Σ+ ∼ suu, Σ0 ∼ s(ud+ du)/
√

2, Σ− ∼ sdd,

Ξ0 ∼ ssu, Ξ− ∼ ssd,

Λ0 ∼ s(ud− du)/
√

2, (1.58)

y para bariones 3/2+

N∗++ ∼ uuu, N∗+ ∼ uud, N∗0 ∼ udd, N∗− ∼ ddd

Σ∗+ ∼ suu, Σ∗0 ∼ sud, Σ∗− ∼ sdd,

Ξ∗0 ∼ ssu, Ξ∗− ∼ ssd,

Ω ∼ sss. (1.59)
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Dada la relación de Gell-Mann-Nishijima, entre la extrañeza S, la carga
Q y el generador de isoesṕın T3 de SU(2), Q = T3 + Y

2
, con Y = B+S, donde

B es el número barionico y Y es la hipercarga. Gell-Mann (1961) y Ne’eman
(1961) señalaron que se podŕıa agrupar a todos mesones y bariones con el
mismo esṕın y paridad en diagramas (T3,S) parecidas a las representaciones
de SU(3). Los mesones con esṕın-paridad 0−, 1− y bariones 1/2+ encajan
muy bien en la representación de octetos, mientras que los bariones con
esṕın-paridad 3/2+ se ajustan a la representación del decuplete, Fig.1.2.

Figura 1.2: Hadrones en la representación de SU(3). Octete para (a) mesones
0−; (b) mesones 1−; (c) bariones 1/2+ y decuplete para bariones 3/2+

Las part́ıculas del octeto ψij son tensores de solo dos ı́ndices que pueden
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ser escritas como matrices

P =


π0
√

2
+ η0√

6
π+ K+

π− −π0
√

2
+ η0√

6
K0

K− K̄0 −2η0√
6



V =


ρ0√

2
+ ω0
√

6
ρ+ K∗+

ρ− −ρ0√
2

+ ω0
√

6
K∗0

K∗− K̄∗0 −2ω0
√

6

 (1.60)

B =


Σ0
√

2
+ Λ0
√

6
Σ+ p

Σ− −Σ0
√

2
+ Λ0
√

6
n

Ξ− Ξ0 −2Λ0
√

6

 .

Al momento de proponer la teoŕıa Eightfold-Way no todos los mesones y
bariones predichos en este patrón estaban bien predichos.

1.4.2. Masas efectivas de los quarks

Dado que los hadrones son considerados como estados ligados de pares
de quark-antiquarks (mesones) o tres quarks (bariones), su masa puede ser
escrita en términos de la masa de los quarks constituyentes más la corres-
pondiente enerǵıa de ligación, es decir:

Mmeson = mq +mq̄ + ∆Eqq̄, (1.61)

Mbarion = mq1 +mq2 +mq3 + ∆Eqqq.

Como los quarks pueden ser considerados no relativistas en los estados li-
gados, la enerǵıa de ligación es mucho menor que la masa de los quarks,
∆E << mq, modulado como

∆Eqq̄ =
4a

mqmq̄

sq · sq̄, ∆Eqqq = 4a′
3∑
i<j

1

mqimqj

sqi · sqj , (1.62)

donde a, a′ son constates numéricas indeterminadas y sq es el operador de
esṕın del quark, sus productos son números que depende del total del esṕın
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S del sistema. Esto es fácil de ver en el caso de los estados ligados de quark-
antiquark, donde

sq · sq̄ =
1

2

[
S(S + 1)− 3

2

]
, (1.63)

con S = 0, 1 el esṕın de los correspondientes mesones y usando la ec.(1.62),
el espectro de hadrones puede ser ajustado para obtener mq, a y a′. Las
masas obtenidas son las denominadas masas de quark constituyentes. A pesar
del éxito del modelo de quarks no relativistas esta en acuerdo con ciertas
propiedades de los hadrones tal como sus masas y momentos magnéticos,
las masas constituyentes no pueden ser identificadas como los parámetros de
masa que aparecen en la Lagrangiana del Modelo Estándar.

1.5. QED: Electrodinámica Cuántica

La interacción de fermiones con fotones esta descrita por la teoŕıa de
norma, electrodinámica cuántica QED, la cual esta estructurada por inva-
riancia de norma local U(1) y cuyas interacciones electromagnéticas puedan
ser descritas por la Lagrangiana [22]

LQED = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ξ−1(∂µA

µ)2 +
∑
f

ψ̄f (iγ
µDµ −mf )ψf ,

= Lξ0A + L0ψ + ejµem(x)Aµ(x), (1.64)

donde Dµ = ∂µ − ieAµ es la derivada covariante, Fµν = ∂muAν − ∂νAµ es el
campo de fuerza electromagnético que permanece invariante bajo las trasfor-
maciones de norma y ξ es el parámetro de norma. . La parte de interacción
de la Lagrangiana es Lint = ejµem(x)Aµ(x), con jµem = ψ̄fγ

µψf , mientras que

la parte Lξ0A define al propagador del fotón, el cual se analizará a detalle a
continuación, y la parte L0ψ define al propagador del leptón.

Una de las pruebas más rigurosas de QED viene de las mediciones de
alta precisión del denominado momento anómalo magnético el cual surge
enteramente de fermiones y fotones virtuales. Sin embargo, dentro de QED,
existen muchas herramientas que nos ayudarán a comprender la descripción
f́ısica de esta cantidad, algunas de las cuales se describen a continuación.
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1.5.1. El propagador del fotón

De acuerdo con QED, La forma más general para el propagador del fotón,
esta determinado por el correlador [23] :

iDµν
γ (x− y) = 〈0|T{Aµ(x)Aν(y)}|0〉, (1.65)

que incluyen todas las interacciones electromagnéticas, en el espacio de mo-
mentos. En la norma de Feynman [25], el propagador del fotón toma una
forma simple iDµν

γ = −igµν/(q2− iε) y la serie de Dyson para la autoenerǵıa
toma la forma 6

Figura 1.3: Representación en diagramas de Feynman para la autoenerǵıa
del fotón.

iD′γ(q
2) =

−i
q2

+
−i
q2

(−iΠγ)
−i
q2

+
−i
q2

(−iΠγ)
−i
q2

(−iΠγ)
−i
q2

+ ...

=
−i
q2

( 1

1 + Πγ
q2

)
=

−i
q2 + Πγ(q2)

. (1.66)

Por invariancia de norma U(1)em el fotón es necesariamente no masivo y
debe permanecer sin masa después de incluir correcciones radiativas, lo cual
requiere que Πγ(q

2) = Πγ(0) + q2Π′γ(q
2) con Πγ(0) = 0 en acuerdo con la

condición de transversalidad. Como resultado uno obtiene que

iD′µνγ (q) = −igµνD′γ(q2)+térm. de norma =
−igµν

q2(1 + Π′γ(q
2))

+térm. de norma.

(1.67)
Después de las consideraciones estructurales sobre el propagador del fotón,
el cálculo de la autoenerǵıa a un lazo y su correspondiente renormalización
del propagador del fotón es

6Omitiendo el tensor métrico dado que actúa como una matriz unitaria
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= (−1)F i4e2

∫
ddk

(2π)d
Tr
(
γµ

/k +m

k2 −m2 + iε
γν

/p+ /k +m

(q + k)2 −m2 + iε

)
. (1.68)

Usando las propiedades para las trazas de las matrices de Dirac (ver apéndice
A), la traza para un número impar de matrices γes cero. F es el número de
lazos cerrados, F = 1 para este caso y obteniendo que

igµνΠ
µν = −igµν(qµqν − q2gµν)Π′(q2) (1.69)

lo que implica automáticamente que qνΠ
µν = 0. El resultado a un lazo para

el tensor de polarización de vació resulta ser [26]

q2Π′(q2) =
e2

16π2

8

3

(
m2 − q2

6
+ A0(m) +

(
m2 +

q2

2

)
B0(m,m; q2)

)
, (1.70)

donde ε es el parámetro introducido a partir de la regularización dimensional
y los términos que exhiben las singularidades UV renormalizables estan dadas
por

A0(m) = −m2 2

ε
+O(1), B0(m,m; q2) =

2

ε
+O(1). (1.71)

En el esquema de mı́nima sustracción
←−−
MS, la expresión renormalizada final

toma la forma

Π′γ(q
2) =

α

3π

∑
f

Q2
fNcf

[
In
µ2

m2
f

+ Ḡ
]

(1.72)

donde f denota los diferentes fermiones de sabor, µ es es la escala de enerǵıa
usado en la respectiva renormalización, Qf la carga en unidades de e y Ncf

el factor de color, Ncf = 3 para quarks y Ncf = 1 para leptones. Se ha
introducido una función auxiliar

Ḡ =
5

3
+ y − 2(1 +

y

2
)(1− y)G(y) '

{
Ḡ = 0, si q2 = 0

Re Ḡ = −In |q
2|

m2
f

+ 5
3
, si |q2| � m2

f

(1.73)
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que desaparece en q2 = 0. La parte imaginaria esta dada por la formula

ImΠ′γ(q
2) =

α

3

∑
f

Q2
fNcf

(
(1 +

y

2
)
√

1− y
)
. (1.74)

Usando los ĺımites superiores e inferiores en la enerǵıa, se tiene que

Π′γ(0) =
α

3π

∑
f

Q2
fNcf In

µ2

m2
f

, (1.75)

y

ReΠ′γ(q
2) =

α

3π

∑
f

Q2
fNcf

(
In
µ2

|q2|
+

5

3

)
; |q2| �� m2

f . (1.76)

De esta manera se concluye la búsqueda de la polarización de vaćıo a un
lazo, mencionando que muchos detalles han sido omitidos dado que no son
de relevancia dento de este trabajo, sin embargo, la polarización de vaćıo a
un lazo juega un rol muy importante dentro para los cálculos del momento
anómalo magnético del muón.

1.5.2. Piones en QED escalar y polarización de vaćıo
por mesones vectoriales

Los efectos de interacción fuerte, en el contexto del momento anómalo
magnético del muón, son dominados por los hadrones más ligeros, el triplete
de isoesṕın de piones (π+, π0, π−), los cuales se comportan como part́ıculas
puntuales. La Lagrangiana efectiva para la interacción electromagnética de
piones cargados puntuales esta descrita por un campo escalar complejo φ
dada por [28]:

L(0)
π = (∂µφ)(∂µφ)† −m2

πφφ
†, (1.77)

donde al sustituir ∂µφ→ Dµφ = (∂µ+ieAµ(x))φ, implica que la Lagrangiana
escalar de QED (sQED) sea

LsQEDπ = L(0)
π − ie(φ†∂µφ− φ∂µφ†)Aµ + e2gµνφφ

†AµAν . (1.78)

La invariancia de norma implica que los piones deben acoplar v́ıa dos dife-
rentes vértices para el campo electromagnético, y las correspondientes reglas
de Feynman (ver apéndice E sec.E.2) están dadas en la Fig.1.4 y Fig.1.5 [30]
[31].
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Figura 1.4: Propagador del pión, en este caso p es el momento entrante.

Figura 1.5: Vértices pion-fotón en sQED, por convención p es el momento
entrante y p′ es el momento saliente.

Dado que se esta considerando a los piones como part́ıculas puntuales,
la Lagrangiana de sQED no considera la estructura interna de los mismos,
sin embargo, esto se soluciona para pión cargado, introduciendo un factor de
forma e2 → e2|Fπ(q2)|2.

En sQED la contribución de un lazo de pión a la polarización de vaćıo
del fotón renormalizada esta dada [26]

Figura 1.6: Contribución del pión en VP para el fotón.

Π′(π)
γ ren(q2) =

α

6π

(1

3
+ (1− y)− (1− y)2G(y)

)
, (1.79)

donde y = 4m2/q2 y G(y) = 1
2
√

1−y

(
In1+

√
1−y

1−
√

1−y − iπ
)

. Para q > 4m2 existe

una parte imaginaria o parte absortiva dada la sustitución

G(y)→ ImG(y) = − π

2
√

1− y
, (1.80)
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donde se obtiene que:

ImΠ′(π)
γ (q2) =

α

12
(1− y)3/2, (1.81)

y de acuerdo al teorema óptico [25] la parte absortiva puede ser escrita en
términos de la sección eficaz σπ+π−(s) de la dispersión e+e− → γ∗ → π+π−

como [32]

ImΠ′hadγ (s) =
s

4πα
σhad(s), (1.82)

donde

σπ+π−(s) =
πα2

3s
β3
π, (1.83)

con βπ =
√

(1− 4m2
π/s) la velocidad del pión en el marco de referencia del

centro de masa. A menudo, uno escribe la sección eficaz hadrónica como una
razón

R(s) = σhad(s)/
4πα2

3s
, (1.84)

en unidades de la forma asintótica a altas enerǵıas de la sección eficaz σ(e+e− →
γ∗ → µ+µ−) para la producción de un par de muones en la aniquilación e+e−.
Dada la sección eficaz o parte imaginaria, convencionalmente, la parte real
de la función de polarización de vaćıo renormalizada puede ser obtenida por
integración de la relación de dispersión apropiada [33] [34] [35]

ReΠ′hadγ ren =
s

4π2α

∫ s2

s1

ds′
σhad(s

′)

s′ − s
=

α

3π

∫ s2

s1

ds′
( 1

s′ − s− 1
s′

)
R(s′), (1.85)

ésta es de alguna manera, la aproximación dispersiva.

1.6. Simetŕıas discretas: C, P , T y CPT

De los experimentos, se sabe que las fuerzas de la naturaleza, gravitacio-
nal, electromagnética y la interacción fuerte, son simétricas respecto a paridad
(P), Conjugación de Carga (C) e inversión temporal (T). Las interacciones
débiles violan C y P separadamente, pero para ciertos procesos raros (todas
aquellas observaciones que involucran mesones K) también muestran CP y
violación de T [10]. Todas las observaciones indican que CPT es una simetŕıa
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exacta de la naturaleza.

Conjugación de Carga (C).
En QED como también en QCD, no en interacciones débiles, el intercambio
de part́ıculas por anti-part́ıculas define una simetŕıa, la conjugación de carga
C. Está mapea part́ıculas en antipart́ıculas mediante operadores de creación
y aniquilación y viceversa:

a(p, r)↔C b(p, r), a†(p, r)↔C b†(p, r), (1.86)

hasta una fase, donde a es el operador de creación y b el operador de aniqui-
lación, p el momento y r la posición de la part́ıcula o antipart́ıcula corres-
pondiente. Para un campo de Dirac, la conjugación de carga es:

ψα(x)→C Cαβψ̄Tβ (x), (1.87)

con

C = i(γ2γ0) = −i
(

0 σ2

σ2 0

)
. (1.88)

Las propiedades de C son:

CT = −C, CγµC−1 = −(γµ)T , (1.89)

y la conjugación de carga para los espinores toman la forma:

(Cu)T = v̄ (Cv)T = ū, (1.90)

que puede ser verificada por cálculo directo.

Como bajo la conjugación de carga la carga cambia de signo, también la
corriente electromagnética, jµem = eψ̄γµψ, cambia de signo

U(C)jµem(x)U−1(C) = −jµem(x). (1.91)

Paridad (P).
El operador de paridad P es un operador unitario que invierte el momento de
una part́ıcula sin voltear su esṕın. Sobre un campo escalar φ(x) y un campo
vectorial φµ(x), el operador P actúa como [11]

P−1φ(x)P = ηPφ(x′), (1.92)
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con ηP = ±1 y x′ la trasformación de x bajo P. Aśı, para un campo vectorial

P−1φµ(x)P = ηP (φ0(x′),−φk(x′))

= ηP (φP )


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

φµ(x′), (1.93)

donde ηP (φµ) = ±1, la cual describe la paridad intŕınseca en el campo. Para
el campo escalar, ηP (φ) = 1 y para un campo pseudoescalar ηP (φ) = −1.
Por otra parte, para un campo vectorial ηP (φµ) = 1 y para un campo vector-
axial, ηP (φµ) = −1.

Las leyes de trasformación para un campo de Dirac son:

P−1ψ(x)P = ηPγ0ψ(x′),

P−1ψ†(x)P = η∗Pψ
†(x′)γ0, (1.94)

con ηP (ψ) = ±1, ±i.. P 2 trasforma las coordenadas xµ en xµ, aśı, P 2 es tanto
un operador identidad o un operador que rota a un ángulo 2π.

Inversión temporal (T). Alguna trasformación que involucre la si-
metŕıa de inversión temporal T, debe ser representada como una trasfor-
mación antiunitaria Ū(T ). La antiunitariedad esta definida por:

Ū(α|ψ〉+ β|φ〉) = α∗Ū |ψ〉+ β∗Ū |φ〉 = α∗|ψ′〉+ β∗|φ′〉, (1.95)

y
〈ψ′|φ′〉 = 〈ψ|φ〉∗. (1.96)

El conjugado complejo de los elementos de matriz es admitido por el hecho
de que esté preserva la probabilidad |〈ψ|φ〉|2. Una trasformación antiunitaria
implica una transposición hermı́tica de operadores y estados.

Por otra parte, la interacción electromagnética LQEDint = ejµem(x)Aµ(x)
permanece invariante bajo C, P y T separadamente. Para el campo del fotón:

U(C)Aµ(x)U−1(C) = −Aµ(x),

U(P )Aµ(x)U−1(P ) = (PA)µ(Px) = Aµ(Px),

Ū(T )Aµ(x)Ū−1(T ) = −(TA)µ(Tx) = Aµ(Tx). (1.97)
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El campo de Dirac bajo C, P y T toma la forma

U(C)ψα(x)U−1(C) = i(γ2γ0)αβψ̄
T
β (x),

U(P )ψα(x)U−1(P ) = (γ0)αγψβ(Px),

Ū(T )ψα(x)Ū−1(T ) = i(γ2γ5)αβψ̄
T
β (Tx), (1.98)

donde las fases han sido escogidas convencionalmente.

Simetŕıa CPT. Sea Θ = CPT donde C, P y T pueden ser aplicados
en algún orden, existe un operador antiunitario Ū(Θ) que (con una elec-
ción apropiada de la fase) trasforma escalares, campos de Dirac y campos
vectoriales de acuerdo a

Ū(Θ)φ(x)Ū−1(Θ) = φ∗(−x),

Ū(Θ)ψ(x)Ū−1(Θ) = iγ5ψ(−x)

Ū(Θ)Aµ(x)Ū−1(Θ) = −Aµ(−x), (1.99)

y que deja invariante el vaćıo : Ū(Θ)|0〉 = |0〉 hasta una fase. El teorema
CPT asegura que la transformación Ū(Θ) bajo condiciones muy generales es
una simetŕıa de la teoŕıa(Lüders 1954, Pauli 1955, Jost 1957) [12].

Las consecuencias de CPT son que los módulos de las cargas, masas,
acoplamientos g y vida media de las part́ıculas y antipart́ıculas debe ser
igual. Consideré el estado de una part́ıcula |ψ〉 = |e,p, s〉, donde e es la
carga, p el momento y s el esṕın. El estado conjugado bajo CPT esta dado
por |ψ̄〉 = |− e,p, s〉. El estado |ψ〉 es un eigenestado de la Hamiltoniana que
describe la evolución temporal de la part́ıcula libre:

H|ψ〉 = E|ψ〉, (1.100)

y la relación conjugada bajo CPT se lee H̄|ψ̄〉 = E|ψ̄〉. Entonces H = H̄ por
el teorema CPT, aśı se tiene

H|ψ̄〉 = E|ψ̄〉. (1.101)

Para p = 0 el eigenestado de E se reduce a la masa y por lo tanto las dos
ecuaciones de eigenvalores dicen que la masa de las part́ıculas y anti-part́ıcu-
las deben ser las mismas, es decir, m̄ = m.
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La igualdad de los acoplamientos g debe ser mostrada de la misma mane-
ra, pero con una Hamiltoniana que describa la interacción de las part́ıculas
con el campo magnético B. Entonces la ec.(1.100) sostiene que los eigenva-
lores

E = m− g
( e~

2mc

)
s ·B. (1.102)

El estado conjugado bajo CPT (e → −e, s → −s,m → m̄, g → ḡ,B → B),
de acuerdo a la ec.(1.101), podŕıa tener los mismos eigenvalores

E = m̄− ḡ
( e~

2m̄c

)
s ·B, (1.103)

y dado que m̄ = m, entonces se tiene que ḡ = g. Para la prueba de la igual-
dad de la vida media, τ̄ = τ , se puede recurrir a la ref. [13].

1.6.1. Paridad G

Es útil definir una generalización de la conjugación de carga que pueda
aplicarse a los piones cargados. Por ello se introduce el operador de paridad
G, que se aplica también de entados de estados compuestos de n piones.
Se define como el producto de la conjugación de carga por el operador de
rotación de 180 grados sobre la componente de isoesṕın I2[9]

G = Ce−iτ2π, (1.104)

siendo τ2 la matriz de rotación según el eje y en el espacio de isoesṕın. Para
un estado definido por |I, I3〉, el resultado de la rotación a 180 grados es

e−iτ2π|I, I3〉 = (−1)I−I3|I,−I3〉. (1.105)

Si se aplica sobre el estado neutro del pión, que tiene conjugación de carga
C(π0) = +1, conduce a

G|π0〉 = −|π0〉, (1.106)

y se elige este valor también para los piones cargados. Estos no son propios
del operador C, pero con una elección de fase adecuada

C|π−〉 = (−1)|π∓〉, (1.107)
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de modo que la Paridad G resulte la misma para el triplete de piones, es decir,
además de que se debe satisfacer la ec.(1.106), también se debe cumplir que

G|π±〉 = −|π±〉. (1.108)

Para un sistema de n piones, G = (−1)n.

Con esta definición se puede encontrar que la paridad G esta bien definida
para un sistema de nucleón-antinucleón neutro como

G(NN̄) = (−)l+S+I = C(−)I , (1.109)

donde l, S e I son los números cuánticos del sistema.

Hasta este momento sólo se ha hablado de principios y conocimientos
básicos necesarios para abordar el problema principal a tratar dentro de este
trabajo de tesis. En el siguiente caṕıtulo se aborda de manera formal al
momento anómalo magnético del muón, partiendo de la descripción clásica
y describiendo cada una de las diferentes contribuciones a g − 2 del muón.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos generales de g − 2
muón

El momento anómalo magnético del muón es una de las cantidades me-
dida más precisa en f́ısica de part́ıculas. Las mediciones hechas con muy
alta precisión más recientes en Brookhaven revelan un a discrepancia de tres
desviaciones estándar, 3σ en comparación a la predicción electrodébil en el
Modelo Estándar, lo cuál podŕıa darnos una pista para buscar contribuciones
aún desconocidas en f́ısica más allá del Modelo Estándar. Esto ha desencade-
nado numerosas especulaciones sobre el posible origen de una pieza faltante.
La incertidumbre dominante de la predicción, causada por efectos de in-
teracción fuerte, podŕıa reducirse sustancialmente, debido a mediciones de
la sección transversal hadrónica en aniquilaciones electrón-positrón a bajas
enerǵıas. Es aśı, que esta sección esta dedicada a presentar una actualiza-
ción del estado de mediciones de las diferentes contribuciones del momento
anómalo magnético, se discuten los efectos de polarización de vaćıo hadrónico
aśı como se discuten brevemente y sin entrar en detalle de las contribuciones
de dispersión hadrónica luz por luz, las contribuciones dependientes de la
masa de los leptones involucrados y las contribuciones débiles.

2.1. Ecuación de movimiento para un leptón

en un campo electromagnético externo

Los leptones cargados en primer lugar interactúan con fotones, y las co-
rrecciones radiativas fotónicas pueden ser calculadas en QED, la densidad

29
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Lagrangiana de interacción esta dada por

LQEDint (x) = −eψ̄γµψAµ, (2.1)

el campo del fotón es parte de la dinámica pero tiene una componente externa
clásica Aextµ [32], tal que

Aµ → Aµ + Aextµ . (2.2)

La invariancia de norma requiere que

Aextµ → Aextµ − ∂µα(x), (2.3)

con α(x) un campo clásico escalar, siendo aśı f́ısicamente invariante. Para la
medición del momento anómalo magnético de un leptón se tiene primero que
investigar el movimiento de una part́ıcula puntual relativista de carga Qle (e
la carga del positrón) y de masa ml en un campo electromagnético externo
Aextµ (x). La ecuación de movimiento de una part́ıcula de Dirac cargada esta
dada por [36]

(i~γµ∂µ +Ql
e

c
γµ(Aµ + Aextµ (x))−mlc)ψl(x) = 0, (2.4)

(�gµν − (1− ξ−1)∂µ∂ν)Aν(x) = −Qleψ̄l(x)γµψl(x). (2.5)

Se esta interesado en una solución de la ec.(2.4), la cual puede ser escrita
como

i~
∂ψl
∂t

=
(
− cα

(
i~∇−Ql

e

c
A
)
−QleΦ + βmlc

2
)
ψl, (2.6)

con β = γ0, α = γ0γi y Aµ ext = (Φ,A). Comenzando con la ec.(2.4), en la
representación no relativista (pequeñas velocidades), se tiene que separar la
fase del campo de Dirac, debida a la enerǵıa restante del leptón

ψ = ψ̃e−i
mc2

~ t con ψ̃ =

(
ϕ
χ

)
. (2.7)

Consecuentemente, la ecuación de Dirac toma la forma

i~
∂ψ̃

∂t
= (H−mc2)ψ̃ (2.8)

y describe un sistema de ecuaciones acopladas(
i~
∂

∂t
− eΦ

)
ϕ̃ = cσ(p− e

c
A)χ(

i~
∂

∂t
− eΦ + 2mc2

)
χ = cσ(p− e

c
A)ϕ. (2.9)
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Para c→∞ se obtiene

χ ' 1

2mc
σ(p− e

c
A)ϕ+O(1/c2), (2.10)

y aśı (
i~
∂

∂t
− eΦ

)
ϕ ' 1

2m

(
σ(p− e

c
A)
)2

ϕ. (2.11)

Como p no conmuta con A, se pueden usar las relaciones

(σa)(σb) = ab+ iσ(a× b) (2.12)

para obtener(
σ(p− e

c
A
)2

= (p− e

c
A)2 − e~

c
σ ·B; B = rotA. (2.13)

Esto lleva a la ecuación de Pauli (W. Pauli 1927)

i~
∂ϕ

∂t
= Hϕ =

( 1

2m
(p− e

c
A)2 + eΦ− e~

2mc
σ ·B

)
ϕ (2.14)

El último término tiene la forma de la enerǵıa potencial de un dipolo magnéti-
co en un campo externo. A el orden principal 1/c, el leptón se comporta como
una part́ıcula la cual además de tener una carga tiene un campo magnético

µ =
e~

2mc
σ =

e

mc
S; S = ~s = ~

σ

2
, (2.15)

con S el momento angular. Por comparación: el momento angular orbital se
lee:

µorb =
Q

2M
L = gl

Q

2M
L; L = r× p = −i~r×∇ = ~l, (2.16)

y aśı, el momento angular total es

µtot =
Q

2M
(glL + gsS) =

me

M
µB(gll + gss), (2.17)

donde

µB =
e~

2mec
(2.18)
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es el magnetón de Bohr. Como un resultado para el electrón: Q = −e, M =
me, gl = −1 y gs = −2. La expansión en 1/c puede ser hecha de manera
sistemática y resulta la Hamiltoniana efectiva1 [37]

H′ = β
(
mc2 +

(p− e
c
A)2

2m
− p4

8m3c2

)
+ eΦ− β e~

2mc
σ ·B

− e~2

8m2c2
divE− e~

4m2c2
σ ·
[
(E× p +

i

2
rotE)

]
+O(1/c3). (2.19)

Los términos adicionales son p4

8m3c2
originado de la cinemática relativista,

e~2
8m2c2

divE es el término de Darwin como resultado de las fluctuaciones de los

electrones-positrones y e~
4m2c2

σ ·
[
(E×p+ i

2
rotE)

]
es la enerǵıa de interacción

esṕın-órbita.

2.2. Momento magnético y factores de forma

electromagnéticos

La razón giromagnética del muón esta definida por la razón del momento
magnético el cual esta acoplado al campo magnético y el operador de esṕın
en unidades de µ0 = e~/2mµc [28]

µ = gµ
e~

2mµc
s; gµ = 2(1 + aµ) (2.20)

y como indicativo se tiene que la parte a nivel árbol, la teoŕıa de Dirac predice
que g

(0)
µ = 2, y la parte a orden superior, el momento anómalo magnético

aµ =
1

2
(g − 2). (2.21)

En general, el momento anómalo magnético de un leptón esta relacionado a
la razón giromagnética por

al = µl/µB − 1 =
1

2
(gl − 2), (l = e, µ, τ), (2.22)

1Para estudiar el ĺımite no relativista de una part́ıcula de Dirac en un campo externo,
el espinor de Dirac debe trasformarse al espinor de Pauli de dos componentes, uno tiene
que realizar una trasformación unitaria apropiada , llamada transformación de Foldy-
Wouthuysen, la cual para Aµ arbitrario no puede ser realizada en forma anaĺıtica.
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donde

muB =
e~

2mlc
. (2.23)

En QED, la descomposición relativista covariante de los elementos de matriz

〈µ−(p2)|jµem(0)|µ−(p1)〉. (2.24)

viene dada por [59] [60]

Figura 2.1: Diagrama de Feyman del vértice electromagnético fotón-fermión-
fermión γll.

Πµ
γll = γµFE(q2)+

(
γµ− 2mqµ

q2

)
γ5FA(q2)+iσµν

qν
2m

FM(q2)+σµν
qν
2m

γ5FD(q2),

(2.25)
con FE el factor de forma de carga eléctrica, con FE(0) = 1, FA es el factor

de forma anapolar o momento anapolar [39], el cual viola P y desaparece
en q2 = 0: FA(0) = 0. El factor de forma magnético es FM , da resultado al
momento anómalo magnético; al = FM(0). FD representa al momento dipolar
eléctrico(EDM), y viola CP [40].

dl = −FD(0)

2m
. (2.26)

Uno puede escribir por lo tanto una Lagrangiana efectiva para el momento
dipolar con acoplamientos complejos

LDMeff = −1

2

[
ψ̄σµν

(
Dµ

1 + γ5

2
+D∗µ

1− γ5

2

)
ψ
]
Fµν , (2.27)

con ψ el campo del muón y

ReDµ = aµ
e

2mµ

, ImDµ = dµ =
ηµ
2

e

2mµ

, (2.28)
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Aśı la parte imaginaria de FM(0) corresponde a un momento dipolar eléctrico.
Con el avance en la comprensión y el manejo de la renormalización de QED
(Tomonaga, Schwinger, Feynman y otros), se hicieron predicciones ineqúıvo-
cas de posibles efectos a ordenes más altos (diagramas a un lazo), y en part́ıcu-
lar para las principales contribuciones del momento anómalo magnético 2 [41].

2.3. Predicción del momento anómalo magnéti-

co del electrón (ae) en QED y determi-

nación de la constante de acoplamiento

α

El momento anómalo magnético al es justamente un número, el cual co-
rresponde a un término de interacción tensorial efectivo dado por:

δLAMM
eff =

elal
4ml

ψ̄(x)σµνFµν(x)ψ(x), (2.29)

con un campo magnético externo a bajas enerǵıas toma la forma de la enerǵıa
magnética (hasta un signo)

δLAMM
eff = −Hm ' −

elal
2ml

σB. (2.30)

Tal término, si esta presente en la Lagrangiana fundamental, estropeaŕıa la
renormalización de la teoŕıa y contribuye a FM(q2) a nivel árbol. Además,
este no es un invariante de norma del grupo SU(2)L, porque la invariancia
de norma sólo permite acoplamientos mı́nimos v́ıa derivadas covariantes, es
decir, términos vectoriales y vectoriales axiales.

Por otra parte, ae o aµ pueden ser calculados con exactitud en la teoŕıa
por expansión perturbativa en α de la forma

al '
N∑
n=1

A(2n)(α/π)n. (2.31)

2Equivalente a la expanción en lazos, número de lazos cerrados en correspondencia a
los diagramas de Feynman.
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en QED y determinación de la constante de acoplamiento α 35

La expansión es hecha en términos del número de lazos cerrados que existen
y contribuyen en los diagramas de Feynman, que se denotan por N . A dos
o mas lazos los resultados dependen de la razón de masas de los leptónes.
Es indispensable considerar los efectos de interacción fuerte, polarización de
vaćıo hadrónica (vap) y dispersión hadrónica luz por luz (lbl), como también
se deben considerar los efectos débiles. T́ıpicamente, los resultados anaĺıticos
para términos de orden alto pueden ser expresados en términos de la función
zeta de Riemann

ζ(n) =
∞∑
k=1

1

kn
, (2.32)

y de la integral polilogaŕıtmica

Lin(x) =
(−1)n−1

(n− 2)!

∫ 1

0

Inn−2(t)In(1− tx)

t
dt =

∞∑
k=1

xk

kn
. (2.33)

Es aśı como la prueba más rigurosa de QED viene de las mediciones a alta
precisión del momento anómalo magnético del electrón y el muón, al = (gl−
2)/2, donde, para el caso del electrón, se tiene un valor [42]

ae = (1159652180,73± 0,28)× 10−12, (2.34)

cuyos cálculos han sido hechos hasta O(α5) tanto para el electrón [44] y
muón, que es el caso que nos interesa. A continuación se presenta el cálculo
y el resultado de la contribución principal (contribución de Schwinger) de al
en QED.

2.3.1. Aproximación de Schwinger

La contribución universal de al con un solo tipo de ĺınea leptónica puede
ser descrito con reglas de Feynman, (ver la Fig.B.1, y Apéndice E) [41]. El
momento anómalo magnético debe ser extráıdo de la siguiente manera
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Figura 2.2: Diagrama de Feynman del vértice que contribuye a FM(q2).

= (−ie)3

∫
d4k

(2π)4
ū′γν

i(/k + /p′ +m)

(k + p′)2 −m2
γµ

i(/k + /p+m)

(k + p)2 −m2
γλ
(−iηνλ

k2

)
u, (2.35)

donde ηνλ es la métrica de nuestro espacio 4-dimensional, de esta forma, la
expresión anterior puede ser reescrita como:

= −e3

∫
d4k

(2π)4

Númerador

Denominador
, (2.36)

donde
Númerador = ū′γν(/k + /p

′ +m)γµ(/k + /p+m)γνu, (2.37)

Denominador =
[
(k + p′)2 −m2

][
(k + p)2 −m2

]
k2. (2.38)

Debido a que p, u y p′, u′ son ĺıneas externas, la part́ıcula esta en capa de
masa, es decir, p′2 = p2 = m2, además, con ayuda de una forma part́ıcular
de la integral de Feynman

1

abc
= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[
ax+ by + c(1− x− y)

]−3
, (2.39)

el denominador puede ser re-escrito de la siguiente forma3,

1

Denominador
= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[
k2 + 2k · p′x+ 2k · py

]−3
(2.40)

3La integral de Feynman primeramente dice que el denominador debe ser escrito como

Denominador−1 = 2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x
0

dy
[
(k2 + 2k · p′)x+ (k2 + 2k · p)y + k2(1− x− y)

]−3
, una

vez simplificando se obtiene el resultado de la ec.(2.40)
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pero[
k2 + 2k · p′x+ 2k · py

]
= (k + xp′ + yp)2 − x2m2 − y2m2 − 2xyp · p′ (2.41)

y debido a que

2p · p′ = −(p′ − p)2 + 2m2 = −q2 + 2m2, (2.42)

se tiene que:[
k2 + 2k · p′x+ 2k · py

]
(2.43)

= (k + xp′ + yp)2 − (x2 + y2)m2 + xyq2 − 2m2xy,

haciendo un cambio de variable, sea k′ = k + xp′ + yp, se tiene que

1

Denominador
= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
[
k′2 − (x+ y)2m2 + xyq2

]−3
. (2.44)

Por otro lado, reescribiendo el númerador en términos del cambio de variable
y haciendo la asignación k′ → k, se tiene que4

Númerador = ū′
[
− 2/kγµ/k − 2[(1− y)/p− x/p′]γµ[(1− x)/p

′ − y/p]
− 2m2γµ + 4m[(1− 2x)p′ + (1− 2y)p]γµ

]
u (2.45)

Haciendo /p = /p′ − q, /p′ = p+ q, para poder usar las ecuaciones de Dirac5

ū′/p
′ = ū′m, /pu = mu, (2.46)

de esta manera, el númerador toma la forma

Númerador = ū′
[
− 2/kγµ/k − 2[−(1− y)/q + (1− x− y)m]γµ

× [(1− x)/q + (1− x− y)m]− 2m2γµ

+ 4m[(1− 2x)p′ + (1− 2y)p]γµ
]
u. (2.47)

Note que el denominador es simétrico en x y y, por lo que solo se debeŕıan
considerar las partes simétricas en x y y del númerador, aśı, sea

T1 = −2
[
− (1− y)(1− x)/qγ

µ
/q + (1− x)(1− x− y)mγµ/q

− (1− y)(1− x− y)m/qγ
µ + (1− x− y)2m2γµ

]
(2.48)

4los términos impares en k son cero.
5recordemos que las ecuaciones de Dirac para part́ıculas de esṕın 1/2 son ū′(/p

′−m) = 0
y (/p−m)u = 0
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donde

(1−x)γµ/q−(1−y)/qγ
µ → (2−x−y)

1

2
[γµ, γν ]qν = (2−x−y)(iσµν)qν , (2.49)

y

/qγ
µ
/q = −γµq2 + 2qµ/q, ū′/qu = ū′(/p

′ − /p)u = 0, (2.50)

y aśı, la parte simétrica del númerador es

T1 = −2
[
(1−y)(1−x)q2γµ+(1−x−y)(2−x−y)m(iσµνqν)+(1−x−y)2m2γµ

]
.

(2.51)
Por otro lado, la parte independiente de q es aproximadamente

(1− 2x)p′ + (1− 2y)p ≈ (1− x− y)(p+ p′), (2.52)

pues

p′ + p− 2xp′ − 2yp = p′ + p− xp′ + xp− xp′ − 2yp− x(p′ + p)

+ x(p+ p′)− y(p+ p′) + y(p′ − p), (2.53)

y se hab́ıa mencionado anteriormente que estaba en capa de masa. Por lo
tanto, el numerador completo simétrico queda:

Númerador = −2ū′
[

/kγµ/k + (1− y)(1− x)q2γµ + (1− x− y)

× (2− x− y)m(iσµν)qν + (1− x− y)m2γµ

+ m2γµ − 2m(1− x− y)(p+ p′)µ
]
u, (2.54)

Ahora, escribiendo

/kγµ/k = kνkλγ
νγµγλ =

ηνλ
d
k2γνγµγλ = −2

d
k2γµ, (2.55)

donde d es la dimensión del espacio, utilizando la identidad de Gordon,

ū′(p+ p′)µu = ū′pµu+ ū′p′µu = 2mū′γµu+ iū′σµνuqν , (2.56)

el númerador se puede escribir como:

Númerador = −2ū′
[
− 2

d
k2γµ + (1− y)(1− x)q2γµ +m2γµ

+ (1− x− y)2m2γµ − 4m2(1− x− y)γµ

− (1− x− y)(x+ y)m(iσµν)qν
]
u. (2.57)
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Para este calculo en general, debido a que se quieren ver las modificaciones
a FM(q2), se debe considerar únicamente el término σµν , por lo tanto, la
ec.(2.35) puede ser escrita como:

= 2 e3(2)

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
d4k

(2π)4

ū′
[
(1− x− y)(x+ y)m(iσµνqν

]
u[

k2 − (x+ y)2m2 + xyq2
]3

+ (términos proporcionales a γµ) (2.58)

pero

iA = (−ie)
(−i

2m

)
ū′σµνuqνFM(q2), (2.59)

por lo que se puede identificar

FM(q2) = 8e2m2i

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
d4k

(2π)4

(1− x− y)(x+ y)[
k2 − (x+ y)2m2 + xyq2

]3 .
(2.60)

Por otra parte, se puede calcular que (ver apéndice D)∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − a2)3
= i

∫
d4k

(2π)4

−1

(k2
E − a2)3

=
iΓ(2)Γ(3− 2)

(4π)2Γ(2)Γ(3)
=

i

32π2a2
,

(2.61)
donde kE se obtiene haciendo una rotación de Wick (ver apéndice B), aśı

FM(q2) =
e2m2

4π2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(1− x− y)(x+ y)

(x+ y)2m2 − xyq2
, (2.62)

donde, el resultado interesante a determinar es FM(0), es decir

FM(0) =
e2

4π2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(1− x− y)

(x+ y)
(2.63)

la cual, para resolver se debe notar que∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(1− x− y)

(x+ y)
=

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
z

1− z

=

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dx
z

1− z
=

∫ 1

0

dz z

=
1

2
(2.64)
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y como la constante de acoplamiento α = e2

4π
, se tiene que

FM(0) =
e2

8π2
=

α

2π
. (2.65)

Por lo tanto, el momento magnético es aproximadamente igual a

µ =
e

m

(
1 +

α

2π

)
, (2.66)

donde las correcciones cuánticas o anómalias vienen dadas por

1

2
(g − 2) =

α

2π
+O(α2). (2.67)

Figura 2.3: Los diagramas del 1−7 representan las principales contribuciones
a segundo orden para al, mientras que el diagrama 8 representa la corrección
ligera y el diagrama 9 la corrección pesada dependientes de la masa

Por otra parte, existen contribuciones a ordenes superiores, al aumentar
el número de lazos con un solo tipo de ĺınea fermiónica, las contribuciones
son proporcionales a potencias de α/2π. Para las contribuciones a dos lazos,
Fig.2.3, a g−2, la contribución principal viene dada de los 6 primeros diagra-
mas, mientras que las restantes son consideradas contribuciones dependientes
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de la masa cuyas contribuciones son de orden (α/2π)2. Como una especie de
regla se tiene que la contribución a cada orden depende directamente del
numero de lazos, es decir, a tres lazos, la contribución es del orden (α/2π)3,
a cuatro es de orden (α/2π)4 y aśı sucesivamente.

2.3.2. Contribuciones de QED dependientes de la masa
de los leptones

Como es demandado por el Modelo Estándar, los fermiones solo inter-
actúan v́ıa fotones u otros bosones de norma de esṕın cero, las correcciones
dependientes de la masa solo pueden ser mostradas a dos lazos v́ıa efectos de
polarización de vaćıo, Fig.2.4, y dispersión luz por luz, Fig.2.5

(a) Lazo-e (b) Lazo-µ (c) Lazo-τ (d) VP+VP

Figura 2.4: Diagramas VP de las principales contribuciones dependientes de
la masa en QED a g − 2 del muón.

Las correcciones internas para los lazos de e, µ y τ son diferentes para
ae, aµ y aτ dado la diferencia entre cada una de sus masas [32], sin embargo,
los efectos viene dados por el lazo de polarización de vaćıo, el orden de con-
tribución es de O(α2). Por otro lado, los diagramas dependientes de la masa
v́ıa dispersión luz por luz se muestran en la Fig. 2.5.

(a) LbL-e (b) LbL-µ (c) LbL-τ

Figura 2.5: Contribuciones denominadas LbL dependientes de la masa.
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Existen más diagramas de los diferentes lazos presentados anteriormente,
inducidos por las permutaciones de los vértices de los fotones sobre la ĺınea
externa del muón. Recordar que los lazos cerrados de fermión con tres fotones
desaparecen por el Teorema de Furry. Para el caso de la dispersión luz por
luz, la contribución a aµ viene dada a orden O(α3).

2.3.3. Contribuciones débiles

Las contribuciones de interacción débil a aµ se deben al intercambio de
bosones de norma masivos, los cargados W± y el neutro Z, los cuales se
mezclan con el fotón v́ıa una rotación por el ángulo de mezcla débil θW y que
define al parámetro de mezcla débil sin2 θW = 1−M2

W/M
2
Z .

Figura 2.6: Diagramas de Feynman de las principales contribuciones débiles
a al; diagramas en la norma f́ısica unitaria.

Lo más interesante es lo que ocurre en el primer diagrama de la Fig.2.6,
el cual exhibe un vértice triple de norma no abeliano y la correspondiente
contribución proporciona una prueba de la estructura de Yang-Mills invo-
lucrada. Por supuesto que no es sorprendente que el fotón se acople a al
bosón W cargado ya que esta dictaminado por la invariancia de norma elec-
tromagnética. Las contribuciones de los bosones de norma, hasta términos
insignificantes de orden O(m2

µ/M
2
W,Z), están dados por [32] [45]

aEWµ (W ) =

√
2GFm

2
µ

16π2

10

3
,

aEWµ (Z) =

√
2GFm

2
µ

16π2

(−1 + 4 sin2 θW )2− 5

3
,

aEWµ (H) '
√

2GFm
2
µ

4π2

m2
µ

m2
H

In
m2
µ

m2
H

+ ... (2.68)
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Las constantes f́ısicas que se necesitan para la evaluación de las contribuciones
débiles, además de la constante de Fermi, son [1]

GF = 1.1663787(6)× 10−5 GeV−2, (2.69)

el parámetro de mezcla débil o ángulo de mezcla

sin2 θW = 0.23126(5), (2.70)

y la masa de los bosones de norma intermediarios

MZ = 91.1876± 0.0021 GeV, MW = 80.385± 0.015 GeV. (2.71)

y
MH = 125.09± 0.24 GeV. (2.72)

, el resultado reportado para las contribuciones débiles y que contribuye a aµ
es [46] [47]

aEWµ = 15.4± 0.1× 10−10. (2.73)

Figura 2.7: Diagramas de Feynman a dos lazos en las correcciones electrodébi-
les asociado con el intercambio del boson Z y un fermión de sabor, donde el
acoplamiento axial viola paridad

Existen también las correcciones electrodébiles a dos o más lazos. Los
diagramas que dan como resultado las principales correcciones son los que
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incluyen lazos fermiónicos triangulares de la forma V V A asociados con el
intercambio del bosón Z, Fig.2.7. Dado que estos diagramas no son de total
importancia en este trabajo, no profundizaremos en su análisis ni en los
detalles de los mismos, para consultar algunos detalles ver ref.[28] [32].

2.4. Contribuciones hadrónicas

Hay que distinguir tres tipos de contribuciones:
(i) La más sensible a los efectos hadrónicos es de orden O(α2) dados por la in-
serción de la polarización de vaćıo en la ĺınea interna del fotón, ver Fig.2.8(a).
(ii) Un orden de magnitud más pequeño pero aún relevante son las contribu-
ciones de polarización de vaćıo a orden O(α3), estos son representados por
diagramas a los que se les inserta un VP adicional, leptónico o hadrónico.
(iii) otra contribución importante y quizá la más problemática es la contri-
bución luz por luz, representada en la Fig.2.8(b) y que entra a orden O(α3).

(a) VP (b) LbL

Figura 2.8: Diagramas de las principales contribuciones hadrónicas a g − 2
del muón.

Formalmente, las contribuciones hadrónicas son el resultado de remplazar
en los lazos a los fermiones por quarks, dado que los quarks interaccionan
fuertemente v́ıa gluones como lo describe la teoŕıa de norma QCD y el grupo
de color SU(3)c. Mientras que en el caso de las interacciones electromagnéti-
cas y débiles son débiles en el sentido de que permiten la expansión pertur-
bativa de las contantes de acoplamiento, las interacciones fuertes son débiles
solo a altas enerǵıas como lo infiere la propiedad de libertad asintótica, sin
embargo, la fuerza de las constantes de acoplamiento aumenta drásticamente
cuando uno se aproxima a bajas enerǵıas, lo que hace imposible estudiar los
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lazos de quarks.

Afortunadamente los principales efectos hadrónicos dados por polariza-
ción de vaćıo , pueden ser evaluadas con seguridad explorando la causalidad
(analiticidad) y unitariedad (teorema óptico) a través de datos experimenta-
les a bajas enerǵıas. La parte imaginaria de la auto-enerǵıa del fotón Π′γ(s)
esta determinada v́ıa teorema óptico por la sección eficaz de la producción
de hadrones en la aniquilación electrón-positrón, ver Fig.2.9:

σ(s)e+e−→γ∗→had =
4π2α

s

1

π
ImΠ′hadγ (s), (2.74)

(a) Teorema óptico (b) Hadronización de quarks

Figura 2.9: Producción de hadrones a bajas enerǵıas en la aniquilación e+e−.

La contribución hadrónica principal, representado en la Fig.2.8(a), tiene
una representación como una integral de dispersión

aµ =
α

π

∫ ∞
0

ds

s

1

π
ImΠ′hadγ (s)K(s), (2.75)

donde

K(s) =

∫ 1

0

dx
x2(1− x)

x2 + s
m2
µ
(1− x)

. (2.76)

Como un resultado de la contribución principal hadronica no perturbativa,
ahadµ puede ser obtenido en términos de Rγ(s) = σ0(e+e− → γ∗ → had)/4πα2

3s

v́ıa datos, de esta manera la integral de dispersión queda [48] [49]

ahadµ =
(αmµ

3π

)( ∫ E2
cut

m2
π0

ds
Rdat
γ (s)K̄(s)

s2
+

∫ ∞
E2
cut

ds
RpQCD
γ (s)K̄(s)

s2

)
, (2.77)

donde se a rescaldo el kernel K̄(s) = 3s/m2
µK(s). El factor 1/s establece una

implicación a bajas enerǵıas dado que la resonancia ρ→ π+π− es dominante
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en la integral de dispersión. La evaluación más reciente para el orden principal
de ahadµ es [47]:

ahadLOµ = 692.6± 3.3× 10−10 (2.78)

Las diferencias en los errores vienen directamente del manejo y utilización
de los conceptos de la teoŕıa.

Es mucho más problemático el caso para las correcciones hadrónicas re-
lacionadas con la dispersión luz por luz, dado que en este trabajo no son
de relevancia, se sugiere ver la ref.[50]. Aśı, el valor de la estimación de la
contribución es de [52]

ahadLbLµ = 10.5± 2.6× 10−10 (2.79)

2.5. Momento anómalo magnético del muón

Las mediciones experimentales en BNL por la colaboración E821 [51] y
las predicciones del Modelo Estándar estan dadas por [47]:

aexpµ = 11659209.1± 5.4± 3.3× 10−10, (2.80)

aSMµ (e+e−) = 11659180.3± 0.1QED+EW ± 4.2Had ± 2.6LbL × 10−10,

aSMµ (τ) = 11659195.6± 5,8Had ± 3.5LbL ± 0.1QED+EW × 10−10

La discrepancia entre los valores teóricos y experimentales es

∆aµ = aexpµ − aSMµ = 288(63)(49)× 10−11. (2.81)

aexpµ − aSMµ (τ) = (7.4± 9.2)× 10−10. (2.82)

El momento anómalo magnético del muón recibe contribuciones de todas
partes del Modelo estándar , y posiblemente de nueva f́ısica, es decir [53];
aµ = aQEDµ + aEWµ + ahadµ + aNP?

µ . Siguiendo por muchos años los enfoques
de Kinoshita y colaboradores, las contribuciones de QED, es decir, todas las
contribuciones que incluyen fotones y leptones solamente son conocidas hasta
cinco lazos [54][55];

aQEDµ = 116584718.951(0.009)(0.019)(0.007)(0.077)× 10−11

donde las incertidumbres viene de las masas de los quarks.
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Las contribuciones de las interacciones débiles son conocidas tomando en
cuenta hasta dos lazos [56]. Con la masa del Higgs conocida, su valor estima-
do es aEWµ = (153.6±1.0)×10−11 [46]. Mientras que las contribuciones débiles
son negligentes comparadas con las contribuciones de QED, con la precisión
actual de aexpµ , esté tiene sensibilidad a este sector del Modelo Estándar . Su
incertidumbre es grande comparada con la de aQEDµ , pero pequeña compara-
da con la incertidumbre hadrónica.

Las contribuciones hadrónicas están divididas en la polarización del vaćıo
hadrónico (HVP6) y la llamada contribución de dispersión hadrónica luz
por luz (HLbL)7. Ambas clases son dominadas por contribuciones de es-
pectros a bajas enerǵıas de resonancias hadrónicas y no pueden ser calcu-
ladas con QCD perturbativa (pQCD). La contribución de polarización de
vaćıo empieza en orden α2 con una sola inserción de HVP a primer or-
den a un lazo en los diagramas de QED, el cual ha sido estimado usando
relaciones de dispersión y datos de secciones eficaces experimentales para
e+e− → hadrones, a segundo orden (NLO8) y recientemente a tercer orden
(NNLO9). Por otra parte, las contribuciones HLbL entran a orden α3, cuyos
valores son: ahadLbLµ = 10.5 ± 2.6 × 10−10 [52], ahadLOµ = 692.6 ± 3.3 × 10−10

[47]10, ahadNLOµ = −9.87± 0.09× 10−10 [57], ahadNNLOµ = 1.24± 0.01× 10−10

[57], donde el resultado obtenido, al sumar las diferentes contribuciones es
[47]11 aSMµ = 11659181.7± 4.2× 10−10.

La discrepancia en g − 2 ha inspirado a muchos intentos de formular
modelos de Nueva F́ısica (NP), los cuales resuelvan g − 2 y otros rompe-
cabezas dentro del Modelo estándar, por ejemplo, extensiones supersimétri-
cas(SUSY), extensiones del sector de Higgs que por śı sólo puede resolver
la discrepancia[58]. Muchos otros escenarios han sido estudiados dentro del
Modelo Estándar, sin embargo hasta el momento la discrepancia de aµ entre

6Hadronic Vacuum Polarisation por sus siglas en inglés
7Hadronic light bay ligth por sus siglas en ingles y donde algunos resultados están

dados en la ref.[50], donde se explican algunas de las principales caracteŕısticas
8Next-to leading order, NLO por sus siglas en inglés
9Next-to-next-to leading order, NNLO por sus siglas en inglés.

10Este resultado es tomado de M. Davier. Nuclear and Particle Physics Proceedings
287–288 (2017) 70–75, cuyo resultado teórico final para aµ se ve alterado solamente un
poco.

11Este resultado es diferente al tomado de PDG dado el valor teórico de M. Davier para
la contribución hadrónica al orden principal, ahadLOµ = 692.6± 3.3× 10−10, ver ref.[47].
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los resultados teóricos y experimentales no a sido resulta, este sigue siendo
un problema abierto en f́ısica de part́ıculas elementales.

2.6. Funciones espectrales del τ vs. datos de

aniquilación e+e−

En 1997 las funciones espectrales del τ [61] llegaron a ser tan precisas que
en la medida en que el grupo de sabor SU(2)f en el sector hadrónico ligero
es una buena simetŕıa, permitiendo obtener la parte isovectorial de la sección
eficaz de e+e−. La idea de usar los datos espectrales del τ fue para mejorar
la evaluación de las contribuciones hadrónicas ahadµ realizada por Alamany,
Davier y Hocker [62]. En principio, la parte isovectorial I = 1 de la disper-
sión e+e− → had puede ser obtenida en una manera alternativa usando las
precisas funciones espectrales vectoriales de los decaimientos hadrónicos del
leptón tau τ−, τ → ντ + had los cuales son relacionados por una rotación de
isoesṕın [62].

La parte isovectorial de σ(e+e− → hadrones) puede ser calculada por
rotación de isoesṕın, como π0π− → π+π− bajo la llamada conservación de
la corriente vectorial (CVC) la cuál debe ser exactamente conservada. En
lo que sigue solamente se considerará expĺıcitamente el canal dominante a
2π. La relación que se busca debeŕıa ser encontrada por comparación de
los diagramas relevantes a ordenes bajos, Fig.2.10, que para el caso e+e− se
traduce en
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Figura 2.10: Decaimientos de τ vs. aniquilación e+e−: los elementos de ma-
triz hadrónicos involucrados 〈outπ+π−|jI=1

µ (0)|0〉 y 〈outπ0π−|J−Vµ(0)|0〉 estan
relacionados por isoesṕın.

σ0
ππ ≡ σ0(e+e− → π+π−) =

4πα2

t
v0(t), (2.83)

donde la función espectral v0(t) esta directamente relacionada con el factor
de forma electromagnético del pión F 0

π mediante la siguiente relación

v0(t) =
β3
π+π−

12
|F 0
π |2, (2.84)

donde βπ+π− = λ1/2(t,mπ+ ,mπ−)/t. Para el caso del τ en

1

Γ

dΓ

dt
(τ− → π−π0ντ ) =

6π|Vud|2SEW
m2
τ

B(τ− → ντe
−ν̄e)

B(τ− → ντπ−π0)

×
(

1− t

m2
τ

)(
1 +

2t

m2
τ

)
v−(t), (2.85)

donde |Vud| = 0,9752± 0,0007 [1] denota un elemento de la matriz de mezcla
débil de CKM y SEW cuenta para las correcciones radiativas electrodébi-
les [63] [64]. Las funciones espectrales son obtenidas de las correspondientes
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distribuciones invariantes de masa. Los B(i) son los branching ratios. La
simetŕıa (CVC) en SU(2) podŕıa implicar

v−(t) = v0(t). (2.86)

Las funciones espectrales vi(t) están relacionados por el factor de forma del
pión F i

π(t) por:

vi(s) =
β3
i (t)

12π
|F i
π(t)|2; (i = 0,−) (2.87)

donde los βi(t) es la velocidad del pión. Las diferencias en el espacio fase de
los pares de piones están dados en el factor relativo β3

π−π0/β3
π−π+ .

Antes de precisar la comparación v́ıa la ec.(2.86) es posible tener en cuenta
todos los efectos de rompimiento de isoesṕın, los detalles son presentados en
las ref.[63][64] para el canal relevante ππ. La versión más correcta de la
ec.(2.86)[63] puede ser escrita de la forma:

σππ0 =
[Kσ(t)

KΓ(t)

]dΓππ[γ]

dt
× RIB(t)

SEW
, (2.88)

con

KΓ(t) =
G2
F |Vud|2m2

τ

384π3

(
1− t

m2
τ

)2(
1 + 2

t

m2
τ

)
; Kσ(t) =

πα2

3t
, (2.89)

y la corrección de rompimiento de isoesṕın12.

RIB(t) =
1

GEM(t)

β3
π−π+

β3
π−π0

∣∣∣FV (t)

f+(s)

∣∣∣2, (2.90)

la cual incluye las correcciones en QED (GEM(t)) debidas a la inclusión de
radiación de fotones suaves y duros(integradas sobre el espacio fase) para
el decaimiento τ− → ν−π−π0. β3

π−π+/β3
π−π0 es la corrección del espacio fase

para la diferencia de masas π± − π0, FV (s) = F 0
π (t) es el factor de forma de

la corriente vectorial neutra (NC) y f+(t) = F−π es el factor de forma de la
corriente vectorial cargada (CC).

12En la ref.[63]



Caṕıtulo 3

Proceso ρ−(d)→ π−(p′)π0(p)γ(k)
y los teoremas de bajas enerǵıas

La razón principal del estudio de estos procesos se debe a que el de-
caimiento V + → P+P 0 es el modo dominante de desintegración del mesón
vectorial (fracción de decaimiento ≈ 100 %) [1]. El análisis para las amplitu-
des y probabilidades de transición de los decaimientos satisfacen una serie de
propiedades relacionadas con la estructura de la radiación electromagnética
en los casos clásicos y cuánticos, algunas propiedades están expresadas en
teoremas, comúnmente llamados teoremas de Low [7] y Burnett y Kroll [8]
o de radiación a bajas enerǵıas. Estos son derivados de la teoŕıa cuántica de
campos de las part́ıculas que intervienen en un proceso emitiendo un fotón,
tienen su análogo clásico en el hecho de que a grandes distancias (enerǵıas
pequeñas de emisión del fotón, fotones suaves) la estructura de la radiación
electromagnética está determinada únicamente por los multipolos de orden
más bajo1.

3.1. Modelo de Dominancia Vectorial

Uno de los aspectos incluidos en el estudio de estados hadrónicos es la
interacción del fotón y la materia hadrónica [65]. Esta interacción es descrita
por el Modelo de Dominancia Vectorial, VMD2, teoŕıa propuesta por Sakurai
[66], basada en la teoŕıa de Yang-Mills [67] dentro del contexto de VMD asu-

1Carga eléctrica y momento dipolar magnético.
2Vector Model Dominance, VMD, por sus siglas en inglés.

51
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miendo que las componentes hadrónicas de la polarización del vaćıo consisten
de mesones vectoriales neutros (ver fig.3.1), el cual es sólo una aproximación
cuya región de enerǵıas es válida para valores cercanos a las masas de los
mesones vectoriales neutros [68][69].

Figura 3.1: a)Contribución a un lazo del propagador del fotón, conocido como
polarización del vaćıo y b) representa la contribución hadrónica del fotón al
propagador del mismo.

Para describir la interacción entre fotones y mesones vectoriales neutros,
Kroll, Lee y Zumino [70], incorporan VMD dentro del contexto de QFT. El
término relevante de la densidad Lagrangiana asociado con la interacción
esta dado por:

LγV = − e

2GV

VµνF
µν , (3.1)

con Vµν = ∂µVν−∂νVµ y Vµ el vector de polarización del mesón vectorial neu-
tro, F µν = ∂µAν−∂νAµ, con Aµ el campo del fotón, GV es sólo una constante
de acoplamiento entre el fotón y el mesón. Se asegura que el fotón no tiene
masa, la densidad Lagrangiana satisface la invariancia de norma [68] y esta
asociada con la implementación de propagadores no lineales [71]. Otra den-
sidad Lagrangiana relevante, que forma parte de la segunda representación
de VMD esta dada por:

L′γV =
e′M2

v

GV

V ′µA
′µ. (3.2)

En contraste a la densidad Lagrangiana anterior, está introduce un término
de masa imaginaria al fotón [68] [66] al sumar todas las transiciones vectoria-
les fotón-vector a todos los ordenes. Por otra parte, no satisface la invariancia
de norma electromagnética.
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En esta descripción, se introduce la corriente electromagnética Jemµ como

Jemµ = j3
µ +

1

2
jYµ , (3.3)

donde j3
µ es la contribución debida al campo isovector y 1

2
jYµ es la contribu-

ción debida al campo isoescalar [72].

Hasta el momento sólo se a hecho una revisión muy breve de las carac-
teŕısticas principales del modelo VMD, esquema que es necesario para los
estudios que se presentan dentro de este trabajo.

3.2. Proceso no radiativo

El decaimiento radiativo de un mesón vectorial cargado (V +) en dos meso-
nes pseudoescalares (P+ y P 0), denotado genéricamente por V + → P+P 0γ.
Como caso particular, se ha tomado el proceso ρ−(d) → π−(p−)π0(p0)γ(k),
donde d, p−, p0 y k representan los cuadrimomentos respectivos a cada una
de las part́ıculas y además, los cuadrivectores de polarización para ρ− y γ
son denotados por ηµ y εµ respectivamente. Por otra parte, la conservación
de enerǵıa implica que d = p− + p0 + k y que los cuadri-vectores de polari-
zación satisfagan la condición k · ε = d · η = 0. En particular, los resultados
encontrados son aplicados a las observables asociadas a los decaimientos ra-
diativos ρ− → π−π0γ,K∗+ → K+π0γ y K∗+ → K0π+γ3. Algunos resultados
más generales son presentados en la ref. [73].

En primer lugar, se analiza el proceso no radiativo ρ− → π−π0, el cual en
principio esta descrito por el siguiente diagrama de Feynman, Fig.3.2

3El otro único proceso de este tipo, cinemáticamente permitido, es D∗+ → D0π+γ con
un fotón de enerǵıa máxima Eγ ≈ 5MeV , el cual será dominada por bremsstrahlung
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Figura 3.2: Diagramas de Feynman para el proceso no radiativo ρ− → π−π0.

y cuya amplitud, en términos de reglas de Feynman, puede ser escrita
como

M = igηµ(p− − p0)µ y M† = −igη∗µ(p− − p0)µ, (3.4)

donde ηµ denota al vector de polarización de la part́ıcula ρ−.

Para calcular la probabilidad de decaimiento no polarizada, se promedia el
modulo al cuadrado de la amplitud sobre los estados de esṕın de la part́ıcula
inicial y se suma sobre las polarizaciones de las part́ıculas en el estado final,
es decir:

|M|2 =
1

2sV + 1

∑
pol

|M|2. (3.5)

y usando el hecho de que la suma de polarizaciones esta dada por:∑
pol

ηµη∗ν = −gµν +
qµqν

M2
. (3.6)

donde q es el cuadrimomento de la part́ıcula y M su masa, la amplitud al
cuadrado es:

|M|2 =
1

3
g2(p− − p0)α(p− − p0)β

(
− gαβ +

dαdβ

M2
ρ

)
, (3.7)

con Mρ la masa de ρ−, aśı, por conservación de cuadrimomento, se tiene que
d2 = M2

ρ = (p− + p0)2 = m2
− + 2p− · p0 +m2

0, donde m− y m0 son las masas
de los piones π− y π0 respectivamente.
Es fácil ver que la amplitud al cuadrado, sumada sobre polarizaciones puede
ser escrita como:

|M|2 =
1

3
g2λ
[
1,
m2
−

M2
ρ

,
m2

0

M2
ρ

]
M2

ρ , (3.8)
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con λ = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz.

Por otro lado, la diferencial del ancho de decaimiento una part́ıcula de
masa M decayendo a dos part́ıculas 1 y 2 [1], tiene la forma:

dΓ =
1

32π2
|M|2 |p1|

M2
dΩ, (3.9)

donde dΩ = dφ1d cos θ1 = 4π es el ángulo sólido para la part́ıcula 1, y

|p1| = M
2
λ
[
1,

m2
−

M2
ρ
,
m2

0

M2
ρ

]1/2

= M
2
λ1/2, de esta manera, el ancho de decaimiento

queda expresado como:

Γ(ρ− → π−π0) =
g2Mρλ

3/2

48π
. (3.10)

De esta expresión es fácil resolver para g

g = gρππ =

√
48πΓ(ρ− → π−π0)

Mρλ3/2
, (3.11)

y cuyos valores para cada una de las variables involucradas con bien conocidas
[1].

3.3. Proceso Radiativo

Debido a que el acoplamiento V +P+P 0 es de tipo derivativo, existen tres
contribuciones a V + → P+P 0γ. Esto mismo ocurre para nuestro proceso en
particular ρ−(d)→ π−(p)π0(p′)γ(k), cuyos diagramas de Feynman son dados
en la Fig.3.3.

Figura 3.3: Diagramas de Feynman para el proceso radiativo ρ− → π−π0γ.
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Siguiendo el procedimiento usual, se calcula la amplitud correspondiente
a los dos primeros diagramas y se fijará la contribución del tercer diagrama
imponiendo la invariancia de norma electromagnética a la amplitud total. De
esta manera, se obtiene una amplitud que además de ser invariante de norma
es independiente del modelo que se usa para describir el proceso ρ− → π−π0γ
[7].

Antes de empezar, uno debe considerar el estudio del acoplamiento ρ−ρ−γ
presente en el primer diagrama de la Fig. 3.3 el cual, por analoǵıa es de la
forma V V γ que se describe a continuación.

3.3.1. El vértice electromagnético V V γ

El estudio detallado del vértice electromagnético V V γ no es presentado
dentro de esta tesis, solo se han tomado resultados importantes obtenidos
anteriormente en las ref. [74] [75] [76] dentro del contexto VDM. Sin embargo,
la analoǵıa directa puede hacerse desde el contexto del Modelo Estándar, el
cual nos dice que tomando la densidad Lagrangiana asociada a los términos
cinéticos en la interacción electrodébil mostrados en la sec.1.3, ec.(1.20) es

L = −1

4
BµνBµν −

1

4

−→
W µν ·

−→
W µν , (3.12)

involucra dos posibles acoplamientos: γW+W− y ZW+W− mostrados en la
Fig.3.4. El vértice electromagnético que involucra a tres part́ıculas vectoriales
proviene de términos cúbicos de la ec.(3.12), para identificar esos términos,
hay que reescribirlos en términos de los eigenestados de masa, es decir, el
término cinético esta dado por:
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Figura 3.4: Diagramas de Feynman de los vértices a) γWW y b) ZWW , con
la convención de momentos e ı́ndices asociadosr.

−1

4
(F a

µν) → −1

2
(∂µA

a
ν − ∂νAaµ)gεabcAµbAνc

= ig[(∂µW
+
ν − ∂νW+

µ )W µ−W ν3 − (∂µW
−
ν − ∂νW−

µ )W µ+W ν3]

+
1

2
(∂µW

3
ν − ∂νW 3

µ)(W µ+W ν− −W µ−W ν+). (3.13)

con a, b, c = 1, 2, 3. Al insertar W 3
µ = Zµ cos θW + Aµ sen θW y g = e

sen θW
en

la expresión anterior y simplificando es fácil obtener las expresiones para los
vértices:

γW+W− ⇒ ie[gµν(k− − k+)λ + gνλ(−q − k−)µ + gλµ(q + k+)ν ], (3.14)

ZW+W− ⇒ ig cos θW [gµν(k− − k+)λ+ gνλ(−q − k−)µ + gλµ(q + k+)ν ],

(3.15)

cuyas convenciones en los ı́ndices y momentos se muestran en la Fig.3.4. Para
el caso del vértice dado en la ec.(3.14), la conservación de momento implica
que q = k+ +k−, aśı, k+ = q−k− y k− = q−k+, sustituyendo en la ec.(3.14),
se tiene que la expresión para el vértice toma la forma:

Γλµν0 = ie[gµν(k− + k+)λ + 2(qνgλµ − qµgλν) + kµ+g
λν − kν−gλµ], (3.16)

donde el sub́ındice 0 indica que se trata de la función vértice a nivel árbol,
dado que la estructura del vértice es mucho más general [75] [76], sin embargo
gracias a las simetŕıas discretas [74] [75] [76] la estructura toma la forma dada
en la ec.(3.16)4. El orden de los términos en la ec.(3.16) está asociado a la

4El estudio del vértice V V γ ha sido estudiada a detalle a nivel árbol y a primer orden
(a un lazo) en las ref. [74] [75] [76]
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carga eléctrica, el momento dipolar magnético y al momento cuadrupolar
eléctrico respectivamente.

3.3.2. Independencia de Modelo. Teorema de Low e
invariancia de norma

El estudio adecuado de procesos radiativos se realiza en base a dos teore-
mas fundamentales (para procesos radiativos i→ f + γ): el teorema de Low
[7] y el teorema de Burnett y Kroll [8].

El Teorema de Low se puede enunciar de la siguiente manera: para cual-
quier proceso radiativo i → f + γ, la amplitud puede ser expandida en po-
tencias de la enerǵıa del fotón k, siendo el primer término de la expansión de
orden k−1, el segundo orden k0 y aśı sucesivamente. Los dos primeros térmi-
nos de esta expansión están determinados de manera exacta por la amplitud
del proceso no radiativo i → f . Espećıficamente, la expansión en potencias
del fotón es

M(i→ f + γ) =
α−1

k
+ α0k

0 + α1k
1 + α2k

2 + ... (3.17)

Los valores de α−1 y α0 son únicos una vez que se conoce la amplitud del
proceso no radiativo y se exige que cumpla la invariancia de norma electro-
magnética. En este sentido se dice que los términos α−1 y α0 son independien-
tes del modelo que describe el proceso radiativo. Las contribuciones de orden
k−1 y k0 se deben exclusivamente a la emisión del fotón desde las part́ıculas
externas cargadas, éstas contribuciones definen la llamada amplitud de Low
[7]

MLow =
α−1

k
+ α0k

0. (3.18)

Los términos de orden superior a k0 tienen su origen en la emisión del fotón
desde los estados inmediatos y por lo tanto se dicen que son dependientes del
modelo que se emplea para describir el proceso.

Tomando en cuenta lo anterior, el proceso radiativo ρ− → π−π0γ, consi-
derando las implicaciones del teorema de Low , el vértice electromagnético
dado en la ec.(3.16) y las respectivas reglas de Feynman, las correspondien-
tes amplitudes de los dos primeros diagramas de izquierda a derecha en la
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Fig.3.3, pueden ser escritas como

M1 = −ieg(p− p′)α
(−gρα +

d′ρd
′
α

M2

d′ −M2

)
×[(d+ d′)µgρν + 2(kνgµρ − kρgµν)]ηµεν , (3.19)

y

M2 = −2ieg
p · ε
p · k

p′ · η, (3.20)

donde g es el acoplamiento en V +P+P 0 cuyo valor puede determinarse del
decaimiento ρ− → π−π0; el primer factor en la ec.(3.19) y ec.(3.20) regular-
mente se asocian a las cargas eléctricas de ρ− y π− en unidades de e, mientras
que el segundo factor en la ec.(3.20) se asocia al momento dipolar magnético
de ρ− en unidades de e/2M . Por otra parte, en la ec.(3.19), d′ = d−k = p+p′.
En la amplitudM1 no se ha incluido la contribución al momento cuadrupo-
lar del ρ− dado que términos de este tipo contribuyen a ordenes más altos en
k los cuales pueden demostrarse que son dependientes del modelo [7] y para
este no es necesario tomarlos en consideración.

La amplitud M1 se puede dividir en una contribución de tipo eléctrica,
M1e, y una tipo magnética,M1µ. La amplitud total del proceso puede ser
escrita como:

M =M1e +M1µ +M2e +M3 (3.21)

dondeM3 corresponde a la amplitud del diagrama 3 de izquierda a derecha.
El sub́ındice e enM2 se debe a que el segundo diagrama contiene solamente
radiación debida a la carga eléctrica de π−.

Imponiendo la condición de invariancia de norma sobre la amplitud total,
es decir

kµMµ = 0, (3.22)

se obtiene que la contribución del tercer diagrama es:

M3 = ieg
(
− 1 +

m2 −m′2

M2

)
η · ε. (3.23)

A esta amplitud se le llama término de contacto, debido a que corresponde a
la interacción de contacto entre cuatro campos. Sin embargo, para este caso
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se considera la simetŕıa de isoesṕın, es decir m2 −m′2 = 0, de esta manera
la amplitud para el diagrama tres queda dado por:

M3 = −iegη · ε. (3.24)

Finalmente, la amplitud total invariante de norma electromagnética viene
dada por

M = −ieg(p− p′)α
(−gρα +

d′ρd
′
α

M2

d′ −M2

)
[(d+ d′)µgρν + 2(kνgµρ − kρgµν)]ηµεν

, −2ieg
p · ε
p · k

p′ · η − iegη · ε. (3.25)

La ecuación anterior puede ser rescrita de la siguiente manera:

M = ieg(p− p′) · η
( p · ε
p · k

− d · ε
d · k

)
− iegk · η

(
2
p · k
d · k

p · ε
p · k

− d · ε
d · k

− p · ε
p · k

)
−iegε · η

(
2− 2p · k

d · k

)
, (3.26)

la cual es de la forma M = α−1k
−1 + α0k

0, en acuerdo con el teorema de
Low [7]. Por tanto, la ecuación anterior para la amplitud es conocida como
amplitud de Low. Es interesante notar que los términos de orden k−1 provie-
nen exclusivamente de la emisión del fotón por las cargas eléctricas de ρ− y
π−, mientras que los términos de orden k0 están asociados a la radiación por
el momento magnético de ρ− y la interacción de contacto.

3.3.3. Interferencias radiativas. Teorema de Burnett-
Kroll

El teorema de Burnett y Kroll [8] es una extensión inmediata del teorema
de Low y que se piensa establece que para cualquier proceso radiativo i →
f+γ la probabilidad de decaimiento parcialmente polarizada se puede escribir
en potencias de enerǵıa del fotón como [77] [78]:∑

spin i,f

|M(i→ f + γ)|2 =
β−2

k2
+ β0k

0 + β1k + β2k
2 + ... (3.27)

donde se observa que la expresión no contienen términos de orden k−1, el
cual resultaŕıa de la interferencia de los términos de orden k−1 y k0 de la
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amplitud de Low. Este resultado fue demostrado expĺıcitamente por los au-
tores de la ref.[8], en el art́ıculo original, los autores muestran que el término
de orden k−1 no aparece en la interferencia entre los términos de carga y
electromagnéticos [8] solamente. Sin embargo, para este resultado se muestra
que la hipótesis antes mencionada para la probabilidad de decaimiento es
valida.

La probabilidad de transición correspondiente a la amplitud de Low, su-
mada sobre polarizaciones del mesón ρ− esta dada por [74]∑
pol η

|M|2 = (eg)2
∣∣∣p · ε∗
p · k

− d · ε
∗

d · k

∣∣∣2(λ(1,
m2

M2
,
m′2

M2
)M2

)
−(eg)2ε? ·ε

(
2− 2p · k

d · k

)
,

(3.28)
donde λ(x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz.

La probabilidad de transición de la ecuación anterior satisface el teorema
de Burnet y Kroll [8] [73], el cual en principio establece que no deben de
existir términos de O(k−1) en la probabilidad de transición. La razón para
tal ausencia es de tipo f́ısico y se puede comprender si se hace una analoǵıa
con la radiación multipolar en electrodinámica clásica, esto es, la razón de
emisión de radiación por diferentes multipolos no presenta interferencia.

Con esta idea en mente, es momento de llegar al problema principal, es aśı,
que el caṕıtulo siguiente se hace una descripción del modelo independiente
del decaimiento radiativo del leptón tau a dos piones, estudiando los efectos
provocados por las correcciones electromagnéticas y su contribución a aµ
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Caṕıtulo 4

Contribuciones hadrónicas y
correcciones radiativas a g − 2
del muón

Es bien conocido que, en el ĺımite de la simetŕıa de isoesṕın, la hipótesis
de la corriente vectorial conservada (CVC) relaciona las funciones espectrales
del decaimiento τ2π y de la aniquilación e+e− → π+π− la cuál se obtiene a
partir de los datos de la sección eficaz. De esta manera, las mediciones del
decaimiento τ2π y la aniquilación e+e− → π+π− ofrecen un panorama para
probar la hipótesis de CVC con gran precisión. Estrechamente relacionado
con este punto, los datos de decaimiento τ2π se puede emplear para calcu-
lar (v́ıa la hipótesis de CVC) la contribución de la polarización del vaćıo
hadrónico al momento anómalo magnético del muón aµ [51] y sus respectivas
predicciones teóricas, la cual es la principal fuente de incertidumbre, de esta
contribución el 73 % se debe al estado final de dos piones.

Las mediciones de las observables del decaimiento τ2π se han realizado
con muestras de alrededor de 105− 106 eventos, provenientes principalmente
principalmente de los experimentos CLEO y ALEPH. Los experimentos re-
cientes en las fábricas de mesones B (BABAR y BELLE) han alcanzado una
enorme estad́ıstica en eventos del τ [79] [80] [81], alrededor de 109 pares τ+τ−.
Por esta razón, mejoras significativas en las mediciones del decaimiento τ2π

son esperadas, ya que se espera que los errores estad́ısticos se reduzcan de
manera considerable. En este escenario, las correcciones radiativas se vuelven
indispensables por lo menos a O(α).

63
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4.1. Decaimientos leptónicos del τ

Los decaimientos de los leptones cargados , µ− y τ−, son representados por
los diagramas de Feynman mostrados en la Fig.4.1, los cuales son producidos
mediante el intercambio del bosón W− con la fuerza asociada en el Modelo
Estándar con las interacciones de carga-corriente:

Figura 4.1: Diagrama de Feynman para µ− → e−ν̄eνµ y τ− → ντX
−(X− =

e−ν̄e, µ
−ν̄µ, dū, sū).

Lcc = − g

2
√

2
W+
µ

{∑
l

ν̄lγ
µ(1−γ5)l+ ūγµ(1−γ5)(Vudd+Vuss)

}
+h.c. (4.1)

El momento transferido trasportado por el intermediario W− es muy pequeña
comparado con MW . Por lo tanto, el propagador vector-bosón se encoge hasta
cierto punto y puede ser aproximado adecuadamente a través de una inter-
acción local de cuatro fermiones gobernada por la constante de acoplamiento
de Fermi GF/

√
2 = g2/(8M2

W . Aśı, la anchura de decaimiento leptónica [42]
esta dada por:

Γ[l− → l′−ν̄l′νl(γ)] =
G2
l′lm

5
l

192π3
f(m2

l′/m
2
l )(1 + δl

′l
RC), (4.2)

donde f(x) = 1− 8x+ 8x3 − x4 − 12x2 log x y

δl
′l
RC =

α

2π

[25

4
− π2 +O

(m2
l′

m2
l

)]
+ ... (4.3)

tomado en cuenta dentro de las correcciones radiativas de QED, las cuales son
conocidas a orden O(α2). Las masas de los neutrinos son tan pequeñas que
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debeŕıan de considerarse despreciables y (γ) representa fotones adicionales
o pares de leptones los cuales han sido incluidos en δl

′l
RC . Las correcciones

electrodébiles a ordenes más altos y la estructura no local del propagador
del W−, son usualmente incluidos dentro de acoplamientos efectivos [42] [82]
[83]:

G2
l′l =

[ g2

4
√

2M2
W

(1 + ∆r)
]2[

1 +
3

5

m2
l

M2
W

+
9

5

m2
l′

MW

+O
( m4

l′

M2
Wm

2
l

)]
. (4.4)

Debido a la masa del leptón τ , los estados finales que son cinemáticamente
permitidos son: τ− → ντe

−ν̄e, τ
− → ντν

−ν̄ν , τ
− → ντdū y τ− → ντsū.

La universalidad de los acoplamientos a W , implica que todos estos modos
de decaimientos tienen amplitudes iguales, excepto por un factor adicional
NC |Vui|2, (i = d, , s) en el canal semileptónico y NC = 3 el número de color
de quarks.

4.2. Decaimientos hadrónicos del τ

Dentro del Modelo Estándar, la matriz de amplitud para los decaimientos
hadrónicos exclusivos del τ , en este caso los decaimientos de la forma τ− →
H−ντ , están generalmente dados por [42]

M =
GF√

2
V ij
CKM ūντγ

µ(1− γ5)uτHµ (4.5)

donde GF es la constante de Fermi , V ij
CKM son los correspondientes elementos

de la matriz de CKM, y

Hµ = 〈H|(Vµ − Aµ)eiLQCD |0〉, (4.6)

es el elemento de matriz de las corrientes izquierdas que han sido evaluadas
en la presencia de interacciones fuertes de QCD. En términos de estructuras
de Lorentz, factores de forma hadrónicos, Fi y de corrientes en QCD [17]

Hµ =
∑
i

(...)iµFi(Q
2, ...); (4.7)

donde (...)iµ representa las estructuras de Lorentz, por otra parte, las co-
rrientes son universales en el sentido de que son independientes de los estados
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iniciales.

Los tensores hadrónicos y leptónicos son definidos de la siguiente manera:

∑̄
s,s′
MM† ≡

( 1

2× 1
2

+ 1

)2G2
F

2
|VCKM |2HµνLµν , (4.8)

donde Hµν es el tensor de corriente hadrónico, Lµν lleva la información del
sector leptónico, los cuales se definen como:

Hµν ≡ HµHν , Lµν ≡
∑
s,s′

ūτ (l, s)γ
µ(1− γ5)uντ (l

′, s′)γν(1− γ5)uτ (l, s),

(4.9)
uno tiene de esta manera que el ancho de decaimiento queda definido como

dΓ =
G2
F

4Mτ

|V ij
CKM |

2LµνHµHν†dPS, (4.10)

donde dPS tiende a ser el elemento diferencial para la integración del espacio
fase, con

LµνHµHν† =
∑
X

LXWX , (4.11)

donde LX y WX son las funciones de estructura definidos en el marco en
reposo leptónico y hadrónico. Las funciones de estructura hadrónicas, WX ,
pueden ser escritos en términos de los factores de forma, la componente
cinemática y el estudio de funciones espectrales o distribuciones angulares
que permiten reconstruir los datos. Su número depende de los estados finales,
empezando con 4 en el caso de dos mesones y 16 para tres.

4.3. Decaimiento τ− → π+π−ντ

EL decaimiento semileptónico τ− → π+π−ντ (τ2π) es un modo dominante
en los decaimientos del leptón τ−. En la actualidad el valor promedio de la
fracción de decaimiento experimental es Bexp

τ (π−π0) = (25,49 ± 0.09) %[1].
Bajo la descripción de VDM, uno puede describir el decaimiento τ−(p) →
π−(p1)π0(p2)ντ (p3), ver Fig.4.2, mediante la amplitud escrita en términos de
reglas de Feynman como
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Figura 4.2: Diagrama de Feynman para el decaimiento τ− → π−π0ντ .

M = gρππgρVud
GF√

2
Dµν
ρ (q)ū(p3)(1− γ5)u(p), (4.12)

donde
√
t = q = p1 + p2 y

Dµν
ρ (q) =

(−gµν + qµqν

m2
ρ

t−m2
ρ

)
. (4.13)

Definiendo
f+(t) =

gρππgρ√
2(t−m2

ρ)
, (4.14)

la amplitud puede ser escrita, en el ĺımite de iso-esṕın m1 = m2, de la si-
guiente manera:

M = −f+(t)GFVud(p1 − p2)λū(p3)γλ(1− γ5)u(p). (4.15)

La amplitud invariante del decaimiento más general de τ2π puede ser calcu-
lado a traves del elemento de matriz con una Hamiltoniana efectiva H∆S=0

eff

entre el estado inicial τ− y el estado final ντπ
−π0 [77],

M0
τ (π
−, π0) = 〈ντπ−π0|H∆S=0

eff |τ−〉 =
GFVud√

2
lαhα, (4.16)

donde lα denota a la corriente leptónica definida como

lα = 〈ντ |ν̄τγα(1− γ5)τ |τ−〉 = ū(p3, sν)γ
α(1− γ5)u(p, sτ ), (4.17)

y hα la corriente hadrónica,

hα = 〈π−π0|d̄γα(1− γ5)u|0〉. (4.18)
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La covariancia de Lorentz establece que la parte vectorial de la corriente
hadrónica hα se puede parametrizar como

hα = 〈π−π0|d̄γαu|0〉 = f+(t)(p1 − p2)α + f−(t)(p1 + p2)α, (4.19)

donde f+(t) y f−(t) son los factores de forma que dependen del cuadrado
del momento transferido t. Sus expresiones dependen del modelo particular
que se utiliza para describir al decaimiento τ2π. Utilizando la simetŕıa de iso-
esṕın, el factor de forma f−(t) es cero, de esta forma hα sólo depende de f+(t).

La probabilidad de transición puede ser escrita de la siguiente manera

|M|2 = |f+(t)|2G2
F |Vud|2(p1 − p2)λ(p1 − p2)σ

×ū(p3)γλ(1− γ5)u(p)ū(p)γσ(1− γ5)u(p3). (4.20)

Cinemáticamente |M|2 esta completamente caracterizada por dos varia-
bles , t = (p1 + p2)2 y u = (p3 + p2)2 definidas como los cuadrados de la masa
invariante del sistema de dos piones y del sistema ντ − π0 respectivamente,
aśı

|M|2 = 2G2
F |Vud|2|f+(t)|2D(t, u), (4.21)

donde

D+(t, u) = 2u2−2(m2
τ +m2

π−+m2
π0−t)u+

m2
τ

2
(m2

τ−t)+2m2
π−−m2

π0 . (4.22)

donde, para un decaimiento a tres cuerpos se tiene que [1]

u+ = (E2 + E3)2 − (
√
E2

2 −m2
2 −

√
E2

3 −m2
3,

u− = (E2 + E3)2 − (
√
E2

2 −m2
2 +

√
E2

3 −m2
3, (4.23)

al tomar el ĺımite de isoesṕın, E2 =
√
t/2 y E3 = (m2

τ − t2)/2
√
t. Aśı, el

dominio de las variables t y u esta dado por:

RIII =
[
(mπ− +mπ0)2 ≤ t ≤ m2

τ ; u
−(t) ≤ u ≤ u+(t)

]
, (4.24)

donde las funciones u± están definidas por

u−(t) =
1

2t

(
2(m2

τ +m2
π0 − t)t− (m2

τ − t)(t+m2
π− −m2

π0

−(m2
τ − t)λ1/2(t,m2

π− ,m
2
π0)
)

(4.25)

u+(t) =
1

2t

(
2(m2

τ +m2
π0 − t)t− (m2

τ − t)(t+m2
π− −m2

π0

+(m2
τ − t)λ1/2(t,m2

π− ,m
2
π0)
)

(4.26)
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Al gráficar RIII uno obtiene la región f́ısicamente accesible para t y u en el
decaimiento τ2π la cual se muestra en la Fig.4.3.

Figura 4.3: Espacio fase del decaimiento a tres cuerpos τ− → π−π0ντ en
términos de t y u [77].

y dada la definición del ancho de decaimiento para tres cuerpos [1]

dΓ =
1

(2π)3

1

32m3
τ

|M|2dtdu, (4.27)

uno encuentra al integrar sobre u que

dΓππ
dt

=
G2
Fm

3
τ |Vud|2

384π3

(
1− 4m2

π

t

)3/2(
1− t

m2
τ

)2(
1− 2t

m2
τ

)
|f+(t)|2. (4.28)

En ciertos modelos de CHPT, la parametrización del factor de forma [63] es
de la forma

f+(t) = m2
ρD
−1
ρ (t)exp[2H̄ππ(t) + H̄KK(t) (4.29)

con Dρ(t) = m2
ρ − t − imρΓρ(t) y H̄PP (t) son estructuras que dependen del

modelo CHPT, ver ref.[63]. Por otra parte, la parametrización del factor de



70
Contribuciones hadrónicas y correcciones radiativas a g − 2 del

muón

forma del pión en VMD, el cual es usado de aqúı en adelante incluye la
contribución de las resonancias de los vectores ρ(770) ρ′(1450) y ρ′′(1700)
[78] [88],

f+(t) =
1

1 + β + γ

[
BWρ(t) + βBWρ′(t) + γBWρ′′(t)

]
, (4.30)

donde BWV (t) han sido propiamente normalizados (BWV (0) = 1) como
funciones de Breit-Wigner:

BWV (t) =
m2
V

m2
V − t− imV ΓV (t)

, (4.31)

Las anchuras de decaimiento de los mesones ρ′ y ρ′′ son tomadas como cons-
tantes, mientras que la contribución de la resonancia dominante ρ(770) puede
ser tomada dependiente de la enerǵıa.

Por último, la gráfica de dΓππ/dt, en términos de la masa invariante de los
piones t, Fig.4.4, este se comporta justamente como se esperaba y muestra
en RIII .

Figura 4.4: Espectro del decaimiento no radiativo τ− → π−π0ντ en términos
de t.
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4.4. El decaimiento radiativo τ− → π−π0ντγ en

VMD

El decaimiento hadrónico τ−(p) → π−(p−)π0(p0)ν(q)γ(k, ε), se enfoca
únicamente en las correcciones radiativas electromagnéticas reales del decai-
miento τ2π debido a que los experimentos actuales no son capaces de dis-
tinguir entre el decaimiento τ2π y el decaimiento radiativo τ− → π−π0νγ
(τ2πγ), bajo este contexto, los experimentos actuales observan el decaimiento
inclusivo τ2π(γ) ≡ τ2π + τ2πγ, los cuales, en principio, son procesos diferentes
ya que cinemáticamente el primero se trata de un decaimiento a tres cuerpos
y el segundo un decaimiento a cuatro cuerpos. En VMD, los diagramas de
Feynman que contribuyen al decaimiento τ2πγ son once, ver Fig.4.5, de los
cuales cuatro nos dan la contribución independiente del modelo, mientras
que los restantes, reciben contribuciones adicionales a los que se denominan
dependientes del modelo. En los diagramas de (a)− (d), el estado hadrónico
final se produce únicamente por medio de la resonancia vectorial ρ−(770), en
consecuencia, la amplitud de cada diagrama puede ser escrita en términos
del factor de forma f+(t). La expresión de dicho factor de forma está fijo una
vez que se conoce la amplitud del decaimiento no radiativo, en ese sentido se
dice que la contribución de los diagramas (a)-(d) es independiente del modelo.

Los diagramas (e)-(k), en cambio, reciben contribuciones adicionales de
los mesones vectoriales ω(782), axial a1(1260) y el pseudoescalar π, y en ese
sentido se dice que estas contribuciones son dependientes del modelo. Se ne-
cesitan construir las amplitudes de cada uno de los diagramas con las reglas
de Feynman correspondientes, en principio se deben de sumar las once con-
tribuciones para obtener la amplitud total.

El vértice electromagnético ρ−α(p)ρ−β(p′)γδ(k) se describe de la siguiente
manera [91]

Γδαβ0 = ie(p+ p′)δgαβ + β(0)(kβgδα− kαgδβ) + pαgδβ − p′βgδα, (4.32)

donde β(0) = 2 es el momento dipolar magnético del mesón ρ−(770); las
predicciones del Modelo Estándar caen dentro del intervalo 1.8 ≤ β(0) ≤ 3.0
[92]. Además, se puede comprobar sin dificultad que le vértice y el propagador
satisfacen la identidad de Ward definida [91]

kδΓ
δαβ =

[
iDαβ(p)

]−1

−
[
iDαβ(p′)

]−1

, (4.33)
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Figura 4.5: Diagramas de Feynman que contribuyen de manera importante
en el decaimiento radiativo τ2πγ. Los diagramas (a)-(d) dan la contribución
independiente del modelo, mientras que los diagramas (e)-(k) dan las contri-
buciones dependientes del modelo.

de esta forma, en principio la amplitud de cualquier proceso radiativo que
involucre este vértice y propagador es invariante de norma. La expresión para
los propagadores se tomará como

Dµν
m (p) = −i

( gµν − pµpν

m2
m−immΓm

p2 −m2
m + immΓm

)
. (4.34)

De acuerdo a las reglas de Feynman, (ver apéndice E), las amplitudes de los
diagramas (a)-(d) que constituyen la parte independiente del modelo de la



4.4 El decaimiento radiativo τ− → π−π0ντγ en VMD 73

amplitud total, pueden ser escritas como:

M(a) = i
eGFVud√

2
gρππgρ(p− − p0)λD

χλ(p− + p0)

×ū(q)γχ(1− γ5)
1

/p− /k −mτ

εµγµu(p) (4.35)

M(b) =
eGFVud√

2
gρππgρ(p− − p0)λD

νλ(p− + p0)Γαµν

×εαDχµ(p− q)lχ (4.36)

M(c) = i
eGFVud√

2
gρππgρ

p− · ε
p− · k

(p− − p0 + k)λD
χλ(p− q)lχ (4.37)

M(d) = −ieGFVud√
2

gρππgρελD
χλ(p− q)lχ. (4.38)

Por otra parte, la parte dependiente del modelo surge de las amplitudes de
los diagramas (e)-(k) y pueden ser construidas de la misma manera que el caso
anterior, sin embargo, para el propósito de este trabajo, se necesita fijar de
manera adecuada la parte independiente del modelo dadas las discrepancias
existentes bajo diferentes modelos para la amplitud de Low en VMD y CHPT.
En VMD se ha hecho anteriormente una descripción de todos los diagramas
anteriores [77] [78] [89] [90] mientras que en la descripción quiral, la amplitud
es obtenida a partir de una Lagrangiana efectiva a bajas enerǵıas [63] [64].

Antes de continuar con el cálculo de la amplitud, se necesita calcular
las expresiones para los factores de forma con lo que es necesario analizar
los detalles de los diagramas, por un lado, las amplitudes M(a) y M(c) se
deben a la emisión del fotón desde las part́ıculas cargadas τ− y π−, estas
amplitudes en principio contienen los términos de orden k−1, y por lo tanto
son singulares infrarojos de acuerdo al Teorema de Low [7], a partir de esto,
existe una correspondencia para determinar el factor de forma1, [77] [78],

f+(t) =
gρgρππ

m2
ρ − t− imρΓρ(t)

≈
√

2m2
ρ

m2
ρ − t− imρΓρ(t)

; (4.39)

lo cual resulta redundante ya que se supone que el factor de forma es único
una vez que se conoce la amplitud del proceso no radiativo τ2π. Sin embargo,
es conveniente suponer que el factor de forma esta definido de esta manera,

1La estructura del cálculo del factor de forma es mucho más general, ver ref. [63] [64]
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ya que las reglas de Feynman lo dejan perfectamente definido, sin embargo,
la parametrización que se hizo anteriormente para el factor de forma es la
que se va a utilizará más adelante.

4.4.1. Amplitud de Low e invariancia de norma

Hay que tener en cuenta ciertas consideraciones, por conservación de mo-
mento p− q = p−+ p0, definiendo algunas cantidades extras para facilitar la
notación, sea k+ = p − q = p− + p0 + k, Q = p− + p0 = k− y Q̄ = p0 − p−,
las amplitudes (a)-(d) pueden ser escritas en una forma simplificada. Por un
lado, para la amplitud M(a), el término

1

/p− /k −mτ

=
(/p/ε − /k/ε +mτ/ε)u(p)

p2 − 2p · k −m2
τ

=
2p · ε− /k/ε
−2p · k

, (4.40)

la amplitud M(a) queda definida como:

M(a) = i
eGFVud√

2
gρππgρQ̄λD

χλ(k−)
p · ε
p · k

lχ

− i
eGFVud√

2
gρππgρQ̄λD

χλ(k−)ū(q)γχ(1− γ5)
/k/ε

2p · k
u(p) (4.41)

donde la corriente leptónica esta definida como ū(q)γχ(1− γ5)u(p) = lχ.
Por otro lado, γα(1− γ5)/k/ε = γχ(1− γ5)(kαεχ− εαkχ− k · εgαχ + ikβεµεχαβµ),
además k · ε = 0, la amplitudM(a) queda determinada de la siguiente forma:

M(a) = i
C√

2
gρππgρQ̄λD

χλ(k−)
p · ε
p · k

lχ (4.42)

−i C√
2
gρππgρQ̄λD

χλ(k−)
1

2p · k
(kαεχ − εαkχ + ikβεµεχαβµ)lχ

donde se ha tomado C = eGFVud y se puede ver que el segundo término de
la ecuación anterior es invariante de norma por śı mismo.

Las amplitudes M(b), bajo el mismo criterio queda definida como:

M(b) = − C√
2
gρππgρQ̄λD

νλ(k−)ΓαµνεαD
χµ(k+)lχ (4.43)
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Γαµν , es el vértice electromagnético V V γ, al aplica la propiedad de invariancia
de norma se tiene:

kαΓαµν = gµν(k+ + k−) · k − kνkµ+ − kµkν−, (4.44)

y por conservación de cuadrimomento, k = k+ − k−:

kαΓαµν = gµν(k+ + k−) · k − kν+kν+ + kµ−k
ν
−. (4.45)

Por otra parte, la identidad de Ward garantiza que

kαΓαµν =
[
iDµν(k+)

]−1

−
[
iDµν(k−)

]−1

, (4.46)

donde en forma genérica el propagador inverso es
[
Dµν(q)

]−1
= i
(
gµν(q2 −

m2)− qµqν
)
, entonces

kαΓαµν = gµνk2
+ − gµνk2

− − kν+kν+ + kµ−k
ν
−, (4.47)

y sustituyendo k+ = k− + k, usando el hecho de que k+ · k = k− · k y dado
que k · k = 0, se obtiene la expresión

kαΓαµν = gµν(k+ + k−) · k − kν+kν+ + kµ−k
ν
− (4.48)

definida anteriormente. Por lo tanto, la identidad de Ward para el vértice
V V γ esta relacionada directamente con la invariancia de norma.
Ahora, la amplitud M(b), tiene la estructura εαΓαµν , al tomar la expresión
del vértice V V γ resulta que:

εαΓαµν =
(
gµν(k+ + k−) · ε+ 2(ενkµ − εµkν)− ενkµ+ − εµkνν

)
(4.49)

donde sólo el término 2(ενkµ − εµkν) es una estructura invariante de norma
por si sola cuando ε→ k, sin embargo, los términos restantes no lo son. Para
garantizar la invariancia de norma expĺıcitamente deMT , la amplitudM(b),
en part́ıcular el término εαΓαµν debe ser rescrito de la siguiente manera

εαΓαµν = gµν(k+ + k−) · ε− ενkµ+ − εµkν− + 2(ενkµ − εµkν) (4.50)

+
k+ · ε
k+ · k

kνkµ+ −
k+ · ε
k+ · k

kνkµ+ +
k− · ε
k− · k

kµkν− −
k− · ε
k− · k

kµkν−

además, dado que k+ = p− + p0 + k y k− = p− + p0, bajo la condición de
que k · k = k · ε = 0, se tiene que k+ · ε = k− · ε y k+ · k = k− · k. Aśı,
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la expresión resultante de la ec.(4.50), una vez que se re-agrupan todos los
términos adecuadamente queda definida como

εαΓαµν = gµν(k+ + k−) · ε− k+ · ε
k+ · k

(
kµ+k

ν
+ − k

µ
−k

ν
−
)

(4.51)

+
( k+ · ε
k+ · k

kν − εν
)
kµ+ +

( k− · ε
k− · k

kµ − εµ
)
kν−

+ 2(ενkµ − εµkν)
(4.52)

donde es fácil darse cuenta que cuando ε → k, resulta expĺıcitamente la
identidad de Ward definida anteriormente en la ec.(4.48). Aśı, la expresión
para la amplitud M(b) queda definida como:

M(b) = − C√
2
gρππgρQ̄λD

νλ(k−)
[

gµν(k+ + k−) · ε− k+ · ε
k+ · k

(
kµ+k

ν
+ − k

µ
−k

ν
−
)

+
( k+ · ε
k+ · k

kν − εν
)
kµ+ +

( k− · ε
k− · k

kµ − εµ
)
kν−

+ 2(ενkµ − εµkν)
]
Dχµ(k+)lχ.

(4.53)

Las amplitudes restantes son más sencillas de escribir, por un lado, M(c)

queda definida como:

M(c) = i
C√

2
gρππgρ

p− · ε
p− · k

(−Q̄+ k)λD
χλ(k+)lχ (4.54)

y por último, la amplitud del término de contacto (ver apendice ??), esta
definida como:

M(d) = −i C√
2
gρππgρελD

χλ(k+)lχ (4.55)

Por lo tanto, MT =M(a) +M(b) +M(c) +M(d), reescribiendo y acoplando
las diferentes partes que forman cada una de las amplitudes mencionadas
anteriormente se tiene una estructura completamente invariante de norma,
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la amplitud total MT queda aśı

MT = i
C√

2
gρππgρQ̄λ

{[ p · ε
p · k

Dχλ(k−)− p− · ε
p− · k

Dχλ(k+)
]

−Dχλ(k−)
1

2p · k
(kαεχ − εαkχ + ikβεµεχαβµ)

}
lχ

− C√
2
gρππgρQ̄λD

νλ(k−)
{[
gµν(k+ + k−) · ε− k+ · ε

k+ · k
(kµ+k

ν
+ − k

µ
−k

ν
−)
]

+
[( k+ · ε
k+ · k

kν − εν
)
kµ+ +

( k− · ε
k− · k

kµ − εµ
)
kν−

]
+
[
2(ενkµ − εµkν)

]}
Dχµ(k+)lχ

+i
C√

2
gρππgρ

( p− · ε
p− · k

kλ − ελ
)
Dχλ(k+)lχ (4.56)

donde es fácil checar e identificar que cada estructura que conforma la am-
plitud total es un invariante de norma, aśı, en principio, cuando ε→ k en la
expresión para MT , la invariancia de norma dice que kMT = 0, es decir

kMT = +i
C√

2
gρππgρQ̄λ

[
Dχλ(k−)−Dχλ(k+)

]
(4.57)

− C√
2
gρππgρQ̄λD

νλ(k−)
[
gµν(k+ + k−) · k − kµ+kν+ + kµ−k

ν
−

]
Dχµ(k+)lχ

donde el segundo término de la expresión anterior es exactamente la expresión
que define la identidad de Ward en la ec. (4.48) y que se relaciona directa-
mente con la diferencia de propagadores inversos definida en la ec. (4.46). En
términos de proyectores[

Dµν(k+)
]−1

= i
[
(k+ −m2)T µν+ −m2Lµν+

]
= i[(k2

+ −m2)gµν − kµ+kν+] (4.58)

donde T µν+ = gµν − kµ+k
ν
+

k2+
y Lµν+ =

kµ+k
ν
+

k2+
, y aśı, la expresión

M = [gµν(k+ + k−) · ε− k+ · ε
k+ · k

(kµ+k
ν
+ − k

µ
−k

ν
−)]

=
k+ · ε
k+ · k

[
T µν+ k+ · k + T µν− k+ · k + Lµν+ (k+ · k − k2

+) + Lµν− (k+ · k + k2
−)
]

=
k+ · ε
k+ · k

[
gµν(k+ + k−) · k − Lµν+ k2

+ + Lµν− k
2
−

]
(4.59)
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dada la conservación de cuadri-momento, se tiene que k+ = k− + k y por
lo tanto k+ · k = k− · k dado que k · k = 0, entonces gµν(k+ + k−) · k =
gµν(2k+ · k) = gµν(k2

+ − k2
−), de esta manera, M puede ser rescrito como:

M =
k+ · ε
k+ · k

[
gµν(k2

+ −m2)− gµν(k2
− −m2)− (k2 −m2)Lµν+

−Lµν+ m2 + Lµν− m
2 + (k2

− −m2)Lµν−

]
=

k+ · ε
k+ · k

{[
(k2

+ −m2)T µν+ −m2Lµν+

]
−
[
(k2
− −m2)T µν− −m2Lµν−

]}
iM =

k+ · ε
k+ · k

{[
Dµν(k+)

]−1

−
[
Dµν(k−)

]−1}
(4.60)

con lo cual, gracias a la separación adecuada de cada uno de los términos
en MT , la invariancia de norma queda expĺıcitamente demostrada, es decir,
de la ec.(??) resulta ser

kMT = i
C√

2
gρππgρQ̄λ

{ [
Dχλ(k−)−Dχλ(k+)

]
−

[
Dµλ(k−)−Dµλ(k+)

]}
lχ = 0 (4.61)

Por lo tanto, nuestra estructura es por śı sola es invariante de norma ya
que no se necesita hacer ningún tipo de aproximación a ningún orden sobre
los propagadores y el vértice electromagnético. Como se hab́ıa mencionado
anteriormente que k+ ·k = k− ·k y k+ · ε = k− · ε, es fácil ver que la diferencia
de propagadores a nivel árbol para la misma part́ıcula dada solamente a
diferente momento, esta dada por:

[
Dµν(k+)

]−1

−
[
Dµν(k−)

]−1

= i
[
gµν(2k+ · k)− kµ+kν+ − k−µ k−ν

]
, (4.62)

Gracias a la relación anterior, uno pude reagrupar todos los términos deMT
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de la siguiente manera

MT = i
C√

2
gρππgρQ̄λ

{( k− · ε
k− · k

− p · ε
p · k

)
Dχλ(k−)−

( k+ · ε
k+ · k

− p− · ε
p− · k

)
Dχλ(k+)

−Dχλ(k−)
1

2p · k
(kαεχ − εαkχ + ikβεµεχαβµ)

}
lχ

− C√
2
gρππgρQ̄λD

νλ(k−)
{( k+ · ε

k+ · k
kν − εν

)
kµ+ +

( k− · ε
k− · k

kµ − εµ
)
kν−

}
+
[
2(ενkµ − εµkν)

]}
Dχµ(k+)lχ

+i
C√

2
gρππgρ

( p− · ε
p− · k

kλ − ελ
)
Dχλ(k+)lχ (4.63)

De acuerdo a estructura de la amplitud MT , uno de los principales obje-
tivos es separar la amplitud independiente del modelo determinada por el
teorema de Low [7]. Dada la definición de los propagador y el factor de for-
ma en ec.(4.4) y ec.(4.4), respectivamente, se define un nuevo propagador en
términos del factor de forma como

Dχλ
f (k−) =

gρππgρ√
2
Dχλ(k−) = i

(
− gχλf+ +

kχ−k
λ
−

m2
ρ

f+

)
(4.64)

y además, el factor de forma f ′+(t′), donde t′ = k2
+, definido por

Dχλ
f (k+) =

gρππgρ√
2
Dχλ(k+) = i

(
− gχλf ′+ +

kχ+k
λ
+

m2
ρ

f ′+

)
. (4.65)

El factor gρππgρ/
√

2 ha sido absorbidos dentro del factor de forma f+(t) = f+

y lo mismo sucede para f ′(t′) = f ′+, con t = (p−+p0)2 = k2
− y t′ = (p−+p0 +

k)2 = k2
+, de manera que la amplitudMT =MT1+MT2+MT3+MT4+MT5,

donde

MT1 = iCQ̄λ

{( k− · ε
k− · k

− p · ε
p · k

)
Dχλ
f (k−)−

( k+ · ε
k+ · k

− p− · ε
p− · k

)
Dχλ
f (k+)

}
lχ

MT2 = −iCQ̄λD
χλ
f (k−)

1

2p · k
(kαεχ − εαkχ + ikβεµεχαβµ)lχ

MT3 = −CQ̄λD
νλ
f (k−)

{( k+ · ε
k+ · k

kν − εν
)
kµ+ +

( k− · ε
k− · k

kµ − εµ
)
kν−

}
Dχµ
f (k+)lχ

MT4 = CQ̄λD
νλ
f (k−)

[
2(ενkµ − εµkν)

]
Dχµ(k+)f lχ

MT5 = iC
( p− · ε
p− · k

kλ − ελ
)
Dχλ
f (k+)lχ (4.66)
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Al desarrollar los propagadores en términos de los factores de forma y
además al considerar la simetŕıa de isoesṕın, por el teorema de Low [7] se sabe
que la amplitud independiente del modelo desprecia los términos superiores
de orden k y superiores sobre la enerǵıa del fotón, aśı, es fácil ver la las
amplitud MT4 no contribuye de alguna manera a la amplitud de Low, aśı

MT1Low =
{
Cf+

[
− Q̄χ

(Q · ε
Q · k

− p · ε
p · k

)
+
(
Q̄χ − QχQ̄ · k

m2
ρ

)(Q · ε
Q · k

− p− · ε
p− · k

)]
+CQ̄χ2Q · kdf+

dt

(Q · ε
Q · k

− p− · ε
p− · k

)}
lχ (4.67)

MT2Low = Cf+

[( Q̄ · ε
Q̄ · k

kχ − εχ
) Q̄ · k

2p · k
+

i

2p · k
εµχαβε

µQ̄αkβ
]
lχ (4.68)

MT3Low = c
f ′+f+

m2
ρ

(Q · ε
Q · k

− Q̄ · ε
Q̄ · k

)(
1− t

m2
ρ

)
QχQ̄ · k lχ (4.69)

MT5Low = cf+

[( p− · ε
p− · k

kχ − εχ
)
−
( p− · ε
p− · k

− Q · ε
Q · k

)QχQ̄ · k
m2
ρ

]
(4.70)

donde se ha usado la expansión en Taylor para f ′+(t′) = f+(t) + 2Q ·
k df+(t)

dt
+ ..., excepto paraMT3Low donde se usa una aproximación

f ′+f+
m2
ρ

= df+
dt

.

Aśı, al reagrupar todos los términos de manera adecuada, se tiene que la
amplitud de Low es:

MLow = Cf+Lµ(p, p−)εµQ̄χlχ + Cf+
2p− · k
m2
ρ

QχLµ(Q, p−)εµlχ

+2C
df+

dt
p0 · kLµ(p0, p−)εµQ̄χ − Cf+ε

µFµν(p−)lχ

+Cf+

[
− εµFµχ(Q̄)

Q̄ · k
2p · k

+
i

2p · k
εµχαβε

µQ̄αkβ
]
lχ

+C
df+

dt
Lµ(Q, Q̄)εµ

(
1− t

m2
ρ

)
QχQ̄ · k lχ (4.71)

donde se han definido las estructuras

Lµ(a, b) =
aµ
a · k

− bµ
b · k

, Fµν(a) = gµν −
aµkν
a · k

(4.72)

La amplitud de Low, que en principio es independiente del modelo, es necesa-
ria para la probabilidad de transición del proceso radiativo τ2πγ independiente
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del modelo. De esta manera, tomando la amplitud dada en la ec.(4.71), la
probabilidad de transición ha sido calculada de la siguiente manera:

|MLow|2 = A2Q̄χQ̄νLχν +B2QχQνLχν (4.73)

+ 2ReABQχQ̄νLχν + 2ReAQ̄χχ†νLχν

+ 2ReBQχχ†νLχν + |χν |2Lχν

donde A = C(f+L(p, p−) + 2df+
dt
po · kL(p0, p−)) y B = C(f+

2p−·k
m2
ρ
L(Q, p−) +

df+
dt
L(Q, Q̄)(1− t

m2
ρ
)Q̄ · k) y χν esta compuesta por todos los términos restan-

tes de la amplitud de Low (4.71).

4.4.2. Comparación con resultados anteriores (Quiral
y VMD).

Los elementos de matriz para el decaimiento τ− → π−π0ντγ en CHPT
[63] tienen la estructura general

T = eGFVudε
µ(k)

[
Fν ū(q)γν(1− γ5)(mτ + /p− /k)γµu(p)

+ (Vµν − Aµν)ū(q)γν(1− γ5)u(p)
]
, (4.74)

donde la primera parte describe los elementos de matriz del estado inicial del
leptón τ dados por

Fν = (p0 − p−)νf+(t)/2p · k, t = (p− + p0)2. (4.75)

El factor de forma f+(t) gobierna el decaimiento no radiativo y cuya expresión
depende del modelo en particular. Por otra parte, los tensores Vµν y Aµν están
compuestos de amplitudes invariantes, ver ref.[63].
Tomando en cuenta (p−q)2 = t+2(p−+p0) ·k. El teorema de Low manifiesta
que:

Vµν = f+(t)
p−µ
p− · k

(p− − p0)ν

+f+

(p−µkν
p− · k

− gµν
)

+2
df+(t)

dt

(p−µp0 · k
p− · k

− p0µ

)
(p− − p0)ν +O(k). (4.76)
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En este caso, en este modelo, la amplitud de Low sólo queda determinada a
partir del término de carga proveniente del estado inicial de leptón τ y los
términos antes mencionados en Vµν la cual, al comparar con la amplitud de
Low obtenida en (4.71), se nota que existen términos adicionales proporcio-
nales a la suma de los momentos de los piones, los cuales, para el caso de
CHPT los autores [63] los cancelan de tal forma que solo se quedan con los
términos proporcionales a la diferencia de los momentos y que están relacio-
nados directamente con el factor de forma proporcionales a f+, respetando
la idea del caso no radiativo y la simetŕıa de isoesṕın.

Para el caso de VMD, los últimos resultados obtenidos [78] para la am-
plitud independiente del modelo, muestran que la amplitud de Low esta de-
terminada por:

MLow = eGFVud

[
L(p, p−)Q̄νf+(t) + χν

+
if+(t)

2p · k
εµνρσε

µQ̄ρkσ
]
lν , (4.77)

donde de la misma forma Q ≡ p− + p0, Q̄ ≡ p0 − p− y t′ ≡ t+ 2Q · k, ε es el
vector de polarización del fotón y lν denota la corriente leptónica V −A. De
la misma forma, los términos L(a, b) se definen como en el caso anterior y

χν = −L(p,Q)(f+(t′)− f+(t))
[
Q̄ν +

p− · k
Q · k

Qν

]
+Lν(p−)f+(t′) + Lν(Q̄)

Q̄ · k
2p · k

f+(t). (4.78)

Al comparar la ecuación anterior con la amplitud presentada en la ec.(4.71),
es fácil darse cuenta que la amplitud presentada en VMD en la ref.[78], la
ec.(4.77) esta incluida completamente dentro de la ec.(4.71), y es fácil llegar
a ella a partir de la amplitud total, MT dada en la ec.(4.63) al hacer la
siguiente aproximación sobre los propagadores en términos de los factores de
forma f+ y f ′+:

(p− − p0)λD
χλ(k−) = (p− − p0)χf+,

(p− − p0)λD
χλ(k+) = (p− − p0)χf ′+. (4.79)

con C = eGFVud y donde los términos adicionales, dados en la ec.(4.71), son
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de tipo derivativo:

C(f+
2p− · k
m2
ρ

L(Q, p−)Qχlχ, y C
df+

dt
L(Q, Q̄)(

t

m2
ρ

)Q̄ · k Qχlχ (4.80)

proporcionales a Q = (p− + p0) los cuales vienen directamente de considerar
la parte longitudinal expĺıcitamente dentro de la estructura definida para el
propagador en términos de f+ y f ′+. En la ec.(4.77) bajo la aproximaciones o
truncamiento sobre los propagadores dadas en la ec.(4.79), la amplitud que
muestran los autores no consideran del todo la parte longitudinal del propa-
gador, además de que obtienen también términos proporcionales a la suma
de los momentos de los piones. En el modelo VMD se están considerando
términos proporcionales a Q = p− + p0 que vienen de la parte longitudinal
del propagador pero que en el proceso no radiativo, bajo la simetŕıa de iso-
esṕın están cancelados, además de que esto nos diŕıa que no es del todo cierto
que sean proporcionales al factor de forma de corrientes cargadas f+.

4.4.3. Corrección electromagnética GEM(t)

El espectro hadrónico correcto para decaimientos de τ a dos piones a
O(α) [89]

dΓ(τ2π(γ))

dt
=
dΓ0

dt
+
dΓ1

v

dt
+
dΓ1

r

dt
. (4.81)

Los supeŕındices del lado derecho denotan el orden de α y los sub́ındices v(r)
corresponden a las correcciones virtuales(reales).
El factor GEM(t) codifica las correcciones a distancias largas en QED para
τ− → π−π0ντ con t = ((pπ− − pπ0)2 la distribución de masa invariante de los
piones como [63] [90] [89]

dΓ2π(γ)

dt
=
dΓ0

2π

ds
GEM(t), (4.82)

donde dΓ0
2π/dt denota la taza de decaimiento no radiativa y

GEM(t) = 1 +
dΓ1
v

dt
+ dΓ1

r

dt
dΓ0

dt

. (4.83)

Esta función es finita en el ĺımite de fotones infrarojos dado que los términos
divergentes en las correcciones virtuales y reales se cancelan entre śı. GEM(t)
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depende de los detalles del modelo usado para describir las interacciones de
los fotones con los hadrones. El teorema de Burnett y Kroll permite dividir
el espectro dipion del decaimiento radiativo τ2π en la parte independiente del
modelo y la parte dependiente del modelo[89]:

dΓ1
r

dt
=
dΓ1

r(m.i.)

dt
+
dΓ1

r(m.d.)

dt
. (4.84)

El primer término contiene las divergencias infrarojas en la enerǵıa del fotón,
mientras que la estructura electromagnética de los hadrones y otros acopla-
mientos dependientes del model entre fotones y hadrones entran en el segundo
término.

El factor de las correcciones radiativas esta dado por [78]:

GEM(t) =

∫ u+(t)

u−(t)
duD(t, u)∆(t, u)∫ u+(t)

u−(t)
duD(t, u)

, (4.85)

con

∆(t, u) = 1 + 2f elmloop(u,mγ) + gbrems(t, u,mγ) + grest(t, u). (4.86)

donde las funciones f elmloop(u,mγ) y gbrems(t, u,mγ) no dependen del modelo que
se emplea para describir el decaimiento inclusivo τ2πγ, y además, D(t, u) es
una función exclusiva de la cinemática2 [77]. GEM(t) es conveniente dividirla
en dos partes:

GEM(t) = G0
EM(t) +Grest

EM(t), (4.87)

donde

G0
EM(t) =

∫ u+(t)

u−(t)
duD(t, u)

[
1 + 2f elmloop(u,mγ + gbrems(t, u,mγ)

]∫ u+(t)

u−(t)
duD(t, u)

(4.88)

Grest
EM(t) =

∫ u+(t)

u−(t)
duD(t, u)grest(t, u)∫ u+(t)

u−(t)
duD(t, u)

. (4.89)

2Hay que mencionar que los detalles no están expĺıcitamente descritos aqúı, muchos de
estos resultados fueron tomados de las ref. [63] [64]
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Figura 4.6: Gráfica para la corrección independiente del modelo de la función
de correción electromagnética , Glow

EM(t).

La función G0
EM(t) contiene únicamente los términos necesarios para la

cancelación de las divergencias infrarojas, en consecuencia, la función G0
EM(t)

es independiente del modelo. En la Fig.4.6 se muestra la gráfica de esta
contribución a la función de corrección electromagnética. La totalidad de
las contribuciones regulares de las correcciones electromagnéticas reales se
incluyen en la función Grest

EM(t). En la Fig.4.7 se ha gráficado los valores de
GEM(t) para la amplitud de Low encontrada en este trabajo, denotada con
las siglas AG. En la misma gráfica se muestran los valores de G0

EM(t) y las
funciones GEM(t) para las amplitudes de Low obtenidas en las ref.[63] y [78],
que se han denotado con la nomenclatura CEN y GPG respectivamente.

En principio existe una discrepancia en los modelos utilizados debido a
que existen términos adicionales en las distintas amplitudes de Low como se
ha mostrado en la sección anterior. Hay que notar que el comportamiento
de los distintos GEM(t) es similar, ya que, para el caso de GEM(t) CEN y
GEM(t) GPG solo difieren para valores de t muy pequeños y para t > 1 GeV2

se comporta de manera similar. Por otro lado, para el caso de GEM(t) CEN
y GEM(t) AG para valores de t < 2 GeV2 el compoprtamiento es similar,
mientras que para t > 2, GEM(t) AG se ve modificada.
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Figura 4.7: Corrección radiativa al espectro del decaimieno τ → π−π0ντγ.
Los resultados obtenidos para GEM(t) en la aproximación de Low usando
VDM [78] y CHPT [63] son mostradas. Se puede ver que existen pequeñas
diferencias entre estas predicciones y también lo serán para el valor de ahadµ |2π.
También se muestra G0

EM(t) [63]

4.5. Correcciones a g − 2 del muón

La contribución hadrónica principal para el momento anómalo magnético
del muón aµ viene dada por:

aV Pµ =
1

4π3

∫ ∞
4m2

π

dtK(t)σ0
e+e−→had(t), (4.90)

donde K(t) es el kernel a bajas enerǵıas y σ0
e+e−→had denota la sección eficaz

hadrónica desnuda donde para el estado final a dos piones, la relación entre
la sección eficaz desnuda de e+e− y el diferencial del ancho de decaimiento
observable de decaimientos de τ es:

σ0
ππ =

[Kσ(t)

KΓ(t)

dΓππ(γ)

dt

]
× RIB(t)

SEW
(4.91)

donde cada cantidad a sido definida anteriormente en la sec.4.2 y los detalles
fueron presentados en la Ref.[63].
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4.5.1. Corrección del espacio fase

La corrección de rompimiento de isoesṕın3.

RIB(t) =
1

GEM(t)

β3
π−π+

β3
π−π0

∣∣∣FV (t)

f+(t)

∣∣∣2, (4.92)

incluye las correcciones en QED debidas a la inclusión de radiación de fo-
tones suaves y duros (integradas sobre el espacio fase) para el decaimiento
τ− → ν−π−π0, donde β3

π−π+/β3
π−π0 son las correcciones del espacio fase de-

bido a la diferencia de masa π±− π0. FV (t) = F 0
π (0) es el factor de forma de

corrientes vectoriales neutras NC. Por otra parte, f+(t) = F−π es el factor de
forma de las corrientes cargadas CC y donde uno de los principales efectos
de rompimiento de isoesṕın viene al incluir las correcciones de la mezcla de
ρ−ω en |FV (t)|2. La función GEM(t) es la misma corrección electromagnética
de la que se hablo anteriormente y de la que ya ha sido analizado su com-
portamiento.

Para evaluar el impacto de RIB(t) sobre aV Pµ , se tienen que evaluar las
contribuciones de la diferencia de masas entre los piones y cuya expresión
correcta para σ0

ππ y las correcciones dadas por CVC[63] a ∆V P
µ esta dada

por:

∆aV Pµ =
1

4π3

∫ tmax

4m2
π

dtK(t)
[Kσ(t)

KΓ(t)

dΓππ[γ]

dt

]
×
(RIB(t)

SEW
− 1
)
. (4.93)

donde SEW = 1,0233± 0,0006 [1] es un factor electrodébil para las correccio-
nes radiativas. Algunos resultados han sido presentados en la Ref. [63] [78]
para la diferencia ∆aV Pµ tomando en cuenta las correcciones del espacio fase
para tmax tan grande como tmax ≥ 1 GeV2.

La contribución a ∆aV Pµ debida solamente a la corrección del espacio fase
puede ser calculada de la siguiente manera

∆aV PµPS =
1

4π3

∫ tmax

4m2
π

dtK(t)
[Kσ(t)

KΓ(t)

dΓππ[γ]

dt

]
×
(β3

π−π+

β3
π−π0

− 1
)
, (4.94)

obteniendo aśı un valor de

∆aV PµPS = −5.1378× 10−10. (4.95)
3En la ref.[63]
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4.5.2. Electromagnéticas

Una estimación de los efectos producidos por las correcciones radiativas
a largas distancias basadas en decaimientos del τ para aµ extráıda de la
contribución principal a 2π para esta observable puede ser obtenida de [63]:

∆aV Pµ [ππ, τ ] =
1

4π3

∫ ∞
4m2

π

dtK(t)
Kσ(t)

KΓ(t)

dΓ2π(γ)

dt

×
[ 1

GEM(t)
− 1
]
. (4.96)

La definición de las cantidades involucradas ha sido dada anteriormente, sin
embargo, los detalles exactos pueden ser encontrados en la ref.[63].

Usando la expresión anterior y dados los diferentes modelos, CHPT y
VDM, y conociendo el factor GEM(t) para los diferentes modelos, se obtiene
que el valor de ∆ahadLOµ que viene de la parte de la amplitud sólo de Low es:

∆aV Pµ |GEM (t) =


2.04× 10−10 para CEN
1.80× 10−10 para GPG
2.12× 10−10 para AG

(4.97)

mientras que el valor para ∆ahadLOµ [ππ, τ ]|G0
EM

= 1.57 × 10−10 el cual esta
en acuerdo con el obtenido por los autores de la ref.[63] cuyo valor usando
G0
EM(t) es de ∆aV Pµ = +16 × 10−11. La discrepancia entre estos valores es

debida a la forma de integración de probabilidad de decaimiento. Por otro
lado, el valor reportado para la parte independiente es aproximadamente
1 × 10−10 el cual discreta con nuestro valor obtenido y con los resultados
obtenidos para nuestro caso. El valor promedio es ∆aV Pµ = 1.99 × 10−10,
cuyo rango de valores es ±(0.2) × 10−10 el cual será tomado como el error
sistemático.

Al considerar tanto las correcciones del espacio fase y las electromagnéti-
cas

∆aV Pµ [ππ, τ ] =
1

4π3

∫ ∞
4m2

π

dtK(t)
Kσ(t)

KΓ(t)

dΓ2π(γ)

dt

×
[β3

π−π+/β3
π−π0

GEM(t)
− 1
]
. (4.98)
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uno encuentra que el el valor de las diferentes contribuciones cambia de la
siguiente manera

∆aV Pµ |GEM (t)PS =


−3.16× 10−10 para CEN
−3.40times10−10 para GPG
−3.08× 10−10 para AG

(4.99)

cuyo valor promedio es ∆aV Pµ |GEM (t)PS = −3,21 × 10−10 y cuyo rango de
valores esta entre ±(0.2)× 10−10.

Considerando el valor promedio encontrado para la corrección electro-
magnética a ∆aV Pµ |GEM (t), uno puede escribir que

∆aV Pµ |GEM (t) = 1.99234± (0.2)× 10−10. (4.100)

y
∆aV Pµ |GEM (t)Ps = −3.21± (0.2)× 10−10. (4.101)

sin considerar los efectos debidos a las contribuciones de los factores de forma,
FV (t) y f+(t) asociados a las corrientes neutras y cargadas.



90
Contribuciones hadrónicas y correcciones radiativas a g − 2 del

muón

Conclusión
En este trabajo de tesis se ha mostrado que, en la aproximación de Low

para fotones suaves para la amplitud de decaimiento radiativo di-pion del
leptón τ , las correspondientes correcciones radiativas a largas distancias ob-
tenidas en VMD y CHPT aproximadamente dan resultados muy similares. La
diferencia en las correspondientes evaluaciones del τ a 2π para las contribu-
ciones VP a aµ es numéricamente muy pequeña comparada a la incertidumbre
experimental de aµ. En otras palabras, uno puede decir que las parametriza-
ciones, tanto en VMD y CHPT, para los factor de forma del pión juega un
papel muy importante, marginal en el cálculo de estas correcciones radiati-
vas. En esta tesis han sido analizados muchos resultados anteriores a este,
donde se han incluido algunos de los efectos del vértice V V P considerando
expĺıcitamente la una forma invariante de norma para la amplitud sin hacer
ninguna aproximación para esté, se toman en cuenta los términos cuadrupo-
lares para el vértice V V γ y los términos longitudinales de los propagadores.

Para el modelo CHPT, como se dijo anteriormente, los términos pro-
porcionales a (p− + p0) mientras que en VMD estos términos vienen de la
longitudinal de los propagadores y que se presentan en forma derivativa para
el factor de forma, mientras que en CHPT solo existe un término derivativo.
Se cree que es aśı, debido a que en el proceso no radiativo al considerar la
simetŕıa de iso-esṕın, la amplitud solo depende del factor de forma f+ pro-
porcional a (p− − p0), es aśı, que en su modelo ellos consideran todos los
términos proporcionales a (p− + p0) igual a cero obteniendo sin duda una
amplitud muy compacta y clara. Por otro lado, en VMD [78], los autores
tienen términos adicionales proporcionales a (p− + p0), sin embargo, no se
hace una discusión acerca de estos términos.

Hay que mencionar además que la amplitud mostrada en la ec.(4.71), no
satisface el teorema de Burnett y Kroll [8], es decir, los términos de orden k−1

no se cancelan para las interferencias de esta amplitud, ni mucho se cumple si
solo se consideran el término de carga y el término magnético en analoǵıa al
articulo de Burnett y Kroll. Sin embargo, esto no es del todo malo, ya que ni
las amplitudes en VMD y CHPT mostradas anteriormente lo cumplen, quizá
una de las principales razones de ésto sea la inclusión de términos derivativos
para el factor de forma, es decir, el teorema de Burnett y Kroll presentado no
incluye términos derivativos de ningún tipo y es por eso que puede cancelar
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los términos k−1 adecuadamente.

En este trabajo, hay que mencionar, que solo se consideró la contribución
de la parte independiente del modelo, que viene dada solo por cuatro de
los once diagramas que VDM permite construir, es decir, falta incluir la
contribución de la parte dependiente del modelo4. Aśı, el impacto de la parte
independiente a aππ,LOµ(V DM) de la función electromagnética GEM(t), calculada
en el contexto de MDM

∆aV Pµ(VMD) = 1.99± (0,2)× 10−10. (4.102)

Este valor es casi dos veces mas grande al valor reportado por los autores en
la ref.?? (∆aV Pµ(V DM) ≈ 1×10−10). De acuerdo a los resultados obtenidos para

la función de corrección electromagnética GEM(t) es claro que sin tomar en
cuenta las contribuciones de los mesones ω(782), el valor para ∆aV Pµ(VMD) es

casi idéntico al reportado en la ref.[63].

La última actualización presentada por Davier [47] para el valor de aµ
esta dada por:

aSMµ = 11659181.7± 4.2× 10−10, (4.103)

al ser comparado directamente con al medición [96]

aexpµ = 11659209.1± 6.3−10, (4.104)

su diferencia , 27.4±7.6×10−10 (e+e−) mantiene una desviación de 3.6σ, don-
de la reducción de la predicción de la incertidumbre tiene que ser compensada
con la inclusión de cálculos recientes para las contribuciones hadrónicas NN-
LO, mientras que aexpµ −aSMµ (τ) = 7.4±9.2×10−10 [104]. Tomando en cuenta
nuestro resultado se tiene que aexpµ − aSMµ (τ, V DM) = 9.39234± 9.2× 10−10,
el cual aumenta aumenta la discrepancia entre el valor experimental de aµ
y su predicción basada en datos de decaimientos del τ . La diferencia dife-
rencia entre las predicciones teóricas de aµ da una prueba muy precisa de la
hipótesis de la simetŕıa CVC; teóricamente esta diferencia debeŕıa ser cero.

4Un estudio del modelo completo ha sido llevado a cabo en la ref.[77]
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Apéndice A

Álgebra de Dirac (n = 4
dimensiones)

Las matrices de Dirac satisfacen las relaciones de anticonmutación

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµνI4, µ, ν = (0, 1, 2, 3). (A.1)

Aqúı y en lo que sigue , In será la matriz unitaria n×n. En la representación
estándar (Dirac-Pauli), las matrices γ tiene la forma

γ0 =

(
I2 0
0 −I2

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
.

Note que γµ = gµνγ
ν . Las matrices estándar de Pauli σi son

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

con σiσj = δij + iεijkσk, donde εijk es totalmente antisimétrico.

Conjugado Hermitiano:

γµ = γ0γµ†γ0, γ0† = γ0, γi† = −γi, (A.2)

Relación de matrices:

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = −iγ0γ1γ2γ3, {γ5, γγµ} = 0; (A.3)
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94 Álgebra de Dirac (n = 4 dimensiones)

σµν =
i

2
[γµ, γν ] =

i

2
γµγν − γνγµ. (A.4)

Identidades para las matrices γ.

γµγν = gµνI4 − iσµν ,
γµγνγλ = gµνγλ − gµλγν + gνλγµ − iεµνλαγαγ5,

γµγ
αγµ = −2γα,

γµγ
αγβγµ = 4gαβI4,

γµγ
αγβγγγµ = −2γγγβγα,

σµνσµν = 12I4. (A.5)

εµνλρ, es totalmente antisimétrico; ε0123 = −ε0123 = +1; ε0123 = −ε0123 = +1;
εαβµνεαβρσ = −2(δµρ δ

ν
σ − δµσδνρ); εαµνρεβµνρ = −6δαβ .

Teorema de trazas: La traza de un número impar de matrices γ desapa-
rece, también:

/a ≡ γµa
µ = γ0a0 − γ · a,

TrI4 ≡ 4,

Tr/a/b ≡ 4a · b
Tr/a/b/c/d ≡ 4(a · b c · d− a · c b · d+ a · d b · c),
Trγ5/a/b ≡ 0,

Trγ5/a/b/c/d ≡ 4iεµνλρa
µbνcλdρ. (A.6)

Álgebra de Dirac(n dimensiones).

En un espacio-tiempo n-dimensional ( 1 tiempo, n − 1 espaciales), las
matrices de Dirac satisfacen:

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµνI4, µ, ν = (0, 1, 2, ..., n− 1). (A.7)

Estas matrices también tienen las siguientes propiedades:

γνγ
ν = nIn,

γµγ
αγµ = (2− n)γα,

γµγ
αγβγµ = 4gαβIn + (n− 4)γαγβ,

γµγ
αγβγγγµ = −2γγγβγα − (n− 4)γαγβγγ. (A.8)



Apéndice B

Región Euclidiana, Rotación de
Wick

La propiedad básica que permite realizar una rotación de Wick es la
análiticidad que se deriva de la causalidad de una QFT relativista. En el
espacio de momentos el propagador de Feynman

1

q2 −m2 + iε
=

1

q0 −
√

q2 +m2 − iε
1

q0 +
√

q2 +m2 − iε

=
1

2ωp

{ 1

q0 − ωp + iε
− 1

q0 + ωp − iε

}
(B.1)

es una función anaĺıtica en q0 con polos en q0 = ±(ωp − iε) donde ωp =√
q2 +m2. Esto permite rotar por π/2 la parte de la integración en q0, desde

−∞ hasta∞, sin cruzar alguna singularidad, haciendo esto, se rota el espacio
de Minkowski al espacio Euclideano

q0 → −iqd ⇒ q = (q0, q1, ..., qd−2, qd−1)→ q̄ = (q1, q2, ..., qd−1, qd), (B.2)

y aśı q2 → −q̄2. Esta rotación hacia el espacio Euclideo es llamada rotación
de Wick.

Más precisamente: la análiticidad de una función f̄(q0,q) en q0 implica
que la integral de contorno ∮

C(R)

dq0f̄(q0,q) = 0 (B.3)
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96 Región Euclidiana, Rotación de Wick

para la curva cerrada C(R) en la Fig.?? desaparece. Śı la función f̄(q0,q)
cae lo suficientemente rápido a infinito, entonces la contribución de los dos
arcos va a cero cuando el radio del contorno R→∞. En este caso se tiene

Figura B.1: Rotación de Wick en el plano complejo de q0. Los polos del pro-
pagador de Feynman estan indicados por

⊗
. C es el contorno de integración

y R es el radio del arco.

∫ ∞
−∞

dq0f̄(q0,q) +

∫ −i∞
+i∞

dq0f̄(q0,q) = 0. (B.4)

Hay que notar que el propagador de Feynman Euclideano obtenido por la
rotación de Wick

1

q2 −m2 + iε
→ 1

q̄2 +m2
, (B.5)

el cual no tiene singularidades(polos) y la prescripción iε no es necesaria. Aśı,
en el espacio de configuración, una rotación de Wick implica ir de un tiempo
imaginario x0 → ix0 = xd tal que qx→ q̄x̄ y aśı

x0 → −ixd ⇒ x2 → −x2, �x → ∆x̄, i

∫
ddx...→

∫
ddx̄... (B.6)

mientras en el espacio de Minkowski x2 = 0 define el cono de luz x0 =
±|x|, en la región Euclideana x̄2 = 0 implica x̄ = 0. Note que las posibles
singularidades sobre el cono de luz pueden ser 1/x2, δ(x2), etc. se convierten
en singularidades en los puntos x̄ = 0. Esta simplificación de la estructura
de las singularidades es el mérito de la métrica definida positivamente en el
espacio Euclidiano.



Apéndice C

La estructura del
procedimiento de
Renormalización

La renormalización puede ser realizada en tres pasos:

(i) Cambiar los parámetros de masa o masa renormalizable: remplazar
los parámetros de masa desnuda de la Lagrangiana desnuda por unos renor-
malizados

mf0 = mf ren + δmf para fermiones

M2
b0 = M2

b ren + δM2
b para bosones. (C.1)

(ii) Renormalización multiplicativa de los campos desnudos o renormali-
zación de las funciones de onda: remplazar los campos desnudos en la La-
grangiana desnuda por unos renormalizables

ψf0 =
√
Zfψf ren, Aµ0 =

√
ZγA

µ
ren, (C.2)

y correspondientemente para otros campos del Modelo Estándar. El orden
principal Zi = 1 y aśı

Zi = 1 + δZi,
√
Zi = 1 +

1

2
δZi + ... (C.3)
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98 La estructura del procedimiento de Renormalización

(iii) La renormalización del vértice o constante de acoplamiento renor-
malizada: sustituye la constante de acoplamiento desnuda por una renorma-
lizada:

e0 = eren + δe. (C.4)

El teorema de renormalización establece que el orden por orden en la ex-
pansión perturbativa todas las divergencias ultavioletas (UV) que aparecen
en cantidades f́ısicas (elementos de la matriz S) pueden ser eliminadas esco-
giendo apropiadamente los contra-términos, δmf , δM

2
b , δe y δZi = Zi−1. En

otras palabras, normalizando adecuadamente las expresiones para las ampli-
tudes f́ısicas en términos de parámetros f́ısicos medibles finitos en el ĺımite
ε→ 0, es decir, que nos permitan tomar de alguna manera la regularización
dimensional, Note que para las funciones de Green, las cuales no son inva-
riantes de norma en general, también los parámetros de norma ficticios tienen
que ser renormalizados con el proposito de obtener funciones de Green finitas.

La reparametrización de la Lagrangiana desnuda, ec.(1.64), en términos
de cantidades renormalizadas se lee:

LQED = −1

4
Fµν0(x)F µν

0 −
1

2
ξ−1

0 (∂µA
µ
0(x))2 + ψ̄0(x)(iγµ∂µ −m0)ψ0(x)

−e0ψ̄0(x)γµψ0(x)Aµ0(x)

= LQED(0) + LQEDint , (C.5)

donde

LQED(0) = −1

4
Fµν ren(x)F µν

ren(x)− 1

2
ξ−1
ren(∂µA

µ
ren(x))2

+ψ̄ren(x)(iγµ∂µ −mren)ψren(x),

LQEDint = −erenψ̄ren(x)γµψren(x)Aµ ren(x)

−1

4
(Zγ − 1)Fµν ren(x)F µν

ren(x) + (Ze − 1)ψ̄ren(x)iγµ∂µψren

−(m0Ze −mren)ψ̄ren(x)ψren(x)

−(e0

√
ZγZe − eren)ψ̄ren(x)γµψren(x)Aµ ren(x), (C.6)

con ξren = Zγξ0 el término que fija la norma permaneciedo irrenormaliza-
ble (no corresponde a un contra-término). Los contra-términos ahora son
mostrados en LQEDint y pueden ser escritos en términos de δZγ = Zγ − 1,
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δZe = Ze − 1, δm = m0Ze − mren y δe = e0

√
ZγZe − eren. Obviamente

los propagadores(funciones de dos puntos) del fotón y del electrón deben ser
renormalizados de acuerdo a:

D0 = ZγDren

SF0 = ZeSF ren. (C.7)
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Apéndice D

Integrales de Lazo y
Regularización dimensional

Para combinar los denominadores de los propagadores, se introduce la
integral sobre los parámetros de Feynman:

1

A1A2...A3

=

∫ 1

0

dx1...dxnδ(
∑

xi − 1)
(n− 1)!

[x1A1 + x2A2 + ...+ xnAn]n
. (D.1)

La prueba de esta identidad es por inducción, sin embargo, por diferencia-
ción repetida de la identidad anterior, se puede encontrar una identidad más
general

1

A1...An
=

∫ 1

0

dx1...dxnδ
(∑

xi − 1
) Πxmi−1

i[∑
xiAi

]∑mi

Γ(m1 + ...+mn

Γ(m1)...Γ(mn)
. (D.2)

Esta fórmula es cierta incluso cuando los mi no son enteros.
En part́ıcular, cuando solo se tienen dos factores en el denominador, esta
formula se reduce a

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
. (D.3)

Una vez hecho esto, la cantidad dentro de los corchetes en el denominador
debeŕıa ser una función cuadratica de las variables de integración pµi . Des-
pués, completando el cuadrado y trasladando las variables de integración se
absorben los términos lineales en pµi . Para la integral de un lazo, hay solo
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una integración sobre el momento pµ, el cual debe ser trasladado a otra varia-
ble de momento lµ. Después de este cambio, el denominador toma la forma
(l2 − ∆)n. En el númerador, los términos con un número impar de poten-
cias de l desaparecen por integración simétrica. La simétria también permite
remplazar

lµlν → 1

d
l2gµν , (D.4)

lµlνlρlσ → 1

d(d+ 2)
(l2)2(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ).1 (D.5)

La integral debe ser adecuadamente evaluada después de hacer eventualmente
una rotación de Wick y llevarla a un espacio Euclideano con la sustitución

l0 = il0E, l2 = −l2E. (D.6)

Uno puede usar la siguiente tabla de integrales de d-dimensiones en el espacio
de Minkowski∫

ddl

(2π)d
1

(l2 −∆)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
Γ(n− d

2
)

Γ(n)

( 1

∆

)n− d
2

(D.7)∫
ddl

(2π)d
l2

(l2 −∆)n
=

(−1)n−1i

(4π)d/2
d

2

Γ(n− d
2
− 1)

Γ(n)

( 1

∆

)n− d
2
−1

(D.8)∫
ddl

(2π)d
lµlν

(l2 −∆)n
=

(−1)n−1i

(4π)d/2
gµν

2

Γ(n− d
2
− 1)

Γ(n)

( 1

∆

)n− d
2
−1

(D.9)∫
ddl

(2π)d
(l2)2

(l2 −∆)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
d(d+ 2)

4

Γ(n− d
2
− 2)

Γ(n)

( 1

∆

)n− d
2
−2

(D.10)∫
ddl

(2π)d
lµlνlρlσ

(l2 −∆)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
Γ(n− d

2
− 2)

Γ(n)

( 1

∆

)n− d
2
−2

× 1

4
(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ). (D.11)

Si la integral converge, d = 4 desde el inicio. Si la integral diverge, el com-
portamiento cerca de d = 4 puede ser extráıdo expandiendo( 1

∆

)2− d
2

= 1− (2− d

2
) log ∆ + ... (D.12)

1Aqúı d es la dimensión del espacio-tiempo
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También se necesita la expansión de Γ(x) cerca de su polo:

Γ(x) =
1

x
− γ +O(x) (D.13)

cerca de x = 0, y

Γ(x) =
(−1)n

n!

( 1

x+ n
− γ + 1 + ...+

1

n
+O(x+ n)

)
(D.14)

cerca de x = −n. Aqúı, γ es la constante de Euler-Mascheroni, γ ≈ 0,5772.
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Apéndice E

Reglas de Feynman generales

Las Reglas de Feynman son expresiones anaĺıticas asociadas con cada
una de las piezas que constituyen los diagramas de Feynman. Estas reglas
permiten llevar a cabo una representación sistemática de los términos en la
expansión perturbativa de la amplitud de transición Mij entre un estado
inicial i y un estado final f . Aśı, para calcular la amplitud de algún proceso,
se deben tener en cuenta las siguientes reglas generales:

(1) Dibujar todos los diagramas de Feynman conectados topológicamente
conectados distintos en el orden de la teoŕıa de perturbaciones, con sus res-
pectivas patas internas y externas.

(2) Asociar los cuadri-momentos a ĺıneas internas y externas, teniendo en
cuenta la conservación del cuadri-momento.

(3) Asociar los cuadri-momentos a los lazos.

(4) Asociar un propagador DF a cada ĺınea interna.

(5) A cada vértice se asigna una cantidad compuesta por los siguientes
factores:
(i) La constante de acoplamiento que aparezca en la densidad Lagrangiana
correspondiente.
(ii) Por cada derivada de un campo φ, ∂µφ, asociar −ipµ donde p es el co-
rrespondiente cuadri-momento entrante.
(iii) Un factor proveniente de la degeneración de part́ıculas idénticas en cada
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106 Reglas de Feynman generales

vértice.

(6) Por cada momento interno q no fijo por la conservación de cuadri-
momento en cada vértice (cuadri-momentos en lazos), se introduce un factor

∫
d4q

(2π)4

el cual debe ser integrado si es necesario, después de hacer la apropiada re-
gularización dimensional.

(7) Multiplicar la contribución de cada diagrama por:
(i) Un factor −1 entre diagramas que difieren entre śı por un intercambio de
fermiones.
(ii) Un factor de simetŕıa 1/S, donde S es el número de permutaciones de
ĺıneas internas y vértices que dejan invariante el diagrama si las ĺıneas exter-
nas permanecen fijas.
(iii) Un factor −1 por cada lazo fermiónico.

(8) Para cada part́ıcula asociada con una ĺınea externa, en capa de masa
(p2
i = m2

i ), se debe poner:
(i) Un espinor u(p) para cada fermión o v(p) para cada anti-fermión entrantes
con momento p.
(ii) Un espinor ū(p) para fermiones salientes o v̄(p) para anti-fermiones sa-
lientes con momento p. (iii) Los vectores de polarización εµ(p, λ) o ε∗µ(p, λ)
para bosones vectoriales entrantes o salientes respectivamente con momento
p.
(iv) Una constante cualquiera, convenientemente 1, para part́ıculas escalares
y pseudoescalares.

(9) La amplitud invariante M se obtiene como el producto de las canti-
dades anteriores mencionadas en los anteriores puntos, a las que se denomi-
nan Reglas de Feynman, en una forma sistemática, comenzando describiendo
siempre los diagramas de derecha a izquierda.
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E.1. Reglas de Feynman para part́ıculas con

esṕın s=1/2

En la Fig.?? se muestran las reglas de Feynman para fermiones (leptones),
aśı como para sus respectivas anti-part́ıculas.
Para ĺıneas externas se tiene que las reglas de Feynman para part́ıculas y
anti-part́ıculas son:

Para las ĺıneas internas de fermiones se tiene :

y para antifermiones

E.2. Reglas de Feynman para QED escalar

Una manera de incorporar a los mesones vectoriales ρ, ω, φ... de acuerdo
con las simetŕıas básicas de QCD es por medio de una Lagrangia de Reso-
nancia apróximada (RLA)1 [30] [31] una versión extendida de CHPT la cual

1Por sus siglas en ingles Resonance Lagrangian Approach (RLA)
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implementa VDM de manera consistente.

Estas reglas son obtenidas a partir de una parte de la Lagrangiana RLA
que incluye los términos que contienen los mesones vectoriales neutros ρ0(770)
y los mesones vectoriales axiales cargados a±1 (1260) y π±, como también el
fotón:

Lint = −egρAµρ0
µ − igρππρ0

µ(π+∂µπ−)− igγππAµ(π−∂µπ−)

+(1− a)e2AµA
µπ+π− + 2egρππAµρ

0
µπ

+π−

−e gρ
Fπ
Aµ(V +

a1µ
π− − V −a1µπ

+) + ... (E.1)

donde las masas y los acoplamientos están relacionados por:

M2
ρ = ag2

V F
2
π , gρ = agV F

2
π ,

gρππ =
1

2
agV , gγππ = (1− a

2
)e. (E.2)

el parámetro a no esta fijo por la simetŕıa misma, por lo regular, es bueno
escoger a = 2 de acuerdo a los hechos fenomenológicos; (i) la universali-
dad de la constante de acoplamiento gρππ = g − V , (ii) gγππ = 0 y (iii)
M2

ρ = 2g2
ρππF

2
π . Las correspondientes reglas de Feynman completan las pre-

sentadas en la Fig.1.5 y Fig.1.4.

Para el propagador y transiciones de mezcla se tiene:

Figura E.1: Representación gráfica de los propagadores y términos de
transición. La consideración en la dirección de los momentos es entrante
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donde el propagador de un mesón vectorial se lee:

i∆µν
V (q,MV ) =

−i
(q2 −M2

V )

(
gµν − qµqν

q2

)
. (E.3)

El vértice pión-fotón viene dado por:

Figura E.2: Representación gráfica del vértice pión-fotón cuya dirección de
momentos son entrantes para todas las part́ıculas involucradas.

El vértice vector-mesón-pión/fotón queda definido por:

Figura E.3: Representación gráfica del vértice vector-mesón-mesón/fotón. La
consideranción en la dirección de los momentos para las part́ıculas es entran-
te.
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E.3. Cinemática de τ → π−π0ντγ

En el sistema en reposo del τ− la razón diferencial del decaimiento para
el proceso radiativo τ2πγ está dada por [77]:

d5Γτ (π
−π0γ) =

2αG2
F |Vud|2SEW
(2π)7mτ

|f+(t)|2D(t, u)
[ 2p · p−

(k · p− 1
2
m2
γ)(k · p− + 1

2
m2
γ)

− m2
τ

(k · p− 1
2
m2
γ)

2
− m2

π

(k · p− + 1
2
m2
γ)

2

]
d5Φ +O(k0), (E.4)

donde se asigna una masa ficticia al fotón mγ, la cual ayuda a tratar el
término singular en k = 0. Por otra parte D(t, u) es el mismo término definido
anteriormente en la ec.(4.22) el cual es el término cinemático dentro del
proceso radiativo [63] [64]. La razón de decaimiento para el proceso τ2πγ

puede ser escrita en términos de cinco variables cinemáticas independientes,
el conjunto más apropiado es el formado por los invariantes t = (p− + p0)2,
u = (p− p−)2 y x = (k + q)2, y los ángulos azimutal del neutrino θν y polar
del pión cargado φ−, ambos definidos en el sistema en reposo del τ−. En
términos de estas variables la expresión del elemento diferencial del espacio
fase es [77]

d5Φ =
π2

25m2
τ

dφ−d cos θνdxdudt. (E.5)

Sea DIV la región cinemática f́ısica para las variables t , u y x; esta región
se puede dividir en dos regiones DIII y DIV/III , de tal manera que DIII ∪
DIV/III = DIV . La proyección de DIII sobre el plano t− u corresponde a la
región cinemática RIII accesible en el decaimiento no radiativo τ2π, mientras
que la proyección de DIV/III sobre el plano t − u define una región que se
denota por RIV/III , a la cual solo es accesible el decaimiento τ2πγ [89]. La
región cinemática al decaimiento τ2πγ está definida mediante el dominio:

DIV = {mı́n[t] ≤ t ≤ máx[t],mı́n[u](t) ≤ u ≤ máx[u](t),

mı́n[x](t, u) ≤ x ≤ máx[x](t, u)}, (E.6)

donde los mı́nimos y máximos de las variables son

mı́n[t] = 4m2
π, (E.7)

máx[t] = m2
τ , (E.8)

mı́n[u](t) = u−(t) ∀ 4m2
π ≤ t ≤ m2

τ , (E.9)

(E.10)
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máx[u](t) = (mτ −mπ)2 ∀ 4m2
π ≤ t ≤ t∗, (E.11)

= u+(t) ∀ t∗ ≤ t ≤ m2
τ , (E.12)

mı́n[x](t, u) = m2
γ ∀ (t, u) ∈ RIII ,

= x−(t, u) ∀ (t, u) ∈ RIV/III , (E.13)

máx[x](t, u) = x+(t, u) ∀ (t, u) ∈ RIV . (E.14)

Las expresiones para u±(t) están dadas en la ec.(??), t∗ = m2
τmπ/(mτ −mπ)

es el valor que maximiza a u+(t) mientras que las funciones x±(t, u) están
dadas por:

x±(t, u) =
1

2m2
π

{
2m2

π(m2
τ + t)− t(m2

τ +m2
π − u)± tβπ−π0λ1/2(u,m2

τ ,m
2
π)
}
.

(E.15)
Las regiones DIII y DIV/III pueden ser escritas en términos de los siguientes

dominios[77][63]:

DIII = [4m2
π ≤ t ≤ m2

τ , u
−(t) ≤ u(t) ≤ u+(t),m2

γ ≤ x ≤ x+(t, u)], (E.16)

DIV/III = [4m2
π ≤ t ≤ t∗, u+(t) ≤ u(t) ≤ (mτ −mπ)2, x−(t, u) ≤ x ≤ x+(t, u)].

(E.17)

Sus correspondientes proyecciones se muestran en la Fig.E.4, donde la fun-
ción x−(t, u) tiene que ser estrictamente positiva en la región DIV/III , es
decir, tiene que ser mayor a cero, lo que garantiza que esta región este libre
de IR.

Finalmente para concluir esta sección, la razón de decaimiento para el
modelo inclusivo τ2πγ puede ser escrita en términos de la contribución del
modo τ2π y la contribución del modo radiativo [63]

dΓτ (π
−π0[γ])

dt
=

G2
F |Vud|2m3

τ

384π3

(
1− 4m2

π

t

)3/2(
1− t

m2
τ

)2

×
(

1 +
2t

m2
τ

)
|f+(t)|2GEM(t). (E.18)

La ecuación anterior es bajo régimen de simetŕıa de isoesṕın. Por otra parte,
la función GEM(t) resume las correcciones radiativas virtuales y reales de
O(α) [63].
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Figura E.4: Gráfica del dominio cinemático RIV del decaimiento τ2πγ. La
región en color amarrillo corresponde a la región RIII accesible también para
el decaimiento no radiativo τ2π, mientras que la región en azul corresponde
a la región RIV/III , la cual solo es accesible al proceso radiativo τ2πγ[77]
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tat de Valéncia, arXiv.org/abs/hep-ph/9806303v1, (1998).

[30] G. Ecker, J. Gasser, A. Pich, E. de Rafael, Nucl. Phys. B 321 (1989)

[31] G. Ecker, J. Gasser, H. Leutwyler, A. Pich, E. de Rafael, Phys. Lett. B
223 (1989)

[32] F. Jegerlehner. DESY 07-033, HU-EP-07/05,(2007), arXiv:hep-
ph/0703125v1

[33] Antonio Pich, arxiv:1606.07764v1 (2016).

[34] Antonio Pich, arxiv:1101.2107v1 (2011).

[35] A. Pich, Nucl., Phys., B Proc.,Suppl.00 (2014) 1

[36] Francis HalzenQuarks and Leptons: An Introductory Course in Modern
Particle Physics.JOHN WILEY and SONS. (1984)

[37] Mark Burgess. Classical Covariant Fields. CAMBRIDGE UNIVER-
SITY PREES (2003)

[38] P. Kusch, H. M. Foley, Phys. Rev. 73 (1948) 421; Phys. Rev. 74 (1948)
250

[39] A. Gongora, R. G. Stuart, Z. Phys. C 55 (1992)

[40] M.A. Arroyo-Ureña, G. Hernández-Tomé and G. Tavares-Velasco, ar-
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