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Introduccion

El Modelo Estdndar (ME) es una teorfa que describe las interacciones
fuertes, débiles y electromagnéticas de los quarks y leptones. E1 ME esta com-
puesto por una teoria denominada electrodébil y la cromodinamica cuantica
(QCD). La teoria electro-débil describe de manera unificada las interacciones
electromagnéticas y débiles de los quarks y leptones, mientras que la QCD,
asi como los acoplamientos de Yukawa, describen la interaccion fuerte de los
quarks. De estas interacciones fundamentales, la interaccién fuerte es la me-
nos comprendida debido en buena parte a que, a bajas energias, los quarks
estan confinados al interior de los estados fisicos denominados hadrones, los
cuales a su vez se clasifican en mesones y bariones. La descripcién de fenéme-
nos que involucran a los hadrones es de suma importancia para la fisica de
particulas elementales, tanto para poder entender la dinamica de las interac-
ciones fuertes como para extraer parametros fundamentales del ME a partir
de datos experimentales.

En la actualidad existe una gran cantidad de informacién experimen-
tal [1] sobre decaimientos que involucran interacciones fuertes. De éstos,
aquellos que incluyen simultdneamente leptones y hadrones (decaimientos
semilepténicos) constituyen los escenarios mas limpios para estudiar la in-
teraccion fuerte. La descripcién tedrica de los decaimientos semilepténicos es
relativamente sencilla, por lo que estos decaimientos se vuelven mucho mas
atractivos que otros escenarios para probar diferentes modelos tedricos que
intentan describir la interaccién fuerte de los hadrones (Teorfa Quiral Per-
turbativa (CHTP), Teorias Efectivas de Quarks Pesados (HQET), Modelos
de Quarks Relativistas y No relativistas, Dinamica en el Cono de Luz, Reglas

de Suma de QCD, etc.).

El leptén 7 ofrece un escenario tnico donde el ME, particularmente la
QCD, puede ser estudiada de manera precisa. Esto es posible gracias a que
las funciones espectrales de los decaimientos semileptonicos del 7, medidas
experimentalmente, son un excelente laboratorio para poder probar las pre-
dicciones de QCD y sus modelos a energias intermedias (1 ~ 2 GeV). El
grupo liderado por M. L. Perl [2] descubrieron el leptén 7 en 1975. Esta
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constituyd la primera evidencia experimental a favor de la existencia de una
tercera generacion particulas, y consecuentemente, la primera indicacion de
que era posible acomodar la violacién de CP en el Modelo Estandar, la cual
ya habia sido observada en sistemas de kaones neutros [3], a través de ma-
triz de mezcla de Cabbibo, Kobayashi y Maskawa, cominmente denominada
matriz CKM [4] [5].

El lepton 7 es lo suficientemente masivo para decaer en hadrones ademas
de que puede decaer semilepténicamente, lo que lo hace ideal para el estudio
de efectos de interaccién fuerte en condiciones muy claras. El 7 es miembro
de la tercera generacién del ME de fisica de particulas [1], el cual decae en
particulas que pertenecen a las dos primeras generaciones, acompanado con
su respectivo neutrino, v,. Esta es la razén por la que la fisica del 7 podria
darnos sugerencias utiles para entender el orden del por qué hay (al menos
tres) copias de leptones y quarks que solamente difieren en sus masas. Sien-
do el quark top demasiado pesado para hadronizarse antes de decaer [6], la
fisica detras del quark b y el leptén 7 parece prometedora al respecto. Sin
embargo, el valor de la masa m, no permite que decaiga dentro de mesones
encantados(mesones que contienen al quark c).

Como se mencion6 anteriormente, los decaimientos del leptén 7 involu-
cran transferencia de momento de energias intermedias y, por lo tanto, sus
elementos de matriz hadrénicos pertenecen al régimen no perturbativo de
QCD donde, en ausencia de predicciones precisas de Lattice QCD, los mo-
delos fenomenolégicos son la mejor herramienta disponible, de esta manera,
para estudiar estos decaimientos es necesario recurrir a modelos efectivos a
bajas energias para describir los elementos de matriz hadrénicos.

En esta tesis se recurre a una version generalizada del Modelo de Domi-
nancia Vectorial (VMD) (propuesto originalmente por J. J. Sakurai a prin-
cipios de los anos 60 como un modelo para el factor de forma eletromagnéti-
co del pion) el cual se ha denominado Modelo de Dominancia de Mesones
(MDM), para describir los elementos de matriz hadrénicos de la corriente
débil. Experimentalmente se ha encontrado que tanto los decaimientos semi-
lepténicos del 7 son dominados por la produccion de resonancias hadrénicas
intermedias, las cuales pueden estar sobre su capa de masa. Asi pues, el VMD
resulta atractivo para describir tales decaimientos.
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El estudio de las contribuciones hadrénicas al momento dipolar magnéti-
co del muén, tipicamente denominada como g — 2, donde g representa la
razon giro magnética, puede ser estudiada usando informacién experimental
de la aniquilacién de eTe™ a hadrones o decaimientos del leptén 7, bajo la
hipétesis de la simetria de conservacién de corriente vectorial (CVC). Los re-
sultados tedricos y experimentales del valor del momento dipolar magnético
del muoén discrepan entre si a un orden de 30, mas ain, los resultados teori-
cos que vienen de decaimientos del lepton 7 también difieren entre si. Por lo
tanto, la parte experimental va a poder ser aclarada gracias a dos principales
experimentos llevados a cabo uno en Japoén y el otro en Estados Unidos en
los proximos anos, mientras que la parte tedrica, los errores vienen domina-
dos por la parte hadrénica, en particular por el canal dominante a dos piones.

En esta tesis estamos interesados en estudiar el decaimiento del 7 a dos
piones y el correspondiente modo radiativo, que gracias a los teoremas de
bajas energias, teorema de Low [7] y teorema de Burnett & Kroll [8], pode-
mos separar la parte independiente del modelo en el decaimiento radiativo y
de esta manera identificar en las incertidumbres una parte independiente del
modelo. Por otra parte, hay que mencionar que las correcciones radiativas
deben ser removidas de la informacion experimental del 7 para la prediccién
del momento magnético del muén.

Para ello, la realizacion de esta tesis es la siguiente: en el capitulo 1 se
describen algunas de las principales caracteristicas del Modelo Estandar, par-
tiendo de principios basicos y fundamentales, sus interacciones y simetrias,
hasta la breve formulacién de las teorias que describen su dinamica y el me-
canismo que siguen para que estos elementos adquieran masa. El capitulo
2 se dedica especialmente a la descripcién de los conceptos fundamentales
del momento dipolar magnético del muén, conocido cominmente como g — 2
del muén y como este esta relacionado con las funciones espectrales de los
decaimientos del 7. El capitulo 3 se presentan algunos resultados del proceso
p~ — w7y, ademds de que se revisan de manera clara los teoremas de
bajas energias los cuales seran de utilidad para separar de manera adecua-
da las partes independientes y dependientes del modelo. El capitulo 4 trata
del estudio del decaimiento 7= — 7~ 7’y v su relacién con las contribu-
ciones hadronicas, presentando algunos resultados y valores obtenidos para
la prediccion hadrénica, haciendo la comparacién directa con resultados de
los modelos CHPT y VMD obtenidos con anterioridad en otros trabajos, las
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correcciones electromagnéticas a de las contribuciones hadrénicas y las co-
rrecciones radiativas a g — 2. Se detallan las principales caracteristicas del
lepton 7, sus modos de decaimiento y su relacién directa hacia el problema
abierto hoy en dia, la discrepancia de los valores tedricos y experimentales
de g — 2 del muén y como a partir de decaimientos del lepton 7 se puede ex-
plicar estas diferencias. Finalmente la tltima seccién es dedicada al apartado
de discusién y conclusiones.
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Capitulo 1

Revision de particulas
elementales

Seguin una vision ampliamente difundida en la fisica de particulas, existen
dos clases principales de particulas: los que constituyen a la materia, quarks
y leptones, y las de interaccion cuantica, fotones y otras particulas mediado-
ras de interaccién. Los leptones y los quarks son fermiones que, de acuerdo a
las interacciones de norma, los leptones participan solo en la interaccion elec-
trodébil, mientras que los quarks son afectados por la interaccién electrodébil
y la interaccién fuerte!. En este capitulo se hace una breve descripcién de este
conjunto de particulas, sus interacciones y las simetrias discretas asociadas a
los mismos. Haciendo énfasis principalmente en algunos detalles en la parte
de interaccién fuerte y la electrodinamica cuantica.

1.1. Leptones y quarks

Existen seis tipos de leptones distinguibles por sus masas, carga eléctrica
y modos de interaccién. Tres leptones, el electrén (e™), el muon (u~) y el
tau (77), con carga eléctrica igual a —1, sin embargo, difieren en el valor
de su masa. Los otros tres leptones, los neutrinos, son todos eléctricamente
neutros y tienen una masa muy pequena. Como una regla general, todas las
particulas tienen su correspondiente antiparticula, las cuales tienen la misma
masa, espin, vida media y su carga eléctrica es la misma en magnitud pero

! Ademds, los leptones y los quarks interactian directamente con el campo de Higgs a
través de los acoplamientos Yukawa.
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difiere en el signo. A cada leptén cargado se le asocia un neutrino, formando
un par al cual se denomina familia de leptones, asi, existen tres familias: (
Ve,e ), (Wu, ™),y (vr,77), (ver cuadro 1.1) [9].

Generacion | quark my lepton my
1 u 2.370F MeV e~ | ~0.5110 MeV
d 48152 MeV Ve <2eV
2 s 95 + 5 MeV o ~ 105.7 MeV
c 1.275 £ 0.025 GeV 78 < 0.19 MeV
3 b 4.18 £0.03 GeV T ~ 1.777 GeV
t 173.21 £ 0.51 £ 0.71 GeV vy < 18.2 MeV

Cuadro 1.1: Contenido de materia en el Modelo Estdndar [1]. Las masas
de los quarks corresponden al esquema M S con escala de renormalizacién
p = my, para quarks pesados(c,b) y p = 2 GeV para quarks ligeros. Para el
caso del quark ¢, su masa es tomada de mediciones hechas en Tevatrén [6].

Por otra parte, se conoce la existencia de seis tipos de sabores de quarks,
caprichosamente llamados up (u), down(d), charm(c), strange (s), top(t) y
bottom(b), arreglados en tres familias de acuerdo a sus principales modos de
interaccién: (u,d), (¢,s) y (t,b) (ver cuadro 1.1). Todos los quarks tienen
carga eléctrica fraccional, los quarks u, ¢ y t tienen una carga de 2/3 mien-
tras que d, s y b tienen carga —1/3 y sus respectivas antiparticulas tienen
cargas de signo opuesto. Cada sabor de quark puede existir en uno de los tres
estados de color, RGB?, el cual juega el rol de la carga para interacciones
fuertes entre quarks. Como los leptones no tienen color, ellos no responden a
las interacciones fuertes.

1.2. Interacciones fundamentales

Muchos de los fenémenos de los que la humanidad es testigo en la vida dia-
ria pueden ser explicados en términos de dos fuerzas fundamentales: gravedad
y electromagnetismo. Sin embargo, estas dos interacciones no son suficientes
para tomar en cuenta la fisica subnuclear. La gravedad es demasiado débil

2RGB por sus siglas en inglés, rojo, verde y azul
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para tener alguna relevancia a nivel subatémico. El electromagnetismo no
ofrece una explicacion en cuanto a como un gran nimero de protones con
carga positiva pueden estar confinados en un nicleo con un tamano del or-
den de 107'm. Estos procesos requieren la invocacién de dos interacciones
nucleares: una fuerte, responsable de la unién de protones y neutrones y una
débil que explica las desintegraciones nucleares.

En el Cuadro 1.2 se exhiben las cuatro fuerzas fundamentales, también
se muestra cuales son las masas de las particulas mediadoras de la fuerza,
bosones de norma predichos y estudiados por las teorias de norma.

Interaccién Acoplamiento | Bosén Masa®
Gravitacién 1073 graviton 0
Fuerza débil 1073 W*,2°% | ~80—90 GeV
Electromagnética 1/137 v 0
Fuerza fuerte 1 gluones 0

Cuadro 1.2: Interacciones Fundamentales de la naturaleza.

La teoria de norma que unifica las interacciones débiles y electromagnéti-
cas es comunmente conocida como el Modelo Estindar (de la interaccién
electrodébil) asociada al grupo de simetria SU(2), x U(1)y que tiene cua-
tro generadores asociados a cuatro campos vectoriales, uno de estos campos
permanece sin masa para general la fuerza electromagnética (fotén) y los
otros tres adquieren masa via el mecanismo de Higgs para producir la fuerza
débil. Por otra parte, la teoria de norma que describe a la interaccion fuer-
te esta asociada a la simetria exacta SU(3).. Asi, el grupo de simetria que
unifica a las interacciones fuerte, débil y electromagnética esta asociado a
SU(3). x SU(2), x U(1)y. La interaccién gravitacional por su parte no se
acopla a ninguna de las interacciones anteriores y eso es uno de los grandes
problemas hoy en dia debido a que no existe, aiin, una teoria que unifique
las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza.

1.3. Teoria electrodébil y el origen de la masa

Rompiendo espontdneamente la simetria de norma SU(2) x U(1)y al
grupo electromagnético U (1), uno puede darle masa a los tres bosones me-
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diadores de la interacciéon electrodébil, dejando al fotén sin masa. Para hacer
ésto, se necesita introducir un nuevo campo, el campo de Higgs, el cual tras-
forma bajo el grupo de norma electrodébil y cuyo valor de expectacion de
vacio lo rompe adecuadamente. Para la familia del electrén, los campos ma-
teriales son un doblete, 1, y un singlete 1 g, del grupo SU(2), donde

Y = (Veej) ; YR = €R. (1.1)

Como este grupo no actua trivialmente para los fermiones de quiralidad iz-
quierda, es denotado como SU(2)y. Asi, la Lagrangiana para los campos (sin
masa) 1 es

Lo = I7L7:’)/)\8)\I/L + éwk(%e, (12)

invariante bajo SU(2)r x U(1)y bajo las trasformaciones globales

SU2)L: Uyw)= e_igwi%”,
Ul)y : Uy(w) =e 29, (1.3)
con v, =vygy g las constantes de acoplamiento, w son parametros cons-

tantes, 7; son las matrices de Pauli y Y es la hipercarga de la particula.

1.3.1. La masa en el Modelo Estandar

La forma invariante de norma de la Lagrangiana Ly, ec.(1.2), es de la
forma

= i DIy, + Yrin' Dig, (1.4)
donde las derivadas covariantes son
Dﬁ@/}L = (8 —i—ngWz +ig'B, >¢L,
DRy = (a +ig B, )¢R, (1.5)
conY, = -1y Yr= -2, A, los tres campos vectoriales de norma asociados

con SU(2)r, B, el campo de norma asociado a U(1)y. La dindmica de estos
campos esta contenida en la Lagrangiana
1 . 1

Lo=— W, W/ — BB, (1.6)
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donde W}, = 0,4, — 9,4, — geijkAiAﬁ y B, = 9,B, — 9,B,. Las La-
grangianas L£; y L son invariantes bajo trasformaciones locales al grupo
SU(?)L X U(l)y

El rompimiento de la simetria permite introducir dos campos escalares
complejos formando un doblete en SU(2)

o= (%) (17)

Su dinamica, acoplado a un potencial esta dado por la Lagrangiana invariante
de norma

Ly = (Duo)'(D"0) = V(9) = (Do) (D"9) — p*d'd — Mol9)*,  (1.8)

donde las derivadas covariantes del campo escalar estan dadas por

D,p = (3 +igA, +19'B, 12/>qz5
(Du¢)T = 3H¢T—ig¢TA“—ig/Bu5d)T. (1.9)

Finalmente, teniendo en cuenta la generacion de los términos de masa de
los electrones, hay que introducir un acoplamiento de Yukawa invariante de
norma entre escalares y fermiones,

Liy = =C.(Vnlr) + (Gro)dn) (1.10)

donde C', son parametros adicionales que da la fuerza a los acoplamientos. Ly
es invariante bajo SU(2)y, precisamente porque necesitamos un doblete de
escalares, mientras su invariancia bajo U(1)y esta garantizada por el requeri-
miento de que ¢ tiene hipercarga Y =Y, — Yg, quees, Y = 1. SU(2) y U(1)
separadamente estdn completamente rotos, pero el producto SU(2) x U(1)
no lo es; este genera una simetria adicional generada por la carga @),

Para probarlo, conviene parémetrizar a ¢ como

_exp< Soar ) (L U+H>) (1.12)

f
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los campos escalares complejos ¢t y ¢° son remplazados por cuatro campos
escalares reales H, &1, & y &3. Aplicando una trasformacién unitaria

S = exp( — %Z@TZ) (1.13)

sobre todos los campos, trasforman como

. 1 _ (0}

o = so= i@ x=(3);

L = S VY = Ur;
Bl: = By
A= SAHST+§(6MS)ST. (1.14)

En términos de los nuevos campos, las diferentes partes se convierten en

L, = (D" (D") — p*de — Ao ¢)%; (1.15)
Lo = —iwiji’“”—}lB;yB’W; (1.16)
Ly = Qi Dy + Qi Dyfi; (1.17)
L = ~CelP(@"0)) + (W0 (1.18)

Cada una de estas partes es examinada independientemente, para hacer mas
facil la escritura, los términos primados seran escritos sin acento, por ejemplo,
Y =1

Campo escalar. La matriz del campo de norma puede ser escrita explici-
tamente como

1 1 1
A# = 57'1'147;# = E<7—+WH + T_W;) + 57—3143#, (119)
con las definiciones 74 = %(7’1 tin)y W, = \%(Alu —iAy,,). Asi, el término
cinético
1 1 1
(D) (Do) = Zg%?WjW“ + §v2(gA3M —¢'B,)*+ §8NH8“H

1 1
—|—Z(2UH + H?) [gQWJW“ + §(gA3M — ¢'B,)?].(1.20)
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Los términos de masa esperados para el campo vectorial complejo es de la
forma MI?VWJW“, asi que la masa del vector cargado puede ser

1
My = 39V (1.21)

Por otro lado, el término cuadrético en los campos neutros, 10%(gAs,—g'B,,)?,
al ser diagonalizado introduce una combinacién ortogonal que da los eigenes-
tados para dos campos neutros

As, = sinfyA, + cosbwZ,,

B, = cosbwA, —sinbyZ,; (1.22)
donde Oy es el dngulo de mezcla (llamado dangulo de Weinberg). U(1)g no se
rompe y el bosén de norma asociado permanece sin masa (el fotén). Para el

correspondiente campo A, la diagonalizacién en términos de las cantidades
anteriores da como condicién

gsinby = ¢’ cos by . (1.23)

Asi, el angulo de mezcla da una medida relativa de la fuerza del grupo de
factores de SU(2) y U(1), donde

/

g , 9 '

Para el campo vectorial neutro, %M%Z#Z“, la masa del campo Z,, es

1
My = -v\/g?>+ g?% = 90 (1.25)

2 2 cos Oy’

cos Oy = sin Oy = (1.24)

donde las masas de los dos campos de norma débil satisfacen la identidad
My = cos 0w M.

Por otra parte, el potencial, después del rompimiento de simetria, es

1 1
V(p) = ZMZUQ — 2H? + NvH? + ZLH4)’ (1.26)
donde v? = —p? /), la masa del escalar sobreviviente es

M3 = =24, (1.27)
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La Lagrangiana L, en la norma unitaria se convierte en

A My 32M3,
g 2 1 2 1171
oM (H + ar YW MW

1 gMy (H g

2 cos Oy 4 cos Oy M5

H4

L, = %(@Ha"H—M?{HZ)

1
H2) 2,2V + SM3Z,2". (1.28)

El campo H, que en principio es eléctricamente neutro, no se acopla al campo
electromagnético, pero Ly es, sin embargo, invariante de U(1)g.

Campos de Norma. La Lagrangiana L para los campos de norma
puede dividirse en una parte libre y otra interactuante

Lo=LL+ LG+ L (1.29)

los dos términos de interaccidén son caracteristicos de teorias no abelianas.
L¢ al ser reescrita en términos de eigenestados de masa A,, W, y Z,, la
parte cinética es

1 v 1 v 1 v
EOG = —§WJVW'U‘ - ZZMVZ” - ZA“VA” 9 (]‘30)

donde A,, = 90,A, —0,A,, Wy, =0,W, =0W,y Z,, = 0,7, — 0,Z,. Por
otro lado, £}, puede ser escrita como

Ls = igWHW(sin Ow A, + cosbwZ,,
+ig(WHW], — WHTW,, ) (sin 0, A" + cos Oy Z¥).  (1.31)

Finalmente, £Z es de la forma

1 14 14
L: = —592(WJW“WJW — WHWIWW,)
—gzI/VJI/V“(Sin2 Ow Ay A” + cos® Oy Z,Z" + 2sin Oy cos Oy A, Z")
+g2WJWl, [sin? Oy A" A” + cos? Oy ZH 7" + sin Oy cos Oy (A*ZY + A(EBY)
Los términos que dependen de los campos neutros (es decir, A2Z? o Z*%) se

han cancelado, asi que los términos restantes en L2 involucran solo a los
bosones cargados.
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El sector lepténico. Ahora hay que considerar £; y L;y. Se puede an-
ticipar que después del rompimiento de simetria, el electrén adquiere masa
del acoplamiento a escalares, sea

O\v+H v+ H_
o = (rer) (1) N R R (1.33)
el acoplamiento de Yukawa se convierte en
Oe Ce _
Liy = (v+ H)(érer +erer) = ——=(v + H)ee. (1.34)

V2 V2

El término cuadratico en el campo del electréon deberia ser reconocido como

el término de masa de Dirac para el electron, —mee, con masa m, = C\/ezl},
donde el acoplamiento escalar-electréon se reduce
Ly = —meee — Hee. (1.35)

\/_W

El sector leptonico esta descrito por £; y dado el término de masa del electrén,
puede ser descompuesto en una parte cinética, otra parte asociada a las
corrientes cargas y otra mas asociada a las corrientes neutras

Liw = vrin"Ouvp + elin (9, — ied,) — mele; (1.36)
L= evH (1 — VWT + oyH(1 — ~v5)eW, 1.37
ce 2\/—[ Y ( ’75) v ( /75) ] ( )

g _ g .
L, = “TeosOn (A =)y — o o ey [(=1 + 4sin’ Ow) + y5)eZ,.

(1.38)

Es asi como las suma de las diferentes contribuciones dan la Lagrangiana
de la teoria de norma de la interacciéon electrodébil para la familia lepténica
del electrén. Este modelo contine cinco parametros independientes. Antes del
rompimiento son, el acoplamiento g de SU(2), el acoplamiento ¢’ de U(1)y,
los pardmetros del potencial escalar X y v? y el acoplamiento de Yukawa C..
Después del rompimiento de la simetria, existe una equivalencia donde estos
parametros son remplazados por el valor absoluto de la carga del electréon
e, el angulo de mezcla de Weinberg 6y, la masa del electrén m,, la masa
del Higgs My v la masa del boson cargado My,. Las masas de los neutrinos
también pueden ser generadas a través del mecanismo de Higgs, sin embargo,
la jerarquia de masa de los neutrinos debe ser explicada de otra manera, por
ej. el llamado mecanismo seesaw?[16].

3Seesaw, en espaiol subibaja
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Inclusion de los quarks v y d

El sector de quarks debe incluirse como un doblete ¢, mas dos singletes
ug y dg en el grupo de simetria SU(2), es decir

77DL = <Zi) ] UR, dR. (139)

La Lagrangiana para los quarks libres, invariante de norma local bajo SU(2) x
U(1)y es de la forma

- . {
‘Cq = @Z}Ll’}/“(au + ZgAM + §g,YLBu)¢L
1

o i
zg'Y]{BN)uR + dpin"(0, + ég’YgBM)dR. (1.40)

+ﬂR'é’7M(8M +
La interaccion quark-escalar puede ser incluida en los acoplamientos (Yro)dr
v dr(¢Tr) similar para el sector de leptones, andlogamente para ug a es-
calares de manera invariante de norma, también se necesita ¢~ v @°, sus
conjugados ¥ y ©° que forman un doblete conjugado a ¢, que es

7

¢° = img" = ( _> : (1.41)
—

Los cuales tienen hipercarga Y. = —Y = —1. Los acoplamientos de Yukawa

requieren de dos constantes de acoplamiento, C, y Cy, y asume la forma
general

Loy = ~Cul(f18Vur + 0n(6°101)] — Cal (Pro)dr + dr(¢'vr)].  (1.42)

La invariancia de norma de estos acoplamientos esta garantizada bajo U(1)y
dada la asignacién de la hipercarga de las particulas: Y, — Y% = Y,y Y- Y& =
Y. Después del rompimiento, andlogo al sector leptonico, se obtiene en la
norma unitaria que la interaccién de Yukawa toma la forma
1 -
qu = ——(U + H)(C’uﬁu + Cddd), (143)
V2

la cual muestra que a través del mecanismo de Higgs los quarks u y d ad-
quieren las masas

Cyv. (1.44)
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asi, la Lagrangiana L,y adquiere la forma

gma
H _
My T 9y,

I T9H. (1.45)

Ly = —myuu —

La incorporacién de los fermiones adicionales en el modelo viene dado, en
forma muy general, por el correspondiente Lagrangiana de Yukawa

H —
[»Y = — (1 + ?) (éLMeeR + aLMuuR + dLMddR + h.C.), (146)

donde v = 2My, /g, donde donde los difererente elementos diagonales identi-
ficados con las masas de los nueve fermiones masivos emergentes del modelo
son

M, diagonal(m., m,, m;),
M, = diagonal(m,,m. m;),

M, = diagonal(mg, ms, my). (1.47)

Por 1ultimo, y sin entrar en detalles, los acoplamientos de los quarks a los
bosones W+, mezclan los diferentes eigenestados de masa. Esta mezcla esta,
dada por la matriz de mezcla Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [4][5].

1.4. QCD: La teoria de interaccion fuerte

Historicamente, las teorias de norma no abelianas primeramente fueron
usadas para formular la teoria que unificara las interacciones débiles y elec-
tromagnéticas, la teoria de interaccién fuerte de quarks es mas una extension
obvia de la denominada electrodinamica cuantica. Asi, la interaccion fuerte,
llamada Cromodindmica Cudntica (QCD) también es una teoria de norma
no abeliana basada en el grupo de color SU(3). cuya Lagrangiana es [17]

o 1 a v
EQC’D = Q(Z]D - ./\/l)q - ZLG‘LWG/; + Eg}‘+}‘7>, (148)
donde \
D, =09, - igstj?a, (1.49)

es la derivada covariante y

G, = 0,G, — 0.G), + gsf“chZG,ﬁ, (1.50)
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donde a = 1,...,8, G} el campo del gludn, g, es la constante de acoplamiento
fuerte y f2 son las constantes de estructura antisimétricas del grupo SU(3).

El campo del quark g es un vector columna con seis componentes en
el espacio de sabor, M representa la matriz de masas de los quarks da-
da por M = diag(m;), donde m; son las diferentes masas de los quarks:
My, Mg, Me, My, My, My. Las matrices ’\2—a son los generadores del grupo de si-
metria SU(3) en la representacién fundamental. Finalmente, los términos de
Fadeev-Popov (18], Lgz;7p, introducen los campos fantasmas y el término

que fija la norma dados por

Lor — —%(aﬂazxayaz), (151)
Lrp = —0,0.D"¢", (1.52)

donde DH¢® = 0H¢® — g, f®d, G, € el pardmetro de norma, y ¢® el conjunto
de campos escalares, hermiticos, sin masa y anticonmutantes. Por otro lado,
Lrp es anti-hermitica que introduce una violacion de unitariedad y cancela
las probabilidades no fisicas correspondientes a las polarizaciones longitudi-
nales de los gluones y restantes.

El acoplamiento g, de QCD, ec.(1.49), recibe correcciones cuénticas a
un lazo, Fig.1.1. Los calculos a un lazo son factibles en las normas cova-
riantes con regularizacién dimensional, algunos de los més simples son: la
auto-energia del fantasma, denotado como M?(p), la autoenergia del quark,
denotado por ¥(p)*. Por otro lado, los diagramas en la Fig.1.1, dan origen
al operador del polarizacion del gluén, .11, (k), el cual contiene las contri-
buciones del quark, gluén, y de fantasmas, denotados como H}J:V, s,y ngj,ﬁ,
respectivamente.

aluones

Figura 1.1: Diagramas de Feynman que contribuyen a un lazo a la funcion
Bacp-

4Para ver los detalles y las expresiones para M?(p) y X(p) se recomienda ver la Ref.
[19] [20]
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La funcién Bgep esta definida a través de las Ecuaciones del Grupo de
Renormalizacion (RGE)®, a un lazo esta dada por

dgs 2np\ g2
- :—11——> s 1.53

Paop =17, ( 3 ) 16n2 (1.53)
la cual es negativa para ny < 16, lo que implica el decremento en la constante
de acoplamiento renormalizada, ¢g¥, cuando la energia aumenta se conoce
como libertad asintdtica. Integrando la ec.(1.53), se tiene que

127

, 1.54
33 — 2ny) log(q*/Agep) (1.54)

O‘S(QQ) = (

donde a, = ¢2/4m, conocida como constante de acoplamiento fuerte, la cual
depende de la escala de QCD, Agep, definida en términos del valor de la
constate de acoplamiento renormalizada en alguna escala de renormalizacion,

1, es decir:
127

(1) (33— 2ny)
En resumen, las correcciones cuanticas hacen que la fuerza de interaccion
cambien conforme cambia o varia la energia. En el caso de QCD, la fuerza
de interaccion es muy fuerte a bajas energias, lo que nos impide hacer ex-
pansiones perturbativas en potencias de la constante de acoplamiento y de
alguna manera impide hacer célculos a través de este medio a bajas energias.
Sin embargo, existen algunas alternativas para el estudio de la estructura
hadroénica a bajas energias basadas en el modelo de quarks que describimos
a continuacion.

log(Agyep) = log p” — (1.55)

1.4.1. Representaciones del modelo de quarks

En el estudio de interacciones fuertes, se encuentra que en una buena
aproximacion, estas son independientes de la carga electrica. Por otro lado,
las interacciones fuertes son invariantes bajo la trasformacion que intercambia
protones (p) y neutrones (n). M&s precisamente la interaccién fuerte tiene

5El conjunto de renormalizaciones finitas constituye el grupo de renormalizacién y las
ecuaciones funcionales obedecen las caracteristicas del grupo. Para una carga infinitesimal
de escala p, las ecuaciones funcionales se reducen a ecuaciones diferenciales las cuales son
llamadas ecuaciones del grupo de renormalizacién, RGE por sus siglas en ingles. Para ver
algunos detalles se recomienda ver la ref. [20].
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una simetria de isoespin en SU(2) en la cual los estados p y n forman un
doblete de isoespin. Asi, la estructura del grupo de simetria de isoespin es
muy similar al del espin usual. Los generadores de isoespin T; satisfacen el

algebra de Lie de SU(2),
[T, T3] = ieijuTh, i k=1,2,3. (1.56)

El concepto de isoespin puede extenderse a otros hadrones (mesones y ba-
riones) que forma tripletes, dobletes y singletes que tienen carga eléctrica
diferente donde la interaccion electromagnética no respeta la simetria de iso-
espin la cual no puede ser exacta.

Los mesones son estados ligados de quark-antiquark ¢g, en SU(3) se tienen
en singletes y octetes. Para mesones con espin-paridad 07, se tiene:

™ o~ du, 7~ (au—dd)/V?2, 7 ~ud,
Kt ~ su, K°~3d, K°~ds, K ~ as,
n° ~ (au+ dd — 25s)/V6. (1.57)

El octeto de mesones vectoriales con espin-paridad 1~ ha de contener los
mismos quarks. El mesén 0~ 7’ y el mesén 1~ ¢ pueden ser identificados con
el singlete de SU(3) ¢'q; = (u + dd + §s). Los estados el octeto de mesones
y los estados del octeto de bariones presentan una diferencia en el niimero
barionico; B no es un generador de SU(3). Especialmente para bariones con
espin-paridad 1/27F

p ~ udu, n~ udd,
o~ osuu, X0~ s(ud 4 du)/V2, X7 ~ sdd,
—0

~ ssu, = ~ ssd,

A~ s(ud — du)/V?2, (1.58)
y para bariones 3/27

N**" ~ wuu, N*f~wud, N ~wudd, N* ~ddd
Yo~ suu, B0~ sud, X ~ sdd,
=~ ssu, =% ~ ssd,

Q ~ sss. (1.59)
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Dada la relacién de Gell-Mann-Nishijima, entre la extraneza S, la carga
Q vy el generador de isoespin T3 de SU(2), Q = T3+ %, con Y = B+.5, donde
B es el nimero barionico y Y es la hipercarga. Gell-Mann (1961) y Ne’eman
(1961) senalaron que se podria agrupar a todos mesones y bariones con el
mismo espin y paridad en diagramas (73,5) parecidas a las representaciones
de SU(3). Los mesones con espin-paridad 0=, 1~ y bariones 1/2% encajan
muy bien en la representacion de octetos, mientras que los bariones con
espin-paridad 3/27% se ajustan a la representacién del decuplete, Fig.1.2.

Figura 1.2: Hadrones en la representacion de SU(3). Octete para (a) mesones
07; (b) mesones 17; (c¢) bariones 1/2% y decuplete para bariones 3/2"

Las particulas del octeto w; son tensores de solo dos indices que pueden
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ser escritas como matrices

0 0
T + n- 7T+ K+
o V2 - V6 0 0 K0
= m vz *; o
- —<n-
K K 7
UJO *
atw o KT
vV o= ;o Lt KO (1.60)
K*f K*O —2w9
V6
E_O + A_O Z+
ETVE p
B = 2 ol + 7 n
e =0 2A0
. - V6

Al momento de proponer la teoria FEightfold-Way no todos los mesones y
bariones predichos en este patrén estaban bien predichos.

1.4.2. Masas efectivas de los quarks

Dado que los hadrones son considerados como estados ligados de pares
de quark-antiquarks (mesones) o tres quarks (bariones), su masa puede ser
escrita en términos de la masa de los quarks constituyentes mas la corres-
pondiente energia de ligacién, es decir:

Mmeson — mq + mq + Aqu, (161)
Mbam‘on = Mg + Mg, + Mgy + AE(I‘]‘]‘

Como los quarks pueden ser considerados no relativistas en los estados li-
gados, la energia de ligacién es mucho menor que la masa de los quarks,
AE << mg, modulado como

3
4a
AEy=——5;"83, AEgy= 4a’ Z

mqeMg

1

Mg, Mg,

Sqi " Sqj» (1'62)

1<j

donde a, @’ son constates numéricas indeterminadas y s, es el operador de
espin del quark, sus productos son ntimeros que depende del total del espin
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S del sistema. Esto es facil de ver en el caso de los estados ligados de quark-
antiquark, donde

Sq~Sq—l[S(S+1)—§ : (1.63)

2 2

con S = 0,1 el espin de los correspondientes mesones y usando la ec.(1.62),
el espectro de hadrones puede ser ajustado para obtener m,, a y a'. Las
masas obtenidas son las denominadas masas de quark constituyentes. A pesar
del éxito del modelo de quarks no relativistas esta en acuerdo con ciertas
propiedades de los hadrones tal como sus masas y momentos magnéticos,
las masas constituyentes no pueden ser identificadas como los parametros de
masa que aparecen en la Lagrangiana del Modelo Estandar.

1.5. QED: Electrodinamica Cuantica

La interaccion de fermiones con fotones esta descrita por la teoria de
norma, electrodinamica cuantica QED, la cual esta estructurada por inva-
riancia de norma local U(1) y cuyas interacciones electromagnéticas puedan
ser descritas por la Lagrangiana [22]

1 1 - .
LD = B P = ZEN (0, A" + Y (v Dy — my)uy,
f
= L5, + Loy +ejt (2) A, (2), (1.64)

donde D, = 0, — ieA, es la derivada covariante, F,, = 0,,, A, — 0, A, es el
campo de fuerza electromagnético que permanece invariante bajo las trasfor-
maciones de norma y £ es el pardmetro de norma. . La parte de interaccion
de la Lagrangiana es L;,; = ej” (1)A,(x), con j* = 1y, mientras que
la parte Eg 4 define al propagador del fotén, el cual se analizard a detalle a
continuacion, y la parte Lo, define al propagador del leptén.

Una de las pruebas mas rigurosas de QED viene de las mediciones de
alta precision del denominado momento anémalo magnético el cual surge
enteramente de fermiones y fotones virtuales. Sin embargo, dentro de QED,
existen muchas herramientas que nos ayudaran a comprender la descripcion
fisica de esta cantidad, algunas de las cuales se describen a continuacion.
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1.5.1. El propagador del fotén

De acuerdo con QED, La forma mas general para el propagador del fotén,
esta determinado por el correlador [23] :

(DI (x —y) = (0]T{A"(2) A" () }10), (1.65)

que incluyen todas las interacciones electromagnéticas, en el espacio de mo-
mentos. En la norma de Feynman [25], el propagador del fotén toma una
forma simple iD= —ig" /(¢* —i€) y la serie de Dyson para la autoenergfa
toma la forma ©

¥ 5

Figura 1.3: Representaciéon en diagramas de Feynman para la autoenergia
del foton.

. oy b =i, -5 =i, -7 . —1
ZD;(q ) = ? + ?(—ZHV)? + g(—lnv)?(—lﬂv)qj + ...
—z'( 1 ) —1
= = . 1.66
T E) TP 190

Por invariancia de norma U(1)., el fotén es necesariamente no masivo y

debe permanecer sin masa después de incluir correcciones radiativas, lo cual
- 2y _ 2777 (2 —

requiere que IL,(¢%) = I1,(0) + ¢°IT’, (¢°) con I1,(0) = 0 en acuerdo con la

condicién de transversalidad. Como resultado uno obtiene que

—igh”
¢*(1 +1I%(¢?))

Z'D;W@) = —Z'QWD;(QQ)‘HéTm- de norma = +térm. de norma.

(1.67)
Después de las consideraciones estructurales sobre el propagador del foton,
el calculo de la autoenergia a un lazo y su correspondiente renormalizacion
del propagador del foton es

6Omitiendo el tensor métrico dado que actiia como una matriz unitaria
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k
1 v
—iﬂ#p{q] = WQ\/\,
q
k+q

. d?k F+m p+E+m
= —1F4f/———T # v (L
(V7 | o r(” K2 —m?+ic | (q+k)2—m2+ie> (1.68)

Usando las propiedades para las trazas de las matrices de Dirac (ver apéndice
A), la traza para un nimero impar de matrices yes cero. F' es el niimero de
lazos cerrados, ' = 1 para este caso y obteniendo que

19, 11" = —ig.,(q"q” — ¢g" )T (¢%) (1.69)

lo que implica automaticamente que ¢, 11" = 0. El resultado a un lazo para
el tensor de polarizacién de vacié resulta ser [26]

2077 ( 2 e 87 4, ¢ A . ¢ 2
donde € es el parametro introducido a partir de la regularizacién dimensional
y los términos que exhiben las singularidades UV renormalizables estan dadas
por

Ao(m) = —m*2 £.0(1), Bufm,mi?) = = +0(1) (1.71)

En el esquema de minima sustraccion j@ S, la expresién renormalizada final
toma la forma

(%) = = 3" Q2N, {1 ’“‘—2+G] (1.72)
W)= 5 7 Fotef nmfc '

donde f denota los diferentes fermiones de sabor, i es es la escala de energia
usado en la respectiva renormalizacién, (s la carga en unidades de e y N.¢
el factor de color, N,y = 3 para quarks y N.; = 1 para leptones. Se ha
introducido una funcién auxiliar

_ 5 y G =0, si =0
G=g+y—20+5)0-y)Gly) =

_ 2 .
ReG:—In%—I—g, si g > m7
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que desaparece en ¢> = 0. La parte imaginaria esta dada por la formula
o Yy
Imll, (¢*) = 5 ) Q?ch((l V- y>. (1.74)
f

Usando los limites superiores e inferiores en la energia, se tiene que

2
/ _ o 2 M
I(0) = o zf: QfNCfInm—?, (1.75)
Y 2
Rell(¢) = ~ Y Q3N (In”— + §>- 4% > m?. (1.76)
! 3w/ | 3/ /

De esta manera se concluye la busqueda de la polarizacion de vacio a un
lazo, mencionando que muchos detalles han sido omitidos dado que no son
de relevancia dento de este trabajo, sin embargo, la polarizaciéon de vacio a
un lazo juega un rol muy importante dentro para los cdlculos del momento
anémalo magnético del muén.

1.5.2. Piones en QED escalar y polarizacién de vacio
por mesones vectoriales

Los efectos de interaccion fuerte, en el contexto del momento anémalo
magnético del muoén, son dominados por los hadrones mas ligeros, el triplete
de isoespin de piones (77, 7% 77), los cuales se comportan como particulas
puntuales. La Lagrangiana efectiva para la interaccion electromagnética de
piones cargados puntuales esta descrita por un campo escalar complejo ¢
dada por [28]:

LY = (0,0)(9"9)" — mio¢, (1L.77)
donde al sustituir 0,¢ — D,¢ = (0, +1ieA,(x))¢, implica que la Lagrangiana
escalar de QED (sQED) sea

LOFD = £O —ie(¢10,6 — $9,01) A" + €29, 00T AP A, (1.78)

La invariancia de norma implica que los piones deben acoplar via dos dife-
rentes vértices para el campo electromagnético, y las correspondientes reglas
de Feynman (ver apéndice E sec.E.2) estan dadas en la Fig.1.4 y Fig.1.5 [30]
[31].
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i

oo id«(p)= P —mITie
Figura 1.4: Propagador del pion, en este caso p es el momento entrante.

+ A¥ ot
Sonni 5= ie) S aidg

P AV P

Figura 1.5: Vértices pion-fotén en sQED, por convencién p es el momento
entrante y p’ es el momento saliente.

Dado que se esta considerando a los piones como particulas puntuales,
la Lagrangiana de sQED no considera la estructura interna de los mismos,
sin embargo, esto se soluciona para pién cargado, introduciendo un factor de
forma e — €2|F,(¢?)|?.

En sQED la contribucién de un lazo de pién a la polarizacion de vacio
del fot6n renormalizada esta dada [26]

—iﬂ;w (ﬂ}{q} = mzd_ﬂlmww + W

EO—

Figura 1.6: Contribucién del pién en VP para el fotén.

a /1
7, (0% = == (5 + 1=y — 1 -)’C)). (1.79)
— A2 /2 _ 1 +VI=y _ 2 o
donde y = 4m*/q¢* v G(y) = NeET (Ink\/ﬂ m). Para ¢ > 4m~ existe

una parte imaginaria o parte absortiva dada la sustitucion

™

G(y) = ImG(y) = _NT—Q’

(1.80)
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donde se obtiene que:

21—y, (1.81)

/(m 2
I (%) =

y de acuerdo al teorema dptico [25] la parte absortiva puede ser escrita en
términos de la seccién eficaz o+,-(s) de la dispersién ete™ — v* — 7x~

como [32]

5
ImlII*(s) = mahad(s)a (1.82)

donde ,
Orrn-(s) = 562, (1.83)

con B, = /(1 —4m2/s) la velocidad del pién en el marco de referencia del
centro de masa. A menudo, uno escribe la seccion eficaz hadrénica como una

razén
Ao

3s
en unidades de la forma asint6tica a altas energfas de la seccién eficaz o(ete™ —
v* — ptp~) para la produccién de un par de muones en la aniquilacién ete™.
Dada la secciéon eficaz o parte imaginaria, convencionalmente, la parte real
de la funcién de polarizacién de vacio renormalizada puede ser obtenida por
integracién de la relacién de dispersién apropiada [33] [34] [35]

a S > Ohad(sl) « 52 1
ettt = o5 [t = [ (G )R, 0

ésta es de alguna manera, la aproximacion dispersiva.

R(s) = 0haa(s)/

(1.84)

1.6. Simetrias discretas: C, P, T'y C'PT

De los experimentos, se sabe que las fuerzas de la naturaleza, gravitacio-
nal, electromagnética y la interaccion fuerte, son simétricas respecto a paridad
(P), Conjugacion de Carga (C) e inversion temporal (T). Las interacciones
débiles violan C y P separadamente, pero para ciertos procesos raros (todas
aquellas observaciones que involucran mesones K') también muestran CP y
violacién de T [10]. Todas las observaciones indican que CPT es una simetria
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exacta de la naturaleza.

Conjugacién de Carga (C).
En QED como también en QCD, no en interacciones débiles, el intercambio
de particulas por anti-particulas define una simetria, la conjugacién de carga
C. Esta mapea particulas en antiparticulas mediante operadores de creacién
y aniquilacién y viceversa:

a(p,r) ¢ b(p, ), aT(p,r) ¢ bT(p,r), (1.86)

hasta una fase, donde a es el operador de creacién y b el operador de aniqui-
lacion, p el momento y r la posicién de la particula o antiparticula corres-
pondiente. Para un campo de Dirac, la conjugaciéon de carga es:

Va(w) = Captl (), (1.87)
con
C=i(y*7°) = —i ( ;)2 ‘62 ) . (1.88)
Las propiedades de C' son:
c'=-C, cyet=—(y7, (1.89)

y la conjugacién de carga para los espinores toman la forma:
Ccw =0 (Cv)" =a, (1.90)
que puede ser verificada por célculo directo.

Como bajo la conjugacion de carga la carga cambia de signo, también la
corriente electromagnética, jt = ey, cambia de signo

U(C)jln(@)UH(C) = —jli (). (1.91)

Paridad (P).
El operador de paridad P es un operador unitario que invierte el momento de
una particula sin voltear su espin. Sobre un campo escalar ¢(x) y un campo
vectorial ¢,(z), el operador P actia como [11]

P té(x)P = npo(a'), (1.92)
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con np = +1y 2’ la trasformacion de x bajo P. Asi, para un campo vectorial

Plou(x)P = np(do(), —pr(z"))

10 0 0
0 -1 0 0
0O 0 0 -1

donde np(¢,) = %1, la cual describe la paridad intrinseca en el campo. Para
el campo escalar, np(¢) = 1 y para un campo pseudoescalar np(¢) = —1.
Por otra parte, para un campo vectorial ?7p<(bu) = 1 y para un campo vector-

axial, np(¢,) = —1.

Las leyes de trasformacién para un campo de Dirac son:

P Y(x)P = npyov(a’),
P 'lx)P = npt (), (1.94)

con np(y) = 1, £i.. P? trasforma las coordenadas z,, en z,,, as{, P? es tanto
un operador identidad o un operador que rota a un angulo 2.

Inversiéon temporal (T). Alguna trasformaciéon que involucre la si-
metria de inversién temporal T, debe ser representada como una trasfor-
macién antiunitaria U(7T). La antiunitariedad esta definida por:

Ulaly) + Blo)) = " Uly) + B7U|¢) = o”[¢') + B7|¢), (1.95)

(W'|¢) = (Wlg)". (1.96)
El conjugado complejo de los elementos de matriz es admitido por el hecho

de que esté preserva la probabilidad |(1|¢)|?. Una trasformacién antiunitaria
implica una transposiciéon hermitica de operadores y estados.

Por otra parte, la interaccién electromagnética £277 = ejt (x)A,(z)

permanece invariante bajo C, P y T separadamente. Para el campo del foton:
U(C)AM@)UH(C) = —Al(z),
U(P)A*(x)U(P) = (PA)"(Pz) = Au(Px),
UT)A*(z)UN(T) = —(TA)MTz)=A,(Tx). (1.97)
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El campo de Dirac bajo C, P y T toma la forma

UCule)UHC) = i(P1)ash (@),
UPu(e)U ™ (P) = (1%)artis(Pa),
U(T)Wal@)THT) = i(*15)as(T), (1.98)

donde las fases han sido escogidas convencionalmente.

Simetria CPT. Sea © = CPT donde C, P y T pueden ser aplicados
en algin orden, existe un operador antiunitario U(©) que (con una elec-
cién apropiada de la fase) trasforma escalares, campos de Dirac y campos
vectoriales de acuerdo a

0O (0) = ()

U(O)$(@)0~(6) = ()

U©)A(2)U1(©) = —Au(-xz), (1.99)
y que deja invariante el vacio : U(@_)|O> = |0) hasta una fase. El teorema

CPT asegura que la transformacién U(©) bajo condiciones muy generales es
una simetria de la teorfa(Liiders 1954, Pauli 1955, Jost 1957) [12].

Las consecuencias de CPT son que los médulos de las cargas, masas,
acoplamientos ¢ y vida media de las particulas y antiparticulas debe ser
igual. Consideré el estado de una particula |¢)) = |e, p,s), donde e es la
carga, p el momento y s el espin. El estado conjugado bajo CPT esta dado
por |[{)) = | —e,p,s). El estado [¢)) es un eigenestado de la Hamiltoniana que
describe la evolucion temporal de la particula libre:

HIp) = El), (1.100)

y la relacién conjugada bajo CPT se lee H|)) = E|¢). Entonces H = H por
el teorema CPT, asi se tiene

H|v) = El). (1.101)

Para p = 0 el eigenestado de E se reduce a la masa y por lo tanto las dos
ecuaciones de eigenvalores dicen que la masa de las particulas y anti-particu-
las deben ser las mismas, es decir, m = m.
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La igualdad de los acoplamientos g debe ser mostrada de la misma mane-
ra, pero con una Hamiltoniana que describa la interaccién de las particulas
con el campo magnético B. Entonces la ec.(1.100) sostiene que los eigenva-
lores

Ezm—g(%)S-B. (1.102)

El estado conjugado bajo CPT (¢ - —e,s — —s,m — m,g — ¢,B — B),
de acuerdo a la ec.(1.101), podria tener los mismos eigenvalores

E:m—;y(i)s-B, (1.103)

y dado que m = m, entonces se tiene que g = g. Para la prueba de la igual-
dad de la vida media, 7 = 7, se puede recurrir a la ref. [13].

1.6.1. Paridad &G

Es 1til definir una generalizacién de la conjugacién de carga que pueda
aplicarse a los piones cargados. Por ello se introduce el operador de paridad
GG, que se aplica también de entados de estados compuestos de n piones.
Se define como el producto de la conjugacion de carga por el operador de
rotacién de 180 grados sobre la componente de isoespin I5[9]

G = Ce '™, (1.104)

siendo 7, la matriz de rotacion segin el eje y en el espacio de isoespin. Para
un estado definido por |1, I3), el resultado de la rotacién a 180 grados es

e I = (—1)7BIT —I5). (1.105)

Si se aplica sobre el estado neutro del pién, que tiene conjugacién de carga
C(7°%) = +1, conduce a

G|r%) = —|7%, (1.106)
y se elige este valor también para los piones cargados. Estos no son propios
del operador C', pero con una eleccion de fase adecuada

Cln) = (=1)7%), (1.107)
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de modo que la Paridad G resulte la misma para el triplete de piones, es decir,
ademds de que se debe satisfacer la ec.(1.106), también se debe cumplir que

G|r*) = —|r%). (1.108)
Para un sistema de n piones, G = (—1)".

Con esta definicién se puede encontrar que la paridad GG esta bien definida
para un sistema de nucleén-antinucleén neutro como

GINN) = (=)+5+1 = O(—)", (1.109)
donde I, S e I son los niimeros cuanticos del sistema.

Hasta este momento solo se ha hablado de principios y conocimientos
bésicos necesarios para abordar el problema principal a tratar dentro de este
trabajo de tesis. En el siguiente capitulo se aborda de manera formal al
momento anémalo magnético del muoén, partiendo de la descripcién clésica
y describiendo cada una de las diferentes contribuciones a g — 2 del muon.
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Capitulo 2

Fundamentos generales de g — 2
muon

El momento anémalo magnético del muén es una de las cantidades me-
dida mas precisa en fisica de particulas. Las mediciones hechas con muy
alta precision mas recientes en Brookhaven revelan un a discrepancia de tres
desviaciones estandar, 30 en comparacion a la prediccién electrodébil en el
Modelo Estandar, lo cual podria darnos una pista para buscar contribuciones
aun desconocidas en fisica més alla del Modelo Estandar. Esto ha desencade-
nado numerosas especulaciones sobre el posible origen de una pieza faltante.
La incertidumbre dominante de la prediccién, causada por efectos de in-
teraccion fuerte, podria reducirse sustancialmente, debido a mediciones de
la seccion transversal hadrénica en aniquilaciones electron-positron a bajas
energias. Es asi, que esta seccion esta dedicada a presentar una actualiza-
cion del estado de mediciones de las diferentes contribuciones del momento
andémalo magnético, se discuten los efectos de polarizacién de vacio hadrénico
asi como se discuten brevemente y sin entrar en detalle de las contribuciones
de dispersién hadroénica luz por luz, las contribuciones dependientes de la
masa de los leptones involucrados y las contribuciones débiles.

2.1. Ecuacién de movimiento para un leptén
en un campo electromagnético externo

Los leptones cargados en primer lugar interactiian con fotones, y las co-
rrecciones radiativas fotonicas pueden ser calculadas en QED, la densidad

29
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Lagrangiana de interaccion esta dada por

LI (@) = ey A, (2.1)

wnt

el campo del fotén es parte de la dindmica pero tiene una componente externa
clasica A" [32], tal que

A, — A, + AZ“. (2.2)
La invariancia de norma requiere que
Afft — A;’f”t — Oya(x), (2.3)

con «(z) un campo clésico escalar, siendo asi fisicamente invariante. Para la
medicion del momento anémalo magnético de un lepton se tiene primero que
investigar el movimiento de una particula puntual relativista de carga Qe (e
la carga del positrén) y de masa m; en un campo electromagnético externo
Ag¥ (). La ecuacién de movimiento de una particula de Dirac cargada esta
dada por [36]

(770 + Qi7" (A, + A (@) = mue)ta () = 0, (2.4)

(Og" — (1 — € Horo") AL (z) = — Qe (z)y" 4y (). (2.5)

Se esta interesado en una solucién de la ec.(2.4), la cual puede ser escrita

como o0

. , e

i a—tl = < — ca(zhv — QZEA) — Qed + ﬁml02>wl, (2.6)
con f =17° a=1"%"y Arert = (d, A). Comenzando con la ec.(2.4), en la
representacion no relativista (pequenas velocidades), se tiene que separar la
fase del campo de Dirac, debida a la energia restante del leptén

iod 'mcz ~ (10
Yp=ve "' con = < X ) . (2.7)
Consecuentemente, la ecuacion de Dirac toma la forma
O -
ih—w = (H—mc*)y (2.8)
ot
y describe un sistema de ecuaciones acopladas
0
(zha — eq))c[; = co(p— EA)X
0
(ihg —ed + 2m02)x = co(p— EA)gp. (2.9)
c
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Para ¢ — oo se obtiene

1
— — —A 1 2.1
= 5 —o(p— A)p+0(1/) (2.10)
y asi
0 1 e 2
( i — e@)gp ~ o (J(p - EA)) 0. (2.11)
Como p no conmuta con A, se pueden usar las relaciones
(ca)(ob) = ab +io(a x b) (2.12)
para obtener
(a(p - EA>2 Cp-Ar-P5 B BorotA.  (213)
c c c

Esto lleva a la ecuacién de Pauli (W. Pauli 1927)

1

ma_ Hy = <2m

eh
——A d— —0c-B 2.14
o (=AY +cb— -0 Blp  (214)

El dltimo término tiene la forma de la energia potencial de un dipolo magnéti-
co en un campo externo. A el orden principal 1/¢, el leptén se comporta como
una particula la cual ademas de tener una carga tiene un campo magnético

p=-—0=—8 S=hs= % (2.15)

con S el momento angular. Por comparacién: el momento angular orbital se
lee:

Q

WL = glmL, L=rx P= —thr x V = hl, (216)

Horb =

y asi, el momento angular total es

9 L+ .8) =

Wi /LB<gll+QSS), (217)

Htot = M

donde
eh

2mec

i = (2.18)
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es el magneton de Bohr. Como un resultado para el electrén: QQ = —e, M =
Mme, gt = —1y g = —2. La expansion en 1/c puede ser hecha de manera
sistemdtica y resulta la Hamiltoniana efectiva' [37]

(p—<A)? pd

H = B<m62+ )—l—e@—ﬂ;—ﬂijca-B

2m  8m3c2
eh? eh )
—WdIVE — WU . [(E XPp + érotE)}
+0(1/c%). (2.19)

7 . . . 4 . . . Y . . .
Los términos adicionales son g3 originado de la cinemadtica relativista,
_eh?
8m?2c2

electrones-positrones y %m [(E X P+ %rotE)} es la energia de interaccién

divE es el término de Darwin como resultado de las fluctuaciones de los
espin-orbita.

2.2. Momento magnético y factores de forma
electromagnéticos

La razon giromagnética del muén esta definida por la razén del momento
magnético el cual esta acoplado al campo magnético y el operador de espin
en unidades de po = eh/2m,,c [28]

eh

— gums; gy = 2(1 + a’#) (220)

1
y como indicativo se tiene que la parte a nivel arbol, la teoria de Dirac predice
que gfLO) = 2, y la parte a orden superior, el momento anémalo magnético

1
a, = é(g —2). (2.21)
En general, el momento anémalo magnético de un leptén esta relacionado a

la razén giromagnética por

1
a; = ,ul/:uB —1= 5(91 - 2)7 (l = 67u77—>7 (222)
IPara estudiar el limite no relativista de una particula de Dirac en un campo externo,
el espinor de Dirac debe trasformarse al espinor de Pauli de dos componentes, uno tiene
que realizar una trasformaciéon unitaria apropiada , llamada transformacién de Foldy-
Wouthuysen, la cual para A, arbitrario no puede ser realizada en forma analitica.
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donde
eh

2mlc'

mup = (2.23)

En QED, la descomposicién relativista covariante de los elementos de matriz

(1™ (P2)136n (0) |1~ (p1))- (2.24)
viene dada por [59] [60]
,.Tliq:] #(PE}
u(p1)

Figura 2.1: Diagrama de Feyman del vértice electromagnético foton-fermion-
fermion ~vii.

2mg” w4
HleZVHFE(QQ)‘F(V“_ 7 )75FA(612)+W" 5

y . G
Fu(q?)+o* %%FD(QQ),

m

(2.25)

con Fg el factor de forma de carga eléctrica, con F(0) = 1, Fs es el factor
de forma anapolar o momento anapolar [39], el cual viola P y desaparece
en ¢> = 0: F4(0) = 0. El factor de forma magnético es Fy, da resultado al
momento anémalo magnético; a; = F,(0). Fp representa al momento dipolar

eléctrico(EDM), y viola C'P [40].

(2.26)

Uno puede escribir por lo tanto una Lagrangiana efectiva para el momento
dipolar con acoplamientos complejos

Lr- v 1 + V5 * 1- V5
£oM _E[Wu <Du L+ D )w] Fo, (2.27)
con 1 el campo del muon y
e N, €
ReDM = (Iu2mu, ImDM = dﬂ = EH%, (228)
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Asi la parte imaginaria de F;(0) corresponde a un momento dipolar eléctrico.
Con el avance en la comprensién y el manejo de la renormalizacién de QED
(Tomonaga, Schwinger, Feynman y otros), se hicieron predicciones inequivo-
cas de posibles efectos a ordenes més altos (diagramas a un lazo), y en particu-
lar para las principales contribuciones del momento anémalo magnético ? [41].

2.3. Prediccién del momento anémalo magnéti-
co del electréon (a.) en QED y determi-
nacion de la constante de acoplamiento
o

El momento anémalo magnético a; es justamente un numero, el cual co-
rresponde a un término de interaccion tensorial efectivo dado por:
AMM __ e uv
0Ly ——(z)o"™ E,, (z) (), (2.29)

4ml

con un campo magnético externo a bajas energias toma la forma de la energia
magnética (hasta un signo)

sLAMM _ gy o G g 2.30
eff H e’ (2.30)

Tal término, si esta presente en la Lagrangiana fundamental, estropearia la
renormalizacién de la teoria y contribuye a Fy/(¢?) a nivel drbol. Ademaés,
este no es un invariante de norma del grupo SU(2)r, porque la invariancia

de norma soélo permite acoplamientos minimos via derivadas covariantes, es
decir, términos vectoriales y vectoriales axiales.

Por otra parte, a. o a, pueden ser calculados con exactitud en la teoria
por expansion perturbativa en a de la forma

Z ™ (o))" (2.31)

2Equivalente a la expancién en lazos, niimero de lazos cerrados en correspondencia a
los diagramas de Feynman.
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La expansién es hecha en términos del nimero de lazos cerrados que existen
y contribuyen en los diagramas de Feynman, que se denotan por N. A dos
o mas lazos los resultados dependen de la razon de masas de los leptones.
Es indispensable considerar los efectos de interaccién fuerte, polarizacién de
vacio hadroénica (vap) y dispersién hadrénica luz por luz (Ibl), como también
se deben considerar los efectos débiles. Tipicamente, los resultados analiticos
para términos de orden alto pueden ser expresados en términos de la funcién
zeta de Riemann

=3 (2.32)

y de la integral polilogaritmica

S

Lin(z) = =D /0 ™ (tﬂf(l — 1) g - y o (2.33)

(n—2)! P

Es asi como la prueba mas rigurosa de QED viene de las mediciones a alta
precisién del momento anémalo magnético del electrén y el muén, a; = (g, —
2)/2, donde, para el caso del electrén, se tiene un valor [42]

a. = (1159652180,73 £ 0,28) x 1012, (2.34)

cuyos calculos han sido hechos hasta O(a®) tanto para el electrén [44] y
muon, que es el caso que nos interesa. A continuacion se presenta el calculo

y el resultado de la contribucién principal (contribucién de Schwinger) de q;
en QED.

2.3.1. Aproximacion de Schwinger

La contribucion universal de a; con un solo tipo de linea lepténica puede
ser descrito con reglas de Feynman, (ver la Fig.B.1, y Apéndice E) [41]. El
momento anémalo magnético debe ser extraido de la siguiente manera
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§u=p' P

k4 p k+p

Figura 2.2: Diagrama de Feynman del vértice que contribuye a Fi;(qg?).

d'k i(f+y+m) i(k+p+m —in,
= (—z‘e)3/ u'y” Kty +m) " it R 7*( - A)u, (2.35)
2m)t " (k+p)?—m? (k+p)?—m? k?
donde 7, es la métrica de nuestro espacio 4-dimensional, de esta forma, la
expresién anterior puede ser reescrita como:

d*k  Numerador
3
= — 2.
‘ / (27)* Denominador’ (2:36)
donde
Ntmerador = @'y"(k 4 p' +m)y*(k + p + m)vu, (2.37)
Denominador = [(k + ) — mﬂ [(k +p)? — mZ] K. (2.38)

Debido a que p,u y p/,u' son lineas externas, la particula esta en capa de
masa, es decir, p? = p* = m?, ademés, con ayuda de una forma particular
de la integral de Feynman

1 1 1—x _
— :2/ da:/ dylaz + by + c(1 — z — )] ? (2.39)
abc 0 0

3

el denominador puede ser re-escrito de la siguiente forma”,

1
Denominador

1 1—x
2 / dx / dy[k® + 2k - p'z + 2k - py] - (2.40)
0 0

3La integral de Feynman primeramente dice que el denominador debe ser escrito como
Denominador ™! = 2 fol dx fol_z dy[(k* + 2k - p')x + (K* + 2k - p)y + kK*(1 —z — y)] 3 una
vez simplificando se obtiene el resultado de la ec.(2.40)
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pero
(K + 2k - p'w+ 2k - py| = (k+ap' +yp)® — ®m? — y?m® = 2zyp - p' (2.41)
y debido a que
2p-p = —(p —p)* +2m* = —¢* 4+ 2m?, (2.42)
se tiene que:

[K* + 2k - p'z + 2k - py] (2.43)
= (k+axp' +yp)* — (2° + y*)m® + xyq® — 2m*xy,

haciendo un cambio de variable, sea k' = k + xp’ + yp, se tiene que

1 1 1—x s
— =2/ d dylk"? — 2,2 2173 9 44
Denominador /0 x/o vl (z+y)'m* + xyq’] (2.44)

Por otro lado, reescribiendo el nimerador en términos del cambio de variable
y haciendo la asignacién k&’ — k, se tiene que?

Numerador = @[ — 2fy"k —2[(1 — y)p — 2p/|*[(1 — 2)p — yp]
— 2mPy* 4+ 4m[(1 — 22)p + (1 — 2y)p]y"* |u (2.45)
Haciendo p = p' — q, ' = p + ¢, para poder usar las ecuaciones de Dirac®
u'y = u'm, pu = mu, (2.46)
de esta manera, el nimerador toma la forma
Ntmerador = @[ — 2§y —2[—(1 —y)¢ + (1 —z — y)m]y*
x [(1- :U)g + (1 — 2 —y)m] — 2m>4*
+ 4m[(1 = 22)p" + (1 - 2y)p]y* Ju. (2.47)

Note que el denominador es simétrico en z y y, por lo que solo se deberian
considerar las partes simétricas en x y y del nimerador, asi, sea

Ty=-2[ — (1—y)l—a)g"¢d+ (1 —z)(1 —z—y)my"¢
— 1=y —z—y)mg" + (1 —z—y)*>m* " | (2.48)

4]os términos impares en k son cero.
Srecordemos que las ecuaciones de Dirac para particulas de espin 1/2 son 4’ (p'—m) =0

y(p—m)u:O
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donde

(I—2)y"d—(1-y)r" — (2—x—y)%[v“ﬂ”]qu = (2—z—y)(ic")q,, (2.49)

y
W'g =" 2 dfu=d( —pu=0, (2:50)

y asi, la parte simétrica del nimerador es

T = —2[(1-y)(1—2)@*y +(1—a—y)2—z—y)m(ic" q,)+(1—z—y)*m*+*].
(2.51)
Por otro lado, la parte independiente de q es aproximadamente

(1-2z)p+(1—-2yp=(1—z—y)(p+1), (2.52)
pues
pH+p—2xp —2yp = pH+p—axp +ap—ap —2yp—z(p +p)
+ z(p+p)—ylp+p)+y@® —p), (2.53)

y se habia mencionado anteriormente que estaba en capa de masa. Por lo
tanto, el numerador completo simétrico queda:

Nimerador = —2u' | Fyp+ (1 —y)(1 —2)@®y + (1 — 2 —y)
X 2=z —y)m(io")g, + (1 -z —y)m*y"
+ m** —2m(l—z—y)(p+p)* Ju,  (2.54)

Ahora, escribiendo

vk = b kv iyt = %/\kQ'y””y“’y)‘ = —%kQ'y“, (2.55)
donde d es la dimension del espacio, utilizando la identidad de Gordon,
' (p+p')'u = a'ptu + @'ptu = 2ma' v u + i o' ug,, (2.56)
el nimerador se puede escribir como:
Ntumerador = —2u'[ — %k%“ + (1 —y)(1 — 2)g*y" + m>y*

+ (1 =2 —9y)*m*y* —4m*(1 — 2 — y)y*
- (I—z—y)(z+y)m(ioc")q, Ju. (2.57)
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Para este calculo en general, debido a que se quieren ver las modificaciones
a Fy(q?), se debe considerar tnicamente el término o**, por lo tanto, la
ec.(2.35) puede ser escrita como:

/dx/ dy/ d4k’“ 1—I—y)(w+y) (0“”q]u

(@ +y)m? + ayg?]”
+ (términos proporcionales a ’y”) (2.58)

pero

iA = (—ie) (2_—ni)u'0“”uql,FM(q2), (2.59)

por lo que se puede identificar

(1—z—
Fy —86m2/ dm/ dy/ vy +y) .
— (z+y)2m? + 2y?)”

(2.60)

Por otra parte, se puede calcular que (ver apéndice D)

/ ¢k 1 2/ k-1 TrE-2)
(2m)4 (k% — a?)? 2m)* (k2 —a?)®  (4m)2T(2)T(3)  32m2a?’
(2.61)

donde kg se obtiene haciendo una rotacion de Wick (ver apéndice B), asi

Fu(q?) — / / (1-z—y)(z+y) (2.62)

47r2 (z +y)?m? — zyq®’

donde, el resultado interesante a determinar es Fi/(0), es decir

Fu(0) = 1 / dx / 1;_9“;;;’) (2.63)

la cual, para resolver se debe notar que

(I-z-y) _ ! z
/dm/ ary /()dxdydzé(a:+y+z—1)1_z

1 1—2 1
= / dz/ dx :/ dz z
0 0 0

(2.64)

N | —
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. 2 .
y como la constante de acoplamiento a = -, se tiene que

62 «

Fy(0) = g5 = 5 (2.65)

Por lo tanto, el momento magnético es aproximadamente igual a

p=S(14 ), (2.66)

2

donde las correcciones cuanticas o andmalias vienen dadas por

1 o
Z(g—2) = — 2). 2.
50 -2) = o=+ 0(c?) (267
1 2) 3)
Wiy Sey z 7
i) 8) 9)

Figura 2.3: Los diagramas del 1 —7 representan las principales contribuciones
a segundo orden para a;, mientras que el diagrama 8 representa la correccién
ligera y el diagrama 9 la correccién pesada dependientes de la masa

Por otra parte, existen contribuciones a ordenes superiores, al aumentar
el nimero de lazos con un solo tipo de linea fermiénica, las contribuciones
son proporcionales a potencias de «/2m. Para las contribuciones a dos lazos,
Fig.2.3, a g—2, la contribucién principal viene dada de los 6 primeros diagra-
mas, mientras que las restantes son consideradas contribuciones dependientes
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de la masa cuyas contribuciones son de orden («/27)%. Como una especie de
regla se tiene que la contribucién a cada orden depende directamente del
numero de lazos, es decir, a tres lazos, la contribucién es del orden (a/27)3,
a cuatro es de orden (a/27)* y asi sucesivamente.

2.3.2. Contribuciones de QED dependientes de la masa
de los leptones

Como es demandado por el Modelo Estandar, los fermiones solo inter-

actuan via fotones u otros bosones de norma de espin cero, las correcciones

dependientes de la masa solo pueden ser mostradas a dos lazos via efectos de
polarizacién de vacio, Fig.2.4, y dispersién luz por luz, Fig.2.5

AN Ao A

) Lazo-e ) Lazo-u ) Lazo-T ) VP+VP

Figura 2.4: Diagramas VP de las principales contribuciones dependientes de
la masa en QED a g — 2 del muon.

Las correcciones internas para los lazos de e, ;1 y 7 son diferentes para
ae, a, y ar dado la diferencia entre cada una de sus masas [32], sin embargo,
los efectos viene dados por el lazo de polarizacién de vacio, el orden de con-
tribucién es de O(a?). Por otro lado, los diagramas dependientes de la masa
via dispersion luz por luz se muestran en la Fig. 2.5.

...lr. r:l.-

(a) LbL-e (b) LbL-p (¢) LbL-7

Figura 2.5: Contribuciones denominadas LbL dependientes de la masa.
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Existen mas diagramas de los diferentes lazos presentados anteriormente,
inducidos por las permutaciones de los vértices de los fotones sobre la linea
externa del muén. Recordar que los lazos cerrados de fermién con tres fotones
desaparecen por el Teorema de Furry. Para el caso de la dispersion luz por
luz, la contribucién a a,, viene dada a orden O(a?).

2.3.3. Contribuciones débiles

Las contribuciones de interacciéon débil a a, se deben al intercambio de
bosones de norma masivos, los cargados W= y el neutro Z, los cuales se
mezclan con el fotén via una rotacién por el angulo de mezcla débil Oy, y que
define al pardmetro de mezcla débil sin® 0y = 1 — M2, /M2.

¥ § g
s
H'r'_i" l_-!_ﬂ'
b % ', z

Figura 2.6: Diagramas de Feynman de las principales contribuciones débiles
a a;; diagramas en la norma fisica unitaria.

Lo mas interesante es lo que ocurre en el primer diagrama de la Fig.2.6,
el cual exhibe un vértice triple de norma no abeliano y la correspondiente
contribuciéon proporciona una prueba de la estructura de Yang-Mills invo-
lucrada. Por supuesto que no es sorprendente que el fotén se acople a al
bosén W cargado ya que esta dictaminado por la invariancia de norma elec-
tromagnética. Las contribuciones de los bosones de norma, hasta términos
insignificantes de orden O(m2, /M, ), estan dados por [32] [45]

aEW(W) = —\/iGFmiE
Z 1672 3’
PV (7) = V2Gpm? (=1 4 4sin®fy)2 — 5
z 1672 3 ’
2Grm? m?> _ m?
oV (H) =~ \[47:; g (2.68)
H H
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Las constantes fisicas que se necesitan para la evaluacion de las contribuciones
débiles, ademéds de la constante de Fermi, son [1]

Gp = 1.1663787(6) x 107> GeV ™2, (2.69)
el parametro de mezcla débil o dngulo de mezcla
sin® Oy = 0.23126(5), (2.70)
y la masa de los bosones de norma intermediarios

Mz =91.1876 £ 0.0021 GeV, My =80.385+£0.015 GeV. (2.71)

My =125.09+£0.24 GeV. (2.72)

, el resultado reportado para las contribuciones débiles y que contribuye a a,
es [46] [47]

abV =154+0.1x 107" (2.73)

Figura 2.7: Diagramas de Feynman a dos lazos en las correcciones electrodébi-
les asociado con el intercambio del boson Z y un fermién de sabor, donde el
acoplamiento axial viola paridad

Existen también las correcciones electrodébiles a dos o méas lazos. Los
diagramas que dan como resultado las principales correcciones son los que
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incluyen lazos fermionicos triangulares de la forma V'V A asociados con el
intercambio del bosén Z, Fig.2.7. Dado que estos diagramas no son de total
importancia en este trabajo, no profundizaremos en su anélisis ni en los
detalles de los mismos, para consultar algunos detalles ver ref.[28] [32].

2.4. Contribuciones hadronicas

Hay que distinguir tres tipos de contribuciones:

(i) La més sensible a los efectos hadrénicos es de orden O(a?) dados por la in-
sercion de la polarizacion de vacio en la linea interna del fotén, ver Fig.2.8(a).
(ii) Un orden de magnitud més pequeno pero aun relevante son las contribu-
ciones de polarizacién de vacio a orden O(a?), estos son representados por
diagramas a los que se les inserta un VP adicional, lepténico o hadrénico.

(iii) otra contribucién importante y quizé la mas problemadtica es la contri-
bucién luz por luz, representada en la Fig.2.8(b) y que entra a orden O(a?).

AN

(a) VP (b) LbL

Figura 2.8: Diagramas de las principales contribuciones hadrénicas a g — 2
del muén.

Formalmente, las contribuciones hadronicas son el resultado de remplazar
en los lazos a los fermiones por quarks, dado que los quarks interaccionan
fuertemente via gluones como lo describe la teoria de norma QCD y el grupo
de color SU(3).. Mientras que en el caso de las interacciones electromagnéti-
cas y débiles son débiles en el sentido de que permiten la expansién pertur-
bativa de las contantes de acoplamiento, las interacciones fuertes son débiles
solo a altas energias como lo infiere la propiedad de libertad asintdtica, sin
embargo, la fuerza de las constantes de acoplamiento aumenta drasticamente
cuando uno se aproxima a bajas energias, lo que hace imposible estudiar los
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lazos de quarks.

Afortunadamente los principales efectos hadrénicos dados por polariza-
cion de vacio , pueden ser evaluadas con seguridad explorando la causalidad
(analiticidad) y unitariedad (teorema éptico) a través de datos experimenta-
les a bajas energfas. La parte imaginaria de la auto-energfa del fotén IT/ (s)
esta determinada via teorema optico por la seccién eficaz de la produccion
de hadrones en la aniquilacién electrén-positréon, ver Fig.2.9:

Ama 1

—Tm I/(s), (2.74)

O-(S)e‘*‘e—%’y*ﬁ\had -

S

H'yhdd (¢*) e aton (

(a) Teorema 6ptico (b) Hadronizacién de quarks

Figura 2.9: Produccién de hadrones a bajas energfas en la aniquilacién ete™

La contribucién hadrénica principal, representado en la Fig.2.8(a), tiene
una representacion como una integral de dispersion

0, — —/ 95 L e (s) e (s), (2.75)

S T

donde

K(s):/oldx (l-2) (2.76)

Como un resultado de la contribucién principal hadronica no perturbativa
Z“d puede ser obtenido en términos de R, (s) = ¢°(ete™ — v* — had) /422
via datos, de esta manera la integral de dispersién queda [48] [49]

2 a % 0o 2
azad = (am#) (/Ecut dS-R;l t<SgK<S) +/ dSRgQCDgS)K(S)
3T 2 S B2, S

™

), (2.77)

m

donde se a rescaldo el kernel K (s) = 3s/m2 K (s). El factor 1/s establece una
implicacién a bajas energias dado que la resonancia p — 77~ es dominante
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en la integral de dispersion. La evaluacién mas reciente para el orden principal
de ] es [47]:
ah*? = 692.6 £ 3.3 x 107" (2.78)

Las diferencias en los errores vienen directamente del manejo y utilizacién
de los conceptos de la teoria.

Es mucho més problematico el caso para las correcciones hadronicas re-
lacionadas con la dispersion luz por luz, dado que en este trabajo no son
de relevancia, se sugiere ver la ref.[50]. Asi, el valor de la estimacién de la
contribucién es de [52]

ar* @t =105 £2.6 x 107" (2.79)

2.5. Momento anémalo magnético del muon

Las mediciones experimentales en BNL por la colaboracién E821 [51] y
las predicciones del Modelo Estandar estan dadas por [47):

a®? = 11659209.1 £5.443.3 x 1071, (2.80)

m

asM(eTe™) = 11659180.3 £ 0.1gepsmw & 4.2504 & 2.6 15, x 10710,

w
ai™(r) = 11659195.6 + 5,804 £ 3.5050 £ 0.10pprpw x 1077

La discrepancia entre los valores tedricos y experimentales es

Aay, = a5 — ax™ = 288(63)(49) x 107 (2.81)
ac™® —axM(r) = (7.4 £9.2) x 107" (2.82)

El momento anémalo magnético del muédn recibe contribuciones de todas
partes del Modelo esténdar , y posiblemente de nueva fisica, es decir [53];
ay = a?FP + oW + @) + o}, Siguiendo por muchos afios los enfoques
de Kinoshita y colaboradores, las contribuciones de QED, es decir, todas las
contribuciones que incluyen fotones y leptones solamente son conocidas hasta

cinco lazos [54][55];
a?"P = 116584718.951(0.009)(0.019)(0.007)(0.077) x 10~

donde las incertidumbres viene de las masas de los quarks.
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Las contribuciones de las interacciones débiles son conocidas tomando en
cuenta hasta dos lazos [56]. Con la masa del Higgs conocida, su valor estima-
does a" = (153.6+1.0) x 107! [46]. Mientras que las contribuciones débiles
son negligentes comparadas con las contribuciones de QED, con la precision
actual de a;'?, esté tiene sensibilidad a este sector del Modelo Estandar . Su
incertidumbre es grande comparada con la de aSED , pero pequena compara-
da con la incertidumbre hadrénica.

Las contribuciones hadronicas estan divididas en la polarizacion del vacio
hadrénico (HVPS) y la llamada contribucién de dispersién hadrénica luz
por luz (HLbL)?. Ambas clases son dominadas por contribuciones de es-
pectros a bajas energias de resonancias hadronicas y no pueden ser calcu-
ladas con QCD perturbativa (pQCD). La contribucién de polarizaciéon de
vacio empieza en orden a? con una sola insercién de HVP a primer or-
den a un lazo en los diagramas de QED, el cual ha sido estimado usando
relaciones de dispersién y datos de secciones eficaces experimentales para
eTe™ — hadrones, a segundo orden (NLO®) y recientemente a tercer orden
(NNLO?). Por otra parte, las contribuciones HLbL entran a orden o, cuyos
valores son: a4t = 10.5 £ 2.6 x 10719 [52], a"*LO = 692.6 & 3.3 x 10710
[47]%, aZ“dNLéL = —9.87+£0.09 x 1071° [57], aﬁa NNLO — 124 £0.01 x 10710
[57], donde el resultado obtenido, al sumar las diferentes contribuciones es
[47]" 5™ = 11659181.7 £ 4.2 x 1077

La discrepancia en g — 2 ha inspirado a muchos intentos de formular
modelos de Nueva Fisica (NP), los cuales resuelvan g — 2 y otros rompe-
cabezas dentro del Modelo estandar, por ejemplo, extensiones supersimétri-
cas(SUSY), extensiones del sector de Higgs que por si sélo puede resolver
la discrepancia[58]. Muchos otros escenarios han sido estudiados dentro del
Modelo Estandar, sin embargo hasta el momento la discrepancia de a,, entre

6Hadronic Vacuum Polarisation por sus siglas en inglés

"Hadronic light bay ligth por sus siglas en ingles y donde algunos resultados estdn
dados en la ref.[50], donde se explican algunas de las principales caracteristicas

8Next-to leading order, NLO por sus siglas en inglés

9Next-to-next-to leading order, NNLO por sus siglas en inglés.

0Este resultado es tomado de M. Davier. Nuclear and Particle Physics Proceedings
287-288 (2017) 70-75, cuyo resultado tedrico final para a, se ve alterado solamente un
poco.

HEste resultado es diferente al tomado de PDG dado el valor teérico de M. Davier para
la contribucién hadrénica al orden principal, a0 = 692.6 & 3.3 x 10717, ver ref.[47].
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los resultados tedricos y experimentales no a sido resulta, este sigue siendo
un problema abierto en fisica de particulas elementales.

2.6. Funciones espectrales del 7 vs. datos de

aniquilacion ete”

En 1997 las funciones espectrales del 7 [61] llegaron a ser tan precisas que
en la medida en que el grupo de sabor SU(2)s en el sector hadrénico ligero
es una buena simetria, permitiendo obtener la parte isovectorial de la seccién
eficaz de ete™. La idea de usar los datos espectrales del 7 fue para mejorar
la evaluacion de las contribuciones hadrénicas aﬁ“d realizada por Alamany,
Davier y Hocker [62]. En principio, la parte isovectorial I = 1 de la disper-
sion ete”™ — had puede ser obtenida en una manera alternativa usando las
precisas funciones espectrales vectoriales de los decaimientos hadronicos del
leptén tau 77, 7 — v, + had los cuales son relacionados por una rotacion de

isoespin [62].

La parte isovectorial de o(ete™ — hadrones) puede ser calculada por
rotacién de isoespin, como 7’7~ — 777~ bajo la llamada conservacién de
la corriente vectorial (CVC) la cudl debe ser exactamente conservada. En
lo que sigue solamente se considerard explicitamente el canal dominante a
2m. La relacion que se busca deberia ser encontrada por comparacion de
los diagramas relevantes a ordenes bajos, Fig.2.10, que para el caso ee™ se
traduce en
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Figura 2.10: Decaimientos de 7 vs. aniquilacién e*e™: los elementos de ma-
triz hadrénicos involucrados (outm*7~]j/=1(0)[0) y (out7r07r*|J;M(0)|O> estan
relacionados por isoespin.

4o
tem ) = 7; vo(t), (2.83)
donde la funcién espectral vg(t) esta directamente relacionada con el factor

de forma electromagnético del pién FY mediante la siguiente relacién

o, =op(e

3
w(t) = 2= | 9P, (2.84)

donde B+, = AY2(t, m +, m,-)/t. Para el caso del 7 en

1dl’, _ % B 67| Voa|>?Sew B(T™ — vre™ 1)
fE@- o) = m2 B(t— = vy~ ")
t 2t
x (1 - W) (1 + W)v_(t), (2.85)

donde |V,q4| = 0,9752 +0,0007 [1] denota un elemento de la matriz de mezcla
débil de CKM y Sgw cuenta para las correcciones radiativas electrodébi-
les [63] [64]. Las funciones espectrales son obtenidas de las correspondientes
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distribuciones invariantes de masa. Los B(i) son los branching ratios. La
simetria (CVC) en SU(2) podrfa implicar

v_(t) = vo(t). (2.86)

Las funciones espectrales v;(t) estan relacionados por el factor de forma del
pién F'(t) por:

_ B

vils) = o

donde los f;(t) es la velocidad del pién. Las diferencias en el espacio fase de
los pares de piones estan dados en el factor relativo 52_ ,/62_ ..

[FL(6); (i=0,-) (2.87)

Antes de precisar la comparacion via la ec.(2.86) es posible tener en cuenta
todos los efectos de rompimiento de isoespin, los detalles son presentados en
las ref.[63][64] para el canal relevante 7w. La version mds correcta de la
ec.(2.86)[63] puede ser escrita de la forma:

Ko(t)1dUanp  Rip(t)
= 2.88
% [Kp(t)] it Sew (2.88)
con
G2 |Voa|*m? t\2 t o’
(e = G Uy Oy e T
y la correccién de rompimiento de isoespin'?.
1 ﬁg— + FV<t> 2
Ryp(t) = T , 2.90
) = G ® B | (9 (2:90)

la cual incluye las correcciones en QED (Gga(t)) debidas a la inclusién de

radiaciéon de fotones suaves y duros(integradas sobre el espacio fase) para
el decaimiento 7= — v 7% B3__ /B3, es la correccién del espacio fase
para la diferencia de masas 7% — 7%, Fy/(s) = FY(t) es el factor de forma de
la corriente vectorial neutra (NC) y f,(t) = F. es el factor de forma de la
corriente vectorial cargada (CC).

12En la ref.[63]



Capitulo 3

Proceso p~(d) = (p/)n"(p)y(k)
y los teoremas de bajas energias

La razon principal del estudio de estos procesos se debe a que el de-
caimiento V* — PTP? es el modo dominante de desintegracién del mesén
vectorial (fraccién de decaimiento ~ 100 %) [1]. El andlisis para las amplitu-
des y probabilidades de transicion de los decaimientos satisfacen una serie de
propiedades relacionadas con la estructura de la radiacion electromagnética
en los casos clasicos y cuanticos, algunas propiedades estan expresadas en
teoremas, comunmente llamados teoremas de Low [7] y Burnett y Kroll [§]
o de radiacion a bajas energias. Estos son derivados de la teoria cuantica de
campos de las particulas que intervienen en un proceso emitiendo un fotén,
tienen su analogo clasico en el hecho de que a grandes distancias (energias
pequenas de emisién del fotén, fotones suaves) la estructura de la radiacién
electromagnética estda determinada tnicamente por los multipolos de orden
més bajol.

3.1. Modelo de Dominancia Vectorial

Uno de los aspectos incluidos en el estudio de estados hadroénicos es la
interaccién del fotén y la materia hadrénica [65]. Esta interaccién es descrita
por el Modelo de Dominancia Vectorial, VMD?, teorfa propuesta por Sakurai
[66], basada en la teorfa de Yang-Mills [67] dentro del contexto de VMD asu-

ICarga eléctrica y momento dipolar magnético.
2Vector Model Dominance, VMD, por sus siglas en inglés.

51
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miendo que las componentes hadronicas de la polarizacion del vacio consisten
de mesones vectoriales neutros (ver fig.3.1), el cual es sélo una aproximacién
cuya regién de energias es valida para valores cercanos a las masas de los
mesones vectoriales neutros [68][69].

q
-,
¥ ~ ¥ V ¥
AN P Y R =

9
i) b

Figura 3.1: a)Contribucién a un lazo del propagador del fotén, conocido como
polarizacién del vacio y b) representa la contribucién hadrénica del fotén al
propagador del mismo.

Para describir la interaccion entre fotones y mesones vectoriales neutros,
Kroll, Lee y Zumino [70], incorporan VMD dentro del contexto de QFT. El
término relevante de la densidad Lagrangiana asociado con la interaccion

esta dado por:
e

Gy

conV,, =0,V,—0,V,yV, el vector de polarizacién del mesén vectorial neu-
tro, F* = gt AY — 0¥ A*, con A" el campo del fotén, Gy es sélo una constante
de acoplamiento entre el fotéon y el meson. Se asegura que el fotén no tiene
masa, la densidad Lagrangiana satisface la invariancia de norma [68] y esta
asociada con la implementacion de propagadores no lineales [71]. Otra den-
sidad Lagrangiana relevante, que forma parte de la segunda representacion
de VMD esta dada por:

Ly = Vi F. (3.1)

e/ M?
/ v 1 A/,
= VA", 3.2

vV GV o ( )
En contraste a la densidad Lagrangiana anterior, esta introduce un término
de masa imaginaria al fotén [68] [66] al sumar todas las transiciones vectoria-
les foton-vector a todos los ordenes. Por otra parte, no satisface la invariancia
de norma electromagnética.




3.2 Proceso no radiativo 53

En esta descripcion, se introduce la corriente electromagnética J5™ como

5 1
J" = ],?l + 5]:, (3.3)

donde j2 es la contribucién debida al campo isovector y 35 es la contribu-
cién debida al campo isoescalar [72].

Hasta el momento sélo se a hecho una revisién muy breve de las carac-
teristicas principales del modelo VMD, esquema que es necesario para los
estudios que se presentan dentro de este trabajo.

3.2. Proceso no radiativo

El decaimiento radiativo de un mesén vectorial cargado (V') en dos meso-
nes pseudoescalares (P y PY), denotado genéricamente por V+ — PP,
Como caso particular, se ha tomado el proceso p~(d) — 7 (p_)7°(po)y(k),
donde d, p_, po v k representan los cuadrimomentos respectivos a cada una
de las particulas y ademas, los cuadrivectores de polarizacion para p~ y v
son denotados por n* y " respectivamente. Por otra parte, la conservacion
de energia implica que d = p_ + po + k y que los cuadri-vectores de polari-
zacion satisfagan la condicion k - € = d - n = 0. En particular, los resultados
encontrados son aplicados a las observables asociadas a los decaimientos ra-
diativos p~ — 770, K*T — KTn% y K** — K%t~3. Algunos resultados
mas generales son presentados en la ref. [73].

En primer lugar, se analiza el proceso no radiativo p~ — 7~ 7%, el cual en
principio esta descrito por el siguiente diagrama de Feynman, Fig.3.2

3El otro tinico proceso de este tipo, cinematicamente permitido, es D** — D7t con
un fotén de energia miaxima E., ~ 5MeV, el cual serd dominada por bremsstrahlung
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 {p-)
P

rd

p(d)
"

e N WU(I—'»)

Figura 3.2: Diagramas de Feynman para el proceso no radiativo p~ — 7.

y cuya amplitud, en términos de reglas de Feynman, puede ser escrita
como

M=ign"(p— —po)u vy M =—ign™(p- —po)y, (3.4)

donde n* denota al vector de polarizacion de la particula p~.

Para calcular la probabilidad de decaimiento no polarizada, se promedia el
modulo al cuadrado de la amplitud sobre los estados de espin de la particula
inicial y se suma sobre las polarizaciones de las particulas en el estado final,
es decir:

— 1
MP =5 —— > IMP (35)

v+1
pol

y usando el hecho de que la suma de polarizaciones esta dada por:

v

- w44
Zn Y = + 7z (3.6)

pol

donde q es el cuadrimomento de la particula y M su masa, la amplitud al
cuadrado es:
dedP

7*(p— — po)alp- — Po)ﬁ< — g + W),
p

(M2 = (3.7)

1
3
con M, la masa de p~, asi, por conservacién de cuadrimomento, se tiene que
d? = ]\42 (p— +p0) =m? 4+ 2p_ - po + mg, donde m_ y myg son las masas
de los piones 7~ y 7¥ respectivamente.

Es facil ver que la amplitud al cuadrado, sumada sobre polarizaciones puede
ser escrita como:

]M2 (3.8)
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con A = 2% + y? + 2% — 2oy — 222 — 2yz.

Por otro lado, la diferencial del ancho de decaimiento una particula de
masa M decayendo a dos particulas 1y 2 [1], tiene la forma:

|p1|
dl’ = |M? A, 3.9
donde df) = d¢idcosf; = 4w es el angulo solido para la particula 1, y
211/2
lp1| = M)\[ , MQQ, J\n;%} = %)\1/2, de esta manera, el ancho de decaimiento
queda expresado como:
2\ )\3/2
T(p~ = n )= (3.10)
481
De esta expresion es facil resolver para g
487 (p~ — 7~ 70)
9 = Gprrw = y (311)
P \/ M, \3/2

y cuyos valores para cada una de las variables involucradas con bien conocidas

[1].

3.3. Proceso Radiativo

Debido a que el acoplamiento V' P* PV es de tipo derivativo, existen tres
contribuciones a V*+ — P PY% . Esto mismo ocurre para nuestro proceso en
particular p=(d) — 7~ (p)7°(p')y(k), cuyos diagramas de Feynman son dados
en la Fig.3.3.

3, T i T
! P
.E' .':1' ] o p /:f
5 0 = =
P —2—3 _ — et A
Y Y X,

Figura 3.3: Diagramas de Feynman para el proceso radiativo p~ — 7~ 70y.
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Siguiendo el procedimiento usual, se calcula la amplitud correspondiente
a los dos primeros diagramas y se fijara la contribucién del tercer diagrama
imponiendo la invariancia de norma electromagnética a la amplitud total. De
esta manera, se obtiene una amplitud que ademas de ser invariante de norma
es independiente del modelo que se usa para describir el proceso p~ — 7~ 7%y

7].

Antes de empezar, uno debe considerar el estudio del acoplamiento p~p~
presente en el primer diagrama de la Fig. 3.3 el cual, por analogia es de la
forma V'V~ que se describe a continuacion.

3.3.1. El vértice electromagnético V'V~

El estudio detallado del vértice electromagnético V'V no es presentado
dentro de esta tesis, solo se han tomado resultados importantes obtenidos
anteriormente en las ref. [74] [75] [76] dentro del contexto VDM. Sin embargo,
la analogia directa puede hacerse desde el contexto del Modelo Estandar, el
cual nos dice que tomando la densidad Lagrangiana asociada a los términos
cinéticos en la interaccién electrodébil mostrados en la sec.1.3, ec.(1.20) es

£ = —ZBMVBM,, - ZWWI . W/ (312)

ns

involucra dos posibles acoplamientos: YW*tW ™~ y ZW+W ™~ mostrados en la
Fig.3.4. El vértice electromagnético que involucra a tres particulas vectoriales
proviene de términos cibicos de la ec.(3.12), para identificar esos términos,
hay que reescribirlos en términos de los eigenestados de masa, es decir, el
término cinético esta dado por:
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W- w w- Wt
1 rad 5| =)
| i) ! il [T
k- I“-Lil.-ﬂ |"‘!-H-rh L = . Il_ib-'l T“'TJ ks
N N
-]
g 1 é A g1 % A
2 o 2
a) b

Figura 3.4: Diagramas de Feynman de los vértices a) YWW y b) ZWW | con
la convencién de momentos e indices asociadosr.

1 1
_Z(Fﬁy) — _§(aMAg — auAZ)gEGbCAMbAVC
= ig[(0. W, — O,WHWH W — (9,W, — 0,W, )W+ "3
1 - - v
+§(8MW5’ — Q,WH(WHWY™ —WH W), (3.13)

con a,b,c = 1,2,3. Al insertar W2 = Z, cos by + A senfy y g = g en
la expresién anterior y simplificando es facil obtener las expresiones para los

vértices:
YWHIW™ = ie[g" (k- — k)N + g M (=g — k) + g™ (g + k)], (3.14)
ZWIW™ = igcosOwlg" (k- — k)N 4+ g" (—q — k)" + g™ (q + k)],
(3.15)
cuyas convenciones en los indices y momentos se muestran en la Fig.3.4. Para
el caso del vértice dado en la ec.(3.14), la conservaciéon de momento implica
que ¢ =ky+k_,asi, ky =q—k_yk_ =q—k,, sustituyendo en la ec.(3.14),
se tiene que la expresion para el vértice toma la forma:
Dot = de[g" (k- + ky)* +2(¢"g™ — ¢"g™) + K g™ — k2 g™],  (3.16)

donde el subindice 0 indica que se trata de la funcién vértice a nivel arbol,
dado que la estructura del vértice es mucho més general [75] [76], sin embargo
gracias a las simetrias discretas [74] [75] [76] la estructura toma la forma dada
en la ec.(3.16)*. El orden de los términos en la ec.(3.16) estd asociado a la

4Fl estudio del vértice V'V ha sido estudiada a detalle a nivel arbol y a primer orden
(a un lazo) en las ref. [74] [75] [76]
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carga eléctrica, el momento dipolar magnético y al momento cuadrupolar
eléctrico respectivamente.

3.3.2. Independencia de Modelo. Teorema de Low e
invariancia de norma

El estudio adecuado de procesos radiativos se realiza en base a dos teore-
mas fundamentales (para procesos radiativos i — f 4 7): el teorema de Low
[7] y el teorema de Burnett y Kroll [8].

El Teorema de Low se puede enunciar de la siguiente manera: para cual-
quier proceso radiativo i — f + v, la amplitud puede ser expandida en po-
tencias de la energia del foton k, siendo el primer término de la expansion de
orden k!, el segundo orden k° y asi sucesivamente. Los dos primeros térmi-
nos de esta expansion estan determinados de manera exacta por la amplitud
del proceso no radiativo ¢ — f. Especificamente, la expansion en potencias
del foton es

M(i = f+7) = T+ aok® + ark! + ask® + . (3.17)

Los valores de av_1 y ag son unicos una vez que se conoce la amplitud del
proceso no radiativo y se exige que cumpla la invariancia de norma electro-
magnética. En este sentido se dice que los términos av_;1 y ag son independien-
tes del modelo que describe el proceso radiativo. Las contribuciones de orden
k= y kY se deben exclusivamente a la emisién del fotén desde las particulas
externas cargadas, éstas contribuciones definen la llamada amplitud de Low
[7]
a_1 0
MLow = T + Oé()k’ . (318)
Los términos de orden superior a k° tienen su origen en la emisién del fotén
desde los estados inmediatos y por lo tanto se dicen que son dependientes del
modelo que se emplea para describir el proceso.

Tomando en cuenta lo anterior, el proceso radiativo p~ — 7~ 7%y, consi-
derando las implicaciones del teorema de Low , el vértice electromagnético
dado en la ec.(3.16) y las respectivas reglas de Feynman, las correspondien-
tes amplitudes de los dos primeros diagramas de izquierda a derecha en la
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Fig.3.3, pueden ser escritas como

i

g+ %da
My = —ieg(p = p)a (%)
x[(d+ d)ugow + 2(kugup — KoGu)Muco, (3.19)
y .
My = —Qieg]%p’ -1, (3.20)

donde g es el acoplamiento en VTP*P? cuyo valor puede determinarse del
decaimiento p~ — 7 7%; el primer factor en la ec.(3.19) y ec.(3.20) regular-
mente se asocian a las cargas eléctricas de p~ y 7~ en unidades de e, mientras
que el segundo factor en la ec.(3.20) se asocia al momento dipolar magnético
de p~ en unidades de e/2M. Por otra parte, en laec.(3.19),d = d—k = p+p'.
En la amplitud M; no se ha incluido la contribucién al momento cuadrupo-
lar del p~ dado que términos de este tipo contribuyen a ordenes mas altos en
k los cuales pueden demostrarse que son dependientes del modelo [7] y para
este no es necesario tomarlos en consideracion.

La amplitud M; se puede dividir en una contribucién de tipo eléctrica,
M., y una tipo magnética,M;,. La amplitud total del proceso puede ser
escrita como:

M :M18+M1M+M26+M3 (3.21)

donde M3 corresponde a la amplitud del diagrama 3 de izquierda a derecha.
El subindice e en Ms se debe a que el segundo diagrama contiene solamente
radiacién debida a la carga eléctrica de 7.

Imponiendo la condicién de invariancia de norma sobre la amplitud total,
es decir

kMM, =0, (3.22)

se obtiene que la contribucién del tercer diagrama es:

2 _ 12
Mz = z'eg( -1+ %)n - €. (3.23)

A esta amplitud se le llama término de contacto, debido a que corresponde a
la interaccion de contacto entre cuatro campos. Sin embargo, para este caso
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se considera la simetria de isoespin, es decir m? — m? = 0, de esta manera

la amplitud para el diagrama tres queda dado por:
Ms = —iegn - e. (3.24)

Finalmente, la amplitud total invariante de norma electromagnética viene
dada por

U
pYa

. —Ypa +
M = _Zeg(p - p,)Oé <C;——]\4]\242> [(d + d/)ugplj + 2(kugup - kPgMV)]nMEV
, —2ieg}%p/ -m —iegn - €. (3.25)

La ecuacién anterior puede ser rescrita de la siguiente manera:

P e R v

vk d-k d-kp-k Dk
. 2p - k
—Zege-n(Q— W)’ (3.26)

la cual es de la forma M = a_1k~! + apk?, en acuerdo con el teorema de
Low [7]. Por tanto, la ecuacién anterior para la amplitud es conocida como
amplitud de Low. Es interesante notar que los términos de orden k~! provie-
nen exclusivamente de la emision del fotén por las cargas eléctricas de p~ y
71—, mientras que los términos de orden k° estdn asociados a la radiacién por
el momento magnético de p~ y la interaccion de contacto.

3.3.3. Interferencias radiativas. Teorema de Burnett-
Kroll

El teorema de Burnett y Kroll [8] es una extensién inmediata del teorema
de Low y que se piensa establece que para cualquier proceso radiativo i —
f+~ la probabilidad de decaimiento parcialmente polarizada se puede escribir
en potencias de energia del fotén como [77] [78]:

. 2 6—2 0 2
> MG = f+7)] =3 + Bk + Bkt Boh® + . (3.27)
spini,f
donde se observa que la expresién no contienen términos de orden k7!, el
cual resultaria de la interferencia de los términos de orden k=' y k° de la
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amplitud de Low. Este resultado fue demostrado explicitamente por los au-
tores de la ref.[8], en el articulo original, los autores muestran que el término
de orden k! no aparece en la interferencia entre los términos de carga y
electromagnéticos [8] solamente. Sin embargo, para este resultado se muestra
que la hipétesis antes mencionada para la probabilidad de decaimiento es
valida.

La probabilidad de transicion correspondiente a la amplitud de Low, su-
mada sobre polarizaciones del mesén p~ esta dada por [74]

2 _ 2p-e*_d.e*2 ﬁm/Q N - _2p.k
%%IM\ = (0’| =T O )~ (eoe (2= 7).
(3.28)

donde \(x,y,2) = 2 + y* + 2% — 22y — 202 — 2y2.

La probabilidad de transicion de la ecuacién anterior satisface el teorema
de Burnet y Kroll [8] [73], el cual en principio establece que no deben de
existir términos de O(k™!) en la probabilidad de transicién. La razén para
tal ausencia es de tipo fisico y se puede comprender si se hace una analogia
con la radiacion multipolar en electrodinamica clasica, esto es, la razon de
emision de radiacién por diferentes multipolos no presenta interferencia.

Con esta idea en mente, es momento de llegar al problema principal, es asi,
que el capitulo siguiente se hace una descripcion del modelo independiente
del decaimiento radiativo del leptén tau a dos piones, estudiando los efectos
provocados por las correcciones electromagnéticas y su contribucién a a,
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Capitulo 4

Contribuciones hadroénicas y
correcciones radiativas a g — 2
del muodn

Es bien conocido que, en el limite de la simetria de isoespin, la hipdtesis
de la corriente vectorial conservada (CVC) relaciona las funciones espectrales
del decaimiento 7, y de la aniquilacién ete™ — w77~ la cudl se obtiene a
partir de los datos de la seccién eficaz. De esta manera, las mediciones del
decaimiento 79, y la aniquilacién ete™ — 77~ ofrecen un panorama para
probar la hipdtesis de CVC con gran precision. Estrechamente relacionado
con este punto, los datos de decaimiento 79, se puede emplear para calcu-
lar (via la hipdtesis de CVC) la contribucién de la polarizacién del vacio
hadrénico al momento anémalo magnético del muén a,, [51] y sus respectivas
predicciones tedricas, la cual es la principal fuente de incertidumbre, de esta
contribucién el 73 % se debe al estado final de dos piones.

Las mediciones de las observables del decaimiento 75, se han realizado
con muestras de alrededor de 10° — 10% eventos, provenientes principalmente
principalmente de los experimentos CLEO y ALEPH. Los experimentos re-
cientes en las fabricas de mesones B (BABAR y BELLE) han alcanzado una
enorme estadistica en eventos del 7 [79] [80] [81], alrededor de 10° pares 777,
Por esta razdén, mejoras significativas en las mediciones del decaimiento 7o,
son esperadas, ya que se espera que los errores estadisticos se reduzcan de
manera considerable. En este escenario, las correcciones radiativas se vuelven
indispensables por lo menos a O(a).

63
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4.1. Decaimientos lepténicos del 7

Los decaimientos de los leptones cargados , =~ y 77, son representados por
los diagramas de Feynman mostrados en la Fig.4.1, los cuales son producidos
mediante el intercambio del bosén W™ con la fuerza asociada en el Modelo
Estandar con las interacciones de carga-corriente:

Figura 4.1: Diagrama de Feynman para p~ — e ov, y 7~ = 1, X (X~ =
e Ve, )l Uy, du, sU).

»Ccc = { Z VZ/V 1 _75)l+u’7 (1 _’75)(Vudd+ Vuss)} + h.c. (41)

2f

El momento transferido trasportado por el intermediario W~ es muy pequena
comparado con My, . Por lo tanto, el propagador vector-bosén se encoge hasta
cierto punto y puede ser aproximado adecuadamente a través de una inter-
accion local de cuatro fermiones gobernada por la constante de acoplamiento
de Fermi Gr/v/2 = ¢*/(8M32,. Asi, la anchura de decaimiento lepténica [42]
esta dada por:

Gl’lml
1927 3

donde f(z) =1— 8z +8z% —2* — 122%logz y

L™ = on(y)) = f(mi /mi) (1 + 8gc), (4.2)

25 9 m?
o = |5 w+0(ﬁl2)]+... (4.3)

tomado en cuenta dentro de las correcciones radiativas de QED, las cuales son
conocidas a orden O(a?). Las masas de los neutrinos son tan pequefias que
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deberian de considerarse despreciables y () representa fotones adicionales
o pares de leptones los cuales han sido incluidos en d%.,. Las correcciones
electrodébiles a ordenes mas altos y la estructura no local del propagador
del W, son usualmente incluidos dentro de acoplamientos efectivos [42] [82]
[83]:

2 2 3 m? 9 m2 mé
2 =—9 ¢ AH1 L L A YeIL ] 4.4
n= v U A M sae ey oG ()

Debido a la masa del leptén 7, los estados finales que son cinematicamente
permitidos son: 77 — v;e U, T — UV TV, T — VpdUy TO — UpSU.
La universalidad de los acoplamientos a W, implica que todos estos modos
de decaimientos tienen amplitudes iguales, excepto por un factor adicional
Nc|Vil?, (i = d,, s) en el canal semilepténico y No = 3 el ntimero de color
de quarks.

4.2. Decaimientos hadronicos del 7

Dentro del Modelo Estandar, la matriz de amplitud para los decaimientos
hadrénicos exclusivos del 7, en este caso los decaimientos de la forma 7= —
H~v,, estan generalmente dados por [42]

Gr i
M= TQVCJKMwm — ys)urH,y, (4.5)

donde G es la constante de Fermi , VéjK a7 son los correspondientes elementos
de la matriz de CKM, y

Hy = <H‘<Vu - Au)fwaCD\O% (4.6)

es el elemento de matriz de las corrientes izquierdas que han sido evaluadas
en la presencia de interacciones fuertes de QCD. En términos de estructuras
de Lorentz, factores de forma hadrénicos, F; y de corrientes en QCD [17]

H, = Z(...)LFZ-(QQ, L) (4.7)

donde ()L representa las estructuras de Lorentz, por otra parte, las co-

rrientes son universales en el sentido de que son independientes de los estados



Contribuciones hadrénicas y correcciones radiativas a g — 2 del
66 muoén

iniciales.

Los tensores hadrénicos y leptonicos son definidos de la siguiente manera:

. . 22
T = - F 2 v
Zs,sfMM - (2 x 14 1> 2 Voror [ Huw L2, (4.8)

donde H,, es el tensor de corriente hadrénico, £/ lleva la informacion del
sector leptonico, los cuales se definen como:

Hw =H,H,, LM = ZZ_LT(Z, )V — 5wy, (I', 8y (1 — v5)u. (1, 8),

(4.9)

uno tiene de esta manera que el ancho de decaimiento queda definido como

2
dl’ = G

— WIV&MVEWH“H”WPS, (4.10)

donde dPS tiende a ser el elemento diferencial para la integracién del espacio
fase, con

LM HT =Y LxWy, (4.11)
X

donde Lx y Wx son las funciones de estructura definidos en el marco en
reposo lepténico y hadrénico. Las funciones de estructura hadrémicas, Wy,
pueden ser escritos en términos de los factores de forma, la componente
cinemética y el estudio de funciones espectrales o distribuciones angulares
que permiten reconstruir los datos. Su nimero depende de los estados finales,
empezando con 4 en el caso de dos mesones y 16 para tres.

4.3. Decaimiento 77 — 77 -

EL decaimiento semilepténico 7= — 77~ v, (7o, ) es un modo dominante
en los decaimientos del lepton 7. En la actualidad el valor promedio de la
fraccién de decaimiento experimental es B&P(m~7%) = (25,49 + 0.09) %[1].
Bajo la descripciéon de VDM, uno puede describir el decaimiento 7~ (p) —
7 (p1)7°(p2)v,(p3), ver Fig.4.2, mediante la amplitud escrita en términos de
reglas de Feynman como
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e (pa) LT (p1)

" (p) “s, #%p2)

Figura 4.2: Diagrama de Feynman para el decaimiento 7= — 7~ 7%,

M= gmg,,vud%ngwq)u(pg)(l — y5)u(p), (4.12)

donde vVi=gq=pi+p2y

Dy (q) = (—t — ) (4.13)
p
Definiendo Gorn
f+(t) = —= (4.14)

V2(t — mg)
la amplitud puede ser escrita, en el limite de iso-espin m; = msy, de la si-
guiente manera:

M = — [ ()G rVaa(pr — p2) u(ps)ya(1 = 75)u(p). (4.15)

La amplitud invariante del decaimiento mas general de 75, puede ser calcu-
lado a traves del elemento de matriz con una Hamiltoniana efectiva H eAffc:O
entre el estado inicial 77 y el estado final v, 77 [77],

o GF Vud
V2

donde [* denota a la corriente leptonica definida como

MO(r=,7°%) = <VT7T_7TO|HeAf?:O T7) [“hq, (4.16)

= <y‘r‘ﬂ‘r’7a(1 - 75)7—'7-7) = ﬂ(pg, 3V)7a(1 - ")/5)u(p, ST)? (417)
y h® la corriente hadroénica,

he = (7 7°dya(1 — 5)ul0). (4.18)
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La covariancia de Lorentz establece que la parte vectorial de la corriente
hadroénica h, se puede parametrizar como

he = (1770 dyaul0) = f+(t)(P1 = P2)a + f-(£)(P1 + D2)as (4.19)
donde f,(t) y f_(t) son los factores de forma que dependen del cuadrado
del momento transferido ¢. Sus expresiones dependen del modelo particular
que se utiliza para describir al decaimiento 7,. Utilizando la simetria de iso-
espin, el factor de forma f_(t) es cero, de esta forma h,, sélo depende de f, ().

La probabilidad de transicién puede ser escrita de la siguiente manera

M = |f(OPCEVaal* (01 — p2)* (1 — p2)”
xu(ps)ya(l = 75)u(p)u(p)yo (1 — 7s)ulps)- (4.20)

Cinemdticamente |M|* esta completamente caracterizada por dos varia-
bles , t = (p1+p2)? y u= (ps+ pg)2 definidas como los cuadrados de la masa
invariante del sistema de dos piones y del sistema v, — 7° respectivamente,
asi

donde

2

DT (t,u) = 2u® —2(m2+m2_+m?2 —t)u—{—%(mz —t)+2m2- —m2,. (4.22)

donde, para un decaimiento a tres cuerpos se tiene que [1]
W= (Byt Ba) — (B} —m}— /B —md,
W= (Bat By — (B —m3+ /B —md, (4.23)

al tomar el limite de isoespin, Fy = v1/2 v E3 = (m2 — t2)/2V/t. Asi, el
dominio de las variables t y u esta dado por:

R = [(me- +mq0)® <t <m2;u (t) <u<ut(t)], (4.24)
donde las funciones u* estdn definidas por
u(t) = %(Z(mi +m2, — )t — (m2 —t)(t +m2 —m2,
—(m2 = AV (t,m?_, m2)) (4.25)
ut(t) = %(Q(mi +m2y — )t — (m? —t)(t +m2- —mZ

+(m2 = )AV2(t,m2_ m? ) (4.26)

T 70



4.3 Decaimiento 7~ — 7 7 v, 69

Al graficar R uno obtiene la regién fisicamente accesible para t y u en el
decaimiento 75, la cual se muestra en la Fig.4.3.

u [GeV?]

t [GeV?]

Figura 4.3: Espacio fase del decaimiento a tres cuerpos 7= — 7 7'v, en

términos de t y u [77].

y dada la definicién del ancho de decaimiento para tres cuerpos [1]

1 1

I’ =
(2m)3 32m3

|M|2dtdu, (4.27)

uno encuentra al integrar sobre u que

ar GEm3|Vyal|? Am?2\ 3/2 £\2 ot
o TR L (1= ) T (1 ) (1= SO0 (42
dt 38473 ( / 2 iz )M+ (OF. - (4.28)

En ciertos modelos de CHPT, la parametrizacion del factor de forma [63] es
de la forma ) )
fe(t) = m2DH (t)exp[2H e (t) + Hycc (1) (4.29)

con D,(t) = m2 —t —im,L,(t) y Hpp(t) son estructuras que dependen del
modelo CHPT, ver ref.[63]. Por otra parte, la parametrizacion del factor de
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forma del pién en VMD, el cual es usado de aqui en adelante incluye la
contribucién de las resonancias de los vectores p(770) p'(1450) y p”(1700)
78] [88],

1

fi(t) = 1551,

[BW,(t) + BBW(t) + vBWy (t)], (4.30)

donde BWy (t) han sido propiamente normalizados (BWy(0) = 1) como
funciones de Breit-Wigner:

2
my

BWiy(t) = (4.31)

m%/ —t— Z‘mvrv(t)’
Las anchuras de decaimiento de los mesones p’ y p” son tomadas como cons-
tantes, mientras que la contribucién de la resonancia dominante p(770) puede
ser tomada dependiente de la energia.

Por dltimo, la grafica de dI',, /dt, en términos de la masa invariante de los

piones t, Fig.4.4, este se comporta justamente como se esperaba y muestra
en RUI,

ne12 —
& 15012 —
SE-1s —
- i
a i
)
o ]
- i
B ez -
—
- -
v —
E _|
T
ﬂ 5E-13—
I}_lll|||||||||||||||||||||||||||||||||
0 05 1 1.5 3 35 3 2.5
t[GeV?]

0

Figura 4.4: Espectro del decaimiento no radiativo 7~ — 7~ n°v, en términos

de t.
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4.4. El decaimiento radiativo 7= — 7 7'v,.y en
VMD

El decaimiento hadrénico 7~ (p) — 7 (p_)7°(po)v(q)v(k, ¢€), se enfoca
Unicamente en las correcciones radiativas electromagnéticas reales del decai-
miento 7o, debido a que los experimentos actuales no son capaces de dis-
tinguir entre el decaimiento 7o, y el decaimiento radiativo 7= — 7 7lvy
(T2z+), bajo este contexto, los experimentos actuales observan el decaimiento
inclusivo Tox(y) = Tor + Tory, los cuales, en principio, son procesos diferentes
ya que cinematicamente el primero se trata de un decaimiento a tres cuerpos
y el segundo un decaimiento a cuatro cuerpos. En VMD, los diagramas de
Feynman que contribuyen al decaimiento 7o, son once, ver Fig.4.5, de los
cuales cuatro nos dan la contribucién independiente del modelo, mientras
que los restantes, reciben contribuciones adicionales a los que se denominan
dependientes del modelo. En los diagramas de (a) — (d), el estado hadrénico
final se produce inicamente por medio de la resonancia vectorial p~(770), en
consecuencia, la amplitud de cada diagrama puede ser escrita en términos
del factor de forma f, (). La expresién de dicho factor de forma esta fijo una
vez que se conoce la amplitud del decaimiento no radiativo, en ese sentido se
dice que la contribucién de los diagramas (a)-(d) es independiente del modelo.

Los diagramas (e)-(k), en cambio, reciben contribuciones adicionales de
los mesones vectoriales w(782), axial a1(1260) y el pseudoescalar 7, y en ese
sentido se dice que estas contribuciones son dependientes del modelo. Se ne-
cesitan construir las amplitudes de cada uno de los diagramas con las reglas
de Feynman correspondientes, en principio se deben de sumar las once con-
tribuciones para obtener la amplitud total.

El vértice electromagnético p=*(p)p~?(p')7°(k) se describe de la siguiente
manera [91]

Io* =de(p+p)°g° + B(0) (K goa — k*g%) + p*¢° — pPg™,  (4.32)

donde 5(0) = 2 es el momento dipolar magnético del mesén p~(770); las
predicciones del Modelo Estandar caen dentro del intervalo 1.8 < 5(0) < 3.0
[92]. Ademas, se puede comprobar sin dificultad que le vértice y el propagador
satisfacen la identidad de Ward definida [91]

ks = [iD°9(p)] o i) - (4.33)
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b

iy

(a) () (c)

T L

i

Figura 4.5: Diagramas de Feynman que contribuyen de manera importante
en el decaimiento radiativo 7o.,. Los diagramas (a)-(d) dan la contribucién
independiente del modelo, mientras que los diagramas (e)-(k) dan las contri-
buciones dependientes del modelo.

de esta forma, en principio la amplitud de cualquier proceso radiativo que
involucre este vértice y propagador es invariante de norma. La expresion para
los propagadores se tomara como

uy o ptp”
g m2, —immlm )

2 —m2, +im,l,

DY (p) = —'(p (4.34)

De acuerdo a las reglas de Feynman, (ver apéndice E), las amplitudes de los
diagramas (a)-(d) que constituyen la parte independiente del modelo de la
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amplitud total, pueden ser escritas como:

eGrV,
M@ = @%gmgp(p- — po)xD**(p— + po)
_ 1
XU(q) 1y (1 — 75)m€”7uu(p) (4.35)
eGrV, , o
Mp) = %gmgp(pf — po)aD"(p— + po) I
Xeo DX (p — @)l (4.36)
.eGFVud p— - € A
My = =75 gpmgpm(p— —po+ k2D p — )l (4.37)
eGrV,
Ma = —z%gpmgpe,\ka(p —q)ly. (4.38)

Por otra parte, la parte dependiente del modelo surge de las amplitudes de
los diagramas (e)-(k) y pueden ser construidas de la misma manera que el caso
anterior, sin embargo, para el propdsito de este trabajo, se necesita fijar de
manera adecuada la parte independiente del modelo dadas las discrepancias
existentes bajo diferentes modelos para la amplitud de Low en VMD y CHPT.
En VMD se ha hecho anteriormente una descripcién de todos los diagramas
anteriores [77] [78] [89] [90] mientras que en la descripcién quiral, la amplitud
es obtenida a partir de una Lagrangiana efectiva a bajas energias [63] [64].

Antes de continuar con el calculo de la amplitud, se necesita calcular
las expresiones para los factores de forma con lo que es necesario analizar
los detalles de los diagramas, por un lado, las amplitudes M) y M se
deben a la emision del fotén desde las particulas cargadas 7= y 7, estas
amplitudes en principio contienen los términos de orden k!, y por lo tanto
son singulares infrarojos de acuerdo al Teorema de Low [7], a partir de esto,
existe una correspondencia para determinar el factor de formal, [77] [78],

GpGprn V2m?
J+(t) = = ~ .

m2 —t—im,l,(t)  m2—t—im,l,(t)’

(4.39)

lo cual resulta redundante ya que se supone que el factor de forma es tinico
una vez que se conoce la amplitud del proceso no radiativo 7o,. Sin embargo,
es conveniente suponer que el factor de forma esta definido de esta manera,

La estructura del cdlculo del factor de forma es mucho mds general, ver ref. [63] [64]
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ya que las reglas de Feynman lo dejan perfectamente definido, sin embargo,
la parametrizacion que se hizo anteriormente para el factor de forma es la
que se va a utilizara mas adelante.

4.4.1. Amplitud de Low e invariancia de norma

Hay que tener en cuenta ciertas consideraciones, por conservacion de mo-
mento p — g = p_ + pp, definiendo algunas cantidades extras para facilitar la
notacion, sea ky =p—q=p_+po+k Q=p_+py=k_y Q=po—p-_,
las amplitudes (a)-(d) pueden ser escritas en una forma simplificada. Por un
lado, para la amplitud M), el término

1 _ (P kA mafulp)  2p-e—J

= = 4.4
p—k—m, p*—2p-k—m?2 —2p-k (4:40)
la amplitud M,y queda definida como:
eGpVid ~ A p-e€
o = i——2g DX*Mk_)—I
./\/l( ) ] \/5 9p gpQ/\ ( )p AR
eGgV, - ~
O QD g (L~ 3a) ) (441

V2

donde la corriente lepténica esta definida como @(q)y, (1 — vs5)u(p) = Iy
Por otro lado, Y4 (1 —v5) k¢ = 7y (1 —75) (ka€y — €aky — k - €Gay + ik ' 3ap,),
ademas k-e = 0, la amplitud M) queda determinada de la siguiente forma:

2p - k

. C - p-e
M@ = Zﬁgpmgkaka(k—)mlx (4.42)
1

C - )
—Z—gmrwgpQ/\DX)\(kf)—(kaEx — €aky + Zkﬁeuexaﬁu)lx

V2 2p - k

donde se ha tomado C' = eGrV,4 v se puede ver que el segundo término de
la ecuacién anterior es invariante de norma por si mismo.

Las amplitudes M), bajo el mismo criterio queda definida como:

C o v apy
My = —EgpmrgpQAD Mk )T e DX (K y ), (4.43)
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" es el vértice electromagnético V'V, al aplica la propiedad de invariancia
de norma se tiene:

koL = g" (ks + k) - k — VK, — E*EY, (4.44)
y por conservacion de cuadrimomento, k =k, — k_:
kDM = g (ky + k) -k — ELKY + KEEY. (4.45)

Por otra parte, la identidad de Ward garantiza que

- -1
BT = [iD" (k)| = |iD™ (k)] (4.46)
donde en forma genérica el propagador inverso es [D’“’(q)}_l = z'(g‘“’(q2 —
m?) — q“q”), entonces

R = g = g R (4)

y sustituyendo k; = k_ + k, usando el hecho de que k; - k = k_ - k y dado
que k - k = 0, se obtiene la expresion

karauu — guV(k+ + l{?_) . k; — kiki + kﬁki (448)

definida anteriormente. Por lo tanto, la identidad de Ward para el vértice
V'V~ esta relacionada directamente con la invariancia de norma.

Ahora, la amplitud M), tiene la estructura e,I'**”, al tomar la expresion
del vértice V'V~ resulta que:

el = (9" (ky + ko) - e+ 2(RH — EY) — "kl — €'ky) (4.49)

donde sélo el término 2(e"k* — ¢"k¥) es una estructura invariante de norma
por si sola cuando € — k, sin embargo, los términos restantes no lo son. Para
garantizar la invariancia de norma explicitamente de My, la amplitud M),
en particular el término €, debe ser rescrito de la siguiente manera

P gw/<k+ + k:_) e — Eyki L Z(EVk;# — E“k’/) (4.50)

ki -e ka.Ek"ki—i—k_.ek“ki—k_.e
ky -k

ke -k

+ kyki — kﬂki

k_-k k_ -k

ademas, dado que ky = p_+po+ky k- = p_ + po, bajo la condicién de
que k -k =k-e =0, se tiene que ky e = k_-ey ky -k =Fk_ -k Asi
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la expresién resultante de la ec.(4.50), una vez que se re-agrupan todos los
términos adecuadamente queda definida como

€M = g"(ky +Eko) e— ? k(/{:“k”—k”k‘”) (4.51)
+
ky-e N\, k_-e 5
I G L L oy S L

+ 2K — k)
(4.52)

donde es facil darse cuenta que cuando ¢ — k, resulta explicitamente la
identidad de Ward definida anteriormente en la ec.(4.48). Asi, la expresién
para la amplitud M) queda definida como:

C - k. -€
= — ——=Ypnrrw DV)\ k_ (K k_)-€— + k#ky — k#kv
M ﬁgp 9p@x (k-) [ g (ks +k-)-€ k‘+-k( +h+ - —)
+—(:*;M—ejw+(:'éw—dﬁw
Jr .

+—ﬂ8M—dWﬂDW%QQ
(4.53)

Las amplitudes restantes son mas sencillas de escribir, por un lado, M,
queda definida como:

C o

M(c) \/§gp7r7rgpp

( Q + k) DX (k)1 (4.54)

y por ultimo, la amplitud del término de contacto (ver apendice ?7?), esta
definida como:

C
M = =i matyer D k) (455)

Por lo tanto, My = M) + M) + M) + Mg, reescribiendo y acoplando
las diferentes partes que forman cada una de las amplitudes mencionadas
anteriormente se tiene una estructura completamente invariante de norma,
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la amplitud total M7 queda asi

C p-e
DX ) —
ﬁgpﬂwgpQA{ [p 2 (k ) ok
_DXA(k—)Qp . k<kaex - Eakx + /Lk GMGXQIBM)}ZX
¢ o VA " k}+ €
k-

H(mr - (e - )]

+{%€%“—e%¥ﬂ}DM%hQQ

C p_
= pmno( Tk = &) DX (k)1 4.56
T50mmntn ([ okr = 62 DYkl (456)
donde es facil checar e identificar que cada estructura que conforma la am-
plitud total es un invariante de norma, asi, en principio, cuando ¢ — k en la
expresion para My, la invariancia de norma dice que kMp = 0, es decir

M Dﬂ@ﬂ

(Wi — k)|

+1i

EMr = i Q[P0 ) = DY) (4.57)

C _
50 QAD N () [0 (ks + ko) = KR + K2R | DYy )iy
donde el segundo término de la expresion anterior es exactamente la expresion
que define la identidad de Ward en la ec. (4.48) y que se relaciona directa-
mente con la diferencia de propagadores inversos definida en la ec. (4.46). En
términos de proyectores

pwhﬂiziwywﬁﬂkm%ﬂ

R — ) — K] (4.58)
donde T} = g" — ku y LYY = By kf , v asi, la expresién
pv ky-e By Wy
M= [ k) e R — )
k+ € 1% % 5% 2 uv 2
- kah;kpk+Thgk+L+%yk—kQ+L%+%+kj
k+-6 ny kj ]{j k} p,ka ;J,VkQ
- ;@.k{g (ki +K_) -k — LYK + L K2 (4.59)
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dada la conservacion de cuadri-momento, se tiene que k; = k_ + k y por
lo tanto ki - k = k_ - k dado que k- k = 0, entonces ¢g"'(ky +k_) - k =
" (2ky - k) = g" (k1 — k%), de esta manera, M puede ser rescrito como:

M= 1]?—12 [gw(k‘i —m?) = g" (k2 —m®) — (k* —m?) LY
.
—L’fm2 + L"m? + (k* — mQ)L’i”]
_ l]:;+ ]Z{ [(k-zr B mQ)TfrW _ mZLiV:| _ [(kz _ m2)Ti“’ _ mQL’i”] }
.
iM = %{ [D‘“’(l@)} o [DW(k,)] _1} (4.60)

con lo cual, gracias a la separacién adecuada de cada uno de los términos
en M, la invariancia de norma queda explicitamente demostrada, es decir,
de la ec.(??) resulta ser

EMyp = i%gpmgpQA { [ka(k‘—) - DXA(’@)}

[D“A(k_) - D“A(m)] }zx —0  (4.61)

Por lo tanto, nuestra estructura es por si sola es invariante de norma ya
que no se necesita hacer ningun tipo de aproximacién a ningin orden sobre
los propagadores y el vértice electromagnético. Como se habia mencionado
anteriormente que k. -k =k_-ky ky-e =k_-¢, es facil ver que la diferencia
de propagadores a nivel arbol para la misma particula dada solamente a
diferente momento, esta dada por:

- [D”V(k,)} oo i[g“”(2k:+ k) — R — k’k’], (4.62)

w v

D (k)]

Gracias a la relacién anterior, uno pude reagrupar todos los términos de M
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de la siguiente manera

Mp = i%gmwgp())\{ (::—Z - %)DXA(IC—) - (::Z - ﬁ: Z)DX)\(]{:-F)

(ka€y — €aky + ikﬂe“exaﬁﬂ)}lx

— DXL
( >2p k

fgmgp@m”(k ){('“ . e”)ki+(l,§‘ )R ]
[2 (e"kH — e“k”} DX (k4)l,

C p_-€ O
Egpﬂ'ﬂ'gp <p—k k)\ - 6)\> D (k+)lx (463)

De acuerdo a estructura de la amplitud M, uno de los principales obje-
tivos es separar la amplitud independiente del modelo determinada por el
teorema de Low [7]. Dada la definicién de los propagador y el factor de for-
ma en ec.(4.4) y ec.(4.4), respectivamente, se define un nuevo propagador en
términos del factor de forma como

+1

Xk‘)‘

T . k
DR (k-) = gp—ﬁDWk_) =i =g+

y ademads, el factor de forma f’ (¢'), donde t’ = k2, deﬁmdo por

) e

kx k2
D (k) = LD (k) = i( =g+ +f+> (4.65)

El factor g,-xg,/+/2 ha sido absorbidos dentro del factor de forma f, (t) = f,
y lo mismo sucede para f'(t') = f, cont = (p_+po)* =k yt' = (p_+po+
k)? = k3, de manera que la amplitud My = Mpi+Mpo+Mrpz+Mrpy+Mos,
donde

My = zc@{(k‘ = -2 D) - (’“'6 - VDY )

k_-k p-k ki -k p_-k
_ 1
Mpy = —iCQAD}</\(k3—)2]9—-k(ka€x — €aky + ikﬁe“ewgu)lx
_ k. -e€ k_-e€
e = o (e - e (g e orin

May = CQADP (ko) [2( k" — k)| DV (ky )l

Mzps = iC(ﬁ_'Zkk—eQD}“(kjL)lx (4.66)
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Al desarrollar los propagadores en términos de los factores de forma y
ademads al considerar la simetria de isoespin, por el teorema de Low [7] se sabe
que la amplitud independiente del modelo desprecia los términos superiores
de orden k y superiores sobre la energia del foton, asi, es facil ver la las
amplitud M7, no contribuye de alguna manera a la amplitud de Low, asi

Misor = {0~ @ (G5 - 15) + (@ - L5 (55 - 7))

+O0X2Q - kdf+(g 2—5‘ Z)}z (4.67)
Mussoy = %[(8 Ty ¢ )QQ © g poman R (4.68)
Mrspon = f+f+(g Z )(1——)Q><Q kL, (4.69)
o = [t~ (t-SOPE

donde se ha usado la expansion en Taylor para f (') = fi(t) + 2Q -

dfy (¢ i f d
k’f;—t() +..., excepto para M3, donde se usa una aproximaciéon “t5- = %.
p

Asi, al reagrupar todos los términos de manera adecuada, se tiene que la
amplitud de Low es:

MLOU; == Cf+L#( )G'LLQXZ +Cf+

QXL (Q7p—)€ulx

m;
+20£P0 kLyu(po, p-)e' Q¥ — C fre" Flu(p-)ly
+Cf [ - e“w@i—i T QJ%keuxaﬂe“Qakﬂ L
+C%Lu<@, Qe (1~ m%)@%@ kL, (4.71)
donde se han definido las estructuras
L,(a,b) = aa p bé“k, Fu(a) = g — Z“kk (4.72)

La amplitud de Low, que en principio es independiente del modelo, es necesa-
ria para la probabilidad de transicién del proceso radiativo 7., independiente
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del modelo. De esta manera, tomando la amplitud dada en la ec.(4.71), la
probabilidad de transicién ha sido calculada de la siguiente manera:

Mol = A*QXQ"Ly, + B*QXQ"Ly, (4.73)
+ 2ReABQXQ"L,, + 2ReAQXx| L,
+ 2ReBQx[ Ly + o[’ Ly,
donde A = C(f,L(p,p-) +2%p, - kL(po,p-)) y B = C(f 2 kL(Qp)

dg—jL(Q, Q)(1— —p)Q k) y x. esta compuesta por todos los termlnos restan-
tes de la amplitud de Low (4.71).

4.4.2. Comparacién con resultados anteriores (Quiral
y VMD).

Los elementos de matriz para el decaimiento 7= — 7~ 7%,y en CHPT
[63] tienen la estructura general

T = eGpVyuae" (k) [ F, a(q)y”(1 = v5)(me + p — E)vuu(p)
+ (V= A)a(@y (L= w)ulp)|,  (4.74)

donde la primera parte describe los elementos de matriz del estado inicial del
leptén 7 dados por

F, = (po—p=)uf+(t)/2p -k, t=(p-+po)*. (4.75)

El factor de forma f. (t) gobierna el decaimiento no radiativo y cuya expresién
depende del modelo en particular. Por otra parte, los tensores V,,, y A, estan
compuestos de amplitudes invariantes, ver ref.[63].

Tomando en cuenta (p—q)? = t+2(p_+po) - k. El teorema de Low manifiesta
que:

Vi = fi(t) p*“( — po)y
+f+ ( - kk gw>

df-i—(t) (p—upo -k
p--k

~ o) (0 —p)u + O(R). (76)
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En este caso, en este modelo, la amplitud de Low sdlo queda determinada a
partir del término de carga proveniente del estado inicial de lepton 7 y los
términos antes mencionados en V), la cual, al comparar con la amplitud de
Low obtenida en (4.71), se nota que existen términos adicionales proporcio-
nales a la suma de los momentos de los piones, los cuales, para el caso de
CHPT los autores [63] los cancelan de tal forma que solo se quedan con los
términos proporcionales a la diferencia de los momentos y que estan relacio-
nados directamente con el factor de forma proporcionales a f,, respetando
la idea del caso no radiativo y la simetria de isoespin.

Para el caso de VMD, los tltimos resultados obtenidos [78] para la am-
plitud independiente del modelo, muestran que la amplitud de Low esta de-
terminada por:

MLow - eGFVud [ L(pap—)Ql/f-F(t) + Xv

Zf (t) e ol v
+ﬁeuypoe“ka v, (4.77)

donde de la misma forma Q =p_+py, Q =po—p_ vyt =t +2Q - k, € es el
vector de polarizacion del foton y (¥ denota la corriente lepténica V' — A. De
la misma forma, los términos L(a,b) se definen como en el caso anterior y

v = L QU - L)@+ 5o
Tk

Sl ) (4.78)

+Ly (p-) f+(t') + Lo(Q)

Al comparar la ecuacién anterior con la amplitud presentada en la ec.(4.71),
es facil darse cuenta que la amplitud presentada en VMD en la ref.[78], la
ec.(4.77) esta incluida completamente dentro de la ec.(4.71), y es facil llegar
a ella a partir de la amplitud total, My dada en la ec.(4.63) al hacer la
siguiente aproximacion sobre los propagadores en términos de los factores de

forma f, y fi:

(p— —poWDMk=) = (p— — po)* [+,
(p- = poaD*(ky) = (p- —po)*fi. (4.79)

con C' = eGrV,q y donde los términos adicionales, dados en la ec.(4.71), son
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de tipo derivativo:

QI v CTLQOQ kR, (450
m,

p

proporcionales a Q = (p_ + po) los cuales vienen directamente de considerar
la parte longitudinal explicitamente dentro de la estructura definida para el
propagador en términos de fy y f1. En la ec.(4.77) bajo la aproximaciones o
truncamiento sobre los propagadores dadas en la ec.(4.79), la amplitud que
muestran los autores no consideran del todo la parte longitudinal del propa-
gador, ademés de que obtienen también términos proporcionales a la suma
de los momentos de los piones. En el modelo VMD se estan considerando
términos proporcionales a () = p_ + pg que vienen de la parte longitudinal
del propagador pero que en el proceso no radiativo, bajo la simetria de iso-
espin estan cancelados, ademéas de que esto nos diria que no es del todo cierto
que sean proporcionales al factor de forma de corrientes cargadas f, .

4.4.3. Correccion electromagnética Gpg,(t)

El espectro hadrénico correcto para decaimientos de 7 a dos piones a
O(«) [89]
dl(Ton(yy)  dT° dTL  dT}

a @ T a T a (4.81)

Los superindices del lado derecho denotan el orden de a y los subindices v(r)
corresponden a las correcciones virtuales(reales).

El factor Gg(t) codifica las correcciones a distancias largas en QED para
77 = 7 7w, con t = ((pr- — pro)? la distribucién de masa invariante de los
piones como [63] [90] [89]

dUsq(,) _ dI

o d;ﬂ Geum(t), (4.82)
donde dI'y_/dt denota la taza de decaimiento no radiativa y
art  art
Gpu(t) =1+ 44 (4.83)

dt

Esta funcion es finita en el limite de fotones infrarojos dado que los términos
divergentes en las correcciones virtuales y reales se cancelan entre si. Gy ()
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depende de los detalles del modelo usado para describir las interacciones de
los fotones con los hadrones. El teorema de Burnett y Kroll permite dividir
el espectro dipion del decaimiento radiativo 7o, en la parte independiente del
modelo y la parte dependiente del modelo[89]:

dry  dry(m..) N dl'Y(m.d.)
dt dt at

(4.84)

El primer término contiene las divergencias infrarojas en la energia del fotén,
mientras que la estructura electromagnética de los hadrones y otros acopla-
mientos dependientes del model entre fotones y hadrones entran en el segundo
término.

El factor de las correcciones radiativas esta dado por [78]:

ut(t)
[0 quD(t, u) At u)
Gou(t) = =0 7 (4.85)
Jury duD(t,u)

con

At,u) =1+ 2fﬁfg’;(u, M) + Gorems (t, Uy M) + Grest (t, w). (4.86)
donde las funciones ffol(’)z (U, M) ¥ Gbrems(t, u, my) no dependen del modelo que
se emplea para describir el decaimiento inclusivo 7o, y ademas, D(t,u) es

una funcién exclusiva de la cinematica? [77]. Ggu(t) es conveniente dividirla
en dos partes:

Gem(t) = Gry(t) + Gixp(t), (4.87)
donde

&) f duD(t w) [1+ 21 (u, my + Gorems (t, u, )] (488)
EM - u""(t .
f duD (t,u)

rest . f duD(t u)grest(t U)
() = fu+(t) duD(t. ) (4.89)

2Hay que mencionar que los detalles no estan explicitamente descritos aqui, muchos de
estos resultados fueron tomados de las ref. [63] [64]
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Gen'(t)

tiGeV]

Figura 4.6: Gréfica para la correccién independiente del modelo de la funcién
de correcién electromagnética , G2 (t).

La funcién GY%,,(t) contiene tnicamente los términos necesarios para la
cancelacién de las divergencias infrarojas, en consecuencia, la funcién G%,,(t)
es independiente del modelo. En la Fig.4.6 se muestra la grafica de esta
contribucion a la funciéon de correccion electromagnética. La totalidad de
las contribuciones regulares de las correcciones electromagnéticas reales se
incluyen en la funcién G735t (¢). En la Fig.4.7 se ha gréficado los valores de
Ggy(t) para la amplitud de Low encontrada en este trabajo, denotada con
las siglas AG. En la misma grafica se muestran los valores de G%,,(¢) vy las
funciones Ggp/(t) para las amplitudes de Low obtenidas en las ref.[63] y [78],
que se han denotado con la nomenclatura CEN y GPG respectivamente.

En principio existe una discrepancia en los modelos utilizados debido a
que existen términos adicionales en las distintas amplitudes de Low como se
ha mostrado en la seccién anterior. Hay que notar que el comportamiento
de los distintos Ggp(t) es similar, ya que, para el caso de Ggy(t) CEN y
Geum(t) GPG solo difieren para valores de t muy pequeinos y para t > 1 GeV?
se comporta de manera similar. Por otro lado, para el caso de Ggy(t) CEN
vy Geu(t) AG para valores de t < 2 GeV? el compoprtamiento es similar,
mientras que para t > 2, Ggy(t) AG se ve modificada.
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Figura 4.7: Correccién radiativa al espectro del decaimieno 7 — 7~ 7°v,7.
Los resultados obtenidos para Gg(t) en la aproximacién de Low usando
VDM [78] y CHPT [63] son mostradas. Se puede ver que existen pequenas
diferencias entre estas predicciones y también lo seran para el valor de aﬁ“dbﬂ.
También se muestra G%,,,(¢) [63]

4.5. Correcciones a g — 2 del mudn

La contribucién hadrénica principal para el momento anémalo magnético
del muén a,, viene dada por:
[o.¢]
VP _ 1
1 3
4T 4m2

a dt K(t)ag+e*—>had(t)7 (490)

donde K (t) es el kernel a bajas energfas y 0%, __, . denota la seccién eficaz

hadroénica desnuda donde para el estado final a dos piones, la relacién entre
la seccién eficaz desnuda de eTe™ y el diferencial del ancho de decaimiento
observable de decaimientos de 7 es:

S0 [Ka(t) rri]  Ris(t)
o Kr(t) dt Sew

(4.91)

donde cada cantidad a sido definida anteriormente en la sec.4.2 y los detalles
fueron presentados en la Ref.[63].
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4.5.1. Correccion del espacio fase

La correccién de rompimiento de isoespin®.

. 1 6377# FV(t)
~ Geul(t) B2 o | f4(t)

incluye las correcciones en QED debidas a la inclusion de radiacién de fo-

tones suaves y duros (integradas sobre el espacio fase) para el decaimiento
7~ = v, donde 33, /B2, son las correcciones del espacio fase de-
bido a la diferencia de masa 7 — 7%, Fy/(t) = FY(0) es el factor de forma de
corrientes vectoriales neutras NC. Por otra parte, f,(t) = F. es el factor de
forma de las corrientes cargadas CC y donde uno de los principales efectos
de rompimiento de isoespin viene al incluir las correcciones de la mezcla de
p—w en |Fy(t)|?. La funcién Ggp(t) es la misma correccién electromagnética
de la que se hablo anteriormente y de la que ya ha sido analizado su com-
portamiento.

2

, (4.92)

Rip(t)

Para evaluar el impacto de R;p(t) sobre aL/P , se tienen que evaluar las

contribuciones de la diferencia de masas entre los piones y cuya expresion
correcta para o2y las correcciones dadas por CVC[63] a AL/P esta dada
por:

1 [t K, (t) dlys Ris(t)
VP _ o [] 1B\l)
Bap = /4 dtK(t)[KF oh }x ( o 1). (4.93)

mz

donde Sgyw = 1,0233 £0,0006 [1] es un factor electrodébil para las correccio-
nes radiativas. Algunos resultados han sido presentados en la Ref. [63] [7§]
para la diferencia AaXP tomando en cuenta las correcciones del espacio fase
para tpq, tan grande como t,e > 1 GeV?2,

La contribucion a Aal‘fp debida solamente a la correccion del espacio fase
puede ser calculada de la siguiente manera

| fhmes K, (t) dT i
veP __ o (Y] T—rt
Aa/Bs = —47T3/4 dtK(t)[ S } x ( a 1), (4.94)

=m0

m2
obteniendo asi un valor de

Aay pg = —5.1378 x 10717 (4.95)

3En la ref.[63]
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4.5.2. Electromagnéticas

Una estimacion de los efectos producidos por las correcciones radiativas
a largas distancias basadas en decaimientos del 7 para a, extraida de la
contribucién principal a 27 para esta observable puede ser obtenida de [63]:

> K, (t) dlan(y)
WK

VP _
Aa, " [rm, 7] = o= -

1
x| -1]. 4.96
G @ (4.96)
La definicién de las cantidades involucradas ha sido dada anteriormente, sin
embargo, los detalles exactos pueden ser encontrados en la ref.[63].

Usando la expresion anterior y dados los diferentes modelos, CHPT y
VDM, y conociendo el factor Gy (t) para los diferentes modelos, se obtiene
que el valor de Aaﬁ“d LO que viene de la parte de la amplitud sélo de Low es:

2.04 x 1071% para CEN

Aa; |G =14 1.80x 107 para GPG (4.97)

2.12 x 1071 para AG
mientras que el valor para AaZadLO[ﬂW,THG%M = 1.57 x 1071 el cual esta
en acuerdo con el obtenido por los autores de la ref.[63] cuyo valor usando
Goa(t) es de Aa)/” = +16 x 107", La discrepancia entre estos valores es
debida a la forma de integracién de probabilidad de decaimiento. Por otro
lado, el valor reportado para la parte independiente es aproximadamente
1 x 1071% el cual discreta con nuestro valor obtenido y con los resultados
obtenidos para nuestro caso. El valor promedio es Aa,‘fp = 1.99 x 10719,
cuyo rango de valores es +(0.2) x 107! el cual serd tomado como el error
sistematico.

Al considerar tanto las correcciones del espacio fase y las electromagnéti-
cas

}fa(t) dl 27 (7y)
VP _ = Tro\v) 7~ amy)
Aa,"[rm, 7] = 7 o dtK(t)Kp(t) 7
53— +/ﬁ3— 0
T T T T 1 . 4
X[—GEM(t) — ] (4.98)
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uno encuentra que el el valor de las diferentes contribuciones cambia de la
siguiente manera

—3.16 x 10710 para CEN
Aay " |Gpywps = —3.40timesl07'° para GPG (4.99)
—3.08 x 10710 para AG

cuyo valor promedio es Aa)"|a,, s = —3,21 x 107 y cuyo rango de
valores esta entre +(0.2) x 1071,

Considerando el valor promedio encontrado para la correccién electro-
magnética a AaZP |Goas(t), 100 puede escribir que

Aay "G = 1.99234 £ (0.2) x 1071, (4.100)

Aa) |G ps = —3.21 £ (0.2) x 1077, (4.101)

sin considerar los efectos debidos a las contribuciones de los factores de forma,
Fy(t) y fi(t) asociados a las corrientes neutras y cargadas.
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Conclusion

En este trabajo de tesis se ha mostrado que, en la aproximacion de Low
para fotones suaves para la amplitud de decaimiento radiativo di-pion del
lepton 7, las correspondientes correcciones radiativas a largas distancias ob-
tenidas en VMD y CHPT aproximadamente dan resultados muy similares. La
diferencia en las correspondientes evaluaciones del 7 a 27 para las contribu-
ciones VP a a, es numéricamente muy pequenia comparada a la incertidumbre
experimental de a,. En otras palabras, uno puede decir que las parametriza-
ciones, tanto en VMD y CHPT, para los factor de forma del pién juega un
papel muy importante, marginal en el célculo de estas correcciones radiati-
vas. En esta tesis han sido analizados muchos resultados anteriores a este,
donde se han incluido algunos de los efectos del vértice V'V P considerando
explicitamente la una forma invariante de norma para la amplitud sin hacer
ninguna aproximacion para esté, se toman en cuenta los términos cuadrupo-
lares para el vértice V'V~ y los términos longitudinales de los propagadores.

Para el modelo CHPT, como se dijo anteriormente, los términos pro-
porcionales a (p_ + po) mientras que en VMD estos términos vienen de la
longitudinal de los propagadores y que se presentan en forma derivativa para
el factor de forma, mientras que en CHPT solo existe un término derivativo.
Se cree que es asi, debido a que en el proceso no radiativo al considerar la
simetria de iso-espin, la amplitud solo depende del factor de forma f, pro-
porcional a (p_ — pg), es asi, que en su modelo ellos consideran todos los
términos proporcionales a (p_ + po) igual a cero obteniendo sin duda una
amplitud muy compacta y clara. Por otro lado, en VMD [78], los autores
tienen términos adicionales proporcionales a (p_ + pp), sin embargo, no se
hace una discusién acerca de estos términos.

Hay que mencionar ademés que la amplitud mostrada en la ec.(4.71), no
satisface el teorema de Burnett y Kroll [8], es decir, los términos de orden k!
no se cancelan para las interferencias de esta amplitud, ni mucho se cumple si
solo se consideran el término de carga y el término magnético en analogia al
articulo de Burnett y Kroll. Sin embargo, esto no es del todo malo, ya que ni
las amplitudes en VMD y CHPT mostradas anteriormente lo cumplen, quizd
una de las principales razones de ésto sea la inclusién de términos derivativos
para el factor de forma, es decir, el teorema de Burnett y Kroll presentado no
incluye términos derivativos de ningin tipo y es por eso que puede cancelar
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los términos k' adecuadamente.

En este trabajo, hay que mencionar, que solo se consideré la contribucion
de la parte independiente del modelo, que viene dada solo por cuatro de
los once diagramas que VDM permite construir, es decir, falta incluir la
contribucién de la parte dependiente del modelo?. Asi, el impacto de la parte
independiente a aZ?"/ng)M) de la funcién electromagnética Gg(t), calculada

en el contexto de MDM
Aa, ) = 1.99 £ (0,2) x 10717, (4.102)

Este valor es casi dos veces mas grande al valor reportado por los autores en
laref.?? (Aay ) & 1x1071%). De acuerdo a los resultados obtenidos para
la funcién de correccion electromagnética Ggps(t) es claro que sin tomar en
cuenta las contribuciones de los mesones w(782), el valor para Aa}f(l‘a/ MD) €8
casi idéntico al reportado en la ref.[63].

La tultima actualizacién presentada por Davier [47] para el valor de a,
esta dada por:
as™ =11659181.7 £ 4.2 x 1077, (4.103)

al ser comparado directamente con al medicién [96]
at™ = 11659209.1 +6.37"°, (4.104)

su diferencia , 27.4+7.6 x 107! (eTe™) mantiene una desviacién de 3.60, don-
de la reduccién de la prediccién de la incertidumbre tiene que ser compensada
con la inclusién de calculos recientes para las contribuciones hadronicas NN-
LO, mientras que 5" —a™ (1) = 7.4£9.2 x 107'° [104]. Tomando en cuenta
nuestro resultado se tiene que a™® — a3 M (7, V.DM) = 9.39234 £ 9.2 x 10717,
el cual aumenta aumenta la discrepancia entre el valor experimental de a,,
y su prediccion basada en datos de decaimientos del 7. La diferencia dife-
rencia entre las predicciones teéricas de a, da una prueba muy precisa de la

hipétesis de la simetria CVC; tedricamente esta diferencia deberia ser cero.

4Un estudio del modelo completo ha sido llevado a cabo en la ref.[77]
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Apéndice A

Algebra de Dirac (n =4
dimensiones)

Las matrices de Dirac satisfacen las relaciones de anticonmutacién

{V* "} =AY At =2¢" L, pr =(0,1,2,3). (A1)

Aqui y en lo que sigue , I, seré la matriz unitaria n x n. En la representacion
estandar (Dirac-Pauli), las matrices 7 tiene la forma

0 _ I 0 i _ 0 Oi
i 0 —I ) 7 —o; 0 )"

Note que 7, = g,,7". Las matrices estandar de Pauli o; son

(01 (0 —i (1 0
1=\10 ) 2=\i o) =0 -1 )
con 0;0; = 0;; + i€;,0%, donde €;;;, es totalmente antisimétrico.

Conjugado Hermitiano:

=00 =00 T =y (A-2)
Relacion de matrices:

Y == 1" = —iyons {957t =0 (A.3)
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o = %W‘, "] = %7“7” — 7" (A.4)
Identidades para las matrices .
YV = gm,]4—2'0'/“,,
VWA = G VA = Gua Ve T GodVu — 1€mwraY" Vs,
WY = =2,
WY = 4g*,
WYV = =297,
oo, = 1214 (A.5)
€unp, € totalmente antisimétrico; epraz = —€"?% = +1; o103 = —€"' = +1;
eo‘ﬁweagpg = —2(5555 — 5g6;); €M Peg, = —60F.

Teorema de trazas: La traza de un ntimero impar de matrices v desapa-
rece, también:

g = pa=7"%"-7aq

Trly, = 4,
Trgzi% = 4a-b
Trgp¢d = 4(a-be-d—a-cb-d+a-db-ec),
Trfy5¢$ = 0,
Tr75¢l5¢d = 4@'6W)\pa“b”c)‘dp. (A.6)

Algebra de Dirac(n dimensiones).

En un espacio-tiempo n-dimensional ( 1 tiempo, n — 1 espaciales), las
matrices de Dirac satisfacen:
{7 =Y + A =291, pv=(0,1,2,...,n—1). (A.7)
Estas matrices también tienen las siguientes propiedades:

v

WY = nlp,
Yy (2—=mn)y",
W = AT+ (n— 477,
YA = =2979P9% — (n — 4)y* P (A.8)



Apéndice B

Region Euclidiana, Rotacion de

Wick

La propiedad bésica que permite realizar una rotaciéon de Wick es la
analiticidad que se deriva de la causalidad de una QFT relativista. En el
espacio de momentos el propagador de Feynman

1

1 1

¢* —m? + i ¢® — /a2 +m? —ieq® + \/q® +m? —ic
1 { 1 1 }

2wy Lg® —w, +ie  ¢¥ 4w, — i€

(B.1)

es una funcién analitica en ¢° con polos en ¢° = +(w, — ic) donde w, =
\/q% + m?2. Esto permite rotar por /2 la parte de la integracién en ¢°, desde
—o0 hasta oo, sin cruzar alguna singularidad, haciendo esto, se rota el espacio
de Minkowski al espacio Euclideano

¢ = —ig"=q=("¢" .a" ¢ = a=(d" ¢ .q" " ¢Y), (B2

y asi ¢> — —@*. Esta rotacién hacia el espacio Euclideo es llamada rotacién
de Wick.

Més precisamente: la anliticidad de una funcién f(q° q) en ¢° implica
que la integral de contorno

f A’ f(¢°,q) = (B.3)
C(R)
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para la curva cerrada C'(R) en la Fig.?? desaparece. Si la funcién f(q°, q)
cae lo suficientemente rapido a infinito, entonces la contribucion de los dos
arcos va a cero cuando el radio del contorno R — co. En este caso se tiene

M M
Il'ﬂ q[]

Figura B.1: Rotacién de Wick en el plano complejo de ¢°. Los polos del pro-
pagador de Feynman estan indicados por (). C es el contorno de integracién
v R es el radio del arco.

/OO dq’f(q°, q) + /m dq’f(¢°,q) = 0. (B.4)
- +

Hay que notar que el propagador de Feynman Euclideano obtenido por la

rotacion de Wick 1 1

— 9
q2_m2_’_i€ q2+m2

(B.5)

el cual no tiene singularidades(polos) y la prescripcion i€ no es necesaria. Asi,
en el espacio de configuracién, una rotacion de Wick implica ir de un tiempo
imaginario 2° — iz® = 2¢ tal que gz — @z y asi

2% — —iz = 2? - —2%, O, = A;, i/ddx... — /dd:v... (B.6)
mientras en el espacio de Minkowski 22 = 0 define el cono de luz 2° =
+|z], en la regién Euclideana z? = 0 implica T = 0. Note que las posibles
singularidades sobre el cono de luz pueden ser 1/2%, §(x?), etc. se convierten
en singularidades en los puntos & = 0. Esta simplificacién de la estructura

de las singularidades es el mérito de la métrica definida positivamente en el
espacio Euclidiano.



Apéndice C

La estructura del
procedimiento de
Renormalizacion

La renormalizacién puede ser realizada en tres pasos:

(i) Cambiar los parametros de masa o masa renormalizable: remplazar
los parametros de masa desnuda de la Lagrangiana desnuda por unos renor-
malizados

Mgy = Mpren + 0My para fermiones
Mz = M., +0M; para bosones. (C.1)

(ii) Renormalizacién multiplicativa de los campos desnudos o renormali-
zacion de las funciones de onda: remplazar los campos desnudos en la La-
grangiana desnuda por unos renormalizables

Vo = /2P ren, Ay =V Z,AL,, (C.2)

y correspondientemente para otros campos del Modelo Estandar. El orden
principal Z; = 1 y asi

1
i =1+067;, \/ZZ:1+§(SZZ-+... (C.3)
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98 La estructura del procedimiento de Renormalizacién

(iii) La renormalizacion del vértice o constante de acoplamiento renor-
malizada: sustituye la constante de acoplamiento desnuda por una renorma-
lizada:

€0 = €ren + O€. (C4)

El teorema de renormalizacion establece que el orden por orden en la ex-
pansion perturbativa todas las divergencias ultavioletas (UV) que aparecen
en cantidades fisicas (elementos de la matriz S) pueden ser eliminadas esco-
giendo apropiadamente los contra-términos, dmy, MZ, dey 6Z; = Z;—1. En
otras palabras, normalizando adecuadamente las expresiones para las ampli-
tudes fisicas en términos de parametros fisicos medibles finitos en el limite
e — 0, es decir, que nos permitan tomar de alguna manera la regularizacion
dimensional, Note que para las funciones de Green, las cuales no son inva-
riantes de norma en general, también los parametros de norma ficticios tienen
que ser renormalizados con el proposito de obtener funciones de Green finitas.

La reparametrizacién de la Lagrangiana desnuda, ec.(1.64), en términos
de cantidades renormalizadas se lee:

1 o1 o
LOED = 1 o (2) F5 — 5% N0 AG () + () (4" D), — mo)tho()
—601/_10(55)7“1?0(37)14“0(17)
L9 L9, (©5)
donde
1
‘c%j)ED = _ZFMVren(x)Fren( ) - _gren( ren(x))2
+@Er6n($) (W“au - mren)wren( )7
'qugffD = _erenwren(l‘)’yuwren(gj)Auren(x)
1 ) o
_Z(Zv - 1)Fuwen< )F#en< ) ( e 1>wren(x)wuauw%n
(mOZ mren)&ren( )wren(x)
60 \V Z — €ren wren( )/Y'u'lvbren(x)Auren(x)? (06)
con &ren = 4,6 el término que fija la norma permaneciedo irrenormaliza-

ble (no Corresponde a un contra-término). Los contra-términos ahora son

mostrados en Efit y pueden ser escritos en términos de 0Z, = Z, — 1,
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0Ze = Ze — 1, 0m = myZe — Myep ¥ 0€ = €0\/ZyZe — €repn. Obviamente
los propagadores(funciones de dos puntos) del fotén y del electrén deben ser
renormalizados de acuerdo a:

Dy = Z’yDren
Sro = ZeSFren- (C.7)
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Apéndice D

Integrales de Lazo y
Regularizacion dimensional

Para combinar los denominadores de los propagadores, se introduce la
integral sobre los parametros de Feynman:

1 ! (n —1)!
= = deyedz, 5> mi— 1 . (D.1
Ay Ay Ay /0 v dend() @ Py Ay s W G

La prueba de esta identidad es por induccién, sin embargo, por diferencia-
cion repetida de la identidad anterior, se puede encontrar una identidad mas
general

1 ! Mz™ ' T(my+... +my,
= dxy...dx,0 ! L . (D.2

Esta férmula es cierta incluso cuando los m; no son enteros.
En particular, cuando solo se tienen dos factores en el denominador, esta
formula se reduce a

1 ! 1
AB /0 AT A=n)BP (D-3)

Una vez hecho esto, la cantidad dentro de los corchetes en el denominador
deberfa ser una funcién cuadratica de las variables de integracién p!'. Des-
pués, completando el cuadrado y trasladando las variables de integraciéon se
absorben los términos lineales en p!’. Para la integral de un lazo, hay solo
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una integracion sobre el momento p#, el cual debe ser trasladado a otra varia-
ble de momento [#. Después de este cambio, el denominador toma la forma
(I* — A)". En el nimerador, los términos con un ntimero impar de poten-
cias de [ desaparecen por integracion simétrica. La simétria también permite
remplazar

1
= Py, (D.4)

1
IMV1P1 — ——(12)2(g" gP° + gH* Ko qvpy 1 D.
—>d(d+2)()(gg+gg +g"79"") (D.5)

La integral debe ser adecuadamente evaluada después de hacer eventualmente
una rotacion de Wick y llevarla a un espacio Euclideano con la sustituciéon

10 =l =2, (D.6)

Uno puede usar la siguiente tabla de integrales de d-dimensiones en el espacio
de Minkowski

/(ddl 1 _ (= 1"zf(n——)<l)"—§ (D7)

2m)d (12 — A)» (47)4/2 T'(n) A
dl [ (1)1 dF(n —<-1) 1 n—4-1
d’l *r (=nrtig D(n — 1) /1\n5-1

/(2W)d 2—Ay — (4m#2 2 T(n) Z) (D.9)
e (122 (=DMidd+2)T(n—9—2)  1\n-4-2

/ (2m)d (12— Ay~ (4m)¥2 4 T'(n) <Z> (D.10)
ditmeere B (-1 I'(n—5-2)/1 n—2-2

| w2y = wp T (a)

x i(g“”gp" +9"9" +9"g"). (D.11)

Si la integral converge, d = 4 desde el inicio. Si la integral diverge, el com-
portamiento cerca de d = 4 puede ser extraido expandiendo

<%>2_ =1-(2— g) log A + .. (D.12)

TAqui d es la dimensién del espacio-tiempo
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También se necesita la expansién de I'(x) cerca de su polo:
1
[(x) = ot O(z) (D.13)

cercade x =0,y

I(z) = ﬂ(

n!

1
x+n—7+1+...+ﬁ+0(9&+n)> (D.14)

cerca de x = —n. Aqui, v es la constante de Euler-Mascheroni, v = 0,5772.
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Apéndice E
Reglas de Feynman generales

Las Reglas de Feynman son expresiones analiticas asociadas con cada
una de las piezas que constituyen los diagramas de Feynman. Estas reglas
permiten llevar a cabo una representacion sisteméatica de los términos en la
expansion perturbativa de la amplitud de transicion M,; entre un estado
inicial 7 y un estado final f. Asi, para calcular la amplitud de algiun proceso,
se deben tener en cuenta las siguientes reglas generales:

(1) Dibujar todos los diagramas de Feynman conectados topolégicamente
conectados distintos en el orden de la teoria de perturbaciones, con sus res-
pectivas patas internas y externas.

(2) Asociar los cuadri-momentos a lineas internas y externas, teniendo en
cuenta la conservacion del cuadri-momento.

(3) Asociar los cuadri-momentos a los lazos.
(4) Asociar un propagador D a cada linea interna.

(5) A cada vértice se asigna una cantidad compuesta por los siguientes
factores:
(i) La constante de acoplamiento que aparezca en la densidad Lagrangiana
correspondiente.
(ii) Por cada derivada de un campo ¢, 0,¢, asociar —ip, donde p es el co-
rrespondiente cuadri-momento entrante.
(iii) Un factor proveniente de la degeneracién de particulas idénticas en cada
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106 Reglas de Feynman generales

vértice.

(6) Por cada momento interno ¢ no fijo por la conservaciéon de cuadri-
momento en cada vértice (cuadri-momentos en lazos), se introduce un factor

[

el cual debe ser integrado si es necesario, después de hacer la apropiada re-
gularizacion dimensional.

(7) Multiplicar la contribucién de cada diagrama por:
(i) Un factor —1 entre diagramas que difieren entre si por un intercambio de
fermiones.
(ii) Un factor de simetria 1/5, donde S es el nimero de permutaciones de
lineas internas y vértices que dejan invariante el diagrama si las lineas exter-
nas permanecen fijas.
(iii) Un factor —1 por cada lazo fermiénico.

(8) Para cada particula asociada con una linea externa, en capa de masa
(p? = m?), se debe poner:
(i) Un espinor u(p) para cada fermién o v(p) para cada anti-fermién entrantes
con momento p.
(ii) Un espinor u(p) para fermiones salientes o v(p) para anti-fermiones sa-
lientes con momento p. (iii) Los vectores de polarizacién €,(p, A) o € (p, A)
para bosones vectoriales entrantes o salientes respectivamente con momento
.
(iv) Una constante cualquiera, convenientemente 1, para particulas escalares
y pseudoescalares.

(9) La amplitud invariante M se obtiene como el producto de las canti-
dades anteriores mencionadas en los anteriores puntos, a las que se denomi-
nan Reglas de Feynman, en una forma sistemética, comenzando describiendo
siempre los diagramas de derecha a izquierda.
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E.1. Reglas de Feynman para particulas con
espin s=1/2

En la Fig.?? se muestran las reglas de Feynman para fermiones (leptones),
asi como para sus respectivas anti-particulas.
Para lineas externas se tiene que las reglas de Feynman para particulas y
anti-particulas son:

ril8) |..|"'-"j' > .
(o))
ul*!(p) " -
(s}
v p) - .
l'l:":lllp] & i
i

Para las lineas internas de fermiones se tiene :

i{g+m)
g —m=

y para antifermiones

i g—m)
Fome

E.2. Reglas de Feynman para QED escalar

Una manera de incorporar a los mesones vectoriales p, w, ¢... de acuerdo
con las simetrias basicas de QCD es por medio de una Lagrangia de Reso-
nancia apréximada (RLA)! [30] [31] una versién extendida de CHPT la cual

IPor sus siglas en ingles Resonance Lagrangian Approach (RLA)
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implementa VDM de manera consistente.

Estas reglas son obtenidas a partir de una parte de la Lagrangiana RLA
que incluye los términos que contienen los mesones vectoriales neutros p°(770)
y los mesones vectoriales axiales cargados ai (1260) y 7%, como también el
fotén:

Line = —egpA“pg — igpmpg(ﬂr@“ﬂ_) — UGy Ay (0" )
+(1—a)e* A At ™ + 2egpen Auppm i
9p + - -+
—GFA“(V;MW =V m)+ . (E.1)

™

donde las masas y los acoplamientos estan relacionados por:

M} = agiF?, g, =agvFy,
1 a
Gprre = §agv, Gy = (1 — 5)6. (E.2)
el parametro a no esta fijo por la simetria misma, por lo regular, es bueno
escoger a = 2 de acuerdo a los hechos fenomenoldgicos; (i) la universali-
dad de la constante de acoplamiento g, = g — V, (ii) gyrr = 0 y (iii)
M? = 2g> F?. Las correspondientes reglas de Feynman completan las pre-
sentadas en la Fig.1.5 y Fig.1.4.

Para el propagador y transiciones de mezcla se tiene:

o

Fi 18

o = = =0 = ﬂgu(q!ij )
i al 7 i

oo oowy) — ‘ﬁlml {'L Mﬂ-l}!
o TR, | )
AeooclE = = = = "1{’-Q'FQ‘P i

Figura E.1: Representacion gréfica de los propagadores y términos de
transicion. La consideracién en la direccién de los momentos es entrante
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donde el propagador de un mesén vectorial se lee:

N4 _ _Z uo qﬂq'/

El vértice pion-fotén viene dado por:

AR

AU

Figura E.2: Representacion grafica del vértice pidén-fotén cuya direccion de
momentos son entrantes para todas las particulas involucradas.

El vértice vector-meson-pion/fotén queda definido por:

- -;rr+
#
# SRR r B
jr-II': == = = lfpmww {P -P) d
™
\-\ T
AH P
'
’
HLL_ S gcgpﬁﬂ' g,u.y 1
S
o A Y =
A LY
P,
' LA -
ay
o g pr
= F E TE g .
A+ *
v,onF

Figura E.3: Representacién gréfica del vértice vector-mesén-mesén /fotén. La
considerancion en la direccion de los momentos para las particulas es entran-
te.
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E.3. Cinematica de 7 — 7 7'vy

En el sistema en reposo del 77 la razén diferencial del decaimiento para
el proceso radiativo 7o, esta dada por [77):

2&G%|Vud|2SEW 2p - p—

T, (w7 x%) = £ 02D )|

(2m)"m, (k-p—3m2)(k-p_+ im?)

m?2 m?2
— T — s PP+ O(kY), E.4
(k-p—5m3)* (k- p-+ %mi)J ) (4

donde se asigna una masa ficticia al fotén m., la cual ayuda a tratar el
término singular en k = 0. Por otra parte D(t, u) es el mismo término definido
anteriormente en la ec.(4.22) el cual es el término cinemdtico dentro del
proceso radiativo [63] [64]. La razén de decaimiento para el proceso Tor.
puede ser escrita en términos de cinco variables cinematicas independientes,
el conjunto méds apropiado es el formado por los invariantes ¢t = (p_ + po)?,
u=(p—p_)%yx=(k+q)? ylos dngulos azimutal del neutrino 6, y polar
del pién cargado ¢_, ambos definidos en el sistema en reposo del 7. En
términos de estas variables la expresion del elemento diferencial del espacio
fase es [77]

2
25m2
Sea D!V la regién cinemética fisica para las variables ¢ , u y z; esta regién
se puede dividir en dos regiones D! y DIV/II  de tal manera que D' U
DIVIHT — DIV 1, proyeccién de D! sobre el plano t — u corresponde a la
regién cinemética R’ accesible en el decaimiento no radiativo 7o, mientras
que la proyeccién de DV/HT gobre el plano ¢t — u define una regién que se
denota por RIV/HI 4 la cual solo es accesible el decaimiento 7o, [89]. La
regién cinemadtica al decaimiento 7o, estd definida mediante el dominio:

&P = d¢_d cos 0, dvdudt. (E.5)

DV = {min[t] <t < max[t], minfu](t) < u < méx|u](t),
min|z](t,u) <z < max[z|(t,u)}, (E.6)

donde los minimos y méaximos de las variables son

mint] = 4m?2, (E.7)
max|t] m2, (E.8)
minful(t) = u (t) V 4m2<t<m2, (E.9)
(E.10)
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méax[ul(t) = (m, —my)? V 4m2 <t <t (E.11)
ut(t) Vv "<t <ml, (E.12)

min[z|(t,u) = mi Vo (t,u) € R,
v (tu) Y (tu) e RV (E.13)
max|[x](t,u) = x+( u) Vo (t,u) e R™. (E.14)

*

Las expresiones para u®(t) estdn dadas en la ec.(??), t* = m2m,/(m, —m,)
es el valor que maximiza a u*(t) mientras que las funciones x4 (¢, u) estdn
dadas por:

ry(t,u) =

2{2m m? + 1) — t(m? +m2 —u) £ 18w A (u,m2,m2)}.
(E.15)

pueden ser escritas en términos de los siguientes

2m

Las regiones D! y pIV/II

dominios|77][63]:

DIII — [4 2 t

IV/III 2 x
DIVHL — [4m? <t < t*,u
Sus correspondientes proyecciones se muestran en la Fig.E.4, donde la fun-
ciéon x_(t,u) tiene que ser estrictamente positiva en la regién DIV g

decir, tiene que ser mayor a cero, lo que garantiza que esta region este libre
de IR.

Finalmente para concluir esta seccién, la razéon de decaimiento para el
modelo inclusivo 7o, puede ser escrita en términos de la contribucién del
modo 7y, y la contribucién del modo radiativo [63]

dU(m=7%ly]) GR|Vial*m? (1 B 4m72r>3/2 (1 ot )2
dt 38473

t m2

T

2t
(14 =) (PG (D). (E.18)
La ecuacion anterior es bajo régimen de simetria de isoespin. Por otra parte,
la funcién Ggp(t) resume las correcciones radiativas virtuales y reales de

O(a) [63].
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u [Ge".l""]

e - = ; e { [GeVY)

Figura E.4: Gréfica del dominio cinemético R’V del decaimiento 7a.,. La
regién en color amarrillo corresponde a la regién R!/! accesible también para
el decaimiento no radiativo 7o,, mientras que la regién en azul corresponde
a la regién RIV/HI 1a cual solo es accesible al proceso radiativo Toq[77]
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