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Introduccion

Los operadores de Toeplitz son una clase de operadores concretos que han sido am-
pliamente estudiados. El estudio de su comportamiento en el contexto de los espacios de
Hardy y los espacios de Bergman ha generado una gran cantidad de resultados en la teoria
de operadores y en la teoria de funciones analiticas.

La teoria de operadores de Toeplitz sobre espacios de Hardy es ahora un tema clésico
que aun genera resultados pero que no abordaremos en esta oportunidad. En este trabajo
estudiamos los operadores de Toeplitz definidos en los p-espacios de Bergman de funciones
analiticas en el disco unitario. De particular interés es determinar condiciones para que
tales operadores de Toeplitz sean continuos o compactos.

Para 1 < p < oo el p-espacio de Bergman analitico en el disco D, denotado por LE(D),
consiste de las funciones analiticas en D que son p-integrables. La proyeccién de Bergman
P es la tinica proyeccién ortogonal del espacio de Lebesgue L?(DD) sobre el espacio de Berg-
man L2(D), y ahora es conocido que se puede definir en cualquier p-espacio de Bergman de
tal manera que P es también una proyeccién continua de LP(D) en LP(D) para 1 < p < oo.

Dada una funcion u que es integrable en D, el correspondiente operador de Toeplitz
con simbolo u esta dado por

T.f = P(uf)7

donde f estd en el espacio de funciones acotadas y analiticas en ID, asi que T, es un ope-
rador densamente definido en cada p-espacio de Bergman. Del parrafo anterior se sigue
que T, se extiende como un operador acotado en L2(ID) cuando u es una funcién medible
y acotada en ID.

La cuestion es dar condiciones suficientes sobre el simbolo u para que el operador
de Toeplitz T, se pueda extender como un operador continuo en el espacio de Bergman
L?(D), e incluso a cualquier p-espacio de Bergman, 1 < p < oo. Un elemento vital ligado
a este planteamiento es la llamada transformada de Berezin u del simbolo u, dada por

1— |2

u(z) = ; mdfl(w)’

1
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para z € D.

Por ejemplo, cuando u es ademas una funcién integrable y no negativa, se sabe que T,
se puede extender como un operador continuo en L? si y sélo si su tranformada de Berezin
@ es acotada en . Ademads se sabe que T, se extiende como un operador compacto en
L(D) si y sdlo si a(z) — 0 cuando z se aproxima a la frontera D del disco. Un problema
natural es extender la clase de simbolos u para los cuales este tipo de resultados sigan
siendo validos.

En general, se puede definir la transformada de Berezin de un operador A definido
en el espacio de Bergman L?(ID) y mostrar que si A es continuo (compacto), entonces su
transformada de Berezin A es acotada (respectivamente A(z) — 0 cuando z — OD). En
ambos casos, la implicacion en el otro sentido no necesariamente se cumple, ver seccién 1.5.

Precisamente en el 2003 Zorboska probé que si u es un simbolo en BMO'(D) cuya
transformada de Berezin 4 es acotada en el disco, entonces T, es un operador acotado.
Ademds probé que si @(z) — 0 cuando z — JD, entonces T, es compacto en L2(D), ver
[15]. Es conocido que BMO'(D) contiene a L*>°(D) y a las funciones positivas e integrables
en D, extendiendo asi los resultados de Axler & Zheng en [1], Luecking y Zhu en [7, 12].
En el Capitulo 2 de este trabajo se muestran los resultados mencionados. A la fecha se
desconoce si cualquier operador de Toeplitz acotado en L?(ID) es compacto en cuanto su
transformada de Berezin se anula en la frontera.

En este contexto, el siguiente avance se di6 en el 2010 en un trabajo de Taskinen y
Virtanen, ver [9]. Ellos consideran simbolos que son unicamente localmente integrables en

D. A un simbolo u € L}, (D) le asocian una familia de funciones

U —L a(w w
() = o7 [ atw)aaw

con ¢ € D, donde {D : D € D} es una familia de rectangulos hiperbélicos”. Ellos prue-
ban que si existe una constante C' > 0 tal que |up(¢)| < C para todo ¢ € D, D € D,
entonces T;, se puede extender como un operador acotado en cada p-espacio de Bergman,
1 <p<oo.

Como corolario prueban que para un simbolo positivo u € L, (D), el correspondiente
operador de Toeplitz T, es acotado en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < oo, si y sélo
siw e L>*(D).

Cuando u € L;, (D) satisface

loc

1f i -0
d([l)ggoigglap(m :
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donde d(D) := dist(D, D), entonces T, se puede extender como un operador compacto
en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < oco. Nuevamente, como un corolario se tiene que
siu € L}, (D) es un simbolo positivo tal que %(z) — 0 cuando z — 9D, entonces T, es un
operador compacto en cada p-espacio de Bergman. Todos los resultados recién menciona-

dos se incluyen en el Capitulo 3.

Una definicion alternativa de los operadores de Toeplitz fue dada en el 2011, cuando
Perala, Taskinen y Virtanen consideran simbolos u en un espacio de Sobolev pesado de
orden negativo, ver [10]. En este caso el operador de Toeplitz T, correspondiente se define

o e - ¥ [ (ol ) @uaao,

0<|a|<m

con f € LL(D), y donde D¢ denota la derivada distribucional respecto a la variable (;
ademads
supess(1 — |z*) 71 by(2)] < 00, 0 < |a|] < m.
D

Bajo estas condiciones, ellos muestran que el operador de Toeplitz esta bien definido y
es continuo en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < oo. La condiciéon sobre b, muestra
una relacion natural entre la geometria hiperbdlica del disco y el orden de la distribucion u.

Finalmente muestran que si se cumple la condicién

lim sup ess(1 — |2|?) 71 |ba(2)] < oo,
r—1- |z|>r

entonces T}, es un operador compacto en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < oco. Estos
resultados son incluidos en el Capitulo 4 de la tesis.

En este dltimo contexto quedan un par de problemas por abordar:

a) Dar condiciones suficientes sobre el simbolo distribucional para obtener operadores
de Toeplitz que pertenezcan a las llamadas clases de Schatten.

b) Definir operadores de Hankel con simbolo distribucional y dar condiciones suficientes
para que sean continuos o compactos.
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Capitulo 1

Espacios de Bergman

En este capitulo establecemos el marco, las definiciones y los resultados basicos para
el posterior desarrollo del estudio de operadores de Toeplitz definidos en espacios de
Bergman. Los resultados de este capitulo se pueden encontrar en el libro de K. Zhu [13].

1.1. Nucleo reproductor y operador de Toeplitz

Sea C el plano complejo y D := {z € C: |z| < 1} el disco abierto unitario complejo.
En este trabajo consideramos la medida de area normalizada sobre D y la denotamos por
dA(z), de hecho, cuando escribimos z = z + iy = re? tenemos que

dA(z) = 7 'dady = 7~ trdrdd.

Por comodidad, escribiremos |B| := [, dA cuando B es un conjunto de Borel en . A lo
largo de la tesis denotamos por B(z,r) a un disco euclidiano con centro en z y radio r > 0.

Para 1 < p < oo denotamos por LP(ID,dA) el espacio de Lebesgue usual en D. Es
conocido que el espacio dual de LP(D) es L (D), 1 < p < oo, con respecto al par dual

-9 = [ 1304, f € (D)9 € /(D) (1)
D
donde p’ es el exponente conjugado de p.

Para 1 < p < 00, el p-espacio de Bergman analitico L2(ID) estd dado por

LP(D):={f:D — C|f es analiticaen Dy f € LP(D)},

1/p
1l = ( / \f!pdA) .

bt

que esta dotado de la norma
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Dada una funcién f € LP(D), el teorema del valor promedio para funciones arménicas
implica que para cada z € D se cumple
1

L fdA
|B(Z7 T)| B(z,r)

f(z) =
para cualquier disco euclidiano B(z,7) en D, por lo tanto

O < 5am Lo, P04 S i1 (1.2

La desigualdad anterior implica lo siguiente:

» [P(D) es un subespacio cerrado de LP(DD), asi que cada p-espacio de Bergman es un
espacio de Banach con la norma que hereda de LP(D). En particular LZ(D) es un
espacio de Hilbert con el producto interno que hereda de L*(DD), a este espacio le
llamamos el espacio de Bergman (del disco).

s Para cada z € D y r > 0 fijo, el funcional valuacién en el punto z es continuo en
el espacio de Bergman, asi que el teorema de representacion de Riesz implica que
existe una funcién K, € L2(D) tal que

f(2) = (f. 1) = / f(w) K (w)dA(w),

para todo z € D, f € L*(D).

A la funcién K, se le conoce como el nicleo reproductor del espacio de Bergman en
el punto z, es conocido que

ademas
KI5 = K.(2) = (1 —[2*)7?

para todo z € . El llamado ntcleo reproductor normalizado esta dado por

Kz(w> o 1- |Z|2

R A

Otro hecho conocido es que el dual normado del p-espacio de Bergman, 1 < p < oo,
es LP (D) con respecto al par dual

. Gy = / fgdA, f € I2(D).g € LV (D).
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Denotamos por H*°(ID) el espacio de funciones analiticas y acotadas en D. Es conocido
que H*(D) es denso en cada p-espacio de Bergman analitico.

A continuacién presentamos un resultado que sera util en el desarrollo de nuestro
trabajo.

Observacion 1.1.1 Sea 1 < p < oo, entonces para cada z € D tenemos

1

_ 2/
AP [ el (1.3)

[l ~

En efecto, por el Lema 1.4.3 tenemos que para z € D

1 1
— dA ~
Au—mw (W)~ TR

Proposicién 1.1.2 Sea (f,) una sucesion en LE(D), 1 < p < oo. Entonces f, — 0
débilmente en LP(D) si y sdlo si f,, — 0 uniformemente para todo conjunto compacto K
en D, y sup,, || fallp, < oo

Prueba. Supongamos que (f,,) converge débilmente a 0 en L2(ID). Entonces { f,,} es débil-
acotado en LP(ID). Por lo que {f,} es acotado (en norma) en L2(DD). Por la observacién
anterior se tiene que K, € L? (D) para toda z € D, asi que la hipétesis implica que para
toda z € D,

fn(2) = (fn, K2)ppy — 08l n— o0, (1.4)

Por (1.2) tenemos que

P < (g [, WPaA)

siempre que B(z,s) C D.

Supongamos que K = 7D con r € (0,1) fijo. Entonces por la desigualdad anterior
existe 7’ € (r,1) fijoy C, > 0 tal que

AEF <6 [ 1R@PaAw) < G s 5,

para todo z € K. Es decir, (f,) es uniformemente acotada sobre cada subconjunto com-
pacto en D.

Luego, usando (1.4) y el teorema de la convergencia dominada tenemos que

lim sup |f.(2)|? < C, lim / | fo(w)|PdA(w) = C’T/ lim |fn(w)[PdA(w) =0
n—oo [ D o0

n—o0 2eK
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Ahora probamos el reciproco. Fijamos g € Lgl (D). Dado £ > 0, elegimos r € (0, 1) cercano

a 1 tal que
sup ol ([ _loPan) <
n D\rD

Por hipétesis existe N > 1 tal que ([ 5 |g|dA) sup,c,5|fn| < € si n > N. Entonces

e \ / andA‘ < [ ifallslaa [ iglilaa <2
D rD D

\rD

sin>N. [}

Dado que el espacio de Bergman es un subespacio cerrado de L*(ID), existe una tinica
proyeccién ortogonal P de L?(ID) sobre el espacio de Bergman. En este contexto, a P se le
conoce como la proyeccién de Bergman sobre el disco, de hecho P es un operador integral

con nucleo )

(1—zw)?’

K(z,w) = K, (w) =

es decir,

PF(z) = /D (ﬂ—“’)QdAm) (1.5)

1 — zw)

para todo z € D, f € L*(D).

De hecho, es fécil ver que se puede extender la ecuacién (1.5) para toda funcién inte-
grable en el disco. Atin mas, para 1 < p < oo es conocido que la proyeccién de Bergman
es continua en LP(D).

Ahora introducimos el actor principal de este trabajo, el llamado operador de Toeplitz
definido en espacios de Bergman.

Fijamos una funcién ¢ que es integrable en ). Mencionamos anteriormente que la
proyeccion de Bergman esta bien definida en funciones que son integrables, asi que el
llamado operador de Toeplitz con simbolo ¢ dado por

T,1(:) = Plef)) = [ LI ) 4,

(1 —2w)?

estd bien definido para toda f € H*™(D). Se sigue que el operador de Toeplitz T}, esta
densamente definido en cada p-espacio de Bergman.

La cuestion fundamental en este contexto, es dar condiciones suficientes (y necesarias)
sobre el simbolo para que el correspondiente operador de Toeplitz se pueda extender como
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un operador continuo en un p-espacio de Bergman.

Mencionamos algunas propiedades basicas de los operadores de Toeplitz que son faciles
de verificar. Sean a,b € C, y ¢, funciones acotadas en ID. Entonces

a) Tmerbw = CLT¢ + deJ
b) Tp =T

c) T,>0si¢p>0.

1.2. Meétrica de Bergman y el operador promedio

A un biholomorfismo ¢ : D — DD se le conoce como mapeo de Mobius o automorfismo
del disco. Se suele denotar por Aut(ID) al grupo (bajo la operacién dada por la composi-
cién de funciones) de automorfismos del disco.

Es bien conocido que ¢ € Aut(DD) siy sélo si existe un nimero real # y un punto z € D
tal que
o(w) = ey, (w), weD
donde

Z—Ww

pe(w) = 1—7zw

es un mapeo de Mobius especial que intercambia los puntos 0 y z.

A continuacién listamos algunas propiedades del mapeo ¢, .

L. . 0@, =idlp, ¢.(0) = 2, ¢.(2) = 0.

2. Qplz(w) = _(11:511,)2'

3. . 21 )
1_‘90z<w)‘2:( _|Z| )( _|w|)

11— Zw|?
Recordamos que el determinante jacobiano real del mapeo ¢, es

(1 — =)
1 —Zw|*”

2
| (w)]* =
La métrica pseudo-hiperbdlica en D esta dada por

p(z,w) = |p.(w)], z,w e D. (1.6)
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Notamos que p(z,w) es una métrica que es invariante bajo transformaciones de Mébius.
Es decir,
p(p(2), p(w)) = p(z,w) para toda ¢ € Aut(D), z,w € D.

La métrica hiperbdlica, también llamada métrica de Bergman o de Poincaré, estd dada
por

B(z,w) := tanh™'(p(z,w)) (1.7)
1. 14 p(z,w)

“og — = )
2 Ogl—p(z,w)

para z,w € D. En particular,

1+ |z|
1— 2]

B(z,0) = %log = tanh™*(|2]), z € D. (1.8)

Claramente la métrica de Bergman es invariante bajo transformaciones de Mobius.

Para toda z € D y 0 < r < 1, definimos el disco pseudo-hiperbdlico como sigue
E(z,r) ={weD:p(z,w) <r}.

Proposicién 1.2.1 El disco pseudo-hiperbdlico E(z,r) es un disco euclidiano con centro
C" y radio R' dados por

1—1r? , 1— |z

1 — 2227 T 1222

Cv/
Se sigue que para todo z € D yr > 0, el disco hiperbdlico
D(z,r)={weD: B(w,z) <r}

es un disco euclidiano con centro C' y radio R dados por

1—s? 1— |z

T 1- s2|z|227 T 1- 32|z|2s’

C

donde s = tanh(r) € (0,1).

Prueba. Para cualesquiera z,w € D, se tiene

Z— W
1—zw

si y s6lo si
12> + |w|* = 2Re(zw) < (1 + |2]*|w|* — 2Re(zw))
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si y sélo si

(1 —7r2|z]*)|w|* — 2(1 — r*)Re(zw) < r* — |2]?,
como 1 —7?|z|? > 0, la desigualdad anterior es equivalente a lo siguiente

T‘Q _ |Z|2

=2 (s ) Re(em) <
wl* =2 ———— | Re(zw _
1 —7r2|z|? 1 —r2|z|?

si y sélo si
1—1?
w— | ———— | 2
1 —1r2|z|?

Proposicién 1.2.2 Sear >0, z € D y consideramos el disco hiperbdlico D(z,r). Enton-
ces

1. |D(z,r)| = SU5EL

(1=s%[2[%)2"

2
it RN € Sl R ¢ Sl 1

e A e PR R (R PR

2. inf{|1 — zw| ™" :w € D(z,r)} = =2

3. sup{|1 — zw| ™ s w € D(z,7)} = 1220

donde s = tanh(r) € (0,1).

Prueba. El punto I se sigue de la Proposicion 1.2.1. Para probar 2, consideramos el hecho
que D(0,r) es un disco euclidiano con centro en el origen y radio s = tanh(r), ademas
usamos el automorfismo del disco .. Dado que ¢, es una involucién tenemos

1 1
{ I — = i f I E—— D
mf{]l—z@] wGD(z,r)} n {ll—zm w € p,( (0,7’))}

1
infd ————:we D,r
{u—wz(wn <D >}

(-
= 1nf{1_—‘2|2 /IUED(O,T')

1 — s|z|
1—|z*

De manera analoga se prueba la propiedad 3 [

De los incisos 2. y 3. de la proposiciéon anterior se deduce que para r > 0 fijo y
B(z,w) < r se satisface
11— 2w ~1— 2> ~1—|uwl*. (1.9)
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Proposicion 1.2.3 Para toda z,w € D se cumple

i 22w 1 (1.10)

woz jw—z| 11— |22

Prueba. En efecto, considerando que si |h| — 0 se cumple que log(1 + h) ~ h. Entonces

1 1 1—z2w —
L Blew) o (IL=20 =)

= lim — —
w—z |w — | w—z 2 |w — 2| 11— 2| — |z — w|

i 1 1 oe (1 + 2w — 2|
= lim ———lo
wor 2w — 2| 8 11— 23| — |z — u]

1 1
= lim = .
woz |1 — 20| — |z —w|  1—z]?

Proposicién 1.2.4 Sea a(t) una curva suave en . Si s(t) es la longitud de arco de a(t)
en la métrica de Bergman, entonces

d = o/ (2)]
(o] <2va 0L
Prueba. Notamos que

ds _ (o)

dt 1 —Ja(t)*

Para un punto a € D, se denota por II, a la proyecciéon ortogonal de rango uno del
espacio de Bergman LZ(DD) sobre el subespacio unidimensional generado por k,. Como f
es analitica, tenemos

Wof = (f,kadka = (1~ aP)f(a)ks,  a € D.

Si «t) una curva suave en . Entonces

d 1 —a(t)a(t)
a0 = (W)

~ (/020 +o0D)  2: B0 o))

(1 —a(t)z)? (1 —at)z)?
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Por lo que
4, N _ 0—l@P? (—eaBeF® 2000
Ml (ks ) (1—Oé_t)z)2< (T~ la@P? +<1—|a<t>|2>2)

También un célculo directo muestra que

= )(i’f&t><z>—2a,<)(2—_a(t))'

Ademas,

2

20/ ()(2 — a(t)|

d
I - Ha _ka pry / — dA P
H( ) <dt <t>) A amy (2)
2
Ly R 2
o dA(z
(= [a®P)? Jo |1 = a2 o) (2)[*dA(z)
41a/(t)?
1= a2 ‘ / oty ) |* ko (w) ] [w]*d A(w)
2
4|a \ / wPdA(:
2|a
(1 — Je(t )IQ)2
Donde en la segunda igualdad se hizo el cambio de variable dado por w = la_(g(;; con lo
_ at)—w
que z = ;=" para obtener
1
k., (z) =
(t) ka(t)(w)
y fD lw]? = % Por lo tanto
d \/_]a (t)] ds
=My K = V2 1.11
H( ><dt ““)H 1—Ja(t)]? ai (1.11)

Ahora, dado que

/f ) Eag (w)?dA(w), (1.12)
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y notando que
i (R 0o ) = 28e (ko) oo (0)) ) (113
y diferenciando bajo el signo de la integral a (1.12) se tiene
G = [ ) lkow)Fdaw)
- 2 [ ftw)me {5 o 0) o) A w)

Por otro lado

d d
dt<k (t),k (t)> = /Da“{:a(t)(w)PdA(w)
d
= 236(3%@), Eat))
=0
Usando lo anterior y la férmula
Moo (Lo ) = (L, bV a(t) €D (1.14)
a(t) dt at) | — dt a(t), a(t)/ va(t) . .

tenemos que

d d
Re (H (dtka w)) k?a(t)(w)) = Re (<Eka(t)( ): ko) (w)) ko (t)(w)|2) =0

También se tiene que

/D(] Moo (gltkat> (w)ka(o (w)dA(w) = (I = o) (%k‘a(t)) ka) =0

Y de nuevo retomando %(f(a(t))), obtenemos

2 [ fwte | o) ool | aa(w) =2 [ fw)me | (1 = Ty) (ke ) (k@] | a4 (w)
(1.15)

Por lo tanto

e -

4 [(700) = Fatme (1 = o) (oo ) (0o @] @)

/ ’f ‘ [y (w))] ’([ — o) (%kaa)) (w)‘ dA(w),

IN



1.3. ESPACIOS DE BERGMAN PESADOS 15

por la ecuacién (1.11) y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

1
%2
dt

(7(w) = Tt (1 = o) 80 ) ()| < [ 0) = Flato) |

Por lo tanto

1

’i(ﬂa(t)))' — 2z 0L (\f <a<t>>]2|ka<t><w>|2dz4<w>>2

— |a(t)]?

B /(1)
= WA E

]
Un elemento fundamental para determinar la continuidad de un operador de Toeplitz,
es el llamado operador promedio del simbolo que introducimos a continuacién

Definicién 1.2.5 Fijamos r > 0. Sea f una funcion localmente integrable en D. El ope-
rador promedio de f en D esta dado por

~ 1
76 = e | _ JwaAG), = e

donde D(z,r) es el disco hiperbdlico con centro en z y radio r > 0.

Reproducimos el resultado clédsico cuya demostracion se encuentra en el libro [13].
Teorema 1.2.6 Sea f una funcion positiva e integrable en .
1. El operador de Toeplitz Ty es acotado si y solo si fr es acotada en D.

2. El operador de Toeplitz Ty es compacto si y solo si ﬁ(z) — 0 cuando z — OD.

1.3. Espacios de Bergman pesados

En esta seccion consideramos una familia de espacios de Bergman respecto a una
medida que es radial en el disco. Como en el Capitulo 1, en este contexto presentamos
algunos resultados basicos: existencia del nicleo reproductor, la férmula reproductora y
la continuidad de la respectiva proyeccién de Bergman. Asimismo presentamos algunos
resultados que seran de utilidad.

Para cada a € R consideramos la medida de Borel positiva dA, en D dada por

dA,(2) = co(1 — |2]*)*dA(2), (1.16)
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donde ¢, = a4+ 1 para a > —1.
Como en el Capitulo 1, para 1 < p < co y a > —1, denotamos por LF(dA,) el espacio
de Bergman pesado dado por

LP(dAy) :={f:D — C|f es analiticaen Dy f € LP(D,dA,)},

1/p
T ( / |f\”dAa> .

Un primer resultado fundamental es el siguiente,

que esta dotado de la norma

Proposicién 1.3.1 Sea f € LP(dA,), con 1 <p < oo ya > —1. Entonces

[ f1lp.a
@< g 2pyeram

para toda z € D. (1.17)

Prueba. Empezamos con la llamada propiedad del valor sub-medio para funciones de la
forma |F'|P, donde F' es analitica en D,

1
FO P
FO)P < o

2w
| iwwenpas
0
siempre que dB(0,r) C D. Usando coordenadas polares obtenemos
O < [ IFPaA. (1.18)
D

Fijamos f € L?(dA,) vy z € D. Consideramos la funcién analitica

(1= |2f2)
Flw)=fop:(w) (1— wz)2eraie cb.

Notamos que ||F||pa = || fllp.a ¥ €l resultado se sigue de (1.3). n

Del resultado anterior se sigue que L?(dA,) es un espacio de Hilbert, que existe un

nucleo reproductor
1

Ku(z,w) = W

para L2(dA,), es decir,

f(z)= /H)Ka(z,w)f(w)d/la(w) para toda z € D, (1.19)
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cuya férmula se puede extender para cualquier f € L!(dA,). Adem4s la proyeccién orto-
gonal P, : L?(dA,) — L%(dA,), llamada proyeccién de Bergman (con peso) en el disco,
esta dada por

Paf(2) :/ﬂma(m, :eD.

p (1 — zw)2te

El siguiente resultado muestra que para cada 1 < p < oo y a > —1, existen una
infinidad de proyecciones acotadas de LP(D,dA,) a LE(dA,).

Proposicién 1.3.2 Sea 1 <p < oo, a > —1 y v > —1. Entonces el operador P, es una
proyeccion acotada de LP(D,dA,) en LP(dA,) siy sdlo sip(y+1)>a+1.

Prueba. Por la Proposicién 1.4.4 se sigue el resultado. [

Proposicion 1.3.3 Supongamos que o > —1, n es un entero positivo y f es una funcion
analitica en D tal que

FO0) = f1(0) =+ = F"70(0) = 0.
Entonces para toda z € D
_ 1 (1 — Jw)" f™) (w)d Aa (w)
&)= avn— (oz+n)/D (1w (1.20)
Prueba. Sea
_ 1 (1 = [w]?)" f™) (w)dAg (w)
g(z)_(a+1)---(a+n)/]@ w"(1 — zw)*te

y usando coordenadas polares observamos que

9(0) = g'(0) =+ = g"7V(0) =0.

Diferenciando bajo el signo de la integral n veces se tiene

/ f" (w)dAgn(w)

1 J— Zw 2+OZ+’VL ?

pero por la Proposicién 1.19 se tiene que

£ (2) /f w)d Ay yn(w) — ™)

1 — zw)2tatn
para todo z € D. Dado que D es conexo se sigue que f = g. ]

Ahora se da una caracterizacién de los espacios de Bergman en términos de derivadas
de orden superior.
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Teorema 1.3.4 Sean 1 <p < oo, n> 1y f analitica en D. Entonces f € LE(dA,) siy
solo si la funcion

g(z) = (1= [z)"f"(2) (1.21)
estda en LP(D,dA,)
Prueba. Supongamos que f € LP(dA,). Por la Proposicién 1.3.1 podemos considerar

v > 0 suficientemente grande tal que f € L(dA,). De (1.19) obtenemos la siguiente
representacion integral de f

fz)=(y+1) /D %ﬂw)m(w) para toda z € .

Diferenciando bajo el signo de la integral n veces, obtenemos una constante C,, > 0 tal
que

fM(z) = C”/D ( Ll w" f(w)dA(w) para toda z € D,

1 — zw)" 2+

es decir,
ot ey [0l
o) = Cul1 =P | S

Podemos suponer que 7 es suficientemente grande de tal manera que

" f(w)dA(w).

—pn < a+1<ply+1).
Como 1 < p < oo la Proposicién 1.4.4 implica que g € LP(D,dA,).

Ahora supongamos que g € LP(D,dA,). Dado que la hipétesis y la conclusion deseada
no cambian al restarle un polinomio a la funcion f, podemos suponer

f0) = F1(0) =+ = f™(0) = 0.
En este caso fijamos v > 0 tal que p(y+ 1) > o + 1 y usamos (1.20) para obtener
[ hw)dA,(w)

donde la funcién
(1= [z)"f™(2)
2+7) - (n+7)e2"

h(z) =

estd en LP(D,dA,). Como 1 < p < oo, la representacion integral (1.22) y la Proposicién
1.3.2 implican que f € LP(dA,).
n
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El espacio de Bloch B se define como el espacio de las funciones analiticas f en D tal
que
1flls = sup{(1 = [2[})|f'()| : z € D} < c0.

De hecho B es un espacio de Banach respecto de la norma

1£ls = 1O+ 11 = [2*) f(2) [l

Teorema 1.3.5 Sea f analitica en D y n > 2, entonces f € B si y solo si la funcion
(1 —|2]>)"f™(2) es acotada en D. Mds atin, eviste una constante C > 0 tal que

CHIflls < sup{(1 = [2*)"| " (2)| : 2 € D} < O| fl5 (1.23)
para toda funcién f tal que f(0) = f'(0) =--- = f*=1(0) = 0.
Prueba. En efecto, sea f analitica en Dy f(0) = f/(0) = --- = f»=1(0) = 0.

Si f € B, por la Proposicion 1.3.3 se tiene

f(z) = /D (1- |w|2)fl(w)dA(w) para toda z € D.

w(1l — zw)?

Diferenciando bajo el signo de la integral obtenemos

(1= sy ) = o+ 110 = Ry [ T L= 10 g )

D (1 _ Z@)n+2
Por el Lema 1.4.3 (con ¢ = n), existe una constante C’ > 0 independiente de f tal que

/1l

(L= 12" (2)] < (n+ DI = [=2)" Tz

dA(w) < C'||f||s para toda z € D.

Luego, si la funcién (1—|z[?)" f(™(z) es acotadaen Dy f(0) = f/(0) = --- = f™=D(0) =
0, por la férmula de reproduccién (1.19) con a = n tenemos

ol £ (4

D (1 — Z@) n+2

dA(w) para toda z € D.

Considerando la integral de linea de 0 a z y que f™~Y(0) = 0, entonces
_ 1 (1 = Jw)"f") (w)
(n—1) - — dA
/ (2) /D ((1 — zw)"H ) w (w)

_ / 1—(1—zw)" (1~ !wIQ)”f(")(w)dA(w)

w (1 — zw)nt!
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Pero

1—(1—= 7\n+1
sup{| (|w|zw) |:z,w€]D}<2”+1,

asi que usando nuevamente el Lema 1.4.3 (con ¢ = n—1) tenemos que existe una constante
C > 0 tal que

(1= |z YV (2)] < Csup{(1 — |w|*)"|f™(w)| : w € D} para toda z € D,

Continuando este proceso se puede hallar una constante C’ > 0 tal que para toda funcién
analitica f que cumpla f(0) = f/(0) = - - - = f™=Y(0) = 0, se tiene que

Iflls < C"sup {(1 = |2[*)"f")(2)| : = € D},

lo que prueba el resultado. [

1.4. Operadores integrales en el disco unitario

En esta seccion se dan condiciones suficientes para que ciertos operadores integrales
sean continuos sobre los p-espacios de Lebesgue. Un resultado muy socorrido es el llamado
criterio de Schur que introducimos a continuacién.

Sean (X, ;1) un espacio de medida y la funcién K : X x X — C el nicleo del operador
integral T'. Es decir,

7f(e) = | Klw)f(0)uty) para todo f € (X, dn) (1.24)

El siguiente resultado da una condicion suficiente sobre K para que el operador integral
T sea continuo en LP(X, u), donde 1 < p < 0.

Teorema 1.4.1 C'riterio de Schur.
Sea K : X x X — R una funcion medible no negativa y T el operador integral dado en

(1.24).

Si existen constantes positivas Cy, Cy y una funcion h medible y positiva en X tal que

/ K(x,y)h(y)” du(y) < Cih(z)P para casi toda = € X, (1.25)
X

/ K(z,y)h(x)Pdu(x) < Coh(y)? para casi toda x € X, (1.26)
b

11
entonces T es un operador lineal acotado en LP(X, ) con |T|| < CF C3.
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Prueba. En efecto, si f € LP(X, ) entonces para casi toda z € X tenemos

Tf(x)| < /X K (z, y)h(y)h(y) "1 £ (0)]dp(y)

y por la desigualdad de Holder obtenemos

1
%%

i) < | [ K| | [ Ko i)

de la desigualdad (1.25) se sigue que

T f(x |<C”’ [/ K(z,y)h(y)7?|f(y )|pdu(y)}p para casi toda = € X.

Elevando la desigualdad anterior a la p, integrando sobre X con respecto de du(x), por el
teorema de Fubini y la desigualdad (1.26) obtenemos

/X TiPdp < Cf / F)Phy / K (. y)h(a)Pdpu(x)dp(y)
ede /X F@)Pduy),

11
Asi que T es un operador lineal acotado en LP(X, ;1) con norma menor o igual que Cf C . m

Corolario 1.4.2 Sea K : X x X — R una funcion medible no negativa. Si existen
constantes positivas C1,Cy y una funcion medible no negativa h en X tal que

/ K(z,y)h(y)du(y) < Cih(x) para casi toda x € X (1.27)
X

/ K(z,y)h(z)du(x) < Coh(y) para casi toda x € X. (1.28)
b

Entonces el operador integral T' con nicleo K es acotado en L*(X,u) con norma menor
o 1gual que /C1Cs.

La siguiente funcién aparecerd como nicleo de ciertos operadores integrales, por lo
que es conveniente tener su representacion en serie de potencias. Para z,w € Dy A € R
que no es cero o un entero negativo, tenemos

1 =T+ , .
T - ; ) 2 (1.29)

Las siguientes estimaciones integrales son fundamentales en el estudio de operadores
definidos en espacios de funciones del disco.
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Lema 1.4.3 Sea z€D, ceR,t> -1y

A

1

riormente en D.

Si ¢ >0, entonces

CAPITULO 1. ESPACIOS DE BERGMAN

— [w)

T g A(w). (1.30)

Si ¢ < 0, entonces como una funcion de z, I.4(2) es acotada superiormente e infe-

1

I.4(2) ~ a

Si ¢ =0, entonces

In+(2) ~ log a

Prueba. Como t > —1, la integral I..(z)
estd bien definida. Ponemos

1
A==
5

SiA=0,24t=—-cconlocual c <Oy

_ |Z|2)C

1
= 2?)

cuando |z| — 17.

cuando |z| — 17.

converge para toda z € D, asi que la integral

2+t+c).

se sigue que I.;(z) es acotada en z. De igual

manera, si A es un entero negativo, entonces ¢ < —1 y también I.,(z) es acotada en z.

Si A > 0, entonces consideramos (1.29)

(1

y la invariancia bajo rotaciones de la medida

— |w|?*)!dA(w) para obtener lo siguiente,

A%dA(w) = /Z nHA (1= w])! 2> |w[**d A(w)
= 3 el [ 4= e
= %f(n,n;rri 2 / / 2L d gy
i ?d@‘%&ﬁ' AT
- S e
- Fét(j);) ; mrifffti) 2)2‘ [
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Por la férmula de Stirling
F(n—i— /\)2 n2n+t+c
nl'(n+t+2)2 nr.nprtttt

Luego, se analizan los siguientes casos

= n°! cuando n — +oo.

1. Sic <0, entonces > 12 n°![2|>" es acotada en D.

2. Si ¢ > 0, entonces Y % nctz|?" ~ ( cuando |z| — 1.

1
17‘Z|2)c7
3. Sic=0, entonces 3. n~!|z[>" = log m, cuando |z| — 1.
puesto que
1 = T(n+c),
_ e Z | |Z’2
(1 —1z) n!l'(c)
y de nuevo por la férmula de Stirling se tiene que,
r
(n + C) ~ nc—l
n!

9

por lo que se concluye
1, sic <0,

I.4(2) =1 log (1 ‘ BL si ¢=0,
m, sic> 0.

Proposicion 1.4.4 Sean a y b parametros reales, 1 < p < oo y
(1—[w[*)”
$1(:) = (1= B [ fE s )

7)== 1P [ G s

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier real c.

a) El operador S es acotado en LP(D,dA,).
b) El operador T' es acotado en LP(D,dA,).

c) Los parametros satisfacen —pa < a+ 1 < p(b+ 1).

23

(1.31)

(1.32)

Un caso importante que utilizaremos es cuando o« = a = b = 0. Lo enunciamos a conti-

nuacién

Corolario 1.4.5

g
Z)_/D\l—z@PdA( )

es continuo en LP(D para 1 < p < oo.
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1.5. Transformada de Berezin de un operador

Ahora introducimos la nocién de transformada de Berezin de un operador definido en
el espacio de Bergman. Recordamos que k, denota el nicleo de Bergman normalizado.
Antes enunciamos un resultado bésico de la teoria de operadores:

Observacion 1.5.1 Sea X un espacio de Banach reflexivo y S : X — X un operador
continuo. Entonces S es un operador compacto en X si y sélo si para cualquier sucesion
(z,,) en X que converge débilmente a cero, se cumple que (Sx,) converge a cero en norma.

Definicién 1.5.2 Si S es un operador en L2(D) que estd bien definido en H*(D), la
transformada de Berezin de S es la funcion dada por

S(z) := (Sk.,k.), z € D.

Si S es un operador acotado en L2(ID), entonces S es una funcién acotada en . Por
otro lado, por la Proposicién 1.1.2 tenemos que k, — 0 en L?(D) cuando z — JD, se

sigue que cuando S es compacto, entonces S — 0 cuando z — 0. En ambos casos, el
reciproco no se cumple necesariamente. Posteriormente daremos un par de ejemplos.

Para f € L'(D), definimos la transformada de Berezin de f como la transformada de
Berezin de T7%, es decir,

fle) = T3(:) = [ flw)lka(w)PdA(w), = D

A continuacién mencionamos algunas propiedades basicas de la transformada de Berezin.
1. El mapeo A — A es inyectivo.
2. La funcién A estd en C>(D). De hecho, A es real-analitica en D con la siguiente

expansion en serie de potencias

A) = (1= 12P)" Y (m+1)(n+1)(A", 22"z,

m,n=0

3. Para f € L'(D), f es arménica en D si y sélo si f = 1.

Los dos primeros puntos son faciles de deducir y el tercero fue una conjetura abierta
durante muchos anos. Fue resuelta por Ahern, Flores & Rudin en 1993 y por English en
1994, para detalles se puede consultar el libro [6].

Ahora consideramos la base estdndar del espacio de Bergman dada por e,(z) =
vn+ 12" n > 0. Primero damos un ejemplo de un operador que no es continuo en
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el espacio de Bergman pero que tiene transformada de Berezin acotada, luego mostra-
mos un operador continuo cuya transformada de Berezin se anula en 0D pero que no es
compacto.

Ejemplo 1.5.3 Sea A el operador diagonal en L2(D) definido por
Ae, = {O, SZ: n # 2™,
€n, Stmn=2",

donde m > 0. Asi que A no es un operador continuo en el espacio de Bergman, que tiene
transformada de Berezin

Az) = (1= 1) m@m +1) (1)
m=1

que es acotada en . Esto es claro ya que

o0

m(2™ + 1) (|2°) SSZmZm Y \z|

S5 Y m(eRy

m=1 k=2m~— 1+1

32 Z (k+1) (121»)"

m=1fk=2m-141
2 2
_3 AL ep
(1= [z
Ejemplo 1.5.4 Sea A el operador diagonal en L2(D) definido por
Ae, — {O, sin # 2™,

y —_ m
€n, Stn=2",

donde m > 0. Asi que A(z) = (1—|z2)> 3, (2™ + 1) (I21)*" = 0 cuando z — OD
(ver [1, pag. 392]), pero no es compacto ya que es una proyeccion sobre un subespacio de
dimension infinita en el espacio de Bergman.

Es conocido (ver [14]) que ninguno de los operadores en los ejemplos anteriores son
operadores de Toeplitz con simbolo integrable en D. A pesar de los contraejemplos men-
cionados, en los ultimos 15 anos la transformada de Berezin ha sido determinante para
estudiar el comportamiento de un operador de Toeplitz en el espacio de Bergman (conti-
nuidad, compacidad, pertenencia a las clases de Schatten).

Reproducimos el resultado clédsico cuya demostracion se encuentra en el libro [13].
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Teorema 1.5.5 Sea f una funcion positiva e integrable en D.

1. El operador de Toeplitz Ty es acotado si y solo si f es acotada en D.

2. El operador de Toeplitz T es compacto si y sdlo si f(z) — 0 cuando z — ID.

En el siguiente capitulo mostramos que si f es un simbolo en BM O'(D) cuya trans-
formada de Berezin f es acotada en el disco, entonces T es un operador acotado. Ademas

mostramos que si f(z) = 0 cuando z — 9D, entonces T es compacto en LZ(D).

Para referencia posterior, introducimos la transformada de Berezin de un operador
definido en LP(D), 1 < p < 00, como sigue,

A(z) = (Ak,p, ks ), 2z €D,

donde
K.(¢)

kz’ () = ——,
#(¢) K |[57

¢ebh

Observacion 1.5.6 Como ||k.,|, = 1 para todo z € D, es claro que cuando A es un

operador acotado en LP(D), 1 < p < oo, entonces su transformada de Berezin A es aco-
tada en D.

De la Proposicion 1.1.2 se sigue que k,, converge débilmente a 0 cuando z — 0D, asi
que por la Observacion 1.5.1 cuando A es un operador compacto en LEX(D), 1 < p < oo,
entonces A(z) — 0 cuando z — OD.



Capitulo 2

Operadores de Toeplitz con simbolos
en BMOYD)

En este capitulo mostramos que si f es un simbolo en BMO'(D) cuya transformada de
Berezin f es acotada en el disco, entonces T es un operador acotado. Ademas mostramos
que si f(z) — 0 cuando z — 9D, entonces T es compacto en L2(ID), ver [15]. Es conocido
que BMO'(D) contiene a L>=(D) y a las funciones positivas e integrables en ID, extendiendo

asi los resultados de Axler & Zheng (ver [1]), Luecking y Zhu (ver [7, 12]).

2.1. Funciones de oscilacion media acotada

A continuacién introducimos el p-espacio de funciones de oscilacion media acotada en
D con respecto la métrica de Bergman. Recordamos que 1, denota el automorfismo del
disco que manda z € D en 0.

Definicién 2.1.1 Para 1 < p < oo, decimos que una funcion integrable en D tiene osci-
lacion media acotada con respecto la métrica de Bergman, denotado por f € BMOP(D),
stempre que

supzep||f 0 ¢:(-) = f(2)]lp < 00, (2.1)
donde || - ||, denota la norma en LP(D). Definimos
Ifluor = supseollf 0 4:() = F(2)ll (2.2)

WAl = [IfllBaor +1£(0)]-

El espacio BMO?(D) fue introducido por Békollé et. al. en [3] y para un p > 1 general
por Li & Luecking en [8]. En las referencias se muestra que (BMOP(D), | - |,) es un espacio
de Banach.

27



28 CAPITULO 2. OPERADORES DE TOEPLITZ CON SIMBOLOS EN BM O'(D)

En la literatura existen varias normas equivalentes en BMOP(D). A continuacién con-
sideramos una norma que proporciona una visién geométrica de los espacios BMOP(D),
ya que usa explicitamente la métrica de Bergman. En esta seccién denotamos por D(z)
al disco hiperbdlico con centro en z y radio 1/2.

Para una funcion integrable f en D, el (1/2-)operador promedio de f estd dado por
fe) = iy [ fw)daw)
2) = ——— w w).
|D(2)] D(z)

Usando propiedades de la métrica de Bergman y los resultados en [8], se sigue que || f|| srror
es finito si y sélo si

1 F(2)|P w 00
sup 5 /D ) = fpaaw) <o

zeD

Asi que las funciones en BM OP(ID) tienen oscilacién media acotada respecto la métrica de
Bergman. Aunque hemos fijado el radio de los discos hiperbdlicos, el resultado es valido
para cualquier otro radio fijo. Las funciones en BMOP(DD) son localmente p-integrables en
D, asi que los espacios son diferentes para diferentes p. Usando la desigualdad de Hoélder
es facil ver que

L>*(D) c BMO*(D) c L} (D), para p > 1,

BMOYD) c BMO?(D) c BMOY(D), paral <p<q.
Se pueden encontrar detalles adicionales en [8, 11, 13].

Dado que el espacio BMO'(D) es el mas grande entre los BMOP(D), p > 1, en adelante
estaremos interesados en las funciones en esta clase. La siguiente proposicion profundiza

sobre las propiedades de las funciones en BMO'(D). Se han probado propiedades similares
para funciones en BMO?*(D) (ver [3]).

Proposiciéon 2.1.2 Sea f € BMO'(D). Entonces

a) sup.en(|f](z) = |f(2)]) < oo,

b) f es Lipschitz continua con respecto la métrica de Bergman,

¢) sup.ep(1 — |2V f(2)] < oo,

d) sup.ep|f — f](z) < .
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Prueba. (a) Para z € D tenemos

fo-1fen = [ (|f<w>|—|f<z>|) () PdA(w)

< / Fw) — F(2)| Ik (w) PdA(w)
- /Ifowz ~ F(2)ldA()
= fouu()— F)h.

donde hemos usado el cambio de variable w = 9. (v). Por la Definicién 2.1.1 se sigue el
resultado.

(b) Para z,w € D, sea «a(t) la geodésica de z = a(0) a w = «(1) en la métrica de
Bergman, ademéas denotamos por s = s(t) la longitud de arco de «(t) en la métrica de

Bergman. Dado que X
7= Fo < [ |5 (Flaw)|ar,

es suficiente estimar £ (f(a(t))) para f € BMO'(D). Usamos la siguiente desigualdad

dt
que probamos en la Proposicién 1.2.4

d o/ (O)][w — a(t))|
3 (Fo)| < [ 170 = Fot ot =D g,
Dado que
ds _ |o'(1)]
dt 1 — |a(t)]?
y ademas
v — () -,
|1—a(t)w| |w0¢ )( )| = 4
obtenemos

o @llw —a)] __Jo'()] 1~ Ja(0)P -
o ame T P awer O < g ()]

Por lo tanto,

/ F(w) = F(a()) g (w) PdA(w)
= 4% 0 thuto() — Flalt)ll < 45 Flparor

4 (Flaton)



30 CAPITULO 2. OPERADORES DE TOEPLITZ CON SIMBOLOS EN BM O'(D)

Asi que,
) = Flw)l < 4w | Gyt = 41 o Bz, )
(¢) Mostraremos que existe una constante ¢ > 0 tal que |V f(z)| < ¢/(1—|z[?), z € D,
donde Vf( ) es el vector complejo (8f/(9a: 8f/8y) para z =x +1iyy
2

Vi '—

\—ﬂz)

Usando el hecho que limy,_,o(8(z + h,2)/|2])) = 1/(1 — |z|*) y la parte (b), tenemos que

’f(x+h+z'y) - f(x+z'y)‘

0 ~
— < U
A B
< Ch,mﬁ(x—i—h—i-zy,x—l—@y): c
h—0 |h| 1—1z[2
Similarmente,
~ c
- < -

asi que |V f(2)]2 < 2¢2/(1 — |2]?)

(d) Dado que \f—ﬂ > 0, por [13] tenemos que | f — ﬂ es acotado si y sélo si | f — ﬂ es
acotado. Usando la parte (b) y el hecho de que para w € D(z) se cumple que 1/|D(z)| ~
|k.(w)|?, obtenemos

. 1
=716 = gy [, 1)~ i)
1
< B ,/ 7(w) = Fo)] + 1) = Faw)l) dAw)
< e | 15w = Flktw)Parc + i [ sz waaw
< dllfou.—] <z>||1+§<oo,
dado que f € BMOY(D). u

Proposicién 2.1.3 Sea f € L'(D).

a) Sea f acotada en D. Entonces supzeu)(m(z) —|f(2)]) < oo implica que f € BMO (D).

o~

b) Existe ¢ > 0 tal que (f(2) = f(2)) < ¢|f o 9=() = f(2) |1 para todo = € D.
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Prueba. (a) Si f es acotada en D y supzem((ﬂ(z) — |f(2)]) < oo, tenemos que m es
acotada en ID. Por otro lado, como

Ifow() = F)ll < IIf o wa()ln + 1F(2)] < [£1(2) + | 2],

obtenemos que f € BMO'(D)
(b) Tenemos

~ ~ 1 ~

Fo 7O < pay [, 150 - Flaaw)
c w) — f(z k., (w)|[*dA(w
< /D(Z)|f( ) ~f( ) 1K= () PdA(w)

< Cllf otu() — F .

2.2. Continuidad de operadores de Toeplitz con simbo-
lo en BMO!

Como consecuencia de las proposiciones anteriores obtenemos el siguiente corolario
que da condiciones suficientes sobre el simbolo para que su correspondiente operador de
Toeplitz sea continuo. En particular los incisos a) y ¢) implican el resultado clasico.

Corolario 2.2.1 Sea f € L'(D).
a) Si f € BMOY(D) y f es acotada en D, entonces Ty es acotado en LZ(D).

b) Cada f € BMOY(D) se puede escribir como f = fi+ fo con fi en el espacio de Bloch
real y fo tal que sup,eplfa|(z) < oo.

c) Sif>0enD ysi f es acotada, entonces f € BMO'(D).

d) Para f € BMOY(D), f es acotada en D si y sdlo si f es acotada en D.

Prueba. (a) Usando el hecho de que para cada funcién f € L'(D) tenemos

o) = / £ (w) k. () 2dA(w)
< / | () (u0) PdA(w) = [7](2),

se sigue de la Proposition 2.1.2 (a) que siempre que f € BMO'(D) y fes acotada en D,
entonces |f| también es acotada en D. Dado que |f| > 0 se sigue del Teorema 1.5.5 (a)
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que T}y es acotado, por lo tanto T es acotado.
(b) Basta tomar fi = fy fo=f— f El resto se sigue de la Proposicién 2.1.2 (¢) y (d).

(c) Para f > 0 tenemos ]f|( ) = |f(2)| = f(2). Si f es acotada, usando la Proposicién
2.1.3 (a) se sigue que f € BMO'(D).
(d) Se sigue directamente de la Proposicién 2.1.3 (b). |

2.3. Compacidad de operadores de Toeplitz con simbo-
lo en BMO!

Lema 2.3.1 Sea f € LY(D) tal que Ty acotado en LZ(D). Para cada z € D se cumple lo
siguiente:

a) (TyK.)(u) = K.(u)P(f 01.)(1.(u)),
b) [|Tsk.|l2 = || Toy.1

|27

¢) para f € BMO'(D), cada Tjop. es acotado en L2(D).

Prueba. (a) Tenemos las siguientes igualdades:

(TyK) () = fK) >
- / F ) K (0) Ky (w) dA(w)

_ / F () K (2 (0)) K (02 0)) ks (0) PAA(),

donde hemos usado el cambio de variable w = 1,(v) y el hecho de que |[¢/(v)| = |k.(v)|.
Usando las ecuaciones

K(6DE0) = (=i

Ku(q/)z (,U))k:z(v) = kz (U)sz(u) (U)v

obtenemos

L R

— K.(w /D (f 0 02)(0) Ky (0)dA(v)
— KL(a)P(f 0 ) (1 ().

ke (u) Koy, () (0)dA(v)
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(b) Tenemos que
ITykalls = [1P(fE)I3
= /|P fk)(w)|?dA(w)

- / P ha () (8 ()21 (00) PA(w).

Usando el hecho que

tenemos

2

dA(u)

2

dA(u)

/D\P(sz)(%(u))\QWZ(U)PM(U) = /f W) Ky, (o (W)L () dA(w)

/
ARG K, (- (w))dA(w)
[ f(w)|kz<w>\2Ku<wz<w>>dA<w>2
- [ F (o) e (0)aAw)| dA(w)
= [1Prev)Paaw

= P(f ov:)l3 = [ Trou. 112,

donde hemos usado el cambio de variable v = ¥, (w). Ast || Tk, ||* = || Top. 1||*.

dA(u)

(c) Dado que f € BMO'(D) se sigue que f o1, € BMO'(D) para todo z € D.
Ademas,

Fovu(w) = / 040 () o (1) PLA(u)
- / £(0) o (16:(0)) P20 (0) PAA(v)
_ / F(0) oy (0) PAA@) = Fwo-(w)),

donde hemos usado que (1, 01.)(v) = Yy (v). Asi que cuando f es acotado se sigue que

—_—

f 01, es acotado para todo z € D. Por el Corolario 2.2.1 (a), se tiene que si f € BMO'(D)
y | es acotada, entonces cada T}oy, es acotado en L2(D). ]
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Lema 2.3.2 Sean p y € numeros positivos tal que p > 3 y 1/p < e < (1/2)(1 — 1/p).

Entonces
— |v]?) 2P/ =)
/ 11— zo|2(1-29/- nydA()

es acotado en z.

Prueba. Seant = —2pe/(p—1) y ¢ = —t—2+42p(1—2¢)/(p—1). Entonces —2pe/(p—1) <
(1 =1/p)p/(p=1) = 1y ¢ <0 ya que

2pe 2p(1 — 2¢) 2pe — 2p + 2 + 2p — 4pe
p—1 p—1 p—1
2—2 2 —2p(1
_ pe _ p(/p) _
p—1 p—1
Por 77, dado que t > —1 y ¢ < 0, tenemos que la integral es acotada en z € D. [ ]

Teorema 2.3.3 Sea f € BMO'D). Si f(z) — 0 cuando z — 9D, entonces Ty es
compacto en L2(D).

Prueba. Paso 1 Sea f € BMO'(D) con ]?acotada en D. Entonces
supen||Top. 1|, < 00, para todo p > 1. (2.3)

Prueba Paso 1 Para funciones analiticas g sabemos

glly ~ 1gO)] + 11 = 12*)g(2)l],.
El espacio de Bloch B esta definido como sigue

B = {g analitica en D : sup.cp(1 — |2|?)|¢'(2)| < oo},

que es un espacio de Banach respecto la norma

lglls = 19(0) + [1(1 = [2*)g' () |-

Tenemos

lgll, < e (lg(@)] + 11X = 12*)g'(2)ll,)
|

<
< c(lgO)] + 11 =121 (2)]le) = cllgll -

Se sabe que la proyeccién de Bergman es un operador acotado de BMO!'(D) en B (ver
[8]). Como f € BMO'(D) tenemos que f o1, € BMO' (D) para todo z € D, por lo que
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P(fo1,) € B. Por lo tanto existe una constante ¢ > 0 tal que

IP(f ol < el P(fov)ls <clllf o vl
= (17 00(0) + sup.esllf 0 v o vu(-) = F o vu(w)])

= (I + supp.enllf © o () = T@-()1)
= c(If)] + supueslf o () = Fw)li) -

Se sigue que para f € BMO'(D) con facotada en D se tiene

supzepl|Trop, 1| = sup.ep||P(f 0 ¢.)l, < oo, para todo p > 1.

Paso 2 Sea T} acotado en L2 y supongamos que f(z) — 0 cuando z — dD. Entonces
Tfoyp,1 — 0 débilmente cuando z — JD.

Prueba Paso 2 Sea A un operador acotado en L?(D) y sea U, el operador unitario
en L?(D) definido por

U.g= (g © %W@

Si Z(z) — 0 cuando z — 9D, entonces U, AU,1 — 0 débilmente cuando z — I, ver [1,
pég. 396].

Paso 3 Sea f € BMO'(D). Si f(z) — 0 cuando z — 8D, entonces | Tfop. ||z — O
cuando z — JD.
Prueba Paso 3 Escribimos

1Ty 112 = ( [+ /) Tyo. 1(w)2dA(w),
D\rD rD

y hacemos estimaciones de los términos de la derecha. Usando la desigualdad de Cauchy-
Schwartz y el Paso 1 tenemos:

/D\’”D et = (/D\TD |Tfowz1(w)|4dz4(w>) : ( / . dA<w>) -

< T pop LR = %) < el = %)V2,

Asf que la integral sobre D\7D se puede hacer tan pequena como queramos eligiendo un
r cercano a 1. Para tal 7, la integral sobre rD se puede hacer pequena para |z| cerca de
1, ya que por el Paso 2, Ty, 1 — 0 débilmente y por lo tanto uniformemente a 0 en
subconjuntos compactos de I, en particular en cada conjunto D con 0 < r < 1.

Paso 4 Sea f € BMO'(D). Si f(z) — 0 cuando z — 9D, entonces [|Tfoy. 1|, — 0
cuando z — JD.
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Prueba Paso 4 Aqui usamos la interpolacién en los espacios LP(D). Para 1 < p < 2
tenemos
2" < N Top. 15

1 Tfoy.1 TP Tpop. 1

[ < 1 Tfou.1

Cuando p > 2 tenemos

1o 15 < 1 Trop. 12 Trop. 115, -

En ambos casos el resultado se sigue de los Pasos 1 y 3.

Paso 5 Sea f € BMO'(D) tal que f(z) — 0 cuando z — 9D. Para 0 < r < 1 sea
T/ : L2(D) — L*(D) definido por

T’rf = MXHD)Tf’

donde M, es el operador de multiplicacién en L2(D), con x,p la funcién caracteristica
de rD. Denotamos por 77 al operador T} pensado como un operador de L2(D) en L*(D).
Entonces T es compacto y lim_,q ||T/ — T/|| — 0.

Prueba del Paso 5 Es bien conocido que el operador M, es compacto en L?(D)
ya que la funcién caracteristica se anula en |z| > 7. Asf que T/ es compacto por que es la
composiciéon de un operador compacto y un operador acotado.

Para g € L2(D) tenemos

(T7=T!)g(2) = ((1—xm)Ts9)(2)
= xo\w(2){Trg, K.) = xp\m(2)(g, TFK:)

= /Dg(u)XD\rD(z)TfKz(u)dA(u).

Asi que T/ — T/ es un operador integral con kernel K/ (z,u) := K/ xp\n(2)TFK(u). Por
el criterio de Schur, basta mostrar que existe una funcion medible h en ID y constantes
positivas ¢; y ¢ tales que

/D|Kf(2,u)| h(z)dA(z) < cih(u), para todo u € D
/D‘Kﬂc(%u” h(u)dA(u) < esh(z), para todo z € D,
para concluir que [|TY — T/||? < cics.
Sean p > 3y e > 0 tal que 1/p < ¢ < (1 — 1/p)/2. Ponemos h(z) = (K.(2))° =

(1 — |2]2)”*. Mostraremos que se cumplen las hipétesis en el criterio de Schur con cons-
tantes

c1 = sup || Trop. 1|p, co = sup || T, 1],
z€D |z|>r
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Tenemos que

[ 15l ) = xon() [ 0] (Kaw) dAGw),

que por el Lema 2.3.1 es igual a

XD\TD(Z)/DIKz(U)IIP(TOwz)(l/Jz(U))I(Ku(U))EdA(U)-

Hacemos el cambio de variable ¢, (u) = v y por la desigualdad de Holder con p como

antes, obtenemos

/D|K7f(z,u)‘ h(u)dA(u)

IN

— / IP(F o) )| K. (2(0))]
X (K gy (0(0)))F s (0) PAA(w)

B %o ; 1 1 dA(v)
nl?) [ 1P v 0 G = e o (o

W) ([ 1PFevawpiaw)

(1 — [v]?)2/-D) 1-1/p
) </ (i- |¢z<v>|2>(251>p/<p1>dA<v>) |

Donde hemos usado la igualdad

L= . (v)]* =

(1 —[=D)*( = [v])
|1 —zv|? '

Usando de nuevo la igualdad anterior y el Lema 2.3.2 en la iltima desigualdad, obtenemos

/D K (2, ) [(u)dA(u)

<

X

1 _
XD\T]D)(Z)l_—WHP(waZ) Hp

1 |1 — Zo[2P2e=1/ (1) (r—-1)/p
/]]) (1 — |U|2)2p€/(p*1) (1 N |z|2)p(2571)/(1’*1) dA('U)
1

T

_ _ (p—1)/p
1— |ul? 2pe/(p—1)
< (L [v]?) e

p |1 — Zv|2(1-20)/(p—1

Xo\rp (2)[| Toy, 1

csup T4, 1,h(2) = cah(2).

|27
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De una manera similar obtenemos la primera desigualdad en la hipdtesis del criterio de
Schur, notando que

/D K (2, w)h(2)dA(2) = xpr0(2) / T ()] (KL (2))F dA2),
y usando la simetria.

Usando el mismo argumento de antes, el lado derecho es menor o igual que

C|81|1>p| Fovu Hlph(w) < esup [Troy, Tph(u) = exh(u).
Asf por el criterio de Schur tenemos |7V — T/||?> < ¢;¢o, donde ¢; no depende de 7 y por
el Paso 4, ¢o — 0 cuando r — 1. [

Lema 2.3.4 Sea f € L'(D) tal que T es acotado en L2(D) y f(z) = 0 cuando z — OD.
Si existe p > 3 tal que sup,ep||Troyp.1l|, < 00, entonces para cada q¢ < p se cumple
supsepl||Trop. 1]l < 00 ¥ |Top. 1|l = 0 cuando z — OD.

Prueba. Dado que p > ¢ se sigue que sup.ep||Trop. 1]l < 00. Sea s = p/q y t tal que
1/t +1/s = 1. Entonces

ITpou 1y = / Tog 1) 7 A (w) + /D\D|Tfow21<w>|QdA<w>
= 2) + Ir(2).

Como en el Paso 2 del teorema principal, dado que f(z) — 0 cuando z — JD, se sigue
que Tfop. 1 — 0 débilmente cuando z — 0D, asi que I;(z) — 0 cuando z — dD. Por otro

lado,
L(z) < (/D\TD ’Tfo¢z1(w)|quA(w)>l/s (/D\TD ldA(w>>1/t

s 1/t
< | Tpop B (1~ 7?)

que se puede hacer arbitrariamente pequeno tomando 7 cerca de 1. Asi que ||Tfoy. 1|[; — 0
cuando z — 0D. [

Teorema 2.3.5 Sea f € L'(D) tal que T} es acotado en L2(D) y supongamos que existe
p > 3 tal que

supzep || Trop. 1|, < 00, SuPzGDH Fou, 1|, < oo.

Si f(z) — 0 cuando z — 0D, entonces Ty es compacto en L2(D).
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Prueba. Por el lema anterior existe ¢ > 3 tal que sup.ep||Top.1|l; < 00 ¥ | Tfoyp.1]|q — 0
cuando z — JD. Lo mismo se cumple con ||T%,, 1[[;. Revisando el Paso 5 del Teorema

2.3.3 es suficiente probar que lim,_,; |7 — T7|| = 0. Por lo tanto, T} es compacto en
L*(D). m

Hasta el momento se desconoce si para un simbolo general f tal que T es acotado en

L%(D) y que satisface f(z) — 0 cuando z — 9D, se tiene que T} es compacto. Cuando T}
es acotado en L2(DD) se cumple que sup,.p || 7op. 1|2 < 00, asi que tiene sentido plantearse
el siguiente problema.

Problema Sea f € L'(D) tal que T} es acotado en L2(D) y que satisface

Sup || Top. 1|, < 00, v sup ||, 1|, < oo
z€D zeD

para algin p > 2. Entonces ;el operador de Toeplitz T es compacto si f(z) — 0 cuando
z — 0D?
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Capitulo 3

Operadores de Toeplitz con simbolos
localmente integrables

En este capitulo consideramos simbolos localmente integrables y damos condiciones
suficientes para que su correspondiente operador de Toeplitz sea continuo o compacto en
el p-espacio de Bergman LE(D).

3.1. Continuidad de operadores de Toeplitz con simbo-
lo loc. integrable

Primero introducimos una coleccién D de subconjuntos de ID que son rectangulos en
coordenadas polares y cuyos radios hiperbdlicos estan acotados superiormente e inferior-
mente.

Definicién 3.1.1 Denotamos por D la familia que consiste de los conjuntos
: 1
D(r,0) = {pewzr <p< §+g,9§¢§9+ﬂ'(1—7“)}

para todo 0 < r <1, 0 € [0, 27].

Observacion 3.1.2 Cuando el simbolo a sdlo es localmente integrable en D), tenemos
que dar una definicion del correspondiente operador de Toeplitz T,. Para ello elegimos
y fijamos una sucesion (D), C D. Para cada f € LE(D) consideramos la sucesion de

funciones
_ [ al@f)
R = [ ),

y pedimos que la serie Y~ F,,(z) converga absolutamente para cada z € D y defina una
funcién en LP(D). Bajo este supuesto, T, f se define como la suma de tal serie.

41



42CAPITULO 3. OPERADORES DE TOEPLITZ CON SIMBOLOS LOCALMENTE INTEGRABL

Dado D := D(r,0) € Dy ¢ = pe'® € D(r,0), consideramos la funcién
R 1 p 1o ]
ap(C) :== —/ / a(pe*?)odpdo.
|D’ T 6

El siguente resultado da una condicién suficiente para que un operador de Toeplitz
sea continuo en LP(D) cuando su simbolo es localmente integrable en D.

1
loc

Teorema 3.1.3 Supongamos que a € L; (D) y que existe una constante C > 0 tal que

[ap(¢)] < C (3.1)

para todo D := D(r,0) € D y todo ¢ € D Entonces el operador de Toeplitz T, : LP(D) —
LP(D) estd bien definido y es acotado para todo 1 < p < co. Ademds existe una constante
Ci > 0 tal que

ITo]l <Gy sup  [ap(Q)]-
DeD,CeD

Prueba. Para n = n(m, u) ponemos

e T g )
O, =7(p— 127 @ = gu2=m+

y consideramos el correspondiente rectangulo

Sea f € LP(D). Fijamos n = n(m,u) y reescribimos la siguiente integral usando
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integracion por partes,

Fale) = /D (a1<c— 20)? / /9 aﬁ — ) rdrd)
_ ]£?/</gnr (re )d¢> Er:j;%—%ﬁidr

- / /: ( /: a(rew)dg0> ag%derdr

- ( / /ej%a(gew)gdgpdg> 0 f f:j:—)e)?

r r o1, 4 0!,
- / / a(oe™”)odpdo ar—f(re .), Sdr
. rn J0, (1 — zre=in)

/

r 6 ' ! 10
/ a(@ew)gdsﬁd@> 69<Ml—e).2d9
071/

1 — zrle )

o f(re?)
+ a(0e)odpdyo | 0,0p———"— 5dfdr
On o JOn ( - Zre_z )

:;EA@+Bn)+&A)+HA)

Tn

A continuacién acotamos los términos F},(z). Usando (3.1), la desigualdad

o) < e [ 1714,

y dado que

-0/
—10;,

’1 —zrle
para todo ¢ € D,,, tenemos

IEMMSCl;%?%ﬂA@-

Para estimar F3 ,(z) primero calculamos

fre®)  2ze " f(re'?) N ¢ ! (re?)

"(1—zre=)2 (1 —zre=®)3 (1 — zre=i0)2’

9,

Usando la estimacién para f’ como en (3.2) y (3.3) tenemos

fre™) C ( 1/ ()l |/ (O] )
(1 — zre=:)*| = |Dn| Jp, ]1—ZZ|3+|1—ZZ|2 44(Q).

:
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Usando (3.1), que |r) —r,| < C|1 — 2C| y |r), —rn| < C(1 — |¢]?) para todo ¢ € D,

obtenemos
¢ |/ (O] )
/n (|1—2C|3 FRE dA(¢)dr

, © . Q- IPIF©)
C/n(u—zcr” T )d’“o'

Para estimar Fj,(z) procedemos de manera similar, calculamos

|[Fon(2))]

IN

IN

5 f(re?) _ 2izre= " f(ret) N rie? f'(rei?)
o (1 —zre=®)2 (1 — zre=)3 (1 — zre=)%
Se sigue que
F(rae®

g

(If(C)_\ RG] )dA@.

(1= 2rpe=)? | = [Dal Jp, \|[L =2CPP 1= 2CP2

Usando que |0,, — 0| = 7 |r!, — r,| tenemos

oo = ¢ [ (¥ oo
< ], (A% o

Finalmente para estimar F},, calculamos

9.9 fre®)  dizrf(re®) + 2ize P f(re®)  6GizPre 2P f(re®) rie* f"(re) 4 ie f'(re?)
' 9(1 — zre=i0)? (1 — zre—i9)3 (1 — zre=if) (1= zre—i)2 :

Como antes, tenemos ‘
f(re®)

0p0p————=| <
’ (1 — zre=if)?

por lo tanto

F O A=) O] | A=I¢P)?1f" ()
[Fin(2)] < C/ (’1 — Zaz 11— ZZ|2 11— ZZ’Q

)asto).

Como consecuencia,

DRG] < YD IFa)

n=1 j=1

o[ () L A= KPI QL 0= KPR )
1=2CF " 1-aCP 1<

)i,
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La proyeccién de Bergman maximal es un operador acotado en LP(D), es decir, existe una
constante C' > 0 tal que
lg (O]
=5dA Q)] <yl
‘ p[1— 2] » 8

para todo g € LP(D), usar (1.31) con o = a = b = 0. Ademés las funciones (1—|¢|?) |f" ()
v (1 —1[C12)?|f" (¢)| pertenecen a LP(D) por el Teorema 1.3.4.

Se sigue que la serie
> IE(2)]
n=1

estd acotada puntualmente por una funcién en LP(D), asi que converge para casi todo
z € D. Por lo tanto, el operador de Toeplitz se puede definir como se explicé en la
Observacién 3.1.2. Ademads por los mismos argumentos,

lo que prueba el acotamiento de Tj,. [

< CCal fllp,

p

Ejemplo 3.1.4 La siguiente funcion no es integrable en ID pero es localmente integrable,

_1 g1
a(re®) = {r(l—r) sy 2

NI D=

1, r <

Dado un rectdngulo D = D(1 — 26,0) con § suficientemente pequeno y ( = pe'® € D,
usamos el cambio de variable y = 1/(1 — p) para obtener

/p ! si 1 d’< )
in nl <mw
1226 (1 =m) (1-mn)

1/(1=p) 1
/ — sinydy
1/(26) Y

¢
DIfan(c)| = /

Dividimos el intervalo de integracion en subintervalos de la forma I, = [2mn, 2w(n + 1)),
reemplazamos (por la periodicidad de la funcién seno) sobre cada I,, la funcién y=* por
y ' — (27(n+ 1)), la cual se acota por Cn~? sobre I,,. Sumando sobre n y acotando

|siny| por 1, el mddulo de la integral fll/(%;p) y~tsinydy estd acotado por C6. Dado que

|D| es del orden de 6%, se sigue que a satisface las hipdtesis del teorema.

Corolario 3.1.5 Sean 1 < p < 0o y a > 0 una funcion localmente integrable en D.
Entonces el operador de Toeplitz T, : LF(D) — L2(D) es acotado si y sdlo sia es acotado
en D si y solo si a es acotado en D.

Prueba. Una parte se sigue de la Observacion 1.5.6. [
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3.2. Compacidad de operadores de Toeplitz con simbo-
lo loc. integrable

A continuacién consideramos una condicién suficiente sobre un simbolo localmente
integrable en D para que su correspondiente operador de Toeplitz sea compacto en LP (D),
1 <p<oo.

Teorema 3.2.1 Supongamos que a € Lj,.(D) y que

1 =0 3.5
s suplap ()] =0, (3.5)

donde
d(D) = dist(D,0D) = inf{|z —w| : z € D, |w| = 1}.

Entonces el operador de Toeplitz T, : LP(D) — LE(D) es un operador compacto para todo
1 <p<oo.

Prueba. Tomamos una sucesién arbitraria (fy)32, C L2(D) con || fx||, < 1 para todo k y
tal que fi — 0 uniformemente en subconjuntos compactos de D. Es suficiente probar que
I Ta fell, = 0.

Sea ¢ > 0 arbitrario. Consideramos las expresiones Fj,(z) de la seccién anterior y

hacemos F}, (%) igual a F},(2) con fi en vez de f. Usando (3.5), procediendo como en
la obtencién de (3.2), (3.3) y (3.4) obtenemos la estimacion

Fyni(2)] < Cey / O 440,

D, |1 — (]

donde podemos suponer que ¢, — 0. Elegimos N € N tal que ¢, < € for n > N.

Dado que la cerradura del conjunto DW) := Un<n D, es compacto, existe una constante

Cy > 0 tal que
Z/D 1—z<|2 MO =

para todo z € ID. Dado que la sucesion converge a 0 sobre subconjuntos compactos,
podemos elegir M € N tal que

|fe(Q)] < T on

para todo k > M y ¢ € DWWV,
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Para todo k > M tenemos

| fx(C | fe(C
Z'F“”“ SEDY M I CED I M 0

n<N n>N

1 | fx(Q)]
= Z 1+CN/ |1 ~oep e +€/ﬂ)md/1(o

/(¢
<e+e /| —ZC|2 A(Q).

Las otras expresiones F},, x(2), 7 = 2,3,4 se tratan de manera similar, teniendo en mente
que las derivadas de las funciones fj convergen a 0 uniformemente sobre subconjuntos
compactos de D. Argumentando como en la prueba del Teorema 3.1.3 obtenemos que
| Tafrll, < Ce para k suficientemente grande. n

Corolario 3.2.2 Supongamos que a € L}, (D) y que

1 =0
s sup ap ()] =0,

donde
d(D) = dist(D,dD) :=inf{|z —w|: z € D, |w| = 1}.

Entonces el operador de Toeplitz T, : LP(D) — LP(D) es compacto para todo 1 < p < oo.

Prueba. La demostracion es similar a la del Corolario 3.1.5. Sélo notamos que dado que
k., — 0 débilmente en L2(ID), tenemos que a — 0 cuando z — JD. n
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Capitulo 4

Operadores de Toeplitz con simbolos
distribucionales

En este capitulo consideramos una definicion alternativa de operador de Toeplitz, cuyo
simbolo esta en un espacio de Sobolev pesado de orden negativo.

En este contexto, se dan condiciones suficientes sobre el simbolo para que el corres-
pondiente operador de Toeplitz sea continuo o compacto.

4.1. Espacios de Sobolev con peso
Definimos la funcién de peso estdndar v : D — Rt como sigue
v(z) =1— 2%

Dado m € N denotamos por W™ := WD) el espacio de Sobolev pesado que consiste
de funciones medibles en D tal que sus derivadas distribucionales satisfacen

I£W = ) IDf(2) ¢ Ll

laj<m

- ¥ /D|Daf(z)]y(z)o‘|dA(z)<oo.

laj<m

Observacion 4.1.1 Recordamos que el espacio de funciones de prueba C§° (D) en el disco
no es denso en el espacio de Sobolev (sin peso) W™1(D). Este hecho desagradable complica
el tratamiento del espacio dual.

No obstante el siguiente hecho se cumple en el caso de nuestros espacios de Sobolev
pesados. El resultado es conocido pero hacemos un bosquejo de la prueba.

49
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Lema 4.1.2 The subespacio vectorial C°(D) es denso en W™H(D).

Prueba. Primero notamos que si el soporte de una funcién g € W™ (D) estd contenido
en un disco compacto €, := |z| <7 con 0 < r < 1, entonces puede ser aproximado en
W1(D) por un elemento en C§°(D). Esto se sigue al elegir el conjunto £’ como el disco
Q, con s > r. La convergencia lim. o J.xg = g en W™!(Q)') (usando la notacién del libro
de Adams) también implica la convergencia en W™!(DD).

En consecuencia, es suficiente aproximar una funcién arbitraria f € W/"!(D) por un
elemento de soporte compacto en W1(ID). Para esto, notamos que es posible definir una
sucesion de funciones de corte, radiales, x, € C§°, con n > 4 tal que x,(2) = x»(]z]) para
2€D,0< xu(r) <lparatodo 0 <7 <1, xu(r) =1para 0 <r <1—3/n, xp,(r) =0
para 1 —1/n <r <1,y que para todo k € N,

den(r)

| < CynfF (4.1)

para todo 0 < r < 1. De hecho, podemos definir y,, como la convoluciéon usual

xn(r) = / X—142/n1-2/n)(0)In(r — 0)do, (4.2)

donde X|_149/n,1-2/n] €s la funcién caracteristica del intervalo [-1+2/n,1 —2/n]y J, es
la funcién alisadora estandar

In(r) =

CneV/(1=0m%) Ir| < 1/n,
0 si|r] > 1/n,

y C' > 0 es una constante independiente de n que hace ffooo Jpdr = 1. La propiedad(4.1)
se sigue ahora al diferenciar J,, bajo el signo integral en (4.2).
Entonces una buena aproximacién de una funcién dada f € WP es x,f para un

n suficientemente grande. Para ver esto, en el caso m = 1, definimos D,, := {z : |z| >
1 —3/n} y estimamos uno de los términos (o = (1,0) ) como sigue

of
A < — |1 - A
/ vin < [|5Hn-laas [
< C/ a—f‘udA+C \f]n(1—<1—§>)l/d/l
p, | 0T D, n

:/ a—f‘udA—l—C'/ | flvdA.
Dy, a.’r

n

OXn

(= xah) v (4.
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donde hemos usado los hechos que 0y,,/0z se anula fuera de D,, y |0x,/0z| < Cn en D,
por (4.1). Se sigue que (4.4) se aproxima a 0 cuando n — 0, dado que el drea de D,, tiende

a 0 y las integrales
[iraay [
D D

son acotadas por || f; W1 . Los otros términos en la definicién de la norma de Wm!
tienen estimaciones mas faciles o similares, lo cual prueba el lema para m = 1. La idea
para m mas grandes es parecido: las potencias mas altas de v cancelan el crecimiento de
las derivadas mas altas. [

vdA

X

of
0

Como consecuencia de lo anterior es posible describir el espacio dual de W™ (D).

Definicién 4.1.3 Dado m € N denotamos por W, ™ = W ™>(D) el espacio de So-
bolev pesado consistente de distribuciones a en D, que pueden ser escritas en la forma

a= Y (=)D, (4.4)

0<]a|<m
donde
bo € LYo = L. (D),
es decir,
1ba; LS2a || := sup esspr(2) ™% |ba(2)| < 0.

Aqui la funcién b, es considerada una distribucién como lo es una funcién localmente
integrable, y la identidad (4.4) contiene derivadas distribucionales.

Dado tal simbolo a, la representacién (4.4) no es tunica en general. Por lo tanto,
definimos la norma de a por

lall == [la; W, ™| := inf max |[ba; L7%all; (4.5)

0<|ar|<m

donde el infimo es tomado sobre todas las representaciones posibles (4.4).

Lema 4.1.4 El dual de W™ (D) es isométricamente isomorfo a W, ™ (D) con respecto
al par dual

(f.a):= ) /D (D° f)badA, (4.6)

0<|ar|<m

donde f € W(D), a € W, ™>(D) y las funciones b, son como en (4.4).
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Prueba. Primero, consideramos los productos de espacios de Banach siguientes,

X o= ][ Lhw®@), vi= I LZw(D)

lo|<m lor|<m
los cuales tienen las normas
1 X0 = a5 el
|a|<m
y
g; Y|l = méx [|ga; Lo ],
lor|<m

donde f = (fa) € X v g = (9a) € Y. Dado que L, es el dual de L. con respecto el par
dual estandar

(h k) = / hkdA,
D

Y es también el dual de X con respecto el par dual

<f7 a) = Z /Dfocgocha (47)

0<|ar|<m

y el dual normado de X* coincide con la norma de Y.
Ahora afirmamos que para cada elemento L en el espacio dual (W), existe un
elemento g = (g,) € Y tal que

=3 Auwﬁ% (48)

0<]a|<m

para todo f € W™ Ademas ||L; X*|| = inf||g; Y], donde el infimo se toma sobre toda
9 = (ga) que cumple la identidad anterior.

Primero, el operador P : W™! — X dado por Pf = (D%) es una isometria. Ponemos
W := P(W™!) C X, definimos el funcional lineal L* en W como sigue

L'(Pf) = L(f), | € W)™\

Dado que P es isometria, L* € W* y ||L*; W*| = ||L; (W/")"||. Denotamos por P la
extension de Hahn-Banach de L* a todo el espacio X y, usando la dualidad antes descrita,
encontramos un g = (g,) € Y tal que

L(f)y= > /Dfagaparaf:(fa)ex.

0<|a|<m
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Asi, para f € W™! tenemos

L) =L PH=LPH= 3 [0

0<|a|<m

y ademéds ||L; (W™ || = ||g;Y]|. Si h € Y es otro elemento tal que se cumple (4.8),
entonces corresponde a una extensién L*, y asi ||h; Y| es al menos || L; (W) ||. Esto
completa la prueba de las afirmaciones.

Supongamos que L € (W™!)" y el correspondiente g € Y son dados. Observamos que L
es una extensiéon a W™! de la distribucién

T= > (-1IDg,, (4.9)

laf<m

donde las derivadas son distribucionales y g, es la distribucién

0 — / JapdA
D

donde ¢ son funciones de prueba. Esto se sigue de aplicar (4.8) y (4.9) a una funcién de
prueba arbitraria. Finalmente, la extensién de (4.9) a ™! es tnica. La correspondencia
de L y esta extensién unica de T establece el resultado. ]

4.2. Continuidad de operadores de Toeplitz con simbo-
lo distribucional

Teorema 4.2.1 Supongamos que la distribucion a € D' pertenece a W, ™ para algin
m, entonces el operador de Toeplitz T, definido por la formula

EE (Dg%) b(E)AAE), [eLLD),  (410)

1—-=2
0<|ar|<m

estd bien definido y acotado LE(D) — LE(D) para todo 1 < p < oo. El operador resultante
es independiente de la eleccion de la representacion (4.4). Ademds existe una constante
C > 0 tal que

[Ta = LE(D) — LED)|| < Clla; W, ™. (4.11)

Prueba. Para probar la continuidad, fijamos una representacién (4.4) tal que

1
la; W™l > = méx [|ba; L. (4.12)

2 ~lal
2 0<|al|<m v
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Dado que 2|1 — z£|| > 1 — |€], podemos estimar para cada f € AP,

O H ITGIRENCD DO W G O LA (R R DX
0<|a|<m |a|<m B<La
< G Y Y DA = 28 by ()]
|a|]<m B<a
< Golla; W™ Y > (D)1 —26)2|(1 — [P
|a|]<m B<a
. —m,00 - ’f(])‘(£)<1 - ‘5’2)]
< Cylla; v, ™| Z T_ap
Notamos que |D? f| = | fP) para todas las funciones analiticas. Recordamos que, dada

una funcién g € L2(D), las funciones [¢®(2)| (1 — |z|?)' pertenecen a LP(D) con normas
acotadas por Cj|g||,. Ademas, la proyeccién maximal de Bergman es acotado en LP(ID),
es decir, para alguna constante C' > 0,

|[ L,

p |1 - 2€?
para toda g € LP(D). Estos hechos junto con la definicién (4.10) y la estimacién anterior,
prueban que T'f € L2(ID) con la estimacién de norma de operador (4.11).

A(§)

< llgll
P

La unicidad de la definicién de T, en (4.10) es una consecuencia directa de la Obser-
vacion 4.1.1, en cuanto probemos que para todo f € AP y cada z € D fijo, la funcion

f€)
(1—z¢)?
de la variable ¢ pertenece al espacio de Sobolev W1, Pero esto se sigue del hecho de
que [fO()](1 — |£?) € LP(D) € LY(D) para todo I € N. También obtenemos que
| (Dg) ()| (1 — |§|2)|a‘ € L'(D) para todo multiindice a, |a] < m dado que el factor

(1 — 26)~? y todas sus derivadas son funciones acotadas con respecto la variable ¢ (para
cada z € D fijo). |

F.(§) ==

Ejemplo 4.2.2 Consideramos el simbolo

0
a:= b((),o) + D(l’o)b(Lo) = b(0,0) + %5(1,0)’

donde, para z = x + iy = re'?,

0 stx <0,
booy(2) = { 20 six >0,
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0 stz <0,
bao(z) = { 1—7r%2 siz>0.

Notamos que la funcidn b gy se puede escribir como el producto Y (z)(1 — r?), donde Y
es la funcion escalon usual (continua por la derecha en x = 0). Denotando por dy(z) la
medida de Dirac concentrada en 0 con respecto la variable x € R, tenemos

a = booy+ (1—r)DMOY(2) + V() DO (1 —r?)
= do(x)(1 —7?%) = do(a)(1 - y*),

dado que D(l’o)(l —1r?) = —2x. Asi que el simbolo a es una medida de Dirac con peso del
segmento {z € D : Rz = 0}. Claramente a € W, y por lo tanto define un operador de
Toeplitz acotado de AP en AP. Hacemos notar que el soporte de a no es compacto en D

4.3. Compacidad de operadores de Toeplitz con simbo-
lo distribucional

Proposicion 4.3.1 Cualquier distribucion a € D' con soporte compacto pertenece al
espacio de Sobolev W, ™. Via la formula (4.10), el simbolo a define un operador de
Toeplitz que es un operador compacto de LE(D) en LE(D).

Prueba. Es bien conocido en teoria de distribuciones que cualquier distribucién a con
soporte compacto tiene un orden finito m y se puede escribir como sigue

a= Y D,

la<m

donde las funciones b, se pueden suponer continuas y con soporte en una vecindad arbi-
traria del soporte de a. En particular, podemos suponer que la cerradura V es un subcon-
junto compacto de . Notamos a € W, ™. También la compacidad de los soportes de
b, implica que el operador dado por (4.10) es compacto en AP. [

Teorema 4.3.2 Supongamos que el simbolo a € D' pertenece a W, ™ para algin m > 1.
El operador de Toeplitz dado por (4.10) es compacto si a tiene una representacion tal que
las funciones b, satisfacen

}13} Sup ess|z>r|ba(2)| = 0.

Prueba. Si las funciones b, satisfacen la condiciéon mencionada y 0 < r < 1, definimos
para todo multiindice las siguientes funciones de soporte compacto:

f bal(z) sz <y
bar(2) = { 0 si|z| >,
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También definimos la distribucion con soporte compacto

Ay = Z (_1)‘Q|Daba,ra

0<|a|<m

donde consideramos derivadas distribucionales. Por la proposicién anterior, el operador
de Toeplitz T,, es compacto en LP(D) para cada r. Por otro lado, debido a la hipdtesis
sobre b, y la estimacion de la norma, la norma del operador siguiente

7o = 1o, : Lg(D) = A?|| = |[To—, : LE(D) — LE(D)]]
se puede hacer suficientemente pequena eligiendo r cerca de 1. [

Ejemplo 4.3.3 Consideramos el simbolo

0
a = b, + D(1,0)b(170) = boo) + a—xb(m),

donde, para z = x + iy = re'?,
b (2) = 0 stx <0,
0.0\=) = 2cx(1—r2)1 sia >0,

0 stx <0,
bao(z) = (1—7r%)¢ six>0.

donde ¢ > 1 es arbitrario. Como antes, el simbolo es una de medida de Dirac con peso del
segmento {z € D : Rz = 0} con soporte no compacto. En este caso el operador de Toeplitz
resultante es compacto en L2(D).

4.4. Conclusiones

El objetivo fundamental del presente trabajo es abordar la condicion que debe cum-
plir el operador de Toeplitz T, para que sea un operador compacto en cada p-espacio de
Bergman, donde 1 < p < o0.

Las conclusiones que se derivan del trabajo de investigacion a presentar relaciona entre
st los temas tratados y son los que se exponen a continuacion.
Primero se enfatiza que T, se extiende como un operador acotado en LP(D) cuando u
es una funcion medible y acotada en . Enseguida se plantea dar condiciones suficientes
sobre el simbolo u que permita al operador de Toeplitz T,, extenderse como un operador
continuo a cualquier p-espacio de Bergman, para ello se hace uso de la transformada de
Berezin. De suerte que la trasformada de Berezin tiene una propiedad fundamental: es
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inyectiva, lo cual significa que al asignar a cada operador una transformada de Berezin,
toda la informacién de ese operador queda condensada en ésta funcién, y es mucho més
facil estudiar una funcién que un operador. Se sabe que la transformada de Berezin de un
operador de Toeplitz con simbolo generador una funcién acotada, es la transformada de
Berezin de una funcion. Por esta razon es la importancia de estudiar de manera muy breve
la trnasformada de Berezin de funciones. Ademas se define la transformada de Berezin de
un operador lineal acotado.

Posteriormente se define el espacio BMO y es natural preguntarse si el operador de Toe-
plitz puede extenderse continuamente a un espacio mas grande de tipo BMO.

Todo lo anterior permite estudiar los resultados del trabajo de Zorboska, quien probd
que si u es un simbolo en BMO'(D) cuya transformada de Berezin @ es acotada en el
disco, entonces T, es un operador acotado y que si @(z) — 0 cuando z — JD, entonces
T, es compacto en L2(D).

Asi mismo se analiza el trabajo que en el 2010 en un trabajo de Taskinen y Virtanen,
ver [9]. Ellos consideran simbolos que son tinicamente localmente integrables en D.

El resultado es por tanto en base a los trabajos mencionados dar las condiciones que
debe cumplir el simbolo u para que el operador de Toeplitz T}, sea un operador compacto
en cada p- espacio de Bergman, pasar a una definiciéon alternativa de los operadores de
Toeplitz la cual fue dada en el 2011, cuando Perala, Taskinen y Virtanen consideran
simbolos u en un espacio de Sobolev pesado de orden negativo, ver [10]. Por ultimo
quedaria plantear las futuras lineas de investigacién posibles.
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