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4. Operadores de Toeplitz con śımbolos distribucionales 49
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Introducción

Los operadores de Toeplitz son una clase de operadores concretos que han sido am-
pliamente estudiados. El estudio de su comportamiento en el contexto de los espacios de
Hardy y los espacios de Bergman ha generado una gran cantidad de resultados en la teoŕıa
de operadores y en la teoŕıa de funciones anaĺıticas.

La teoŕıa de operadores de Toeplitz sobre espacios de Hardy es ahora un tema clásico
que aún genera resultados pero que no abordaremos en esta oportunidad. En este trabajo
estudiamos los operadores de Toeplitz definidos en los p-espacios de Bergman de funciones
anaĺıticas en el disco unitario. De particular interés es determinar condiciones para que
tales operadores de Toeplitz sean continuos o compactos.

Para 1 ≤ p <∞ el p-espacio de Bergman anaĺıtico en el disco D, denotado por Lpa(D),
consiste de las funciones anaĺıticas en D que son p-integrables. La proyección de Bergman
P es la única proyección ortogonal del espacio de Lebesgue L2(D) sobre el espacio de Berg-
man L2

a(D), y ahora es conocido que se puede definir en cualquier p-espacio de Bergman de
tal manera que P es también una proyección continua de Lp(D) en Lpa(D) para 1 < p <∞.

Dada una función u que es integrable en D, el correspondiente operador de Toeplitz
con śımbolo u está dado por

Tuf = P (uf),

donde f está en el espacio de funciones acotadas y anaĺıticas en D, aśı que Tu es un ope-
rador densamente definido en cada p-espacio de Bergman. Del párrafo anterior se sigue
que Tu se extiende como un operador acotado en Lpa(D) cuando u es una función medible
y acotada en D.

La cuestión es dar condiciones suficientes sobre el śımbolo u para que el operador
de Toeplitz Tu se pueda extender como un operador continuo en el espacio de Bergman
L2
a(D), e incluso a cualquier p-espacio de Bergman, 1 < p <∞. Un elemento vital ligado

a este planteamiento es la llamada transformada de Berezin ũ del śımbolo u, dada por

ũ(z) =

∫
D

1− |z|2

|1− zw|4
dA(w),

1
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para z ∈ D.

Por ejemplo, cuando u es además una función integrable y no negativa, se sabe que Tu
se puede extender como un operador continuo en L2

a si y sólo si su tranformada de Berezin
ũ es acotada en D. Además se sabe que Tu se extiende como un operador compacto en
L2
a(D) si y sólo si ũ(z)→ 0 cuando z se aproxima a la frontera ∂D del disco. Un problema

natural es extender la clase de śımbolos u para los cuales este tipo de resultados sigan
siendo válidos.

En general, se puede definir la transformada de Berezin de un operador A definido
en el espacio de Bergman L2

a(D) y mostrar que si A es continuo (compacto), entonces su
transformada de Berezin Ã es acotada (respectivamente Ã(z) → 0 cuando z → ∂D). En
ambos casos, la implicación en el otro sentido no necesariamente se cumple, ver sección 1.5.

Precisamente en el 2003 Zorboska probó que si u es un śımbolo en BMO1(D) cuya
transformada de Berezin ũ es acotada en el disco, entonces Tu es un operador acotado.
Además probó que si ũ(z) → 0 cuando z → ∂D, entonces Tu es compacto en L2

a(D), ver
[15]. Es conocido que BMO1(D) contiene a L∞(D) y a las funciones positivas e integrables
en D, extendiendo aśı los resultados de Axler & Zheng en [1], Luecking y Zhu en [7, 12].
En el Caṕıtulo 2 de este trabajo se muestran los resultados mencionados. A la fecha se
desconoce si cualquier operador de Toeplitz acotado en L2

a(D) es compacto en cuanto su
transformada de Berezin se anula en la frontera.

En este contexto, el siguiente avance se dió en el 2010 en un trabajo de Taskinen y
Virtanen, ver [9]. Ellos consideran śımbolos que son únicamente localmente integrables en
D. A un śımbolo u ∈ L1

loc(D) le asocian una familia de funciones

ûD(ζ) =
1

|D|

∫
D

a(w)dA(w)

con ζ ∈ D, donde {D : D ∈ D} es una familia de rectángulos hiperbólicos”. Ellos prue-
ban que si existe una constante C > 0 tal que |ûD(ζ)| ≤ C para todo ζ ∈ D, D ∈ D,
entonces Tu se puede extender como un operador acotado en cada p-espacio de Bergman,
1 < p <∞.

Como corolario prueban que para un śımbolo positivo u ∈ L1
loc(D), el correspondiente

operador de Toeplitz Tu es acotado en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < ∞, si y sólo
si ũ ∈ L∞(D).

Cuando u ∈ L1
loc(D) satisface

ĺım
d(D)→0

sup
ζ∈D
|ãD(ζ)| = 0,
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donde d(D) := dist(D, ∂D), entonces Tu se puede extender como un operador compacto
en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < ∞. Nuevamente, como un corolario se tiene que
si u ∈ L1

loc(D) es un śımbolo positivo tal que ũ(z)→ 0 cuando z → ∂D, entonces Tu es un
operador compacto en cada p-espacio de Bergman. Todos los resultados recién menciona-
dos se incluyen en el Caṕıtulo 3.

Una definición alternativa de los operadores de Toeplitz fue dada en el 2011, cuando
Perala, Taskinen y Virtanen consideran śımbolos u en un espacio de Sobolev pesado de
orden negativo, ver [10]. En este caso el operador de Toeplitz Tu correspondiente se define
por

Tuf(z) =
∑

0≤|α|≤m

∫
D

(
Dα
ζ

f(ζ)

(1− zζ)2

)
bα(ζ)dA(ζ),

con f ∈ Lpa(D), y donde Dα
ζ denota la derivada distribucional respecto a la variable ζ;

además
sup
D
ess(1− |z|2)−|α||bα(z)| <∞, 0 ≤ |α| ≤ m.

Bajo estas condiciones, ellos muestran que el operador de Toeplitz está bien definido y
es continuo en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < ∞. La condición sobre bα muestra
una relación natural entre la geometŕıa hiperbólica del disco y el orden de la distribución u.

Finalmente muestran que si se cumple la condición

ĺım
r→1−

sup
|z|≥r

ess(1− |z|2)−|α||bα(z)| <∞,

entonces Tu es un operador compacto en cada p-espacio de Bergman, 1 < p < ∞. Estos
resultados son incluidos en el Caṕıtulo 4 de la tesis.

En este último contexto quedan un par de problemas por abordar:

a) Dar condiciones suficientes sobre el śımbolo distribucional para obtener operadores
de Toeplitz que pertenezcan a las llamadas clases de Schatten.

b) Definir operadores de Hankel con śımbolo distribucional y dar condiciones suficientes
para que sean continuos o compactos.
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Caṕıtulo 1

Espacios de Bergman

En este caṕıtulo establecemos el marco, las definiciones y los resultados básicos para
el posterior desarrollo del estudio de operadores de Toeplitz definidos en espacios de
Bergman. Los resultados de este caṕıtulo se pueden encontrar en el libro de K. Zhu [13].

1.1. Núcleo reproductor y operador de Toeplitz

Sea C el plano complejo y D := {z ∈ C : |z| < 1} el disco abierto unitario complejo.
En este trabajo consideramos la medida de área normalizada sobre D y la denotamos por
dA(z), de hecho, cuando escribimos z = x+ iy = reiθ tenemos que

dA(z) = π−1dxdy = π−1rdrdθ.

Por comodidad, escribiremos |B| :=
∫
B
dA cuando B es un conjunto de Borel en D. A lo

largo de la tesis denotamos por B(z, r) a un disco euclidiano con centro en z y radio r > 0.

Para 1 ≤ p ≤ ∞ denotamos por Lp(D, dA) el espacio de Lebesgue usual en D. Es
conocido que el espacio dual de Lp(D) es Lp

′
(D), 1 ≤ p <∞, con respecto al par dual

〈f, g〉p,p′ =

∫
D
fgdA, f ∈ Lp(D), g ∈ Lp′(D) (1.1)

donde p′ es el exponente conjugado de p.

Para 1 ≤ p <∞, el p-espacio de Bergman anaĺıtico Lpa(D) está dado por

Lpa(D) := {f : D→ C|f es anaĺıtica en D y f ∈ Lp(D)} ,

que está dotado de la norma

‖f‖p :=

(∫
D
|f |pdA

)1/p

.

5



6 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE BERGMAN

Dada una función f ∈ Lpa(D), el teorema del valor promedio para funciones armónicas
implica que para cada z ∈ D se cumple

f(z) =
1

|B(z, r)|

∫
B(z,r)

fdA

para cualquier disco euclidiano B(z, r) en D, por lo tanto

|f(z)|p ≤ 1

|B(z, r)|

∫
B(z,r)

|f |pdA ≤ 1

|B(z, r)|
‖f‖pp. (1.2)

La desigualdad anterior implica lo siguiente:

Lpa(D) es un subespacio cerrado de Lp(D), aśı que cada p-espacio de Bergman es un
espacio de Banach con la norma que hereda de Lp(D). En particular L2

a(D) es un
espacio de Hilbert con el producto interno que hereda de L2(D), a este espacio le
llamamos el espacio de Bergman (del disco).

Para cada z ∈ D y r > 0 fijo, el funcional valuación en el punto z es continuo en
el espacio de Bergman, aśı que el teorema de representación de Riesz implica que
existe una función Kz ∈ L2

a(D) tal que

f(z) = 〈f,Kz〉 =

∫
D
f(w)Kz(w)dA(w),

para todo z ∈ D, f ∈ L2
a(D).

A la función Kz se le conoce como el núcleo reproductor del espacio de Bergman en
el punto z, es conocido que

Kz(w) =
1

(1− wz)2
,

además

‖Kz‖22 = Kz(z) = (1− |z|2)−2,

para todo z ∈ D. El llamado núcleo reproductor normalizado está dado por

kz(w) :=
Kz(w)

‖Kz‖2
=

1− |z|2

(1− zw)2
.

Otro hecho conocido es que el dual normado del p-espacio de Bergman, 1 < p < ∞,
es Lp

′
a (D) con respecto al par dual

〈f, g〉p,p′ =

∫
D
fgdA, f ∈ Lpa(D), g ∈ Lp′a (D).
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Denotamos por H∞(D) el espacio de funciones anaĺıticas y acotadas en D. Es conocido
que H∞(D) es denso en cada p-espacio de Bergman anaĺıtico.

A continuación presentamos un resultado que será útil en el desarrollo de nuestro
trabajo.

Observación 1.1.1 Sea 1 < p <∞, entonces para cada z ∈ D tenemos

‖Kz‖p′ ∼
1

(1− |z|2)2/p
= ‖Kz‖2/p2 . (1.3)

En efecto, por el Lema 1.4.3 tenemos que para z ∈ D∫
D

1

|1− zw|2p′
dA(w) ∼ 1

(1− |z|2)2(p′−1)
.

Proposición 1.1.2 Sea (fn) una sucesión en Lpa(D), 1 < p < ∞. Entonces fn ⇀ 0
débilmente en Lpa(D) si y sólo si fn → 0 uniformemente para todo conjunto compacto K
en D, y supn ‖fn‖p <∞.

Prueba. Supongamos que (fn) converge débilmente a 0 en Lpa(D). Entonces {fn} es débil-
acotado en Lpa(D). Por lo que {fn} es acotado (en norma) en Lpa(D). Por la observación
anterior se tiene que Kz ∈ Lp

′
a (D) para toda z ∈ D, aśı que la hipótesis implica que para

toda z ∈ D,
fn(z) = 〈fn, Kz〉p,p′ → 0 si n→∞. (1.4)

Por (1.2) tenemos que

|fn(z)|p ≤ 1

|B(z, s)|

∫
B(z,s)

|f(w)|pdA(w),

siempre que B(z, s) ⊂ D.

Supongamos que K = rD con r ∈ (0, 1) fijo. Entonces por la desigualdad anterior
existe r′ ∈ (r, 1) fijo y Cr > 0 tal que

|fn(z)|p ≤ Cr

∫
r′D
|fn(w)|pdA(w) ≤ Cr sup

n
‖fn‖pp,

para todo z ∈ K. Es decir, (fn) es uniformemente acotada sobre cada subconjunto com-
pacto en D.

Luego, usando (1.4) y el teorema de la convergencia dominada tenemos que

ĺım
n→∞

sup
z∈K
|fn(z)|p ≤ Cr ĺım

n→∞

∫
r′D
|fn(w)|pdA(w) = Cr

∫
r′D

ĺım
n→∞

|fn(w)|pdA(w) = 0.
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Ahora probamos el rećıproco. Fijamos g ∈ Lp′a (D). Dado ε > 0, elegimos r ∈ (0, 1) cercano
a 1 tal que

sup
n
‖fn‖p

′

p

(∫
D\rD
|g|p′dA

)
< εp

′
.

Por hipótesis existe N ≥ 1 tal que
(∫

rD |g|dA
)

supz∈rD |fn| < ε si n ≥ N . Entonces

|〈fn, g〉p,p′ | =
∣∣∣∣∫

D
fngdA

∣∣∣∣ ≤ ∫
rD
|fn||g|dA+

∫
D\rD
|fn||g|dA < 2ε

si n ≥ N .

Dado que el espacio de Bergman es un subespacio cerrado de L2(D), existe una única
proyección ortogonal P de L2(D) sobre el espacio de Bergman. En este contexto, a P se le
conoce como la proyección de Bergman sobre el disco, de hecho P es un operador integral
con núcleo

K(z, w) := Kz(w) =
1

(1− zw)2
,

es decir,

Pf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2
dA(w) (1.5)

para todo z ∈ D, f ∈ L2(D).

De hecho, es fácil ver que se puede extender la ecuación (1.5) para toda función inte-
grable en el disco. Aún más, para 1 < p <∞ es conocido que la proyección de Bergman
es continua en Lp(D).

Ahora introducimos el actor principal de este trabajo, el llamado operador de Toeplitz
definido en espacios de Bergman.

Fijamos una función ϕ que es integrable en D. Mencionamos anteriormente que la
proyección de Bergman está bien definida en funciones que son integrables, aśı que el
llamado operador de Toeplitz con śımbolo ϕ dado por

Tϕf(z) = P (ϕf)(z) =

∫
D

ϕ(w)f(w)

(1− zw)2
dA(w),

está bien definido para toda f ∈ H∞(D). Se sigue que el operador de Toeplitz Tϕ está
densamente definido en cada p-espacio de Bergman.

La cuestión fundamental en este contexto, es dar condiciones suficientes (y necesarias)
sobre el śımbolo para que el correspondiente operador de Toeplitz se pueda extender como
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un operador continuo en un p-espacio de Bergman.

Mencionamos algunas propiedades básicas de los operadores de Toeplitz que son fáciles
de verificar. Sean a, b ∈ C, y ϕ, ψ funciones acotadas en D. Entonces

a) Taϕ+bψ = aTϕ + bTψ.

b) Tϕ = T ∗ϕ.

c) Tϕ ≥ 0 si ϕ ≥ 0.

1.2. Métrica de Bergman y el operador promedio

A un biholomorfismo ϕ : D→ D se le conoce como mapeo de Möbius o automorfismo
del disco. Se suele denotar por Aut(D) al grupo (bajo la operación dada por la composi-
ción de funciones) de automorfismos del disco.

Es bien conocido que ϕ ∈ Aut(D) si y sólo si existe un número real θ y un punto z ∈ D
tal que

ϕ(w) = eiθϕz(w), w ∈ D

donde

ϕz(w) =
z − w
1− zw

es un mapeo de Möbius especial que intercambia los puntos 0 y z.

A continuación listamos algunas propiedades del mapeo ϕz.

1. ϕz ◦ ϕz = id|D, ϕz(0) = z, ϕz(z) = 0.

2. ϕ′z(w) = − 1−|z|2
(1−zw)2 .

3.

1− |ϕz(w)|2 =
(1− |z|2)(1− |w|2)

|1− zw|2
.

Recordamos que el determinante jacobiano real del mapeo ϕz es

|ϕ′z(w)|2 =
(1− |z|2)2

|1− zw|4
.

La métrica pseudo-hiperbólica en D está dada por

ρ(z, w) = |ϕz(w)|, z, w ∈ D. (1.6)
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Notamos que ρ(z, w) es una métrica que es invariante bajo transformaciones de Möbius.
Es decir,

ρ(ϕ(z), ϕ(w)) = ρ(z, w) para toda ϕ ∈ Aut(D), z, w ∈ D.

La métrica hiperbólica, también llamada métrica de Bergman o de Poincaré, está dada
por

β(z, w) := tanh−1(ρ(z, w)) (1.7)

=
1

2
log

1 + ρ(z, w)

1− ρ(z, w)

para z, w ∈ D. En particular,

β(z, 0) =
1

2
log

1 + |z|
1− |z|

= tanh−1(|z|), z ∈ D. (1.8)

Claramente la métrica de Bergman es invariante bajo transformaciones de Möbius.

Para toda z ∈ D y 0 < r < 1, definimos el disco pseudo-hiperbólico como sigue

E(z, r) = {w ∈ D : ρ(z, w) < r}.

Proposición 1.2.1 El disco pseudo-hiperbólico E(z, r) es un disco euclidiano con centro
C ′ y radio R′ dados por

C ′ =
1− r2

1− r2|z|2
z, R′ =

1− |z|2

1− r2|z|2
r.

Se sigue que para todo z ∈ D y r > 0, el disco hiperbólico

D(z, r) = {w ∈ D : β(w, z) < r}

es un disco euclidiano con centro C y radio R dados por

C =
1− s2

1− s2|z|2
z, R =

1− |z|2

1− s2|z|2
s,

donde s = tanh(r) ∈ (0, 1).

Prueba. Para cualesquiera z, w ∈ D, se tiene∣∣∣∣ z − w1− zw

∣∣∣∣ < r

si y sólo si
|z|2 + |w|2 − 2Re(zw) < r2(1 + |z|2|w|2 − 2Re(zw))
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si y sólo si
(1− r2|z|2)|w|2 − 2(1− r2)Re(zw) < r2 − |z|2,

como 1− r2|z|2 > 0, la desigualdad anterior es equivalente a lo siguiente

|w|2 − 2

(
1− r2

1− r2|z|2

)
Re(zw) <

r2 − |z|2

1− r2|z|2

si y sólo si ∣∣∣∣w − ( 1− r2

1− r2|z|2

)
z

∣∣∣∣2 < r2 − |z|2

1− r2|z|2
+

(1− r2)2|z|2

(1− r2|z|2)2
=
r2(1− |z|2)2

(1− r2|z|2)2
.

Proposición 1.2.2 Sea r > 0, z ∈ D y consideramos el disco hiperbólico D(z, r). Enton-
ces

1. |D(z, r)| = s2(1−|z|2)2
(1−s2|z|2)2 .

2. ı́nf{|1− zw|−1 : w ∈ D(z, r)} = 1−s|z|
1−|z|2 .

3. sup{|1− zw|−1 : w ∈ D(z, r)} = 1+s|z|
1−|z|2 .

donde s = tanh(r) ∈ (0, 1).

Prueba. El punto 1 se sigue de la Proposición 1.2.1. Para probar 2, consideramos el hecho
que D(0, r) es un disco euclidiano con centro en el origen y radio s = tanh(r), además
usamos el automorfismo del disco ϕz. Dado que ϕz es una involución tenemos

ı́nf

{
1

|1− zw|
: w ∈ D(z, r)

}
= ı́nf

{
1

|1− zw|
: w ∈ ϕz(D(0, r))

}
= ı́nf

{
1

|1− zϕz(w)|
: w ∈ D(0, r)

}

= ı́nf

{
|1− zw|
1− |z|2

: w ∈ D(0, r)

}
=

1− s|z|
1− |z|2

.

De manera análoga se prueba la propiedad 3

De los incisos 2. y 3. de la proposición anterior se deduce que para r > 0 fijo y
β(z, w) < r se satisface

|1− zw| ∼ 1− |z|2 ∼ 1− |w|2. (1.9)
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Proposición 1.2.3 Para toda z, w ∈ D se cumple

ĺım
w→z

β(z, w)

|w − z|
=

1

1− |z|2
. (1.10)

Prueba. En efecto, considerando que si |h| → 0 se cumple que log(1 + h) ≈ h. Entonces

ĺım
w→z

β(z, w)

|w − z|
= ĺım

w→z

1

2

1

|w − z|
log

(
|1− zw|+ |z − w|
|1− zw| − |z − w|

)
= ĺım

w→z

1

2

1

|w − z|
log

(
1 +

2|w − z|
|1− zw| − |z − w|

)
= ĺım

w→z

1

|1− zw| − |z − w|
=

1

1− |z|2
.

Proposición 1.2.4 Sea α(t) una curva suave en D. Si s(t) es la longitud de arco de α(t)
en la métrica de Bergman, entonces∣∣∣∣ d

dt
(f̃(α(t)))

∣∣∣∣ ≤ 2
√

2
|α′(t)|

1− |α(t)|2
.

Prueba. Notamos que

ds

dt
=

|α′(t)|
1− |α(t)|2

.

Para un punto a ∈ D, se denota por Πa a la proyección ortogonal de rango uno del
espacio de Bergman L2

a(D) sobre el subespacio unidimensional generado por ka. Como f
es anaĺıtica, tenemos

Πaf = 〈f, ka〉ka = (1− |a|2)f(a)ka, a ∈ D.

Si α(t) una curva suave en D. Entonces

d

dt
kα(t)(z) =

d

dt

(
1− α(t)α(t)

(1− α(t)z)2

)

=
−
(
α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

)
(1− α(t)z)2

+
2zα′(t)(1− |α(t)|2)

(1− α(t)z)3
.
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Por lo que

Πα(t)

(
d

dt
kα(t)

)
(z) =

(1− |α(t)|2)2

(1− α(t)z)2

(
−α′(t)α(t)α(t)α′(t)

(1− |α(t)|2)2
+

2α(t)α′(t)

(1− |α(t)|2)2

)
=

1

(1− α(t)z)2

(
−α′(t)α(t)− α(t)α′(t) + 2α(t)α′(t)

)
=
−α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− α(t)z)2

También un cálculo directo muestra que(
I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
(z) =

2α′(t)(z − α(t))

(1− α(t)z)3
.

Además,∥∥∥∥(I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)∥∥∥∥2 =

∫
D

∣∣∣∣∣2α′(t)(z − α(t))

(1− α(t)z)3

∣∣∣∣∣
2

dA(z)

=
4|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

∫
D

∣∣∣∣∣ z − α(t)

1− α(t)z

∣∣∣∣∣
2

|kα(t)(z)|2dA(z)

=
4|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

∫
D
|kα(t)(w)|2|kα(t)(w)|2|w|2dA(w)

=
4|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

∫
D
|w|2dA(z)

=
2|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

Donde en la segunda igualdad se hizo el cambio de variable dado por w = α(t)−z
1−α(t)z

con lo

que z = α(t)−w
1−α(t)w

para obtener

kα(t)(z) =
1

kα(t)(w)

y
∫
D |w|

2 = 1
2
. Por lo tanto∥∥∥∥(I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)∥∥∥∥ =

√
2|α′(t)|

1− |α(t)|2
=
√

2
ds

dt
(1.11)

Ahora, dado que

f̃(α(t)) =

∫
D
f(w)|kα(t)(w)|2dA(w), (1.12)
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y notando que

d

dt

(
kα(t)(w)kα(t)(w)

)
= 2Re

(
d

dt
kα(t)(w)(kα(t)(w))

)
(1.13)

y diferenciando bajo el signo de la integral a (1.12) se tiene

d

dt
(f̃(α(t))) =

∫
D
f(w)

d

dt
|kα(t)(w)|2dA(w)

= 2

∫
D
f(w)Re

[
d

dt
kα(t)(w)(kα(t)(w))

]
dA(w)

Por otro lado

d

dt
〈kα(t), kα(t)〉 =

∫
D

d

dt
|kα(t)(w)|2dA(w)

= 2Re〈 d

dt
kα(t), kα(t)〉

= 0

Usando lo anterior y la fórmula

Πα(t)

(
d

dt
kα(t)

)
= 〈 d

dt
kα(t), kα(t)〉kα(t) α(t) ∈ D. (1.14)

tenemos que

Re

(
Πα(t)

(
d

dt
kα(t)(w)

)
kα(t)(w)

)
= Re

(
〈 d

dt
kα(t)(w), kα(t)(w)〉|kα(t)(w)|2

)
= 0

También se tiene que∫
D

(
I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
(w)kα(t)(w)dA(w) = 〈

(
I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
, kα(t)〉 = 0

Y de nuevo retomando d
dt

(f̃(α(t))), obtenemos

2

∫
D
f(w)Re

[
d

dt
kα(t)(w)(kα(t)(w))

]
dA(w) = 2

∫
D
f(w)Re

[(
I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
(w)kα(t)(w)

]
dA(w)

(1.15)
Por lo tanto∣∣∣∣ d

dt
(f̃(α(t)))

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫
D
(f(w)− f̃(α(t)))Re

[(
I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
(w)kα(t)(w)

]
dA(w)

∣∣∣∣
≤ 2

∫
D

∣∣∣f(w)− f̃(α(t))
∣∣∣ ∣∣kα(t)(w)

∣∣ ∣∣∣∣(I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
(w)

∣∣∣∣ dA(w),
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por la ecuación (1.11) y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene∣∣∣∣〈(f(w)− f̃(α(t)))kα(t),
(
I − Πα(t)

)( d

dt
kα(t)

)
(w)〉

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥(f(w)− f̃(α(t)))kα(t)

∥∥∥ 1
2

∥∥∥∥√2
ds

dt

∥∥∥∥ 1
2

Por lo tanto∣∣∣∣ d

dt
(f̃(α(t)))

∣∣∣∣ = 2
√

2
|α′(t)|

1− |α(t)|2

(∣∣∣f(w)− f̃(α(t))
∣∣∣2 ∣∣kα(t)(w)

∣∣2 dA(w)

) 1
2

= 2
√

2
|α′(t)|

1− |α(t)|2
.

Un elemento fundamental para determinar la continuidad de un operador de Toeplitz,
es el llamado operador promedio del śımbolo que introducimos a continuación

Definición 1.2.5 Fijamos r > 0. Sea f una función localmente integrable en D. El ope-
rador promedio de f en D está dado por

f̂r(z) =
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)

f(w)dA(w), z ∈ D,

donde D(z, r) es el disco hiperbólico con centro en z y radio r > 0.

Reproducimos el resultado clásico cuya demostración se encuentra en el libro [13].

Teorema 1.2.6 Sea f una función positiva e integrable en D.

1. El operador de Toeplitz Tf es acotado si y sólo si f̂r es acotada en D.

2. El operador de Toeplitz Tf es compacto si y sólo si f̂r(z)→ 0 cuando z → ∂D.

1.3. Espacios de Bergman pesados

En esta sección consideramos una familia de espacios de Bergman respecto a una
medida que es radial en el disco. Como en el Caṕıtulo 1, en este contexto presentamos
algunos resultados básicos: existencia del núcleo reproductor, la fórmula reproductora y
la continuidad de la respectiva proyección de Bergman. Asimismo presentamos algunos
resultados que serán de utilidad.

Para cada α ∈ R consideramos la medida de Borel positiva dAα en D dada por

dAα(z) = cα(1− |z|2)αdA(z), (1.16)
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donde cα = α + 1 para α > −1.
Como en el Caṕıtulo 1, para 1 ≤ p <∞ y α > −1, denotamos por Lpa(dAα) el espacio

de Bergman pesado dado por

Lpa(dAα) := {f : D→ C|f es anaĺıtica en D y f ∈ Lp(D, dAα)},

que está dotado de la norma

‖f‖p,α :=

(∫
D
|f |pdAα

)1/p

.

Un primer resultado fundamental es el siguiente,

Proposición 1.3.1 Sea f ∈ Lpa(dAα), con 1 ≤ p <∞ y α > −1. Entonces

|f(z)| ≤ ‖f‖p,α
(1− |z|2)(2+α)/p

para toda z ∈ D. (1.17)

Prueba. Empezamos con la llamada propiedad del valor sub-medio para funciones de la
forma |F |p, donde F es anaĺıtica en D,

|F (0)|p ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|F (reiθ)|pdθ,

siempre que ∂B(0, r) ⊂ D. Usando coordenadas polares obtenemos

|F (0)|p ≤
∫
D
|F |pdAα. (1.18)

Fijamos f ∈ Lpa(dAα) y z ∈ D. Consideramos la función anaĺıtica

F (w) = f ◦ ϕz(w)
(1− |z|2)(2+α)/p

(1− wz)2(2+α)/p
, w ∈ D.

Notamos que ‖F‖p,α = ‖f‖p,α y el resultado se sigue de (1.3).

Del resultado anterior se sigue que L2
a(dAα) es un espacio de Hilbert, que existe un

núcleo reproductor

Kα(z, w) =
1

(1− zw)2+α

para L2
a(dAα), es decir,

f(z) =

∫
D
Kα(z, w)f(w)dAα(w) para toda z ∈ D, (1.19)
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cuya fórmula se puede extender para cualquier f ∈ L1
a(dAα). Además la proyección orto-

gonal Pα : L2(dAα) → L2
a(dAα), llamada proyección de Bergman (con peso) en el disco,

está dada por

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D.

El siguiente resultado muestra que para cada 1 ≤ p < ∞ y α > −1, existen una
infinidad de proyecciones acotadas de Lp(D, dAα) a Lpa(dAα).

Proposición 1.3.2 Sea 1 ≤ p <∞, α > −1 y γ > −1. Entonces el operador Pγ es una
proyección acotada de Lp(D, dAα) en Lpa(dAα) si y sólo si p(γ + 1) > α + 1.

Prueba. Por la Proposición 1.4.4 se sigue el resultado.

Proposición 1.3.3 Supongamos que α > −1, n es un entero positivo y f es una función
anaĺıtica en D tal que

f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0.

Entonces para toda z ∈ D

f(z) =
1

(α + 1) · · · (α + n)

∫
D

(1− |w|2)nf (n)(w)dAα(w)

wn(1− zw)2+α
. (1.20)

Prueba. Sea

g(z) =
1

(α + 1) · · · (α + n)

∫
D

(1− |w|2)nf (n)(w)dAα(w)

wn(1− zw)2+α

y usando coordenadas polares observamos que

g(0) = g′(0) = · · · = g(n−1)(0) = 0.

Diferenciando bajo el signo de la integral n veces se tiene

g(n)(z) =

∫
D

f (n)(w)dAα+n(w)

(1− zw)2+α+n
,

pero por la Proposición 1.19 se tiene que

f (n)(z) =

∫
D

f (n)(w)dAα+n(w)

(1− zw)2+α+n
= g(n)(z)

para todo z ∈ D. Dado que D es conexo se sigue que f ≡ g.

Ahora se da una caracterización de los espacios de Bergman en términos de derivadas
de orden superior.
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Teorema 1.3.4 Sean 1 ≤ p <∞, n ≥ 1 y f anaĺıtica en D. Entonces f ∈ Lpa(dAα) si y
sólo si la función

g(z) = (1− |z|2)nf (n)(z) (1.21)

está en Lp(D, dAα)

Prueba. Supongamos que f ∈ Lpa(dAα). Por la Proposición 1.3.1 podemos considerar
γ > 0 suficientemente grande tal que f ∈ L1

a(dAγ). De (1.19) obtenemos la siguiente
representación integral de f

f(z) = (γ + 1)

∫
D

(1− |w|2)γ

(1− zw)2+γ
f(w)dA(w) para toda z ∈ D.

Diferenciando bajo el signo de la integral n veces, obtenemos una constante Cn > 0 tal
que

f (n)(z) = Cn

∫
D

(1− |w|2)γ

(1− zw)n+2+γ
wnf(w)dA(w) para toda z ∈ D,

es decir,

g(z) = Cn(1− |z|2)n
∫
D

(1− |w|2)γ

(1− zw)n+2+γ
wnf(w)dA(w).

Podemos suponer que γ es suficientemente grande de tal manera que

−pn < α + 1 < p(γ + 1).

Como 1 ≤ p <∞ la Proposición 1.4.4 implica que g ∈ Lp(D, dAα).

Ahora supongamos que g ∈ Lp(D, dAα). Dado que la hipótesis y la conclusión deseada
no cambian al restarle un polinomio a la función f , podemos suponer

f(0) = f ′(0) = · · · = f (n)(0) = 0.

En este caso fijamos γ > 0 tal que p(γ + 1) > α + 1 y usamos (1.20) para obtener

f(z) =

∫
D

h(w)dAγ(w)

(1− zw)2+γ
= Pγh(z), (1.22)

donde la función

h(z) =
(1− |z|2)nf (n)(z)

(2 + γ) · · · (n+ γ)cγz
n

está en Lp(D, dAα). Como 1 ≤ p < ∞, la representación integral (1.22) y la Proposición
1.3.2 implican que f ∈ Lpa(dAα).
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El espacio de Bloch B se define como el espacio de las funciones anaĺıticas f en D tal
que

‖f‖B = sup{(1− |z|2)|f ′(z)| : z ∈ D} <∞.

De hecho B es un espacio de Banach respecto de la norma

‖f‖B = |f(0)|+ ‖(1− |z|2)f ′(z)‖∞

Teorema 1.3.5 Sea f anaĺıtica en D y n ≥ 2, entonces f ∈ B si y sólo si la función
(1− |z|2)nf (n)(z) es acotada en D. Más aún, existe una constante C > 0 tal que

C−1‖f‖B ≤ sup{(1− |z|2)n|f (n)(z)| : z ∈ D} < C‖f‖B (1.23)

para toda función f tal que f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0.

Prueba. En efecto, sea f anaĺıtica en D y f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0.
Si f ∈ B, por la Proposición 1.3.3 se tiene

f(z) =

∫
D

(1− |w|2)f ′(w)

w(1− zw)2
dA(w) para toda z ∈ D.

Diferenciando bajo el signo de la integral obtenemos

(1− |z|2)nf (n)(z) = (n+ 1)!(1− |z|2)n
∫
D

wn−1(1− |w|2)f ′(w)

(1− zw)n+2
dA(w).

Por el Lema 1.4.3 (con c = n), existe una constante C ′ > 0 independiente de f tal que

(1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ (n+ 1)!(1− |z|2)n
∫
D

‖f‖B
|1− zw|n+2

dA(w) ≤ C ′‖f‖B para toda z ∈ D.

Luego, si la función (1−|z|2)nf (n)(z) es acotada en D y f(0) = f ′(0) = ··· = f (n−1)(0) =
0, por la fórmula de reproducción (1.19) con α = n tenemos

f (n)(z) = (n+ 1)

∫
D

(1− |w|2)nf (n)(w)

(1− zw)n+2
dA(w) para toda z ∈ D.

Considerando la integral de ĺınea de 0 a z y que f (n−1)(0) = 0, entonces

f (n−1)(z) =

∫
D

(
1

(1− zw)n+1
− 1

)
(1− |w|2)nf (n)(w)

w
dA(w)

=

∫
D

1− (1− zw)n+1

w

(1− |w|2)nf (n)(w)

(1− zw)n+1
dA(w)
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Pero

sup

{
|1− (1− zw)n+1|

|w|
: z, w ∈ D

}
< 2n+1,

aśı que usando nuevamente el Lema 1.4.3 (con c = n−1) tenemos que existe una constante
C > 0 tal que

(1− |z|2)n−1|f (n−1)(z)| ≤ C sup{(1− |w|2)n|f (n)(w)| : w ∈ D} para toda z ∈ D.

Continuando este proceso se puede hallar una constante C ′ > 0 tal que para toda función
anaĺıtica f que cumpla f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0, se tiene que

‖f‖B ≤ C ′ sup
{

(1− |z|2)n|f (n)(z)| : z ∈ D
}
,

lo que prueba el resultado.

1.4. Operadores integrales en el disco unitario

En esta sección se dan condiciones suficientes para que ciertos operadores integrales
sean continuos sobre los p-espacios de Lebesgue. Un resultado muy socorrido es el llamado
criterio de Schur que introducimos a continuación.

Sean (X,µ) un espacio de medida y la función K : X ×X → C el núcleo del operador
integral T . Es decir,

Tf(x) =

∫
X

K(x, y)f(y)dµ(y) para todo f ∈ Lp(X, dµ). (1.24)

El siguiente resultado da una condición suficiente sobre K para que el operador integral
T sea continuo en Lp(X,µ), donde 1 < p <∞.

Teorema 1.4.1 Criterio de Schur.
Sea K : X × X → R una función medible no negativa y T el operador integral dado en
(1.24).
Si existen constantes positivas C1, C2 y una función h medible y positiva en X tal que∫

X

K(x, y)h(y)p
′
dµ(y) ≤ C1h(x)p

′
para casi toda x ∈ X, (1.25)

y ∫
X

K(x, y)h(x)pdµ(x) ≤ C2h(y)p para casi toda x ∈ X, (1.26)

entonces T es un operador lineal acotado en Lp(X,µ) con ‖T‖ ≤ C
1
p′
1 C

1
p

2 .
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Prueba. En efecto, si f ∈ Lp(X,µ) entonces para casi toda x ∈ X tenemos

|Tf(x)| ≤
∫
X

K(x, y)h(y)h(y)−1|f(y)|dµ(y)

y por la desigualdad de Hölder obtenemos

|Tf(x)| ≤
[∫

X

K(x, y)h(y)p
′
dµ(y)

] 1
p′
[∫

X

K(x, y)h(y)−p|f(y)|pdµ(y)

] 1
p

,

de la desigualdad (1.25) se sigue que

|Tf(x)| ≤ C
1
p′
1 h(x)

[∫
X

K(x, y)h(y)−p|f(y)|pdµ(y)

] 1
p

para casi toda x ∈ X.

Elevando la desigualdad anterior a la p, integrando sobre X con respecto de dµ(x), por el
teorema de Fubini y la desigualdad (1.26) obtenemos∫

X

|Tf |pdµ ≤ C
p
p′
1

∫
X

|f(y)|ph(y)−p
∫
X

K(x, y)h(x)pdµ(x)dµ(y)

≤ C
p
p′
1 C2

∫
X

|f(y)|pdµ(y),

Aśı que T es un operador lineal acotado en Lp(X,µ) con norma menor o igual que C
1
p′
1 C

1
p

2 .

Corolario 1.4.2 Sea K : X × X −→ R una función medible no negativa. Si existen
constantes positivas C1,C2 y una función medible no negativa h en X tal que∫

X

K(x, y)h(y)dµ(y) ≤ C1h(x) para casi toda x ∈ X (1.27)

y ∫
X

K(x, y)h(x)dµ(x) ≤ C2h(y) para casi toda x ∈ X. (1.28)

Entonces el operador integral T con núcleo K es acotado en L2(X,µ) con norma menor
o igual que

√
C1C2.

La siguiente función aparecerá como núcleo de ciertos operadores integrales, por lo
que es conveniente tener su representación en serie de potencias. Para z, w ∈ D y λ ∈ R
que no es cero o un entero negativo, tenemos

1

(1− zw)λ
=

+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)

n!Γ(λ)
znwn. (1.29)

Las siguientes estimaciones integrales son fundamentales en el estudio de operadores
definidos en espacios de funciones del disco.
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Lema 1.4.3 Sea z ∈ D, c ∈ R, t > −1 y

Ic,t(z) :=

∫
D

(1− |w|2)t

|1− zw|2+t+c
dA(w). (1.30)

1. Si c < 0, entonces como una función de z, Ic,t(z) es acotada superiormente e infe-
riormente en D.

2. Si c > 0, entonces

Ic,t(z) ∼ 1

(1− |z|2)c
cuando |z| → 1−.

3. Si c = 0, entonces

I0,t(z) ∼ log
1

(1− |z|2)
cuando |z| → 1−.

Prueba. Como t > −1, la integral Ic,t(z) converge para toda z ∈ D, aśı que la integral
está bien definida. Ponemos

λ =
1

2
(2 + t+ c).

Si λ = 0, 2 + t = −c con lo cual c < 0 y se sigue que Ic,t(z) es acotada en z. De igual
manera, si λ es un entero negativo, entonces c < −1 y también Ic,t(z) es acotada en z.

Si λ > 0, entonces consideramos (1.29) y la invariancia bajo rotaciones de la medida
(1− |w|2)tdA(w) para obtener lo siguiente,∫

D

(1− |w|2)t

|1− zw|2λ
dA(w) =

∫
D

+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
(1− |w|2)t|z|2n|w|2ndA(w)

=
+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
|z|2n

∫
D
(1− |w|2)t|w|2ndA(w)

=
1

π

+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
|z|2n

∫ 1

0

∫ 2π

0

(1− r2)tr2n+1dθdr

=
+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
|z|2n

∫ 1

0

(1− r)trndr

=
+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
Γ(t+ 1)Γ(n+ 1)

Γ(n+ t+ 2)
|z|2n

=
Γ(t+ 1)

Γ(λ)2

+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

n!Γ(n+ t+ 2)2
|z|2n.
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Por la fórmula de Stirling

Γ(n+ λ)2

n!Γ(n+ t+ 2)2
∼ n2n+t+c

nn · nn+t+1
= nc−1 cuando n→ +∞.

Luego, se analizan los siguientes casos

1. Si c < 0, entonces
∑+∞

n=1 n
c−1|z|2n es acotada en D.

2. Si c > 0, entonces
∑+∞

n=1 n
c−1|z|2n ∼ 1

(1−|z|2)c , cuando |z| → 1−.

3. Si c = 0, entonces
∑+∞

n=1 n
−1|z|2n = log 1

(1−|z|2) , cuando |z| → 1−.

puesto que

1

(1− |z|2)c
=

+∞∑
n=1

Γ(n+ c)

n!Γ(c)
|z|2n

y de nuevo por la fórmula de Stirling se tiene que,

Γ(n+ c)

n!
∼ nc−1,

por lo que se concluye

Ic,t(z) =


1, si c < 0,

log 1
(1−|z|2) , si c=0,
1

(1−|z|2)c , si c > 0.

Proposición 1.4.4 Sean a y b parámetros reales, 1 ≤ p <∞ y

Sf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
f(w)dA(w) (1.31)

y

Tf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

(1− zw)2+a+b
f(w)dA(w). (1.32)

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier real α.

a) El operador S es acotado en Lp(D, dAα).

b) El operador T es acotado en Lp(D, dAα).

c) Los parámetros satisfacen −pa < α + 1 < p(b+ 1).

Un caso importante que utilizaremos es cuando α = a = b = 0. Lo enunciamos a conti-
nuación

Corolario 1.4.5

Pf(z) =

∫
D

f(w)

|1− zw|2
dA(w)

es continuo en Lp(D para 1 < p <∞.
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1.5. Transformada de Berezin de un operador

Ahora introducimos la noción de transformada de Berezin de un operador definido en
el espacio de Bergman. Recordamos que kz denota el núcleo de Bergman normalizado.
Antes enunciamos un resultado básico de la teoŕıa de operadores:

Observación 1.5.1 Sea X un espacio de Banach reflexivo y S : X → X un operador
continuo. Entonces S es un operador compacto en X si y sólo si para cualquier sucesión
(xn) en X que converge débilmente a cero, se cumple que (Sxn) converge a cero en norma.

Definición 1.5.2 Si S es un operador en L2
a(D) que está bien definido en H∞(D), la

transformada de Berezin de S es la función dada por

S̃(z) := 〈Skz, kz〉, z ∈ D.

Si S es un operador acotado en L2
a(D), entonces S̃ es una función acotada en D. Por

otro lado, por la Proposición 1.1.2 tenemos que kz ⇀ 0 en L2
a(D) cuando z → ∂D, se

sigue que cuando S es compacto, entonces S̃ → 0 cuando z → ∂D. En ambos casos, el
rećıproco no se cumple necesariamente. Posteriormente daremos un par de ejemplos.

Para f ∈ L1(D), definimos la transformada de Berezin de f como la transformada de
Berezin de Tf , es decir,

f̃(z) := T̃f (z) =

∫
D
f(w)|kz(w)|2dA(w), z ∈ D.

A continuación mencionamos algunas propiedades básicas de la transformada de Berezin.

1. El mapeo A→ Ã es inyectivo.

2. La función Ã está en C∞(D). De hecho, Ã es real-anaĺıtica en D con la siguiente
expansión en serie de potencias

Ã(z) =
(
1− |z|2

)2 ∞∑
m,n=0

(m+ 1)(n+ 1)〈Azn, zm〉znzm.

3. Para f ∈ L1(D), f es armónica en D si y sólo si f = f̃ .

Los dos primeros puntos son fáciles de deducir y el tercero fue una conjetura abierta
durante muchos años. Fue resuelta por Ahern, Flores & Rudin en 1993 y por English en
1994, para detalles se puede consultar el libro [6].

Ahora consideramos la base estándar del espacio de Bergman dada por en(z) =√
n+ 1zn, n ≥ 0. Primero damos un ejemplo de un operador que no es continuo en
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el espacio de Bergman pero que tiene transformada de Berezin acotada, luego mostra-
mos un operador continuo cuya transformada de Berezin se anula en ∂D pero que no es
compacto.

Ejemplo 1.5.3 Sea A el operador diagonal en L2
a(D) definido por

Aen =

{
0, si n 6= 2m,

en, si n = 2m,

donde m ≥ 0. Aśı que A no es un operador continuo en el espacio de Bergman, que tiene
transformada de Berezin

Ã(z) =
(
1− |z|2

)2 ∞∑
m=1

m(2m + 1)
(
|z|2
)2m

que es acotada en D. Esto es claro ya que

∞∑
m=1

m(2m + 1)
(
|z|2
)2m ≤ 3

∞∑
m=1

m2m−1
(
|z|2
)2m

= 3
∞∑
m=1

2m∑
k=2m−1+1

m
(
|z|2
)2m

≤ 3
∞∑
m=1

2m∑
k=2m−1+1

(k + 1)
(
|z|2
)k

= 3
2|z|2

(1− |z|2)2
, z ∈ D.

Ejemplo 1.5.4 Sea A el operador diagonal en L2
a(D) definido por

Aen =

{
0, si n 6= 2m,

en, si n = 2m,

donde m ≥ 0. Aśı que Ã(z) = (1− |z|2)2
∑∞

m=1(2
m + 1) (|z|2)2

m

→ 0 cuando z → ∂D
(ver [1, pág. 392]), pero no es compacto ya que es una proyección sobre un subespacio de
dimensión infinita en el espacio de Bergman.

Es conocido (ver [14]) que ninguno de los operadores en los ejemplos anteriores son
operadores de Toeplitz con śımbolo integrable en D. A pesar de los contraejemplos men-
cionados, en los últimos 15 años la transformada de Berezin ha sido determinante para
estudiar el comportamiento de un operador de Toeplitz en el espacio de Bergman (conti-
nuidad, compacidad, pertenencia a las clases de Schatten).

Reproducimos el resultado clásico cuya demostración se encuentra en el libro [13].



26 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE BERGMAN

Teorema 1.5.5 Sea f una función positiva e integrable en D.

1. El operador de Toeplitz Tf es acotado si y sólo si f̃ es acotada en D.

2. El operador de Toeplitz Tf es compacto si y sólo si f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D.

En el siguiente caṕıtulo mostramos que si f es un śımbolo en BMO1(D) cuya trans-
formada de Berezin f̃ es acotada en el disco, entonces Tf es un operador acotado. Además
mostramos que si f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D, entonces Tf es compacto en L2

a(D).

Para referencia posterior, introducimos la transformada de Berezin de un operador
definido en Lpa(D), 1 < p <∞, como sigue,

Ã(z) = 〈Akz,p, kz,p′〉, z ∈ D,

donde

kz,p(ζ) :=
Kz(ζ)

‖Kz‖2/p
′

2

, ζ ∈ D.

Observación 1.5.6 Como ‖kz,p‖p = 1 para todo z ∈ D, es claro que cuando A es un

operador acotado en Lpa(D), 1 < p < ∞, entonces su transformada de Berezin Ã es aco-
tada en D.

De la Proposición 1.1.2 se sigue que kz,p converge débilmente a 0 cuando z → ∂D, aśı
que por la Observación 1.5.1 cuando A es un operador compacto en Lpa(D), 1 < p < ∞,

entonces Ã(z)→ 0 cuando z → ∂D.



Caṕıtulo 2

Operadores de Toeplitz con śımbolos
en BMO1(D)

En este caṕıtulo mostramos que si f es un śımbolo en BMO1(D) cuya transformada de
Berezin f̃ es acotada en el disco, entonces Tf es un operador acotado. Además mostramos
que si f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D, entonces Tf es compacto en L2

a(D), ver [15]. Es conocido
queBMO1(D) contiene a L∞(D) y a las funciones positivas e integrables en D, extendiendo
aśı los resultados de Axler & Zheng (ver [1]), Luecking y Zhu (ver [7, 12]).

2.1. Funciones de oscilación media acotada

A continuación introducimos el p-espacio de funciones de oscilación media acotada en
D con respecto la métrica de Bergman. Recordamos que ψz denota el automorfismo del
disco que manda z ∈ D en 0.

Definición 2.1.1 Para 1 ≤ p <∞, decimos que una función integrable en D tiene osci-
lación media acotada con respecto la métrica de Bergman, denotado por f ∈ BMOp(D),
siempre que

supz∈D‖f ◦ ψz(·)− f̃(z)‖p <∞, (2.1)

donde ‖ · ‖p denota la norma en Lp(D). Definimos

‖f‖BMOp := supz∈D‖f ◦ ψz(·)− f̃(z)‖p, (2.2)

|‖f‖|p := ‖f‖BMOp + |f̃(0)|.

El espacio BMO2(D) fue introducido por Békollé et. al. en [3] y para un p ≥ 1 general
por Li & Luecking en [8]. En las referencias se muestra que (BMOp(D), | · |p) es un espacio
de Banach.

27
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En la literatura existen varias normas equivalentes en BMOp(D). A continuación con-
sideramos una norma que proporciona una visión geométrica de los espacios BMOp(D),
ya que usa expĺıcitamente la métrica de Bergman. En esta sección denotamos por D(z)
al disco hiperbólico con centro en z y radio 1/2.

Para una funcion integrable f en D, el (1/2-)operador promedio de f está dado por

f̂(z) :=
1

|D(z)|

∫
D(z)

f(w)dA(w).

Usando propiedades de la métrica de Bergman y los resultados en [8], se sigue que ‖f‖BMOp

es finito si y sólo si

sup
z∈D

1

|D(z)|

∫
D(z)

|f(w)− f̂(z)|pdA(w) <∞.

Aśı que las funciones en BMOp(D) tienen oscilación media acotada respecto la métrica de
Bergman. Aunque hemos fijado el radio de los discos hiperbólicos, el resultado es válido
para cualquier otro radio fijo. Las funciones en BMOp(D) son localmente p-integrables en
D, aśı que los espacios son diferentes para diferentes p. Usando la desigualdad de Hölder
es fácil ver que

L∞(D) ⊂ BMOp(D) ⊂ Lploc(D), para p ≥ 1,

BMOq(D) ⊂ BMOp(D) ⊂ BMO1(D), para 1 ≤ p < q.

Se pueden encontrar detalles adicionales en [8, 11, 13].

Dado que el espacio BMO1(D) es el más grande entre los BMOp(D), p ≥ 1, en adelante
estaremos interesados en las funciones en esta clase. La siguiente proposición profundiza
sobre las propiedades de las funciones en BMO1(D). Se han probado propiedades similares
para funciones en BMO2(D) (ver [3]).

Proposición 2.1.2 Sea f ∈ BMO1(D). Entonces

a) supz∈D(|̃f |(z)− |f̃(z)|) <∞,

b) f̃ es Lipschitz continua con respecto la métrica de Bergman,

c) supz∈D(1− |z|2)|∇f̃(z)| <∞,

d) supz∈D
˜|f − f̃ |(z) <∞.
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Prueba. (a) Para z ∈ D tenemos

|̃f |(z)− |f̃(z)| =

∫
D

(
|f(w)| − |f̃(z)|

)
|kz(w)|2dA(w)

≤
∫
D
|f(w)− f̃(z)||kz(w)|2dA(w)

=

∫
D
|f ◦ ψz(v)− f̃(z)|dA(v)

= ‖f ◦ ψz(·)− f̃(z)‖1,

donde hemos usado el cambio de variable w = ψz(v). Por la Definición 2.1.1 se sigue el
resultado.

(b) Para z, w ∈ D, sea α(t) la geodésica de z = α(0) a w = α(1) en la métrica de
Bergman, además denotamos por s = s(t) la longitud de arco de α(t) en la métrica de
Bergman. Dado que

|f̃(z)− f̃(w)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ ddt (f̃(α(t))
)∣∣∣∣ dt,

es suficiente estimar d
dt

(
f̃(α(t))

)
para f ∈ BMO1(D). Usamos la siguiente desigualdad

que probamos en la Proposición 1.2.4∣∣∣∣ ddt (f̃(α(t))
)∣∣∣∣ ≤ 4

∫
D
|f(w)− f̃(α(t))||kα(t)(w)| |α

′(t)||w − α(t)|
|1− α(t)w|3

dA(w).

Dado que
ds

dt
=

|α′(t)|
1− |α(t)|2

y además
|w − α(t)|
|1− α(t)w|

= |ψα(t)(w)| ≤ 1,

obtenemos

|α′(t)||w − α(t)|
|1− α(t)w|3

=
|α′(t)|

1− |α(t)|2
1− |α(t)|2

|1− α(t)w|2
|ψα(t)(w)| ≤ ds

dt
|kα(t)(w)|.

Por lo tanto,∣∣∣∣ ddt (f̃(α(t))
)∣∣∣∣ ≤ 4

ds

dt

∫
D
|f(w)− f̃(α(t))||kα(t)(w)|2dA(w)

= 4
ds

dt
‖f ◦ ψα(t)(·)− f̃(α(t))‖1 ≤ 4

ds

dt
‖f‖BMO1 .
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Aśı que,

|f̃(z)− f̃(w)| ≤ 4‖f‖BMO1

∫
D

ds

dt
dt = 4‖f‖BMO1β(z, w).

(c) Mostraremos que existe una constante c > 0 tal que |∇f̃(z)| ≤ c/(1− |z|2), z ∈ D,

donde ∇f̃(z) es el vector complejo (∂f̃/∂x, ∂f̃/∂y) para z = x+ iy y

|∇f̃(z)|2 =

∣∣∣∣ ∂∂xf̃(z)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ ∂∂y f̃(z)

∣∣∣∣2 .
Usando el hecho que ĺımh→0(β(z + h, z)/|z|)) = 1/(1− |z|2) y la parte (b), tenemos que

∣∣∣∣ ∂∂xf̃(z)

∣∣∣∣ ≤ ĺım
h→0

∣∣∣f̃(x+ h+ iy)− f̃(x+ iy)
∣∣∣

|h|

≤ c ĺım
h→0

β(x+ h+ iy, x+ iy)

|h|
=

c

1− |z|2
.

Similarmente, ∣∣∣∣ ∂∂y f̃(z)

∣∣∣∣ ≤ c

1− |z|2
,

aśı que |∇f̃(z)|2 ≤ 2c2/(1− |z|2)2.

(d) Dado que |f− f̃ | ≥ 0, por [13] tenemos que
˜|f − f̃ | es acotado si y sólo si

̂|f − f̃ | es
acotado. Usando la parte (b) y el hecho de que para w ∈ D(z) se cumple que 1/|D(z)| ∼
|kz(w)|2, obtenemos

̂|f − f̃ |(z) =
1

|D(z)|

∫
D(z)

|f(w)− f̃(w)|dA(w)

≤ 1

|D(z)|

∫
D(z)

(
|f(w)− f̃(z)|+ |f̃(z)− f̃(w)|

)
dA(w)

≤ c

∫
D
|f(w)− f̃(z)||kz(w)|2dA(w) +

c

|D(z)|

∫
D(z)

β(z, w)dA(w)

≤ c‖f ◦ ψz − f̃(z)‖1 +
c

2
<∞,

dado que f ∈ BMO1(D).

Proposición 2.1.3 Sea f ∈ L1(D).

a) Sea f̃ acotada en D. Entonces supz∈D(|̃f |(z)−|f̃(z)|) <∞ implica que f ∈ BMO1(D).

b) Existe c > 0 tal que (f̂(z)− f̃(z)) ≤ c‖f ◦ ψz(·)− f̃(z)‖1 para todo z ∈ D.
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Prueba. (a) Si f̃ es acotada en D y supz∈D(|̃f |(z) − |f̃(z)|) < ∞, tenemos que |̃f | es
acotada en D. Por otro lado, como

‖f ◦ ψz(·)− f̃(z)‖1 ≤ ‖f ◦ ψz(·)‖1 + |f̃(z)| ≤ |̃f |(z) + |f̃(z)|,

obtenemos que f ∈ BMO1(D)
(b) Tenemos

|f̂(z)− f̃(z)| ≤ 1

|D(z)|

∫
D(z)

|f(w)− f̃(z)|dA(w)

≤ c

∫
D(z)

|f(w)− f̃(z)||kz(w)|2dA(w)

≤ c‖f ◦ ψz(·)− f̃(z)‖1.

2.2. Continuidad de operadores de Toeplitz con śımbo-

lo en BMO1

Como consecuencia de las proposiciones anteriores obtenemos el siguiente corolario
que da condiciones suficientes sobre el śımbolo para que su correspondiente operador de
Toeplitz sea continuo. En particular los incisos a) y c) implican el resultado clásico.

Corolario 2.2.1 Sea f ∈ L1(D).

a) Si f ∈ BMO1(D) y f̃ es acotada en D, entonces Tf es acotado en L2
a(D).

b) Cada f ∈ BMO1(D) se puede escribir como f = f1 + f2 con f1 en el espacio de Bloch

real y f2 tal que supz∈D |̃f2|(z) <∞.

c) Si f ≥ 0 en D y si f̃ es acotada, entonces f ∈ BMO1(D).

d) Para f ∈ BMO1(D), f̃ es acotada en D si y sólo si f̂ es acotada en D.

Prueba. (a) Usando el hecho de que para cada función f ∈ L1(D) tenemos

|f̃(z)| =

∣∣∣∣∫
D
f(w)|kz(w)|2dA(w)

∣∣∣∣
≤

∫
D
|f(w)||kz(w)|2dA(w) = |̃f |(z),

se sigue de la Proposition 2.1.2 (a) que siempre que f ∈ BMO1(D) y f̃ es acotada en D,

entonces |̃f | también es acotada en D. Dado que |f | ≥ 0 se sigue del Teorema 1.5.5 (a)
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que T|f | es acotado, por lo tanto Tf es acotado.

(b) Basta tomar f1 = f̃ y f2 = f − f̃ . El resto se sigue de la Proposición 2.1.2 (c) y (d).

(c) Para f ≥ 0 tenemos |̃f |(z) = |f̃(z)| = f̃(z). Si f̃ es acotada, usando la Proposición
2.1.3 (a) se sigue que f ∈ BMO1(D).
(d) Se sigue directamente de la Proposición 2.1.3 (b).

2.3. Compacidad de operadores de Toeplitz con śımbo-

lo en BMO1

Lema 2.3.1 Sea f ∈ L1(D) tal que Tf acotado en L2
a(D). Para cada z ∈ D se cumple lo

siguiente:

a) (TfKz)(u) = Kz(u)P (f ◦ ψz)(ψz(u)),

b) ‖Tfkz‖2 = ‖Tf◦ψz1‖2,

c) para f ∈ BMO1(D), cada Tf◦ψz es acotado en L2
a(D).

Prueba. (a) Tenemos las siguientes igualdades:

(TfKz)(u) = 〈P (fKz), Ku〉

=

∫
D
f(w)Kz(w)Ku(w)dA(w)

=

∫
D
f(ψz(v))Kz(ψz(v))Ku(ψz(v))|kz(v)|2dA(v),

donde hemos usado el cambio de variable w = ψz(v) y el hecho de que |ψ′(v)| = |kz(v)|.
Usando las ecuaciones

Kz(ψz(v))kz(v) =
1

1− |z|2
,

Ku(ψz(v))kz(v) = kz(v)Kψz(u)(v),

obtenemos

(TfKz)(u) =

∫
D
(f ◦ ψz)(v)

1

1− |z|2
kz(u)Kψz(u)(v)dA(v)

= Kz(u)

∫
D

(f ◦ ψz)(v)Kψz(u)(v)dA(v)

= Kz(u)P (f ◦ ψz)(ψz(u)).
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(b) Tenemos que

‖Tfkz‖22 = ‖P (fkz)‖22

=

∫
D
|P (fkz)(w)|2dA(w)

=

∫
D
|P (fkz(u))(ψz(u))|2|ψ′z(u)|2dA(u).

Usando el hecho que

Kψz(u)(w)ψ′z(u) = kz(w)Ku(ψz(w)),

tenemos∫
D
|P (fkz)(ψz(u))|2|ψ′z(u)|2dA(u) =

∫
D

∣∣∣∣∫
D
f(w)kz(w)Kψz(u)(w)ψ′z(u)dA(w)

∣∣∣∣2 dA(u)

=

∫
D

∣∣∣∣∫
D
f(w)kz(w)kz(w)Ku(ψz(w))dA(w)

∣∣∣∣2 dA(u)

=

∫
D

∣∣∣∣∫
D
f(w)|kz(w)|2Ku(ψz(w))dA(w)

∣∣∣∣2 dA(u)

=

∫
D

∣∣∣∣∫
D
f(ψz(v))Ku(v)dA(v)

∣∣∣∣2 dA(u)

=

∫
D
|P (f ◦ ψz)(u)|2dA(u)

= ‖P (f ◦ ψz)‖22 = ‖Tf◦ψz1‖22,

donde hemos usado el cambio de variable v = ψz(w). Aśı ‖Tfkz‖2 = ‖Tf◦ψz1‖2.

(c) Dado que f ∈ BMO1(D) se sigue que f ◦ ψz ∈ BMO1(D) para todo z ∈ D.
Además,

f̃ ◦ ψz(w) =

∫
D
f ◦ ψz(u)|kw(u)|2dA(u)

=

∫
D
f(v)|kw(ψz(v))|2|ψ′z(v)|2dA(v)

=

∫
D
f(v)|kψz(w)(v)|2dA(v) = f̃(ψz(w)),

donde hemos usado que (ψw ◦ψz)(v) = ψψ(w)(v). Aśı que cuando f̃ es acotado se sigue que

f̃ ◦ ψz es acotado para todo z ∈ D. Por el Corolario 2.2.1 (a), se tiene que si f ∈ BMO1(D)

y f̃ es acotada, entonces cada Tf◦ψz es acotado en L2
a(D).
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Lema 2.3.2 Sean p y ε números positivos tal que p > 3 y 1/p < ε < (1/2)(1 − 1/p).
Entonces ∫

D

(1− |v|2)−2pε/(p−1)

|1− zv|2p(1−2ε)/(p−1)
dA(v)

es acotado en z.

Prueba. Sean t = −2pε/(p−1) y c = −t−2+2p(1−2ε)/(p−1). Entonces −2pε/(p−1) <
(1− 1/p)p/(p− 1) = 1 y c < 0 ya que

2pε

p− 1
− 2 +

2p(1− 2ε)

p− 1
=

2pε− 2p+ 2 + 2p− 4pε

p− 1

=
2− 2pε

p− 1
<

2− 2p(1/p)

p− 1
= 0.

Por ??, dado que t > −1 y c < 0, tenemos que la integral es acotada en z ∈ D.

Teorema 2.3.3 Sea f ∈ BMO1(D). Si f̃(z) → 0 cuando z → ∂D, entonces Tf es
compacto en L2

a(D).

Prueba. Paso 1 Sea f ∈ BMO1(D) con f̃ acotada en D. Entonces

supz∈D‖Tf◦ψz1‖p <∞, para todo p ≥ 1. (2.3)

Prueba Paso 1 Para funciones anaĺıticas g sabemos

‖g‖p ∼ |g(0)|+ ‖(1− |z|2)g′(z)‖p.

El espacio de Bloch B está definido como sigue

B = {g anaĺıtica en D : supz∈D(1− |z|2)|g′(z)| <∞},

que es un espacio de Banach respecto la norma

‖g‖B = |g(0)|+ ‖(1− |z|2)g′(z)‖∞.

Tenemos

‖g‖p ≤ c
(
|g(0)|+ ‖(1− |z|2)g′(z)‖p

)
≤ c

(
|g(0)|+ ‖(1− |z|2)g′(z)‖∞

)
= c‖g‖B.

Se sabe que la proyección de Bergman es un operador acotado de BMO1(D) en B (ver
[8]). Como f ∈ BMO1(D) tenemos que f ◦ ψz ∈ BMO1(D) para todo z ∈ D, por lo que
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P (f ◦ ψz) ∈ B. Por lo tanto existe una constante c > 0 tal que

‖P (f ◦ ψz)‖p ≤ c‖P (f ◦ ψz)‖B ≤ c|‖f ◦ ψz‖|1
= c

(
|f̃ ◦ ψz(0) + supz∈D‖f ◦ ψz ◦ ψw(·)− f̃ ◦ ψz(w)‖1

)
= c

(
|f̃(z)|+ supψz(w)∈D‖f ◦ ψψz(u)(·)− f̃(ψz(w))‖1

)
= c

(
|f̃(z)|+ supu∈D‖f ◦ ψu(·)− f̃(u)‖1

)
.

Se sigue que para f ∈ BMO1(D) con f̃ acotada en D se tiene

supz∈D‖Tf◦ψz1‖ = supz∈D‖P (f ◦ ψz)‖p <∞, para todo p ≥ 1.

Paso 2 Sea Tf acotado en L2
a y supongamos que f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D. Entonces

Tf◦ψz1→ 0 débilmente cuando z → ∂D.
Prueba Paso 2 Sea A un operador acotado en L2

a(D) y sea Uz el operador unitario
en L2

a(D) definido por
Uzg = (g ◦ ψz)ψ′z.

Si Ã(z) → 0 cuando z → ∂D, entonces UzAUz1 → 0 débilmente cuando z → ∂D, ver [1,
pág. 396].

Paso 3 Sea f ∈ BMO1(D). Si f̃(z) → 0 cuando z → ∂D, entonces ‖Tf◦ψz1‖2 → 0
cuando z → ∂D.
Prueba Paso 3 Escribimos

‖Tf◦ψz1‖22 =

(∫
D\rD

+

∫
rD

)
|Tf◦ψz1(w)|2dA(w),

y hacemos estimaciones de los términos de la derecha. Usando la desigualdad de Cauchy-
Schwartz y el Paso 1 tenemos:∫

D\rD
|Tf◦ψz1(w)|2dA(w) ≤

(∫
D\rD
|Tf◦ψz1(w)|4dA(w)

)1/2(∫
D\rD

dA(w)

)1/2

≤ ‖Tf◦ψz1‖24(1− r2)1/2 ≤ c(1− r2)1/2.

Aśı que la integral sobre D\rD se puede hacer tan pequena como queramos eligiendo un
r cercano a 1. Para tal r, la integral sobre rD se puede hacer pequena para |z| cerca de
1, ya que por el Paso 2, Tf◦ψz1 → 0 débilmente y por lo tanto uniformemente a 0 en
subconjuntos compactos de D, en particular en cada conjunto rD con 0 ≤ r < 1.

Paso 4 Sea f ∈ BMO1(D). Si f̃(z) → 0 cuando z → ∂D, entonces ‖Tf◦ψz1‖p → 0
cuando z → ∂D.
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Prueba Paso 4 Aqúı usamos la interpolación en los espacios Lp(D). Para 1 ≤ p < 2
tenemos

‖Tf◦ψz1‖pp ≤ ‖Tf◦ψz1‖
2−p
1 ‖Tf◦ψz1‖

2p−2
2 ≤ ‖Tf◦ψz1‖

p
2.

Cuando p > 2 tenemos

‖Tf◦ψz1‖pp ≤ ‖Tf◦ψz1‖2‖Tf◦ψz1‖
p−1
2p−2.

En ambos casos el resultado se sigue de los Pasos 1 y 3.

Paso 5 Sea f ∈ BMO1(D) tal que f̃(z) → 0 cuando z → ∂D. Para 0 < r < 1 sea
T fr : L2

a(D)→ L2(D) definido por

T fr = MχrDTf ,

donde MχrD es el operador de multiplicación en L2
a(D), con χrD la función caracteristica

de rD. Denotamos por T f al operador Tf pensado como un operador de L2
a(D) en L2(D).

Entonces T fr es compacto y ĺım→0 ‖T f − T fr ‖ → 0.
Prueba del Paso 5 Es bien conocido que el operador MχrD es compacto en L2(D)

ya que la función caracteristica se anula en |z| ≥ r. Aśı que T fr es compacto por que es la
composición de un operador compacto y un operador acotado.

Para g ∈ L2
a(D) tenemos(
T f − T fr

)
g(z) = ((1− χrD)Tfg) (z)

= χD\rD(z)〈Tfg,Kz〉 = χD\rD(z)〈g, TfKz〉

=

∫
D
g(u)χD\rD(z)TfKz(u)dA(u).

Aśı que T f − T fr es un operador integral con kernel Kf
r (z, u) := Kf

r χD\rD(z)TfKz(u). Por
el criterio de Schur, basta mostrar que existe una función medible h en D y constantes
positivas c1 y c2 tales que∫

D

∣∣Kf
r (z, u)

∣∣h(z)dA(z) ≤ c1h(u), para todo u ∈ D∫
D

∣∣Kf
r (z, u)

∣∣h(u)dA(u) ≤ c2h(z), para todo z ∈ D,

para concluir que ‖T f − T fr ‖2 ≤ c1c2.

Sean p > 3 y ε > 0 tal que 1/p < ε < (1 − 1/p)/2. Ponemos h(z) = (Kz(z))ε =
(1− |z|2)−2ε. Mostraremos que se cumplen las hipótesis en el criterio de Schur con cons-
tantes

c1 = c sup
z∈D
‖Tf◦ψz1‖p, c2 = sup

|z|≥r
‖Tf◦ψz1‖p.
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Tenemos que∫
D

∣∣Kf
r (z, u)

∣∣h(u)dA(u) = χD\rD(z)

∫
D
|TfKz(u)|(Ku(u))εdA(u),

que por el Lema 2.3.1 es igual a

χD\rD(z)

∫
D
|Kz(u)||P (f ◦ ψz)(ψz(u))|(Ku(u))εdA(u).

Hacemos el cambio de variable ψz(u) = v y por la desigualdad de Hölder con p como
antes, obtenemos∫
D

∣∣Kf
r (z, u)

∣∣h(u)dA(u) = χD\rD(z)

∫
D
|P (f ◦ ψz)(v)||Kz(ψz(v))|

×(Kψz(v)(ψz(v)))ε|kz(v)|2dA(v)

= χD\rD(z)

∫
D
|P (f ◦ ψz)(v)| 1

1− |z|2
1

1− |v|2
dA(v)

(1− |ψz(v)|2)2ε−1

≤ χD\rD(z)
1

1− |z|2

(∫
D
|P (f ◦ ψz)(v)|pdA(v)

)1/p

×

(∫
D

(1− |v|2)−p/(p−1)

(1− |ψz(v)|2)(2ε−1)p/(p−1)
dA(v)

)1−1/p

.

Donde hemos usado la igualdad

1− |ψz(v)|2 =
(1− |z|)2(1− |v|)2

|1− zv|2
.

Usando de nuevo la igualdad anterior y el Lema 2.3.2 en la última desigualdad, obtenemos∫
D
|Kf

r (z, u)|h(u)dA(u) ≤ χD\rD(z)
1

1− |z|2
‖P
(
f ◦ ψz

)
‖p

×

(∫
D

1

(1− |v|2)2pε/(p−1)
|1− zv|2p(2ε−1)/(p−1)

(1− |z|2)p(2ε−1)/(p−1)
dA(v)

)(p−1)/p

= χD\rD(z)‖Tf◦ψz1‖p
1

(1− |z|2)2ε

×

(∫
D

(1− |v|2)−2pε/(p−1)

|1− zv|2p(1−2ε)/(p−1)
dA(v)

)(p−1)/p

≤ c sup
|z|≥r
|Tf◦ψz1‖ph(z) = c2h(z).
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De una manera similar obtenemos la primera desigualdad en la hipótesis del criterio de
Schur, notando que∫

D
|Kf

r (z, u)|h(z)dA(z) = χD\rD(z)

∫
D
|TfKu(z)| (Kz(z))ε dA(z),

y usando la simetŕıa.

Usando el mismo argumento de antes, el lado derecho es menor o igual que

c sup
|u|≥r
|Tf◦ψu1‖ph(u) ≤ c sup

u∈D
|Tf◦ψu1‖ph(u) = c1h(u).

Aśı por el criterio de Schur tenemos ‖T f − T fr ‖2 ≤ c1c2, donde c1 no depende de r y por
el Paso 4, c2 → 0 cuando r → 1.

Lema 2.3.4 Sea f ∈ L1(D) tal que Tf es acotado en L2
a(D) y f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D.

Si existe p > 3 tal que supz∈D‖Tf◦ψz1‖p < ∞, entonces para cada q < p se cumple
supz∈D‖Tf◦ψz1‖q <∞ y ‖Tf◦ψz1‖q → 0 cuando z → ∂D.

Prueba. Dado que p > q se sigue que supz∈D‖Tf◦ψz1‖q < ∞. Sea s = p/q y t tal que
1/t+ 1/s = 1. Entonces

‖Tf◦ψz1‖qq =

∫
rD
|Tf◦ψz1(w)|qdA(w) +

∫
D\rD
|Tf◦ψz1(w)|qdA(w)

= I1(z) + I2(z).

Como en el Paso 2 del teorema principal, dado que f̃(z) → 0 cuando z → ∂D, se sigue
que Tf◦ψz1→ 0 débilmente cuando z → ∂D, aśı que I1(z)→ 0 cuando z → ∂D. Por otro
lado,

I2(z) ≤
(∫

D\rD
|Tf◦ψz1(w)|qsdA(w)

)1/s(∫
D\rD

1dA(w)

)1/t

≤ ‖Tf◦ψz1‖p/sp

(
1− r2

)1/t
que se puede hacer arbitrariamente pequeno tomando r cerca de 1. Aśı que ‖Tf◦ψz1‖q → 0
cuando z → ∂D.

Teorema 2.3.5 Sea f ∈ L1(D) tal que Tf es acotado en L2
a(D) y supongamos que existe

p > 3 tal que
supz∈D‖Tf◦ψz1‖p <∞, supz∈D‖Tf◦ψz1‖p <∞.

Si f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D, entonces Tf es compacto en L2
a(D).
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Prueba. Por el lema anterior existe q > 3 tal que supz∈D‖Tf◦ψz1‖q <∞ y ‖Tf◦ψz1‖q → 0
cuando z → ∂D. Lo mismo se cumple con ‖Tf◦ψz1‖q. Revisando el Paso 5 del Teorema

2.3.3 es suficiente probar que ĺımr→1 ‖T fr − T f‖ = 0. Por lo tanto, Tf es compacto en
L2
a(D).

Hasta el momento se desconoce si para un śımbolo general f tal que Tf es acotado en

L2
a(D) y que satisface f̃(z)→ 0 cuando z → ∂D, se tiene que Tf es compacto. Cuando Tf

es acotado en L2
a(D) se cumple que supz∈D ‖Tf◦ψz1‖2 <∞, aśı que tiene sentido plantearse

el siguiente problema.

Problema Sea f ∈ L1(D) tal que Tf es acotado en L2
a(D) y que satisface

sup
z∈D
‖Tf◦ψz1‖p <∞, y sup

z∈D
‖Tf◦ψz1‖p <∞

para algún p > 2. Entonces ¿el operador de Toeplitz Tf es compacto si f̃(z)→ 0 cuando
z → ∂D?
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Caṕıtulo 3

Operadores de Toeplitz con śımbolos
localmente integrables

En este caṕıtulo consideramos śımbolos localmente integrables y damos condiciones
suficientes para que su correspondiente operador de Toeplitz sea continuo o compacto en
el p-espacio de Bergman Lpa(D).

3.1. Continuidad de operadores de Toeplitz con śımbo-

lo loc. integrable

Primero introducimos una colección D de subconjuntos de D que son rectángulos en
coordenadas polares y cuyos radios hiperbólicos están acotados superiormente e inferior-
mente.

Definición 3.1.1 Denotamos por D la familia que consiste de los conjuntos

D(r, θ) =

{
ρeiφ : r ≤ ρ ≤ 1

2
+
r

2
, θ ≤ φ ≤ θ + π(1− r)

}
para todo 0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π].

Observación 3.1.2 Cuando el śımbolo a sólo es localmente integrable en D, tenemos
que dar una definición del correspondiente operador de Toeplitz Ta. Para ello elegimos
y fijamos una sucesión (Dn)n ⊂ D. Para cada f ∈ Lpa(D) consideramos la sucesión de
funciones

Fn(z) :=

∫
Dn

a(ζ)f(ζ)

(1− zζ)2
dA(ζ),

y pedimos que la serie
∑∞

n=1 Fn(z) converga absolutamente para cada z ∈ D y defina una
función en Lp(D). Bajo este supuesto, Taf se define como la suma de tal serie.

41
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Dado D := D(r, θ) ∈ D y ζ = ρeiφ ∈ D(r, θ), consideramos la función

âD(ζ) :=
1

|D|

∫ ρ

r

∫ φ

θ

a(%eiϕ)%dϕd%.

El siguente resultado da una condición suficiente para que un operador de Toeplitz
sea continuo en Lpa(D) cuando su śımbolo es localmente integrable en D.

Teorema 3.1.3 Supongamos que a ∈ L1
loc(D) y que existe una constante C > 0 tal que

|âD(ζ)| ≤ C (3.1)

para todo D := D(r, θ) ∈ D y todo ζ ∈ D Entonces el operador de Toeplitz Ta : Lpa(D)→
Lpa(D) está bien definido y es acotado para todo 1 < p <∞. Además existe una constante
C1 > 0 tal que

‖Ta‖ ≤ C1 sup
D∈D,ζ∈D

|âD(ζ)| .

Prueba. Para n = n(m,µ) ponemos

rn = 1− 2−m+1, r′n = 1− 2−m,
θn = π(µ− 1)2−m+1, θ′n = πµ2−m+1,

y consideramos el correspondiente rectángulo

Dn := D(rn, θn).

Sea f ∈ Lpa(D). Fijamos n = n(m,µ) y reescribimos la siguiente integral usando
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integración por partes,

Fn(z) :=

∫
Dn

a(ζ)f(ζ)

(1− zζ)2
dA(ζ) =

∫ r′n

rn

∫ θ′n

θn

a(reiθ)f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
rdrdθ

=

∫ r′n

rn

(∫ θ′n

θn

ra(reiϕ)dϕ

)
f(reiθ

′
n)

(1− zre−iθ′n)2
dr

−
∫ r′n

rn

∫ θ′n

θn

(∫ θ

θn

a(reiϕ)dϕ

)
∂θ

f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
dθrdr

=

(∫ r′n

rn

∫ θ′n

θn

a(%eiϕ)%dϕd%

)
f(r′ne

iθ′n)

(1− zr′ne−iθ
′
n)2

−
∫ r′n

rn

(∫ r

rn

∫ θ′n

θn

a(%eiϕ)%dϕd%

)
∂r

f(reiθ
′
n)

(1− zre−iθ′n)2
dr

−
∫ θ′n

θn

(∫ r′n

rn

∫ θ

θn

a(%eiϕ)%dϕd%

)
∂θ

f(r′ne
iθ)

(1− zr′ne−iθ)
2dθ

+

∫ r′n

rn

∫ θ′n

θn

(∫ r

rn

∫ θ

θn

a(%eiϕ)%dϕd%

)
∂r∂θ

f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
dθdr

= : F1,n(z) + F2,n(z) + F3,n(z) + F4,n(z).

A continuación acotamos los términos Fj,n(z). Usando (3.1), la desigualdad∣∣∣f(r′ne
iθ′n)
∣∣∣ ≤ C

|Dn|

∫
Dn

|f (ζ)| dA (ζ) , (3.2)

y dado que ∣∣∣1− zr′ne−iθ′n∣∣∣ ≥ C
∣∣1− zζ∣∣ (3.3)

para todo ζ ∈ Dn, tenemos

|F1,n(z)| ≤ C

∫
Dn

|f (ζ)|
|1− zζ|2

dA (ζ) . (3.4)

Para estimar F2,n(z) primero calculamos

∂r
f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
=

2ze−iθf(reiθ)

(1− zre−iθ)3
+

eiθf ′(reiθ)

(1− zre−iθ)2
.

Usando la estimación para f ′ como en (3.2) y (3.3) tenemos∣∣∣∣∂r f(reiθ
′
n)

(1− zre−iθ′n)2

∣∣∣∣ ≤ C

|Dn|

∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|3

+
|f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) .
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Usando (3.1), que |r′n − rn| ≤ C|1 − zζ| y |r′n − rn| ≤ C(1 − |ζ|2) para todo ζ ∈ Dn,
obtenemos

|F2,n(z)| ≤ C ′
∫ r′n

rn

∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|3

+
|f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) dr

≤ C ′′
∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|2

+
(1− |ζ|2) |f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) .

Para estimar F3,n(z) procedemos de manera similar, calculamos

∂θ
f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
=

2izre−iθf(reiθ)

(1− zre−iθ)3
+

rieiθf ′(reiθ)

(1− zre−iθ)2
.

Se sigue que ∣∣∣∣∂θ f(r′ne
iθ)

(1− zr′ne−iθ)
2

∣∣∣∣ ≤ C

|Dn|

∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|3

+
|f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) .

Usando que |θn − θ′n| = π |r′n − rn| tenemos

|F3,n(z)| ≤ C ′
∫ θ′n

θn

∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|3

+
|f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) dr

≤ C ′′
∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|2

+
(1− |ζ|2) |f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) .

Finalmente para estimar F4,n calculamos

∂r∂θ
f(reiθ)

(1− zre−iθ)2
=

4izrf ′(reiθ) + 2ize−iθf(reiθ)

(1− zre−iθ)3
+

6iz2re−2iθf(reiθ)

(1− zre−iθ)4
+
rie2iθf ′′(reiθ) + ieiθf ′(reiθ)

(1− zre−iθ)2
.

Como antes, tenemos ∣∣∣∣∂r∂θ f(reiθ)

(1− zre−iθ)2

∣∣∣∣ ≤
por lo tanto

|F4,n(z)| ≤ C

∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|2

+
(1− |ζ|2) |f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

+
(1− |ζ|2)2 |f ′′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) .

Como consecuencia,

∞∑
n=1

|Fn(z)| ≤
∞∑
n=1

4∑
j=1

|Fj,n(z)|

≤ C

∫
Dn

(
|f (ζ)|
|1− zζ|2

+
(1− |ζ|2) |f ′ (ζ)|
|1− zζ|2

+
(1− |ζ|2)2 |f ′′ (ζ)|
|1− zζ|2

)
dA (ζ) .
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La proyección de Bergman maximal es un operador acotado en Lp(D), es decir, existe una
constante C > 0 tal que ∥∥∥∥∫

D

|g (ζ)|
|1− zζ|2

dA (ζ)

∥∥∥∥
p

≤ C ‖g‖p

para todo g ∈ Lp(D), usar (1.31) con α = a = b = 0. Además las funciones (1−|ζ|2) |f ′ (ζ)|
y (1− |ζ|2)2 |f ′′ (ζ)| pertenecen a Lp(D) por el Teorema 1.3.4.

Se sigue que la serie
∞∑
n=1

|Fn(z)|

está acotada puntualmente por una función en Lp(D), aśı que converge para casi todo
z ∈ D. Por lo tanto, el operador de Toeplitz se puede definir como se explicó en la
Observación 3.1.2. Además por los mismos argumentos,∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

Fn(z)

∥∥∥∥∥
p

≤ CCα‖f‖p,

lo que prueba el acotamiento de Ta.

Ejemplo 3.1.4 La siguiente función no es integrable en D pero es localmente integrable,

a(reiθ) :=

{
1

r(1−r) sin 1
(1−r) , r ≥ 1

2

1, r < 1
2

Dado un rectángulo D = D(1 − 2δ, θ) con δ suficientemente pequeno y ζ = ρeiφ ∈ D,
usamos el cambio de variable y = 1/(1− ρ) para obtener

|D||âD(ζ)| =
∫ φ

θ

∣∣∣∣∫ ρ

1−2δ

1

(1− η)
sin

1

(1− η)
dη

∣∣∣∣ ≤ πδ

∣∣∣∣∣
∫ 1/(1−ρ)

1/(2δ)

1

y
sin ydy

∣∣∣∣∣ .
Dividimos el intervalo de integración en subintervalos de la forma In = [2πn, 2π(n+ 1)],
reemplazamos (por la periodicidad de la función seno) sobre cada In la función y−1 por
y−1 − (2π(n + 1))−1, la cual se acota por Cn−2 sobre In. Sumando sobre n y acotando

| sin y| por 1, el módulo de la integral
∫ 1/(1−ρ)
1/(2δ)

y−1 sin ydy está acotado por Cδ. Dado que

|D| es del orden de δ2, se sigue que a satisface las hipótesis del teorema.

Corolario 3.1.5 Sean 1 < p < ∞ y a ≥ 0 una función localmente integrable en D.
Entonces el operador de Toeplitz Ta : Lpa(D)→ Lpa(D) es acotado si y sólo si ã es acotado
en D si y sólo si â es acotado en D.

Prueba. Una parte se sigue de la Observación 1.5.6.
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3.2. Compacidad de operadores de Toeplitz con śımbo-

lo loc. integrable

A continuación consideramos una condición suficiente sobre un śımbolo localmente
integrable en D para que su correspondiente operador de Toeplitz sea compacto en Lpa(D),
1 < p <∞.

Teorema 3.2.1 Supongamos que a ∈ L1
loc(D) y que

ĺım
d(D)→0

sup
ζ∈D
|âD(ζ)| = 0, (3.5)

donde

d(D) := dist(D, ∂D) = ı́nf{|z − w| : z ∈ D, |w| = 1}.

Entonces el operador de Toeplitz Ta : Lpa(D)→ Lpa(D) es un operador compacto para todo
1 < p <∞.

Prueba. Tomamos una sucesión arbitraria (fk)
∞
k=1 ⊂ Lpa(D) con ‖fk‖p ≤ 1 para todo k y

tal que fk → 0 uniformemente en subconjuntos compactos de D. Es suficiente probar que
‖Tafk‖p → 0.

Sea ε > 0 arbitrario. Consideramos las expresiones Fj,n(z) de la sección anterior y
hacemos Fj,n,k(z) igual a Fj,n(z) con fk en vez de f . Usando (3.5), procediendo como en
la obtención de (3.2), (3.3) y (3.4) obtenemos la estimación

|F1,n,k(z)| ≤ Cεn

∫
Dn

|fk(ζ)|
|1− zζ|

dA(ζ),

donde podemos suponer que εn → 0. Elegimos N ∈ N tal que εn < ε for n ≥ N .

Dado que la cerradura del conjuntoD(N) := ∪n≤NDn es compacto, existe una constante
CN > 0 tal que ∑

n≤N

∫
Dn

1

|1− zζ|2
dA(ζ) ≤ CN

para todo z ∈ D. Dado que la sucesión converge a 0 sobre subconjuntos compactos,
podemos elegir M ∈ N tal que

|fk(ζ)| ≤ ε

1 + CN

para todo k ≥M y ζ ∈ D(N).
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Para todo k ≥M tenemos

∞∑
n=1

|F1,n,k(z)| ≤
∑
n≤N

∫
Dn

|fk(ζ)|
|1− zζ|2

dA(ζ) +
∑
n>N

∫
Dn

εn
|fk(ζ)|
|1− zζ|2

dA(ζ)

≤
∑
n≤N

ε

1 + CN

∫
Dn

1

|1− zζ|2
dA(ζ) + ε

∫
D

|fk(ζ)|
|1− zζ|2

dA(ζ)

≤ ε+ ε

∫
D

|fk(ζ)|
|1− zζ|2

dA(ζ).

Las otras expresiones Fj,n,k(z), j = 2, 3, 4 se tratan de manera similar, teniendo en mente
que las derivadas de las funciones fk convergen a 0 uniformemente sobre subconjuntos
compactos de D. Argumentando como en la prueba del Teorema 3.1.3 obtenemos que
‖Tafk‖p ≤ Cε para k suficientemente grande.

Corolario 3.2.2 Supongamos que a ∈ L1
loc(D) y que

ĺım
d(D)→0

sup
ζ∈D
|âD(ζ)| = 0,

donde
d(D) := dist(D, ∂D) := inf{|z − w| : z ∈ D, |w| = 1}.

Entonces el operador de Toeplitz Ta : Lpa(D)→ Lpa(D) es compacto para todo 1 < p <∞.

Prueba. La demostración es similar a la del Corolario 3.1.5. Sólo notamos que dado que
kz,p → 0 débilmente en Lpa(D), tenemos que ã→ 0 cuando z → ∂D.



48CAPÍTULO 3. OPERADORES DE TOEPLITZ CON SÍMBOLOS LOCALMENTE INTEGRABLES



Caṕıtulo 4

Operadores de Toeplitz con śımbolos
distribucionales

En este caṕıtulo consideramos una definición alternativa de operador de Toeplitz, cuyo
śımbolo está en un espacio de Sobolev pesado de orden negativo.

En este contexto, se dan condiciones suficientes sobre el śımbolo para que el corres-
pondiente operador de Toeplitz sea continuo o compacto.

4.1. Espacios de Sobolev con peso

Definimos la función de peso estándar ν : D→ R+ como sigue

ν(z) = 1− |z|2.

Dado m ∈ N denotamos por Wm,1
ν := Wm,1

ν (D) el espacio de Sobolev pesado que consiste
de funciones medibles en D tal que sus derivadas distribucionales satisfacen

‖f ;Wm,1
ν ‖ :=

∑
|α|≤m

‖Dαf(z) : L1
να‖

:=
∑
|α|≤m

∫
D
|Dαf(z)|ν(z)|α|dA(z) <∞.

Observación 4.1.1 Recordamos que el espacio de funciones de prueba C∞0 (D) en el disco
no es denso en el espacio de Sobolev (sin peso) Wm,1(D). Este hecho desagradable complica
el tratamiento del espacio dual.

No obstante el siguiente hecho se cumple en el caso de nuestros espacios de Sobolev
pesados. El resultado es conocido pero hacemos un bosquejo de la prueba.

49
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Lema 4.1.2 The subespacio vectorial C∞0 (D) es denso en Wm,1
ν (D).

Prueba. Primero notamos que si el soporte de una función g ∈ Wm,1
ν (D) está contenido

en un disco compacto Ωr := |z| ≤ r con 0 < r < 1, entonces puede ser aproximado en
Wm,1
ν (D) por un elemento en C∞0 (D). Esto se sigue al elegir el conjunto Ω′ como el disco

Ωs con s > r. La convergencia ĺımε→0 Jε ?g = g en Wm,1(Ω′) (usando la notación del libro
de Adams) también implica la convergencia en Wm,1(D).

En consecuencia, es suficiente aproximar una función arbitraria f ∈ Wm,1
ν (D) por un

elemento de soporte compacto en Wm,1
ν (D). Para esto, notamos que es posible definir una

sucesión de funciones de corte, radiales, χn ∈ C∞0 , con n ≥ 4 tal que χn(z) = χn(|z|) para
z ∈ D, 0 ≤ χn(r) ≤ 1 para todo 0 ≤ r < 1, χn(r) = 1 para 0 ≤ r ≤ 1 − 3/n, χn(r) = 0
para 1− 1/n ≤ r ≤ 1, y que para todo k ∈ N,∣∣∣∣dkχn(r)

drk

∣∣∣∣ ≤ Ckn
k (4.1)

para todo 0 < r < 1. De hecho, podemos definir χn como la convolución usual

χn(r) =

∫ ∞
−∞

X[−1+2/n,1−2/n](%)Jn(r − %)d%, (4.2)

donde X[−1+2/n,1−2/n] es la función caracteŕıstica del intervalo [−1 + 2/n, 1− 2/n] y Jn es
la función alisadora estándar

Jn(r) =

{
Cne−1/(1−(nr)

2)) si |r| ≤ 1/n,
0 si |r| > 1/n,

y C > 0 es una constante independiente de n que hace
∫∞
−∞ Jndr = 1. La propiedad(4.1)

se sigue ahora al diferenciar Jn bajo el signo integral en (4.2).

Entonces una buena aproximación de una función dada f ∈ Wm,p
ν es χnf para un

n suficientemente grande. Para ver esto, en el caso m = 1, definimos Dn := {z : |z| ≥
1− 3/n} y estimamos uno de los términos (α = (1, 0) ) como sigue∫

D

∣∣∣∣ ∂∂x(f − χnf)

∣∣∣∣ νdA ≤
∫
D

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ |1− χn|νdA+

∫
D

∣∣∣∣∂χn∂x

∣∣∣∣ |f |νdA (4.3)

≤ C

∫
Dn

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ νdA+ C

∫
Dn

|f |n
(

1−
(

1− 3

n

))
νdA

=

∫
Dn

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ νdA+ C ′

∫
Dn

|f |νdA.
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donde hemos usado los hechos que ∂χn/∂x se anula fuera de Dn y |∂χn/∂x| ≤ Cn en Dn

por (4.1). Se sigue que (4.4) se aproxima a 0 cuando n→ 0, dado que el área de Dn tiende
a 0 y las integrales ∫

D
|f |dA y

∫
D

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ νdA

son acotadas por ‖f ;Wm,1
ν ‖ . Los otros términos en la definición de la norma de Wm,1

ν

tienen estimaciones más fáciles o similares, lo cual prueba el lema para m = 1. La idea
para m más grandes es parecido: las potencias más altas de ν cancelan el crecimiento de
las derivadas más altas.

Como consecuencia de lo anterior es posible describir el espacio dual de Wm,1
ν (D).

Definición 4.1.3 Dado m ∈ N denotamos por W−m,∞
ν := W−m,∞

ν (D) el espacio de So-
bolev pesado consistente de distribuciones a en D, que pueden ser escritas en la forma

a =
∑

0≤|α|≤m

(−1)|α|Dαbα, (4.4)

donde

bα ∈ L∞ν−α := L∞ν−α(D),

es decir,

‖bα;L∞ν−α‖ := sup essDν(z)−α|bα(z)| <∞.

Aqúı la función bα es considerada una distribución como lo es una función localmente
integrable, y la identidad (4.4) contiene derivadas distribucionales.

Dado tal śımbolo a, la representación (4.4) no es única en general. Por lo tanto,
definimos la norma de a por

‖a‖ := ‖a;W−m,∞
ν ‖ := ı́nf máx

0≤|α|≤m
‖bα;L∞ν−α‖, (4.5)

donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las representaciones posibles (4.4).

Lema 4.1.4 El dual de Wm,1
ν (D) es isométricamente isomorfo a W−m,∞

ν (D) con respecto
al par dual

〈f, a〉 :=
∑

0≤|α|≤m

∫
D
(Dαf)bαdA, (4.6)

donde f ∈ Wm,1
ν (D), a ∈ W−m,∞

ν (D) y las funciones bα son como en (4.4).
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Prueba. Primero, consideramos los productos de espacios de Banach siguientes,

X :=
∏
|α|≤m

L1
ν|α|(D), Y :=

∏
|α|≤m

L∞ν−|α|(D)

los cuales tienen las normas

‖f ;X‖ =
∑
|α|≤m

‖fα;L1
να‖

y

‖g;Y ‖ = máx
|α|≤m

‖gα;L∞ν−α‖,

donde f = (fα) ∈ X y g = (gα) ∈ Y. Dado que L∞ν−α es el dual de L1
να con respecto el par

dual estándar

〈h, k〉 =

∫
D
hkdA,

Y es también el dual de X con respecto el par dual

〈f, a〉 :=
∑

0≤|α|≤m

∫
D
fαgαdA, (4.7)

y el dual normado de X∗ coincide con la norma de Y .
Ahora afirmamos que para cada elemento L en el espacio dual (Wm,1

ν )
∗
, existe un

elemento g = (gα) ∈ Y tal que

L(f) =
∑

0≤|α|≤m

∫
D
(Dαf)gα (4.8)

para todo f ∈ Wm,1
ν . Además ‖L;X∗‖ = inf‖g;Y ‖, donde el ı́nfimo se toma sobre toda

g = (gα) que cumple la identidad anterior.
Primero, el operador P : Wm,1

ν → X, dado por Pf = (Dα) es una isometŕıa. Ponemos
W := P (Wm,1

ν ) ⊂ X, definimos el funcional lineal L∗ en W como sigue

L∗(Pf) = L(f), f ∈ Wm,1
ν .

Dado que P es isometŕıa, L∗ ∈ W ∗ y ‖L∗;W ∗‖ = ‖L; (Wm,1
ν )

∗ ‖. Denotamos por P̃ la
extensión de Hahn-Banach de L∗ a todo el espacio X y, usando la dualidad antes descrita,
encontramos un g = (gα) ∈ Y tal que

L̃(f) =
∑

0≤|α|≤m

∫
D
fαgα para f = (fα) ∈ X.
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Aśı, para f ∈ Wm,1
ν tenemos

L(f) = L∗(Pf) = L̃(Pf) =
∑

0≤|α|≤m

∫
D
(Dαf)gαdA

y además ‖L; (Wm,1
ν )

∗ ‖ = ‖g;Y ‖. Si h ∈ Y es otro elemento tal que se cumple (4.8),
entonces corresponde a una extensión L∗, y asi ‖h;Y ‖ es al menos ‖L; (Wm,1

ν )
∗ ‖. Esto

completa la prueba de las afirmaciones.
Supongamos que L ∈ (Wm,1

ν )
∗

y el correspondiente g ∈ Y son dados. Observamos que L
es una extensión a Wm,1

ν de la distribución

T =
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dαgα, (4.9)

donde las derivadas son distribucionales y gα es la distribución

ϕ→
∫
D
gαϕdA

donde ϕ son funciones de prueba. Esto se sigue de aplicar (4.8) y (4.9) a una función de
prueba arbitraria. Finalmente, la extensión de (4.9) a Wm,1

ν es única. La correspondencia
de L y esta extensión única de T establece el resultado.

4.2. Continuidad de operadores de Toeplitz con śımbo-

lo distribucional

Teorema 4.2.1 Supongamos que la distribución a ∈ D′ pertenece a W−m,∞
ν para algún

m, entonces el operador de Toeplitz Ta definido por la fórmula

Taf(z) =
∑

0≤|α|≤m

∫
D

(
Dα
ξ

f(ξ)

(1− zξ)2

)
bα(ξ)dA(ξ), f ∈ Lpa(D), (4.10)

está bien definido y acotado Lpa(D)→ Lpa(D) para todo 1 < p <∞. El operador resultante
es independiente de la elección de la representación (4.4). Además existe una constante
C > 0 tal que

‖Ta : Lpa(D)→ Lpa(D)‖ ≤ C‖a;W−m,∞
ν ‖. (4.11)

Prueba. Para probar la continuidad, fijamos una representación (4.4) tal que

‖a;W−m,∞
ν ‖ ≥ 1

2
máx

0≤|α‖≤m
‖bα;L∞ν−|α|‖. (4.12)
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Dado que 2|1− zξ‖ ≥ 1− |ξ|, podemos estimar para cada f ∈ Ap,∑
0≤|α|≤m

∣∣∣∣Dα
ξ

f(ξ)

(1− zξ)2

∣∣∣∣ |bα(ξ)| ≤ C
∑
|α|≤m

∑
β≤α

|(Dβf)(ξ)Dα−β(1− zξ)−2||bα(ξ)|

≤ C1

∑
|α|≤m

∑
β≤α

|(Dβf)(ξ)(1− zξ)−2−|α|+|β|||bα(ξ)|

≤ C2‖a;W−m,∞
ν ‖

∑
|α|≤m

∑
β≤α

|(Dβf)(ξ)(1− zξ)−2|(1− |ξ|2)|β|

≤ C3‖a;W−m,∞
ν ‖

m∑
j=0

|f (j)|(ξ)(1− |ξ|2)j

|1− zξ|2
.

Notamos que |Dβf | = |f (|β|) para todas las funciones anaĺıticas. Recordamos que, dada

una función g ∈ Lpa(D), las funciones |g(l)(z)| (1− |z|2)l pertenecen a Lp(D) con normas
acotadas por Cl‖g‖p. Además, la proyección maximal de Bergman es acotado en Lp(D),
es decir, para alguna constante C > 0,∥∥∥∥∫

D

|g(ξ)|
|1− zξ|2

dA(ξ)

∥∥∥∥
p

≤ ‖g‖p

para toda g ∈ Lp(D). Estos hechos junto con la definición (4.10) y la estimación anterior,
prueban que Tf ∈ Lpa(D) con la estimación de norma de operador (4.11).

La unicidad de la definición de Ta en (4.10) es una consecuencia directa de la Obser-
vación 4.1.1, en cuanto probemos que para todo f ∈ Ap y cada z ∈ D fijo, la función

Fz(ξ) :=
f(ξ)

(1− zξ)2

de la variable ξ pertenece al espacio de Sobolev Wm,1
ν . Pero esto se sigue del hecho de

que |f (l)(ξ)|(1 − |ξ|2)l ∈ Lp(D) ⊂ L1(D) para todo l ∈ N. También obtenemos que

|
(
Dα
ξ

)
(ξ)| (1− |ξ|2)|α| ∈ L1(D) para todo multíındice α, |α| ≤ m dado que el factor

(1− zξ)−2 y todas sus derivadas son funciones acotadas con respecto la variable ξ (para
cada z ∈ D fijo).

Ejemplo 4.2.2 Consideramos el śımbolo

a := b(0,0) +D(1,0)b(1,0) = b(0,0) +
∂

∂x
b(1,0),

donde, para z = x+ iy = reiθ,

b(0,0)(z) =

{
0 si x ≤ 0,
2x si x > 0,
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y

b(1,0)(z) =

{
0 si x ≤ 0,
1− r2 si x > 0.

Notamos que la función b(1,0) se puede escribir como el producto Y (x)(1 − r2), donde Y
es la función escalón usual (continua por la derecha en x = 0). Denotando por δ0(x) la
medida de Dirac concentrada en 0 con respecto la variable x ∈ R, tenemos

a = b(0,0) + (1− r2)D(1,0)Y (x) + Y (x)D(1,0)(1− r2)
= δ0(x)(1− r2) = δ0(x)(1− y2),

dado que D(1,0)(1− r2) = −2x. Aśı que el śımbolo a es una medida de Dirac con peso del
segmento {z ∈ D : <z = 0}. Claramente a ∈ W−1,∞

ν y por lo tanto define un operador de
Toeplitz acotado de Ap en Ap. Hacemos notar que el soporte de a no es compacto en D

4.3. Compacidad de operadores de Toeplitz con śımbo-

lo distribucional

Proposición 4.3.1 Cualquier distribución a ∈ D′ con soporte compacto pertenece al
espacio de Sobolev W−m,∞

ν . Vı́a la fórmula (4.10), el simbolo a define un operador de
Toeplitz que es un operador compacto de Lpa(D) en Lpa(D).

Prueba. Es bien conocido en teoŕıa de distribuciones que cualquier distribución a con
soporte compacto tiene un orden finito m y se puede escribir como sigue

a =
∑
|α|≤m

Dαbα,

donde las funciones bα se pueden suponer continuas y con soporte en una vecindad arbi-
traria del soporte de a. En particular, podemos suponer que la cerradura V es un subcon-
junto compacto de D. Notamos a ∈ W−m,∞

ν . También la compacidad de los soportes de
bα implica que el operador dado por (4.10) es compacto en Ap.

Teorema 4.3.2 Supongamos que el simbolo a ∈ D′ pertenece a W−m,∞
ν para algún m ≥ 1.

El operador de Toeplitz dado por (4.10) es compacto si a tiene una representación tal que
las funciones bα satisfacen

ĺım
r→1

sup ess|z|≥r|bα(z)| = 0.

Prueba. Si las funciones bα satisfacen la condición mencionada y 0 < r < 1, definimos
para todo multíındice las siguientes funciones de soporte compacto:

bα,r(z) =

{
bα(z) si |z| ≤ r,
0 si |z| > r,
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También definimos la distribución con soporte compacto

ar =
∑

0≤|α|≤m

(−1)|α|Dαbα,r,

donde consideramos derivadas distribucionales. Por la proposición anterior, el operador
de Toeplitz Tar es compacto en Lpa(D) para cada r. Por otro lado, debido a la hipótesis
sobre bα y la estimación de la norma, la norma del operador siguiente

‖Ta − Tar : Lpa(D)→ Ap‖ = ‖Ta−ar : Lpa(D)→ Lpa(D)‖

se puede hacer suficientemente pequeña eligiendo r cerca de 1.

Ejemplo 4.3.3 Consideramos el śımbolo

a := b(0,0) +D(1,0)b(1,0) = b(0,0) +
∂

∂x
b(1,0),

donde, para z = x+ iy = reiθ,

b(0,0)(z) =

{
0 si x ≤ 0,
2cx(1− r2)c−1 si x > 0,

y

b(1,0)(z) =

{
0 si x ≤ 0,
(1− r2)c si x > 0.

donde c > 1 es arbitrario. Como antes, el simbolo es una de medida de Dirac con peso del
segmento {z ∈ D : <z = 0} con soporte no compacto. En este caso el operador de Toeplitz
resultante es compacto en Lpa(D).

4.4. Conclusiones

El objetivo fundamental del presente trabajo es abordar la condición que debe cum-
plir el operador de Toeplitz Tu para que sea un operador compacto en cada p-espacio de
Bergman, donde 1 < p <∞.

Las conclusiones que se derivan del trabajo de investigación a presentar relaciona entre
śı los temas tratados y son los que se exponen a continuación.
Primero se enfatiza que Tu se extiende como un operador acotado en Lpa(D) cuando u
es una función medible y acotada en D. Enseguida se plantea dar condiciones suficientes
sobre el śımbolo u que permita al operador de Toeplitz Tu extenderse como un operador
continuo a cualquier p-espacio de Bergman, para ello se hace uso de la transformada de
Berezin. De suerte que la trasformada de Berezin tiene una propiedad fundamental: es
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inyectiva, lo cual significa que al asignar a cada operador una transformada de Berezin,
toda la información de ese operador queda condensada en ésta función, y es mucho más
fácil estudiar una función que un operador. Se sabe que la transformada de Berezin de un
operador de Toeplitz con śımbolo generador una función acotada, es la transformada de
Berezin de una función. Por esta razón es la importancia de estudiar de manera muy breve
la trnasformada de Berezin de funciones. Además se define la transformada de Berezin de
un operador lineal acotado.
Posteriormente se define el espacio BMO y es natural preguntarse si el operador de Toe-
plitz puede extenderse continuamente a un espacio más grande de tipo BMO.

Todo lo anterior permite estudiar los resultados del trabajo de Zorboska, quien probó
que si u es un śımbolo en BMO1(D) cuya transformada de Berezin ũ es acotada en el
disco, entonces Tu es un operador acotado y que si ũ(z) → 0 cuando z → ∂D, entonces
Tu es compacto en L2

a(D).

Aśı mismo se analiza el trabajo que en el 2010 en un trabajo de Taskinen y Virtanen,
ver [9]. Ellos consideran śımbolos que son únicamente localmente integrables en D.

El resultado es por tanto en base a los trabajos mencionados dar las condiciones que
debe cumplir el śımbolo u para que el operador de Toeplitz Tu sea un operador compacto
en cada p- espacio de Bergman, pasar a una definición alternativa de los operadores de
Toeplitz la cual fue dada en el 2011, cuando Perala, Taskinen y Virtanen consideran
śımbolos u en un espacio de Sobolev pesado de orden negativo, ver [10]. Por último
quedaŕıa plantear las futuras ĺıneas de investigación posibles.
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