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Resumen

Un nuevo método de aproximacién de datos dispersos es propuesto. El méto-
do se basa en la técnica de minimos cuadrados con un término de regularizacién
y usa series de Fourier. Se compara éste método con dos métodos recientes
basados en series de Fourier, splines y RBFs. Se implementan experimentos

numéricos con datos de referencia y datos reales.
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Introduccion

El problema de aproximacién de datos dispersos en dos dimensiones consis-
te en aproximar o reconstruir una funciéon de la cual se conoce sélamente un
niumero finito de valores en puntos dispersos de un dominio acotado 2. Mas
precisamente, los datos de entrada del problema es un conjunto finito de puntos
{(X;,Y;, Z) Y, donde (X;,Y;) € Q C R? y Z; son observaciones de una funcién
desconocida g : 2 — R, Z; ~ ¢g(X;,Y;). El objetivo es encontrar o construir
una funcién f que aproxime a g en todo el dominio Q, f(x,y) ~ g(x,y) para
(x,y) € Q. En el caso general, cuando los datos pueden estar contaminados por
ruido, el problema es conocido como el problema de ajuste o aproximacién de
datos dispersos. Por otro lado, si los valores exactos de la funciéon g son cono-
cidos en los nodos (X;,Y;), Z; = g(X;,Y;), entonces a el problema se le conoce
como el problema de interpolacién de datos dispersos. Este es un caso particular
del problema general.

Los métodos de aproximacién de datos dispersos se pueden clasificar como
globales o locales. Los métodos locales dependen de triangulaciones del dominio
en las cuales a cada elemento le corresponde una funcién componente que apro-
xima los datos de manera local. En contraste, los métodos globales no dependen
de triangulacién alguna y producen una funcién que aproxima los datos en todo

el dominio. Entre los distintos métodos de aproximacién de datos dispersos los



que se basan en funciones de base radial(RBF's) han recibido gran atencién gra-
cias a su presicién. Sin embargo, métodos globales basados en RBFs sufren de
inestabilidad numérica. Esta es la razén por la cual algunos autores usan RBFs
localmente en conjuntos pequenos para desarrollar sus métodos como uno de
los tres descritos en éste trabajo.

Otro tipo de funciones como los polinomios se usan para producir aproxi-
maciones globales en una dimension. Algunos cientificos trataron de usar poli-
nomios para atacar el problema en mas de una dimensién hasta que en 1952
el teorema de Maihuber-Curtis fue demostrado estableciendo que el problema
multivariado no estd bien planteado®. Este teorema motivé a los cientificos a ir
en otras direcciones.

Richard Franke [Franke, 1979] hizo una comparacién critica de 29 métodos
de interpolacion de datos dispersos de su época. Los criterios que él usé fueron:
tiempo de ejecucién, memoria utilizada, precisién y facilidad de implementacion.
Franke concluyd que los métodos basdos en RBFs eran los mejores.

Este problema es de interés por sus aplicaciones entre las cuales listamos
algunas. En restauracion de imégenes los métodos de interpolacién de datos
dispersos se pueden usar para rellenar huecos en los datos. En este caso, datos
faltantes en una imagen necesitan ser reconstruidos a partir de los datos dispo-
nibles. Una segunda aplicacién es el modelado del suelo marino. El suelo marino
es escaneado con sensores que se colocan en la base de los barcos. Dichos senso-
res emiten ondas que rebotan en el suelo marino y regresan al barco en distintos
tiempos dependiendo de la profundidad. Los datos que se colectan se conocen

como datos batimétricos que son convertidos en puntos espaciales y pueden

el teorema de Mairhuber-Curtis es més general e involucra otro tipo de funciones ademaés

de polinomios



ajustarse con superficies que resultan de aplicar métodos de aproximacion.

En el presente trabajo describimos e implementamos dos métodos recientes
y los comparamos con un tercer método que es propuesto aqui. En el segundo
capitulo describimos brevemente el método de Potts [Kunis y Potts, 2007]. Este
es global e interpola los datos de manera exacta, o dicho en otras palabras, con-
sidera que los datos no tienen ruido. El método de Potts incorpora la técnica de
gradiente conjugado para resolver un sistema lineal. En el tercer capitulo pre-
sentamos el método de Davydov [Davydov y Zeilfelder, 2004][Davydov, Sestini
y Morandi, 2005][Davydov, Morandi y Sestini, 2006]. Este método es local y se
basa en splines y RBF's. En el capitulo 4, proponemos un nuevo método basado
en Series de Fourier y la técnica de minimos cuadrados con un término de regu-
larizacion, también conocida como técnica de minimos cuadrados penalizados.
Una caracteristica en comun entre el método propuesto y el método de Potts es
el uso de series de Fourier. Sin embargo, en el método propuesto, a diferencia
del método de Potts, minimizamos la rugosidad de la superficie aproximante
y consideramos que los datos pueden tener ruido. El método de Davydov y el

método planteado coinciden en el uso de la técnica de minimos cuadrados.



Capitulo 1

Transformada rapida de Fourier

para datos no equiespaciados

En éste capitulo resumimos el trabajo de Steidl[Steidl, 1998] y Potts D. et
al.[Potts, Steidl y Tasche, 2001] relacionado al desarrollo de un algoritmo que
calcula de manera eficiente la Transformada Discreta de Fourier No Equiespa-
ciada (NDFT). Este es una herrameinta que se utiliza en el algoritmo de inter-
polacién descrito en la siguiente seccién. La NDFT en su forma mas general en

dos dimensiones esta dada por la siguiente formula

Flog) = fre ™50 (j € Iy) (1.1)

keln
donde f, € C, Iy := {k € Z* : —% < k< %} y x € II?, v; € NII? donde
11
12 .= [—35, 5)2.
En ésta tesis consideraremos un caso particular en el cual los nodos en tiempo

o en frecuencia estan equiespaciados:



Fg) =" fue ™ #0N (j € Iy)

keln

h(k) _ Z fje—Qﬂikvj/N (k’ e [M)

JEIN

(1.2)

El algoritmo consiste en approximar f(v;) mediante una combinacién lineal
de traslaciones de una funcién base. Los nimeros que determinan las traslaciones
son parte de una malla equiespaciada. La idea esencial del algoritmo es usar la
Transformada Répida de Fourier (FFT) para calcular unos términos que surgen
al calcular la serie de Fourier de la funciéon aproximante. Estos términos se
obtienen mediante un cambio de variabe y dependen de la uniformidad de los
traslados como veremos a continuacion.

Sea  una funcion periddica con periodo 1 y cuya serie de Fourier es conver-

gente. Potts et. al. [Potts, Steidl y Tasche, 2001] aproximan f en (1.2) mediante

s1(v) == Zglgo(v — %) (1.3)

lel,

donde n := aN, y a > 1 es un factor de sobremuestreo.

Calculando la serie de Fourier de s

! ; —2mikv
a0 =Y a Y [ el D

lel, kez?
_ E : ngQ'Mk’l/n E / g0(U)627rzkvdve—27rzkv
leln kezz 1

donde se usé el cambio de variable v = v — I /n. Entonces podemos escribir

s1(v) =Y Geer(p)e 2R (1.4)

donde



Qk — Zgle%rikl/n
lel, (1.5)

cx(p) == /1_[2 o)™ dy (k € 72)

Luego, la suma en la serie de Fourier truncada es separada en dos partes

s1(0) = D dree(9)e T+ > " Grcpgme(p)e T (1.6)

kely, rez2\{0} ke,

Si los coeficientes de Fourier ¢ () se vuelven suficientemente pequenos para
k € Z*\I,, y si ci(p) # 0 para k € Iy, entonces Potts, comparando (1.4) con f

en (1.2), sugiere

. fk/Ck(QO) ke ]N
Gk = (1.7)
0 ke IL,\Iy

Ahora, los valores g; en (1.5) se pueden obtener mediante la FFT inversa.
Si ¢ estd bien localizada en el dominio de tiempo de tal manera ques se pueda
aproximar por una funcién periédica 1) con periodo 1 con @ N II? C 27’”1’[2

(2m << n), entonces

l
flwy) m si(wy) = s(wy) = > gr(w; — ﬁ) (1.8)
ZGIn,m(’wj)
con I p(w;) == {l € I, : nwj; —m <[ < nw; + m}. Para w; € I1? fijo, ésta

suma sontiene a lo mas (2m + 2)? sumandos distintos de cero.

Este razonamiento se resume en el siguiente algoritmo



Algoritmo 1 Cémputo rapido de NDFT (1.2) f(w;)

Datos de entrada: N € N, a > 1, n:=aN, w; € I, f € C (j,k € Iy)

1: Calcular c(p) (k € Iy), w(w; — 1) (j € In,l € Ly m(w;))

2: Calcular g := fi/cr(p) (k € In).

3: Calcular (mediante la FFT en dos variables)

g = n—? Z gke—Qﬂikl/n (l e In)

keln

4: Calcular
[ )
s(w)) == > go(w; — 5) (J € In)
lEIn,m(’wj)

Datos de salida: s(w;) valor aproximado de f(w;) (j € In)

Ahora, para aproximar h(k) en (1.2) Potts usa una funcién de la forma

g(x) =Y fip(z +w;)

JeIN

Como antes, los coeficientes de Fourier se calculan obteniendo

crlg) = Y fie ™ ic(p) = h(k)er(p) (k € Z°)

JjeIn

Entonces h(k) en (1.2) se puede calcular si ¢x(g) es conocido. Por la definicién

de los coeficientes de Fourier

ce(g) = /H2 > fiela +wy)e*m*rd,

JEIN

Potts et al. aproximan ésta ecuacion con la regla trapezoidal

1 l —2mikl/n
cr(g) ~ 3 Z Z fip(w; — ﬁ)e Bikt]

lel, jelIn



lo cual introduce un error de aliasing. Més aun, se reemplaza a ¢ con su version
truncada 1, lo cual introduce un error de truncamiento. Esto se resume en el

siguiente algoritmo

Algoritmo 2 Cémputo rapido de NDFT (1.2) h(k)
Datos de entrada: N € N, a« > 1, n:=aN, w; € I, f, € C (5, k € Iy)

1: Calcular ¢x(p) (k € In), Y(w; — %) (lel,,je Jum())

2: Calcular

Gi= Y - o) (€L

jeJn,m(l)

3: Mediante la FFT calcular

é(g) =n? Zg,e”“““/" (ke ly)

lel,

4: Caleular h(k) == é,(g)/ci(p) (k € Iy)

Datos de salida: h(k) que aproxima a h(k) (k € Iy)

Ahora incluimos las cotas de error derivadas por Potts et al. en los siguientes

teoremas para casos particulares de ¢ y 1.

Teorema 1.0.1 (Potts, Steidl y Tasche, 2001). Sea f en (1.2) calculada por el
Algoritmo 1 con la campana Gaussiana dilatada,
B(v) = (wb) 12 3 ettty (1.9)
r€Z
y con la version truncada de ¢

(o) i= (wb) 2 Y e TNy (00 + 1) (1.10)

rez



donde X[—mm) €s la funcion caracteristica de [-m,m]. Sea o > 1 y 1 < b <

2am

Ga 1) Entonces

‘ _ b2 ,é « —2bn2 /ax «
Eo(w;) < [ flle (1 )<1+ (2c0 — 1)bm? e (1+ (2a+1)b7r2>)’
2 b 2 (m 27 1 2
Bi(y) < |l (1 + e () =),
B < 4] fllie™ (72)

El error de aproximacion decrece al incrementar b. Por lo tanto

b= (zjoﬁ)w (L11)

es una buena opcién para el valor de b como una funcién de o y m.

Teorema 1.0.2 (Potts, Steidl y Tasche, 2001). Sea f en (1.2) calculada por el

Algoritmo 1 con el B-spline cardinal centrado dilatado y periodizado

$(v) ==Y Mom(n(v+71)) (m>1) (1.12)

k=0,

1 <sin(kﬂ'/n)

2m
& ) en otro caso
w/n

yparaa>1y0<n<4m/3,

4dm N\ - —om,
B < 5= (5) (a1 flu
donde |f|,1 denota la seminorma de Sobolev |f|,1 := ]kVZ/Q__A}/Q | fel k|

10



1.1. Interpolacién de datos dispersos con poli-
nomios trigonométricos

En ésta seccién describimos el método desarrollado por Potts et. al. que fue
introducido a la literatura en el articulo [Kunis y Potts, 2007].

El problema de interpolacién de datos dispersos en dos dimensiones consiste
en aproximar una funcién cuyos valores se conocen solamente en un conjunto
finito Z:={X; € T*:j =0,..., M—1} donde T := [-1/2,1/2) y X; = (X,,Y}).
En otras palabras, dado un conjunto de muestras (X;, Z;) € T? x C que son
observaciones de una funcién por lo demés desconocida, el objetivo es aproximar

dicha funcién en puntos diferentes a X;. Existen muchas maneras de hacer esto.

Potts et. al. usan polinomios trigonométricos en dos variables

f(X) — Z fk€2m’kx

kely
donde N € 2N es el grado del polinomio, x = (z,y) y Iy := {—N/2,..., N/2+1}?
es el indice de las frecuencias.
La meta es que la funcién f(X) aproxime los datos, es decir f(X;) ~ Z;.

Esta condicion se puede expresar en forma matricial como

Af ~ 7

—

donde f es el vector de coeficientes de Fourier f := ( fk)kelN eCVyz .=

(Zj)j=o0,..M-1 € CM. La matriz de Fourier no equiespaciada se define como

N 2
A = AE — (627rsz_7) c (CMXN )
7=0,....,M—Lkely

11



Potts et al. [Kunis y Potts, 2007] se concentran en el caso indeterminado
(NY > M, esto significa que hay mds variables que ecuaciones) que consiste en
interpolar los datos exactamente Af = Z. Ellos mostraron que A tiene rango
completo si N > 2dg~!. En su analisis [Kunis y Potts, 2007] factores de amor-
tiguacion Wwyso, k € Iy son incorporados para compensar agrupaciones densas
de datos. El planteamiento de problema toma la forma
B

s
Ii }(| 5 min sujeto a Af =7 (1.13)
Wk

2 _
Wi T

keln
donde W := diag(iy)ker, -
Para reinterpretar el problema de tal manera que permita el uso del método

de gradiente conjugado necesitamos la siguiente definicion

Definicién 1.1.1 (Kunis y Potts, 2007). Sean N € 2N, Iy = {—-N/2,...,N/2—
1}? dados. Para pesos positivos wy > 0, k € Iy con Yo e = 1 y para

x = (z,y) € T? el kernel trigonométrico se define como

Kn(x) =) tiye”™™

keln

Dado X C T? la matriz del kernel Ky se define como

Ky = (Kn(x = x1)),, 0 oy € CTY (1.14)

Amix Y Amm denotan el eingenvalor mds grande y el eigenvalor mds pequeno de

Ky

Para resolver el problema (1.13) con la técnica de Gradiente Conjugado Potts

et. al. prueban el siguiente lema

12



Lema 1.1.1 (Kunis y Potts, 2007). Considerar que el nimero de nodos M € N,
el conjunto de muestras = C T?, el grado del polinomio N € 2N, y los factores
de amortiguacion w, > 0, k € Iy estan dados. El problema de interpolacion
optimo (1.13) es equivalente a las ecuaciones normales amortiguadas de sequndo

tipo

Kyf =2 f=WAFf (1.15)

(CMXM

donde la matriz del kernel Ky € obedece la siguiente factorizacion

Ky = AWAX
y por lo tanto es positivo definida.

El método de Potts consiste en resolver las ecuaciones normales (1.15) con
la técnica del Gradiente Conjugado. Més precisamente el método calcula los

coeficientes de Fourier f implementando el siguiente algoritmo

13



Algoritmo 3 CGNE
Datos de entrada: nimero de puntos M € N, grado del polinomio N € 2N;

conjunto de puntos X C T valores y € CM, y el vector inicial f, € CN*

1. 1o =y — Afo
2: 130 = AHI'U
3: for [=0,... do

4. Q) = I‘lHI'l/f)lHWpl
5: fi=f +aWp

6: iy, =1 — CMlAWf)l

7 B = rﬁlrl“/rf[rl
8: Pir1 = Bipi + Afr
9: end for

Datos de salida: la [-ésima iteracion f}

Aplicando una estimacién estandar para la convergencia del método de gra-
diente conjugado, Potts et. al. demuestran el siguiente resultado concerniente a

la estabilidad del método.

Lema 1.1.2 (Kunis y Potts, 2007). Sea Ky la matriz del kernel dada en (1.14)
y sea & = f —WAHK]_VIZ el error de la l-ésima iteracion del algoritmo CGNE.

Sit Ky es reqular entonces

ol < 2 (Vi =V Amin oy
w V>\méx +\/ )\min w
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Capitulo 2

Método local basado en splines y

RBFs

En éste capitulo resumimos el método presentado en los articulos [Davydov
y Zeilfelder, 2004], [Davydov, Sestini y Morandi, 2005] y [Davydov, Morandi
y Sestini, 2006]. Basicamente, éste método consiste en aproximar localmente
los datos mediante polinomios y después ensamblar una solucion global usando
condiciones de suavidad tipo spline (otro método basado en splines se puede
encontrar en [Zhou y Han, 2008]). Se usa la representacion Bernstein-Bézier de
los polinomios pues ésta permite expresar las condiciones de suavidad median-
te un sistema lineal de ecuaciones. Ademas, se emplea la técnica de minimos
cuadrados para producir la aproximacion local. En la aproximacién local, si la
matriz es mal condicionada (segin una tolerancia especificada por el usuario) se
recalcula la matriz usando un polinomio de menor grado. En el segundo y tercer
articulos Davydov et. al. producen una solucién hibrida al agregar una RBF a
los polinomios. Referimos al lector a esos articulos si el(ella) estd interesado(a)

en las pruebas de los teoremas y lemas que a continuacién se presentan.
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Como se explicé en la introduccién los datos consisten de un conjunto finito
de puntos arbitrariamente distribuidos = = {X;}¥, C Q donde X; = (X;,Y;)
en un dominio acotado 2 C R?, con un ntmero real Z; asignado a cada X,
1 =1,..., N. El objetivo de el problema de aproximacion de datos dispersos es
encontrar una funciéon suave s definida en 2 que aproxime los datos, es decir
s(X;) =~ Z;, i = 1,...,N. En la primera versién del método de Davydov, los
datos son aproximados con un spline de clase C! de grado 3 determinado en
una triangulacion uniforme A de €) definida abajo. Cada pieza del spline es un
polinomio dado en la forma Bernstein-Bézier. En [Davydov y Zeilfelder, 2004]
Davydov et. al. producen una aproximacion en tres espacios diferentes. Sin
embargo, dado que el razonamiento es muy similar en cada espacio detallamos
el método solamente en el espacio S3(A) definido abajo.

Primero damos algunas definiciones. Mas informacién puede encontrarse en
los articulos [Davydov y Schumaker, 2002],[Farin, 1993].

Sea T := (u,v,w) C R? un tridngulo y sean ijk, 1+j+k = 3, los polinomios
de Bernstein de grado 3 correspondientes a T'. Cada polinomio p € Pj tiene una

unica representacién Bernstein-Bézier (BB)

p= Z Ciji Bl (2.1)

i+j+k=3

Los coeficientes c;;, se llaman los BB-coeficientes. Cada BB-coefficiente c;jp,

estd asociado con un punto en el dominio

niTjk = (iu+ jv+ kw)/3

El conjunto de estos puntos en el triangulo 7" se denota por
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D = {ng;.k i+ j+k=23} (2.2)

Dada una triangulacién A que cubre el dominio Q C R? S3(A) denota el

espacio de todas las funciones C! polinomiales a pedazos con respecto a A,

S3(A) :={s € C*(Q) : s|r € Ps para todos los tridngulos T € A, T NQ # 0}

donde P53 es el espacio de polinomios de dos variables de grado 3. Es bien
conocido que existe una correspondencia uno a uno entre los elementos del
espacio 8§ de funciones continuas y polinomiales a pedazos de grado 3 y la

sucesién de coeficientes ¢, = ¢,(s), n € D3 con

Dg}A = U D37T (23)

Para cada T € Ay n = 77¢Tjk € TN Dsa, cy(s) es el coeficiente ¢;j, en la
representacion (2.1) para p = s|r.

Si S es un subespacio lineal SJ(A), entonces un conjunto M C Dsa se
llama un conjunto determinante para S si haciendo los coeficientes de s € S
asociados con los puntos M iguales a cero implica que todos los coeficientes de
s correspondientes a los puntos en D3 o son cero. M es llamado un Conjunto
Minimo Determinante (MDS) para S si ningun subconjunto propio M’ C M
es conjunto determinante.

Para construir el spline que aproxima los datos dispersos Davydov et. al. usan
(BB-) condiciones de suavidad. Las BB-condiciones de suavidad se expresan
como un sistema de ecuaciones lineales que involucran los BB-coeficientes y

que determinan la suavidad del spline. Si s € SY(A), y T := (vi,v9,v3) ¥y
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T := (vy,v3,v9) son un par de tridngulos adjuntos en A que coinciden en el lado

e = (vq,v3), entonces s es C'' continuo a lo largo de e si y solo si [Farin, 1993]

61,m71,37m: Z Ci,j+3fm,k+mleiljk(U4> (2-4)
i+jt+k=1

1
ijk

param = 1,...,3, donde B}, son los polinomios Berstein de grado 1 con respecto
a Ty cijk, Ciji son los BB-coeficientes de s|r, s|#, respectivamente.

Davydov et. al.[Davydov y Zeilfelder, 2004] consideran una triangulacién
uniforme A que cubre a €2, llamada la malla cuatro dimensional. Por simplicidad,
definimos A para 2 = [0,1]%. Usando n + 1 lineas horizontales y verticales, €

es cubierto con n? cuadrados

o
AR [ L R R T
n n

Qi = |

n 'n
Cada @;; se subdivide en cuatro subtridngulosis Tz-[f], k=1,...,4, insertando las
dos diagonales (los triangulos se numeran en sentido contrario a las manecillas

del reloj, empezando por el subtridngulo de la izquierda de @);;). Suponemos

que n > 2 es par.
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Figura 2.1: La malla cuatro direccional A que cubre el dominio §2

[0, [2,6] [4.6] 6,6]
(15 [35] [55)
[0.4] 4] 4] [6.4]
(13 (331 [5.3]

(L1 [3.1] 13,11
[O0] [2.0] [4.0] “[p.0]

Figura 2.2: Los indices [m, (] de los puntos nl[’r?’l] dentro del cuadrado Q); ;
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Figura 2.3: Un ejemplo de un MDS M

Los puntos n;‘gk exiben una estructura uniforme ya que la triangulacién es
regular. En la figura Fig. 2.3, los puntos dominio en D = D3 o se muestran con

circulos. Estos estan dados precisamente por

m i1—1 m n—j l
Din,j:{nZ[7j7l]::(T+6n, - +6—n>:0§m,l§6,m+leven}

y CEZLJ] =cy, sin = 771[?’” (ver Fig. 2.3).

Sea M el conjunto de puntos dominio marcados con circulos negros. La

mayor parte de M consiste de 5n? puntos en
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M=pn |J 7} (2.5)
i+j par

Adicionalmente, O(n) puntos se localizan cerca de la frontera. Més precisa-

mente, M es la uniéon de M con los conjuntos

{77[0 6] [1,5] [2,6] [3, 5]}

i,1 77711 7777,1 77721 ¢ par,

{00 bt 20 By i > 3, i impar,

5y, j par,

0,0 0,2 1,1] 2,2
{2,

5,1 5,3 5,5 6,0 6,2 6,4
{2 o) 2ol o0l B2 oAl g9y 5 impar,

{no) nl60l plo2y

El conjunto expresado en el primer renglén son los cuatro puntos de M en
los subcuadrados pares de la parte superior del dominio cuadrado. El segundo
renglén contiene los puntos de M en los subcuadrados impares de la parte
inferior del dominio excepto el subcuadrado en la esquina inferior izquierda.
El tercer renglon expresa los puntos de M en los subcuadrados pares del lado
izquierdo del dominio cuadrado. El cuarto rengléon contiene los puntos de M
del subcuadrado de la esquina inferior izquierda. El quinto renglén contiene
los puntos de M de los subcuadrados impares de la lado derecho del dominio
cuadrado. El ultimo renglén contiene los puntos de M en la esquina inferior

derecha.

Teorema 2.0.1 (Davydov y Zeilfelder, 2004). EI conjunto M es un MDS para
SHA).
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Cada elemento 1 de un MDS M para un espacio de splines en dos variables
S C 8)(A) determina una funcién base B, para S, ["Davydov, 2002]. El spline
B, es definido haciendo todos lod BB-coeficientes en M iguales a cero, excepto
para ¢,(B,) = 1, y calculando los coeficientes restantes c¢(B,), £ € D3 A\ Ms,
usando las condiciones de suavidad que definen S. Cada spline s € S se puede

escribir como

Los splines B,,, n € M, usados por Davydov et. al. tienen soporte compacto.
Dado un vértice v de A, star(v) = star'(v) es la union de los tridngulos que
coinciden en v, y star'(v), [ > 2, se define recursivamente como la union de
las stars de los vértices en star'~'(v). Un spline s € S se llama [-localmente

soportado si existe un vértice v de A tal que

supp s 1= {z € Q: 5(z) # 0} C star'(v).

Sea

T gl s
T:={T;; : i+ jpar},
Si dividimos M\MV en subconjuntos disjuntos de puntos 1 que se localizan

en el mismo triangulo T' € A\% Entonces, anadiendo éstos tridngulos frontera

a %, obtenemos un conjunto de tridngulos en A denotado por 7. Sea

MTZ:MQT, TGT

Para cada T € T, sea pr una aproximacion apropiada de una funcién f dada

en un subdominio 27 que cubre a T'. Davydov et. al. consideran el operador de
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aproximacién ) definido por

QF =>_ Y cy(pr)By (2.6)

TeT neMr

Dado que f se conoce solamente en un conjunto discreto de puntos dispersos

€1

[1]

:{Xzz:l,,N}CQ,

Davydov et. al. [Davydov y Zeilfelder, 2004] determinan pr, T € T, como

polinomios cuyos valores

pT(X)7 X € ET == N QT,

aproximan los valores correspondientes de f en =7. Para calcular la aproxima-
cion ellos aplican la técnica de minimos cuadrados adaptativos.

Por conveniencia, se ausme que los datos Z; son los valores de una funcion
f:Q =R ie Z; = f(X;), i = 1,..., N. La aproximacién polinomial local
pr € Ps es determinada para cada tridngulo 7' € T, usando los valores f(X),
X € Zp = 2N Qp, donde Qr C Q es el circulo centrado en el baricentro
de T y radio igual al didmetro de T'. Si éstos datos locales son muy pocos,
el radio es incrementado y, en el caso opuesto, un algoritmo de disminucion o
adelgazamiento es usado para reducir su numero Nrp. Este proceso de seleccion
de datos locales es controlado por dos parametros, Mum v Mmax; Mmm < Np <
M sx. Con ésta consideracién en mente, pr se determina calculando los (BB-)

. 3,T . . , .
coeficientes c; 7¢ en su representacion Bernstein-Bézier
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3,7
pr = Z Cijk;B?jk7 (2.7)
i+j+h=3

tal que

S (X B - fx)

XeEr  i+j+k=3

es minimizado. Aqui, Bf’jk son los polinomios Bernstein de grado 3 asociados
con T'. La manera méas confiable de resolver éste problema discreto de minimos
cuadrados es calcular la Descomposiciéon en Valores Singulares (SVD) de la

matriz

M3,T = [BS

'ij<X)} i+j+k=3,X€Er (2'8)

3,T)
ijk /it j+k=3

de tamano (#Zr) X (3;2). Entonces, el vector de coeficientes (c
se calcula como el producto de la pseudoinversa M;T de Mszp con el vector
(f(X))xez,, [Bjorck, 1996]. Sin embargo, el polinomio resultante pr es acepta-
do como una aproximacién confiable de los datos locales sélo si la matriz Ms
tiene rango completo y el reciproco de su valor singular mas pequeno o3 no es
mas grande que una tolerancia kp,

o5 < Kp. (2.9)

Si (2.9) no se satisface, se concluye que la distribucién local de los datos no
permite una aproximacién estable con polinomios de grado 3. En ésta situaciéon
el grado del polinomio es reducido por una unidad, y de la misma manera se

calcula un polinomio pr de grado 3 —1 mediante minimos cuadrados de la forma
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_ 2,T 2
br = E , Ciji Bijrs
it jrk=2

donde B}, son los polinomios Bernstein de grado 2 asociados a T'. De ser necesa-
rio, el proceso es repetido y el grado de pr se reduce a ¢ = 1, 0. Este algoritmo de
reduccién de grado termina en un grado ¢ > 0 siempre y cuando el valor singu-

lar minimo o4 de la matriz My r = [Bf, (X)] satisface o, 1 < kp.

i+j+hk=q,XEE
En este caso la aproximacién local polinomial pr sera de grado ¢. Si a;} > Kp
para ¢ = 3,2, 1, pr se calcula como la mejor aproximacién constante en minimos
cuadrados de f(X), X € Zr, la cual existe siempre que #Zp > 1.

Ya que la representacién Bernstein-Bézier de grado 3 de pr (2.7) es necesaria,
féormulas de incremento de grado, ver [Farin, 1993|, se pueden aplicar en la
situacion anterior cuando ¢ < 3.

Sea B,, n € M, una base de S3(A) asociada con M. Como se mencioné

anteriormente B, tiene soporte compacto (figure 3.4). Ademds cada B, estd

uniformemente acotado.

Lema 2.0.1 (Davydov y Zeilfelder, 2004). Los splines base B,, n € M, para

SY(A) son 3-localmente suportados

Lema 2.0.2 (Davydov y Zeilfelder, 2004). Los splines base B,, n € M, para
SY(A) estdn uniformemente acotados, i.e., existe una constante absoluta K tal

que

|1Bylloo < K, para toda n € M (2.10)
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Figura 2.4: Soporte de los splines base (tridngulos blancos) de clase C! asociados

con los puntos en M

Cuando Davydov et. al. introdujeron por primera vez su método también

probaron la siguiente cota del error

Teorema 2.0.2 (Davydov y Zeilfelder, 2004). Sea Q el operador definido en

(2.6). Si f € WN(Q), para algin 1 < p < oo entonces

1 .
1 = @yt < Kab| Flwgcay + Ks( D2 If = prlh, )" sip < oo
TeT

1f = Qfllwie) < Keh* ()| flwa ) + Kﬂ}légﬂf — prllLe(r)s

donde K,, K5, K¢, K7 son constantes absolutas.

2.1. Aproximacién local hibrida

En su segundo articulo, [Davydov, Morandi y Sestini, 2006], para mejorar el
error de aproximacion, Davydov et. al. modificaron la aproximacion local poli-

nomial incorporando un término RBF dando como resultado un método hibrido.
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La idea detras del método hibrido es mejorar la precision de la aproximacion
local usando una combinacién lineal de polinomios y RBFs.

El esquema de aproximacién hibrido usa el espacio

342
115 = span{py , ..., oy, }, m=< ) )

de polinomios bivariados de grado 3 > 0 y una funcién ¢r : R>o — R. ¢ puede
ser cualquier funcion positiva definida apropiada o una funcién condicionalmente
positiva definida de orden a los més 4 en R?, ver [Buhmann, 2003] y [Wendland,
2004].

Sea Zp = {Xi,...,Xn,} el conjunto de datos dispersos relacionados al
tridngulo T con vértices v{, vl vl y suponer que Ny > m. La aprozimacidn

local hibrida gr de la forma

m nr
gr() =Y aipf () + > b or(ll - =Y [l2) (2.11)
j=1 j=1
es construida mediante la minimizaciéon de la norma [y del vector residual en

—
=
—T,

Nt 1/2

(Dot — gr(X0)y?) (2.12)

=1

donde 0 < ny < Ny —m, y el conjunto de puntos Yy = {Y;,j =1,...,nr} es
un subconjunto de Zr.
La solubilidad tnica del problema de interpolacién con RBFs condicional-

mente positivas definidas se garantiza aplicando las restricciones de ortogonali-

dad

27



nr
> bp(Y]) =0, allpell (2.13)
j=1

sobre los coeficientes bjT en (2.11) y suponiendo que Y7 contiene un subconjunto
unisolvente en T2, ver [Buhmann, 2003], [Wendland, 2004] y [Fasshauer, 2007].

Sin embargo Davydov et al. tomaron una ruta diferente. Para mantener los

nr + (3;“2) grados de libertad ellos ignoran las restricciones (2.13) y consideran

el espacio hibrido

Hr = Span{p?7 7p?n7¢T(|| ' _Y{HQ)’ 7¢T(|| ' _Y?;THQ)}

en lugar del subespacio

Ry = {ZajpjT(') + ij¢T(\| : —YjTHQ) 2 (by, ..., by, ) satisface (2.13)}
j=1 j=1

Debido a que Ry C Hr, la capacidad de aproximacion de Hr es al menos

tan buena como la de Ry

E(f,Hr)ow < E(f,Rr)cm),

donde E(f,S)c(r) es el error de la mejor aproximacién de f desde un espacio

lineal S,

E(f,8)cwr) = ;felg 1f = gllce.
Para producir una aproximacion local en minimos cuadrados cuya calidad
sea comparable con la calidad de la mejor aproximacion local de Hy, Davydov
et. al. calculan el valor singular minimo o, (Cr) de la matriz de colocacién Cr

definida por
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pi(Xy) o opn (X)) or(IXa = YT ) o or(X =Y 2)

X))  p(Xg) or( Xy = Y1) o or(1Xvy = Y5, [l2)

y proceden a calcular gr solo si

Ornin(Cr) < K, (2.14)

donde kg es una tolerancia especificada por el usuario. Esto también garantiza
que el problema de minimos cuadrados considerado se puede resolver de manera
unica [Davydov, Morandi y Sestini, 2006].
De acuerdo a la estimacién dada en ["Davydov, 2002], bajo el supuesto que
fi=f(X;), i =1, ..., Np, para una funcién continua f, tenemos
Kp\/Np

||f - QTHC(T) < <1 + m)E(f, HT)C’(T) (2.15)

donde

ISl + S el YTl
o a;},{b; m n 1/2
o) (Zj:1|aj|2+z]‘i1|bj|2>

Ahora, para una base polinomial escalada apropiadamente {p!,....,pT } (por

Kr

ejemplo, la base Bernstein-Bézier con respecto a T" usada en la implementacién
de Davydov), y una ¢r apropiada, K7 es acotada independientemente de 7.
Ya que ademéas Ny < Mz donde M4, es el parametro introducido en la
seccion anterior, la estimacién (2.15) muestra que el tamaio de || f — gr||c(r) es
comparable con el tamano de la aproximacién E(f, Hr)cr) si (2.14) se satisface.

Entonces, (2.14) provee un criterio para aceptar o rechazar un conjunto Yr

dado (el cual determina de manera tdnica a la matriz Cr). Para encontrar un
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conjunto Y apropiado, Davydov et. al. usan un procedimiento codicioso! as-
cendente. Ellos empiezan con unos pocos puntos y anaden mas puntos en los
lugares de maximo error mientras (2.14) se satisface. Si el conjunto inicial Yz
no satisface (2.14), entonces ellos optan por producir una aproximacién polino-
mial local aplicando el procedimiento descrito en [Davydov y Zeilfelder, 2004]
empezando con el grado 3.

El método de arriba se resume en el siguiente algoritmo. Ademaés del conjunto
de datos locales =1 y los correspondientes valores fi, ..., fn,., sus pardmetros
de entrada son los tres vértices {v?, vl vl} del tridngulo T, la cota superior
Nmax > 3 deny = #Yr, y la tolerancia x p para la parte polinomial y la tolerancia
ky en (2.14). Sus datos de salida son el conjunto de puntos Y7 con np =
#Yr < min{nua, Ny — m} y la aproximacién local correspondiente gr, i.e. los

coeficientes al,...;al y b7 ... bl que definen a gr en (2.11).

cy by

Como se menciond anteriormente, el procedimiento es ascendente, Davydov
et. al. empienzan con solo tres nodos si N es lo suficientemente grande. A saber,
si Ny > m+3, ellos seleccionan, por razones de simetria, los primeros tres nodos
como los tres puntos distintos de Zp mas cercanos a los vértices del tridngulo
(de lo contrario si Ny < m + 3, entonces se calcula la aproximacién polinomial
local pr de grado a lo méds 3 usando el algoritmo en [(Davydov y Zeilfelder,
2004)]). Més nodos se siguen anadiendo mientras que ny < min{nmsx, No —m}
y (2.14) se satisfaga. (Si la condicién (2.14) en un paso en éste ciclo while,
entonces el ultimo nodo insertado es removido y se regresa a la aproximacién

hibrida previa). En cada paso el nuevo nodo candidato se determina eligiendo

una ubicacién X; € Zr\Yr donde el error de aproximacién actual es el peor.

Ltraduccién literal de la palabra en inglés greedy
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Algoritmo 4 Procedimiento LHA

Datos de entrada: Nr, S = {Xy, ..., Xn, }, {150 I b V5, VE v} ninss,
Kp, Ki
Datos de salida: Y7, gr
Inicializar np = 0, Yy = ()
2: if Np < (°}?) + 3 then
Calcular gr = pr (polynomial approximation)
4: else
Hacer np = 3
6: for:=1,2,3 do
Definir Y7 = Y U{X,}, donde || Xy, —v] |2 = minxez\ vy | X — V]|
8: end for

Inicializar la matriz de colocaciéon Cr

10: if ot (Cr) > Ky then
Hacer np =0, Yy =0
12: Calcular gr = pr
else
14: Calcular gr = aproximacion hibrida actual
while ny < min{nye, Nr — (*1%)} do
16: Calcular err; = |f; — gr(X;)|, 7=1,..., Nr
Hacer ¢ = argmaxcz,\y,.€rr;
18: Asignar np = np + 1, Yr = Yr U{X;}
Actualizar Cr
20: if o (Cr) > ky then
Hacer np = ny — 1, Yr = Y7 \{X;}
22: Break
end if
24: Calcular gr
end while
26: end if
end if
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La funcién hibrida de arriba se incorpora al algoritmo de dos etapas [Davy-
dov y Zeilfelder, 2004], reemplazando la aproximacién polinomial originalmente
empleada en ese articulo. El resultado de la primer etapa en cada tridngulo
T € T debe ser un polinomio pr de grado 3 en la forma Bernstein-Bézier. Sin
embargo, la aproximacién hibrida local gr estd dada de manera distinta, (2.11).
Para remediar ésta situacion Davydov et. al. reemplazan gr en (2.11) con un
polinomio aplicando otra vez el método de minimos cuadrados.

Mas precisamente, la técnica discreta de minimos cuadrados se usa con res-

D+2

pecto a las evaluaciones de gr en ( )

) puntos dominio en 7' relacionados a
los polinomios de cierto grado D > 3. En los experimentos numéricos usamos
D = 2 x 3. Enfatizamos que 3 es el grado del polinomio. El inverso del valor
singular mas pequeno de la matriz de colocacion correspondiente es pequeno lo
que garantiza que la aproximacién en minimos cuadrados es buena. Adicional-
mente, la matriz de colocacion es la misma para todos los tridngulos 7" € T.
Por lo tanto, el costo computacional anadido es insignificante.

Davydov et. al. usan la base de polinomios Bernstein con respecto al triangu-

lo T' como la base polinomial local {p!,....,pl'} usada en (2.11). Respecto al

término ¢7 en (2.11) escogen la RBF multicuddrica de Hardy

dmg(r) = —/1+12, (2.16)

la cual es C* y condicionalmente positiva definida de orden 1. Esta funcién es
la mas comun y la més usada de las RBFs.

Davydov et. al. anaden otro grado de adaptabilidad escalando ¢ para cada
T mediante un pardmetro de escalamiento J. Entonces la RBF usada en (2.11)

toma la forma
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r

or(r) = cTeb(E) (2.17)

donde

dT ‘= max ||Xz — Xj||2

1<e,5<Nrp
es el diametro del conjunto local Zr, v ¢r es una constante. El valor de dr
variard con la densidad local de los datos. Ellos usan ¢ = —ddr de tal manera

que ¢r se convierte en

¢r(r) = drmg(r) == —6drong <£>

=/ (0dr)? + r2. (2.18)

En conjunto, ademas de la RBF ¢, el método de Davydov depende de varios
parametros: el ancho de la malla h, y el alto de la malla h,, el grado ¢ de la
parte polinonmial usada en (2.11), las tolerancias kg and kp para el inverso del
valor singular minimo, los parametros para la seleccién de puntos locales M,
M4y, €l coeficiente de escalamiento § usado en (2.17), la cota superior n,s en
el nimero de nodos ny en (2.11), y el parametro D de la malla uniforme usada
para la evaluacion de la aproximacion hibrida local gr.

En lugar de h, y h, usamos el tamano de la malla n, x n,. Para producir la
malla se calcula el rectangulo minimo [a, b] X [c, d] que contiene los puntos X;,
t=1,..., N. Entonces, éste rectangulo se divide en n,n, subrectdngulos iguales

insertando n, — 1 lineas vecticales equiespaciadas y n, — 1 lineas horizontales

equiespaciadas. Entonces

he = (b—a)/ne, by = (d—c)/n,
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La malla cuatro direccional se obtiene insertando las diagonales de cada
subrectangulo. Entonces el niimero de parametros necesarios para guardar el
spline es 5n,n, + 4(n, +ny) + 3.

Davydov et. al. [Davydov, Morandi y Sestini, 2006] reportaron que el tamafio
de la malla n, x n, asi como los pardmetros Mym, Mmns, 0 ¥y kg influyen de
manera significativa el desempeno del método. Después de ejecutar muchos ex-
perimentos ellos proclaman que no hay valores universales de éstos parametros
que sean mejores, pero que deben ser ajustados para el tipo de datos en cues-
tion. Sugieren que el valor de los parametros se puede encontrar en la practica
mediante un procedimiento que involucre experimentar con pequenos subcon-
juntos de los datos y mediante la técnica de validacion cruzada. Esto es porque
en sus experimentos los mismos valores de los parametros funcionaron con éxito
en todas las aproximaciones locales. Ellos no emplearon validacion cruzada. En
lugar de eso encontraron buenos valores de los parametros mediante prueba y
error.

Para terminar éste capitulo describimos todos los parametros usados en el

método de Davydov.
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parametro

significado

RH

Kp

Mml’n
Mméx

Nmsx

Nimero de divisiones en lo ancho de [a, b] X [¢, d].
Nimero de divisiones en lo alto de [a, b] x [c, d].
Grado de la parte polinomial de la aproximacién hibrida (Ec. 2.11).
Tolerancia del inverso del valor singular minimo
de la matriz de colocaciéon del método hibrido.
Tolerancia del inverso del valor singular minimo
de la matriz de colocacién cuando un polinomio es usado
como aproximacién local.

Cota inferior del nimero de nodos Np usados en Qp, My < Nyp.
Cota superior del nimero de nodos Np usados en Qp, Np < M 4.
Parametro de escalamiento en la RBF ¢r.

Cota superior #Y7, del nimero de nodos usados para
la aproximacion hibrida en los términos RBF.

Grado del polinomio usado para aproximar gr

en la segunda etapa del método.

Tabla 2.1: Significado de los pardmetros usados en el método de Davydov [Davy-

dov, Morandi y Sestini, 2000]
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Capitulo 3

Método propuesto

En éste capitulo presentamos nuestro método el cual se basa en minimizar
la rugosidad de la superficie aproximante asi como su distancia a los datos.
Originalmente ésta idea fue introducida por Reinsch [Reincsh, 1967] para atacar
el problema de aproximacion de datos en una dimension. Reinsch usé splines
para atenuar la oscilacién de polinomios en la interpolacién de datos dispersos.
Un razonamiento similar puede encontrarse en el articulo [Kimeldorf y Wahba,
1971]. Aqui el dominio es un rectangulo simétrico 2 = [—I', '] x [}/, /] donde
" y b/ son niimeros positivos.

Como se mencioné en capitulos anteriores, los datos del problema es un
conjunto de puntos {(X;,Y;, Z;)}Y, donde {(X;, Y;))}¥, C [-I' U] x [N, }K].
Z; = g(X;,Y;) + € son observaciones de una funcién desconocida g(z,y) conta-
minadas con ruido ¢; (En capitilos anteriores usamos X; = (X;, Y;)). El objetivo
es aproximar g(x,y).

Motivados por el teorema de convergencia de las series de Fourier, la funcion

aproximante tiene la expresién!

1Los coeficientes b0,n, €m0, do,n ¥ dm,o son redundantes ya que los términos trigonométricos
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flz,y) = Zl ZQ {am,n CoS <W;m> cos <7T—Zy)

m=0 n=0

+by, 1, S <7rrlnx) cos <7T—Zy) + Cpn COS (W?m) sin (W—Zy) (3.1)

+d,, 1, Sin <¥> sin (%)}

donde K, y K, son enteros no negativos que se escogen por el usuario y [, h

dependen de I'; h'. Si g(x,y) no es periédica en [—I',l'] x [—h', I], entonces [
y h se deben elegir de tal manera que [ > I’ y h > h' para evitar el fendmeno
de Gibbs (Grishin et. al. [Grishin y Strohmer, 2003] aborda éste problema in-
poniendo condiciones de frontera tipo Neumann). Elegir [ =’ y h = h' hace a
f(z,y) periddica con periodo I’ y b’ en x y y respectivamente. Esto produciria
discontinuidades a lo largo de la frontera de [—1',l'] x [—R', h'].

En la mayoria de los casos, cuando g(z,y) no es periddica en [—I' 1] x
[—h', K], la extensién periddica de g(x,y) sobre R? tendria discontinuidades a
lo largo de las lineas = = (2i 4+ 1)I' y y = (2i + 1)k’ para ¢ € Z. Sin embargo, si
tomamos [ > ' y h > k', le damos espacio a la funcién f(z,y) a ser periddica
en [—[,1] x [=h, h]. No obstante, nos concentramos en el rectangulo [—I',1'] x
[—1,Rh']. No es recomendable optimizar sobre los valores de [ y h porque eso
serfa costoso computacionalmente. Tenemos buenos resultados tomando [ = 3/’
y h =31

Considerando el problema de optimizaciéon

N

) 1 h l
mfn{ U ¥0) = 27+ 2 | [ ey i} 62

y definiendo £ como

que les acompanan son iguales a cero
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1 hoopl
L(coeficientes) = 7 g (f(X,,Y,) — Z)* + )\/ / (f2,+2f2, + f2,)dxdy
—hJ -

s=1

El primer término de la funciéon £ cuantifica la proximidad o distancia de la
superficie aproximante a los datos mientras que el segundo término cuantifica
su rugosidad. El pardmetro A determina la importancia o el peso que se le da a
éstos dos criterios. Si A\ es pequeno entonces la superficie aproximante ajustara
bien los datos y podria aparecer rugosidad que no es propia de la funcién a
aproximar. Dicha rugosidad se debe a las oscilaciones naturales de las funciones
trigonométricas que forman a la funcién aproximante En cambio, si A es muy
grande la superficie aproximante sera suave, e incluso podria llegar a ser plana y
no ajustara bien los datos. Un método para determinar A\, que no discutiremos
en éste trabajo, es el método de la curva L. El parametro A\ se determina aqui
a prueba y error.

Los coeficientes de Fourier ay,n, bmn, Cmn, dmn se determinan resolviendo

el sistema
oL _0
@a@j
oL
=0
6bi7j
ar (3.3)
=0
(9cw~
oL
ad@j =0
oVL =0.

Esta técnica es conocida como minimos cuadrados penalizados. Esto es por-

que cuando A = 0 el problema 3.2 se puede expresar en la forma mas familiar
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min | A7 — d3 (3.4)

donde A es una matriz cuyas filas son

A; = (, coS (mr;XZ) coS (%}g),sin <7m;Xi> coS (W;LLY;),

(me,) . (ﬂnYi> . <7rmX,-> . <7rnYi> ) (3.5)
cos i sin ( —— ), sin i sin (== ), ..
parat=1,2,... Ny
d=(Zy,....Z5)" (3.6)
El sistema (3.3) se puede expresar como
A LE=b (3.7)

donde AL es el Hessiano de £ y 7 es el vector de coeficientes de Fourier

= (...,a,-j,bij,c,-j,dij,...)T. (38)

en orden lexicografico.

Teorema 3.0.1. Eziste una unica solucion al sistema lineal (3.7)

Demostracion. L(Z) es una funcién cuadratica acotada por abajo por cero y
cuyos coeficientes principales son todos estrictamente positivos?. Por lo tanto,
la gréfica de £(Z) es un paraboloide estrictamente convexo que tiene un tinico
minimo global. Por el criterio de la segunda derivada, el punto minimo es la

tunica solucion al sistema (3.7). O

2asumimos que los coeficientes redundantes de Fourier son eliminados
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Corolario 3.0.1. La matriz AL es simétrica y positivo definida.

Demostracidn. A%L es claramente simétrica. Integrando (3.7) tenemos
o Lo, wrn L
5(1’):5 ANLE—b T +C

donde ¢ es el vector constante que depende uinicamente de Z;. Sea I la solucién

de A2LT =by p # & entonces [Sewchuk, 1994]
1 - s
Lp) = L&) + 50— 7)" A’L(p - 7).

Ya que L(Z) < L(p), se sigue que (p — Z)TA2L(p — &) > 0. Entonces, A%L es

positivo definida. n

3.1. Calculando el Hessiano

Ahora procederemos a calcular A2L. Dividimos el Hessiano en 16 bloques

oL oL oL oL
0a; j0ammn  0a;j0bm n  0a; ;j0cm n 0a;,j0dm n
oL oL oL oL
AQE _ Ob; j0amn  Ob; jObm n  Ob; ;0cm n 0b; j0dm, n (39)
oL oL oL oL
8ci,j8am,n 8Ci,j8bm7n aCi’jaCm,n Bc@jadm,n
oL oL oL oL

9d; j0am n  0d; jObm,yn  Odij0cmn  Odi;0dmon

Las entradas del Hessiano estan dadas por (ver el Apéndice A)

a2£ 4 h l x - -
— = 4Al%mnij / / sin( 70 sin( Y sin(Y sin(72Y ) dudy
v —hJ-1 v

0 jCmn l “h l h
4 4, . h g ¥ j
+2)\(<§) m*i? + <% n2j2>) /_h /—z cos(mln—r)cos(%) cos(#)cos(%)dmdy
N . .
+% ; cos(ﬂleS) cos(m;YS) cos(m;(‘g) cos(mhys)

’ 2 ¢ X, Y, X, Y,
%:N;sm(ﬂﬂ; )cos(m;l )cos(ml )cos(wh )
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) N . .
oL 2 Zsin(ﬂme) sin(ﬂzys) COS(T”XS) COS(MY;)

0a; jdpyn, N l l h
’J k) 5:1
2 4 hoopl . )
% = 4Al;r?mmj [h /4 cos(w?x)sin(%ny) cos(?)sin(%)dmdy
Tz (TY022) [ i) cos ™™ sin ™) cos( ™Y da
+2)\<(l> m*i® + (h) nj ) » 45111( ; ) cos( A ) sin( i ) cos( o )dxdy

P TmX, anYs, . miX, wjYs

+N;sin( i ) cos( . ) sin( ; ) cos( Jh )

2L 2 & X, Y, X Y,
Tosemn N ;:1 cos(mr; ) sin(ﬂn )sin(ml ) cos(mh )

Yy, . miX Y
™ )sm(ﬁZ )(3os(7T‘7

)

2 2 & X
oL = NZsin(ﬂm > sin(
s=1

0b; ;dp,n l h l h
7] I’
2 4 bl . )
8015,%” - 4Al;rwmm‘j /7h /—z sin(ﬂrlnx)COS(%)Sm(?)cos(%y)dxdy
LARMPH z4z»z/h/’ Ty 1Y cos( ™Y sin( ™Y
+2)\(<l> mi© 4+ (h) TL]) B 71COS( ;i ) sin( N ) cos( i ) sin( N )dxdy

i X,
l

N ,
2 X Y . Y,
+ E cos(7Tm : )sm(mz =) cos( )sm(mh =)

2 2 & X, Y, X, Y,
—acidﬁmn:NZsin(mrz )sin(m;l )cos(ml )Sin(mh )

2 4 ol ) . .
adi'jm,n = 4Agwmm’j /7’1 /4 cos(wzu)cos(%ny)cos(?)cos(%)dzdy

T\ 5. LT ot ama. . wny LT Ty,
+2)\<<l) moi + <h nj )) s sin( ; )sm(—h ):sm(—l )sm(—h )dxdy
N . .

X nY; 1Xs Y,
+stin(”"; 5)sm(7”2 5)sin(7”l é)sin(wjh *)

Las integrales son calculadas exactamente en las siguientes tablas
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h l ™mz ™ T e
J7, J cos(THE) cos(TH) cos(TE) cos(BH ) dudy =

i(j%—n?)m?
—4hln 005(37;();2111(:;; ;;n(nﬂ)

4hl sin(Trﬂ')
4hl sin(ngnsin(mw)

gmr?
ohl + hlsm(?wr)

sin((i—m)m) T sin((i--m)m)
N e o
<2>hl (371” m ! Z;TQ )ﬁr (+m)m)
sin(jm) sin((¢—m)m sin(jm) sin((i+m)m
2h i 1 2
4hl sm(mﬂ:Z;:Qn(nﬂ)
2hlsin(m7r) +hlsin(2j7r)si;1(m7r)

4h]l cos(nm) sin(j7) sin(mm) Ahin cos(jm) sin(mm) sin(nm)

m(7-n?)r? m(j7—n?)n?

24l sin(nm) + hl sin(2i7r) s;n(nﬂ*)

ohl sin((i—m)ﬂ)ngn(nw) + 9hl sllrriT(r(z—i-m)ﬂ) sin(nm)

(i—mnn? (itmna?®
hl+ hls1n2(i2;7r) + hlsmz(;jrﬂ') + hlSIH(Qlﬂ-)ji:;l(2]ﬂ-)
2h]l cos((;;@s;r;grjw) + hjl Cos(nﬂl)(j;nﬁizgr)):m(]w)
—9hin cos((j;r) si;l)('mr) — hin cos(jﬂ')‘(sgl(%;r; sin(nm)
2hil cos(ngw) sin (i) + hil cos(mm) sirjl(iw) sin(2jm)

(i—m)(iFm)m G(—m) (im)n
~2hin L - i St
Al 1 e )
—4hﬂnf“$?$?ﬂ$8§2%ﬁ?ﬂ

— Ayl co8Um) cos

( > mfr))s(lr;(iﬂ);)inQ(nTr)
i—m)(i+m)(j<—n)m
cos(im) cos(jm) sin(m) sin(nm)
HARm T G )

si

4hlsmj(—f) m=n=:i=0,7#0

Ap1#RUT) m=n=0,i#0,j=0

e m=n=0,i#0j#0

4p T m=0mn#0i=0,j=0

201 + W= m=0,n#0i=0,j=n
Ahj1 G gy esn) m=0in%0;i=0;j#n,0
4pptElsRn m=0,n#0,i#0j=0
2hlsmi(7:7r) + hlsm(mri)‘s;;l@ﬁr) m— 0’ n 7& O,Z 7£ 0,] —n

4hjl cos(nm) sin(im) sin(jm)

m = 0;n# 0;1#0;j #n,0

m#0,n=0,i=0,j=0
m#0,n=0,i=0,j#0
m#0,n=0,i=m,j=0
m#0,;n=0;i#m,0;j =0
m#0n=0,i=m,j#0
m#0;n=0;i%#m,0;7 #0
m#0,n+#0,i=0,7=0
m#0,n#0,0=0,j=n
m#0;n #0;i=0;5 #n,0
m#0,n#0,i=m,j=0
m#0;n#0;9i#m,0;7 =0
m#0,n#0,i=m,j=n

m=#0;n#0;i=m;j #n,0

m#0;n#0;i#Am,0;j=n

m #0,n#0,i#m,j#n

Tabla 3.1: Valor de ffh fil cos(

valores de m,n, i, j
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ffh fiz sin(™22) cos(™) sin (™) cos(%Y ) dxdy =

l

si

0
2hl — hE2im)
2hl sin((A(i—m)w) — 9Kl sin(((z'+m)7r)

m)m i+m)m

2hl sin(jm) bl sin(2im) sin(jm)
g ijm?
sin(jm) sin((i—m)m) sin(j7) sin((i+m)m)
2hl jli—m)m2 2hl jli+m)m2
2hl sin(nm) bl sin(ZiTr) s;n(nﬂ')
sin((i—m)7) sin(nn) sin((i+m)7) sin(nm)
2hl (i—m)nm? + —2hi (i+m)nm?

sin(2im) sin(2jm) sin(2i7) sin(2j7)
hi — Rl 2ir T hi 2j7]r —hi 4ijn? :

thlcos((gw) Si;;(jﬂ') N hjlcos(nﬂ.)(s;n(%;r)) sin(jm)

Jo—ns)m 1(gc—n<)mT

. cos(jm) sin(nm) cos(j) sin(2im) sin(nm)
2hln—(j2_n2)7r + hin )

cos(m) sin(im) cos(mm) sin(im) sin(2j7)
2hlm —m)(iFm)x T him 3(i—m)(i+m)m2

. (i) sin(m) . (i) sin(277) sin(mm)
opipsplitu _ sty

g
~hij1 S e
A
Ml e

m=001=0
m#0,n=0i=m,j=0
m#0;n=0;9#0,m;5=0
m=#0,n=0,i=m,j #0
m#0;n=0;i#m,0;7#0
m#0,n#0,i=m,j =0
m#0;n#0;i#m,0;5 =0
m#0,n#0,i=m,j=n

m # 0;n # 0;i=m;j #n,0

m#0;n#£0;i#Am,0;j=n

m # 0;n # 0;i #m,0;j #n,0

Tabla 3.2: Valor de f_hh fil sin(™E) cos(*3Y) sin(

valores de m,n, i, j
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ffh fiz cos( ™) sin( ) cos(TE) sin(%y)dxdy =

7 : si
0 n=007=0
2hl—hlsmg%”) m=0n=ji=0,j#0
ARin “EEERIT) gy jy s S m=0;n#0,5:i=0,m;j#0
o fyi] Coslmm) sin(im) _ p o cos(mm) sin(i) sin(2jm)

(i—m)(i+m)r j(i—m)(i+m)m?

N cos(im) sin(mm) cos(im) sin(2j7) sin(mm)
2him = + MM e e

Ahln cos(nzé;ifgg));;n(jﬂ) _

4hjl cos(j) sin(im) sin(nw)

i(7—n?)r?

2hlsin(m7r) . hlsin(2j‘7r) Si;l(mﬂ')
mm jmm

4hin cos(n;)(j‘i; E ];))ig(mﬂ)

4hjl cos(jm) sin(mm) sin(nm)

m(%—n?)r?

sin(2im) sin(2j7) sin(2im) sin(2j7)
hi — hi 2 hi 2j7jr — Al 4ijm2 :

2hlncos((mr) sin(jm) + hin cos(n) sin(2i) sin(jm)

7-n?)r iG7-—n?)m

—ohj lcos((;';r_) :;)(:w) _hj lcos(j'/;)(;iQn_(iigr)zr sin ()
hitn S S
thimn st
gttt
+4hjim el )

m=0,n=ji#0j#0

m=0;n#0;1#0;j5#0,n

m#0,n=ji=0,7#0

m# 0;n #0,75;1=0,7 #0

m=in=ji#0,j#0

m=i;n 7 5,0;17# 0,5 # 0

m #1,0;n # j,0;0 7 0;5 # 0

Tabla 3.3: Valor de f_hh fiz cos( ™) sin(5) cos(

valores de m,n, 1, j

44

) sin(Z)dzdy para distintos




I sin () sin () sin (T ) sin (T2 dady = si

0 m=0,n=0,1=0,7=0
hl _ hlsin(2i7r) _ hlsiné;;]:r) + hlsin(QiW)Sin(Qjﬂ) m % O’TL % O’Z _ m’j —n

2w 4ijm?

2hlncos(7'17r) sin(jm) hlncos(nﬁ) Sin(2iw) sin(j7)
e i m A O # 05 = mij £ 1,0
_thlcos((j;rz:;)(:ﬂ) + hjlcos(]z)(;;njnzgzrs;n(nﬂ)

2him cos(mm) sin(im) hlmcos(mw) sin(im) sin(2j7)

FIE MRS | b im0 =
_ -7 COS(27T) sS1In{mm -7 COS(27T ) SIN( 477 ) SIN{T 7T
2hil G—m)tm)r hil 3(i—m) (i+m)m2)

cos(m) cos(n) sin(in) sin(j)
A =G Py
A1 i1, COs(im) cos(nm) sin(j) sin(m)
dhiin (i=m)(i+m) (52 —n?)r? m#0,n%#0i#m,0,j#n,0
—4h ~lncos(j7r) cos(m) sin (i) sin(n) ’ ’ T ’
S ) i m) (P -2

—|—4hljl cos(im) cos(j) sin(mr) sin(n)

(i—m)(i+m)(j%—n?)r>

Tabla 3.4: Valor de f_hh fil sin(™22) sin(T) sin(™2) sin( % )dzdy para distintos

valores de m, n, 1, j

Para ilustrar el orden lexicogafico que le damos a los coeficientes de Fourier

dividimos A2L en 16 boques

He(1,1) He(1,2) He(1,3) He(1,4)

AZp He(2,1) He(2,2) He(2,3) He(2,4) (3.10)
He(3,1) He(3,2) He(3,3) He(3,4)
He(4,1) He(4,2) He(4,3) He(4,4)

El bloque He(1,2) contiene las derivadas
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AA(0,0)  AA(0,1) .. AA(0,K>)
He(L1) - AA(‘I,O) AA(‘l,l) AA(l‘,KQ) -
AA(K,,0) AA(KL L) .. AA(K,, K)

donde los subbloques AA(3, j) estan definidos mediante

2L 8L 921
8&370 0ap,0a0,1 "t Bao,0ao, K,
9L 2L 92r
dap1a da2 ' Bapia
AA(0,0) = 0,140,0 0,1 0,140,K9 , (312)
9L 2L 92r
dag, kya0,0 Oag k2a0,1 T 8“3,1(2
%L 9L 92,
0a1,0a0,0 Oa1,0a0,1 da1,0a0, Ky
9L o2L 92r
a 8 cee —a
AA(L 0) - a1,1a0,0 a1,1a0,1 a1,1a0, Ky ’ (3‘13)
9L 92L 92r
0a1,Kk,00,0 Oai,Kk2a0,1 T 041, K400, K,
%L 9L 92,
dagp,0a1,0 dagpar T Dagoark,
%L 9L 92,
8 a a 2 cen 80,—(1
AA((], 1); — ap,1a1,0 [11’1 0,141,K9 ) (3‘14)
%L 9L 92,
Oap,ky,a1,0 Oag k2011 7 Oag K,01 K,
En general
%L 2L 92/
Oa; 0aj o Oa; a1 3(11’0%,}(2
%L 8L 92/
. . a . . 8 | i ces —6 - -
AA(%]) = aZ’Ta]’O aZ’TaJ’l a%l‘aJ,KQ (315)
%L 8L 921
Ba”quza]',O 8“72,}(2@]',1 6a¢1K2aj7K2

Los demas subbloques se definen de manera anéloga.
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El célculo del Hessiano es muy costoso computacionalmente. Esto es por-
que cada entrada de la matriz depende de todos los datos. En el Apéndice B
mostramos cémo paralelizar el calculo del Hessiano usando la libreria MPI y el

lenguaje Fortran.
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

4.1. Datos de Franke

El primer experimento consiste en aplicar los métodos en cuestion a 100

puntos (fig. 4.1) provenientes de la funcién de prueba de Franke (Fig. 4.2 a)

o= o [ O f [e?Co
%exp [_ (92 —7)° I (9y — 3)2} B %exp [_ (97 — 4)° — (9y — 7)2]

El conjunto de datos estd disponible en la pagina [Oleg Davydov’s Home
Page]. Estos datos se usaron por R. Franke para comparar varios métodos de
aproximacién de datos dispersos de su tiempo. Franke concluyé que los métodos
basados en RBFs eran los mejores [Franke, 1979).

En la Fig. 4.2 mostramos las superficies producidas al aplicar los métodos

expuestos.
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Figura 4.1: Datos de Franke

Ng | Ny | 4 Mml’n Mméx o D

o 15 |3] 20 100 05| 3

Tabla 4.1: Parametros usados en el método de Davydov para los datos de Franke

l h | K1 | K, A

1.811.8120 |20 |1x10°7

Tabla 4.2: Parametros usados en el método propuesto en los datos de Franke
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N
32

Tabla 4.3: Parametro usado en el método de Potts para los datos de Franke

En la siguiente tabla listamos el maximo error, el promedio de los errores y

la media cuadratica de los métodos en una malla de 41 por 41.

método max | promedio | media cuadratica
Potts 0.2651 | 0.0032 0.0192
Davydov | 0.0188 | 0.0022 0.0035
propuesto | 0.0376 | 0.0108 0.0135

Tabla 4.4: Error de aproximacién de los métodos en una malla de tamano 241

por 241

En la figura 4.2 mostramos las graficas producidas al implementar los méto-
dos con los pardmetros antes mencionados. Visualmente el método de Davydov
y el método propuesto reproducen muy bien a la grafica de Franke. Una de
las razones por las cuales el método propuesto no es tan preciso como el de
Davydov es por que la funcién de Franke se compone de términos exponenciales
que requieren muchos términos en la serie de Fourier y por la poca cantidad de

datos.

20



(a) Superficie de Franke (b) Método de Davydov

05 05

(¢) Método de Potts (d) Método propuesto en la tesis

Figura 4.2: Métodos en los datos de Franke

4.2. Datos de Valles curvos

El segundo experimento numérico contrasta con el primero en el sentido que
se tiene mucha informacién disponible o, en otras palabras, los datos son densos.

Consideramos la funcion de referencia ”valles curvos”

f(z,y) = 0.5cos*(4(z* +y — 1))

cuya grafica se muestra en la figura (Fig. 4.3 b). Usamos 10,201 puntos de ésta

o1



funcion en una malla regular

Tabla 4.5: Parametros usados por el método propuesto en los datos de valles

curvos

Tabla 4.6: Pardmetro usado en el método de Potts [Kunis y Potts, 2007 para

los valles curvos

[ h

A

1.5] 1.5

20 | 20 | 1 x10°C

256

método max promedio media cuadratica
Potts 0.0490 0.0092 0.0053
propuesto | 0.0096 | 3.4014 x 10~* 6.9306 x 1074

Tabla 4.7: Error de aproximaciéon de los métodos para valles curvos

En la figura 4.3 comparamos el método de Potts y el método propuesto. Am-

bos funcionan muy bien cuando hay una cantidad abundante y bien distribuida

de datos.
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(a) Superficie de valles curvos (b) método de Potts

(c) método propuesto en la tesis

Figura 4.3: Métodos en los datos de valles curvos

4.3. Datos del glaciar

En ésta seccién usamos los 8345 puntos de referencia del ” glaciar” disponibles
en [Oleg Davydov’s Home Page| bajo el nombre vol87. Estos puntos se muestran
en la figura 4.4 a. La figura 4.4 muestra el resultado de aplicar los métodos

expuestos a dichos datos. La Fig. 4.5 muestra las curvas de nivel.
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Ng | Ny | 4 Ry Mmin Mméx d D

20 (24 13|107° | 60 160 | 04| 3

Tabla 4.8: Parametros usados por el método de Davydov en los datos del glaciar

h l Kl K2 A Figura

1212130 | 30 | 1x1078| 4.4 (d), 4.5 (d)

121235 |35 | 1x1078| 4.4 (e), 4.5 (e)

Tabla 4.9: Parametros usados por el método propuesto en los datos del glaciar

En las figuras 4.4 y 4.5 mostramos las superficies y curvas de nivel resultantes
de aplicar los métodos expuestos. Las figuras 4.4, 4.5 (d) y (e) corresponden al
método propuesto con distinto niimero de términos de Fourier. En las figuras
4.4 (d) y 4.5 (d) se usaron 3844 términos mientras que en las figuras 4.5 (e) y
4.5 (e) se usaron 5184 términos. Podemos observar que entre més términos de
Fourier el método propuesto aproxima mejor los datos (figuras 4.5 (a), (d) y
(e)) pero no es tan bueno como el método de Davydov (figura 4.5 (a) y (b)).
Aunque el método de Potts interpola los datos la superficie entre éstos presenta

oscilaciones (figura 4.4 (c))
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(e) método propuesto en la tesis

Figura 4.4: Métodos en los datos del glaciar
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(e) método propuesto en la tesis

Figura 4.5: Curvas de nivel
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Hemos presentado un método global para el problema de aproximacion de
datos dispersos basado en series de Fourier y que minimiza la rugosidad de
la superficie aproximante y considera que los datos pueden contener ruido. El
método propuesto es comparado con dos métodos recientes que abordan el mis-
mo problema. El primero es global y también se basa en series de Fourier pero
no minimiza la rugosidad de la superficie y considera que los datos no tienen
ruido. El segundo método es local y se basa en splines y RBF's. Otras diferencias
entre el primer método y el método propuesto en la tesis es en la representacion
de las series de Fourier y los algoritmos usados.

Podemos concluir en primer lugar acerca de la eficiencia de los métodos.
El método propuesto es més costoso computacionalmente que los otros dos. El
costo computacional aumenta con el nimero de términos de la serie pero da
lugar a mejores aproximaciones. Sin embargo, éste se puede paralelizar muy
facilmente y no tiene tiempo muerto. El cémputo de una entrada del Hessiano
no depende del valor de ninguna otra entrada. Cada valor se puede calcular

de manera independiente siempre y cuando se tenga a disposicién un ntimero
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suficiente de procesadores.

En segundo lugar concluimos que el método propuesto es mucho mas simple
que los otros dos. Ademas el nimero de parametros depende de la complejidad
de la funcién cuyos datos observables se van a aproximar. Entonces una funcién
simple requiere pocos parametros sin importar el niimero de datos disponibles.
Un nimero mayor de datos sélo incrementaria el costo computacional del méto-
do. En contraste, los otros dos métodos dependen de muchos parametros cuyo
nimero es proporcional al nimero de datos. Esta caracteristica nos permite,
en nuestro método, comprimir los datos usando solamente los coeficientes de
Fourier calculados. Cualquier valor de la funcién aproximante se puede calcular
con sus coeficientes de Fourier.

Los experimentos numéricos muestran que el método propuesto es mas pre-

ciso que el método de Potts y comparable con el método de Davydov.

5.1. Trabajo futuro

En el trabajo futuro creemos que lo que se tiene que hacer para mejorar el
método es:

Primero, generalizarlo a dimensiones mayores usando la notacién exponen-
cial de las series de Fourier.

Segundo, después de haber eliminado las filas y columnas iguales a cero del
Hessiano podemos incorporar métodos iterativos como el método de gradiente
conjugado para resolver el sistema lineal.

Tercero, se pueden incorporar algoritmos para calcular el parametro de sua-
vidad como validacién cruzada o la curva L. Este parametro tiene un impacto

considerable en la solucién pues controla la rugosidad y la distancia de la su-

o8



perficie aproximante a los puntos.
Finalmente, podemos derivar cotas del error del método propuesto como

aquellas disponibles en el método de Davydov y los métodos globales basados

en RBFs.
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Apéndice A
Simplificando el sistema lineal

Recordemos que la funcién aproximante se expresa como

K K

fz,y) = Z Z {am’n cos <7mlw) cos (L?ﬁ) + by, Sin (WT?I) cos (L;?)
m=0 n=0

e (T2) i (T2 i () e (2))

y el problema consiste en minimizar

N

win { D70 ¥) - 202+ [ / 2( 202+ 2 )dedy)) (A

Si definimos

N

1 h l
Clcoetficents) = 1 S(FCG Y0 = 2P 3 [ [ (742, 4 £ )dody

=1

entonces el punto minimo es la solucion del sistema lineal
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oL

Otpn, =0
a(z:, -=0
a(z:, -=0
agin =0

Separamos la sumatoria en (A) de la siguiente manera

ZZ—{m—On—O}—l—{m—O}i—l—Z{n—O}—i—ZlZQ

n=0 m=1n=1

flz,y) = ap,o

3 fanmcos (P2 - cgpein (T2} + i {amcos (Z22) 4 g sin (222) )

n=1 m
h

+ i Z {am, cos ( mx) cos (Wzy) + by, sin (ﬂT;LI) cos
(7))

M\ . (TnY . /TmxY .
+cm7ncos<—)sm( i >+d sm( 7 )sm

l
La derivada respecto a la variable x es

+ i i ?{ — QU SID (mln,a;) cos (%) ~+ bin COS (mln,a;) cos <%>
—Cmn SID (@) sin ( ZU) + dpp cOS ( rlrw:> sin <7T}—TLLU)}

fa(@,y) =
35555 () () o () ()
—Cpn,p SID (ﬂrlrz:r) sin (%) + dip, COS ( ) G (Wny)}
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La segunda derivada de f(z,y) respecto a x es

Ky

e 35 Y aon(T2) - (1)}

1=1

() Lomacos (77 on (53) + bsin (7)o (37

oo (T2 s (1) i ()i ()

Mz

K,
>

m=1 n=1

2 Tm\ 2 ™ ™y . /Tma ™y
(Y o (7Y o () 5 i (7 cos ()
[ ’ [ h ’ [ h

“+Cpm,p COS (71'77x> sin (%) + dy, n sin (7”73:) sin <L}r:y>}

Luego, la derivada de f(z,y) respecto a y es

M=
Mx

Il
o

1n

3
Il

Ko
=3 () e (20)
n=1

L3S SE T o (T i (7)o (7 )i ()

m=1n=1

T ™y R TMx ™my
+Cpp COS ( i ) cos ( W ) + dp n Sin ( I ) Cos < h )]

oo B s () (72 () (1)

+Cp.n COS (ﬁmw) cos (@) +dysin (7rm.7;) cos <@)}
' l h ’ 1 A

La segunda derivada de f(z,y) respecto a y es

Jow = i (%)2{ — o,n €OS (%) ~ Consin (%)}

K1 K:
555 (51 o on (72 o (552) i (2 o (532

+Cpmn COS (WTI> sin (L?f) + dyy S (m;m) sin (%ny)]

= 33 () oo (S o (52) i () o (552

tewnn () (52) i (%) (52
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La derivada mixta de f(z,y) es

fy ii(ﬂm)(m) [am,nsin (WTITLIL‘) sin

m=1n=1

(T2) by com (T2 i (722
h e [ ) h

o sin () os (7)o dcon (577 eon (7))

Para calcular f,.(x,y)? recordemos que

K K
™ 2 mmx ™my . /Tmx ™my
= 33 (Y o (T o (T2 i (7 o (T2
T mz;lnz:o (Z){a,cos( ] )co%(ll)+ » Sin ] cos 3
+Cpm,n COS (71'7;%) sin (Wzy) + dy, n Sin (7”;”) sin (Lzyﬂ
entonces
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Tm
[

Ka

fm(%y)2: i Z (
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m,r=1n,s

7))

) o (2o () e
w
h

T
+ @y by s COS (

Uy, 1 Qs COS (

e

Tm
[
Tmx

+ @y Cr s COS <

e
e

l

T™mx

+ by @y s SID (

Y cos (71
h [

l

™ma

+ by nCr s SIN (

+ CpnQr s COS <

+ CmnCrs COS (

Jon(

Tmx
[
Tmx

+ Cmndy s COS (

™y
h

Jon
Jon

l

m™mx

+ dpy, nQr s SID <

™y
h

l

T™max

+ dyy by sin (

Jon (2

[

+ dp 1 Cr s SID (

|

Integrando sobre el recténgulo [—I, ] x [—h, h| y luego derivando respecto a

a; j obtenemos
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Combinando los términos
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™my mix Ty
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Muchas de las integrales en la ecuacién anterior son cero porque su integran-

ﬂﬂl
l

Kzﬂ KZ: Kzﬂ
Kh)u: Kh)u: Kh)gz Kh)u:

1T

l
l

h

)drdy

mix Ty
l h

™Y
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T™mIx

l

h/
hJ—

oy

m
l

i
l

(

SN

do es una funcién impar en x o en y y el intervalo de integracién correspondiente

es simétrico. entonces la ecuacion anterior se reduce a
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aaj

7!' fL’ 7T
COS 0OS

ii 7rm

m=1 n=0

Anéalogamente

b

7rnu 777 y

Ko
7rm 7r2
2 E — ) b sm
=1 n=0

deij

S () (5 eme [ [ s ()

5 /,h /l Feo(,y)*dady =
cos <%> co

S (%)d:ﬁd’g

8 h 1
/ / fea(2,y)?dody =
—h J—l
. /M
e

8 h 1
/ / Fou(,y)dady =
hJ—l1

(WJZJ)d dy,

sin (%) cos (#) sin <%y>dxdy,

l

Recordemos que

o= 58 () o ()0 ()

m=1 n=1
. /mTmax
—Cm,n SN CO:

l

h

Entonces f,(z,y)? estd dada por
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Integrando en el rectangulo [—[, 1] x [—h, h] y después derivando respecto a

a;j obtenemos
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Muchos de los términos en la ecuacién anterior son iguales a cero pues su

SN—— N— S—

ST 2T AT <1
ST T ST 2T
S~ 9.

integrando es una funcién impar respecto a x o respecto a y y el dominio de

integracion es simétrico. Eliminando dichos términos obtenemos
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h 1
05 iy [ 1 o (,y) dzdy =
KKmn 7FIL’.7T mie
222( / / sin "ln sin (T) §11< 0 )dsz

Analogamente

(A.6)

19} gl
ob; ]/7 /—l .fm‘y(l',y)Qda:dy —
K ‘ A
Z <? o mn/ / ws 7r u ‘in le o (ﬁTm) sin (%)dxdyv

(A7)

—nJ- (A
S ﬂm 7m m . (Tix Ty
Z:: ( (’mn/ / sin sin (T) cos (T)dxd%

(A.9)

()

D oo ()

Ahora calculemos los términos correspondientes a f,,. Recordemos

(%) + by, sin (m7x> cos (%)

% (572) s () i ()

T
-I-c,,,,,ncos( 7 )

fuy(2,y)?* estd dado por

v ii (@) {amnCOS (m;m) cos

m=0 n=1
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Integrando sobre [—I,[] x [—h, h] y luego derivando respecto a a; ; obtenemos
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Combinando los términos de la iltima ecuacién
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Como antes, muchos términos en la ecuaciéon anterior son iguales a cero
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pues sus integrandos son funciénes simétricas respecto a z o a y y el dominio

de integracion es simétrico. Eliminando estos términos obtenemos
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Anéalogamente
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ﬂny) sin (#) sin (ﬂ‘;y)dxdy

Usando las ecuaciones anteriores procedemos a calcular el gradiente de L.

Combinando las ecuaciones (A.2), (A.6)
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Sustituyendo la expresién que define a f(z,y)
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obtenemos
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Factorizando algunos términos

oL
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Factorizando los términos que dependen de a, ,

74



oL
Oa, j Zza lzhgmmj/ /sm )
+2)\( m i + / / Cos qu m COS (?) cos (™Y

|
zzz<>< Joos () o (92) (14
33 oo (T i (T o () on ()
33 (T s (o (T n ()
25 (T n ()

Ahora nos concentramos en la derivada de £ respecto a b; ;. combinando las

ecuaciones (A.3), (A.7) y (A.11) obtenemos

2

22 S 2y (e ()

+2)\ i =) m%2b,, n/ / sin ﬂmx ﬂny sin <#) cos (%)dxdy

) sin (W;jy) cos (?) sin (%)dxdy
K1 K - 4 ool .

+2\ Z Z (%) n2j2b,,m /h lsin (mv;z) cos (%ml) sin (Zﬁ) cos (%)(11(1(} =

2 S 2i ()or (2

=1
+2/\n§l:0n§% ((7>4m222 + ( ) n2j2)bm7n /_}; _ll sin (mlnl) cos (%) sin (#) co ( )dxdy

+4)\:Zli lzl; MmN Jby, /:L /jl cos (ﬁn;l) sin (ﬂ> cos (WTM> sin <Ty>d1’dy
Sustityendo
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™mx\ . [(Tny ™\ . [(Tny
e (T2) i (20 i () (1)

en la expresion anterior obtenemos

oL _
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W ZZ ZCOS (T2 o (T sim (7572 cos (T52)
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Factorizando los términos que dependen de by, ,,
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%i = % ég i Gy, COS (WW;XS> cos (7T7;1Y3> sin (WilXS> cos (W]}‘LYS>
K Ko

T;];bm’" [‘U%ﬁwlij/h /l cos <7r7733) sin (%) <7sz> ) (

W
+2>\( 4m7 + / /bln (771”[% my ) i (mx) (%)da‘dy
Wszsin(ﬂ”f“)cos(”f Join (*F) s ()] (A15)

dxdy

233 e (s (T i () o (0
+§[7§):_0 i Ji sin (Wng) sin (m}?@) sir ( ) <7T 7Y >
;SXN:Z sin ( ) (T]hy )

Ahora procedemos a calcular la derivada de £ respecto a ¢; ;. Combinando

las ecuaciones (A.4), (A.8) y (A.12) obtenemos

88057 —;i(f(X Y;) — Zs) cos (ﬁiix‘g)sin (ﬂ]];YS>

+2 Z Z m i? Cm,n / / cos ( < ) < h'y>dxdy

+4)\ZZ l2h2mmjcmn/ / sin (TJ) i (W ) ( )dey

+2A Z Z n?j2%c,, / / co% %111 cos (#) sin (Wh )(]I(]J =

- 2y () ()

+2A ihz (<7> m2i? + 7T cmn/ / cos mnz bln mzy cos (W;l) sin < ;y)dxdy

m=0 =0
cos (%) sin (szx> cos (%) dzdy

m=1n=

Sustituyendo la expresién de f(z,y)
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4)\"2[(_:12 l;r; mnijcy, /j; /jl sin (ﬂﬂlw) cos (%) sin <?> cos <lhy>dzdy
2)\75302 ((;)4771212 + (%)4n2j2)cmyn /_: /_ll cos <7TT;7LL‘) sin (@) cos <¥) sin (T‘]Ly>dzdy
K1 K N XN Y.
+% mZ:O nZ:O Umn ; cos (mer ) cos (W}LLYS) cos (7”?(5) sin <7UhY )
+% iibm)n SZJL sin (WWEX ) cos (m;fq) cos (WZ;XS) sin <7r]hY;)
K| K N . )
+% z::[) nz:; Cmn ; cos (7rles) sin (m}zle) cos (leS> sin (ﬂ]th)
+% i idm,n ZN:sin <7rm]X ) sin (m;lys) cos (leS) sin <7r]hY5>
m=0 n=0 =1 ) ) )
_% SZN:I Zs Ccos (7”5(5> sin <7r]hYS)
y factorizando los términos que dependen de ¢, ,,
aaTi = % iiam,n SNl cos (W,;XS) cos (WT;Y;> cos (Wile> sin (%F)
+% i i b é sin (WW;XS> cos (M;LYS> cos (Wles) sin <7T]}'LYS>
+m§;§cmm [4)\%mm’j /h /ll sin (7”73:) cos (Lzy) sin (?) cos (W‘}jl‘j)d xdy
+2>\(< 4m i + / / cos 7rmx si L cos <¥) sin (%)d:cdy (A.16)

ERE (et ra(

Ahora calculamos la derivada de £ respecto a d; ;. Combinando las ecuacio-

nes (A.5), (A.9) y (A.13) obtenemos
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Sustituyendo la expresién que define a f(z,y)
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sin (%)d dy
s J
1

Y
"
+N ;Sin (WTr;X > sin (W;LLY,> sin (mf( ) W <7Th)/’>:|

,% ﬁ; 7 sin (ﬂilXS> sin (7{7}3@)

Derivamos (A.14) respecto a aumn, bmn, Cmn ¥ dmyn Para obtener

aod
88 2 st [ s (s (20 s (2
S (5) i (7)Y [ (T () i () i (52
20 S Yo (T o (i (T ()
2 S Do (P17 (i (T ()
20 3 S (T () i () i ()
y factorizando los términos que dependen de d,y, ,,
23S e (o (T () i ()
23 S (1) o () s () ()
2 3 S ()i () s () ()
£33 d 0 Wmm] e cos(%cos(%ws(%dmy (A17)
(3 (') | /m 1) (2) o ()

80



2 .
% 12h2mm7/ / si y)sin(ﬂ-zx)sin(%)dxdy

g 7r1lna:) cos(why) cos(?) cos(%)dl’dy

N ) .
2 XS Y; Xs Y;
g cos(m?; )cos(m; : )cos(ml )cos(mh )

N s=1
2 2 < X, Y, X, Y,
% =~ ; sin(ﬂml )cos(m;l )cos(ml )cos(mh )
2 2 & X Y, X Y
—aa(?,jfmm =~ ;COS(WTHZI ®) Sin(ﬂn ) cos(ml ®) cos(ﬂjh %)

2 2 X Y, X Y,
% — N;sin(ﬂﬂ; S)sin(m;l S)cos(ml S)cos(mh =

Luego derivamos (A.15) respecto a by, pn, Cmn Y dm.n Obteniendo

L
T l2h2 TYLTLZJ COb
i,79m,n
4
+2)\<(§> m2i? + n?j? / / sin( me s( T y)sm(ﬂ;i)cos( o )(]I(]J

7TrL ) 7mY; L X L TjY
NZ ) cos( . ) sin( ; ) cos( . )

y) cos( ;I) %in(%y) i

@Il

2 2 XS 3/,5 .XS Ys
—abi'fm,n =5 ; cos(m?; ) sin(m;l ) sin(ml ) cos(mh )

%L P X, Y, X, Y,
e =¥ ;1 sin(ﬂml )sin(mz )Sin(ml )cos(mh )

Después derivamos (A.16) respecto a Cpp ¥ dp,n para obtener

2 4 h 1
oL :4)\me’j/ / sin(ﬂmx)cos( ny)sm(mx)cos( )da:dy
h

0 Cmm 1212 1 h l h
_— h ™y T
+2)\<<7> m2i? _|_ / / cos( )cos( i )sm( W )da:dy
N ) .
7rnYS miXs, . TV
g ) sin( W ) cos( ; ) sin( o )
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X Y. 1 X Y.
(%i - Zsm m 'n(ﬂr;l S)cos(ml s)sin(mh ®)

Finalmente derivamos (A.17) respecto a d,

0L
8dijdmn 12i2mnlj cos

X

Ty (7Y
os(—— A ) cos(—— i ) cos( o Ydxdy

+2)\(<§> mziQ—i— - / / 7rmr sin 7TZy)sin(L;'L)sin(L}le)dacdy
anY¥s, . miXs, . ,mjY;
+= Zsm *) sin( N ) sin( ; ) sin( W )

Notar que no es necesario calcular las otras entradas del Hessiano A?L pues

éste es simétrico.
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Apéndice B

Cdédigo Fortran

El siguiente cédigo calcula AL y b en paralelo empleando MPI y Fortran
usando las férmulas de la seccién anterior. Como la matriz es simétrica solo se
calculan los 10 bloques encima de la diagonal principal. El Hessiano es dividido

en dos matrices

A*L = Hel + \He2 (B.1)

donde He2 es la matriz que contiene las dobles integrales vy Hel los demas
términos. Esto es con la finalidad de calcular varias soluciones para distintos
valores del pardmetro de suavidad ) sin tener que calcular A%2L otra vez.

El c6digo usa 10 procesadores, indizados de 0 a 9, para calcular los 10 bloques
encima de la diagonal principal de A?L (o mds bien los 20 bloques, 10 de
Hel y 10 de He2). Primero, en el procesador 0, leemos los datos del archivo
"glacier.txtzc los guardamos en la matriz D. El vector b se calcula en la variable
b_vec y también se calcula el primer bloque de las matrices Hel y He2.

Luego, para los procesadores 1,...,9 se calculan los bloques correspondientes

83



en la variable auxiliar Hesub y se envian al procesador 0 para ser guardados
en Hel y He2. Para saber que entradas de Hel y He2 le corresponde a cada

procesador hacemos uso de la funcién

Esta funcién calcula el indice de la fila (dados iy ) o el indice de la columna

(dados m, n) de las matrices Hel y He2.

program SDFFS

1

2 use funcs_SDFFS

3 use mpi

4 implicit none

5

6 integer, dimension (mpi-status_size) :: statusMPI
7

integer :: mynode, tn, error_.number

integer, parameter :: K1 = 35

integer, parameter :: K2 = 35

integer, parameter :: NN = 8345 !This is the number of rows (points) in Data file
integer :: i,j,m,n, aux

real :: Lh, t1, t2 !Wonder if I can define this variables as parameters

double precision :: pi !Wonder if I can define this variables as parameters

double precision, dimension(:,:), allocatable :: D

double precision, dimension(:,:), allocatable :: Hel, He2

double precision, dimension(:,:), allocatable :: Hesubl, Hesub2, Heaux

double precision, dimension(:), allocatable :: b_vec

pi = 4xATAN(1.0)

1=1.2 !T need to adjust this value

h=1.2 !T need to adjust this value
lambda=0.00000000001 !T need to adjust this value
aux = (K14+1)*(K2+1)

call mpi_init(error_-number)
call mpi_comm_size(mpi_-comm_world, tn, error_number)
call mpi_comm_rank(mpi_comm_world, mynode, error_number)

t1 = mpi-wtime()

allocate(Hesubl(aux,aux))
allocate(Hesub2(aux,aux))
allocate(D(NN,3))

!Read data form DataFranke.txt file. This has to be in the same directory as the source file
open(unit=1,file="glacier.txt” ,status=’old’)
do i=1,NN
read(1,*) D(i,:)
end do
close(unit=1)

if (mynode == 0) then
allocate(b_vec(4xaux))
allocate(Heaux(aux,aux))
allocate(Hel(4*aux,4xaux))
allocate(He2(4*aux,4xaux))

Hel = 0.0
He2 = 0.0
do i=0,K1

51 do j=0,K2
52 b_vec(phi(i,j,K2))=(2.0/NN)*SUM(D(:,3)*COS(pixdble(i)*D(:,1)/1)*COS(pi*dble(j)*D(:,2)/h))
53 b_vec(phi(i,j,K2)+aux)=(2.0/NN)*SUM (D(:,3) *SIN(pixdble(i)*D(:,1) /1)x COS(pi*dble(j)*D(:,2) /h))
54 b_vec(phi(i,j,K2)+2*aux)=(2.0/NN)*SUM(D(:,3)*COS(pixdble(i)*D(:,1)/1)*SIN (pixdble(j)*D(:,2)/h))
55 b_vec(phi(i,j,K2)+3*aux)=(2.0/NN)*SUM(D(:,3)*SIN(pixdble(i)*D(:,1)/1)*SIN(pi*xdble(j)*D(:,2)/h))
56 end do
57 end do
58
59 open(unit=0,file="b_vec.txt” ,ACTION="write”)
6( do j=1,4%(K1+1)*(K2+1)
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103
104
105
106
107
108
109
110

write(0,’(1000F14.7)" ) dble(b_vec(j))
end do
close(unit=0)
deallocate(b-vec)
print *,’rhs vector saved’

end if
if (mynode == 0) then
doi= 0,K1
do j = 0,K2
dom = 0, K1
do n = 0,K2
!Delta”2L_{1,1} This matrix block contains partial“2L/(partial a_{i,j} partial a_{m,n})
Hel(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*«SUM(COS(pixm*D(:,1)*(1x*(—1)))*COS(pi*xn*D(:,2)*(h#*(—1)))*&
COS(pi*i*xD(:,1)*(lx*(—1)))*COS(pi*j*D(:,2)*(h**(—1))))
He2(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=4x(pik*4)/((1#*2)*(h**2))*xm*ns*ikj*int_sin4(m,n,i,j,l,h)+&
2% ((pi/l)*x4dsxmx2xixx2 + (pi/h)sskds(n**2)%(j**2) )xint_cos4(m,n,i,j,l,h)
lend Delta”"2L_{1,1} This matrix block contains partial”2L/(partial a_{i,j} partial a_{m,n})
end do
end do
end do
end do
end if
if (mynode == 1) then
do i = 0,K1
do j = 0,K2
dom = 0, K1
do n = 0,K2
!Delta”2L_{1,2} This matrix block contains partial"2L/(partial a_{i,j} partial b_-{m,n})
Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*SUM (SIN (pi*m=*D(:,1)*(1xx(—1)))*COS(pi*n*D(:,2)* (h*x(—1)))*&
COS(pi*i*xD(:,1)*(lx*(—1)))*COS(pi*j*D(:,2)*(hx*(—1))))
lend Delta"2L_{1,2} This matrix block contains partial”2L/(partial a_{i,j} partial b_{m,n})
end do
end do
end do
end do

!Send to processor 0 with label 1
call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,1,mpi_comm_world,error_-number)
end if
if (mynode == 0) then
'Receive from processor 1 with label 1
call mpi-recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,1,1,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
Hel(1l:aux,aux+1:2xaux)=Heaux
end if
if (mynode == 2) then
do i = 0,K1
do j = 0,K2
do m = 0, K1
do n = 0,K2
!Delta”2L_{1,3} This matrix block contains partial“2L/(partial a_{i,j} partial c.{m,n})
Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*SUM (COS(pi*m=*D(:,1)*(ls%(—1)))*SIN(pi*n*D(:,2)*(h*x(—1)))*&
COS(pikikD(:,1)%(lk*(—1)))*COS(pixj*D(:,2)*(hxx(—1))))
lend Delta”"2L_{1,3} This matrix block contains partial”2L/(partial a_{i,j} partial c_.{m,n})
end do
end do
end do
end do
!Send to processor 0 with label 2
call mpi-send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,2,mpi-comm_world,error_-number)
end if
if (mynode==0) then
|Receive from processor 2 with label 2
call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,2,2,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
Hel(1l:aux,2*aux+1:3*xaux)=Heaux

end if
if (mynode == 3) then
do i = 0,K1
do j = 0,K2
dom = 0, K1
do n = 0,K2
!Delta”2L_{1,4} This matrix block contains partial”2L/(partial a_{i,j} partial d_{m,n})
Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)«SUM(SIN (pi*xm*D(:,1)* (lkx(—1)))*SIN (pixnxD(:,2)*(hx*(—1)))*&
COS(pixikD(:,1)*(lxx(—1)))*COS(pixj*D(:,2)*(hxx(—1))))
lend Delta”"2L_{1,4} This matrix block contains partial”2L/(partial a_{i,j} partial d_-{m,n})
end do
end do
end do
end do

!Send to processor 0 with label 3
call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,3,mpi_comm_world,error_-number)
end if
if (mynode==0) then
!Receive from processor 3 with label 3
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144 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,3,3,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)

145 Hel(1:aux,3*aux+1:4*xaux)=Heaux

146 end if

147 if (mynode == 4) then

148 do i = 0,K1

149 do j = 0,K2

150 dom = 0, K1

151 do n = 0,K2

152 !Delta”2L_{2,2} This matrix block contains partial"2L/(partial b_{i,j} partial b_{m,n})

153 Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)+SUM(SIN (pi*xm#D(:,1) (L (—1)))*COS (pixn+D(:,2)* (h#*(—1))) *&
154 SIN (pikikD(:,1)*(1x*(—1)))*COS(pixj*D(:,2)*(hx*(—1))))

155 Hesub2(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=4x%(pix*4)/((1x*2)*(h**2))*m=*n=*i*j*int_cossincossin(m,n,i,j,1,h)+&
156 2 ((pi/l)**x4sxm=*2xixx2 + (pi/h)**4x*(n**2)x(j**2) )xint_sincossincos(m,n,i,j,l,h)
157 lend Delta”2L_{2,2} This matrix block contains partial“2L/(partial b_{i,j} partial b_{m,n})
158 end do

159 end do

160 end do

161 end do

162 !Send to processor 0 with label 4

163 call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,4,mpi_comm_world,error_number)

164 ISend to processor 0 with label 5

165 call mpi_send(Hesub2(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,5,mpi-comm_world,error_number)

166 end if

167 if (mynode==0) then

168 |Receive from processor 4 with label 4

169 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,4,4,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
170 Hel(aux+1:2xaux,aux+1:2xaux)=Heaux

171 |Receive from processor 4 with label 5

172 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,4,5,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)

17: He2(aux+1:2xaux,aux+1:2xaux)=Heaux

174 end if

175 if (mynode == 5) then

176 doi = 0,K1

177 do j = 0,K2

178 dom = 0, K1

179 do n = 0,K2

180 !Delta”2L_{2,3} This matrix block contains partial“2L/(partial b_{i,j} partial c.{m,n})

181 Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*«SUM(COS(pi*m=*D(:,1)x(Lkx(—1)))*SIN(pi*n*D(:,2)*(hxx(—1)))*&
182 SIN (pi*i*D(:,1)* (1% (—1)))*xCOS(pikj*D(:,2)*(hxx(—1))))

183 lend Delta”2L_{2,3} This matrix block contains partial"2L/(partial b_{i,j} partial c.{m,n}

184 end do

185 end do

186 end do

187 end do

188 !Send to processor 0 with label 6

189 call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,6,mpi_comm_world,error_number)

190 end if

191 if (mynode==0) then

192 !Receive from processor 5 with label 6

193 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,5,6,mpi_-comm_world,statusMPI,error_number)
194 Hel(aux+1:2%aux,2*aux+1:3*%aux)=Heaux

195 end if

196 if (mynode == 6) then

197 doi = 0,K1

198 do j = 0,K2

199 dom = 0, K1

200 do n = 0,K2

201 !Delta”2L_{2,4} This matrix block contains partial"2L/(partial b_{i,j} partial d-{m,n})

202 Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*«SUM(SIN (pi*m*D(:,1)*(1x*(—1)))*SIN (pixn*D(:,2)*(h**x(—1)))*&
203 SIN (pi*i*D(:,1)*(1k%(—1)))*COS(pikj*D(:,2)*(hxx(—1))))

204 lend Delta”2L_{2,4} This matrix block contains partial"2L/(partial b_{i,j} partial d_{m,n})
205 end do

206 end do

207 end do

208 end do

209 !Send to processor 0 with label 7

210 call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,7,mpi_-comm_world,error_-number)

211 end if

212 if (mynode==0) then

213 !Receive from processor 6 with label 7

214 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,6,7,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
215 Hel(aux+1:2%aux,3*aux+1:4%aux)=Heaux

216 end if

217 if (mynode == 7) then

218 do i = 0,K1

219 do j = 0,K2

220 dom = 0, K1

221 do n = 0,K2

222 'Delta”2L_{3,3} This matrix block contains partial”"2L/(partial c_{i,j} partial c.{m,n})

223 Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)+SUM(COS (pi*mD(:,1)% (Lx*(—1))) *SIN (pisn+D(:,2) % (h#*(—1))) *&
224 COS(piki*xD(:,1)*(Lxx(—1)))*SIN(pixj*D(:,2)*(hx*(—1))))

225 Hesub2(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=4x*(pix*4)/((1x*2)*(h**2))*m=*n=*i*j*int_sincossincos(m,n,i,j,1,h)+&
226 2% ((pi/l)**x4*xmx*2xixx2 + (pi/h)**4x(n**2)*(j**2) )*int_cossincossin(m,n,i,j,l,h)
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lend Delta”2L_{3,3} This matrix block contains partial“2L/(partial c_{i,j} partial c.{m,n})
end do
end do
end do
end do
!Send to processor 0 with label 8
call mpi-send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,8, mpi-comm_world,error_-number)
!Send to processor 0 with label 9
call mpi_send(Hesub2(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,9,mpi_comm_world,error_number)
end if
if (mynode==0) then
|Receive from processor 7 with label 8
call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,7,8, mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
Hel(2+aux+1:3xaux,2*xaux+1:3xaux)=Heaux
'Receive from processor 7 with label 9
call mpi-recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,7,9,mpi_-comm_world,statusMPI,error_number)
He2(2+aux+1:3xaux,2xaux+1:3xaux)=Heaux

end if
if (mynode == 8) then
do i = 0,K1
do j = 0,K2
dom = 0, K1
do n = 0,K2
5 'Delta”2L_{3,4} This matrix block contains partial"2L/(partial c_{i,j} partial d-{m,n})
251 Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*SUM(SIN (pi*m*D(:,1)*(1x*(—1)))*SIN (pi*xn*D(:,2)*(h**x(—1)))*&
252 COS(pikxixD(:,1)*(Ikx(—1)))*SIN(pikj*D(:,2)*(h*x(—1))))
253 lend Delta”2L_{3,4} This matrix block contains partial"2L/(partial c_{i,j} partial d_{m,n})
254 end do
5 end do
6 end do
257 end do
8 !Send to processor 0 with label 10
259 call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,10,mpi_comm_world,error_number)
260 end if
261 if (mynode==0) then
262 !Receive from processor 8 with label 10
263 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,8,10,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
264 Hel(2xaux+1:3xaux,3xaux+1:4xaux)=Heaux
265 end if
266 if (mynode == 9) then
267 do i = 0,K1
268 do j = 0,K2
269 dom = 0, K1
270 do n = 0,K2
271 !Delta”2L_{4,4} This matrix block contains partial"2L/(partial d_{i,j} partial d-{m,n})
272 Hesub1(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=(2.0/NN)*«SUM(SIN (pi*m*D(:,1)*(1xx(—1)))*SIN (pi*xn*D(:,2)*(h**x(—1)))*&
273 SIN (pi*i*xD(:,1)%(lk*(—1)))*SIN(pi*j*D(:,2)*(h**(—1))))
274 Hesub2(phi(i,j,K2),phi(m,n,K2))=4x*(pix*4)/((1x*2)*(h**2))*ms*n=*i*j*int_cos4(m,n,i,j,1,h)+&
275 2% ((pi/l)**x4xm**2xixx2 + (pi/h)x*dx(n*x2)*(j**2) )*int_sin4(m,n,i,j,1,h)
276 lend Delta”2L_{4,4} This matrix block contains partial”2L/(partial d_{i,j} partial d_{m,n})
277 end do
278 end do
279 end do
280 end do
281 !Send to processor 0 with label 11
282 call mpi_send(Hesub1(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,11,mpi_-comm_world,error_number)
283 !Send to processor 0 with label 12
284 call mpi_send(Hesub2(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,0,12,mpi_-comm_world,error_number)
285 end if
286 if (mynode==0) then
287 !Receive from processor 9 with label 11
288 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,9,11,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
289 Hel(3*aux+1:4xaux,3*aux+1:4%aux)=Heaux
290 |Receive from processor 9 with label 12
291 call mpi_recv(Heaux(1,1),aux*aux,mpi-double_precision,9,12,mpi_comm_world,statusMPI,error_number)
292 He2(3xaux+1:4*aux,3*aux+1:4xaux)=Heaux
293 end if
294
295 if (mynode
296 open(unit=1,file="Hel.txt” ,ACTION="write”)
297 do i=1,4%(K14+1)*(K2+1)
298 write(1, ) ( dble(Hel(i,j)),j=1,4% (K141)*(K2+1))
299 end do
300 close(unit=1)
301 open(unit=2,file="He2.txt” ,ACTION="write”)
302 do i=1,4%(K1+1)*(K2+1)
303 write(2, *) ( dble(He2(i,j)),j=1,4% (K141)*(K2+1))
304 end do
305 close(unit=2)
306
307 deallocate(Hel)
308 deallocate(He2)
309 deallocate(Heaux)
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print *,The Hessian was calculated’
t2 = mpi-wtime()

open(unit=3,file="elapsed Time.txt” ,ACTION="write”)
write(3, *) (t2—t1)
close(unit=3)

print *, ’total time ’, t2—t1
end if

deallocate(Hesubl)
deallocate(Hesub2)
deallocate(D)

call mpi_finalize(error_number)

contains
!The following function computes the row or column index of part of the matrix given i,j or m,n
!Tt is just one of the 16 blocks of the matrix
integer function phi(i,j,K2) result(s)
integer, intent(in) :: i
integer, intent(in) :: j
integer, intent(in) :: K2
s = ix(K241) + (j+1)

end function phi

end program SDFFS

El coédigo anterior hace uso del médulo funcs SDFFS el cual contiene las
funciones que calculan exactamente las integrales dadas en las tablas de la

seccion anterior.

module funcs_SDFFS
!double precision, parameter :: pi=4xatan(1.0)
Ipi = 4xatan(1.0)

3
4
5 contains
6
-
7

double precision function int_cos4(m,n,i,j,l,h) result(y)

9 implicit none

10

11 integer, intent(in) :: m,n,i,j
12 real, intent(in) :: Lh

13 real :: pi

14

15 pi=4.0%atan(1.0)

17 if (m==0) then

18 if (n==0) then

19 if (i==0) then

20 if (j==0) then

21 y=4xhxl

22 else

23 y=(4xhx1xsin(j*pi))/(j*pi)

24 end if

25 else

26 if (j==0) then

27 y=(4xhx1xsin(ixpi))/(i*pi)

28 else

29 y=(4*hx*lxsin(i*pi)*sin(j*pi))/(ixj*pi**2)
30 end if

31 end if

32 else

33 if (i==0) then

34 if (j==0) then

35 y=(4xhxlxsin(nxpi))/(n*pi)

36 else

37 if (n==j) then

38 y=2xhxl4 (h*l*sin(2*j*pi))/(j*pi)
39 else

40 y=(4xhxj*lxcos(n*pi)*sin(j*pi))/((j**2—n**2)*pi) — (4*xh*lxnxcos(j*pi)*sin(nxpi))/((j**2—n**2)*pi)
41 end if

42 end if

43 else
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if (j==0) then
y=(4xhxlxsin(i*pi)*sin(n*pi))/(isxn*pi%*2)
else
if (n==j) then
y=(2xhxlxsin(ixpi))/(ixpi)—+(h*lxsin(ixpi)*sin(2xj*pi))/(i*j*pik*2)
else
y=(4xhxj*lxcos(n*pi)*sin(ixpi)*sin(jxpi))/(ix(j**2—nx*2)*pik*2)&
— (4xhx*lkn*cos(j*pi)*sin(ixpi)*sin(nxpi))/(ix(j**2—n**2)*pik*2)
end if
end if
end if
end if
else
if (n==0) then
if (i==0) then
if (j==0) then
y=(4*hxlxsin(mxpi))/(mx*pi)
else
y=(4xhx*lxsin(j*pi)*sin(mxpi))/(j*rm*pix2)
end if
else
if (j==0) then
if (m==i) then
y=2xhxl+4 (hxl*sin(2*ixpi))/(ixpi)
else
y=(2xhxlxsin((i—m)x*pi))/((i—m)*pi)+(2xh*lxsin((i+m)=*pi))/((i+m)=*pi)
end if
else
if (m==i) then
y=(2xhxlxsin(j*pi))/(j*pi)+ (hxlxsin(2*ixpi)*sin(j*pi))/(i*j*pi**2)
else
y=(2xhxlxsin(j*pi)*sin((i—m)=*pi))/(j*(i—m)*pix*2)+(2xh*lxsin(j*pi)*sin((i+m)*pi))/(j*(i+m)*pi*x=*2)
end if
end if
end if
else
if (i==0) then
if (j==0) then
y=(4xhxlxsin(mxpi)*sin(n*pi))/(m*n*pi*xx2)
else
if (n==j) then
y=(2xhxlxsin(mx*pi))/(mx*pi) + (hxlksin(2xj*pi)*sin(mx*pi))/(j*xm*pik*2)
else
y=(4xhxj*lxcos(n*pi)*sin(j*pi)*sin(mx*pi))/(m* (j**2—n**2)*pi*x*2)&
— (4xh*lkn*cos(j*pi)*sin(m=*pi)*sin(npi))/(ms*(j**x2—n**2)*kpik*2)

end if
end if
else
if (j==0) then
if (m==i) then
y=(2xhxlxsin(nxpi))/(n*pi)+(h*lxsin(2*ixpi)*sin(nxpi))/(ixnxpix*2)
else
y=(2xhxlxsin((i—m)s*pi)*sin(nxpi))/((i—m)s*n*pi**2)+(2xh*lksin((i+m)s*pi)*sin(nxpi))/((i+m)*nxpix*2)
end if

y=hsxl4(h*l*sin(2xikpi))/(2xixpi)+ (h*l*sin(2xjxpi))/(2*j*pi)&
+ (hxlksin(2xixpi)*sin(2xj*pi)) /(4*ixj*pik*2)
else
y=(2xhxj*l*xcos(n*pi)*sin(j*pi))/((j**2—n**2)*pi)&
+ (hxj*lkcos(n*pi)*sin(2*ixpi)*sin(j*pi))/(ix(j**2—n*x2)*pi)&
— (2xhxlxn*cos(j*pi)*sin(n*pi))/((j**2—n**2)*pi)&
— (h*l*n*cos(j*pi)*sin(2*ixpi)*sin(n*pi))/(i*(j**2—n**2)*pi)
end if
else
if (n==j) then
y=(2*h=xiklxcos(mx*pi)*sin(ixpi))/((i—m)=*(i+m)=*pi)&
~+ (hxiklkcos(m*pi)*sin(i*pi)*sin(2xj*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pi*x*2)&
— (2xhxlxmskcos(ixpi)*sin(m=*pi))/((i—m)*(i+m)*pi)&
— (h*lsmx*cos(ixpi)*sin(2*j*pi)*sin(mxpi))/(j*(i—m)*(i+m)*pix*2)
else
y=(4xhxixj*lxcos(ms*pi)*cos(n*pi)*sin(ixpi)*sin(j*pi))/((i—m)*(i+m)x*(j**2—n**2)*pi*xx2)&
— (4xh*jxlkmskcos(ixpi)*cos(n*pi)*sin(j*pi)*sin(mx*pi))/((i—m)*(i4+m)x*(jk*2—n**2)*pixx2)&
— (4xhxixlxknkcos(j*pi)*kcos(mxpi)*sin(ixpi)*sin(nxpi))/((i—m)*(i+m)*(j**x2—n**2)*pik*2)&
+ (4xhxlxmxnxcos(ixpi)*cos(j*pi)*sin(mx*pi)*sin(npi))/((i—m)*(i+m)*(j*x*2—nx*2)*pik*2)
end if
end if
end if
end if
end if
end if
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end function int_cos4

!the prevoous function seems to be right. I tried once
double precision function int_sin4(m,n,i,j,1,h) result(y)
implicit none

integer, intent(in) :: m,n,i,j
real, intent(in) :: 1,h
real :: pi

pi=4.0*atan(1.0)

if (m==0 .OR. n==0 .OR. i==0 .OR. j==0) then
y=0;
else
if (m==i) then
if (n==j) then
y=hx]l— (hx*l*sin(2xixpi))/(2xixpi) — (hxlksin(2xj*pi)) /(2*]j*pi)+&
(hxlksin(2xixpi)*sin(2xj*pi))/(4*i*j*kpik*2)
else
y=(2xhxlxnxcos(nxpi)*sin(j*pi))/((j**2—n*x2)*pi)—&
(h*lkn*cos(n*pi)*sin(2*ixpi)*sin(j*pi))/(ix(jkx*2—n**2)xpix*2) —&
(2xhxjxlxcos(jxpi)*sin(nxpi))/((j**2—n**2)*pi)+&
(hxjxlkcos(j*pi)*sin(2*ixpi)*sin(n*pi))/(i*(j*x*2—nx*2)*pik*2)
end if
else
if (n==j) then
y=(2xhxlxmx*cos(mx*pi)*sin(ixpi))/((i—m)*(i+m)*pi)—&
(h*lxm*cos(m=*pi)*sin(ixpi)*sin(2xj*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pix*2) —&
(2xh*ixlxcos(ixpi)*sin(m=*pi))/((i—m)*(i+m)*pi)+&
(hxixlkcos(ixpi)*sin(2*j*pi)*sin(m=*pi))/(j*(i—m)*(i+m)=pik*2)
else
y=(4xhxlxms*nskcos(mx*pi)*cos(ns*pi)*sin(ixpi)*sin(j*pi))/((I—m)*(i+m)s*(j**2—nx*2)*pik*2) —&
(4xhxixlxnskcos(ixpi)*cos(nkpi)*sin(j*pi)*sin(mxpi))/((i—m)=*(i+m)s*(j**x2—nx**2)*pik*2)—&
(4xhxjxlxnxcos(j*pi)*xcos(mx*pi)s*sin(ixpi)*sin(nxpi))/((i—m)s*(i+m)*(j**2—n**2)*pix*2)+&
(4xhxixjxlxcos(ixpi)*kcos(j*pi)*sin(ms*pi)*sin(nxpi))/((1—m)s*(i+m)s*(j**x2—n*x2)%pik*2)
end if
end if
end if

end function int_sin4

!the prevoous function seems to be right. I tried once

double precision function int_sincossincos(m,n,i,j,l,h) result(y)
implicit none

integer, intent(in) :: m,n,i,j

real, intent(in) :: L,h

real :: pi

pi=4.0%atan(1.0)

if (m==0 .OR. i==0) then

y=0
else

if
: y=2xhxl— (hxlxsin(2x*ixpi))/(i*pi)
dyj(2>v=h>x<1>s<sin((i—rn)>x<pi))/((i—m)>v=1:>i)— (2xh*lxsin((i+m)=*pi))/((i+m)=*pi)
else

if (m==i) then
y=(2xhx*lxsin(j*pi))/(j*pi) — (h*l*sin(2xikpi)*sin(j*pi))/(ix]j*pik*2)
else
y=(2xhx*lxsin(j*pi)*sin((i—m)=*pi))/(j*(i—m)*pix*2) —&
(2xhxlxsin(j*pi)*sin((i+m)x*pi))/(j*(i+m)*pik*2)
end if
end if
else
if (j==0) then
if (m==i) then
y=(2xhxlxsin(nx*pi))/(n*pi)— (h*lksin(2xixpi)*sin(n*pi))/(i*nxpi*x*2)
else
y=(2xhx*lxsin((i—m)*pi)*sin(n*pi))/((i—m)*n*pix*2)—&
(2xhxlxsin((i+m)=*pi)*sin(n*pi))/((i+m)*n*pik*2)
end if
else
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if (m == i) then
if (n==j) then
y=hxl— (hxl*sin(2xixpi))/(2xixpi)+ (h*l*sin(2*jxpi))/(2*j*pi)—&
(hklksin(2xixpi)*sin(2xj*pi))/(4*i*j*pik*2)
else
y=(2xhxj*lxcos(n*pi)*sin(j*pi))/((j*x*2—n*=*2)xpi)—&
(hxjxlkcos(n*pi)*sin(2*ixpi)*sin(jxpi))/(ix(j**2—n*x2)*pi)—&
(2xh*lxnxcos(j*pi)*sin(n*pi))/((j**2—n**2)*pi)+&
(h*lkn*cos(j*pi)*sin(2*ikpi)*sin(n*pi))/(i*(j**2—n**2)*pi)
end if
else
if (n==j) then
y=(2xhxlxmx*cos(mx*pi)*sin(ixpi))/((i—m)*(i+m)*pi)+&
(h*lxm*cos(mx*pi)*sin(ixpi)*sin(2xj*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pix*2) —&
(2xh*ixlxcos(ixpi)*sin(m=*pi))/((i—m)*(i+m)*pi)—&
(hxiklscos(ikpi)*sin(2%j*pi)*sin(m=*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pi**2)
else
y=(4xhxj*lxmxcos(m=pi)kcos(nxpi)*sin(i*xpi)*ksin(j*pi))/((i—m)*(i+m)*(j**2—n**2)kpixx2)—&
(4xhxixjxlxcos(ixpi)kcos(nxpi)*sin(jxpi)*sin(mxpi))/((i—m)s*(i+m)*(j**2—n**2)*pixx2)—&
(4xhxlxmsknskcos(j*pi)*kcos(mskpi)*sin(i*xpi)*sin(nkpi))/((i—m)x*(i4+m)*(j**2—nx*2)*«pi*x*2)+&
(4xhxixlxnskcos(ixpi)*cos(j*pi)*sin(mx*pi)*sin(nxpi))/((i—m)*(i+m)*(j**2—nx*2)*pik*2)
end if
end if
end if
end if
end if

end function int_sincossincos

Ithe prevoous function seems to be correct. I tried it once
double precision function int_cossincossin(m,n,i,j,1,h) result(y)
implicit none

integer, intent(in) :: m,n,i,j

real, intent(in) :: L,h

real :: pi

pi=4.0%atan(1.0)

if (n==0 .OR. j==0) then

y=0
else
if (m==0) then

if (i==0) then
if (n==j) then
y=2xhxl— (hxlxsin(2x*j*pi))/(j*pi)
else
y=4xhxlsnx*(cos(nxpi)*sin(j*pi))/((j**2—n*x2)*pi)—&
4xhoxj*ls(cos(j*pi)*sin(nkpi))/((j**2—n**2)%pi)
end if
else
if (n==j) then
y=(2xh*ixlxcos(m=pi)*sin(ixpi))/((i—m)x*(i+m)=*pi)—&
(hxixlkcos(m*pi)*sin(ixpi)*sin(2xj*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pix*2)—&
(2xh*lxmx*cos(ixpi)*sin(m=*pi))/((i—m)*(i+m)=*pi)+&
(h*lkm*cos(ixpi)*sin(2*j*pi)*sin(m=*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pi*xx2)
else
y=4xhxlxnx*(cos(n*pi)*sin(ixpi)*sin(j*pi))/(i*x(j**2—n**2)*pix*2) —&
4xhxjxlk(cos(j*pi)*sin(ixpi)*sin(n*pi))/(i*(j**2—n**2)*pik*2)
end if
end if
else
if (i==0) then
if (n==j) then
y=(2xhx1xsin(m=pi))/(m*pi)— (h*l*sin(2*j*pi)*sin(m=*pi))/(j*xm*pi**2)
else
y=4xhsxlknsk(cos(n*pi)s*sin(j*pi)*sin(m=*pi))/(mx(j**2—nk*2)*pi*x*2) —&
4xhokjxls(cos(j*pi)*sin(mxpi)*sin(n*pi)) /(mx (j*2—nsk*2) *pixx2)
end if
else
if (n == j) then
if (m==i) then
y=hx14(hx*l*sin(2x*ixpi))/(2xikpi) — (h*l*sin(2*jxpi))/(2*j*pi) —&
(hxlksin(2xixpi)*sin(2xj*pi))/(4*ikj*kpik*2)
else
y=(2xhxixlxcos(m=pi)*sin(ixpi))/((i—m)*(i+m)=*pi)—&
(hxixlkcos(mx*pi)*sin(ixpi)*sin(2*j*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pix*2)—&
(2xh*lxmx*cos(ixpi)*sin(m=*pi))/((i—m)*(i+m)=*pi)+&
(h*lxm#*cos(ixpi)*sin(2*j*pi)*sin(m=*pi))/(j*(i—m)*(i+m)*pix*2)
end if
else
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if (m==i) then
y=(2xhxlxnxcos(nxpi)*sin(j*pi))/((j**2—n*x2)*pi)+&
(hxlsn*cos(n*pi)*sin(2*i*xpi)*sin(j*pi))/(ix(jk*2—n**2)xpix*2) —&
(2xhxjxlxcos(jxpi)*sin(nxpi))/((jk*2—n**2)*pi) —&
(hxjxlkcos(j*pi)*sin(2*ixpi)*sin(n*pi))/(i*(j*x*2—nx*2)*pik*2)
else
y=(4xhxixlxnxcos(mx*pi)*cos(n*pi)*sin(ixpi)*sin(j*pi))/((i—m)*(i+m)*(j*x*2—nx*2)*pix*2) —&
(4xh*lxm*n*cos(i*pi)*cos(n*pi)*sin(j*pi)*sin(mx*pi))/((i—m)x*(i+m)*(j**2—n**2)*pi*x*2) —&

(4xh*ixjxlxcos(j*pi)*cos(m=pi)*sin(ixpi)*sin(n*pi))/((i—m)*(i+m)*(j**2—n**2)*pix*2)+&
(4xh*j*lxm*cos(ixpi)*cos(j*pi)*sin(mx*pi)*sin(n*pi))/((i—m)*(i+m)*(j**2—n**2)*pik*2)
end if
end if
end if
end if
end if

end function int_cossincossin

IThe previous function seems to work correctly. I tried it once

313 end module funcs_SDFFS

Finalmente el vector de coeficientes de Fourier se calcula (en la variable coef)

usando el siguiente codigo MATLAB

%import vol87 skiping the first row (it contains metadata)

%and change its name to input_-data

border_eps=0.1;

x-range=max(input_data(:,1)) —min(input_data(:,1));
input-data(:,1)=(input-data(:,1)—min(input_data(:,1))) /x-range*(1—2xborder_eps)—0.5+border_eps;

y-range=max(input_data(:,2)) —min(input_data(:,2));
input_data(:,2)=(input_data(:,2) —min(input_data(:,2))) /y-range*(l1—2xborder_eps)—0.5+border_eps;

0O U W =

10 %plot3(input_data(:,1),input_data(:,2),input_data(:,3),”.b’)
12 dlmwrite(’glacier.txt’,input_data)

14 %run the fortran code and import Hel.txt, He2.txt, and b_vec.txt
15 1=1.2;

16 h=1.2;

17 K1=35;

18 K2=35;

19 for i=1:4x(K1+41)*(K2+1)

20 for j=1:i

21 Hel(i,j)=Hel(j,i);

2 end

end

lambda=0.00000001;

He=Hel+lambdaxHe2;

7 coef=pinv(He,0.0000001)x*b_vec;

28 [ul,vl]=meshgrid(—1/3:0.005:1/3,—h/3:0.005:h/3);
29 s3=size(ul);

30 f_vals=zeros(s3(1),s3(2));

31 for i=1:s3(1)

32 for j=1:s3(2)

33 f_vals(i,j)=f-new(coef,ul(i,j),v1(i,j),K1,K2,1,h);
34 end
35 end

36 figure(1)

37 surfl(ul,vl,f_vals)

38 colormap(bone);

39 shading interp

40 campos([3 —4.8 6741.3])

41 axis([—0.4,0.4,—0.4,0.4,1200,2200])

42 % % % % % % % % % % % % % This was done on Sep 2

43 c=min(input_data(:,3)):25:max(input_data(:,3));

44 figure(2)

45 contour(ul,vl,f_vals,c,’k’)

46 Paxis off

47 axis([min(min(ul)),max(max(ul)),min(min(vl)),max(max(v1))])

48 daspect([5 5 1])

49 figure(3)

50 plot(input_data(:,1),input_data(:,2),’k.”,"MarkerSize’,3);

51 %axis off

52 axis([min(input_data(:,1)),max(input_data(:,1)),min(input_data(:,2)),max(input_data(:,2))])
3 colormap(gray(256));

1 daspect([5 5 1])
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Para calcular el valor de la serie de Fourier en un punto el cédigo anterior

usa la funcién

function z=f_new(coef,x,y,K1,K2,1,h)

[U,V]=meshgrid(x.*[0:K1],y.*[0:K2]);

%U=0"; V=V’;

A=cos(pi*xU/l).xcos(pi*V /h);

B=sin(pi*U/l).*xcos(pi*xV /h);

C=cos(pi*U/1).*xsin(pi*xV /h);

D=sin(pi*U/1).*xsin(pi*xV /h);

s=size(A);

value=s(1)*s(2);
z=horzcat(reshape(A,1,value),reshape(B,1,value),reshape(C,1,value),reshape(D,1,value))*xreshape(coef,length(coef),1);
end
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