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1. Introducciéon

La demanda energética actual y la necesidad de mejorar los dispositivos de
almacenamiento y de conversién de energia ha impulsado un intenso desarro-
llo cientifico con miras de aumentar tanto la eficiencia, capacidad, desempeno
y seguridad; asi como de reducir los costos, tamano e impacto ambiental. En
ese sentido, dispositivos como las baterias, celdas de combustible, capacitores
y supercapacitores se encuentran bajo un constante desarrollo tecnoldgico.

Los dispositivos de almacenamiento y conversiéon de energia se encuen-
tran sujetos a miltiples tendencias de mejora, como lo son: sintesis de nue-
vos materiales para electrodos, nuevos electrolitos asi como el diseno de na-
noestructuras en metales, polimeros, semiconductores y materiales orgénicos.
El principal atractivo de este tipo de materiales es que poseen propiedades
mecanicas, eléctricas, dpticas inusuales debido a que se manifiestan efectos de
bulto y de superficie. Existen multiples ventajas de este tipo de nanomateria-
les, entre los que se encuentran: mejor acomodo de los cationes en el proceso
de insercién/extraccién (mejorando el ciclo de vida de la celda electroquimi-
ca), mayor area de contacto entre el electrodo y el electrolito (aumentando la
razén de carga/descarga) y menor desplazamiento del transporte electrdni-
co (permitiendo mayor conductividad). Entre las desventajas se encuentran
reacciones indeseables entre el electrolito y el electrodo (con la consecuencia
de autodescarga y menor vida de celda) y menor empaquetamiento (menor
almacenamiento de carga) [1].

El tamano de estos sistemas representa un nuevo reto debido a la apari-
cién de una nueva gama de fenémenos experimentales que son consecuencia
del tamano finito y que no son explicados en términos de la termodinamica
clasica; los cuales tienen que ser tratados mediante la termodinamica de no
equilibrio [2].

En este trabajo se establecié un modelo para estudiar los ciclos de car-
ga/descarga supercapacitor redox simétrico, as{ como la energia disipada du-
rante dicho proceso. Esta formulacién parte de la teoria de la termodinamica
irreversible de sistemas pequefios, que ha sido utilizada para describir dife-
rentes sistemas, entre los que se encuentran la dindmica de plegamiento de
ARN [3, 4], el colapso de poros en vesiculas [5] y motores moleculares [6, 7].
La virtud de dicha teoria es que permite obtener ecuaciones estocasticas de
las variables termodindamicas de los sistemas en presencia de fuerzas exter-
nas. En el caso de las celdas electroquimicas, la teoria irreversible de sistemas
pequenos puede ser usada para describir la cinética quimica de los electrodos
y por ende, los procesos de carga y descarga.

La primera parte de la tesis, capitulo 2, tiene como objetivo explicar algu-



nos aspectos generales de las celdas electroquimicas, entre los que se encuen-
tran: los mecanismos por los que dichos sistemas almacenan energia, las con-
diciones necesarias para que alcancen el equilibrio termodindmico, ecuacién
de Nernst, o suministren corriente, ecuaciones de corriente-sobrepotencial y
de Butler-Volmer.

En el capitulo 3 se establecen las herramientas con las que se describieron
los ciclos de carga/descarga de un supercapacior simétrico redox. Primero,
se establecieron los rasgos principales de la termodinamica irreversible de
las reacciones quimicas y la manera, mediante la teoria de la termodindami-
ca irreversible de sistemas pequenos, en que es posible obtener ecuaciones
estocasticas de las variables que caracterizan al sistema electroquimico. Se-
gundo, se hizo una mencion de como dichas ecuaciones pueden ser resueltas
numéricamente y se explicaron algunas propiedades cuando dichas ecuaciones
estocdasticas presentan histéresis dinamica.

En el capitulo 4 se verificd que la termodinamica irreversible de sistemas
pequenos es consistente con los formalismos clasicos, que corresponden a la
ecuacién de Nernst en equilibrio y a las ecuaciones de corriente-sobrepotencial
y Butler-Volmer cuando el sistema se encuentra fuera de él. Una virtud de
este enfoque, es que la teoria irreversible de sistemas pequenos puede ser uti-
lizada para describir celdas electroquimicas mas generales, que incluyan otros
efectos como difusién, doble capa, asi como otras interacciones no ideales.

Una vez sentadas las bases, en el capitulo 5 se presentan los resultados
principales, que son: la descripcién de los ciclos de carga/descarga del super-
capacior y el comportamiento de la energia disipada. Un aspecto relevante, es
que es posible estudiar celdas electroquimicas mas generales; en ese sentido,
la ultima parte del capitulo esta dedicada a posibles extensiones del modelo.
Por 1ltimo, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones y perspectivas.



2. Almacenamiento y conversion de energia

Los dispositivos de almacenamiento y conversién de energia pueden ser
comparados entre si en términos de su energia especifica (Wh/kg) y poten-
cia especifica (W/kg). Por ejemplo, las baterias tienen una mayor energia
especifica que los capacitores pero estos poseen mayor potencia especifica;
es decir, las baterias almacenan mayor energia pero no la liberan tan rapido
como un capacitor. A pesar de tener propiedades distintas, cada uno satis-
face diferentes necesidades tecnolégicas y son utilizados en un sinniimero de
dispositivos. Sin embargo, sistemas como los supercapacitores y las celdas
de combustible todavia no alcanzan un uso comercialmente extendido y la
razén se debe a que se encuentran lejos de los valores de energia y potencia
especifica deseados [8, 9, 10, 11].

Originalmente, las celdas de combustible habian sido concebidas para
reemplazar los motores de combustién pero todavia estan lejos en términos
de desarrollo, costo, impacto ambiental y potencia especifica de los motores
de combustion, fig. (1). En cambio, los supercapacitores se encuentran, en
términos de energia y potencia especifica, en un estado intermedio entre
capacitores y baterias; esto significa que en el estado actual de desarrollo,
tanto supercapacitores como celdas de combustible compiten por el mismo
nicho de mercado que las baterfas [12, 13].

El funcionamiento de cada dispositivo de almacenamiento eléctrico de-
pende de cada uno de los elementos que los constituyen y en la medida en
que estos se alejan, o preservan, su comportamiento ideal. Por ejemplo, el
electrolito en una bateria puede limitar la difusién de iones, asi como solva-
tarlos, limitar la reaccién en el electrodo e inducir auto descarga. Todos estos
procesos limitan la vida 1til de una bateria, esto se traduce en diferentes ten-
dencias de mejora como lo es el desarrollo de nuevos electrolitos, asi como
la sintesis y diseno de nuevos materiales para electrodos [1], tales que han
llevado a los materiales a sus limites de estabilidad.

Todos los dispositivos de almacenamiento y conversion de energia poseen
elementos que los caracterizan asi como propiedades en comun. Por ejemplo,
tanto en las baterias como en las celdas de combustible, la energia se almacena
al convertir la energia quimica de una reaccién de reduccién-oxidacion, o
simplemente redox, en los electrodos; la diferencia entre estos dos sistemas
radica en que las baterias son un sistema cerrado y las celdas de combustible
no lo son y son alimentadas por reactivos para que la reaccién continte.

Los supercapacitores poseen varias similitudes tanto con los capacitores
como con las baterias; sin embargo, estos ultimos dos son muy diferentes entre
si. Las baterias almacenan energia al convertir energia quimica a través de
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Figura 1: Comparacién de la energia y potencia especifica de varios disposi-
tivos electroquimicos, adaptado de [12].

una reaccién redox llevada a cabo en los electrodos; llamados anodo en aquél
donde sucede una oxidacion y catodo donde sucede la reduccién. En cambio,
los capacitores almacenan energia eléctrica a través de un campo eléctrico
entre las placas que lo constituyen separadas por un elemento no conductor,
como lo es un dieléctrico. En ese sentido, el funcionamiento de las baterias se
encuentra limitado por varios procesos como lo es la difusién de los iones en el
electrolito, la velocidad de la reaccién quimica, interacciones superficiales con
el electrodo asi como otros procesos no ideales que limitan su operacién y que
se traducen en mayores tiempos para realizar la carga/descarga de energia.
En cambio, los capacitores pueden realizar los procesos de carga/descarga
con mucha mayor rapidez, de ahi que tengan mayor potencia especifica que
las baterias pero que éstas tengan mayor energia especifica.

Los supercapacitores, también conocidos como ultracapacitores o capaci-
tores electroquimicos, se encuentran divididos en tres clases, en los que son
faraddicos, no faraddicos y los que presentan ambos fenémenos. Los siste-
mas en los que no existe una transferencia de carga entre el electrolito y
el electrodo, por lo que no hay cambio en la composicién quimica, se cono-
cen como no faradaicos. En este tipo de sistemas, la capacitancia proviene
de la aparicién de una doble capa (por eso también se les conoce como ca-
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Figura 2: a) Pseudocapacitancia debido electrosorcién, b) debido a reaccién
redox y ¢) intercalacion.

pacitores electroquimicos de doble capa) y debido a que poseen una area
superficial grande pueden alcanzar capacitancias varios érdenes mayores que
los capacitores convencionales [14]. Ejemplos de este tipo de sistemas son
los supercapaciores de carbon activado, los de nanotubos de carbono y los
aerogeles de carbon.

Los supercapacitores que son faradaicos son en los que existe transferen-
cia de carga entre el electrolito y el electrodo, que se puede llevar a cabo
mediante tres diferentes procesos: por una reacciéon redox en la superficie,
una insercién de iones o por electrosorcién [15]. A diferencia de un capacitor
convencional, la energia en un supercapacitor se almacena de manera simi-
lar a como lo hace una baterfa (de manera quimica), asi que estrictamente
hablando, estos sistemas no poseen capacitancia debido a que la energia no
se almacena electrostdticamente (como en un capacitor usual) y por eso se
llama a esta subclase de supercapacitores como pseudocapacitores, dado que
exhiben pseudocapacitancia [16].

Procesos faraddicos y no faraddicos pueden estar presentes simultdanea-
mente en supercapacitores, en los llamados capacitores hibridos. En estos
sistemas, cuando se aplica un voltaje entre las terminales de un superca-
pacitor, los iones que se encuentran en el electrolito tenderdn a acumularse
cerca del electrodo de carga opuesta formando lo que se conoce como una
doble capa (constituido por la capa de Stern y la capa difusiva), de manera
tal que el sistema almacena energia electrostatica; entonces algunos iones,
que se encuentran desolvatados, pueden permear a la superficie del electrodo
en donde sucede una transferencia de carga por alguno de los tres procesos



ya mencionados, fig(2). Todos estos procesos se llevan a cabo de manera re-
versible; por ejemplo, la intercalacién de los iones sucede sin un cambio de
fase y de manera similar, las reacciones de intercalacion y redox son com-
pletamente reversibles. En la tabla (1) se muestra la reaccién tipo de cada
pseudocapacitancia con algunos ejemplos.

Pseudocapacitancia Ejemplos de reacciones

Redox: RuO,(OH), + zH™ + ze~ = RuO,_,(OH),,,
Ox +xe™ = Red MnO, +xA* + xe”™ = A, MnO,
Intercalacion: Nb,O; + xLi* + xe = = Li,Nb,O;
M+A*+xe” =AM | LT +e” +VVOPO, = LiV'YOPO,
Electrosorcién: Au + xPb?T +2xe~ = AuxP,,.
M**4+S+ze- = SM | H;Ot+M+e” = M-H,,H,0

(S = sitios de adsorcién)

Tabla 1: Ejemplos de tipos de pseudocapacitancia, con base en [15, 17, 18]

Los supercapacitores poseen un amplio espectro de futuras aplicaciones
en la industria dado que sobresalen en varios aspectos tales como su potencia
especifica superior a las baterfas y su alta eficiencia energética (debido a la
poca pérdida de energia). Quizd, el aspecto més distintivo, en comparacién
con las baterias, es que los ciclos de carga/descarga se llevan a cabo mediante
procesos que son completamente reversibles; esto se traduce en una mayor
vida util y que son capaces de mantener su voltaje operativo (inclusive sin
ser usados por periodos largos de tiempo) debido a que reducen los procesos
indeseables como corrosién y la auto descarga (donde reacciones irreversibles
entre el electrolito y el electrodo descargan la bateria). A diferencia de las
baterias, que generalmente estan constituidas por elementos toxicos y cuyo
manejo de desechos irresponsable puede tener un alto impacto ambiental; los
supercapacitores, en cambio, estan hechos de materiales que no significan un
riesgo para la salud ni para el ambiente, lo que se refleja en su alto costo [19].

Los supercapacitores todavia no alcanzan todos los estandares necesa-
rios para ser comerciales, o en otros términos, todavia no pueden competir
con los productos ya existentes en el mercado. Esto se refleja en las multi-
ples tendencias que existen para mejorar cada uno de los elementos que los
constituyen, de manera tal que incrementen su energia especifica [20]. Por
ejemplo, en el caso de los electrodos, entre estas vertientes se encuentran las
relacionadas con el uso de nanoparticulas en los electrodos, para incrementar
su area especifica (de forma que tengan mayor nimero de sitios activos), me-
jorar sus propiedades porosas (en términos de distribucién y de tamano de



poro), para eliminar las reacciones quimicas que suceden entre el electrodo
y el electrolito, para el uso de materiales hibridos [21], entre muchas més
19, 22].

2.1. Capacitancia y pseudocapacitancia

El almacenamiento de energia en los supercapacitores puede tener un
origen tanto capacitivo como pseudocapacitivo. Comunmente alguna de estas
contribuciones puede ser despreciada, en el caso mas general es necesario
incluirlas a ambas y la forma de hacerlo es describiendo el circuito equivalente
del supercapacitor. Antes de hablar del origen y la manera en que se realiza
el calculo de la capacitancia total es necesario describir algunas propiedades
generales respecto a la capacitancia.

L

_—

_
:

Figura 3: Dos materiales conductores de cargas g opuestas y aisladas alma-
cenan energia eléctrica mediante un campo electrostatico.

La capacitancia es la capacidad de un sistema de almacenar energia
eléctrica mediante un campo electrostatico entre dos materiales conducto-
res aislados entre si y separados por un material dieléctrico o el vacio, fig.
(3). Al ser materiales conductores, cada uno se encuentra a un potencial da-
do y la diferencia de voltaje entre ellos es simplemente ¢. El campo eléctrico
entre los materiales es proporcional a la carga g del sistema y, por ende, el
voltaje también lo es. La constante de proporcionalidad entre la carga y el
voltaje se conoce como capacitancia

q=Co. (1)

El valor de la capacitancia depende de las propiedades geométricas del
sistema, es decir, de su forma, tamano, de la separacién entre los materiales
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Figura 4: Comparacién de la energia almacenada entre un capacitor y una
bateria ideal.

conductores y del dieléctrico entre estos!. La energfa almacenada en el capa-
citor corresponde al trabajo requerido para traer desde el infinito las cargas
que lo constituyen, asi que el diferencial de trabajo es

dW = ¢(q)dg, (2)
y el trabajo total es

W = /ng dq—/ dq—;%z. (3)

Es posible comparar la energia almacenada en una bateria ideal siguiendo
el mismo razonamiento que hicimos para un capacitor con la salvedad que el
proceso se realiza a un voltaje constante, por lo que se necesita el doble de
trabajo para almacenar la misma carga, fig. (4).

Los capacitores son utilizados como elementos en circuitos eléctricos, dado
que pueden ser disenados de multiples formas, tamanos y materiales pueden
adquirir diferentes capacitancias. Una de sus propiedades maés relevantes es
la de que la capacitancia total de un circuito con varios capacitores, que
pueden estar en serie o en paralelo, puede obtenerse como la suma de dichas
contribuciones capacitivas individuales, fig. (5). Cuando los capacitores se
encuentran en paralelo cada uno tiene el mismo potencial y dado que la carga
total es la suma de las cargas de cada uno de los capacitores, se obtiene

Qtotal = Z qi = Z C’z(l5 = Oeq(b — Ceq = Z Cz (4)

La capacitancia depende de las propiedades puramente geométricas del capacitor; sin
embargo, podria suceder que estos elementos del capacitor dependieran del voltaje, como
es el caso de sistemas constituidos por monocapas de lipidos [23], donde se encontré una
dependencia de la capacitancia en el voltaje.
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Figura 5: a) Circuito en paralelo y b) circuito en serie

En el caso en que los capacitores se encuentran en serie, como en la fig.
(5.b)), el potencial total es la suma de las caidas individuales de voltaje y
dado que la carga almacenada es igual para cada uno de los capacitores,
entonces podemos escribir

PR S Loyt
¢‘;¢";a‘c@q = ceq‘zi:o; (5)

Existen muchas técnicas experimentales para caracterizar la capacitancia
de los dispositivos electroquimicos, la razén para hacerlo es que el electrodo
puede ser un compuesto de muchos materiales o inclusive nanoestructurado.
Uno de los métodos electroanaliticos méas usados es la voltamperometria, que
consiste en describir la corriente del electrodo como funcién del cambio del
potencial en el tiempo, esto se puede ver al derivar la ec. (1) respecto al
tiempo,

10 =10 _ o2 ©)

dt dt

Generalmente el voltaje sigue una onda triangular, de manera que la ve-
locidad de barrido es constante, v = d¢/dt. La curva experimental que se
obtiene al graficar la corriente contra el potencial se llama voltagrama y per-
mite obtener informacién sobre la reversibilidad de la reaccidn, la existencia
de reacciones secundarias, si el sistema se encuentra limitado por difusién;
asi como las contribuciones capacitivas y pseudocapacitivas a la corriente. Al
respecto de este ultimo punto, la técnica de voltametria ciclica puede distin-
guir el aporte de cada una de dichas contribuciones a la corriente. Esto se
hace notando que el término capacitivo? es de la forma i o v y considerando

2Acorde con la ec. (6), la corriente se encuentra dada por i = C Av

10



que la contribucién pseudocapacitiva® a la corriente es de la forma i oc v1/2.

Bajo estas consideraciones, es razonable asumir que la corriente total es la
suma de dichas contribuciones [24], es decir

i(V) = kw + kov'/2, (7)

donde las constantes k; v ko pueden ser determinadas experimentalmente al

graficar las curvas
(V)P = k' Iy, 8)

donde k; es la pendiente y ks es la ordenada al origen. Identificar el valor de
estas constantes permite conocer las contribuciones capacitivas y pseudoca-
pacitivas a la corriente: un elemento importante es que estas contribuciones
dependen de la velocidad de barrido.

La reversibilidad del proceso se extrae del voltagrama en términos de
como se comporta el sistema electroquimico ante velocidades de barrido de
igual magnitud pero de signo opuesto y se espera que la curva sea un reflejo
de si misma; salvo que el proceso de carga/descarga se encuentre limitado por
difusién. Los méaximos de la corriente en el voltagrama corresponden a las
corrientes anddicas y catddicas, denotadas por I,4 e Ipc, picos secundarios
denotarian otras reacciones que se llevan a cabo en el dispositivo electro-
quimico. Mientras mas grande sea la separacion entre los picos anodico y
catodico, el proceso se aleja més de la reversibilidad?; en la fig.(6) se muestra
el proceso esquematico para una bateria sujeta a un proceso irreversible.

2.1.1. Capacitancia

Los electrodos se encuentran sujetos a varios fenémenos de superficie y
en la interfase del electrolito puede acumularse un exceso de carga, oys; que
en general, depende del potencial externo. Conocer la forma funcional de o),
permite obtener la capacitancia diferencial al derivar respecto al potencial ¢,

3La insercién de los iones se encuentra dominada por la difusién, tal que la corriente
satisface la ecuacién de Randles-Sevcik, dada por

nFvD\?
= 0.4463nF A
i nFAc < T )
4Un proceso es reversible si cumple
RT
AV = |Vpa = Vel = 2303 (9)
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Figura 6: Dibujo esquemaético del voltagrama para una bateria.

es decir 3
Cy= ("M) | (10)

sin embargo, el detalle es que el exceso de carga, asi como la estructura de
la interfase, tiene que ser modelado. Histéricamente el primer modelo fue el
de Helmholtz, le siguié el de Gouy-Chapman y después Stern combiné estos
dos 1ltimos. A pesar de que en la actualidad existen nuevos modelos para
describir la distribuciéon de carga en la superficie; sélo haremos mencién de
estos tres, ya que engloban las propiedades més generales.

El modelo de Helmholtz considera que el exceso de carga en la superficie
es contrarrestado por carga del signo opuesto, que también reside en la su-
perficie; ambas capas se encuentran separadas por un espesor de tamano d.
La carga de exceso corresponde a la de un capacitor de placas paralelas y se

encuentra dada por
[SrSN)
donde ¢ es la constante dieléctrica y ¢y es la permitividad del vacio. La
capacitancia se obtiene al derivar la ecuacién anterior respecto a ¢, tal que
se tiene e
0
La capacitancia del modelo de Helmholtz permanece constante para cual-
quier voltaje y concentracion, lo cual no reproduce las observaciones expe-
rimentales a concentraciones bajas. El modelo de Gouy-Chapman considera
en ese caso, que los iones que se encuentran en el electrolito siguen una dis-

tribucién de Poisson-Boltzmann para el ntimero de cada ion, n;, dada por

[25]
n; = nP° exp (W)’ (13)
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donde z; es el nimero de carga, kg es el factor de Boltzmann, e es la carga
del electrén, T es la temperatura, n?"¥ es la concentracién del ion i en el
bulto y ¢ es el voltaje medido desde la solucién en el bulto. De manera que
cerca de la superficie los iones tienden a acumularse y conforme se alejan la
distribucién de iones tiende a la concentracion del bulto.

La capacitancia diferencial del modelo de Gouy-Chapman se puede co-
nocer obteniendo el comportamiento de la carga de exceso en la superficie
como funcién del voltaje, bajo la consideracién de que los iones satisfacen
la distribucién de Poisson-Boltzman. Siguiendo la discusién de [25], primero
escribimos la relacién de la carga con el campo eléctrico a través de la ley de
Gauss, de la siguiente manera

q—asoj{ﬁ-di (14)
s

si consideramos que la superficie de Gauss corresponde a un volumen rectan-
gular con una de sus caras paralela al electrodo; todas las contribuciones al
campo en las demds caras se anulan (es equivalente a pensar que las contri-
buciones de los iones se anulan entre si). De forma que la ley de Gauss se
reduce a

q = eeoFs 7{ dS = o0g=c¢ecokls, (15)
s

donde o5 = ¢/A es la densidad superficial. El valor del campo eléctrico en la
superficie, Fg, se puede conocer a través de la ecuacion de Poisson

Po(a) _ pla)

dz? gy

(16)
donde p(z) se escribe usando la distribucién de Poisson-Boltzmann, tal que

se tiene
plx) = Zzieni = Z zien?™ exp (ﬁ;ﬁ@), (17)

i
de manera que la ec. (16) se puede escribir como

- e (=9) (18)

considerando que el lado izquierdo de la ec. (18) puede escribirse de la forma

Po(x) 1 d (do(z))*
da? :2d¢(:p)< dx ) ’ (19)
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podemos escribir la expresion

do(x) 2_ 2e Lo —zied(x)
d( I ) i : Zm P exp <kBT>d¢ (20)

e integrarla, de manera que se tiene

<d¢(x)>2 - (dqb(x))Q _ 2ksT Zn?“lw {exp <—Zi€¢(l‘)> B 1] ’
dx elec dx bulto €€o i kB T

(21)
donde el término exp (—z;e¢puio/kp1) = 1, debido a que el potencial se

mide respecto al bulto; con el mismo razonamiento, (d¢/dx)puy, s despre-

ciable. Si ahora consideramos que el electrolito es simétrico® podemos escribir

explicitamente la suma de la ec. (21), de manera que se tiene

do(z)\” 2kgTng —zeg(x) zep(x)
< dx >elec - eg {exp ( kpT ) e ( kpT ) i 2]
_ 2kpTng {exp (—ZZeQS)  2exp (—zegb) exp (zeqb(:c)) " exp < 2ze¢ >]
S9N 2]€BT kBT kBT QkBT ’

(22)

de donde se puede identificar la forma del binomio, para asi escribir

()" Bt (o (100 ()

elec

que puede ser reescrito de la siguiente forma

d(b ? 8kpTng . 2 _Ze(belec
—_— = h* | —— ). 24
( dx > ggo S 2kpT (24)

elec

La expresion anterior representa el valor del campo eléctrico en la super-
ficie, asi que sustituyendo la ec. (24) en la ec. (15) (e invirtiendo el signo,
dado que o)y = —0g), se tiene

on = (8ce0kpTng)"? sinh <Z2€]::;C> ) (25)

donde ¢ representa el potencial en el electrodo. La capacitancia diferencial
se encuentra dada por

dUM 22’262660710 12 Z€¢elec
= = h . 2
Cd d¢elec ( 2kBT o QkBT ( 6)

5Que existen igual niimero de cationes que de aniones con igual magnitud de carga z.
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El modelo de Gouy-Chapman reproduce el comportamiento experimental
en concentraciones bajas, en particular en el plano de cero carga (PZC); sin
embargo, conforme la concentracién aumenta el comportamiento esperado
de la capacitancia tiene que seguir el modelo de Helmholtz, que describe una
capacitancia constante, en total contraste con el modelo de Gouy-Chapman
que muestra una divergencia a valores grandes de ¢gec. Stern combiné am-
bos modelos para reproducir tanto el comportamiento a bajas como altas
concentraciones.

En el modelo de Stern existe un plano de méaxima aproximaciéon para
los iones que se encuentra a una distancia x, del electrodo, se conoce como
plano exterior de Helmholtz (OHP) y separa la capa compacta de la difusa.
Esta hipdtesis es consistente con el hecho de que los iones no son particulas
puntuales y no se pueden acercar infinitamente al electrodo. El modelo de
Stern considera que los iones que se encuentran fuera del plano OHP satis-
facen la distribucién de Poisson-Boltzmann y por lo tanto, es una expresion
equivalente a la ec. (24) del modelo de Gouy-Chapman, pero en referencia al
punto s, es decir

do, 8ksTno\'? . . [ zeds,
Py _ (Sl h 27
( dl’ >x_x2 < €€o > - 2kBT ’ ( )

y que por lo tanto, el exceso de carga se encuentra dado por

zep
= (8eeokpTng)/?sinh [ =22 ) . 28
ou = (8eeokpTno) T (28)
La capacitancia diferencial corresponde a la derivada del exceso de carga
respecto al potencial en el electrodo, esto se puede hacer reescribiendo el
potencial en el plano OHP en términos del potencial en el electrodo a través
de una relacién lineal de la forma

d o
(z)m = Qelec — <d¢> Ty = Qelec — 7M332- (29)
Xz o E&o
Sustituyendo la ec. (29) en la ec. (28), se tiene que el exceso de carga

satisface

o1 = (8ezokpTng)"/? sinh (2 LT <¢elec - Ugf)) , (30)

que puede ser derivada implicitamente respecto a ¢ge.. La capacitancia dife-
rencial se encuentra dada por

Cq=

1/2 ze _ TMTo ze _ ﬂ (31)
(8eeokpTng)™/* cosh <2k:BT (qﬁelec g )) {QkBT (1 Cdggo):|
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de donde es posible factorizar Cy y sustituir una vez més la ec. (29), para
obtener

(22%e%eegng/2kT)"? cosh (ze¢, /2kpT)

Cy= :
T (22)(222€%eegno/2kpT)"/? cosh (zedy, /2kpT)

(32)

Existe una manera equivalente de obtener la expresion anterior y consiste
en considerar que la capacitancia en el modelo de Stern es la contribucién de
la capacitancia de cada una de las capas, de la compacta y la difusa, como
capacitores en serie, asi que escribimos

IR
Cd C’H CGC (33)
To 1

" g * (222e2cegng/2kpT)/? cosh (zed,, /2kpT)’

La fig. (7) muestra de manera esquemaética todos los elementos del mo-
delo de Stern; por un lado, para concentraciones bajas y cerca del plano de
cero carga®, la contribucién dominante de la capacitancia es Cge de la capa
difusa; andlogamente, en concentraciones altas, la capacitancia total debe ser
constante y tender a Cp.

\plano de cero carga

Cq

E—-E.

Figura 7: Capacitancia en el modelo de Stern.

5Denotado como PZC y corresponde al potencial en el cual oy = og = 0.
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En los modelos de Hemholtz, Gouy-Chapman y Stern la energia es alma-
cenada de manera electrostatica, es decir, sin transferencia de carga; por lo
que es un proceso no faraddico. Fn la siguiente seccién hablaremos del origen
de la pseudocapacitancia en los electrodos, que corresponde a procesos donde
se realiza transferencia de carga entre el electrodo y el electrolito mediante
alguno de los procesos de electrosorcion, reacciones redox o intercalacién, fig.

(2)-

2.1.2. Pseudocapacitancia

La energia puede ser almacenada no soélo de manera electrostatica sino
también electroquimica, de manera similar a una bateria, por procesos de
transferencia de carga en la superficie del electrodo. Es decir, los iones que
se encuentran en el electrolito (o en la doble capa) pueden cruzar hacia la
superficie del electrodo; en este proceso, los iones no reaccionan quimicamente
con los atomos de los electrodos. Por ejemplo, en pseudocapacitores basados
en MnOs el proceso de carga/descarga se da a través de una reaccién redox en
el que Mn cambia su estado de oxidaciéon de +4 a +3 mediante una reaccién
reversible [26, 27|, de la forma

[MnOQ}C +xCt+xe” — [MnOQ_C;]C, (34)

donde C'* representa algtin ion como Nat, Lit o K*, z es la fraccién de
electrones transferidos y el superindice C' denota que la reaccion sucede en el
catodo. Durante la reaccién quimica es el manganeso el que cambia su estado
de oxidacién y el ion preserva su nimero de valencia, y por ende, el sistema
es capaz de almacenar carga que no se encuentra asociada a una capacitancia
de doble capa; para hacer distincion entre estos dos tipos de mecanismos, a
esta ultima propiedad se le llama pseudocapacitancia.

La capacitancia asociada a procesos faraddicos, ya sea por electrosorcion,
intercalacion o reacciones redox, se encuentra definida acorde con la ec. (10),

es decir 5
_(99¢L
e = (52). )

donde o, = qr€, qr es la carga maxima que el sistema puede tener y &
representa el grado de avance de la reaccién quimica’. La forma tipica en

"Por ejemplo, en un proceso de electrosorcién gy, es la carga correspondiente al llenado
completo de la monocapa; de manera, que un estado de carga arbitrario del sistema se
encuentra dado por o = qr0, donde 6 es la fraccién de ocupacién superficial. De una
forma andloga, un proceso de redox se puede escribir o7, = ¢, R y o = ¢ X para una
reaccién de intercalacion. Utilizamos £ debido a que cualquiera de las otras variables 6, R
vy X puede ser reescrita en términos del grado de avance de reaccion.
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la que el voltaje ¢ y las variables que definen cada sistema se encuentran
relacionadas es mediante la relaciéon de Nernst, que se encuentran englobadas
en la tabla (2).

Tipo de sistema | Relacién con el voltaje

Redox: d=¢o + % In [%]
R = Cop/(Crea + Cyoz), C; = concentracion
Intercalacion: do=¢o + L In [ %]

X = fraccién de ocupacién de la red
Cp— — RT 9

Electrosorcion: | ¢=¢g + % In [ﬁ]

0 = fraccién de ocupaciéon superficial

Tabla 2: Relacién del voltaje para cada mecanismo de pseudocapacitancia en
términos de sus respectivas variables del sistema, adaptado de [15].

Conway, en [15], establece que el elemento necesario para que un material
exhiba pseudocapacitancia es que las variables termodinamicas del sistema
(la concentracién o el grado de avance de la reaccién quimica) se encuentren
relacionados con el voltaje a través de una funcién del tipo £/(1—¢). A manera
de ejemplo, consideremos el caso de pseudocapacitancia para un proceso de
electrosorcion que puede ser obtenida al derivar implicitamente la relaciéon
del voltaje ¢ con 6 de la tabla (2), tal que se tiene

00 nkF
Co=qr— =qr—0(1-10), 36
® = 4L 96 qr RT ( ) (36)
y considerando que las variables se encuentran relacionadas entre si mediante
Nernst (tabla (2)), es posible despejar 6 en términos de ¢ para reescribir la
pseudocapacitancia de la siguiente manera

nF 6(¢_¢0)F/RT
Col0) = 0 [1 — e(—¢0)F/RT]2’

(37)

que corresponde a la pseudocapacitancia asociada a una isoterma de Lang-
muir.

El calculo de la pseudocapacitancia puede ser generalizado a sistemas mas
realistas al tomar en cuenta que el nimero de atomos que pueden adsorberse
por sitio y el tipo de interaccién con la superficie; una forma de hacerlo,
consiste en considerar que la relacién entre la fraccién de ocupacion y el
voltaje externo satisface alguna isoterma de electrosorcion, entre las que se
encuentran: las isotermas de Langmuir, Frumkin, Temkin, Flory-Huggins,
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Tipo de sistema Isoterma de adsorcién c(0)
Langmuir L = KeeVF/RT % -0(1—6)
Frumkin ﬁ = Kce 9eVF/RT % ) %
Repulsiéon de carga ﬁ = Kce 99" eVE/RT % : 1799%1/—;(?79)/2
Repulsién dipolar ﬁ = Kce 99" VF/RT % . %
Flory-Huggins gy = Kee 90V IR | AT [(1—9+i91):€;9(1_9)]
Temkin e = KceVE/ET wl . ;

Tabla 3: Pseudocapacitancia asociada a diferentes isotermas de electrosorcion
en funcién del voltaje, V' = ¢ — ¢y, [28].

etc. En la tabla (3) se muestra la pseudocapacitancia asociada a diferentes
isotermas de electrosorcion.

El término exp(—gh®) en cada una de las isotermas de electrosorcién
corresponde una correccion al coeficiente de adsorcién de Langmuir, que pro-
viene de modelar diferentes tipos de interaccién entre los dtomos y la super-
ficie®. Cuando el valor de la interaccién es g = 0 y el cociente entre el drea
del adsorbato y el solvente, x, es x = 1 todas las isotermas se reducen al caso
de Langmuir; este es también el caso de la isoterma de Temkin, cuando se
interpreta como una isoterma de Frumkin con g > 1. En la fig. (8) se ilustra
el comportamiento cualitativo de la pseudocapacitancia para las isotermas
de Langmuir, Frumkin y Flory-Huggins.

La pseudocapacitancia, al igual que la capacitancia, puede ser interpre-
tada como la suma de pseudocapacitores en serie; es decir, como la suma
de un pseudocapacitor ideal (Langmuir) més contribuciones no ideales. Por
ejemplo, un supercapacitor cuya isoterma de electrosorcién corresponde a la
de Flory-Huggins, puede ser escrita como la suma en serie de un pseudoca-
pacitor ideal, Langmuir, mas las contribuciones debidas a las interacciones,
C1(0), tal como se muestra en la fig. (9), de forma que la pseudocapacitancia
total, Crpy, es la suma en serie de las capacitancia de Langmuir, C',(0), més
las contribuciones debidas a las interacciones, Cy(6),

I 1
Crn(8) ~ Cu0) T Cro)

(38)

8El término RT In(f/(1 — 0)) representa una contribucién a la energfa libre de Gibbs
configuracional y g8* a una energia de interaccién. Conforme el valor de g sea mas grande,
mas grande tiene que ser el valor de la energia potencial para incrementar la fraccién de
llenado [15, 28]
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OL 't " ‘.‘;

Co

CF—H,g:1.5,z:0.8

¢

Figura 8: Comportamiento cualitativo para las isotermas de Langmuir, Cp;
Frumkin, Cr, para ¢ = 1.5 y g = —1.5; Flory-Huggins, Cr_g, con g = 1.5,
r=08yxz=12

donde
qLF 9(1 - 9)

- RTO(1—x)—g0(1—0)

Antes de explicar la manera en la se suman las contribuciones capacitivas
v pseudocapacitivas, es necesario hacer énfasis en como se realiza el calculo de
la pseudocapacitancia en esquemas méas generales. En equilibrio ésta se puede
calcular usando la relacién de Nernst (o al asumir una relaciéon mds general
entre el voltaje y la fraccién de llenado, como una isoterma de electrosorcién).
Estas ideas pueden ser generalizadas al caso fuera de equilibrio al utilizar la
afinidad electroquimica.

En general, en la descripcion de las celdas electroquimicas es necesario
incluir tanto los procesos faradaicos como los no-faradaicos. En algunos casos
es posible despreciar alguna de estas dos contribuciones; por ejemplo, las
baterias pueden llegar a tener una contribucién entre el 5 y el 10 por cierto
de capacitancia de doble capa. En el caso de los supercapacitores hibridos,
ninguna contribucién puede ser despreciada ya que este tipo de sistemas estan
diseniados para obtener el maximo beneficio de ambos mecanismos.

La capacitancia total se puede obtener como la suma de las contribuciones
faraddicas y no faraddicas del circuito equivalente de la celda electroquimica
[29]. Las capacitancia de doble capa, denotada por Cy, es la suma de las

Ci(0) (39)
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Cru(0) @)  Cr(9)

Figura 9: Pseudocapacitancia total como la suma de un pseudocapacitor
ideal, Langmuir, més las contribuciones debidas a interacciones, C;(0).

contribuciones de la capa de Helmholtz, Cy, y la capa difusa Cge, que se
suman en serie; andlogamente, C'y corresponde a la suma en serie de todas
las contribuciones pseudocapacitivas de la celda. Dado que los procesos capa-
citivos y pseudocapacitivos suceden simultaneamente, la capacitancia total
corresponde a la suma en paralelo de Cy y Cg.

Cy  Cac

Cq> Ro

Figura 10: Dibujo esquematico del circuito equivalente para la capacitancia
total de un supercapacitor hibrido.

El término R4 representa una resistencia faraddica que corresponde a una
pérdida de energia debido a la reaccidon quimica, que en el circuito equivalente
se denota como una caida de potencial. En ese sentido, es posible agregar
mas elementos al circuito para modelar efectos no ideales, entre los que se
encuentra la difusién de los iones dentro del electrolito (o inclusive también
se puede usar para describir el proceso de intercalacién dentro de la red
cristalina del material). Cuando la celda electroquimica se encuentra limitada
por la difusion de los iones, ya sea porque se encuentran a concentraciones
altas o existen interacciones eléctricas con el electrolito, éstos no se pueden
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desplazarse rapidamente, dicho efecto se traduce en una caida de potencial
(y un desfasamiento entre el voltaje y la corriente). Este fenémeno puede ser
modelado mediante un elemento de Warburg? en el circuito.

La capacitancia total, dada por la suma de la capacitancia y la pseudoca-
pacitancia de la celda electroquimica, cuyo circuito equivalente corresponde
al de la fig. (10) se encuentra dada por la suma de la ec. (32) mas la ec. (37);
el resultado, més las contribuciones independientes puramente faraddicas y
no faraddicas se muestra en la fig. (11), donde se escogieron valores de ¢g y

E., diferentes, por razones ilustrativas.

Cq+Cy,

S
-

Figura 11: Representacién esquematica de la capacitancia total como la suma
de la capacitancia de doble capa y la pseudocapacitancia (para una isoterma

de Langmuir).

2.2. Equilibrio en las celdas electroquimicas

La relacién que existe entre el voltaje entre los electrodos de una celda
electroquimica y las concentraciones en equilibrio se conoce como la ecuacion
de Nernst, para deducirla seguimos la discusién de [30, 31]. Las celdas electro-
quimicas se encuentran constituidas por diferentes materiales en diferentes
fases que se encuentran a distintos potenciales eléctricos, asi que escribimos

9Representa la impedancia de la celda debido a la difusién de los iones y se encuentra
definida a través del ancho de la capa difusa y el coeficiente de difusion.
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para cada determinada fase « e i sustancias, el cambio en la energia interna
se encuentra dado por

dU™ = TdS® — PAV® + Y pifdn; + ¢°dQs, (40)

donde dQ§ = z;Fdn$, con F' = Nye donde N4 es el nimero de Avogadro,
de manera que la ecuacion anterior se escribe

AU = TdS® — PAV® + Y (4 + 2 F¢*)dns. (41)

El potencial electroquimico, jif, para cada sustancia, i en la fase a puede
ser identificado de la ec. (41), de manera que se tiene

i = pi + ziFo%, (42)

tal que dos fases en equilibrio electroquimico, en un sistema cerrado, satis-
facen que a$ = ﬂf para cada sustancia i presente en cada una de las fases.
A su vez, la condicién de equilibrio para la reaccién quimica en un sistema

cerrado esta dada por

donde los términos v; corresponden a los coeficientes estequiométricos de la
reaccion.

La ec. (43) para reaccién de la celda electroquimica se puede descomponer
en dos sumas, la contribucién de los potenciales quimicos de los electrones
en los electrodos mas los de las demads especies, es decir

Zylﬂ?:():Z /Viﬂ?—i_zye*ﬂe*v (44)

si ahora tomamos el segundo término y lo desarrollamos, tenemos que

Z Ve— /le* = n/]e* (TI) - nlae’ (TD)v (45)

e

donde el subindice I corresponde a la terminal izquierda, que de acuerdo a
la convencién, es el lugar donde se pierden los electrones (o donde se lleva a
cabo la oxidacién) y andlogamente D corresponde a la terminal donde sucede
la reduccién; n corresponde al nimero de electrones transferidos durante la
reaccion. Si ahora escribimos explicitamente el potencial electroquimico al
sustituir z = —1, tenemos

Z Ve fie— = npte—(T7) — npie-(Tp) + nF(pp — ¢r), (46)

e
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donde E = ¢p — ¢; corresponde a la diferencia de potencial entre las termi-
nales, los términos pi.—(7T7) v pe—(Tp) son iguales; asi que podemos escribir,

Z l/e—ﬂe‘ = nF(¢D - ¢I) (47)

Si regresamos a la expresién (44) y sustituimos el resultado anterior te-
nemos

> i = —nF(¢p — ¢1) =nFE = AG = —nFE, (48)

si desarrollamos ahora el término de la izquierda al sustituir el potencial

electroquimico
Z IVZ'/TL? = Z /Vz‘/L? + Fd)a Z /Vizi~ (49)
% % 7
Debido a que la carga total no cambia durante la reaccién, el término ) . 'v;2;
es igual a cero. Ahora podemos escribir los potenciales quimicos en términos

de las actividades; es decir, que p; = pf + RT In a;, asi que tenemos
> i =Y 'vipl + RTY  'vilna;. (50)

Si identificamos que AG® = ). 'v;p¢ y utilizamos el resultado de (48),
podemos escribir

AG = AG° + RTIn [ J(a:)". (51)

A su vez, podemos escribir que AG° = —nFE° = RT(In K), donde E° es el
potencial normal de la reaccién y K es la constante de equilibrio, de manera
que tenemos

E=E°— RTIn]J(a:)". (52)

El cociente de actividad se encuentra definido mediante @ = [[,(a;)" y
la constante de equilibrio se encuentra dada por K = [[;(a;)r;, asi que la
ecuaciéon de Nernst que relaciona a E con las actividades estd dada por

EF=—In—. 53
ZFG (53)
La ecuacién de Nernst permite vincular el voltaje aplicado con las acti-
vidades, que a su vez se encuentran vinculadas con las concentraciones de la
siguiente manera
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donde ~; indica qué tanto se aleja la mezcla del escenario ideal. En el caso
en que la mezcla sea muy diluida o sustancias puras el valor de ~; es apro-
ximadamente 1. Existen varias maneras de modelar la parte no ideal de una
mezcla, entre las que se encuentran los modelos de Wilson y van Laar. El mo-
delo de Margules para una mezcla, que puede ser binaria o inclusive ternaria,
considera que el coeficiente de actividad es una exponencial de un polinomio
cuadratico de los productos de las concentraciones y es dependiente de varios
pardmetros [32], para una mezcla binaria se encuentra dada por las siguientes
expresiones

Invy, = 353[1412 + 211 (A9 — A1)

99
ln Yo = ZE%[AQl + 21’2(1412 — Agl)] ( )

donde los términos z; representan las concentraciones de cada una de las
mezclas y los coeficientes A;; son las constantes de interacciéon. En particular,
la eleccién A5 = As; el modelo de Margules se reduce al caso de una mezcla
regular!®.

2.3. Cinética quimica en los electrodos

Los electrodos en una celda electroquimica se encuentran fabricados de un
material conductor y cumplen la funcién de extraer o suministrar electrones
de una fase a otra. La corriente producida por la celda puede, en general, estar
limitada por procesos no ideales, como lo son transferencia de masa (de los
reactivos) desde el bulto hacia la superficie del electrodo, asi la transferencia
de electrones hacia la superficie del electrodo, reacciones quimicas secundarias
y efectos de superficie.

En general, es complicado estudiar la cinética quimica de un sélo electrodo
y para hacerlo es necesario incluir un tercer electrodo de referencia donde
sucede una reaccion conocida un potencial previamente establecido. Este tipo
de arreglo experimental se conoce como celda de tres electrodos, fig (12), en el
electrodo de trabajo se coloca el sistema bajo estudio, el electrodo auxiliar se
encuentra constituido por un material inerte y su funcién es la de completar el
circuito. Dado que en el electrodo de referencia no hay corriente, el potencial
aplicado, &, representa la diferencia de potencial entre el electrodo de trabajo
v el de referencia, como si estos formaran una semicelda.

La fuente de voltaje externa puede inducir un grado de avance en la
reaccién quimica en el electrodo de trabajo, haciendo que la celda se cargue
o descargue. Cuando en el electrodo se produce una reaccién de oxidacion, se
produce una corriente anddica; andlogamente, cuando sucede una reaccién de

10La entropia de mezclado para una mezcla ideal y una regular es la misma; la diferencia
radica en que la entalpia de mezclado en el caso regular no es cero [33].
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Figura 12: Diagrama de una celda de tres electrodos

reduccion, se produce una corriente catédica. Dado un potencial arbitrario,
en el electrodo de trabajo se podria presentar ambas contribuciones a la
corriente, el valor del voltaje en el que no se produce corriente se llama
voltaje de equilibrio, &4, la diferencia entre el voltaje aplicado y el voltaje de
equilibrio se conoce como sobrepotencial'!, 1, definido de la siguiente manera

n==E—E&. (56)

En ausencia de procesos no ideales, la corriente solo se encuentra limitada
por la cinética quimica de las reacciones en el electrodo de trabajo, las reac-
ciones en los electrodos de referencia y auxiliar no influyen en el potencial.
La relacién que existe entre las concentraciones (de reactivos y productos)
en el electrodo de trabajo, la corriente y el sobrepotencial se conoce como
la ecuacién de corriente-sobrepotencial[25, 34, 31]; esta relacion se deduce
utilizando la teoria de transicién de estados [35].

La teoria de transicién de estados considera que las concentraciones entre
reactivos y productos cambian entre si a un determinado ritmo de reaccion.
Estos ritmos dependen tanto del ancho como la altura de la barrera de la
energia de Gibbs, fig. (13); a su vez, estos ritmos no tienen que ser nece-
sariamente iguales en ambas direcciones de la reaccion quimica. Durante la
reaccion quimica los reactivos cruzan la barrera energética para convertirse
en productos y de manera similar los productos se convierten en reactivos; la
diferencia relativa entre los minimos de la energia libre de Gibbs establece la
direccién de avance de la reaccién quimica. Sin embargo, en presencia de un

Htambién sobrevoltaje.
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voltaje externo, los minimos podrian cambiar y por lo tanto las concentracio-
nes de equilibrio como la direccién de la reacciéon también podrian hacerlo.

Reactivos

Productos

Grado de avance de la reaccién

Figura 13: Energia libre de Gibbs para una reaccién redox.

Consideremos que en el electrodo de trabajo, a un potencial dado, sucede
una reaccién redox definida por las constantes de reduccién y oxidacion, k.q
v ko, de la siguiente forma

K
_ d
0X +ne” == red
koz

Las concentraciones de las especies involucradas en la reacciéon redox, C,,
v Cleq, cambian acorde de sus respectivas velocidades de reaccion dadas por
Vred = KredCoz V Vow = kowChrea'?. La conversién neta es la resta de ambas
velocidades, dada por

Uneta = Ured — Vox = kredcoa: - kO$CT6d7 (57)

para obtener la corriente, multiplicamos la expresiéon anterior por nF' A, donde
n es el nimero de electrones transferidos, F' es la constante de Faraday'® y
A es el area. La corriente es

ineta = nFA[kredCoz - koa;cred} = ic - Z'a; (58)

donde 7. corresponde a la contribucién catddica de la corriente e 2, es la
anddica. En el equilibrio electroquimico las corrientes anddicas y catddicas

12Las unidades de k dependen del grado de la reaccién para reacciones homogéneas; en
el caso de las reacciones heterogéneas, aquellas que suceden entre reactivos y productos
en diferentes fases, la constante de reaccién tiene unidades de [k] = cm - s71.

BF = eNy = 96485.3328 C - mol~! donde e es la carga del electrén y N4 es el ntimero

de Avogadro.
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son iguales en magnitud pero diferentes en signo, de manera que la corriente
total es cero.

La descripcién termodinamica de la celda electroquimica queda comple-
tamente descrita en términos de las variables £, T, P y las concentraciones de
los reactivos y productos. Supongamos ahora que el voltaje aplicado cambia
a un nuevo valor £, entonces la corriente neta, dada por la ec. (58), cam-
biara debido a que tanto las concentraciones como las constantes de reaccion
dependen de los minimos y anchos relativos de la energia de Gibbs, fig. (13).

La forma en que el cambio de la energia se encuentra relacionado con la
constante de reaccién se conoce como la ecuacién de Arrhenius, dada por

k= AePA/RT (59)

donde E4 representa la energia de activacion. En el caso de una reaccion
redox, el cambio del potencial estd dado por AE = £—&, donde & el potencial
estdndar.* El valor de la energfa de activacién en el citodo estd dado por

AG. = AGS + aF (€ — &), (60)

donde « es el cociente de transferencia, cuando el valor de la barrera en la
direccion catédica aumenta (o disminuye) el valor de la barrera anddica tiene
que disminuir (o aumentar); asi que el valor de la energia de activacién del
anodo estd dada por

AG, = AG° — (1 — a)F(E — &). (61)

Sustituyendo las respectivas energias de activacién, las constantes de reac-
cién quedan dadas de la siguiente forma

kC:AaeAGg/RTe—a%(S—SU) v ke :Ace—AGg/RTe(l—a)%(S—So)7 (62)

Consideremos el caso especial, para algun valor del potencial £, en que
las barreras energéticas catédica y anddica son iguales, de manera que las
constantes de reaccién son iguales, de manera que se satisface

A eBC/RT _ f o~AGYRT _ (63)
dado que kj es una constante para cualquier potencial, podemos escribir

ky = koe @mrEE0) ¢ = e Rr(E—f0) (64)

MEn principio es posible escoger un potencial arbitrario como referencia; el valor del
potencial estdndar para un electrodo de trabajo se fija usando la convencién de medirlo
mediante un electrodo estandar de hidrégeno de referencia donde & = 0.
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Si ahora insertamos los valores de las constantes de reaccién en la ec. (58)
podemos escribir la corriente neta de la siguiente manera

Z.neiﬁ(z = FAkO Coze_aR%(g_gO) - Crede(l_a)%(g_&))} ’ (65)

Todavia es posible hacer varias modificaciones a la ecuacién anterior al
reescribirla en términos de las concentraciones de equilibrio, dadas por C7,
*

y Cr.;- Esto se puede hacer al aplicar un voltaje £ = &, al cual la corriente
se anula, de manera que la ec. (65) implica la ecuacién de Nernst, es decir

—or _ e%(feq—fo)’ (66)

si reescribimos la ec. (65) de la siguiente forma

. —a-L (- _
lneta = FAkO[CO:ce R (E—Eeqtbeq=0)

(1) (6~ EeatEea—0)]

(67)

— Ured€

podemos elevar a las potencias —a y (1 — «) la ec. (66) para sustituirlas en
la ec. (124), de manera que se tiene

ineta =
* 0\ ¢ x \ (1)
FAk, |C,, < Coc ) o _ o ( Ce. ) k| (3)
Cred red

finalmente, podemos obtener la ecuacién de corriente-sobrepotencial al rees-
cribir la ec. (68) de la siguiente manera

Coz Cre
Ieta = fe — fg = i |:C* e—oan/RT o - de(l—a)Fn/RT:| 7 (69)
ox red

donde iy es la corriente de intercambio, definida por

ig = F Ak Cr= e (70)

red*

La ecuacién de corriente-sobrepotencial tiene varios casos limites: solu-
ciones uniformes en la que las concentraciones superficiales no difieren en
mayor medida de las de bulto, sobrepotenciales altos y bajos. El primer caso

corresponde a C,, /C, ~ Ciq/C*,, ~ 1, donde la ec. (69) se reduce a
[6—aFn/RT o e(1—o¢)Fn/RT] 7 (71)

Z.neta = Z‘0

que se conoce como la ecuacién de Butler-Volmer, fig.(14).
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Figura 14: Ecuacién de Butler-Volmer en términos del sobrepotencial

La ecuacién de Butler-Volmer tiene dos limites relevantes, el primero es
que verifica la ley empirica de Tafel para valores del sobrepotencial altos; para
obtener la expresion se considera que |n| > 1, de manera que la corriente en
la ec. (71) s6lo se encuentra descrita por una de las exponenciales, asi que es
posible despejar el sobrepotencial para obtener la expresion del tipo

n=a+ Bl (72)

donde « y B son constantes.
El otro limite corresponde a valores del sobrepotencial pequenos, donde
al hacer una expansién en Taylor de la ec. (71) se obtiene
£
1= —lg—r, 73
o (73)
que es la ley de Ohm?'.
Las ecuaciones de corriente-sobrepotencial, asi como las ecuaciones de
Butler-Volmer y la ley de Ohm seran obtenidas en el siguiente capitulo a
través de la termodinamica irreversible lineal. Este enfoque representa un

15En esta seccién seguimos la convencién de signos de [25, 34]; sin embargo, si hu-
biéramos utilizado la convencién de [31], en donde la corriente estd definida como
ineta = —NF AlkredCoz — koxCreq] habriamos obtenido ¢ = igFn/RT
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marco tedrico que puede ser usado para generalizar la ecuaciéon de corriente-
sobrepotencial maés alld de la pura cinética quimica para incluir otros efectos
como difusién, deformaciones mecdanicas, efectos superficiales, etc.
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3. Termodinamica irreversible de las reaccio-
nes electroquimicas

La termodinamica centra su estudio en la descripcion de las variables
de estado que definen un sistema termodinamico y la manera en que éstas
evolucionan en el tiempo. La sucesion de estados termodindmicos por la que
transita un sistema se conoce como proceso termodinamico. Un sistema al-
canza el equilibrio termodindmico cuando no experimenta ningin cambio
espontaneo de sus variables de estado cuando se encuentra sujeto a condicio-
nes fijas de sus alrededores. Es decir, que su estado macroscépico no cambia
ante fluctuaciones y que cualquier fluctuacion que exista es atenuada; por
lo que el sistema preserva su estado. Cuando el sistema transita por una
sucesién de estados de equilibrio, decimos que el proceso es cuasi-estatico o
reversible; y cuando no, el proceso es irreversible.

Un elemento distintivo de los sistemas fuera de equilibrio es su comporta-
miento ante fluctuaciones, ya que éstas pueden amplificarse y propagarse por
todo el sistema, llevando al sistema hacia estados inestables o metaestables.
En el régimen no muy lejos del equilibrio, la teorfa de la termodindmica fuera
de equilibrio lineal considera que el sistema alcanza el equilibrio localmente;
esto permite escribir ecuaciones de conservacion para la masa, el momento,
la energia y la entropia.

Figura 15: El cambio de la entropia tiene dos contribuciones, una reversible
d.S y una irreversible d.S.

Pensemos ahora en una regién del sistema en donde se satisface el equili-
brio local fig. (15), tal que es posible describirlo en términos de sus variables
termodinamicas. El cambio de la entropia total del sistema tiene una contri-
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bucioén reversible y una irreversible,
dS =d.S + d;S, (74)

el término d.S representa el cambio de la entropia debido al intercambio
de masa y energia del sistema con el exterior y d;S representa el cambio
en la entropia debido a procesos irreversibles, tal que satisface la condicién
d;S > 0. El cambio irreversible de la entropia puede relacionarse con algin
potencial termodindmico (como Helmholtz o Gibbs en funcién de las variables
que constrinen al sistema); por ejemplo, si estas variables son la presién,
temperatura y numero de particulas, como en el caso de sistemas donde
suceden reacciones quimicas, el potencial termodinamico corresponde a la
energia libre de Gibbs, dada por

G=U+pV-T8, (75)
cuya diferencial se encuentra dada a su vez por
dG =dU +Vdp + pdV —TdS — SdT, (76)

sustituyendo dU por la primera ley, la ec. (74) y usando el hecho de que en
sistemas cerrados d@ = T'd..S, se obtiene

dG = Vdp — Td;S — SdT, (77)

si el sistema se encuentra a presién y temperatura constante, entonces se
tiene

dG = -Td;S <0. (78)

Entonces, se puede escribir la produccion de entropia de la siguiente manera
1 1 1

4§ = —7dG = — Zk:udek =% Xk:ukvkd& (79)

si ahora derivamos la ecuacion anterior respecto al tiempo, obtenemos la
siguiente expresion

dG d;S d¢;
= = — —= <
7 T b zl:Al - <0, (80)

donde A; = ), pxvp es la afinidad quimica de la I-ésima reaccién quimica.
Dado que las variables termodinamicas se encuentran definidas localmen-

te, el cambio de la densidad de entropia local, ds(¥,t), también puede ser

escrita como la suma del cambio reversible mas el irreversible, de la forma

ds =d.s + d;s, (81)
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con d;s > 0. La produccién de entropia local se encuentra definida por

. dZ‘S
o(z,t) = =

En la termodindamica de no equilibrio lineal de Onsager, no muy lejos
del equilibrio, la produccion de entropia tiene una forma bilineal, como el
producto de fuerzas termodindmicas por flujos (o corrientes), dada por la
siguiente expresion

(82)

4;S = Fi. (83)
k

La expresién anterior se verifica para el cambio en la entropia de una
reaccién quimica, ec. (79), que se encuentra dada por

1
d;S = Z FrdX), = T Zﬂk’/kdf7 (84)
k k

de donde podemos identificar a la fuerza termodinamica como la afinidad
quimica y al flujo con la velocidad de reaccién. En el caso méas general, dX
representa un flujo arbitrario, asi que si el sistema se encuentra sujeto a k
fuerzas termodinamicas, se cumple que

dz‘S
d;S = zk: FdXy = == Zk: FJi (85)
donde los flujos se encuentran definidos como Jy, = dX/dt.

En tabla (4) se muestran algunos flujos y fuerzas termodindmicas corres-
pondientes. Cuando un sistema experimenta alguna fuerza termodinamica
éste puede a su vez desestabilizarse y producir otros tipos de gradientes que
contrarresten los efectos externos. Por ejemplo, supongamos que en sistema
experimenta un gradiente de temperatura, entonces el sistema puede experi-
mentar flujos de masa o de corriente.

En el caso mas general, cada flujo, Ji, puede estar acoplado con una
o varias fuerzas termodindmicas, de manera que Jp = Jg(F1,..., Fy); sin
embargo, la termodindamica irreversible lineal considera que el acoplamiento
entre estas fuerzas es lineal, que de manera matricial se escribe

J=LF (86)

con la propiedad de reciprocidad de Onsager, que garantiza que los coefi-
cientes satisfagan L;; = Lj;. Un elemento importante dentro de la teorfa de
no equilibrio es el principio de Curie-Prigogine, que establece que el acopla-
miento de flujos y fuerzas se establece entre cantidades que tienen el mismo
grado tensorial.

34



Tipo de proceso flujo fuerza
Transferencia de calor J_;I V(1/T)
Transferencia de masa _‘masa V(—u/T)

Reacciones quimicas j,;um A/T
Disipacién viscosa J, | =v(@)/T
Corriente eléctrica I E/p

Tabla 4: Algunos ejemplos de fuerzas y flujos termodinamicos.

El formalismo de la termodinamica irreversible permite escribir ecuacio-
nes para la conservacion de la masa, energia, entropia y momento; de ahi, es
posible describir la evolucién de las variables caracteristicas del sistema. En
la siguiente seccién se discutird la manera en que este formalismo también
puede ser usado para obtener ecuaciones estocasticas de las variables que
describen el sistema.

3.1. Ecuaciones estocasticas

El formalismo de la termodinamica irreversible lineal de Onsager puede
ser usado para obtener ecuaciones estocdsticas de las variables del sistema.
El estado termodindmico de un sistema se define a través de las variables
extensivas, A;; sin embargo, dichas cantidades pueden fluctuar y la entropia
depende en la forma en la que dichas variables se alejan de sus valores de
promedio, es decir

o = Az - <Az>7 (87>
en ese sentido, el sistema termodindmico queda completamente caracterizado
mediante las variables «q, ..., a,, de forma que podemos escribir la entropia
de la siguiente manera

S =S(a,...,a,) = S(Q). (88)

En equilibrio, los valores de las variables termodinamicas corresponden
con sus valores promedios y cualquier fluctuacion, de acuerdo con el principio
de Le Chatelier-Braun, es contrarrestada por una fluctuacién en la variable
conjugada de forma que el sistema permanece en equilibrio. En ese caso, la
entropia es maxima y se encuentra dada por

So = S(0). (89)

Cuando el sistema se encuentra no muy lejos del equilibrio, el valor de la
entropia se aleja del valor Sy y depende de las fluctuaciones, asi que si ahora
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consideramos que la derivada de la entropia respecto a una variable extensiva
puede relacionarse con la derivada respecto a dichas fluctuaciones, notamos
que

929500 _ 25 _ Ra) (90)
i Q i Q

que corresponde a una ecuaciéon de estado. Dicho lo anterior, es importante
enfatizar que dada una fluctuacién «; en la variable extensiva A;, induce una
respuesta del sistema en la variable conjugada. En el equilibrio, acorde con
el principio Le Chatelier-Braun, dicha respuesta busca regresar al sistema al
equilibrio pero en el caso mas general no tendria por que ser.

En el formalismo de Onsager-Machlup [36], no muy lejos del equilibrio,
se considera que las fuerzas termodinamicas restituyen al sistema al equili-
brio termodindmico, considerando que la fuerza es una funcién lineal de las
fluctuaciones, «;. La manera més general de escribirla es la siguiente

Fi==) sy, (91)
j

donde j representa el indice sobre todas las fluctuaciones y s;; corresponden
a los coeficientes de restitucién asociados a cada una de las fluctuaciones.

Acorde con el formalismo de la termodindmica irreversible lineal, flujos
y fuerzas termodindmicas se encuentran relacionadas de manera lineal, ec.
(86), a través de los coeficientes de Onsager, es decir

J=d=LF, (92)

o de forma equivalente _
Ra = F, (93)

donde L y R son mutuamente reciprocas. Sustituyendo la ec. (91) en la ec.
(93), se tiene

n
Z [RZJOZZ -+ sijai] = 0, (94)
J
que representa una ecuacién determinista para la evolucién de las fluctua-
ciones del sistema. Sin embargo, la ec. (94) puede volverse estocdstica al
anadir un término que representa una fuerza aleatoria, f, que modela las
fluctuaciones térmicas del sistema, de manera que ahora escribimos

Z [RZ]OZZ + SijOéi} = fi> (95)

J
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donde la fuerza aleatoria satisface que tiene promedio cero y que se encuentra
delta correlacionada. Analogamente, anadiendo un flujo aleatorio, j,, a la ec.
(92) es posible escribir una ecuacién estocastica para el flujo, es decir

LE=J+7. (96)

El formalismo de la termodinamica irreversible lineal dado por Onsager
constrine la descripcion de los sistemas a su comportamiento cerca del equili-
brio y su evolucion hacia él. Este esquema fue generalizado, en un subsecuente
articulo por Onsager y Machlup [37], para incluir términos no inerciales, que
corresponden, por ejemplo, a flujos de corriente o contribuciones cinéticas en
el sistema. La ecuacion estocastica, en este modelo, queda entonces dada por

M& +Ra = F + f. (97)

En la teoria termodinamica de procesos irreversibles, formulada por Pri-
gogine [38], flujos y fuerzas termodindmicas se encuentran acoplados por
coeficientes de Onsager pero la diferencia radica en que las fuerzas termo-
dindamicas no son necesariamente de restitucion y pueden ser, en general, de
naturaleza no lineal, tabla (4).

Los procesos termodindmicos irreversibles han sido modelados median-
te otras teorias, entre las que se encuentran la teoria de la termodinamica
irreversible extendida [39] y la termodindmica mesoscépica de no equilibrio
[40]. En particular, la teoria termodindmica irreversible de sistemas pequenos
(TISP), que ha sido utilizada para modelar la dindmica de plegamiento de
ARN [3, 4], el colapso de poros en vesiculas [5] y motores moleculares [6, 7].
La virtud de esta descripcién es que permite obtener ecuaciones estocasticas
de las variables termodindmicas de sistemas en presencia de fuerzas externas.

Consideremos, una vez mads, la energia libre dada por la ec. (76), la ec.
(74) y que en presencia de una fuerza externa, la energia interna se encuentra
dada por

dU = Td.S +pdV + > pdN + dW, (98)
donde dWV es el trabajo suministrado al sistema, dado por
aw = vd{Y), (99)

tal que Y representa la variable extensiva del sistema, cuyo comportamiento
se encuentra sujeto a una fuerza externa, ¥. Entonces, en condiciones de
presion, temperatura y nimero de particulas constante, la energia libre de
Gibbs se encuentra dada por

Td;S = —dG + Wd(Y). (100)
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Antes de continuar con la discusién, es importante ilustrar el tipo de
sistemas que satisfacen la ec. (100); por ejemplo, una molécula de ARN sujeta
por un par de pinzas dpticas se encuentra a presién, temperatura y nimero de
particulas constantes. Sin embargo, las pinzas épticas pueden ser utilizadas
para estirar la molécula del ARN, suministrando una fuerza externa sobre el
sistema que se encuentra sujeto a fluctuaciones externas [3, 4]. La virtud
de este método es que permite obtener una ecuacién estocdstica para la
elongacién de la molécula de ARN.

La ecuacion estocastica de la variable extensiva, Y, puede ser obtenida
de la ec. (100), para lo cual seguimos la discusién presentada en [41, 42]. La
ec. (100) puede ser escrita de la forma

0G 1y

Td;S = — %)

d(Y) + Wd(Y), (101)

y al tomar la derivada en el tiempo, se tiene

d;S B 8G<y> d<Y>
dt [_ a(Y) ‘I’] dt

(102)

La derivada de la energia libre de Gibbs respecto a la variable extensiva,
es una variable intensiva que corresponde a una respuesta del sistema al
estimulo externo, asi que si identificamos

0Gv)
Wit = , 103
de manera que podemos escribir
d;S (Y’
T =V -V, —. 104

El lado izquierdo de la ec. (104), que corresponde a la produccién de
entropia del sistema, satisface la condicién impuesta por la termodinamica
lineal de Onsager, donde la produccién de entropia es el producto de fuerzas
por flujos termodinamicos. Ademads, aunado a que la produccién de entropia
siempre es una cantidad positiva y que los flujos pueden escribirse en términos
de las fuerzas, a través de una constante de Onsager, -, finalmente obtenemos

dY')

“dt =7 {‘1’ - \I’mt] . (105)

La ec. (105) representa una ecuacién determinista para la variable ex-
tensiva del sistema, y al seguir el razonamiento de Onsager-Machlup, puede
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convertirse en una ecuacion estocastica al anadir un término de ruido, f, es

decir 3y

fit> =7 [V — Uyl + f. (106)

Una vez obtenida la ecuacion estocéstica para un sistema dado, el siguien-

te paso es resolver la ecuacién para obtener el comportamiento promedio del

sistema y conocer la evolucion del sistema en presencia de diferentes tipos

de ruido. La forma mas general en la que podemos escribir una ecuacién

diferencial estocastica se conoce como ecuacion de Ito, y se encuentra dada
por

dr = a(z, t)dt + bz, t)0W, (107)

tal que W = W (t + dt) — W (t), donde W (t) es un proceso de Wiener, que
satisface (casi siempre o con probabilidad uno) las siguientes propiedades:

= W(0)=0

= Dada una sucesion de tiempos que satisfacen 0 < tg < t; < ... < t,,
los incrementos W (ty) — Wi(ty), W(ta) — W(t1),..., W (tm) — W(tm-1)
son estadisticamente independientes.

» Los incrementos 6W = W (t) — W(s) para cualquier pareja arbitraria
de tiempos tales que 0 < s < t satisfacen una distribucién normal con
promedio cero y varianza t — s.

Una eleccién de 6W que es consistente con las propiedades de un proceso
de Wiener es W = ov/dt, donde o representa la magnitud del ruido (o
volatilidad) y satisface una distribucién normal con promedio cero y varianza

uno; esta eleccién garantiza la aleatoriedad del proceso de Wiener!®.

16En [43] ilustran que otras elecciones de la forma del ruido pueden volver al proceso
determinista; para mostrar esa idea podemos tomar uno de sus ejemplos con dW = odt, si
ademds, por simplicidad, tomamos que el término de arrastre es cero, a(z,t) = 0, entonces
la ecuacion de Ito es la siguiente
dr = odt

La ecuacién anterior puede ser integrada para obtener una versién discreta, que al tiempo
t1 tiene la siguiente forma
Tr1 — Lo =01 At,

de manera similar, al tiempo ¢,, tenemos
r=z,=x9+0"At con o =01+ +o0p.

Debido a que o; es un nimero gaussiano (que satisface una distribucién gaussiana), o*
también lo es y su varianza es de orden /n; asi que podemos considerar que o* = y/no,
donde ¢ es un nimero gaussiano. La ecuacién que obtenemos es

T = xo + V/noAt.

39



Tipo de proceso a(x,t) b(x,t)
Wiener 7 o
Ornstein-Uhlenbeck —6(x — ) o
Caminante aleatorio logaritmico 1% ox
Trampa browniana —fB(r—a) | olz—a)
Feller —B(z — «) o\x

Tabla 5: Algunos ejemplos de procesos estocésticos [43].

El valor de a(z,t) se conoce como el término de arrastre y b(x,t) como
la magnitud del ruido; la funcién asociada a cada una de estas cantidades
da origen a diferentes tipos de procesos, en la tabla (3.1) se muestran sélo
algunos.

En general, cuando a(x,t) y b(z,t) tienen valores arbitrarios se dice que
se trata de un proceso de Ito. Obtener soluciones analiticas puede ser dificil,
comunmente es posible obtener soluciones numéricas. La solucion se puede
obtener de manera iterativa por algin algoritmo como el de Milstein o Euler-
Murayama [44], dado por la siguiente expresion

Tir1 = Ty + a(:ci, tz)dt + b(ZIIl, tl)\/% (108)

Si, por ejemplo, z; representa el desplazamiento de una particula sujeta a
una fuerza externa, que a su vez, puede tener dependencia espacial y tempo-
ral, el diferencial de trabajo puede ser calculado mediante dW = Fdz;. Sin
embargo, diferentes realizaciones del ruido implican diferentes trayectorias,
v por ende, el trabajo en cada una es diferente. Teniendo esto en cuenta, es
posible calcular el trabajo promedio para cualquier trayectoria; en particular,
cuando el sistema exhibe histéresis.

3.2. Histéresis

La histéresis se encuentra en muchos sistemas y dispositivos, generalmente
se traduce en diferentes tipos de dificultades técnicas y limita su posible uso
industrial; es un fenémeno presente en una gran variedad de areas tanto

El tiempo total es t = nAt, asi que podemos sustituir en la ecuacién anterior y tomar
el limite At — 0; es decir,

(xo + \/E) = 10.

lim =z = lim
At—0 At—0

Un proceso con ruido de la forma 6W = odt es determinista y la solucién final tiende a
la condicién inicial
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dentro de la fisica (materiales ferromagnéticos, ferroeléctricos, plésticos, etc)
como fuera (economia, biologia, etc) y emerge bajo diferentes condiciones
fisicas. Uno de los grandes inconvenientes es que no existe una definicion
formal. Sin embargo, existen modelos sencillos, como el de Preisach, que
permiten describir la esencia del fenémeno de histéresis.

Supongamos que el estado de un sistema se encuentra descrito por las
variables u y v, asi que (u,v) representa un punto en el espacio de estados; u
es la variable de entrada o de control y v es la variable de estado o de salida.
Si pensamos que estamos estudiando un material plastico, u seria la fuerza
suministrada al sistema y v seria la deformacion del material. Dado que la va-
riable de control cambia en el tiempo, (u(t),v(t)) representa una trayectoria
en el espacio de estados; si el valor de v(t) depende en el valor previo de u en-
tonces decimos que el sistema posee memoria. Cuando el sistema realiza una
trayectoria cerrada en el espacio (u(t),v(t)), dejando encerrada una regién
del espacio de estados, decimos que el sistema realiza un ciclo de histéresis.

Es posible que exista dependencia con la frecuencia con la que cambia la
variable de control, en ese caso decimos que el sistema tiene efectos de me-
moria dependiente a la razén de cambio (algunos autores la llaman histéresis
dindmica); o en su defecto, independiente. Por dltimo, los ciclos de histéresis
también se encuentran influenciados en la manera en que el sistema rela-
ja térmicamente (como llega al equilibrio y el efecto de fluctuaciones en el
sistema). Estos tres factores moldean el ciclo de histéresis; sin embargo, los
elementos que dan su origen son: metaestabilidad, memoria, disipacion de
energia y retraso (que es el desfasamiento entre la variable de estado y la de
control; que matematicamente corresponde a una fase ¢ entre las variables
u(t) y v(t)). El modelo de Preisach recobra todos estos elementos y su im-
portancia no es sélo historica sino que describe le esencia del fenémeno de
histéresis.

3.2.1. Modelo de Preisach

El modelo de Preisach estd construido bajo tres hipdtesis. La primera es
que el material de estudio se encuentra constituido por dominios; la segunda,
consiste en que cada dominio puede estar en dos estados posibles y que existe
un tiempo de transicién entre estos y la tercera, la histéresis surge como la
superposicién del efecto colectivo de todos los dominios.

Originalmente Preisach uso su modelo para describir materiales ferro-
magnéticos pero sus ideas pueden ser generalizadas a otros tipos de sistemas.
Cada dominio que constituye al material se encuentra en un estado, que pue-
de corresponder con una orientacién magnética o un estado de deformacion
para materiales plésticos, y se modela con un operador R, s que incluye los
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efectos de memoria. La variable de control es x y y representa la variable de
estado, cuando = es menor que a decimos que el estado esta desactivado y
activado cuando es mayor que 5. En el intervalo @ < x < § la variable de
estado depende de la historia previa del sistema; si el sistema se encontraba
desactivado, seguird desactivado y viceversa.

@ I3 T

Figura 16: Representacién del operador de Preisach.

A manera de ejemplo, pensemos en un material plastico lineal cuyos do-
minios corresponden a secciones lineales que pueden estar en dos estados,
estiradas o contraidas; donde la variable de control es la tensién y la de esta-
do es la elongacién. Conforme la tensiéon aumenta (o disminuya) los dominios
del sistema cambian su estado pero no lo hacen todos de manera simultanea,
debido a que cada dominio satisface su propio operador de Preisach; asi que
el efecto colectivo permite reproducir un ciclo de histéresis, fig. (17).

Tension

Elongacion
Figura 17: Representacién del ciclo de histéresis en el modelo de Preisach.

El modelo de Preisach ha sido generalizado y utilizado en una gran va-
riedad de fenémenos [45] y es toda un drea de matemadticas aplicadas por
si misma [46, 47]; ademds se utiliza en una gran variedad de aplicaciones de
ingenierfa y sistemas bajo el efecto de ruido [48]. No todos los sistemas se
encuentran constituidos por dominios, asi que en una primera aproximacion
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pareciera que el modelo de Preisach no puede ser generalizado a todos los
sistemas; como lo son los macrosistemas (como el clima o ciclos econémicos),
que pueden ser modelados mediante otras herramientas. A grandes rasgos,
existen dos categorias de sistemas que exhiben histéresis, los que no depen-
den de la frecuencia de la fuerza externa y los que si; sistemas en estd ultima
categoria presentan histéresis dinamica.

3.2.2. Histéresis dinamica

El elemento caracteristico de los sistemas que exhiben histéresis dinami-
ca es la dependencia del area encerrada durante el ciclo de histéresis con la
frecuencia angular de la fuerza externa; la relaciéon que guardan entre si es-
tas variables satisfacen una ley de escalamiento que depende de la clase de
universalidad a la que pertenece el sistema.

El primer sistema donde se hizo una descripcion apropiada de la ley de
escalamiento para el area en un ciclo de histéresis fue para un modelo de
Ising en dos dimensiones con interacciones a primeros vecinos y encontraron
que el drea escala en términos de la intensidad del campo magnético, Hy, y la
frecuencia, w, de la forma H5w® con e = 2/3 y 8 = 1/3 en el régimen Hy — 0
v w — 0; andlogamente en el régimen de frecuencias altas encontraron una
ley diferente de la forma HZw ™' [49]. Cuando se reduce la dimensién espacial
a 2, en [50] encontraron una ley de potencia con exponentes € ~ 1/2y e ~ 1/3
en simulaciones de Monte Carlo. La diferencia entre estos exponentes se debe
a que pertenecen a clases de universalidad diferentes [51], hecho que ha sido
verificado mediante los métodos de renormalizacién [52].

Las leyes de escalamiento para el drea también estdn presentes en otros
sistemas fisicos que no tienen una naturaleza magnética. En [53] encontraron
que para un diodo laser, descrito mediante un potencial cuartico sujeto a
una fuerza externa sinusoidal, con magnitud Ay, la ley de escalamiento del
tipo .Ag/ Sw%3; en un potencial Ginzburg-Landau, las leyes de escalamiento
dependen de si el sistema se encuentra en los regimenes de amplitudes bajas,
altas y de intensidad alta del ruido [54].

En general, respecto a la histéresis dindmica se puede decir que ha sido ob-
servada tanto experimental como numéricamente y que existen algunas solu-
ciones analiticas para modelos tedricos; la conexién entre sistemas dindmicos,
histéresis dinamica y ecuaciones estocasticas también ha sido extensamente
estudiada [55].

En el dltimo capitulo obtendremos una ecuacion estocastica para el estado
de carga de un supercapacitor simétrico redox; una caracteristica esencial
de nuestro modelo es que exhibe histéresis dinamica. Esta propiedad fue
utilizada para escribir la energia disipada en términos de una ley de potencia.
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4. Equilibrio y no equilibrio en celdas elec-
troquimicas

Las ecuaciones de Nernst y de Butler-Volmer, que corresponden a los casos
de equilibrio quimico y cinética quimica, respectivamente, son ampliamente
conocidas en la literatura. La ecuacién de Butler-Volmer ha sido generalizada
en otros contextos para incluir, por ejemplo, reacciones secundarias [25], tran-
siciones de fase [56], histéresis [57, 58], electrodeposicion [59], electrocatalisis
[60], insercién de iones en baterias [61, 62], soluciones concentradas [63], ad-
sorcién [64], efectos de doble capa [65, 66, 67], condiciones de no equilibrio
[63, 68], entre muchos otros mas.

El formalismo de la termodindmica irreversible representa un marco tedri-
co que unifica la descripciéon de los procesos electroquimicos y establece
una base teérica para deducir la ecuaciones de Butler-Volmer y Nernst [69].
Ademaés, permite generalizar la ecuacién de corriente-sobrepotencial e incor-
porar efectos no ideales en sistemas electroquimicos. En las siguientes seccio-
nes se verificard que la termodindmica irreversible de sistemas pequenos es
consistente con las ecuaciones clasicas de Nernst y Butler-Volmer [70].

4.1. Equilibrio en celdas electroquimicas

Las celdas electroquimicas se encuentran constituidas por dos semiceldas,
cada una constituida por un electrodo y un electrolito (que podria ser del
mismo material). En cada interfase de los electrodos sucede una reaccién
quimica (que se conocen como semireacciones), si sucede una reduccién al
electrodo se le llama catodo y si es de oxidacién, dnodo. Las celdas se clasifi-
can en varios subtipos, las celdas voltdicas transforman energia almacenada
quimicamente en corriente eléctrica y en funcion de si las reacciones suceden
de manera irreversible se les conoce como celdas primarias y secundarias si lo
hacen de forma reversible; a su vez, cuando se utiliza una corriente eléctrica
para inducir una reaccién quimica, a través de una diferencia de potencial en
la celda, se conocen como celdas electroliticas.

Las reacciones quimicas en los electrodos pueden estar acompanadas de
otros procesos, que limiten la conversiéon de energia en corriente eléctrica (o
inclusive que la faciliten), también pueden coexistir diferentes fases, efectos de
superficie, de transporte, capacitivos, pseudocapacitivos, inhomogeneidades
en el electrolito, asi como otros efectos no ideales. Las celdas electroquimi-
cas se encuentran constituidas por materiales a diferentes fases y potenciales
eléctricos; asi que la concentracién puede cambiar de una regién a otra, siem-
pre y cuando el sistema alcance el equilibrio electroquimico.
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Figura 18: Diagrama de una celda electroquimica.

El cambio total de entropia en la celda electroquimica esta dado por
ds =d.S +d;S, (109)

donde el subindice e denota el intercambio de entropia con el exterior e i la
produccién de entropia de la celda; la ec. (109) es vélida para cada una de las
regiones de la celda, que son el anodo, catodo y el bulto; asi que escribimos

dS = ds* + dS” + ds©. (110)
donde cada regién satisface que
dS* = d.S* + d;s*,  dSY =d.SY +d;S¢ (111)
y
dsS? = d.S* + d;S”, (112)

Si consideramos que los procesos irreversibles se realizan exclusivamen-
te en los electrodos, es razonable considerar que la produccion de entropia
del bulto es despreciable, es decir d;S” ~ 0, de manera que el intercam-
bio de entropfa con los electrodos satisface d.S* + d.S¢ = —d.SE. Bajo
estd hipdtesis, el cambio total de entropia corresponde a las contribuciones
de cada electrodo, dada por

dS = d;S* + d;S°. (113)

Si el sistema opera a temperatura y presién constante, la energia libre de
Gibbs y la produccién de entropia se encuentran relacionadas por [71]:

Td;S = —dG > 0, (114)
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donde dG = ), fdn;, donde el subindice ¢ denota la suma sobre especies
en la reaccién quimica. Reescribiendo en términos del grado de avance de la
reaccién quimica, n;, mediante d§ = dn;/v;, donde n; es el nimero de moles
v v; es el coeficiente estequiométrico, se tiene

dG =) judn =y vifisde, (115)

2

donde la afinidad electroquimica se encuentra definida por

A== v (116)

7

El potencial electroquimico, fiff, de cada sustancia ¢ permite relacionar
las concentraciones con el potencial eléctrico en cada fase, «, a través de la
expresion

i = 1l + 2 F o, (117)

donde z; es la electrovalencia y F' es la constante de Faraday, definida como
F = Nye, con Ny el nimero de Avogadro y e la carga del electrén, tal que
z;F es una carga molar. A su vez, el potencial quimico, pu;, se encuentra
definido en términos de las actividades quimicas, a;,

i = p3 + RT Ina;, (118)

donde 1{ es el potencial quimico estdndar. La actividad quimica de la i-ésima
especie se encuentra definida en términos de las fracciones molares, x;, de la
siguiente manera

ai(zi) = xi - vi(w) (119)

tal que z; = o donde ¢; es la concentracién de la i-ésima especie y co es
la concentracién estdndar de referencia. El coeficiente de actividad, ~;(x;) se
utiliza para modelar el comportamiento no ideal de una mezcla; por ejemplo,
el efecto de la interaccion iénica. Mezclas ideales se modelan con coeficientes
de actividad igual a uno y sustancias puras con a;(x;) = 1.

En el equilibrio electroquimico, en la celda se establece un balance en-
tre las concentraciones de cada especie idénica con el potencial electrostatico,
asi que si ahora desarrollamos explicitamente la afinidad electroquimica, te-

nemos i l
—A= D v Y v (120)
i J

donde £ y I denotan el nimero de sustancias en cada electrodo. La afinidad
electroquimica de la celda es la suma de las afinidades en cada electrodo, si
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ahora escribimos las reacciones quimicas en los electrodos

C: ZVCXCJrne AZVCXTEM

ZVAYA = Z AYOI]—i—neA,

donde n corresponde al ntmero de electrones transferidos en la reaccién
quimica y v; es el coeficiente estequeométrico, tal que la reaccién comple-
ta de la celda electroquimica esta dada por

ZViCXiC"‘ ZVAY»A—FneCT =
ZVCXredz + ZVAY(;?C] —|—H€A

La afinidad electroquimica de la reaccién completa puede escribirse si-
guiendo la convencién de signos [30] (v; > 0 para productos y v; < 0 para
reactivos), tal que se tiene

1 C~C
= E Vi Px,it E v; NY]"‘”,%
%
C~C A~A ~A
- § v :uXred,i - E Vj :uYox,j — np, .
i J

La afinidad electroquimica puede ser simplificada al sustituir las ec. (117)
y (118), de manera que que se obtiene

(121)

(122)

(123)

A=—Ay—nFE+RT [m dc A ]
a a
(& A

q,4,1.4 q,4,.4
gziyi i—g ZiV;

i J

A (124)
+FZ ]

El primer término A, corresponde a la afinidad electroquimica estandar,
talque Ag =3 > vy 129 donde el subindice r representa las contribuciones
de todos los reactivos en el electrolito con ¢ = A,C. El segundo término
corresponde a la diferencia de potencial de toda la celda E =vYe —Yau El
tercer término representa las actividades de oxidacion, ag”, y reduccion, a”d
para ambos electrodos, definidos de la siguiente manera

ox v¢ red VJA
af =[[aks  ai'=[]ay
{ J
C A
red __ vy or __ v
ac = H Axred,i and ay = H Ay og,j- (125)
i J
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El dltimo término de la ec. (124) corresponde a escribir explicitamente
> g Zivif para ilustrar la convencién de signos entre productos (i) y reacti-
vos (j). Hacer la separacién de la contribucién al potencial de los iones puede
ser necesario en situaciones fuera del equilibrio o cerca de la doble capa. Sin
embargo, en el equilibrio electroquimico (o cerca de él), todos los reactivos
en el electrolito se encuentran al mismo potencial, tal que ¢, = ¢?. Entonces
es posible escribir

D il =y 2l =0, (126)
ar ar
que implica que todo el bulto se encuentra en equilibrio electroquimico.
El potencial de equilibrio, &, corresponde al valor en el que la afinidad
electroquimica se anula, de manera que
ox red
Eu = & — L | Ly (127)
nkF a(jeqaﬁfeq
donde Ay = —nF& = —nF(ES — &Y y a;eq corresponde a las actividades
de equilibrio. La relacién que existe entre el potencial de equilibrio y las
actividades de equilibrio se conoce como ecuacion de Nernst.

4.2. Generalizacion de la ecuacion de corriente
-sobrepotencial

Consideremos un sistema dominado por la cinética quimica de las reaccio-
nes que suceden en los electrodos, como el de la fig. (18); esto significa que la
corriente eléctrica proporcionada por la celda electroquimica no se encuentra
limitada por la difusién de los iones en el electrolito, ni por las interacciones
con él; es decir, no se solvatan-desolvatan (o si lo hacen, la cinética quimi-
ca es muy rapida) ni ejercen fuerzas electrostaticas muy fuertes entre ellos.
Ademads, la interaccion con la de doble capa, si es que existe, no limita el
acceso de los iones a la superficie. En resumen, en esta seccién deduciremos
una generalizacion de la ecuacién de corriente-sobrepotencial en ausencia de
efectos no ideales y dominado por una cinética quimica rapida.

Generalmente, en los sistemas electroquimicos, el material de interés es
colocado en el catodo; en el anodo se coloca un material que sirve como re-
ferencia (en donde sucede una reaccién quimica conocida a un voltaje cono-
cido). La corriente entregada por una celda electroquimica estd determinada
por la reaccién que sucede en el catodo, que es una reduccién y tiene la
siguiente forma general

ZyicXiC +ne; == ZVz’CXrC;d,i’ (128)
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de donde podemos escribir la afinidad electroquimica de la reaccién del céto-
do, A¢, de la siguiente forma

AC = —AGS + RTIna® — RTInal*® — nFEC, (129)

donde hemos usado las definiciones dadas en la ec. (125), n el nimero de
electrones transferidos, con AGS = > v,u%¢ = —nFE y el potencial del
catodo dado por £¢ = ¥¢. En el desarrollo de la ec. (129) despreciamos
el potencial quimico de los electrones transferidos, p.; esta cantidad puede
ser incluida al estudiar soluciones concentradas [63], asi como los efectos
cuanticos debido a la transferencia de carga [35, 63, 72].

La afinidad electroquimica de la reaccién en el cdtodo satisface la ec. (80),
es decir,

G Ad¢ A
—— = Ade =—Je¢>0, (130)
gt Tdt T
donde por simplicidad, quitamos el superindice C'. Fuerzas y flujos termo-
dindmicos son proporcionales entre si, a través de un coeficiente de Onsager

[71, 73], tal que escribimos [74]

Je = BA(©), (131)

de manera que la produccién de entropia siempre es positiva. El coeficiente
de Onsager tiene unidades de [$7'] = J - s/mol y, en general, puede ser una
funcién de las variables de estado como la temperatura, T, las actividades
quimicas a(z) y el potencial eléctrico ¢ [71].

La forma explicita en la que la afinidad electroquimica se relaciona con el
grado de avance de la reaccién quimica, &, depende de el tipo de reacciones
que se lleven a cabo en el electrodo. Una vez definido el sistema es posible
obtener una ecuacién para el grado de avance, dado que la ec. (131) implica

©® —pAe) (132)
de manera que la solucién de la ecuacién anterior es de la forma &(t) y
representa un grado de carga (o descarga) del sistema electroquimico como
funcién del voltaje externo, £(t); es una ecuacién de carga-voltaje.

La corriente eléctrica se relaciona con el numero de faradays transferidos
en el electrodo y la velocidad de reaccién [15, 73], de manera que definimos
la corriente eléctrica como el producto de la carga transferida, g, por la
ecuacion de carga-voltaje, es decir

. J
I= qtrk()ﬁa (133)
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donde tomamos el valor del coeficiente de Onsager como § = ko/RT, con
ko definida como la constante de reaccidon; el valor de kg y su dependencia
explicita tiene que ser determinada en términos de la teoria de transicién de
estados [35]. La corriente se obtiene al sustituir la afinidad electroquimica,
ec. (129), en la ec. (133)

I —AG ox ,—nFE/RT
e IS P [ (134)
I, RT ared
donde hemos definido la corriente de transferencia como I, = q.ko. Fi-
nalmente, sustituyendo el valor de & = —AGy/nF la ecuacién anterior se
transforma en ;
a’®* _ nF(E—&g)
[TT — hl |:ared -e RT :| . (135)

La ec. (135) representa la forma mds general de escribir la corriente y
es consistente con la ecuacién de corriente-sobrepotencial, Butler-Volmer y
Nernst. Primero, cuando la celda electroquimica se encuentra sujeta a con-
diciones de equilibrio, el valor del voltaje externo es & = &, y la corriente
es cero; de manera que el argumento del logaritmo de la ec. (135) vale uno,
asi que despejando
a® _nF(Ey—tg) RT aggd

eq

- € =1 = &, =& In

d q ’
g nkF agy

(136)

de donde se obtiene la ecuacion de Nernst. Segundo, para verificar que la ec.
(135) es consistente con la ecuacién de corriente-sobrepotencial, es necesario
escribirla de la siguiente manera

7 ox _nF(E=E)
RT
In [ @ ] : (137)

T = : FE—¢
Itr ared e(l_a)n (RT 0)

donde introducimos el coeficiente de transferencia, o, que mide la fraccién
del potencial interfacial entre el electrodo y el electrolito que se reduce para
favorecer el avance de la reaccién quimica (en detrimento de la otra direccién)
[25]. Si ahora separamos los logaritmos de la ec. (137), tenemos

[_1|:oz —a
[tr—na e

nF(Ef.EO):|
RT
(138)

nF(E—&p)
—In [arede(lfa)iRT 0 } .

Finalmente, podemos introducir el valor del potencial de equilibrio, &;, de
manera que la ecuacion anterior queda dada por

I nF(E—Eq+Eq—Eg) nF(E—Eq+Eq—Eg)
= In [a® - e RT } —1In [a””de(l_o‘) AT } . (139)
tr
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La ec. (139) representa la forma més general de la corriente, ahora ve-
remos que es posible hacer una expansion alrededor de los argumentos de
los logaritmos, que es equivalente a asumir que la celda electroquimica se
encuentra cerca del equilibrio termodinamico, al considerar que

_ nF(E—Eq+Eq—Ep)
a/0$ .e aiRT ~ 1’

nF(E—Eq+Eq—Eg)
1—a) —r

(140)
ared . 6(

~
~

Las expresiones anteriores son consistentes con condiciones cerca del equi-
librio, una forma de verlo es despejando el coeficiente de transferencia de
ambas expresiones, de manera tal que se tiene

RT 1
~—— " Ina”™ 141
CEaFe, & (141)
RT 1
l—a)~ —— "~ Ing™® 142
(-0~ he—pa (142)

dado que el coeficiente de transferencia tiene que satisfacer ambas ecuaciones
simultdneamente, las podemos sumar para obtener la siguiente expresién

RT 1
lx——— [Ina®* —lna" 143
nFE g e e (143)
que implica,
a/red nF ared
~ ¢~ wr(€a—&) — ¢4 (144)
a%* agg

Las condiciones dadas por las ecs. (140) son consistentes con condiciones
cerca del equilibrio termodinamico, dado que tanto las actividades como el
potencial eléctrico tienen valores cercanos a los de equilibrio. Es importante
enfatizar que las expresiones dadas por las ecs. (140) tienen una importancia
experimental, ya que permiten obtener el valor del coeficiente de transferencia
en términos de cantidades medibles.

Tomando una expansién a primer orden de los logaritmos [Inxz ~ (z —
1) + O(z?)] de la ec. (139) se obtiene

I nF(E—£q) nF(£q—Eg)
— = q°T. eiO‘ RT . efa RT (145)
-[tr
nF(E—E nF(Eg—E&
_gred L =) T (1a) e o)

la ecuacion anterior puede ser simplificada si elevamos la ecuacién de Nernst,
ec. (136), a las potencias @ y 1 — «, para obtener las expresiones

» ared o » ared (1-a)
—a(Eq—E0) __ eq 1—a) 2= (Eq—E&0) eq
e RT( q 0) = | = y 6( )RT( q o) = | s (146)
aeq aeq
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y las sustituimos en la ec. (147), para obtener

_ 1-a)
d a red (
F(E—¢ ace F(e—¢& a
L ot [ aweng [
7 P qQo%
tr eq €q

la cual puede ser simplificada, para obtener la generalizaciéon de la ecuacién
de Butler-Volmer, dada por

aox nFn ared 1—(1) nkFn

I
= = 76_06 BT — de( RT I (148)
[O aox a;’;

donde hemos identificado a la corriente de intercambio generalizada, Iy, de
la siguiente manera

fo= I [a2] " [oc]"

— nFAkI() [,Yo:r]lfa [,yred]a [Co:r] 1-a [cred]0‘7

eq €q

(149)

donde utilizamos que la carga de transferencia se encuentra dada por ¢, =
c®nF A, bajo la definicién de ¢® que representa la concentracién de iones en
el electrodo en la superficie del electrodo.

La ecuacién de Butler-Volmer se recupera en el caso ideal al tomar que
los coeficientes de actividad son cercanos a uno, de manera que 7 ~ 1
implica que a?/af, ~ c?/c!, ~ 1 para cualquier concentracién, ¢ = ox,red.
Comunmente, cuando en la literatura se busca una generalizacion de la ecua-
cién de Butler-Volmer, generalmente lo que se hace es generalizar la corriente
de intercambio, como lo es el caso de efectos de volumen excluido [61] o la
transferencia electrénica [63]; pensando en esa direccion, es posible obtener
toda una gama de generalizaciones al incluir fendmenos de superficie, volu-
men, presién y demas al incluir dichos efectos en la actividad quimica.

Antes de utilizar el modelo en el ajuste de datos experimentales para un
supercapacitor simétrico es necesario hacer un comentario a manera de re-
sumen. La ec. (134) representa la forma mdas general de escribir la corriente
en procesos controlados por una cinética quimica rapida y en ausencia de
efectos cuanticos debido a la transferencia de los electrones en el electro-
do. Ademas, es consistente con la ecuacion de Butler-Volmer asi como con
los limites de sobrepotencial grandes (ecuacion de Tafel) y sobrepotenciales
pequenios (ecuacién de Ohm).

Quiz4, el aspecto mas importante de la termodindamica irreversible lineal
de sistemas pequenos es que brinda un marco teérico que permite generalizar
la ecuacion de Butler-Volmer por dos caminos: el primero, al incluir efectos
no ideales en la actividad quimica; y el segundo, al hacer expansiones de la
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ec. (134) més alld del primer orden de la serie de Taylor. En particular, este
ultimo punto no es explotado en esta discusion pero es posible que hacer una
expansion a segundo orden, o inclusive, a tercer orden para ajustar de datos
experimentales.
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5. Modelo de un supercapacitor simétrico

En este capitulo utilizaremos la ecuacién generalizada de la corriente-
sobrepotencial, ec. (133), para describir los ciclos de carga/descarga de un
supercapacitor redox simétrico con electrodos hechos a base de MnO,, fig.
(19). Este sistema se encuentra dominado por una cinética quimica rapida
en los electrodos y los efectos no ideales como los de transporte (la difu-
sién de los iones en el electrolito y en la superficie del electrodo), asi como
los de superficie, doble capa, interacciones eléctricas con el electrolito son
despreciables.

v
X @ re
C+

A d o
L J
. v
= W
L J
v
v
[ J
w
A A B c
¢c+ ¢c +

Figura 19: Representacion esquemaética de una supercapacitor simétrico re-
dox.

La corriente queda completamente determinada por la ec. (133) y el mar-
co tedrico de la seccion anterior. Sin embargo, es necesario conocer la forma
explicita de la afinidad electroquimica con el grado de avance de reaccién, es
decir, /i(§ ). Cualquier estado de carga en la que se encuentra el supercapa-
citor estd completamente determinado por el valor de £ con £ € [0, 1], donde
& = 1 representa un estado de carga completa y £ = 0 de descarga; de manera
que obtener una ecuacién para la evolucién de & es equivalente a describir
el proceso de carga/descarga del supercapacitor. El grado de avance de la
reaccion quimica depende, en general, del voltaje externo y de la reaccién
quimica que se lleva a cabo en la superficie del electrodo; ademas, es una
cantidad sujeta a fluctuaciones de las concentraciones de los reactivos en el
plano de reaccion.

En un supercapacitor ideal el proceso de carga (descarga) se lleva a cabo
mediante una reaccion reversible que es la suma de las reacciones de media

o4



celda de cada electrodo. Esta hipdtesis es razonablemente valida durante la
vida media de la celda electroquimica; sin embargo, un efecto no deseado
es el surgimiento de reacciones secundarias con el electrolito, que genera
auto descarga y termina con la vida 1til de la celda. Consideremos que el
supercapacitor es simétrico y que los electrodos estdn hechos de un material
a base de MnOs, que es un material que exhibe pseudocapacitancia via una
reaccion redox, fig. (2). Durante el proceso de carga (o descarga) el Mn
cambia su estado de oxidacion de +4 a +3 (o viceversa) siguiendo un reacciéon
reversible en el catodo [17, 27]

C: [MnO,]+CT +e; — [MnO, C*]%, (150)

donde C* representa un catién alcalino como Na™, Lit o K*'7. En el 4nodo

) )
que se encuentra constituido por el mismo material, sucede la misma reaccion
pero avanza en la direcciéon contraria

A: [MnO,CT]* — MnOs' +C* +ey, (151)

de manera que la reaccién completa del supercapacitor simétrico se encuentra
dada por

[MnO,]¢ + [MnO, CHA 4+ C* +e; =

[MnO, C*)¢ + [MnO,)* + C+ +ej.

La afinidad electroquimica del supercapacitor simétrico se obtiene al es-
cribir explicitamente la ec. (123) para la reaccién de la celda completa, de
donde se obtiene

(152)

A= ﬂJ\C/InOz + ﬂfmo;m Hicr + fig
e ~A ~A A (153)
~ Hamoy o+ — HMno, — Ho+ — He

que puede ser simplificada al desarrollar el potencial electroquimico de cada

ITEn otros sistemas pseudocapacitivos sucede un mecanismo similar; por ejemplo, en
las baterias de ion de litio, en el cdtodo de LiFePO,4 sucede una reaccién de insercién
Li* +e” +Fe, PO, = LiFe, PO,
donde el hierro se reduce, pasando de Ferrp a Ferp. El ion de litio preserva su valencia y
queda unido a la red cristalina de manera electrostatica y no quimicamente. Esto tiene
dos consecuencias principales: la primera, es que los iones pueden difundirse dentro del
material (en el caso del LiFePO, sucede por canales unidimensionales dentro de la es-
tructura cristalina); segundo, los iones de litio pueden ser extraidos en presencia de un
campo externo. Todas estas propiedades son atractivas en términos de perspectivas de uso
industrial, ya que hacen a las baterfas de LiFePO,4 altamente reversibles y les otorgan una

mayor vida util.
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uno de los términos, la ec. (117), para obtener

A=—Ay+ [M%nOQ + F wz\c/fnoz] + [Mfdnogm + F ¢f4n020+]
+ [Ng+ + F¢g+] + [Ng— - ch] — [M%nozm + F%?mozm] (154)
— [10n0s + Fbmo,) — e + Fos] — [pt — Fyt].

La afinidad electroquimica del supercapacitor simétrico puede ser simpli-
ficada al notar que los potenciales eléctricos en cada electrodo son iguales;
: : . ohA _ A c _ .C ;
es decir, satisfacen: ¥y;,.0, = ano;(ﬁ Y Yo, = MnO; C+ Ademds, los
potenciales quimicos de los electrones, en cada electrodo, asi como los po-
tenciales quimicos de los electrodos son iguales debido a que representan el

. . . . A _ C C . A
mismo material a iguales proporciones, tal que u = 1y ¥ 1310, = Himo,-
Tomando estas consideraciones en cuenta, la ec. (154) se reduce a la siguiente
expresion

A=—A+ Ml]?/[n02‘0+ + Mg+} - [N]\C;noz—(ﬁ + ,Ué+

(155)
—Fy© + Fyt + Fyge — gy

La afinidad electroquimica, tal como estd en la ec. (155), puede ser usada
para describir el estado de carga de el supercapacitor al insertarla en la ec.
(133); sin embargo, existe una dificultad. La concentracién de iones en el
plano de reaccién en cada electrodo, fig. (19) pueden ser medidos experimen-
talmente pero los potenciales eléctricos wng y ¢é+ no. Una forma de resolver
este problema es considerar que las diferencias ¢ — wng N ¢é+ repre-
sentan una fraccién (o mejor dicho, un pardmetro extra por determinar) del
voltaje externo. Sin embargo, la mejor forma de proceder es seguir el enfoque
de Frumkin [75], que considera que los iones en el electrolito siguen una dis-
tribucién de Poisson-Boltzmann, ec. (13), de forma que las concentraciones
de los iones en el plano de reaccién se encuentran dadas por

Cg+ = Cbulke_F(wng ~Vpur)/ BT
s = e sV 156)

Conocer las concentraciones es equivalente a conocer sus potenciales quimi-
cos, asi que usando las ec. (118) y ec. (119) se obtienen las siguientes expre-
siones

#Ss = RT Iny* cpye™ " Wor —Vnun) /BT

(157)

_ _ A
pés = RT Iy eppe Vo=V /BT

donde y* representa el coeficiente de actividad de los iones, que es el mismo
para ambas concentraciones.
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Si suponemos entonces que los potenciales quimicos de las concentraciones
de iones en el plano de reaccion del supercapacitor se encuentran dados por
las ecs. (157), podemos sustituirlas en la afinidad electroquimica, de manera
que se tiene

A= = Ao+ |10m e = Hpnor o] = FUC + Ut + Fuls — Py

+ RT'In 7+Cbulk€_F(wg+ “Uud/RT _ RTIn 7+Cbulk€_F(¢bulk_¢é+)/RT7

(158)
simplificando un poco la expresién anterior, llegamos a
AVE
i A c c c
A= _AO + |:'uMn02_C+ - MMnO2_0+:| —F (¢ - ¢c+) (159)

. .

~F (S ~ Ypuar) —F (W — ) —F (% — 020),

AVE, AVE, AV

donde AV{ representa la caida de potencial de la capa de Helmholtz y AV,
corresponde a la capa difusa para cada uno de los electrodos con ¢ = A, C,
fig. (20).

RP RP

Upulk Ubulk

A
Yo+ ¢g+

Figura 20: Diagrama esquemaético de las caidas de potencial del supercapa-
citor; RP representa el plano de reaccién.

La afinidad electroquimica, escrita como estd en la ec. (159), permite
ilustrar dos casos limites: Helmholtz cuando AV ~ AVE ~ 0; y el limite
Gouy-Chapman, o de capa difusa, cuando AVp, ~ AV, ~ 0. El circuito
equivalente, que denota las contribuciones capacitivas como pseudocapaciti-
vas, de un supercapacitor corresponde al de la fig. (10); la capacitancia de
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la capa de Helmholtz y Gouy-Chapman se suman en serie y a su vez, es-
tos se suman en paralelo con el término pseudocapacitivo para obtener la
capacitancia total.

El término pseudocapacitivo fue calculado en la seccion 2.1.2 a través de
la ecuacién de Nernst; también vimos que es posible calcularlo al considerar
relaciones mas generales entre el voltaje y la fraccién de llenado, como lo
es una isoterma de electrosorcién. En ese sentido, la forma més general de
calcular la pseudocapacitancia es mediante la afinidad electroquimica, ya que
establece una relacién entre el voltaje y las variables del sistema!®. Esto se lo-
gra en dos pasos: primero, estableciendo un modelo que relaciona la afinidad
electroquimica con la variable del sistema'? y segundo, derivando implicita-
mente la afinidad electroquimica para despejar el término pseudocapacitivo,
acorde con la ec. (35).

En la siguiente seccién introduciremos un modelo para relacionar la afi-
nidad electroquimica en términos de la variable del sistema, al escribir tanto
las fracciones molares como las actividades en términos del grado de avance
de reaccién. Antes de continuar, podemos notar que la ec. (159) puede ser
simplificada a la forma

- Uanos o+
A=—-Ay+ RTIn |7——| — F¢, (160)
@rrnoy o+

con £ = ¢ — 14, de donde finalmente se obtiene

A

Upinoy o+
C

@rrnog o+

A=RTIn — kF(E - &), (161)

donde hemos introducido k, que representa la fraccién efectiva de transfe-
rencia de carga y tiene un valor entre £ € [0,1]. Lo unico que falta para
tener una descripcién completa de la corriente del supercapacitor es escribir
el coeficiente de actividad en términos del grado de avance de la reaccion
quimica, lo cual haremos en la siguiente seccion.

5.1. Actividad quimica

La actividad quimica de cada uno de los electrodos se encuentran dados
por la ec. (119), dado que la composicién de los electrodos cambia durante

18que puede ser, por ejemplo, el grado de avance de la reaccién quimica, tabla (2).
9La, variable acorde con el proceso pseudocapacitivo; ya sea insercién, intercalacién o
electrosorcién.
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los procesos de carga y descarga, el coeficiente de actividad no puede ser una
constante sino que también debe ser funcién del grado de avance de reaccién.
Cuando el supercapacitor se encuentra completamente cargado, la compo-
sicién del 4nodo es MnO, C*; conforme la reaccién avanza, su composicién
cambia hasta que alcanza un estado de descarga completa, con una compo-
sicion MnOs. El mismo proceso, pero en direccién contraria, se lleva a cabo
en el cdtodo donde la la composicién pasa de MnOy a MnO, C*.

La composicion de cada uno de los electrodos se puede modelar como una
mezcla sélida de las sustancias puras MnO, y MnO; C*, donde el material
pasa de una composicién a la otra como funcién del voltaje externo. EI niime-
ro de moles de cada electrodo nyy,o-c+ja.c de composicion [MnO; CF]4¢
cambia conforme la reacciéon quimica avanza pero el nimero total, ny, de
las cantidades puras MnO, y MnO; C* se mantiene constante durante los
procesos de carga o descarga, tal que siempre se satisface

nr = NMnO, + nM?IO;C+' (162)

Las fracciones molares de las composiciones de cada electrodo, durante los
procesos de carga/descarga se pueden escribir de la siguiente mantera

A _ mnoy oA

Tymoyo+ = ny g
n (163)

.’I}C __ Y[MnO; CH]¢

MnO; C+ nr :

Si consideramos que el estado inicial del supercapacitor corresponde al
estado de descarga completa, el nimero de moles de cada electrodo puede ser
escrito en términos del grado de avance de reaccion, acorde con las siguientes
expresiones

Moy oja = §nr, - and nppo-oie = (1= &nr, (164)

tal que las fracciones molares quedan dadas de la siguiente manera

A c
ymoger =& and 2y oo =18, (165)
y satisfacen para cualquier tiempo y voltaje la siguiente relacién
A B _
Tymoger T Tamoyor = 1- (166)

Los coeficientes de cada uno de los electrodos, que se encuentran en la ec.
(161), pueden escribirse explicitamente a través de la ec. (119), quedando de

la forma
A

Arinoy o+
c c

c
Aoy e+ = Tumoy o+ Tvnoy o+

A A
Yoy o+ " Tvmoy o+ (167)
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donde los coeficientes de actividad 'y?/[’fo_ o+ cuantifican la manera en la que
2

el sistema se aleja de un comportamiento ideal. En el caso en que la mezcla
sea muy diluida o sustancias puras el valor del coeficiente de actividad es
aproximadamente 1.

Comunmente, en el modelado de mezclas, el procedimiento estandar con-
siste en establecer un modelo y luego recabar el valor de los pardmetros de
manera experimental. En nuestro caso podemos proceder de manera distinta
al utilizar el hecho de que el coeficiente de actividad depende del avance de la
reaccién quimica; dado que la composicién de los electrodos cambia, durante
el ciclo de carga/descarga, los coeficientes de actividad tienen que reproducir
dos casos limites que corresponden a las sustancias puras dadas por VMnOy C+
Y YMnO-

Los coeficientes de actividad pueden ser modelados al asumir que satis-
facen la ley de Vegard [76], estableciendo una relacion lineal entre los coefi-
cientes de actividad de cada electrodo en términos de los casos limites de las
sustancias puras, es decir

In 7f4n0;c+ = (1 =800+ + £ Yamo, (168)
In ’chvvlno;c+ =¢In TMno; o+ + (1 - f) InYarno,-

En el estado de carga completa el valor del grado de avance de reaccion
es £ = 0, de manera que la composicién del dnodo es MnO; C* y del cdtodo
es MnQOy; de manera similar £ = 1 reproduce el estado de descarga. Aunque
la ley de Vegard se utiliza para describir el cambio de volumen en mezclas
sélidas [77] también ha sido generalizada a otros contextos [78].

5.2. Ecuacién de la corriente-sobrepotencial

En esta seccion obtendremos la corriente para un supercapacitor, pero
antes que nada es necesario escribir la afinidad electroquimica en términos
del grado de avance de la reaccién quimica. Sustituyendo las ec. (165) y (168)
en la ec. (167) y el resultado en la ec. (161), se obtiene

A

T rmog o+
c

L rmo; o+

— RT[EInyyp070+ + (1= &) myamo,] — £F(E = &),

A=—-Ay+RTIn + RT [(1 =& Y0, 0 +€1n7Mn02]

(169)
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que se puede simplificar, para obtener

A

Lano; o+
c

L rrnoy o+

A=—-Ay+ RTIn — RT(1 —2¢) [ln YMno, — 10 'YMnO;C+]

— KF(E - &).
(170)
Si ahora definimos al cociente de los logaritmos de las actividades de

las sustancias puras, como ) = In "YMnog /’yMnOQ—CJr , podemos escribir a la

afinidad electroquimica de la siguiente manera

A(€) = RT [111 <1€§> - Q1 - 25)} —KkF(E-&). (171)

La ley de Vegard y el modelo de mezcla regular son completamente equi-
valentes, ya que permiten obtener los mismos expresiones; en lo que concierne
a este punto, 2 puede ser identificado como el parametro regular de la mez-
cla binaria. La equivalencia entre ambos modelos se da al considerar que
la relacion entre las actividades de las sustancias puras es lineal, una for-
ma de obtener posibles generalizaciones es considerar que la relaciéon entre
estas cantidades es no lineal. El parametro puede interpretarse también en
términos energéticos al integrar la afinidad electroquimica como funcién del
grado de avance, ec. (115), de donde se obtiene que la energia libre de Gibbs
estd dada por

G(&) = RT[(1 -1 = &) + &g+ Q1L - §)E + €] + Go,  (172)

donde &, corresponde a un valor fijo del voltaje externo, GGy es una constante
de integracién y e = kF'/RT. La fig.(21) muestra que el pardmetro regular, €2,
controla la altura de la energia libre de Gibss asf como la aparicién de un par
de minimos y un maximo en la ec. (172). El valor del voltaje fijo, &, inclina
la energia hacia uno de los minimos; dado que en general el voltaje externo
es una funcién oscilante, estos minimos se alternaran entre uno y otro. El
valor de los pardmetros €2, £, k y el valor de la frecuencia de oscilacién del
voltaje definen el comportamiento de la corriente.

La ecuacion para la evolucién del grado de avance de la reaccién del
supercapacitor puede ser obtenida al sustituir la afinidad electroquimica, ec.
(171), en la ec. (132), de donde se obtiene

‘fé ~ ko {m <15_€) — (1 —2) - ]’;};(5 _e)l ey, am)

La ecuacion anterior describe la evolucién del grado de avance como fun-

cién del voltaje externo del supercapacitor. El término ((¢) se incluye para
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Figura 21: Comparacién esquematica entre tres curvas de la energia de Gibbs.

describir las fluctuaciones de los reactivos en la superficie del electrodo; que
asumiremos son térmicas, caracterizadas por ruido blanco con media cero y
que satisfacen la funcién de correlacion dada por: (C(t)((t')) = 2k, Tkod(t—t').

Las soluciones numéricas de la ec. (173) para £(t) pueden ser obtenidas
por el método de Euler-Maruyama; para evitar divergencias en los valores en
el que el logaritmo es cero, se hizo una expansién de Pade de orden (8,8).
La fig. (22) ilustra el comportamiento de varias soluciones de la ec. (173)
para un ciclo de oscilacién del voltaje externo cuando éste se encuentra dado
E(t) = & sin(wt), donde w representa una frecuencia angular.

Dado un conjunto de pardmetros, 2, £, k, ((t) y w, es posible integrar
para obtener una trayectoria de la evolucién del grado de avance como fun-
cién de la variable temporal, tal que £(t) = £[€(¢)]. El voltaje externo oscila
entre el estado de carga y descarga conforme se lleva a cabo la dindmica de
Langevin; es decir, en ningin momento £(¢) alcanza un valor de equilibrio.
La histéresis sucede cuando la evolucion del grado de avance de reaccién, en
términos del voltaje externo, recorre un camino diferente durante los procesos
de carga y descarga, fig. (22). La forma de obtener el ciclo de histéresis con-
siste en graficar la solucién de la ec. (173) a un tiempo dado contra el voltaje
correspondiente; es decir £(t) vs £(t), omitiéndose asi la variable temporal,
fig. (23.a)).

La corriente se obtiene al sustituir la afinidad electroquimica, dada por
ec. (171), en la ec. (133) para obtener la expresién

[ §(t)
1—¢(1)

donde hemos definido la densidad de corriente I, = gi-ko/m (Ag™!), con m

=1 F[g(t)_g&
7 = ~ RT

I,

} — Q1 - 2()] - & (174)
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Figura 22: Comparacion esquematica entre tres curvas de la energia de Gibbs.

la masa del material activo en los electrodos. Un razonamiento similar, al
utilizado para construir las ciclos de histéresis para el grado de avance de la
reaccién, se puede utilizar para obtener los voltagramas al sustituir el valor
de £(t) en la ec. (174) y graficar las curvas de I(t) vs E(t), fig. (23.b)).

Antes de terminar esta seccién es importante enfatizar que la ec. (173)
relaciona las variables del grado de avance con el voltaje externo; de manera
tal que un cambio instantdneo en £(t) se refleja instantaneamente en &(t),
este comportamiento es consistente con nuestra hipétesis de cinética quimica
rapida. Cabe resaltar que en otros sistemas, como las baterias, que se encuen-
tran bajo efectos difusivos y de doble capa, un cambio en el voltaje tarda
un tiempo caracteristico en reflejarse en el grado de avance de la reaccion
quimica y el estado de carga del sistema. Con miras de realizar un ajuste de
datos experimentales, podemos considerar que el voltagrama asociado a un
conjunto de parametros experimentales, 2, £, k, ((t) y w, puede interpretarse
como el promedio de varias trayectorias de Langevin.

5.3. Ajuste de datos experimentales

El proceso de carga/descarga de un supercapacitor puede ser resultado
del acoplamiento de varios fenémenos fisicos que limiten el desempeno. Por
ejemplo, por un lado la cinética quimica de los electrodos puede ser muy
rapida, tanto que los iones que se encuentran en el electrolito no alcanzan a
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llegar a la superficie del electrodo; ya sea por efectos de difusién o porque
interactian con otros iones, o inclusive, el electrolito. En la préctica, cada
uno de estos efectos contribuye a la corriente y pueden ser discernidos uno
del otro en términos de la relacion que satisface la corriente con la velocidad
de barrido, v [24].

Los datos experimentales corresponden a voltagramas ciclicos de un su-
percapacitor simétrico con electrodos hechos de esferas de MnOy decoradas
por gotas de cobalto recubiertos con carbono (MnO,-NPs@Co/C) para un
rango de potencial de 0-0.8 V y velocidades de barrido v = 0.03Vs™! (diaman-
tes), 0.05Vs~! (cruces) and 0.07Vs™! (circulos) [79]. El ajuste experimental
se hizo para los correspondientes velocidades de barrido y parametros del
sistema; primero resolviendo para £(t) de la ec. (173) y calculando el valor
del promedio como funcién del voltaje, £ [€(t)]. Después, el valor promedio
es sustituido en la ecuacion para la densidad de corriente

pr o (i) 00 -2) - % (6~ &), (175)

En el ajuste de los datos experimentales es necesario considerar el proto-
colo de entrada del voltaje externo; es decir, a pesar del que el voltaje cambia
de manera ciclica entre los valores de 0-0.8 V, los voltagramas cambian si el
ajuste se hace con un protocolo sinusoidal o uno triangular. En general, por
lo que se puede ver en la literatura experimental, el protocolo del voltaje no
corresponde con ninguno de los dos. En la fig. (27.a)) se muestra el ajuste
usando un protocolo sinusoidal de la forma £(t) = &; sin(wt) es razonable-
mente bueno, usando los pardametros correspondientes para cada velocidad
de barrido: v = 0.03Vs™! (diamantes) usando [, = 2 Ag™*, Q = 2.75; v =
0.05Vs™* (cruces) con I, = 3.6 Ag~' y Q = 2.62; v = 0.07Vs~! (circulos), con
I,=4.95Ag"!y Q= 2.56. El resto de los demds pardmetros son: £ = 0.025,
£1=0.4 Vy &=0.4 V. En la fig. (27.b)) se muestra que el ajuste con ambos
protocolos del voltaje externo.

Un resultado inesperado del ajuste de los datos experimentales es la de-
pendencia del pardmetro regular con el voltaje externo. Acorde con nuestro
modelo, deberia ser una cantidad constante definida en términos las acti-
vidades de las sustancias puras, este hecho sugiere que futuras generaliza-
ciones del modelo deben incluir este efecto al considerar que el parame-
tro regular tiene dependencia explicita con el voltaje externo, Q(E(t)) =

In (Y100, (E()) /Varnoz o+ (E(1))|-
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Figura 24: Ajuste de voltagramas ciclos para las velocidades de barrido v =
0.03Vs™! (diamantes), v = 0.05Vs™! (cruces), and v = 0.07Vs™! (circulos)
con el valor de los pardmetros dados en el texto; b) Comparacién del ajuste
de un voltagrama con velocidad de barrido v = 0.07Vs™! (circulos) por un
protocolo sinusoidal (puntos) y uno triangular (linea continua) del voltaje.

66



5.4. Disipacion de energia

La mayor consecuencia de la manifestacién de la histéresis se traduce en
diversos problemas técnicos en aplicaciones y limita el desempeno de estos
sistemas. Un elemento caracteristico de las baterias y supercapacitores que
exhiben histéresis dindmica es la relacién del area encerrada durante el ciclo
con la frecuencia del voltaje externo a través de una ley de potencia. Los
demés parametros, como la amplitud del voltaje y €2, también influyen en
el tamano del drea encerrada; por ejemplo, el parametro regular cambia la
altura de la energia libre de Gibbs, asi que mientras mas grande es {2 mas
grande es el area encerrada.

Pensemos ahora en el drea encerrada durante el ciclo, A., cuando todos los
parametros se mantienen fijos y se cambia la frecuencia angular del sistema.
Si analizamos el sistema en términos de la energia de Gibbs y una condicién
inicial dada para el grado de avance de la reaccion quimica. Cuando w es
muy grande, el sistema no tiene el suficiente tiempo para cambiar de minimo
(o no se aleja lo suficiente de su condicién inicial en un ciclo), asi que el area
decrece conforme w — o0; de manera andloga, w — 0 implica que el area
tiende a cero. Entre estos dos regimenes existe un valor w,,., en el que el
area encerrada es maxima

El drea encerrada, asi como la energia disipada del sistema, puede ser
relacionada en términos de los pardametros w, €1 y la amplitud del voltaje
externo, £, a través de la primera ley de la termodindmica, que para este
sistema es

dU = 6Q + £(t)dg, (176)

donde &(t)dq representa el diferencial de trabajo suministrado por el voltaje
externo, £(t), para transferir un diferencial de carga, dg. Entonces la ec. (176)
puede ser sustituida en la energia disipada por ciclo, dada por

By = —facg - ?f(g(t)dq —dv), (177)

que puede ser simplificada al notar que la energia interna, U, es una ecuacién
de estado, que satisface ¢§ dU = 0, tal que podemos escribir

By = f{ £(t)dg. (178)

Considerando las ec. (131) y ec.(133), tenemos dq = ¢;,-d€ y de esa forma
podemos identificar que el area encerrada, A., del ciclo de histéresis satisface
la relacion

Eg _
glqtr

}{ 55@) de = A(w, Q. &), (179)
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Figura 25: a) Comportamiento del drea vs w en escala log-log para los parame-
tros: 2 =2.56, & =1y ¢ =0.06; b) Comportamiento del drea vs w para los
mismos parametros. Las curvas, en ambos casos, corresponden al promedio
de 50 trayectorias de Langevin.

donde & ¢qq, representa un valor de referencia de la energia. Tomando la ec.
(179) se sigue que la energfa disipada tiene una fuerte dependencia en la
frecuencia externa w, la altura de la barrera (0 y la amplitud del voltaje ex-
terno, &£;. La fig. (25) muestra el comportamiento tipico del area como fun-
cién de w en escala log-log, denotando una ley de potencia para los regimenes
W K Winae ¥ W > Wiaee; los exponentes de cada una de las leyes depende de
los parametros del sistema.

En general, la dependencia de la energia disipada, o el drea encerrada
A (w) con los pardmetros del sistema es no monoténico; y sélo con la fre-
cuencia del voltaje externo se encontraron leyes de potencia. En la fig. (26) se
muestra el efecto cualitativo en el ajuste de los datos cambiar los parametros
Q v w. El valor para el cual la frecuencia y el drea son maximas, dependen
de la eleccion de pardametros, por conveniencia, tomaremos el cociente con el
valor de méxima energia disipada Egmax(wﬁax) con miras de normalizar la
energia. Notando primero que

EQ
—dmar _ 4D (180)

c,mazx’
gl Gtr
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Figura 26: Ajuste experimental para v = 0.07Vs™! (circulos) con pardmetros:
I, =495 w = 02748, & = & = 04, k = 0.025, ¢ = 0.025, and 2 =
2.56. a) Comparacién del ajuste de los datos experimentales dejando fijos
todos los pardmetros y variando w; b) Comparacién del ajuste de los datos
experimentales dejando fijos todos los parametros y variando Q.
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de forma que se obtiene la expresiéon mas general

Ey A,
= ) 181
Ez?,max Agmaz ( )

La dependencia de la normalizacién de la energia disipada Ey/ Egmm con
la frecuencia del voltaje externo puede ser obtenida numéricamente como
el promedio sobre muchas trayectorias de Langevin de la ec. (173) con los
valores de Q y & fijos al calcular A.(w) como un promedio de dreas sobre estas
trayectorias. La energia disipada aumenta hasta llegar a un valor maximo en
E(?,maz para wi,.; para w > Wma, la tendencia es decrecer hacia cero.

Un enfoque similar se puede tomar al dejar fijos los parametros w y &,
variando (; de forma que incrementar el pardmetro regular aumenta la al-
tura de la barrera de la energia de Gibbs, asi que el area también aumenta
fig.(26.b)). Sin embargo, al hacer las graficas log-log no se encontré ningin
tipo del ley de potencia.

En el régimen de frecuencias 0 < w < wWmae, la energia disipada puede
relacionarse con el area encerrada, siguiendo la siguiente ley

Ed w K
~ 182
e e

,max max

donde el 4rea se encuentra normalizada respecto al drea maxima AS! (wS,.),
que depende de la elecciéon de los parametros del sistema. Las leyes de esca-
lamiento para las curvas de los datos experimentales con Q2 = 2.56 (negro),

Q= 2.62 (azul), 2 = 2.75 (rojo) se muestran en fig. (27).

5.5. Extensiones del modelo

En la descripcién de sistemas electroquimicos mas generales es necesario
acoplar la cinética quimica con otros efectos, entre los que se encuentran:
difusién (que puede suceder en el electrolito, en la superficie o inclusive de
manera intersticial a lo largo de la red cristalina del electrodo), doble capa,
solvatacién, reacciones quimicas secundarias, entre muchos efectos no idea-
les. En algunos casos, dichas contribuciones pueden ser despreciables; sin
embargo, el escenario mas comun es que determinen la energia y la potencia
especifica que el sistema puede alcanzar. En otras palabras, dichos efectos no
ideales pueden ser englobados, y usados para comparar con otros dispositivos,
mediante una grafica de Ragone, fig. (1).

La manera en que los efectos no ideales son estudiados es a través de
generalizaciones de la ecuaciéon de corriente-sobrepotencial. En esta seccion
mostraremos que la termodindmica irreversible de sistemas pequenos también
puede ser utilizada para describir celdas electroquimicas mds generales.
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Figura 27: Valores normalizados de la energia disipada para los pardmetros:
Q = 2.75 (linea continuas), wper = 0.302 y Apee = 0.6; @ = 2.62 (linea
discontinua), wmez = 0.46 y Apee = 0.57; Q = 2.56 (puntos), wpae, = 0.52
y Apmaz = 0.55. Los pardmetros fijos son: & = & = 0.4, ky = 0.077s7L,
k =0.025y ¢ = 0.025.

5.5.1. Electrodos dependientes del voltaje

En la secciéon 5.3 durante el ajuste de los datos experimentales, identi-
ficamos que los voltagramas fueron ajustados usando diferentes parametros
regulares, a pesar de tratarse del mismo material. La explicacién de este re-
sultados se debe a la dependencia del parametro regular, 2, con el voltaje
externo (en particular con w). A pesar de que la diferencia entre los pardme-
tros regulares no es mayor al 10 %, en otros sistemas podria ser un efecto
apreciable; en particular, para explicar la asimetria del ciclo de histéresis
durante los procesos de carga y descarga.

En miras de conocer la forma explicita de la dependencia del parametro
regular con el voltaje, que a su vez se encuentra dado por el cociente de las
actividades puras, es necesario realizar un modelo o recurrir a datos experi-
mentales. Sin embargo, es posible ilustrar dos casos limites que corresponden
a materiales que se oponen o facilitan el proceso de carga. En un material que
se opone al proceso de carga se esperaria que (&) fuera maxima cuando el
voltaje es cero y cero cuando & = &1 maz; €1,min, que puede ser modelada por
una funcién tipo tienda Q,(&1); andlogamente, en uno que lo favorece serfa
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Figura 28: Ciclos de histéresis para Q, (V) y (V) comparada contra la cur-
va experimental 2 = 2.56; todas las curvas fueron hechas con los parametros
E1 =04, w=0.2748, = 0.025 y Qrpaw = 2.56.

maxima en € = & naz, E1,min ¥ cero £ = 0, que denotamos con €y (&;).

En la fig. (28) se muestra el efecto que tiene la dependencia del pardmetro
regular en el voltaje impacta en la energia que disipa la celda electroquimi-
ca para los casos Q(&1) v Q4(&1). Como es de esperarse, el drea encerrada
asi como la energia disipada es menor cuando el sistema no se opone a los
procesos de carga y descarga.

5.5.2. Procesos no faradaicos

En los electrodos de las celdas electroquimicas pueden suceder tanto pro-
cesos faradaicos?® como no faraddicos?®! de manera simultdnea durante la
carga/descarga del sistema. En general se espera que alguna de estas dos
contribuciones a la corriente puede ser despreciada, como en el caso de las
baterfas, donde los procesos pseudocapacitivos (faradaicos) no contribuyen
con mas del 5% de la carga almacenada por el sistema [15].

En una descripcién integral de este tipo de sistemas es necesario incluir
tanto las contribuciones faraddicas como las que no lo son, principalmente por

20E] almacenamiento de carga se lleva a cabo por transferencia de electrones que cambian
el estado de oxidacién del material.
21La acumulacién de carga se hace de manera electrostética.
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que el disenio actual de las celdas electroquimicas aspira a obtener ventaja de
ambos tipos de contribuciones; es decir, mayor potencia y energia especifica.
En esta categoria se encuentran los materiales hibridos, que son materiales
prometedores y que se encuentran sujetos a varios retos de investigacion y
desarrollo. Entre los principales desafios se encuentra el diseno de electrodos
hechos con compuestos que combinen diferentes materiales que poseen dis-
tintas propiedades tanto electroactivas como conductoras; por ejemplo, ma-
teriales inorgdnicos (como MnOy y LiFePO, que exhiben pseudocapacitan-
cia), materiales conductores (como el grafeno y otros materiales de carbén)
y polimeros conductores organicos [80].

Los sistemas en el que alguno de los electrodos se encuentra hecho de algtin
material hibrido son denominados supercapaterfas??. Aunado a las practica-
mente infinitas formas de sintetizar materiales hibridos, también hay que
considerar las diferentes posibilidades de arreglos en las celdas electroquimi-
cas, al combinar electrodos con propiedades faraddicas opuestas; como es el
caso de supercapacitores asimétricos (el electrodo positivo exhibe pseudoca-
pacitancia y el otro no). Respecto a este punto, el espectro de sistemas que
exhiben tanto procesos faraddicos como no faraddicos es muy extenso y tiene
un amplio interés debido a futuras aplicaciones tecnoldgicas [81, 82].

La descripcion de este tipo de sistemas parte de que la corriente total es
la suma de las contribuciones faraddica, Ir, y la no faradaica, I, es decir
15

I =1p+Ig, (183)

la contribucién de la corriente faradaica se obtiene siguiendo la discusién de
la seccién 5.2; es decir, resolviendo la ec. (173) para el grado de avance, obte-
niendo su promedio sobre varias realizaciones y sustituyéndolo en la ec. (175).
La corriente total es entonces la suma de la ec. (175) més el término capa-
citivo, o no faraddico, que se encuentra dado por la ec. (6). La suma directa
de estas dos ecuaciones es equivalente a pensar que los procesos faraddicos y
capacitivos son independientes entre si?®.

Los valores tipicos de C'py, para la mayoria de los sistemas no supera el
orden de Farads; por ejemplo: capacitores ceramicos son del orden de pF-uF,
de pelicula de plastico nF-mF, de carbén uF y de electrolitos uF-F. En todos
esos casos, la contribucion capacitiva a la corriente puede ser despreciada,
yva que la pseudocapacitancia tipica de un supercapacitor se encuentra en el

22Gistemas electroquimicos que poseen una alto rendimiento de conversién de energia
(tal como las baterias) con una alta potencia (tal como los supercapacitores).

23En caso de que hubiera dependencia entre estas variables, se podria asumir que la
carga en la doble capa es proporcional al grado de avance de la reaccién quimica o inclusive
alguna relacién funcional més compleja entre si; lo que modificaria la ec. (173).
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Figura 29: Comparacién entre voltagramas en presencia y ausencia de efectos
faraddicos con los parametros & = 0.4, w = 0.2748, ( = 0.025 y Q2 = 2.56.

orden 1Fg~'-kFg™!. En la fig. (29) se ilustra que el voltagrama no cambia
mucho cuando la contribucién capacitiva es pequena; sin embargo, cuando las
contribuciones faradaicas y no faradaicas son del mismo orden, el voltagrama
sugiere que es necesario modificar la hipétesis de la independencia de las
cantidades Ir e I v realizar un modelo més general.
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6. Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se realizé un modelo para describir la corriente de un
supercapacitor simétrico redox en términos de la termodindmica irreversible
de sistemas pequenios, lo que a su vez se uso para ajustar datos experimentales
y predecir el comportamiento de la energia disipada por ciclo.

Comunmente, en la literatura cientifica, la descripcion de las celdas elec-
troquimicas se realiza mediante las ecuaciones de corriente-sobrepotencial y
Butler-Volmer, que son expresiones para sistemas dominados por la cinética
quimica de los reactivos en los electrodos; o en su defecto, también son comu-
nes las generalizaciones de éstas ecuaciones para sistemas en condiciones no
ideales. En ese sentido, la termodinamica irreversible de sistemas pequenos,
representa un marco tedrico que también puede utilizarse para describir la
corriente y es consistente con las ecuaciones de corriente-sobrepotencial y
Butler-Volmer.

La descripcién del supercapacitor, en términos de la termodindmica de
sistemas pequenios, parte de la relaciéon que existe entre la corriente y la
afinidad electroquimica. La virtud de este enfoque radica en que generaliza
la expresién de la corriente, de forma tal, que cuando se hace una expansion
a primer orden cerca de equilibrio (£ ~ &,), es posible obtener la ecuacién
de corriente-sobrepotencial; que a su vez, cuando la corriente es pequena y
las concentraciones no difieren mucho respecto a los valores de equilibrio, se
reduce a la ecuacién de Butler-Volmer. En punto relevante es que sucesivas
generalizaciones de la ecuacion corriente-sobrepotencial, cerca del equilibrio,
pueden ser obtenidas al considerar mas términos en la expansién de Taylor;
este procedimiento quiza sea un esquema valioso en términos del ajuste de
datos experimentales en futuros trabajos.

Una vez que se establecié que el formalismo de la termodindmica irre-
versible de sistemas pequenos da una descripcién completa de la corrien-
te en sistemas electroquimicos y que es consistente con las formulaciones
clésicas (ecuacién de corriente-sobrepotencial); se realizé un modelo para un
supercapacitor simétrico con electrodos a base de MnQOs. Dicho sistema se
encuentra dominado por una cinética quimica rapida donde los efectos no
ideales como la interaccién con el electrolito (como la auto-descarga), difu-
sién, solvatacion/desolvatacién, doble capa, efectos de superficie y otros més
son completamente despreciables. El modelo parte de la descripcién de la
afinidad electroquimica de la reacciones llevada a cabo en los electrodos del
supercapacitor.

La afinidad electroquimica permite relacionar las concentraciones en los
electrodos con el potencial eléctrico externo dada una reaccién quimica en la
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celda. Una vez establecida la relacion entre estas variables es posible escribir
la afinidad electroquimica en términos del grado de avance de la reaccién
quimica; esto se logra al establecer un modelo para las actividades quimicas.
Nosotros elegimos utilizar la ley de Vegard, que establece una relacién lineal
entre dichas cantidades. Este procedimiento tiene tres ventajas: la primera,
es completamente consistente con el modelo de Margules de una mezcla re-
gular; segundo, permite dar una interpretacién fisica al parametro regular
como funcién de las actividades quimicas de los compuestos puros; tercero,
es posible obtener extensiones del modelo mas alla de la mezcla regular al
establecer relaciones no lineales entre el grado de avance y los compuestos
puros. Este tltimo punto es relevante debido a que en la literatura existen
muchos modelos de mezclas reales?®; en ese sentido, generalizar la ley de
Vegard, al establecer una relacién no lineal entre las actividades de los com-
puestos puros y el grado de avance de reacciéon quimica representa una forma
de modelar mezclas reales. Este enfoque representa una directriz en futuros
trabajos.

La ley de Vegard se uso para escribir la afinidad electroquimica como fun-
cién del grado de avance de la reacciéon quimica, lo que nos permitié hacer
dos cosas: por un lado, establecer una ecuaciéon de Langevin para el grado de
avance de la reaccién quimica de un supercapacitor redox como funcién de
los pardmetros del sistema, ec. (173) y, por otro lado, una ecuacién para la
corriente con la que ajustamos voltagramas experimentales; ec. (175). Una
consecuencia del modelo es que la ecuacién de Langevin para el grado de
avance de la reaccién quimica pertenece a una categoria de sistemas que ex-
hiben histéresis dinamica; la principal implicacién, es que tanto la magnitud
del voltaje externo como su frecuencia se encuentran relacionados con el area
encerrada durante un ciclo de carga/descarga a través de una ley de poten-
cia. Es importante enfatizar que no existe un comportamiento general para
caracterizar a todos los sistemas que exhiben histéresis dinamica y que los ex-
ponentes asociados a las leyes de potencia dependen tanto de los parametros
del sistema como a la clase de universalidad a la que éste pertenece.

El area encerrada en el ciclo de histéresis es proporcional a la energia di-
sipada del supercapacitor redox, ec. (179); lo que se traduce en la existencia
de una frecuencia del voltaje externo en la que disipacién es maxima, Wz,
y dos regimenes, w <K Wz ¥ W > Whnae, €0 los que la energia disipada sa-
tisface leyes de potencia. Los exponentes para cada uno de estos intervalos
de frecuencias dependen del parametro regular; es decir, dado un valor de 2

24Como los modelos de: van Laar, Wilson, NRTL (Non-Random Two-Liquid), UNIAQ
(Universal Quasi-Chemical Activity Coefficient), UNIFAC (Universal Functional Activity
Coefficient), MOSCED (Modified Separation of Cohesive Energy Density Model), entre
muchos maés
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define cada una de las leyes de potencia y no existe un comportamiento uni-
versal. Cuando se fija el valor del parametro regular y se cambia la amplitud
del voltaje o se fija el voltaje y se cambia €2 se encontrd que la energia disi-
pada depende de estos pardametros pero no siguen leyes de potencia o alguna
relacion funcional aparente entre las variables del sistema.

Dado un conjunto de valores experimentales es posible escribir su co-
rrespondiente ecuacion para la evolucién del grado de avance de la reaccion
quimica y obtener diferentes realizaciones para un ciclo de carga/descarga;
la respuesta del supercapacitor al voltaje externo, se obtiene al sustituir el
valor promedio del grado de avance sobre varias trayectorias de Langevin en
la ec. (175). El valor del pardmetro regular se ajusta directamente con los
datos experimentales y se esperaria que no dependiese de la velocidad de
barrido; el hecho de que si lo hace, sugiere una dependencia de los coeficien-
tes de actividad con el voltaje externo. En lo que concierne a este ultimo
punto, un modelo méas general de un sistema electroquimico deberia incluir
esta dependencia; en la seccion 5.5.1 ilustramos cualitativamente dos casos y
su efecto en el voltagrama.

Un aspecto relevante durante el ajuste de los voltagramas experimentales
es la dependencia de la corriente (o de manera equivalente, el grado de avance
de la reaccién) en la forma funcional del voltaje externo; es decir, si oscila
de manera sinusoidal, triangular o de otra manera. En principio, se podria
esperar que no hubiese dependencia, ya que cualquier protocolo representa
una parametrizacién del voltaje en el rango [0, 0.8]; a pesar de que los datos
experimentales se pueden ajustar bien tanto con una onda sinusoidal como
una triangular?®, esta no es la regla general en otros sistemas electroquimicos.
De hecho, quizé el sistema estudiado representa méas bien una excepcién
debido a que el Unico efecto dominante es la cinética quimica.

En términos generales, la histéresis no es un efecto deseado en el disenio de
cualquier aplicacion tecnolédgica e inclusive representa una desventaja; ya que
el sistema disipa energia durante el ciclo de histéresis y ademas no permite
relacionar la variable de entrada (el voltaje o una fuerza externa) de manera
univoca con la variable de salida (corriente o deformacién de un material).
En esos términos, el modelo que desarrollamos permite relacionar el voltaje
v la corriente para todo tiempo, conocer la energia disipada como funcién
de la frecuencia externa, asi como el valor para el cual la energia disipada es
maxima.

A lo largo de este trabajo se formulé un modelo para un supercapacitor

25El voltaje externo experimental no es sinusoidal ni triangular, por eso el ajuste de los
datos es mejor en algunas secciones del voltagrama es mejor con un protocolo y en otras
con el otro.
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redox simétrico, donde se uso la termodinamica irreversible de sistemas pe-
quenos para describir la cinética quimica de los electrodos, bajo la hipotesis
de que este efecto es el dominante y cualquier otra contribucién no ideal a la
corriente puede ser despreciada. Un punto relevante de este procedimiento,
es que puede ser utilizada para obtener generalizaciones que incluyan otros
efectos como difusién, doble capa, asi como otras interacciones no ideales.
Con respecto a este ultimo punto, el modelo aqui desarrollado puede ser
extendido para describir celdas electroquimicas més generales.
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