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Introduccion

La presente tesis tiene como objetivo mostrar la importancia de los polinomios ortogonales
en el area de procesos estocasticos. Para lograrlo se pretende mostrar la relacién cercana que
hay entre estas dos ramas, que si bien hay un sinntimero de aplicaciones, hacemos particular
énfasis en los teoremas de representacién espectral para procesos de nacimiento y muerte,
para caminatas aleatorias y para procesos de difusién, todos ellos utilizados para modelar
un sinfin de fenémenos de interés en nuestra vida diaria.

La historia de los polinomios ortogonales tiene sus origenes en el siglo XVIII y se relacio-
na con encontrar solucién a problemas de aplicacion practica. Fue gracias a Lagrange que
naci6 la primera familia de polinomios ortogonales de la historia (1784), conocidos como
polinomios de Legendre (aunque su denominacién es posterior a su descubrimiento). La
siguiente familia, en orden de aparicién, fue la de los polinomios de Hermite, en honor a
Charles Hermite quien los estudié y publicé un ensayo en 1864. La siguiente familia fue la
de los polinomios de Laguerre, llamados asi debido a que fue Nicolas Laguerre quien los
introdujé en 1879. Finalmente, la iltima clase de polinomios ortogonales clasicos surgen
debido a la teoria de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, mismas que surgieron
en el siglo XVIII como respuesta directa a problemas fisicos. Jacobi introduce una fami-
lia que generaliza a los polinomios de Legendre a partir de la funcién hipergeométrica de
Gauss. Los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite constituyen lo que hoy dia se conocen
como polinomios ortogonales clasicos en variable continua. Posteriormente se clasificaron
los polinomios ortogonales cldsicos en variable discreta, que son los polinomios de Charlier,
Meixner, Krawtchouk y Hahn.

Los operadores infinitesimales asociados a cadenas de nacimientos y muerte (como cami-
natas aleatorias o procesos de nacimiento y muerte) vienen dados en términos de matrices
tridiagonales. Por lo tanto, como veremos, se establece una conexién directa entre estos ope-
radores y polinomios ortogonales mediante la denominada matriz de Jacobi. Para el caso
de procesos de difusién, el operador infinitesimal viene dado en términos de un operador
diferencial de segundo orden. Si es posible encontrar una familia completa de autofunciones
ortogonales que resuelvan el correspondiente problema de Sturm-Liouville, podremos obte-
ner una representacién espectral de dicho proceso. Es de resaltar que este tipo de procesos
queda totalmente determinado por dicha matriz u operador infinitesimal, y como ésta queda
totalmente determinada por su representacién, podemos concluir que estos procesos quedan
totalmente determinados por estos polinomios y funciones ortogonales.

Los teoremas y proposiciones que veremos concernientes a la representacion espectral, son
consecuencia de estudiar las propiedades que tienen ciertos operadores autoadjuntos (dis-
cretos o continuos) definidos ciertos espacios de Hilbert H. En el caso de los polinomios
ortogonales clasicos de variable continua, este operador autoadjunto se define a través de
un operador diferencial de segundo orden cuyos coeficientes verifican la famosa ecuacién



de Pearson, misma que se cumple para el estudio de los polinomios ortogonales clédsicos
discretos pero definiendo esta vez el operador autoadjunto por medio de un operador en
diferencias de segundo orden. En ambos casos, los polinomios ortogonales resultan ser las
autofunciones de dichos operadores. A su vez, toda familia de polinomios ortogonales verifica
una relacién de recurrencia a tres términos (operador de Jacobi), muchos de los cuales estdn
muy relacionados con cadenas de nacimiento y muerte.

Es asi, que mediante el teorema de Favard, o teorema espectral, se aplican estos resultados
al estudio de caminatas aleatorias, procesos de nacimiento y muerte, y a procesos de difu-
sién. En todos los casos veremos que siempre aparecen ecuaciones en comun: una relacion de
recurrencia a tres términos para definir la medida y los polinomios o funciones ortogonales
respecto a esa medida, o un operador diferencial de segundo orden para los procesos de
difusién. Em ambos casos se relacionan con las famosas ecuaciones de retroceso de Kolmo-
gorov y de evolucion o de Folker Planck para demostrar que los operadores definidos son
autoadjuntos.

Como primer resultado de la representacion espectral, tenemos la féormula para expresar
la distribucion invariante, la distribucién limite condicional y limite condicional doble por
medio de los polinomios ortogonales, distribuciones que nos hablan del comportamiento
asintético de la probabilidad de transicién de estos procesos. Asi mismo, presentamos ejem-
plos de la representacién para cada tipo de proceso.

De esta forma, el trabajo es un resumen de lo mas importante que hay que saber de ambas
teorias: definiciones, propiedades y teoremas fundamentales desarrollados desde sus origenes
hasta los 1ltimos anos. El pilar y eje de esta sintesis se basa en el trabajo hecho por Wim
Schoutens en su libro “Stochastic Processes and Orthogonal Polynomials” [20] y en las notas
del curso de “Analisis espectral de procesos estocésticos”de mi tutor Manuel Dominguez de
la Iglesia. Como segundo eje y gufa me basé también en el libro de Beals y Wong [3]. Asi, la
tesis estd dividida en 3 capitulos.

El primer capitulo es un repaso de la teoria general de procesos estocasticos. Se basa princi-
palmente en el libro de Karlin-Taylor [12] . Usé también resultados del libro de Luis Rincén
[16] entre otros para demostrar algunas propiedades y ejemplos importantes, as{ como defi-
niciones béasicas utilizadas a lo largo del trabajo.

En el segundo capitulo enunciamos la definicién de polinomios ortogonales continuos y poli-
nomios ortogonales discretos. Se demuestran los resultados principales que conciernen a am-
bos: relacién de recurrencia a tres términos, teoremas de caracterizacién, de aproximacion,
relacion con ecuaciones diferenciales y en diferencias como eigenfunciones de un operador
autoadjunto, férmula de Rodrigues, relaciones de dualidad, pesos, y finalmente analizamos
las propiedades de cada uno de los polinomios ortogonales clasicos. Para este capitulo nos
basamos principalmente en el Beals-Wong [3] y en parte del trabajo de Schoutens [20].

La parte central de la tesis se trata en el capitulo tercero, pues es en este momento que
discutimos las aplicaciones de los polinomios ortogonales a los procesos estocésticos: los
teoremas de representacion espectral y sus implicaciones en el célculo de distribuciones
invariantes y condicionales en el infinito. Este capitulo tiene sus bases mayormente en la
tesis doctoral de Wim Schoutens [20], en las notas del curso de Manuel Dominguez y en
varias publicaciones [10], [8], etc., las m&s importantes hechas por S. Karlin y J. McGregor.

El campo de aplicacién de los polinomios ortogonales no sélo se limita al estudio de la
representacion espectral y al estudio de probabilidades limite condicionales, sino también



explican como se relacionan estos con los sistemas de Sheffer para generar martingalas a
través de evaluar procesos en los polinomios ortogonales. Otra de las aplicaciones de los
polinomios ortogonales es en la teoria de integracién estocéstica, dentro de la cual destaca la
propiedad de representacién cadtica y la propiedad de representacién predecible. Este tipo
de aplicaciones se pueden ver en [20].



Capitulo 1

Procesos estocasticos

Para poder hablar de procesos estocésticos necesitamos hablar sobre variables aleatorias y
sigma algebras, temas que son vistos a profundidad en un curso de teoria de la medida o pro-
babilidad. Aqui las damos para poder definir un proceso estocastico y pasamos directamente
a procesos de Markov y sus propiedades. A continuacién damos las definiciones bésicas de
estos dos conceptos aunque no se exploraran sus propiedades a fondo, pues el propdsito es
servir como herramienta para desarrollar los preliminares y ademaés el fin de la tesis no es
profundizar exclusivamente en el area de probabilidad y procesos estocéasticos, sino mostrar
la relacion de los procesos estocasticos con los polinomios ortogonales.

Dicho lo anterior, suponemos que las definiciones, proposiciones y resultados mostrados en
este capitulo son basicas y usualmente bien conocidas, sirve més bien para resaltar la impor-
tancia de la matriz de transicién de probabilidad de las cadenas de Markov, las aplicaciones
que tienen este tipo de procesos y en general los procesos de Markov en el modelaje de
incontables fenémenos, modelaje que se apoya también de la interpretacién de la integral
estocéstica. Finalmente, sirve como un resumen de lo que hay que tener presente para poder
entender las principales relaciones e implicaciones que se pretenden mostrar como objetivo
de la tesis.

1.1. Repaso de probabilidad

Definicién 1.1.1. Sea Q un conjunto. Una clase no vacia F C P() (la clase de todos los
subconjuntos de Q) se llama un o-anillo de subconjuntos de Q, si:

1. EEFEF=E—FcZ.
2. Si (E,) es una sucesion de elementos de .7, entonces \J,— | E,, € .

Si ademds Q) € F, entonces F se llama o-dlgebra de subconjuntos de ).

Notemos que

() Bn =B~ | J(E1 - En).
n=1 n=1

Es decir, cualquier interseccién numerable de elementos de % es un elemento también de
Z . De esta forma tiene sentido hablar de la siguiente definicién.



Definicién 1.1.2. (o-dlgebra generada). Sea C una coleccion no vacia de subconjuntos de
Q. La o-dlgebra generada por C, denotada por o(C), es la coleccion

o(C) = ﬂ{F : I es o-dlgebra y C C F}.
Es decir, la coleccién o(C) es la interseccién de todas aquellas o-dlgebras que contienen a C.

Considérese ahora a la coleccién de todos los intervalos abiertos (a, b) de R, en donde a < b.
A la minima o-algebra generada por esta coleccién se le llama o-algebra de Borel de R y se
le denota por B(R).

BR) =oc{(a,b) CR:a < b}.

A los elementos de B(R) se les llama conjuntos de Borel, Borelianos o conjuntos Borel
medibles.

Definicién 1.1.3. Un espacio medible es una pareja (Q, F) en la que Q es un conjunto
no vacio y F es una o-dlgebra de subconjuntos de ). A los elementos de .F se les llama
eventos o conjuntos medibles.

Definicién 1.1.4. Sean (Q, %) y (Y, F') dos espacios medibles. Una funcion f : Q —
se llama medible relativa a las o-dlgebras F y F' si f~YF') C F, i.e. f7Y(E") € .F para
todo E' € F'.

Definicién 1.1.5. Sea (2, F) un espacio medible. Una medida de probabilidad es una fun-
cion P : F — [0,1] que satisface

1. P(Q) =1.
2. P(A) > 0, para cualquier A € F.

3. Si Ay, As, ... €.F son ajenos dos a dos (A, N A, = @) para n # m, entonces
P <U An> = P(A4y).
n=1 n=1

Una definicién adicional y de gran importancia es la probabilidad condicional:

Definicién 1.1.6. Sean A y B dos eventos (A, B € F ). La probabilidad de ocurrencia del
evento A dado B se define como:

A
P(A|B) := W,
siempre que P(B) # 0.

Mencionamos ahora algunas propiedades, lemas y teoremas importantes de esta medida de
probabilidad de acuerdo con [16], en donde podemos encontrar sus respectivas demostracio-
nes.

Proposicién 1.1.1. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Entonces

1. P(®) = 0.



2. Si Ay,..., A, €.F son ajenos dos a dos, entonces
P (U Ak) = P(A).
k=1 k=1

P(A°) = 1 — P(A), donde A° = Q — A.

Si A C B, entonces P(B — A) = P(B) — P(A).
Si A C B, entonces P(A) < P(B).

0<P(A) < 1.

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

P(AU B) < P(A) + P(B).

S N N A

Proposicién 1.1.2. (Desigualdad de Boole). Sea {A, : n € N} una sucesidn de eventos.
Entonces

P(ﬁ An> > kiP(A;).

n=1

Teorema 1.1.1. (Teorema de probabilidad total). Sea (Q,.%,P) un espacio de probabilidad,
y sea {A1, As,...} una particidn de Q tal que cada elemento de la particion es un evento
con probabilidad estrictamente positiva. Entonces

P(B) =) P(B|A,)P(An)

Teorema 1.1.2. (Teorema de Bayes). Sea (2, %,P) un espacio de probabilidad, y sea
{41, As, ...} una particion de Q tal que cada elemento de la particion tiene probabilidad
estrictamente positiva. Entonces, para cualquier evento B tal que P(B) > 0, y para cual-
quier m > 1 fijo tenemos

P(B|An)P(Am)
Yo P(BJAR)P(A,)

]P(Am|B) =

Proposicién 1.1.3. Sea {A, : n € N} una sucesion no decreciente de eventos, esto es,
A; C Ay C--- . Entonces

P (U An> = lim P(A,).
n—oo
n=1

Proposicién 1.1.4. (Continuidad de la probabilidad). Sea {A, : n € N} una sucesion de
eventos convergente al evento A. Entonces

lfim P(A,) = P(A).

n—oo

10



Definicién 1.1.7. Sea (Q,.%) un espacio medible. Una variable aleatoria real es una funcion
X : Q — R tal que para cualquier conjunto Boreliano B, se cumple que el conjunto X ~1(B)
es un elemento de F

Definicién 1.1.8. Consideremos los espacios medibles (2,.7) y (R,B(R)). Si X es una
funcion de Q en R, entonces se definimos la minima o-dlgebra de subconjuntos de Q) respecto
de la cual X es variable aleatoria como

o(X)={X"1(B): BecB(R)}.
Tenemos de nuevo [16] las siguientes propiedades para variables aleatorias.
Sean X,Y wvariables aleatorias y ¢ € R una constante.

1. La funcién constante X = ¢ es una variable aleatoria.
2. X +Y es variable aleatoria.

XY es variable aleatoria.

L

SiY # 0 entonces X/Y es variable aleatoria.
5. max{X,Y} y min{X, Y} son variables aleatorias.
6. |X| es variable aleatoria.

Definicién 1.1.9. (Funcidn de distribucion). La funcién de distribucion de una variable
aleatoria X es la funcion Fx(x) : R — [0,1], definida como sigue

Fx(z) =P(X <z).
Proposicién 1.1.5. Sea F(z) la funcion de distribucion de una variable aleatoria. Entonces

1. lim F(z) =

T—> 00

2. lim F(z)=0.

Tr—r—00
3. Six1 < x9, entonces F(x1) < F(x2).

4. F(x) es continua por la derecha, es decir lim F(x) = F(a).

r—at

Definicién 1.1.10. Una funcidn F(z) : R — [0,1] es llamada funcidn de distribucidn si
cumple las cuatro propiedades anteriores.

Proposicién 1.1.6. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F(x) y de-
notemos por F(a—) = lim F(x). Para cualesquiera nimeros reales a < b,
r—a—

1. P(X <a)=F(a—).
2
3
4. P(a
5

11



6. Pla< X <b) = F(b—) — F(a—).

Definicién 1.1.11. (Variable aleatoria discreta). La variable aleatoria X se llama discreta
si su correspondiente funcion de distribucion F(x) es una funcidn constante por pedazos.

Definicién 1.1.12. (Variable aleatoria continua). La variable aleatoria X se llama continua
si su correspondiente funcion de distribucion es continua.

Definicién 1.1.13. (Variable aleatoria absolutamente continua). La variable aleatoria con-
tinua X con funcion de distribucion F(x) se llama absolutamente continua, si existe una
funcion no negativa e integrable tal que para cualquier valor de x se cumple

x) = /; fluw)du

En tal caso a la funcidn f(x) se le llama funcion de densidad de X.

Definicién 1.1.14. (Esperanza). Sea X con funcion de distribucion F(x). La esperanza de
X, denotada por E[X], se define como el nimero

E[X] = /_Z vdF (),

cuando esta integral sea absolutamente convergente, es decir, cuando f |z|dF (z) < o0, y
en tal caso se dice que X es integrable, o que tiene esperanza finita.

A la esperanza se le conoce también con el nombre de media, valor esperado, valor promedio
o valor medio, y en general se usa la letra griega p para denotarla.

Definicién 1.1.15. (Varianza). La varianza de una variable aleatoria X, se define como
la siguiente esperanza, si existe

Var(X) = E[(X — E[X])*]

Proposicién 1.1.7. (Propiedades de la varianza). Sean X y'Y con varianza finita, y sea ¢
una constante. Entonces

1. Var(X) >
2. Var(c) =

3 r(cX)—02Var( ).
4V r(X+c) Var(X).
5. Var(X) = E[X?] - E?[X].

Distribuciones importantes

A continuacién enlistamos las funciones de densidad de las distribuciones discretas maés
importantes

1. Bernoulli, B(p)

) i :07
b o , sop(f) ={0,1}, 0<p<l.
1—p, siz=1

(L.1) fz) = {

12



2. Poisson, P()\)

(1.2) f(z) = , sop(f)=1{0,1,2,...}, A>0.

3. Pascal, Pa(v, u)

(1= ) (7)apt®

(1.3) —

3 SOp(]E):{O7172,}7 ’}/>O7 O</U‘<1

4. Binomial, Bin(N,p)

(1.4) (Z/D p*(1—p)V =" sop(f)=1{0,1,2,...N}, 0<p<l.

5. Geométrica, Geo(p)

(1.5) flx)=p(1 —-p)*, sop(f)={0,1,2,...}, 0<p<1.

6. Hipergeométrica I Hyp(a, B, N)

(1.6)

f(l'): ) Sop(f):{OaLN}v O‘a6>_17 Oé,6<—N.

(N) (a + 1)w(ﬁ + 1)N71
x (a+B+2)n

7. Hipergeométrica II HypII(«, 3, N)

a B
T N —=x
a+p ’
N
A continuacién enlistamos las funciones de densidad de las distribuciones continuas maés
importantes

sop(f) =40,1,...N}, a,>-1,a,8<—N.

1. Normal, N (u,0?)

()2
(1.8) f(x):\/;?exp<(x202u)), sop(f) =R, pweR, o*>0.

2. Gamma, G(a, )

(19) f(l’) = 7$a7167w/53 sop(f) = (0700)7 avﬁ > 0.

13



3. Beta, B(a, )

(110)  f(x) = ﬁxa—lu — 2P sop(f) = (0.1), @8> 0.
4. Exponencial Exp(A)

(1.11) f(x)=Xe™", sop(f) = (0,00), A>0.
5. Uniforme U(a,b)

(1.12) fa) = ﬁ sop(f) = (a,b), a<b.

1.2. Algunos tipos de procesos estocasticos

Definicién 1.2.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias { Xy : t €
T} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parametral, en donde las variables
toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

En los casos mas sencillos se toma como espacio parametral el conjunto discreto 7 =
{0,1,2,...} y estos nimeros se interpretan como tiempos. En este caso se dice que el proceso
es a tiempo discreto, y en general este tipo de procesos se denotard por {X,, : n =0,1,...},
o explicitamente,

Xo, X1, Xo, ...

Asi, para cada n, X, es el valor del proceso o estado del sistema al tiempo n.
El espacio parametral puede también tomarse como el conjunto continuo T = [0, o). Se dice
entonces que el proceso es a tiempo continuo, y se denotara por

Por lo tanto, seguiremos la convencién de que si el subindice es n, entonces los tiempos son
discretos, y si el subindice es ¢, el tiempo se mide de manera continua.
A continuacién enumeramos los tipos de procesos estocasticos mas importantes que hay.

1. Procesos con Incrementos Independientes Estacionarios

Sean t1 <ty < ... < ty, con ty,ts,...,t, € R. Si las variables aleatorias

th - tith - Xt27 o 7th - th—l
son independientes para todas las elecciones de t1,ts,...,t, decimos entonces que X;
es un proceso con incrementos independientes.

Si la distribucién de los incrementos Xi, +n — X¢, depende sélo de la longitud del
intervalo y no del tiempo ¢; entonces se dice que el proceso tiene incrementos esta-
cionarios.
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2. Martingalas

Sea X; un proceso estocastico con valores en R con conjunto indizador continuo o
discreto. Decimos que X; es una martingala si

E[|X:|] < oo para toda t, y si para cualquier 1 < tg < ... < tpy1,

E[th+1|Xt1 =day... aXt = an} = an

n

para todos los valores de a1, ..., a,.

Para poder hablar de la definicién general de martingala necesitamos el concepto de
filtracién.

Definicién 1.2.2. Una filtracion es una coleccion de o-dlgebras {Fp}n>1 tal que
Fn C Fm, cuando n < m. En particular, la filtracion natural o candnica de un
proceso { X, : n > 1} es aquella sucesion de o-dlgebras definidas por

yn:O'{X17...,Xn}7 77,21

Damos ahora la definicién de adaptacién.

Definicién 1.2.3. Se dice que un proceso estocdstico {X, : n > 1} es adaptado a una
filtracion {F,}n>1 si la variable X, es %, -medible, para cada n > 1.

Podemos ahora dar una definicién un poco maés general de martingala.

Definicién 1.2.4. Se dice que un proceso a tiempo discreto {X,, : n > 1} es una
martingala respecto de una filtracion {F, }n>1 si:

= FEs integrable.

= Fs adaptado a la filtracion.

= Para cualesquiera n < m,

E(Xm|Zn) = Xn.

3. Procesos de Markov

Sea X; un proceso estocastico con espacio de estados S, un proceso de Markov es un
proceso para el cual

P{G<Xt Sb‘th Zl‘l,th :.TQ,...,th :Z‘n} :P{G<Xt §b|th :J}n}

siempre que t; < to < ... <t, <ty paratoda ri,z9,...x, € Sy a,beS.

En palabras simples, la probabilidad del comportamiento particular del proceso en el
futuro, dado que se conoce su valor presente no se ve alterado por informacién adicional
concerniente a su pasado.
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1.3. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Una cadena de Markov discreta {X,,} es un proceso estocdstico de Markov con espacio de
estados £ C N un conjunto numerable o finito, y para el cual N = {0,1,2,---}. Es conve-
niente identificar el espacio de estados del proceso con los enteros no negativos {0, 1,2,...}
y se acostumbra decir que X, estd en el estado i si X,, = 1.

La probabilidad de que X,,+; = j dado que X,, =i se llama probabilidad de transicién
de un paso y se denota por Pi;»’"'H, es decir,

(113) PZ‘JHJ = ]P)(Xn-l-l = j|Xn = Z)

Notese que la notaciéon hace énfasis en el hecho de que en general las probabilidades de
transicion son funciones no sélo del estado inicial y el estado final, sino también funcién del
tiempo de transicién. Cuando las probabilidades de transicién de un paso son independientes
del tiempo, es decir del valor de n, decimos que el proceso de Markov tiene probabilidades
de transicién estacionarias o que la cadena de Markov es homogénea.

En ese caso Pﬁ’"‘k1 es independiente de n y P;; es la probabilidad de que en un intento el
valor del estado vaya de 7 a j. Se acostumbra ordenar estos valores P;; en una matriz de la
siguiente forma

Py FPo1 Poo
Py P P2
Py Py Pa
(1.14) P=1 : :
Py Py Pp

Nos referimos a ella como P = (P;;) la matriz de transicién de probabilidades del
proceso.

La fila ¢ + 1 de P es la distribucién de probabilidad de los valores de X, 41 bajo la con-
dicién X,, = i. Si el nimero de estados es finito entonces P es una matriz cuadrada finita
cuya dimensién es igual al nimero de estados. Claramente, las cantidades P;; satisfacen las

condiciones

Py >0, i,j=012,...

o0
Y pj=1, i=012,...
=0

El proceso queda totalmente determinado una vez determinada la matriz de transicién (1.14)
y el valor de X. Se puede probar por induccién y usando la propiedad de Markov que

P(Xo =0, X1 =41, Xo =t2,..,. Xpy =) = P, i Pir_sin_1-Pio,iPig
donde

Pio = ]P(XO = ’Lo)
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Definimos ahora la probabilidad de alcanzar el estado j en n transiciones dado que empe-
zamos en el estado ¢ como:

Pl =P(X, = j|Xo = i).

Teorema 1.3.1. Si la matriz de probabilidad de un paso de una cadena de Markov es (P;;),
entonces

Pi? = Z Pz?;cpkfj
k=0

para cualquier par de enteros fijos mo negativos r y s que satisfacen r + s = n, donde

definimos
1, i=j
0 _ )
P = {o, i#j}

Ejemplos

1. El siguiente ejemplo es el modelo genético debido a S. Wright. Asumimos que la po-
blacion de genes es constante y de tamano 2N compuesta de individuos del tipo a y
del tipo A. La siguiente generacién esté determinada por 2N intentos independientes
binomiales: si la poblacién ancestral consiste de j genes a y 2N — j genes A entonces
cada intento resulta en a o en A con probabilidades

J J

pj:ﬁa szl_ﬁ’

respectivamente. Se llevan a cabo selecciones repetidas con reemplazo. Con este pro-
cedimiento generamos una cadena de Markov {X,,} donde X,, es el nimero de genes
a en la n-ésima generacién en una poblacion de tamano 2N. El espacio de estados
contiene los 2N + 1 valores {0,1,2,...,2N}. La matriz de transicién de probabilidad
se calcula de acuerdo a la distribucién binomial como

. 2N k.
Pj, =P(X,11 = k| X, =7) = ( . )p;?qj.N ¥ (j,k=0,1,...,2N).

Notemos que una vez que X,, = 0 o X;, = 2N entonces X,+x = 00 X,4p = 2N
respectivamente para toda k > 0.

Uno de los problemas de interés es determinar bajo la condicién Xy = i la probabilidad
de que la poblacién termine compuesta tinicamente de genes del tipo a o del tipo A,
de la misma forma es importante saber a que tasa se aproxima a este estado.

2. Uno de los ejemplos méas sencillos sobre cadenas de Markov a tiempo discreto son las
caminatas aleatorias. Una caminata aleatoria es una cadena de Markov cuyo espacio
de espacios es un conjunto finito o infinito de los enteros, en el cual una particula, si
esta en el estado i, puede en una sola transiciéon quedarse en el estado ¢ o moverse a
los estados adyacentes ¢ — 1 6 i + 1. Si el estado de espacios se toma como los enteros
no negativos, la matriz de transicién de la caminata aleatoria tiene la forma
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o Po 0 0

@1 mm pp O

0 g 712 p2
(1.15) pP=

0 @ mn p O

Donde p; > 0,¢; > 0,7, > 0y g+ +p; = 1,0 =1,2,...(6d > 1),pp > 0,79 >
0,70+ po < 1. La posibilidad g + pg < 1 se entiende como que existe una probabilidad
qo =1 — po — r9 de que el proceso sea absorbido a cierto estado —1.

Un ejemplo importante de caminata aleatoria es la caminata aleatoria simétrica, que

sirve como versién discreta del movimiento Browniano. La caminata aleatoria simétrica
en los enteros es una cadena de Markov con espacio de estados todos los enteros y con

p sij=i+1
Pij: q Sl]:Z_l 5 i,jGZ, p+q:1

0 de otra forma.

1
El ejemplo mas sencillo de caminata aleatoria simétrica corresponde al casop = ¢ = —.

La caminata aleatoria simétrica en n dimensiones consiste en identificar el espacio de
estados con el conjunto de todos los puntos k = (k1,ke,...,k,) con entradas en los
enteros. La matriz de transicién de probabilidad estd definida por

—_— 51 7,L ; — = 1
Pk:l — Mm S1 Ez:l |ll k1|
0 de otra forma.

y analogo al caso 1-dimensional, la caminata aleatoria simétrica n-dimensional repre-
senta una versién discreta del movimiento Browniano n-dimensional.

Clasificacién de los estados de una cadena de Markov

El estado j se llama accesible desde el estado i si para algin entero n > 0, Pz > 0, es
decir, j es accesible desde el estado ¢ si hay una probabilidad positiva de que en un tiempo
finito de transiciones el estado j sea alcanzado comenzando en el estado i. Si dos estados
1y j son accesibles entre si, se dice que se comunican y escribimos ¢ <> j. El concepto
de comunicacién es una relacién de equivalencia, misma que induce una particién sobre el
conjunto de estados.

Decimos que una cadena de Markov es irreducible si la relacién de equivalencia inducida
por la comunicabilidad induce una sola clase. En otras palabras, es irreducible si todos los
estados se comunican entre si.

Definimos ahora el periodo del estado i, d(¢), como el maximo comun divisor de todos los

d(i
enteros n > 1 para los cuales P} > 0, d(i) = m.c.d{n > 1 : P! > 0}. (Si P! = 0 para
todos los n > 1 definimos d(¢) como d(i¢) = 0). Si en la caminata aleatoria todos los r; = 0,
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entonces cada estado tiene periodo 2. Una cadena de Markov en la cual cada estado tiene

periodo 1 se llama aperiddica,

Consideremos ahora un estado arbitrario ¢ fijo. Definimos para cada entero n > 1
T=P(X,=14,X,#i,v=1,2,...,n— 1| Xy =1).

En otras palabras, f]} es la probabilidad de que, empezando en el estado % el primer regre-
so al estado i ocurra en n transiciones. Tenemos que f: = P;; y f7 puede ser calculado
recursivamente de acuerdo a

k k
P”L = Z ZZPZ”; ’ 1
donde definimos f;} para toda i.

Definicién 1.3.1. La funcién generadora P;;(s) de la sucesion {P];} es

o0

Pij(s) =Y _Pps", |s| <1,

n=0
De manera similar definimos la funcién generadora para la sucesion { ZJL}

oo

Fij(s)=>_fhs", |s| <L

n=0
Recordemos ademas que si

:iaksk y B(s) ZiblSl
k=0 =0

entonces

A(s)B(s) =C(s) = ZC,«ST
r=0
donde

Cr = aobr + ale,1 + ...+ arbo.

Si identificamos a las aj,s con las f£’s y a las b}s con las P};’s entonces obtenemos
Fii(s)Pii(s) = Pu(s) — 1, [s] <1

1

P“-(s) = 1_7}%(8),

|s| < 1.
Obtenemos entonces que
n
k ko s
=D _f5P5" i# g n=0
k_

donde Z’; es la probabilidad de que la primera llegada del estado ¢ al estado j ocurra en k
transiciones.

De nuevo definimos fi(]Q) = 0 para todo ¢ y j. Se sigue que

Pij(s) = Fij(s)Pj;(s), [s| <1.
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Definicién 1.3.2. Decimos que un estado i es recurrente si y sélo si

d =1
n=1

Lo anterior quiere decir que un estado 4 es recurrente si y sélo si, comenzando en el estado
1, la probabilidad de regresar al estado i después de un intervalo finito de tiempo es 1. Un
estado no recurrente se llama transitorio.

Teorema 1.3.2. Un estado es recurrente si y solo si

o0

n __
E Pji = oo.
n=1

Ademds, sii <> j y 1 es recurrente entonces j es recurrente.

Lo anterior demuestra que todos los estados en una clase de equivalencia son recurrentes o
transitorios. El niimero esperado de regresos al estado ¢ dado que Xy =17 es

o

n
E P
n=0

Asi, el teorema anterior establece que un estado i es recurrente si y sélo si el nimero esperado
de regresos es infinito.

Enunciamos ahora el teorema basico de las cadenas de Markov.

Teorema 1.3.3. (El teorema limite bdsico para cadenas de Markov)

a) Consideremos una cadena de Markov recurrente, trreducible y aperiddica. Sea PJ} la
probabilidad de entrar al estado i en la transicion n,n =0,1,2,..., dado Xo = 1.

Convenimos P = 1. Sea f la probabilidad de regresar por primera vez al estado i en la
transicion n,n = 0,1,2,... donde f2 = 0. Asi

n

" e 1 sin=0
Pii_z.fii kPﬁ:

= 0 sin>0
FEntonces
1
lm P = —+——
it S "'
n—roo > o fh

b) Bajo las misma condiciones

lim P} = lim P.
n—oo J n—oo

Podemos consultar la demostracién en [12].

Hay que notar que si C' es una clase recurrente entonces P/; = 0 para i € C, j ¢ Cy cada
n. Asi, una vez en C, no es posible dejar C. Se sigue que la submatriz (P;;),,j € C es
una matriz de transicion de probabilidad y su cadena de Markov asociada es irreducible y

recurrente.
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Notemos también que si a,, — a conforme n — oo, se tiene que

n
1
lim — E ar = a.
n—o0o N,
k=1
Asi, si ¢ es un miembro de una clase aperiédica recurrente entonces

n

1 1 1
Hm*ZPiT:ooinzf

n=een S Yn—onfl M

donde m; es el tiempo medio de recurrencia.

Si i es un elemento de una clase recurrente periédica con periodo d, entonces P;;* = 0 si m
no es un multiplo de d y ademas

lim PI? = —
n—oo m;
Si lim P} = m; > 0 para alguna 7 en una clase recurrente aperiédica, entonces m; > 0

n—oo
para todas las j en la clase de i. En este caso, llamamos la clase recurrente positiva o

fuertemente ergddica. Si cada m; = 0 y la clase es recurrente decimos que la clase es
recurrente nula o débilmente ergdédica.

Teorema 1.3.4. En una clase recurrente positiva con estados j =0,1,2,...,

oo oo
lim P =mn; = g 7 Pys g m=1
n—y00 77 J 1 1) 1

i=0 i=0

y las componentes de m quedan unicamente determinados por el conjunto de ecuaciones

(116) T Z O, iﬂ'i == 1, = iﬂ'zpm
=0 i=0

Cualquier conjunto (m;)$2, que satisface lo anterior es llamado una distribucién de pro-
babilidad estacionaria de la cadena de Markov o distribucién invariante.

Una demostracién del teorema anterior se puede encontrar en [12].

Ya establecimos que si j es un estado transitorio, entonces F;; — 0, y que si ¢,j estdn en
la misma clase recurrente aperiédica, entonces Pj; — m; > 0. Si 4,7 estan en la misma
clase recurrente aperiédica, entonces la misma conclusion es valida si reemplazamos P: por

ij
—1 n m
n Zm:1 Pij .

Para completar la discusién del comportamiento limite de P}, queda considerar el caso en
que 7 es transitorio y j es recurrente.
Si T es el conjunto de todos los estados transitorios, consideremos entonces

wj=) Pj<1, i€l
JET

y definamos recursivamente
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xry = ZPija:?_l, n>2 iel.
jeT
Observemos que z}' es la probabilidad de que, empezando desde el estado %, el estado del

proceso permanezca en 1’ para las siguientes n transiciones. Como z}' < 1 para toda n > 1,
tenemos por induccién que z}' es no creciente como funcién de n. De hecho

E:UJ<§:PZJ—5U
JjeT JeET
Ahora, asumiendo que x} < x;.“l para toda j € T, tenemos que
n+1 n n
E Pijas < E 5Ty =T
JjeT JeET
Por lo tanto 7 | x;, es decir 7' decrece a algin limite x y
g T, t€T.
JET

Notemos que si hay s6lo un niimero finito de estados, M, entonces no hay estados recurrentes
nulos y no todos los estados pueden ser transitorios. De hecho, dado que E =0 P[JL = 1 para
toda m, no puede ocurrir que lim P;; = 0 para toda j.

n—oo

El mismo caso restringido a las clases recurrentes muestra que no hay estados nulos. Sean
C,Cq,Cy, ... clases recurrentes. Definimos m;(C) como la probabilidad de que el proceso sea
absorbido en la clase recurrente C si el estado inicial es el estado transitorio i.

Sea 7*(C) la probabilidad de que el proceso entre y sea absorbido en C' por primera vez en
la transiciéon n, dado que el estado inicial es ¢ € T. Entonces

— iﬁ?(c <1
n=1
m(C)=>_ Py

jec
= Py 7NC), n>2.
JeT

Usando estas ecuaciones obtenemos

m(C) = THO) + Y m(C) = 7HO) + 3 D Pymy N (C

n=2j€T
HC)+ Y Py Y mi(C
jeT n=2

WZ(C)Zﬂ'll(C)—FZPw?TJ(O), 1eT.
JET

Asumiendo que la unica solucién acotada del conjunto homogéneo de ecuaciones
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wi:ZPijwj, 1eT
JET
es el vector cero, entonces {m;(C)} queda determinado como la unica solucién acotada del
sistema de ecuaciones anterior. Ademds, 7;(C) > 0 para alguna i € T o 7;(C') = 0 para
cada i € Ty asi 7*(C) = 0 para toda n.

Teorema 1.3.5. Sea j € C (C una clase recurrente aperiddica). Entonces, para i € T,
tenemos

lim P :7'('1‘(0), lim PJT; :7T7;(C)7Tj.

id
n— oo J n—oo

Si C' es periddico y j € C, una prueba similar puede ser usada para mostrar que

1 n
lim — P =m(C)rw;.
n—oo 1, 17 Z( ) J
m=1
Hacemos énfasis en el hecho de que si i es un estado transitorio y j es un estado recurrente,
entonces el limite P} depende tanto de ¢ como de j. Contrastemos contra el caso en que ¢
y j pertenecen a la misma clase recurrente.

1.4. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Sea (£2, #,P) un espacio de probabilidad y consideremos una cadena de Markov a tiempo
continuo {X;,¢ > 0} con espacio de estados E C Z, que puede ser finito, infinito o doblemente
infinito. La propiedad de Markov en este caso puede escribirse como

HD(‘Xs-l-t:jp(s :Z.7X7'70§7-<5) :P(Xs+t:j|Xs :i) :Pij(sat)a 0<s<t.

Al igual que en el caso de caminatas aleatorias, supondremos que la cadena de Markov
es homogénea y por lo tanto las probabilidades anteriores sélo dependen de la diferencia
temporal t — s, i.e. P;j(s,t) = P;;(0,t — s). En este caso escribiremos siempre Pj;(t) y las
llamaremos funciones de transicién. Estas probabilidades se pueden agrupar en una matriz
de probabilidades de transicion

Po()(t) P()l(t) Pog(t)
Pio(t) Pui(t) Pra(t)
(1.17) P() = | Py(t) Pu(t) Puolt)

Debido a que el tiempo es continuo, para el andlisis de P(t) va a ser necesario usar pro-
piedades diferenciales con respecto a t, que nos den informacién sobre cémo evoluciona
infinitesimalmente el proceso a medida que pasa el tiempo. La matriz de transicién P(t)
cumple con las siguientes propiedades

1. P;;(t) > 0 para todo i,j € E 'y P;;(0) = d;;, la delta de Kronecker.

2. Y icg Pij < 1 para todo t > 0,i € E. El proceso Pj;(t) se dice honesto si cumple
> jer Pij(t) = 1 para todo t > 0,7 € E y deshonesto en caso contrario.
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3. Para i,j € E y para todo s,t > 0, se cumple la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (o
la propiedad de semigrupo):

(1.18) Pij(s+1t) =Y Pu(s)Pe;(t).
keE

La cuestién contraria también es cierta, es decir, si nos dan una matriz P(t) con las tres
propiedades anteriores, siempre es posible construir un espacio de probabilidad (2, #,P) y
una cadena de Markov a tiempo continuo {X;,t > 0} tal que sus correspondientes tran-
siciones de probabilidad coinciden con las entradas P;;(t) de la matriz P(t). Con lo cual
el proceso queda totalmente determinado mediante una matriz de transicion que cumple
con las propiedades anteriores. Los procesos en los que nos centraremos seran siempre esta-
bles, significando que las trayectorias del proceso consistiran en funciones escalonadas que
son continuas por la derecha (step functions). Esto es equivalente a que las funciones de
transicién Py;(t) tienen derivadas finitas de cualquier orden en ¢ = 0 para cualquier ¢ € E.

Aparte de las tres propiedades anteriores, supondremos siempre que las funciones de transi-
cién son estandar, es decir, se tiene la propiedad

lim Py;(t) =1

tg% 5i(t) )
para todo i € E (y por lo tanto, a raiz de la desigualdad Ej# P;;(t) <1 — Py(t), se tiene
que P;;(t) — 6;; a medida que ¢t — 0, para todo i,j € E).

En términos de la matriz de tansicién P(t) las cuatro propiedades anteriores se pueden
reescribir como

1. P(t) >0y P(0)=I.

2. P(t)e < e para todo ¢ > 0, donde e es el vector columna con todas las componentes
igual a 1.

3. P(s+t)= P(s)P(t), para todo s,t > 0 (propiedad de semigrupo).
4. 1m P(t) = 1.
t—0
Se puede probar (ver [12]) que P(t) con las cuatro propiedades anteriores es siempre di-

ferenciable en ¢ = 0 (y en general se tendra para cualquier ¢ > 0). Es decir, se tiene la
siguiente

Proposicién 1.4.1. Sea P;;(t) una funcién de transicién. Entonces para i € E se tiene que

1— Pyt

1. —P}(0) = lim 1= Pult) = ¢; (pero puede ser +00).
t—0 t

Pt

2. 8iq; < oo entonces P/;(0) = lim Py (t)
t—0 ¢

limite también se cumple cuando g; < oo.

= ¢;; < 00, para todo j # i. La existencia del

Una cadena de Markov a tiempo continuo se dice conservativa si

Z(Jij =¢q; < oo para toda 1.
J#i
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Un estado i € E se dice que es estable si ¢; < oo e instantaneo si ¢; = co. El proceso se dira
estable si todos los estados son estables. Todos los procesos que estudiaremos seran estables,
i se dice que es absorbente si ¢; = 0, en cuyo caso P;(t) = 1 para todo ¢ > 0. Obsérvese que
g;; 2 0 mientras que g; = —g; < 0.

Llamaremos operador infinitesimal del proceso a la matriz A = (a;;) con

(1.19) ai; = {qij’ 1# 5 }

—4qis { _.7

En otras palabras

—qo qo1 qo2
qio —q1  qi12
(1.20) A= g0 q¢u -

Las entradas diagonales son no-positivas o posiblemente infinito, mientras que las diagonales
no principales tienen entradas finitas y no-negativas. La suma de cada fila es no-positiva. Si
todas las componentes diagonales son finitas, entonces A se dice estable. Si ademéds todas
las filas suman 0 (i.e. > ;g aij = 0 para todo i € E) entonces A se dice conservativo.

A raiz de la Proposicién 2.4.1 podemos derivar las ecuaciones de Kolmogorov, tanto la
ecuacion de retroceso como la ecuacién de evolucién o de Fokker-Planck.

Proposicion 1.4.2. La ecuacion de retroceso de Kolmogorov estd dada por

(1.21) Pj(t) = qPy;(t), t>0, ij€cE.
keE

Demostracion. Por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov y la Proposicion 2.4.1 se tiene que

)
Pl(t) = lim =~ s Pij(s+1t) = hm — Z Py,(5) Py (t) = lim Z (8) Py (t) Z ik Prj(t)
keE

De igual manera tenemos la ecuacién de evolucién:

Proposicion 1.4.3. La ecuacion de Kolmogorov o la ecuacion de Fokker-Planck estd dada
por

(1.22) Pl(t)=>_ Px(t)grj, t>0, i,j€E.
keFE

Demostracion. Por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov y la Proposicién 2.4.1 se tiene que

P(t) = lim -~ a Pij(s+1) _hmngsz )Pij(t) = hmZPm ()P (1) = > Pir(t)qn;-
keE keE keE

O
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A diferencia de la ecuacién de retroceso, la ecuaciéon de evolucién puede que no se cumpla,
ya que podria suceder que antes de llegar al tiempo ¢ el proceso haya dado infinitos saltos.
Esto puede suceder incluso en los casos donde el proceso es conservativo.

Las ecuaciones de Kolmogorov se pueden escribir de manera matricial como

(1.23) P'(t) = AP(t), P'(t)=P(t)A, P(0)=1I,
donde A es el operador infinitesimal (1.20).

Las soluciones de las ecuaciones de Kolmogorov van a depender de cémo sea el operador
infinitesimal A. En la mayor parte de los casos se trabaja con A como si fuese una matriz
con ciertas propiedades. La matriz A va a servir para describir el proceso para un nimero
finito de saltos, pero no tiene por qué especificar el proceso de manera tnica. Con lo cual
las ecuaciones de Kolmogorov puede que tengan mas de una solucion, si es que existen
soluciones. Esta situacién no pasa para el caso de cadenas de Markov a tiempo discreto,
donde las soluciones existen y son tnicas.

Una funcién no-negativa Pj;(t) que satisface la ecuacién de retroceso (o de evolucién) de
Kolmogorov tal que ZjeE P;;(t) <1 para todo i € E'y t > 0 se dice que es una pseudosolu-
cién de la ecuacién de retroceso (o de evolucién) de Kolmogorov. Si ademds P;;(t) satisface
las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov (1.18), entonces se dice que es una solucién propia.

Teorema 1.4.1. Sea A estable pero no necesariamente conservativa. Entonces

1. Existe una funcidn de transicion f;;(t) (posiblemente deshonesta) que satisface ambas
ecuaciones de Kolmogorov con la propiedad de que esta solucion es minimal, en el
sentido de que cualquier otra solucion no-negativa de cualquiera de las ecuaciones de
Kolmogorov cumple que f;;(t) < P;;(t) para todos los estados i,j € E yt > 0. Ademds
fi;(t) es minima en sentido de que f'(0) = A.

2. Si A es conservativa, la solucién minima fi;(t) de las ecuaciones de Kolmogorov es
unica si y sdlo si es honesta. Ademds es la unica que cumple que f'(0) = A. Si A no
es conservativa entonces f;;(t) no puede ser honesta.

Proposicién 1.4.4. 1. Si A es conservativa, la solucidn minimal f;;(t) de la ecuacion
de retroceso de Kolmogorov es unica si y sélo si la ecuacion Ax = Ax,0 < x <1, es
decir

S gya;=Aei, 0<w; <1, i€F,
JjEE
no tiene solucidn no-trivial para algin (y por lo tanto para todo) A > 0. En este caso

se dice que la matriz A es regqular.

2. Sea A no necesariamente conservativa pero uniformemente acotada (i.e. Sup;cg¢q; <
00). Entonces la solucion minima f;;(t) asociada o A es inica.

En términos de recurrencia, todas las definiciones asociadas a cadenas de Markov a tiempo
discreto (comunicacion, clases de comunicacion, irreducibilidad, recurrencia, transitoriedad,
vector invariante, etc.) se pueden extender de manera natural a cadenas de Markov a tiempo
continuo. Asi, un estado ¢ € E se dice recurrente si fooo P;;(t)dt = oo, y transitorio en caso
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contrario. Un estado 7 € E se dice recurrente positivo si es recurrente y lim;_, oo Pi;(t) > 0
y recurrente nulo si es recurrente y lim;_, . P;;(t) = 0. Existe otra manera de definir la
recurrencia en términos de las distribuciones de primeros tiempos de llegada:

(1.24) F;;(t) =P(X, = j para algin 7,0 < 7 < t|Xo =1), @# ],

(1.25) F;i(t) = P(X,, #i,X,, =i para algin 71,72,0 <7 <12 <] Xo=1).

Podria ocurrir que alguna de estas distribuciones no sea honesta, i.e. fooo dF;;(t) < 1. La
integral fooo dF;;(t) es la probabilidad de que si se comienza en 4, salga de i y vuelva de
nuevo a ¢ en tiempo finito. El estado ¢ es recurrente si fooo dF;;(t) = 1y transitorio en caso
contrario. El estado 4 es recurrente positivo o nulo si es recurrente y si fooo tdF;;(t) es finito
o infinito, respectivamente.

Las cantidades P;;(t) y F;;(t) estén relacionadas mediante las férmulas

t
Pu(t) = et + / Pt — 5)dFu(s),
0

Pij(t) = /0 ij(t - S)dFij(S), 7 75 j

Un vector m = (7;);ck se dice invariante (o estacionario) para la cadena de Markov a tiempo
continuo si

’/TjZO y Z’/Tpij(t):ﬂ'j, tZO, jGE,
i€E
o, en version vectorial, 7 P(t) = mw,t > 0. En el caso en el que este vector se pueda normalizar a
un vector de probabilidad (i.e. todas son componentes no negativas y » ;g m = 1), entonces
se dice que 7 es una distribucién invariante (o estacionaria) de la cadena de Markov a tiempo
continuo. La existencia de esta distribucién invariante es equivalente a que la cadena de
Markov a tiempo continuo sea irreducible y recurrente positiva.

Para cadenas de Markov a tiempo continuo, una herramienta para estudiar la recurrencia
es considerar la transformada de Laplace de las funciones de transicién P;;(t). En efecto

oo
aj(A)z/O e MPy(t)dt, 1>0, i,j€E.

Esta funcién, en términos de A, también se denomina funcién resolvente, y cumple las si-
guientes propiedades

1. P;;(A\) <0 paratodo i,j € Ey A > 0.
2. A ier Pij(A\) <1, paratodo i € Ey A > 0.
3. Py(\) = Pyy(u) + (A — p) Y keE R-k()\)ij(u) =0 paratodoi,j € Ey A u>0.

4. lim AP;;(\) = 1, para todo i € E (y por lo tanto lim AP;;(\) = d;;).
A— A—00
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La funcién resolvente I:’”()\) se llamard honesta si se da la igualdad de la propiedad 2. En
términos matriciales, la matriz resolvente P(\) cumple las siguientes propiedades

1. P(\) > 0 para todo A > 0.
2. AP(\e < e, para todo A > 0.
3. P(\) = P(u) + (A — p)P(\)P(1r) = 0 para todo A,z > 0

-

lim AP(\) = I.
A—o0

Procesos de nacimiento y muerte

Los ejemplos mas sencillos sobre cadenas de Markov a tiempo continuo son los procesos de
nacimiento y muerte. Los procesos de nacimiento y muerte pueden ser vistos como la versién
continua de las caminatas aleatorias. Un conjunto de parametros de nacimiento y muerte es
una sucesion {(Ap, tn,n > 0)} de pares de némeros tal que g > 0, Ao > 0, A;, p; > 0,4 > 1.
Un proceso de nacimiento y muerte X; es un proceso de Markov con conjunto de parametros
T = [0,00) en conjunto de estados E = {—1,0,1,2,...} con probabilidades de transicién
estacionarias:

Pii(t) =P(X¢ys = j|Xs =1), 4,5 €E independiente de s.
Ademsds, asumimos que P;;(t) satisface:
1. P;i+1(t) = At + o(t) conforme ¢ | 0,7 € E.
2. P;;—1(t) = p;t + o(t) conforme ¢ | 0,¢ > 0.
P, i(t) =1— (A + )t + o(t) conforme ¢t | 0,7 € E.
P;;(0) = i

oo W

Py 1 (t)=1, ,P_1;(t)=0, t>0, i#—1.

o >0, A >0, Ajp; >0, 2>1.

Los parametros A\; y u; son llamados tasas de nacimiento y muerte, respectivamente. Si
o > 0 tenemos un estado absorbente —1, y una vez que entramos ahi no podemos dejar
jamas ese estado. Si gy = 0 tenemos un estado reflejado. Después de entrar al estado O
siempre regresaremos al estado 1 después de algiin tiempo. En este caso el estado —1 jamés
es alcanzado.

Normalmente, el espacio de estados en el que se trabaja es E = N, pero también estan
espacios de estados infinitos o doblemente infinito (en cuyo caso se llaman procesos de
nacimiento y muerte bilaterales). La matriz correspondiente al operador infinitesimal A
viene dada por

—(Ao + o) Ao 0 0 0
251 —(A\1 4 1) A1 0 0
(1.26) A= 0 iz —(A2 + p2) A2 0

0 0 13 —(As+p3) A3
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A es conservativa si y sélo si ug = 0. La ecuacién de retroceso de Kolmogorov estd dada por

Py i (t) = —(Xo + po) Po j(t) + XoPr;(t),
P () = P15 (t) — (N + pa) P j (1) + XN Piga j(t), 0> 1,

mientras que la ecuacién de evolucién de Kolmogorov esta dada por

5 0(t) = —(Xo + po) Pio(t) + paPii(t),
Pl i(t) = Xj1Pij1(t) = (Nj 4 p5) Pij(t) + pjpa Pijia(t), j§>1.

Al igual que en el caso de caminatas aleatorias, podemos definir los coeficientes potenciales
de la siguiente manera

AoAL . Ai—
7T0:1, Wizu, iZl.
12 - g

Estos coeficientes potenciales verifican las ecuaciones de simetria

(127) 7rn>\n = Tp+1MUn+1,M 2 0,

araiz de buscar un vector 7 que haga reversible a la cadena, i.e. m; P;;(t) = 7, Pj;(t), y usando
las ecuaciones de Kolmogorov. A con esta propiedad se dice que es débilmente simétrica.
También se puede comprobar que A = 0, con lo cual 7 es un vector invariante del proceso
de nacimiento y muerte, que se convertira en distribucién siempre y cuando ZZOZO Ty < 00.

Un resultado importante es el siguiente

Teorema 1.4.2. 1. Sea A definido en (1.26) y asimase que A, > 0 para todo n > 1.
Entonces la solucion minimal de f;;(t) asociada a A de la ecuacion de retroceso de
Kolmogorov es unica si y solo si C = oo, donde

oo 1 n
(1.28) C = ;} o > mi=oc0.

=0

Suponemos las siguientes condiciones sobre los parametros \; y u;:

oo 1 n
(1.29) C= nz:% o ;m = 00,

oo

1
(1.30) D=3 > mi=o0,

T
n=0 1=n-+1

donde los coeficientes potenciales m,, estan dados por

AOAL - A
771':70 ! : 1, 1>1
Hiph2 - g

la medida invariante del proceso, i.e.

29



TA=0,

y mp = 1. En cierto sentido no permitimos alcanzar el infinito en un tiempo finito. La
cantidad C puede ser interpretada como el promedio de la primera ida de 0 a co y D puede
ser visto como el tiempo promedio de la primera ida de oo a 0.

Notacion A/B/c para colas

Para procesos “queueing” o de colas, usamos la notacién A/B/c, donde ¢ es el ntimero de
servidores, A es la distribuciéon del ntimero de llegadas y B es la distribucién de servicios.
Los simbolos usados en los primeros dos espacios son G = GI, independiente general; M,
inter llegadas exponenciales o tiempos de servicio; Ey (Erlangian, inter llegada o tiempos
de servicio gamma distribuido de orden k, de manera que F1 = M); y D (determinista), un
horario fijo de llegadas o de servicios en intervalos fijos.

1.5. Procesos de difusion

Sea 7 una variable aleatoria no negativa asociada con un proceso {X;,0 <t < co}; en otras
palabras, asociamos con cada funcién muestra X; un niimero no negativo que denotamos
por 7(X%)

Definicién 1.5.1. La variable aleatoria T es un tiempo de Markov o tiempo de paro relativo
a {X:} si tiene la siguiente propiedad:

Si Xy y Yy son dos funciones muestra del proceso tales que Xy = Yy para 0 < t < s y
T(X:) < s, entonces o(Xy) = o(Y2).

Definicién 1.5.2. Si para cada tiempo de paro 7, la distribucion de probabilidad de

Xt1+T7Xt2+T7"'7th+T (t]. <t2 < R <tk)

dado Xs,s <1 y X, =z, es idéntica con la distribucion de probabilidad de

th,th,...th (t1<<tk)
dado Xy = x, entonces se dice que el proceso de Markov tiene la propiedad fuerte de Markov.

Definicién 1.5.3. Un proceso estocdstico a tiempo continuo que posee la propiedad fuerte
de Markov y para la cual las trayectorias X; son (casi sequramente) funciones continuas de
t se llama proceso de difusion.

Consideremos un proceso de difusién {X;,t > 0} cuyo espacio de estados es un intervalo I,
con puntos terminales [ < r con la posibilidad de que | = —co o = co. Tal proceso se llama
regular si empezando de cualquier punto en el interior de I cualquier otro punto en el interior
de I puede ser alcanzado con probabilidad positiva. Mas precisamente, para cualquier z en
el intervalo I, sea T, la variable aleatoria igual al primer tiempo que el proceso toma el valor
z. En el caso en que el evento z nunca es alcanzado, por convenciéon hacemos T, = oo.

Definicién 1.5.4. Un proceso de difusion se llama regular si

P(T, < 0|Xg=2) >0

stempre que |l < x,z < T.
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A partir de ahora sélo consideraremos procesos de difusion regulares.

La mayoria de los procesos de Markov, incluyendo el proceso de Poisson (proceso que es un
proceso de nacimiento puro, i.e. u; = 0 para toda i > 1y A; = A para toda i > 0), y los
procesos de nacimiento y muerte, satisfacen la propiedad

1
lim —P(| X}, — x| > €| Xy = x) = A(«,
i > P(1 X — 2] > el Xo = ) = Az, ¢)
con A(z, €) no negativo y posiblemente positivo para ¢ pequenio. De hecho, para el proceso
de Poisson tenemos

1 . . .
(1.31) l}grol EP(X}L —i=1Xo=14)=2A, i=0,1,...

donde A es la tasa media de ocurrencia de los eventos.

En contraste con (1.31) todo proceso de difusién cumple con la siguiente condicién:
Para cada € > 0,

1
(1.32) l}i% EP(‘XtJrh —x| > ¢€|Xy =2z|) =0, paratodox € I.

Esta relacién afirma que los desplazamiento largos, que exceden un orden fijo €, son poco
probables sobre intervalos suficientemente pequenos de tiempo. Este hecho puede ser visto
como una formalizacién de la propiedad de que las trayectorias del proceso son continuas.
Mas adelante veremos un teorema que afirma parcialmente el regreso: un proceso de Markov
que cumple con (1.32) y con una condicién apropiada de uniformidad es un proceso de
difusién.

Una gran cantidad de procesos de difusion estd caracterizada por dos condiciones bésicas
ademds de (1.32) y describen la media y varianza de los desplazamientos infinitesimales.
Sea AR X (t) el incremento en el proceso sobre un intervalo de longitud h. Asi A, X (t) =
X¢rn — X Estas condiciones afirman la existencia de los limites

1
(1.33) lﬁﬁ} EE[AhXHXt =] = p(z,1),
y
1 2y, 1 2
(1.34) lim 3 E{ALX 21X, = o] = 0(z,1),

siempre que | < x < 7. Las funciones u(z,t) y o2(z,t) son llamadas los pardmetros infi-
nitesimales del proceso, y, en particular, u(z,t) es llamada el pardmetro deriva, la media
infinitesimal, o el desplazamiento infinitesimal esperado y o(z,t) el pardmetro de difusion,
o varianza infinitesimal.

Generalmente, u(xz,t) y o%(x,t) son funciones continuas de x y ¢ y un proceso regular tiene
por lo general o?(x,t) > 0 para toda | < x < r y t > 0. Se asume que en las relaciones
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(1.33) y (1.34) los momentos existen. Una versién mds general presenta estas relaciones en
términos de los momentos truncados donde Ay, X, es reemplazado por

Ah eXt _ AhXt Si |AhXt| S 6.7
’ 0 de lo contrario

Formalmente, las condiciones (1.33) y (1.34) son reemplazadas por

1
y
, 1
(1.36) 1}111{)1 EE[{Ah,eXt}2|Xt = x| = o?(x,1)

respectivamente, y de nuevo se debe anadir (1.32) a (1.35) y (1.36) para asegurar que el
proceso es una difusién.

En adicién a las relaciones (1.33) y (1.34), las siguientes relaciones de momentos de orden
mayor se satisfacen:

(1.37) g EPUARX X0 = 2]

= =3,4,...
10 L 03 r 337

Hay otras maneras mas generales de definir procesos de difusiéon, como por ejemplo la si-
guiente.

Para todo z > 0 y a medida que t — 0" se supone que
E[(Xsi = Xo) X x. 1 X <} [ Xs = @] = tu(x) + o(t),
(1.38) E[(Xstt = Xo)*Xx., - x, <} | Xs = 2] = to®(2) + o(t),
P(| Xsy1 — Xs| > €| Xs = ) = o(t)

donde Xp(x) es la funcién indicadora en el conjunto de Borel B, i.e.

0, en otro caso

Xp(z) = {

Sea ahora p(t; x,dy) = P(X; € dy| Xy = x).

1, si xEB}

Si p(t;x, dy) tiene una densidad p(t;x,y), entonces para cualquier subconjunto de Borel
B C S se tiene que

p(t;x, B) = /Bp(t; z,y)dy.

Para que exista dicha densidad es suficiente que las funciones p(z) y o(z) sean continuamente
diferenciables con derivadas acotadas en S, asi como que o’/ (z) exista, sea continua y o?(z) >
0 para todo =z € S.

Consideremos el conjunto B(S) de todas las funciones medibles Borel, reales y acotadas
sobre S. En este espacio se define el siguiente operador de transicién
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(1.39) (Tof)(x) = E[f(X))|Xp = o] = /S f@p(ta,dy), ¢ > 0.

Entonces T; : B(S) — B(S) es un operador lineal acotado en B([) dotado con la norma del
supremol|f|| = sup{|f(y)| : y € S} y (Tof)(z) = x. En efecto, T; es una contraccidn, i.e.
|7 fI] < ||f]| para todo f € B(S), ya que

(Tf) ()] = /S FW)p(t 2. dy) < [1£]l

La familia de operadores de transicién {T; : t > 0} tiene la propiedad de semigrupo Ts4; =
T, T}, pues usando la propiedad E[X] = E{X|Y}, se tiene que

(Tse f)(2) = E[f (Xs44)| Xo = 2] = B[E[f (X5 44| X;)][Xo = 2]

(140) :E[(th)(Xs)IXO :-'L'] :TS(th)(l‘)-

Esto implica que el comportamiento de T; queda completamente determinado por el com-
portamiento de T} cerca de t = 0.

Definimos el operador infinitesimal A de {T},¢ > 0}, como el operador lineal definido por

T _
(1.41) (Af)(z) = lim M’
t—0+ t
para todas las funciones f en B(S) tal que la parte derecha converge a alguna funcién

uniformemente en z. La clase de todas estas funciones f componen el dominio D4 de A.

Proposicion 1.5.1. Sea f una funcion acotada y dos veces continuamente diferenciable.
Para x € S se tiene que

(Af)() = 1im LH@) = (@)

t—0+ t

= (@) (@) + 50°(@) (@),

donde u(x) y o®(x) son los coeficientes deriva y de difusion, respectivamente, definidos en
(1.38).

Lo anterior no prueba que cualquier funcién acotada f y dos veces diferenciable pertenece
al dominio D4, ya que el limite (1.41) no se ha demostrado que sea uniforme en z. Para
eliminar esta situacién basta con suponer que f es dos veces continuamente diferenciable
y se anula fuera de un subintervalo acotado y cerrado de S. En esta situacion se tiene que
f € D4 y para dicha f, el operador infinitesimal A es el operador diferencial de segundo
orden

1
(1.42) (Af)(@) = p(@)f'(z) + 50* (@) f" (@)-
Proposicién 1.5.2. Sea {T},t > 0} una familia de operadores de transicién para un proceso
de Markov sobre un espacio de estados S. Si f € D4, entonces se tiene la siguiente ecuacion
de retroceso de Kolmogorov

(1.43) %(th)(x) = A(Tyf)(z), t>0 z€S.
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Demostracion. Si f € Dy, usando la conmutatividad de Ty con Ty y el hecho de que T; es
una contraccién, se tiene, a medida que s — 0T, que

|PED=TE gap|=||r (B2 ag)|| <] [2L=E g 0

Con lo cual T;f € D4, ya que converge a T;(Af), y por lo tanto, por la definicién de A se
llega al resultado.

O

Sea p(t; z,y) la densidad de probabilidades de transicién de un proceso de difusién {X;, ¢ >
0} y consideramos f = X5 en (1.40). Se tiene entonces que

[ ot [ < / p(tmy)dy) bl )i = [ ( / p@;z,y)p(s;x,z)dz) day,

para cualquier conjunto de Borel B en S. Esto implica la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

p(s + tiz,y) = /S p(t; 2, 9)p(s: 2, 2)dz = (Tuf) (@),

con f(z) = p(t; z,y). Aplicando (1.41) a esta f se tiene la ecuacién de retroceso de Kolmo-
gorov para la densidad de probabilidad de transicién p(t; z,y) :

Ip(t;z,y) (m)ap(t;x,y) N }Uz(x>82p(t;x7y)
o0 N O 2 0a

La ecuacién de evolucién de Kolmogorov o la ecuacién de Fokker-Planck gobierna la densidad

de probabilidad de X; cuando Xy tiene una distribucién inicial arbitraria. Supongamos que

llamamos a la densidad de esta distribucién inicial g. La ecuacién de evolucién puede ser

derivada mediante el adjunto del operador T'. La densidad de X; estd dada por

(T 9)(y) =/Sg(x)p(t;x,y)dx-

El operador T} transforma una densidad ¢ en otra densidad de probabilidad. Este operador
es el adjunto de T} con respecto al producto interno (u,v) = [u(z)v(z)dz. En efecto,

(Trg.f) = /S (T 9) () f () dy = / o()(T, ) (@)dx = (9., ).

s
Si f es dos veces continuamente diferenciable y se anula fuera de un subconjunto compacto
de S, podemos tomar derivada con respecto a t en la relacién anterior, y usando (1.43) y
que A conmuta con T se llega a

) (570 f) = (0578 ) = @ TAD) = (7. AT = [ (T a) AN )

Ahora bien, si f, h son ambas dos veces continuamente diferenciables que se anulan fuera de
un subintervalo finito se tiene, haciendo integracién por partes, que

()= [ 1) [t ) + 507" w)|
= [ |- ) + 5 5 )| £)ds = (A1 ),
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donde A* es el operador adjunto del operador diferencial A. Por lo tanto, aplicdndoselo a
(1.44), se llega a

0
(mTt*g7 f) = ('A*Tt*ga f)

O equivalentemente,

Ap(t;z,y) / d 1d
——¢g(z)dzr = —— tx,y)+ =—=lo t;x, x)dx.
| G gtwyin = [ (=St + 5151 0p )] ) o)
Como esta relacién se verifica para suficientes funciones g que son dos veces continuamente
diferenciables y que se anulan fuera de algun intervalo cerrado contenido en S, se tiene la

ecuacién de Kolmogorov para la densidad de probabilidad de transicién p(t; z, y) :

p(t; z,y) d 1 d?

(1.45) — = *dfy[u(y)p(t;x,yﬂ + gﬁ[az(y)p(t;x,y)], t>0.

Sea {Xy,t > 0} un proceso de difusién en un espacio de estados S = [a,b] con —o0 < a <
x < b < 00. Denotamos a 7, el primer tiempo de llegada a un estado y definido por

(1.46) Ty = Inf{t > 0; X;, = y}.
También denotaremos para [c,d] C S

T="T,q=mf{t >0: X, ¢ (c,d)} = Tc7a

Diremos que un punto frontera a es inaccesible o reflectante si no puede ser alcanzado desde
ningn punto en el interior. Esto hace que si alguna trayectoria del proceso estd cerca de
un estado inaccesible, inmediatamente manda el proceso hacia el interior. Diremos que un
punto frontera a es absorbente si el proceso de difusién X; se comporta como Xh donde

. Xy, sit <7y,

X, = t 1 Ta
a=X;, sit>T,.

La distribucién de probabilidades de transicién p(t; z, dy) se divide entonces en dos. Una

distribucién p°(t, x, dy) definida en el intervalo (a,b] y la probabilidad de absorcién en el
extremo a. Por lo tanto (suponiendo que b no es absorbente)

o7, B) = p’(t;z,B) =P(X; € By 7, > t| X0 = a), si'B C (a,b)
P(r, <t|Xo =x), si B = {a}.

En este caso esperamos una condicién de contorno de tipo Dirichlet en = = a en la ecuacién
de retroceso de Kolmogorov dada por

lim p’(t;2,y) =0,
r—at

va que si x comienza desde el estado absorbente hay practicamente probabilidad 0 de que
llegue a un punto del interior. Igual para la ecuaciéon de evolucién, donde la condicién de
contorno en y = a estd dada por

lim p°(t;2,y) = 0.

y—at

35



La distribucién de probabilidad sélo aplica al interior del intervalo. Si queremos calcular la
probabilidad de absorcién p(t;x,{a}) estd dada en términos de p°(¢;x,y) por

b
(1.47) p(t;x, {a}) = v(z) — / v’ (L, y)dy, t>0, a<x<b,

a

donde v(z) = P(1, < 1| X0 = ).

Para estudiar la recurrencia y transitoriedad de difusiones en términos del operador infinite-
simal A consideramos un proceso de difusién {X;,t > 0} con Xy = x y un intervalo cerrado
[e,d] C S,c < d. Sea

v(z) =vea(x) =P(re < gl Xo =), c<z<d,

donde 7, estd definido en (1.46). Para un intervalo pequeno de tiempo h, usando la ley de la
probabilidad total y el Teorema de Taylor, suponiendo que v(z) es dos veces continuamente
diferenciable, se tiene que

v(x) = E[v(Xn)|Xo = 2] + o(h) = E[v(z + X) — )| Xo = 7]
=E |v(@) + (Xp — 2)0'(2) + %(Xh —2)*0"(2)|Xo = x| +o(h)
=v(x) + plz)hw'(z) + %0‘2(1‘)]17}”(5(}) +o(h).

Se tiene asi la siguiente

Proposicién 1.5.3. Las probabilidades v(x) son solucidn de la siguiente ecuacidn diferencial
con valores iniciales

De manera general se puede definir

Pay = P(1y < 00| X = ).

Un estado u es recurrente si p,, = 1 para todo x € S tal que py, > 0, y transitorio en caso
contrario. Si todos los estados de S son recurrentes, entonces la difusién se dice recurrente.

Queremos calcular ahora el tiempo medio de escape E(z) de una difusién que comienza en
Xo =z, con z € (¢,d), ie.

E(.I) = Ec7d = E[Tc)d‘Xo = .1‘],

Al igual que antes, para un intervalo pequefio de tiempo h y asumiendo que E(z) es dos
veces continuamente diferenciable, se tiene que

E(x) = h+ E[E(X3)|Xo = 2] + o(h) = h+ E(x) + u(2)hE' () + %JQ(J;)hE”(J;) +o(h).

Se tiene entonces la siguiente:
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Proposicién 1.5.4. El tiempo medio de escape E(x) es solucion de la siguiente ecuacion
diferencial con valores iniciales

%UZ(I’)EN(ZE) +u(@)E (x) = -1, c<z<d,
E(c) = E(d) =0.

Una difusién recurrente se dice recurrente positiva si E[1,| X, = z] < oo para todo z,y € S
y recurrente nula en caso contrario.

Cuando tengamos una difusién recurrente positiva, va a existir una distribucién invariante
m(y) que necesariamente tiene que satisfacer

mly) = (@m)) = [ m@p(ta.gde, >0

En analogia con los casos de cadenas de Markov, esta distribucién estacionaria debe cumplir

(1.48) lim p(t;x,y) = m(y).
t—o00
Procesos de difusion terminales

Un proceso es llamado un proceso de difusién terminal si las trayectorias se comportan como
aquellas de un proceso de difusién regular hasta un tiempo posiblemente aleatorio ¢ cuando
el proceso acaba.

Escribimos un proceso de difusién terminal en la forma {X;,0 <t < ¢}. Como permitimos
el caso ¢ = oo, esto incluye el caso en que el proceso no termina. Si ( = co desde todos los
puntos iniciales Xy = x, el proceso se dice ser conservativo, y escribimos {X;,t > 0}. Esto
es, un proceso de difusién regular {X;} en I es conservativo si

paratodat >0y x € [.

Para un proceso de difusién terminal, en cada punto x existe una probabilidad k(z,t)dt +
o(dt) de que el proceso acabe sobre una duracién infinitesimal de tiempo (¢,t + dt), y pro-
babilidad 1 — k(x,t)dt + o(dt) de que el proceso no acabe. Su formulacién rigurosa requiere
del concepto de funcionales multiplicativos estocdsticos. Notemos que la tasa k(z,t) puede
depender de la posicién y del tiempo, si permitimos que k(x,t) sea una funcién tanto del
tiempo t como de la posicién x. En simbolos,

1
lim —P(¢ t+ h| Xy =x) = k(x,1).
i 2 P(t < ¢ <t+hl X, =x) = k(1)
Primeros tiempos de llegada
Los tiempos de llegada son puntos y conjuntos que juegan un papel fundamental en el estudio
de procesos de difusién de dimensién 1. Formalmente definimos un tiempo de llegada del

proceso {X,0 <t < ¢} al nivel z por

_Joo si Xy £z para0<t<(,
inf{t > 0;X; =z} de otra forma.

37



Por conveniencia escribimos en algunos casos T'(z) en lugar de T, y usamos la notacién

T* = Tyy = T(a,b) = min{T(a), T(b)} = T(a) AT(b)

para el tiempo de llegada de a o b, el primer tiempo X; = a o X; = b. Para procesos que
empiezan en Xy = x en (a,b), esto es lo mismo que el tiempo de salida del intervalo (a, b):

T(a,b) =inf{t > 0; X; & (a,b)}, Xo=2x en (a,b).

Condiciones para que un proceso sea un proceso de difusion

Es de mucha utilidad tener condiciones suficientes sobre las cuales un proceso de Markov
es un proceso de difusién. Para esto, introducimos el concepto de proceso estdndar. Un
proceso de Markov {X;,t > 0} es llamado un proceso estandar si las trayectorias poseen las
siguientes propiedades de regularidad:

1. X; es continua por la derecha; i.e., para toda s > 0

lim X, = X,
tls

2. los limites por la izquierda de X; existen; i.e.,
lgn X, existe para toda s > 0;
S

y

3. X; es continua desde la izquierda a través de los tiempos de Markov; i.e., si T} < Tp <

... son tiempos de Markov que convergen a I" < oo, entonces el limite lim X7, = Xr
n—oo

siempre que 7' < co.

La tercera condicién es llamada algunas veces continuidad quasi-izquierda. No implica que
las trayectorias son continuas por la izquierda, s6lo que los saltos no pueden ser predecidos.
En particular, una trayectoria de un proceso estandar puede en el peor de los casos exhibir
discontinuidades del primer tipo (saltos).

Un resultado fuerte es que todo proceso fuerte de Markov {X;,¢ > 0} continuo en proba-
bilidad y sujeto a otras condiciones, posee una versién equivalente {Xt,t > 0} que es un
proceso estdndar. (Los procesos X, y X, son equivalentes si X, y X; tienen mismas distri-
buciones dimensionalmente finitas). Recordemos que un proceso estocdstico es continuo en
probabilidad si para todae >0y s >0

(1.49) Hm P(| Xy — X¢| >€) =0.

t—s
La propiedad (1.49) es bastante débil y se satisface en la mayoria de los modelos estocasti-
cos, asi que para propdsitos préacticos asumiremos que el proceso de Markov es en primera

instancia un proceso estandar.

Una condicién suficiente para que un proceso estandar sea un proceso de difusion es la
condicién de Dynkin:
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1
(150) E]P)(lXtJ,_h — Xt| > E‘Xt = ZL’) —0 e> 0,

conforme h | 0, donde la convergencia permanece uniforme para x restringido a cualquier
subintervalo compacto de (I,7) y t en cualquier intervalo finito [0, N].
Es asi que tenemos el siguiente

Teorema 1.5.1. Sea {X;,t > 0} un proceso estindar y supongamos que la condicion de
Dynkin se satisface. Entonces {X:,t > 0} es un proceso de difusion.
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Capitulo 2

Polinomios Ortogonales

A continuacién damos la definicién de algunas funciones que estaremos usando con frecuencia
durante el desarrollo de la tesis.

La funcion Gamma

La funcién gamma estd dada por

(2.1) I'(z) = /0OO e "t*"'dt, Re(z)>0

Propiedades:
1. T(1) =1,

2. T'(z+1) = 2T'(z) con Re(z) > 0. Asi, para z entero

I(z+1) =2zl
3.
(2.2) I(z) = 2/ e 21y
0
4.
i I'(2)T(y)
201 2y—1 _ Y
(2.3) /0 cos 0 sen 0do (wt 1)

Funcion Beta

La funcién beta se define por

1
B(x,y) = /0 t" (1 —t)¥"'dt, Re(z), Re(y) > 0.

Sin embargo, haciendo t = cos? 6, dt = —2 cos f sen 8df tenemos
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0 w/2
B(x,y) = / (cos? 0)" 1 (sen? )Y~ (—2 cos O sen Hdf) = 2 / cos?* ™ fsen?? "1 9dp
w/2 0

y aplicando (2.3) obtenemos que

Simbolo de Pochhammer

Esta definido de la siguiente manera:
1 sin=20
(a)n = .
ala+1)...(a+n—-1) sin=1,2,3,...
En términos de la funcién Gamma, tenemos

(a)n = W, n > 0.

La serie hipergeométrica generalizada

La serie hipergeométrica generalizada ,Fy, estd definida por

=, (@) (ay); 2
Fila1,...,ap;b1,...,by;2) = —
pFale v %) Z(bl)j~--(bq)j !

donde b; #0,—1,—2,...,i=1,...,q. Hay p pardmetros en el numerador y ¢ en el denomi-
nador.

Jj=0

Los casos oFpy y 1Fp son elementales: la serie exponencial y binomial, respectivamente. El
caso o F es la serie hipergeométrica de Gauss.

Si uno de los parametros en el numerador a;,7 = 1,...,p es un entero negativo, a; = —n,
digamos, la serie es finita y

—(=n)j .- (ap);
F,(—n,...;ap;b1,...,04; 2 :g —.
pFul Pt ) s (by); .- (bg); J!

<

Cuando la serie es infinita, converge para |z| < oo si p < ¢, converge para |z| < 1sip = g+1,
y diverge para toda z #0sip > q+ 1.

Finalmente introducimos la notacién para la N-ésima suma parcial de la serie hipergeométri-
ca generalizada, la cual es de uso si una de las b; es igual a —NN. Usamos estd notacién en
la definicién de los polinomios ortogonales discretos. Definimos

~ N (al)’ (CI,)ZJ
qu(al,...,ap;bl,...,bq;z):Z (bl)g-.. bp i?

= (b1); - (bg)y
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donde N denota el entero no negativo que aparece en algunas definiciones de familias de
polinomios ortogonales discretos.

La transformada de Stieltjes

La transformada de Stieltjes de una medida 1) definida en un intervalo real I en R se define
como

d
(2.4) B(z;qﬁ):/m, zeC—1I.
T —Z
Esta transformada puede ser considerada como la funcién generadora de momentos de la
medida v, ya que

o0

1 1 1 > xF n
(2.5) B(z¢) = — / dyp(z) = 7 T;J/I Z7d¢(x) == ZZH’

2 ) 1—x/z

n=0

donde i, = [; 2™ d1p(z) son los momentos de la medida. En el caso en el que sop(1)) C [—A, A]
entonces |u,| < 2A4™, implicando que la serie anterior es absolutamente convergente para
|z| > A. En este caso, la transformada de Stieltjes estd completamente determinada en
términos de la medida.

Existe una férmula que permite calcular la medida ) si se conoce la correspondiente transfor-
mada de Stieltjes. A este resultado se le conoce como férmula de inversién de Perron-Stieltjes,
que tiene varias versiones, y la que usamos dice:

Proposicién 2.0.5. Sea ¢ una medida de probabilidad con momentos finitos y sea B(z;1)
su transformada de Stieltjes. Entonces

b b
v+ gottan + 5us) =+ [ ImB(e + iz v

donde ¥({a}) es el peso de la masa en un punto aislado a. Si la medida es continua en a
entonces ¥({a}) = 0.

Como consecuencia de la proposicién anterior también se tiene la férmula

b 1 b—n
/ d(z) = = lim lim ImB(x + ie; )dx.
a

T e—0t n—0t a+n

Cuando la medida es continuamente diferenciable con respecto a la medida de Lebesgue en
todo su intervalo de definicién, i.e. di)(z) = ¢’ (x)dx, se tiene la relacién directa

, . B(z+ie) — B(x —ie; )
V(@) = lim, 2
Por tdltimo, para medidas que tengan una parte continuamente diferenciable y una parte
discreta, hay una manera directa de calcular la magnitud del salto. Supongamos que ¥ =
¥+ 1({a})d,. Se tiene entonces que la transformada de Stieltjes cumple

B(z4) = B(z¢) + pah),

dr.

a—z
Si B(z;1)) estd bien definido en z = a, entonces
(2.6) U({a}) = lim(a - 2)B(0).
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2.1. Definicion y propiedades generales

Un sistema de polinomios {Q,(z) : n € N} donde @, (z) es un polinomio de grado exac-
tamente n es un sistema de polinomios ortogonales con respecto a una medida real
positiva ¢, si tenemos las siguientes relaciones de ortogonalidad:

(27) /gQrb(x)Q7rz(x)d¢(x) = di(snm

donde S es el soporte de la medida ¢ y d,, son constantes distintas de cero. Si estas constantes
satisfacen d,, = 1, decimos que el sistema es ortonormal.

La medida ¢ usualmente tiene densidad w(zx) diferenciable con respecto a la medida de
Lebesgue dz o es una medida discreta con pesos w(i) en los puntos ;. La relacién anterior
se convierte entonces en

(2.8) /S Qn(2) Q@) w0(@)da = A5

en el caso continuo y

M

=0

en el caso discreto donde M puede llegar a ser infinito.
Relacién de recurrencia a tres términos

Es bien sabido que cualquier familia de polinomios ortogonales {Q, (z)} satisface una rela-
cién de recurrencia a tres términos

LL'Qn({,C) = anQn+1(‘T) + ann(‘T) + Cnanl({L‘),

que como veremos mas adelante, para el caso de procesos de nacimiento y muerte toma la
forma:

(2.10) —2Qn(7) = anQni1(x) + 0, Qn () + cnQn_1(x)
donde a,, ¢, #0y ¢,/an—1 > 0y donde si ademds @,,(0) =1
entonces tenemos que b, = —(a, + ¢,), pues en ese caso

-0 Qn(o) = anQn—i—1(0> + ann(O) + CnQn—l(O)
0=a, + b, + ¢, para toda n y asi b, = —(a, + ¢n),

y los polinomios @, (x) se pueden definir por la relacién de recurrencia

(2.11) —2Qn(2) = anQni1(z) — (an + ¢n)Qn(z) + nQn-1(x)

con la condicién adicional de que Q_1(x) = 0y Qop(z) = 1. Favard demostré un resultado
inverso.
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Teorema 2.1.1. (de Favard) Sean A,,, B, y C,, sucesiones arbitrarias de nimeros reales y
sea {Qn(x)} la sucesion de polinomios definida por la relacion de recurrencia

(2.12) Qn+1(2) = (Anz + Bp)Qn(2) — CnQn-1(2)
con Qo(z) =1y Q-1(x) =0

Entonces {Qn(x)} es un sistema de polinomios ortogonales si y sélo si A, # 0, Cp, #0, y
ChAL,A,_1 > 0 para toda n. Si todas las A,, = 1 entonces tenemos un sistema de polinomios
ortogonales maonicos.

Comenzamos con algunas propiedades comunes a cualquier sucesién de polinomios ortogo-
nales. Sea w(z) un peso positivo en un intervalo abierto I = (a,b) y asumamos que los
momentos

b
(2.13) TR / 2"w(z)dx,n =0,1,2,...
a
son finitos.

Sea A_1 =1ysea A,,n >0 el determinante

Iuo Iul “e ‘LLn

H1 H2 T Mgl
(2.14) A, =1, S o

HUn ,Ufn-&-l e Hon

La forma cuadratica asociada
2
n b n
E HjtkGjay = / E a;x’ | w(z)dx
J,k=0 @ 1j=0

es positiva definida, por lo que el determinante A,, es positivo.

Supéngase que w > 0 en I = (a,b). El espacio asociado L2, consiste de todas las funciones
reales medibles f tales que

[ P

El producto interno (f, g) entre dos funciones es

b

(2.15) (ﬁmzqmw:/memmmm.

a

El polinomio

Ho  p1 e 1
H1 H2 Tt Mpy1 X
Hn  Mnt1 o Mo X"
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es ortogonal a 2™, m < n mientras que (Qn,,z") = A,. Para ver esto, expandimos el
determinante anterior a lo largo de la dltima columna. Calculando el producto interno de
@, con x™ resulta en un determinante en el cual la ltima columna del determinante

,uo ,Ul e ‘LLn
B M2 o Hnd
,un /ufn—&-l e ,u2n

es remplazada por la columna m+1 del mismo determinante. Asi, si m < n hay una columna
repetida, mientras que si m = n obtenemos A,,. Ahora Q,(x) = A,_12™ més términos de
grado menor, por lo que

(Qna Qn) = (Qna An—lxn) = An—l(Qnaxn) = An—lAn-

Asi, los polinomios
1

V An—l An

son ortonormales. Estdn unicamente determinados por la condicién de que el coeficiente
lider sea positivo. El coeficiente lider de P, es

he = VA1 /AnQn ().

Nétese ademds que z P, (z) tiene grado n + 1 y es ortogonal a 2™, m < n — 1. Se sigue que
para algunas constantes a,,, b,, ¢, ocurre que

(2.16) 2Pp(2) = anPry1(z) + by Pr(x) + cn P ().

Comparando los coeficientes de ™!, observamos que a,, = hy, /hnt1. Por otro lado, tomando
el producto interior con P,,_1, obtenemos

R
(2.17) en = (P, Po_1) = (Pp,aPp_1) = ; L, 1.

Notese que la existencia de la férmula de recurrencia a tres términos depende sélo de las
propiedades de ortogonalidad de P,, no en el hecho de que tienen norma uno. Obsérvese
ademds que si P = (P, P, ...)T la relacién de recurrencia a tres términos se puede escribir
como

bo Qo
aq bl aq
P =JP, con J= as by as

Esta es la llamada matriz de Jacobi, notemos la similitud con la matriz de transicién de
probabilidad o el operador infinitesimal de una caminata aleatoria o cadena de nacimiento
y muerte.

Se sigue de las ecuaciones (2.16) y (2.17) que

(r=y) Po(2) Pp(y) = an[Pry1(2) Po(y)—Pn(2) Poy1 (y) ] —an—1[Pn(2) Poo1(y) = Pr—1(2) Pu(y)].
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Iterando, sumando, y dividiendo por x — y obtenemos la formula de Christoffel-Darboux

Poi1(2)Pu(y) — Pu(z) Pat1(y) -
(2.18) } J;] (@) P;(y

r—y

Recordemos que el coeficiente del lado izquierdo es el radio del coeficiente lider de P, al
coeficiente lider de P, 1. Lo anterior tiene consecuencias importantes. Supongamos que ¢
es un polinomio de grado < n. Entonces ¢ es una combinacién lineal de P,k < n, y la
ortonormalidad implica que

n

q(z) =) (¢, Pj)F;(x).

Jj=0

Asi tenemos la siguiente

Proposicion 2.1.1. Si g es un polinomio de grado < n, entonces

b
«x>=h/ Ko, y)a(y)w(y)dy

donde

Ko(o,y) = an |:Pn+1(x)Pn(y) — Po(2)Poia(y)

r—y

Y an, es el radio del coeficiente lider de P, al coeficiente lider de P,41.

La funcion kernel K, o nicleo juega el mismo rol con respecto a las expansiones de los
polinomios ortogonales como el kernel de Dirichlet juega con respecto a la expansién clasica
de Fourier, asi que nos referimos a ella como el Kernel de Dirichlet para los polinomios
{P,}. La funcién kernel puede pensarse como el siguiente determinante

0 1 x x? .. "

1 A Ay Ag e AL
(2.19) Kn(2,y) = _Al y A1 A Az - Apn

y" An AnJrl An+2 e A2n

Tomando el limite cuando y — x obtenemos

an[ P11 (2) P () — Poga (2) Py (2)] =

<%,
=

j=0

Una primera consecuencia de la ecuacién anterior es que las raices reales de P,, son simples:
si g fuera una raiz doble, el lado izquierdo de la ecuacién anterior se anularia en z = xg,
pero P, es una constante no cero, por lo que el lado derecho de la ecuacién es positivo.

Proposicion 2.1.2. P, tiene n raices reales, todas en el intervalo I.

Demostracion. El caso n = 0 es trivial. Supongamos que n > 1 y sean z1, ..., x,, las raices
reales de P,, que pertenecen a I. Sea

4(w) = I(x — ).
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Los cambios de signo de P,, y ¢ en el intervalo I ocurren precisamente en las z;. Por lo
tanto el producto ¢P, tiene signo constante en I, asi (P,,q) # 0. Esto implica que ¢ tiene
grado por lo menos n, con lo cual m = n, ya que en caso contrario (p,,q) = 0 por la
ortogonalidad. O

Proposicion 2.1.3. Entre cada par de ceros de Py, hay un cero de P, _1.

Demostracion. Para n < 2 no hay nada que probar. Para n > 2,
[Py 1 (2) Po(2) = Pogr(2) Pl ()] = Y PF(x)
§=0

implica que
P (2)Pooy(z) = Po(z) P,y (2) > 0.

Supongamos que z1 < 2 son dos ceros consecutivos de P,. Entonces la desigualdad anterior
implica que
P (z;)Py—1(xj) > 0,5 =1,2.

Como P/ (x1) y P! (z2) deben tener diferentes signos, se sigue de la desigualdad anterior
que P,_;(z;) tiene diferentes signos. Asi, P,_; tiene un cero en el intervalo (z,z2) por el
teorema de Bolzano. O

Aproximaciones con los polinomios ortogonales

Pasamos ahora a la pregunta de completetitud: ;puede ser cualquier elemento del espacio de
Hilbert L2 expresado como una combinacién lineal de P,? Supongamos que f pertenece a
L2 . Considérese el problema de encontrar un elemento en el espacio generado por {P;}<n
tal que es el més cercano a f, con respecto a la distancia en L2

d(f,9) = If —gll = (f =g, f —9)"/*.
Proposicién 2.1.4. Sea

n

b
fo= 3PP = [ Kalw)f )y

Jj=0
Entonces f,, es la funcidn mds proxima a f en el espacio generado por {Py, Py, ..., P,}.

Demostracion. Escribimos

f=9=0=fa)+(fn—9).
Calculando los productos interiores vemos que f — f,, es ortogonal a cualquier elemento del
generado por {P;};<,, asi si g estd también en el espacio generado, entonces f — f, y fn—g
son ortogonales, asi

If =gl = 11f = fall® + [ fa — gl

La parte izquierda es exactamente minimal cuando g = f,,. Tomando g = 0 en

N =all>=1f = ful 2+ |1 fn — gl

y usando la ortonormalidad de P, obtenemos la desigualdad de Bessel

(2.20) A2 =D (£ P+ I = ful P =D (. P)?

Jj=0 Jj=0

47



Teorema 2.1.2. Supongamos que w es un peso positivo en el intervalo (a,b) y supongamos
que para algin ¢ > 0 se tiene que

b
/ el (z)dr < oo.
a

Sean {P,} los polinomios ortogonales con respecto a w. Para cualquier f € L2, se tiene que

=Y (f: PPy
n=0

en el sentido de que las sumas parciales de la serie en el lado derecho converge a f en norma
en L?. Ademds, se tiene la identidad de Parseval

oo

(2.21) A1 =D (f, Pa)™.

n=0

La demostracién de este teorema se puede consultar en el Apéndice B de [3].

2.2. Polinomios ortogonales de variable continua

La ecuacidon diferencial hipergeométrica

Muchos problemas de matematicas aplicadas y tedricas asi como problemas de fisica condu-
cen a ecuaciones de la forma

(2.22) s(x)y" +7(x)y + Ay =0

donde s(x) y 7(x) son polinomios de grado a lo sumo dos y de grado exactamente uno
repectivamente, y A una constante. Nos referimos a esta ecuacion como ecuacién diferencial
del tipo hipergeométrico, y a sus soluciones como funciones de tipo hipergeométrico. En

cierto sentido hay exactamente dos familias de soluciones a ecuaciones diferenciales lineales
de segundo grado.

La ecuacién de Kummer o ecuacion confluente hipergeométrica

(2.23) 2u"(z) + (c — 2)u'z — au(z) = 0

con indices (a,c) y la ecuacién hipergeométrica

(2.24) z(1 —2)u"(z) + [c — (a+ b+ D)z]u/(z) — abu(z) =0
con indices (a, b, ¢) , donde a, b, ¢ son constantes.
Las demds ecuaciones (Bessel, Whittaker, Hermite, Legendre...) se obtienen de estas por

transformaciones estandares o por continuaciéon analitica en la variable independiente.
La ecuacién diferencial general lineal de segundo orden en el intervalo I es:

(2.25) p(@)u” () +q (@) (2) +r(z)u(x) = f ().
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Con su correspondiente ecuaciéon homogénea:

(2.26) p(@)u” (x) +q(x) v (z) + 7 (2)u(z) =0
y con operador diferencial asociado:
d2

(2.27) L= p(m)w + q(x)% + r(x).

Obsérvese que operadores diferenciables como L son los que aparecen de manera natural
en la definicién de operadores infinitesimales asociados a procesos de difusién vistos en el
capitulo anterior.

Transformaciones y simetria

,Cémo es que obtenemos los polinomios ortogonales clasicos? Estos pueden obtenerse de
preguntarse por la clase de funciones que son autofunciones del operador (2.27), para esto
necesitamos entender algunos conceptos importantes: transformaciones gauge y transforma-
cién de Liouville.

Una transformacién gauge de

(2.28) px)u” (x) + g(z)u'(x) + r(z)u(z) = f(z)

es una transformacién de la forma

(2.29) u(z) = ¢(x)v(x).

La funcién u satisface (2.28) si y sélo si v satisface

¢'(z) ¢" () ¢'(z)
() () ()

Notese que el lado izquierdo de la ecuacién no cambia si ¢ es remplazado por C¢, con C
constante. El operador transformado correspondiente es

¢'(x) ¢"(x) ¢'(x)
¢() ¢(z) ¢(z)

La utilidad de las transformaciones gauge derivan del hecho de que la ecuacién diferencial
lineal homogénea de primer orden

@)+ |05 4 ao)]| @)+ o) S 4 gt

+al)] 4+ oo

+q(x

~—

‘ o]

Lo =p(o) gz + | 20(0)

siempre tiene una solucién
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donde xg es cualquier punto del intervalo I. Esta solucién no tiene ceros en el intervalo.
Adems3s se tiene que si 1 es una segunda solucién de

¢'(z) = h(x)(z)

entonces el cociente /¢ tiene derivada 0 y por lo tanto es una constante.

En particular, una transformacion gauge puede ser usada para eliminar el término corres-
pondiente al primer orden qu’ de (2.28) tomando ¢ tal que ¢'/¢ = —q/2p. Un segundo uso
es simetrizar el operador

d2

L Zp(l’)w

+a(a) 7+ 1()

El operador
2

L=pla) b ga) 4 r(a)

se llama simétrico con respecto al peso w si (Lu,v) = (u, Lv) con el producto interno

definido por (2.15) para cada par de funciones u,v que se anulan fuera de un subintervalo
cerrado de I.

Proposicion 2.2.1. FEl operador L es simétrico con respecto al peso w si y solo si tiene la
forma

2  (pw) d 1d d
2. L=p2 L= ()
(2:30) Pz + w  dx tr w dx (pwdx> tr

Proposicion 2.2.2. Si L tiene la forma

d2

d
@ + Q(I)% + T(.I‘)

L = p(z)

entonces existe un peso w, unico salvo constantes multiplicativas, tal que L es simétrica con
respecto a w.

Proposicion 2.2.3. Dado un operador

d2

4@ 4r(a)

L =p(z) .

y un peso w en el intervalo I, existe una transformacion gauge

tal que el correspondiente operador Ly es simétrico respecto a w.

Una transformacién invertible 7' de un espacio L2, , & un espacio L?Dz se llama unitaria si

(Tf7 Tg)wz = (fv g)wl

para cada par f,g en L?ul. Los operadores L1 y Lo en sus respectivos espacios se dicen ser
unitariamente equivalentes por T si

Lo =TL, T .
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Proposicion 2.2.4. Un operador simétrico respecto a un peso w en un intervalo I es uni-
tariamente equivalente, mediante una transformacion gauge, a un operador que es simétrico
con respecto al peso 1 en el intervalo I.

Un segundo método para transformar una ecuacién diferencial como (2.28) es hacer un
cambio de variable. Si

y =y(@), ux) =v(y(zr))
entonces
W' (z) = o (2)0' (y(2)), u" (2) = [y (2)]*0" (y(@)) + ¥ (2)0' (y(@)).

En particular, podemos eliminar el coeficiente p tomando

La ecuacién (2.28) se vuelve

aly) p’l(y)] / f

i pi(y)  2p1(y)

Esto involucra un abuso de notacién: las derivadas en v se refieren a derivadas con respecto
a y, mientras que las derivadas en p se refieren a derivadas con respecto a x. Para esclarecer
esto consideramos p,q,r y f como funciones de y = y(x) tomando p(x) = pi(y(z)). La
ecuacién se convierte entonces en

0" (y) +

aly) ) | et
p1(y) 2p1(y)] () + (W) = Ai(y).

Si eliminamos el término correspondiente al primer orden con una transformaciéon gauge, la
transformacién compuesta correspondiente se conoce como transformacion de Liouwville.

Polinomios ortogonales clasicos

Es de especial interés extender la condicién de simetria a una clase mas larga de funciones.
En general esto requiere de condiciones de frontera.

Supongamos que I = (a,b) es un intervalo acotado y supongamos que w,w’,p,p’,q y r
se extienden como funciones continuas en el intervalo cerrado [a,b]. Supongamos ademds
que u y v son funciones en C2(a,b) que pertenecen a L2, y supongamos que u,u’,v,v’ son
continuas en el intervalo cerrado. Supongamos también que L es simétrica. Sabemos que

b
(Lu,v) — (u, Lv) = (pwu'v — pwuv”)

a
Si pw se anula en ambos puntos de la frontera entonces no necesitamos condiciones adi-
cionales en la frontera; de otra forma se deben anadir condiciones sobre las funciones w,v.
Similarmente, si I es un intervalo semi infinito (a,00), debemos imponer condiciones en
x = a a menos que pw = 0 en z = a. Supongamos que tenemos simetria para una clase
maximal de funciones. Una funcién u que no sea idénticamente cero es una eigenfuncion
para L con eigenvalor —\ si

Lu+ Au=0.
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Si uy v ug son eigenfunciones con diferentes eigenvalores —A; y —A2 entonces

7)\1(“1,11,2) = (Lul,u2) = (ul,LUQ) = 7A2(U1,U2).

Asf (u1,u2) = 0 : up,us son ortogonales. Nos preguntamos bajo qué condiciones se da el
caso de que el conjunto de eigenfunciones de L incluye a los polinomios de todos los grados,
o por lo menos los grados 0, 1,2. La condicién de simetria implica que L tiene la forma

?  (pw) d

— t———+r

P w dx

Supongamos que hay polinomios de grados 0,1,2 que son eigenfunciones de L. Esto es
equivalente a asumir que el espacio de polinomios de grado < k, kK = 0, 1, 2 estd en el dominio
de L y se mapea en si mismo por L. En particular, las funciones constantes pertenecen a
L2. Asf w tiene integral finita

/abw(z:)da: < 0.

Aplicando L a la funcién constante ug(z) = 1 obtenemos Lug = r, asi que r debe de ser una
constante y podemos tomar r = 0. De esta forma, aplicando L a uy(z) = = obtenemos

w)’ w’
(2.31) Luy = M =p +p—.
w w

1
Esta expresién debe ser un polinomio de grado a lo més 1. Tomando us(z) = 5952

w/
Lu2p+z<p/+pw>.

Como Lusg debe ser un polinomio de grado a lo més 2, se sigue que p es un polinomio de
grado a lo mas 2. La condicién de simetria requiere que

b
0= (Lu,v) — (u, Lv) = / [pw(u'v — uv’))’

para toda w,v en el dominio. Como se ha visto, una condicién necesaria es que pw — 0
en cada punto final del intervalo. Resumiendo, buscamos soluciones polinomiales p, (z) que
sean autofunciones de un operador diferencial de la forma

? d 1 dy
(2.32) LZP@*‘Q%:E pwo—) degp <2, degqg<1,
donde Lp, = A\ppn v
(2.33) (pw) = qu.

A este tipo de operadores diferenciales se les denomina de tipo hipergeométrico, o de tipo
Sturm-Liouville. La ecuacién (2.33) se denomina la ecuacién de Pearson.

Se quiere caracterizar ahora todas las familias de polinomios ortogonales que sean autofun-
ciones de un operador diferencial de tipo Sturm-Liouville (2.32). Como p es un polinomio
de grado a lo sumo 2, después de normalizaciones (mapeos afines de la recta, multiplica-
cién del peso, el operador y los polinomios por constantes), se puede reducir a cinco casos,
dependiendo del grado y las raices de p.
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1. Caso IL: p constante. En este caso, de (2.31), se tiene que w’/w debe ser un polinomio de
grado a lo sumo 1. Resolviendo la ecuacién diferencial, se tiene que w(z) = e”, donde

h es un polinomio real de grado a lo sumo 2 Despues de normalizaciones, se puede
reducir a dos casos, w(z) = e~ 6 w(x) = e** . En el primer caso, las condiciones de
contorno dicen que pw = w se tiene que anular en la frontera de algin intervalo real,
pero e~ nunca cumple ese criterio ya que siempre es posmva Igual para el caso de

. Con lo cual, el tnico caso que queda es para w(z) = e —a’ , en cuyo caso el intervalo

de ortogonalidad esta forzado a ser I = (—o0,00). El polinomlo qg=w'/w= -2z es
un polinomio de grado exactamente 1. Por lo tanto el operador (2.32) es en este caso

L= @ d L3 (R =e "

) 230% en Li(R), w(x)=e".
Para cada polinomio de grado n, el operador L lo lleva a otro polinomio de grado
también n. El autovalor en este caso, igualando coeficientes es A, = —2n. Con lo cual,
los polinomios ortogonales con respecto a la medida €_$2, que se llaman los polinomios
de Hermite y se denotan por H,(x), camplen que LH,, = —2nH,,. Esta medida, una
vez normalizada, corresponde con la distribucién normal o gaussiana.

2. Caso II: p lineal. Se normaliza a p(z) = z. De (2.31), se tiene que w'/w = b+ a/x.
Resolviendo la ecuacién diferencial, se tiene que, salvo constantes, w(z) = 2%e*®. Las
condiciones de frontera pw = zw = x*t1e’ y la integrabilidad de w obligan a que el
intervalo de ortogonalidad sea I = (0,00) y que b < 0y @ > —1. Con lo cual, tras
normalizar, w(z) = z%e~ %, > —1. El polinomio ¢ = (zw)’/w = a4+ 1 —z es un
polinomio de grado exactamente 1. Por lo tanto el operador (2.32) es en este caso

2
L= z% +(a+1- x)%, en LZ(RTY), w(z)=2%"" ao>-1.

Para cada polinomio de grado n, el operador L lo lleva a otro polinomio de grado
también n. El autovalor en este caso, igualando coeficientes, es A, = —n. Con lo
cual, los polinomios ortogonales con respecto a la medida z%e™", que se llaman los
polinomios de Laguerre y se denotan por L%(x), cumplen que LLS = —nL%. Esta
medida, una vez normalizada, corresponde con la distribucién Gamma y como caso
particular, para o = 0, la distribucién exponencial.

3. Caso III: p cuadrético con rafces reales distintas. Se normaliza a p(x) = 1 — 22. De
(2.31) se tiene que w'/w = /(1 +z) + a/(1 — z). Resolviendo la ecuacién diferencial,
se tiene que, salvo constantes, w(z) = (1 — 2)%(1 + x)”. Las condiciones de frontera
pw = (1—2%)w = (1—2)*T(1+2)? y la integrabilidad de w, obligan a que el intervalo
de ortogonalidad sea I = (—1,1) y que a, 3 > —1. El polinomio q = ((1 — 2?)w)’ /w =
B—a—z(a+++2) es un polinomio de grado exactamente 1. Por lo tanto el operador
(2.32) es en este caso

o &2 d
L=Q1-xz )@+[B—a—x(a+6+2)1%,

en L2(-1,1) w(@)=010-2)*1+2)% e8> 1.
Para cada polinomio de grado n, el operador L lo lleva a otro polinomio de grado

también n. El autovalor en este caso, igualando coeficientes, es cuadratico: A, = —n(n+
a+ B8+ 1). Con lo cual, los polinomios ortogonales con respecto a la medida (1 —

x)*(1 4+ z)%, que se llaman polinomios de Jacobi y se denotan por P,ga’ﬁ) (z) cumplen
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que LPH) = —nn+a+pL+ I)PT(La’ﬂ). Los polinomios de Jacobi se pueden construir
en cualquier intervalo acotado [a, b], en cuyo caso p(x) = (b — z)(z — a). Una eleccién
bastante usada es para a = 0y b = 1, i.e. en [0, 1], en cuyo caso la medida, una vez
normalizada, corresponde con la distribucién Beta.

. Caso IV: p cuadratico con rafces complejas distintas. Se normaliza a p(x) = 1+ 22. De
(2.31) se tiene que w'/w = (—2ax + b)/(1 + x?). Resolviendo la ecuacién diferencial,
se tiene que, salvo constantes,

U}(’I) _ (1 +1,2)70,6barctangc.

Las condiciones de frontera y la positividad e integrabilidad de w, obligan a que el
intervalo de ortogonalidad sea I = (—o00,00) y que a > 1/2,b € R. El polinomio
q= ((1+2?)w) /w = 22(1 — a) + b es un polinomio de grado exactamente 1. Por lo
tanto el operador (2.32) es en este caso

oo 2 d

en L?U(R) w(x) _ (1 4 x2)—a6barctanm7 a> 1/2,b cR.

Para cada polinomio de grado n, el operador L lo lleva a otro polinomio de grado
también n. El autovalor en este caso, igualando coeficientes, es de nuevo cuadratico:
An = n(n+1—2a). Sin embargo el valor de a condiciona la existencia de una sucesién de
polinomios ortogonales, ya que para construirlos es necesario que todos los momentos
de la medida sean finitos, en este caso sélo hay un ntmero finito de momentos finitos,
con lo cual habrd un numero finito de polinomios ortogonales p,(x;a,b), llamados
polinomios de Romanovski. El nimero de polinomios que se pueden construir es para
n < 2a — 1, que son casualmente los valores para los que el autovalor A\, es negativo.
Esto indica que el operador L tendra un espectro discreto finito en combinacién con
un espectro continuo.

Obsérvese que en este caso, para b = 0 se tiene que w se reduce a la distribucién ¢ de
Student.

. Caso V: p cuadrético con rafz doble. Se normaliza a z2. De (2.31), se tiene que w’ /w =
—a/x + b/x?. Resolviendo la ecuacién diferencial, se tiene que, salvo constantes,

w(z) =z %",

Las condiciones de frontera y la positividad e integrabilidad de w, obligan a que el
intervalo de ortogonalidad sea I = (0,00) y que a > —1,b > 0. El polinomios ¢ =
(2?w)’ /w = (2 — a) + b es un polinomio de grado exactamente 1. Por lo tanto el
operador (2.32) es en este caso

2

d d
szzﬁ-l—[x@—a)—&—b}d—, en L2(RY), w(z)=2"% """ a>1b>0.
x

El autovalor en este caso, igualando coeficientes, es de nuevo cuadratico: A, = n(n +

1 — a). Sin embargo, de vuela, sélo hay un ndmero finito de momentos finitos (para
n < a—1), con lo cual habrd un ndmero finito de polinomios ortogonales y, (z;a, b).
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También en este caso el operador L tendra un espectro discreto finito en combinacién
con un espectro continuo.

Hay dos casos especiales de soluciones polinomiales, pero que no son ortogonales con
respecto a ninguna medida soportada en la recta real. Por un lado, cuando b = 0,
se tiene que y,(x;a,0) = z™ es solucién de la ecuacién diferencial Ly, (x;a,0) =
AnYn(z; a,0), pero los monomios no son ortogonales con respecto a ninguna medida en
R. Por otro lado, para b =1y a = 2—a, se tiene que y,, (z;2—«, 1) = B, (z; a, 1) donde
By, (z; a, &) son los denominados polinomios de Bessel. Sin embargo estos polinomios
son ortogonales en la circunferencia unitaria, y no en ningdn intervalo real.

Con lo anterior, tenemos el siguiente

Teorema 2.2.1. Salvo normalizaciones, las inicas familias de polinomios ortogonales que
son autofunciones de un operador diferencial de sequndo orden de la forma (2.30) (i.e.
simétrico con respecto a una medida positiva soportada dentro de la recta real) son las
familias de Hermite, Laguerre y Jacobi. A estas familias se les suele denominar familias
cldsicas.

La féormula de Rodrigues
Regresamos a los tres casos correspondientes a los polinomios clasicos, con intervalo I C R,

peso w, y ecuacién de eigenvalor de la forma

/

(pw)"

(2.34) p(@)¢y (2) + q(@)¥, (2) + Antn(2) =0, =
O equivalentemente
(pwi!)' + Apwip, = 0.

La derivada de una solucién 1, de (2.34) satisface un ecuacién similar: diferenciando (2.34)
obtenemos

plvn]” + (g + )] + (¢ + M)y, = 0.
Ahora

pw pw
Asf la funcién pw es también un peso. Como ¢’ es una constante en cada uno de los tres
casos, ¥, es un polinomio ortogonal de grado n — 1 para el peso pw.
Continuando 1!/ es un polinomio ortogonal de grado n — 2 para el peso p?w, con eigenvalor

¢ =+ = —2¢ D"

Por induccioén, la derivada m—ésima corresponde al peso p™w, con eigenvalor
/ 1 /!
—Ap —mqg' — im(m —1)p”.
Como %(ln) es constante, el correspondiente eigenvalor es cero y tenemos la férmula general

1
An = —nq — §n(n - 1)p”
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que corresponde a los resultados en los tres casos mencionados
An =20, A, =n, A\ =nn+a+5+1)

respectivamente.

La ecuacién (2.34) puede ser escrita como

wipy, = _/\7:1 (pw%)'-

Como pw es un peso correspondiente a 1,,’, esto nos lleva a la ecuacion

Wiy = MM + )] (PP0))”

y finalmente a la férmula de Rodrigues

n—1
(2.35) wn = (=1)" [T Dn+ma’ + %m(m = 1)p] (P )™
m=0

Como 77/17(1") es constante, podemos normalizar tomando

(2:36) () = 0(e) ™ G () 0} = s (o))

xn w(z
En vista de (2.35), con esta eleccién de 1, tenemos que
Vn(x) = anz™ + o(z" 1)

n—1
1
(2.37) nla, = (=1)" H An +mq’ + 5m(m —1)p".

m=0

Como una primera aplicacién de la férmula de Rodrigues, consideramos el calculo de los
productos internos de la forma

b

Por (2.36), 1w = (p"w)™ La funcién p"w se anula bastante répido en los puntos finales
del intervalo I. Por lo tanto, bajo condiciones en la funcién f, podemos integrar por partes
n veces sin obtener términos en la frontera, para obtener

b b
/ () f (@) )i = (—1)" / P (@) f (@) () de

Esta idea puede ser utilizada junto con (2.37) para calcular las normas

b b
/ R (@)w(a)ds = (~1)" / " (@) (@) da

n—1 1 b
(2.38) =[] v +md + gm(m —1)p"] / P (z)w(z)dz.
m=0 a

Veamos ahora con mas detalle algunas férmulas asociadas a estas tres familias clasicas.
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Los polinomios de Hermite

. . . . . . — 2
Los polinomios de Hermite {H,,} son polinomios ortogonales asociados con el peso e™*" en

la recta R = (—00, 00). Es decir

I=R=(—00,00),w(z) =€~

Aqui, el lado derecho de (2.37) es
(=2)"nl,

asf el coeficiente lider a,, es (—2)™. La integral en (2.38) da

/ e dx = /7,

—0o0
donde I' y B son las funciones gamma y beta respectivamente. Asi el cuadrado de la norma
L? de 1, es respectivamente

(2.39) [6all? = 2nly/r.

Son eigenfunciones

(2.40) H)(z) — 2zH, (z) + 2nH,(x) = 0,
satisfacen la relacién

H/ (z) =2nH, _1(x),

y pueden ser definidos por la férmula de Rodrigues

dx™

R A G a\"
(2.41) Hy(z) = (—1)"e®” 2 {e } = (20— 2) (1)
dx
Bajo esta normalizacién, el célculo previo de las norma L? da
|| Hn|? = 2"nly/7.

Se sigue que el coeficiente lider es 2" y que

(2.42) H! (z) — 22H,(z) = —Hpy1(2).

La relacion de recurrencia a tres términos se deduce de la siguiente manera: se puede mostrar
por induccién que H,, es par si n es par e impar si n es impar:

Hy(—2) = (=1)"Hy(2).

Por lo tanto la relacién debe de tener la forma

(2.43) xHp(z) = anHpy1(z) + by Hy—1 ().

Las identidades (2.42) y (2.43) implican que H], = 2b, H,,_1. Comparando a los coeficientes
1

lideres, vemos que a,, = 3 b, =n:
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xH,(x) = %Hn_ﬂ(x) +nH,_1(z).

Si escribimos Hy,(z) = >_, axz”, entonces la ecuacién (2.40) implica la relacién
(]f + 2)(k + 1)ak+2 = 2(/€ — n)ak.
Como a, = 2" y a,—1 = 0, esta recursién da como resultado

n'

| — |
5= jl(n —2j)!
Los primeros seis polinomios son
Ho(z) = 1;
Hy(z) = 2u;

Hy(z) = 42 — 2;
Hs(z) = 82 — 121;
Hy(z) = 162 — 4822 + 12;
Hs(z) = 322° — 1602 + 120z.

Su funcién generadora es

n! T e ¢

[e'e) _ _ )2
Z Hn(m) " € (@) 2ws—32.
n=0

Los polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre {Lﬁf‘)} son polinomios ortogonales asociados con el peso w(z) =
x%e~" en la mitad de la recta real Ry = (0,00). Es decir

I=Ry =(0,00),w(z) =2% ", a>-1,p(x)=z,q9x)=a+1—ux;

Aqui, el lado derecho de (2.37) es
(_1)71”!7

asi el coeficiente lider a,, es (—1)". La integral en (2.38) da
/ 2" dr =T (n+a+1),
0

donde I' y B son las funciones gamma y beta respectivamente. Asi el cuadrado de la norma
L2 de 1, es respectivamente
H¢n||2 = TL'F(TL + o+ 1).

Para a > —1 dado, son eigenfunciones

(2.44) L) (@) + (@ + 1= 2)[LV] () + nLi (z) = 0.

Satisfacen la relacién
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(L) (@) = L (2)

y estan dados por la férmula de Rodrigues

L%)(m):ax e w{w e Fa"}
11d  « "

donde la segunda versién es obtenida usando la transformacién gauge u¢v con ¢ = x%e~*.
Bajo esta normalizacién, el célculo previo de las norma L? da

I'n+a+1)

all2
LGP = ="

Se sigue que el coeficiente lider es (—1)™/nl.
Escribiendo L{ (z) =Y p_obra®, la ecuacién (2.44) da la relacién de recurrencia

(k+ 1) (k+ o+ 1)bkr1 = —(n — k)bg,

de manera que

- a+1),
(2.46) L?L(x):Z(—l)kk!( ( f) o

(2.47) _ (et Dn zn: (=n)e ke

Lg(x) =15
Li(z) =a+1—ug;
L3 (z) = w—(oH—%z—%%xz;
L9 (z) = (a+1)(a22)(a+3) B (a+2)2(a+3)m+ (a—2|—3)x2 - %:ﬁ;

En particular, para a = 0,

n

n!
Ln(w) = kZ:O(_l)kk!(n - k:)!k!xk'

Comparando coeficientes, la relacién de recurrencia a tres términos es

n—1

2LO(@) = —(n+ DL, (@) + (2n + a + )L (@) - (n+ a) L, (@),

Por induccion
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dr dr dn-!
dxﬁ{xf(x)} = xdxﬁ{f(x)} + ”W{f@)},

de manera que la férmula de Rodrigues da la relacién de recurrencia:

o d
(4 DI @) = oo + o+ 1 -2 | (LD @),

Su funcién generadora es

> e—zs/(l—s)

G(z,s) = Z L (z)s™ = A=t
n=0

Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi {PT(La’ﬁ )} con indices «, 8 > —1 son ortogonales con respecto al
peso w(x) = (1 — 2)*(1 + z)? en el intervalo (—1,1). Es decir

I=(-11),wx)=>0-2)1+2)° a,B>-1,p(x)=1-22q(x) =8 —a—(a+ [ +2)z
Aqui, el lado derecho de (2.37) es
(="l + B +n+1)n,
asi el coeficiente lider a,, es (—1)"(a+ 8+ n + 1),. La integral en (2.38) da
1 1
[1(1 — )1 4 )" By = 92 ratAHl /0 "1 — 5)" s

=92ttt B(n a4+ 1,n+ B +1),

donde I' y B son las funciones gamma y beta respectivamente. Asi el cuadrado de la norma
L? de 4, es respectivamente

2 _ g2ntatfly) Fn+a+1I(n+B+1)
|[¢n]] n! .
@n+a+B+1)(n+a+pB+1)

Sin embargo, bajo la normalizacién definida por la férmula de Rodrigues, la norma obtenida
da

2008 P (n+ a+ 1)I(n + B+ 1)
n2n+a+B+1)I(n+a+B+1)

(a+B8+n+1),
21! ’

P2 =

Asi, el coeficiente lider es

Cambiando el signo de z,

(2.48) PO (—z) = (=1)" P ().

Las P,(La’ﬂ) son eigenfunciones:

(249) (1 — 2P + 8 —a— (a+ B+ 2)z][P{P) + n(n+a+ B+ 1)PP) = 0.
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Satisfacen la relacién

1 a
[P (@) = 5+ a+ B+ DB (@)

y pueden ser definidos por la férmula de Rodrigues

PR (z) = (;,;Ln (1—2) 1+ x)-ﬂ%{(l 1) (1 4 2)PHm)

Se sigue de la regla de Leibniz en su forma extendida que

(250) PO = S0 S e L il <c(ya++1>linifﬂ++l )173,6 A=+,

que da los puntos terminales

(a+1),

(a,8) _
(2.51) Pld(1) = 25

P (-1) = (-1)"

Su funcién generadora es

9a+8

ZP(Q’B R=+1-2xs+ s2.

2 T RO-s+RP(1+s+R)

Haciendo uso de (2.51), tenemos que ¢y = (o + 1),,/n!, por lo que

n

a—|—lnz (a+B+14+n)(—n)k &
(o +1)k!

P(a 5)(
k=0
(a+1)

n 1
:TzFl (a+ﬁ+1+n7—n,a+1;2(1—x)>.

Polinomios de Lengendre y Chebychev

Casos especiales de los polinomios de Jacobi son los polinomios de Gegenbauer o polinomios
ultraesféricos cuando o« = § = A — 1/2. Se suelen denotar por C’,({\)(x). En el caso especial
de a = B = 0 se denominan los polinomios de Legendre o polinomios esféricos, que son
ortogonales en [—1,1] con peso 1. Se suelen denotar por P,(z). Finalmente tenemos los
polinomios de Chebychev, que hay dos tipos, los polinomios de Chebychev de primera especie
(cuando o = 8 = —1/2), que se suelen denotar por T,,(z) y los polinomios de Chebychev de
segunda especie (cuando o = = 1/2), que se suelen denotar por U, (z). Para todas estas
familias las férmulas se simplifican considerablemente.

Para los polinomios de Gegenbauer, se tiene que

1 220 —1
n —+ o\, n+ C(A)

AT Ve (CVI Ny QY N — et -

donde la matriz de Jacobi viene dada por
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1

O -
2
2\ 0 2
- |2a+X 22+ )
142\ 3

22+ ) 23+ A)
Para los polinomios de Legendre, se tiene que

(1—2*)P(z)—2xP (2) +n(n+1)Py(z) =0, 2P,(z)= Poii(z)+——P, (),

donde la matriz de Jacobi viene dada por

<

Il

WO
gl O -
o Wl

Para los polinomios de Chebychev de primera especie se tiene que

(2.52)
(1—2®)T! (x)—aT) (x)+n>*T,(x) = 0, 22T, () = Ty (2)+Tw1(x), To=1, Ti(z) ==,

donde la matriz de Jacobi viene dada por

N = O

= O =
S N =
—

Para los polinomios de Chebychev de segunda especie se tiene que

(2.53) (1 — 2 U/ () — 32U (z) +n(n +2)Un(z) =0, 22U, (2) = Upi1(z) + Up_1(z),

donde la matriz de Jacobi viene dada por

N~ O
N—= O N
S N =

[

2.3. Polinomios ortogonales de variable discreta

Introducimos ahora definiciones y resultados analogos para los polinomios ortogonales de
variable discreta.
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Ecuaciones en diferencias de segundo orden

Supongamos que w = {w,}52 __ es una sucesién infinita por ambos lados de nimeros no
negativos. Su correspondiente producto interno

(f,9)=(f9w=>_ flm)glm)wy,

m=—0o0

estd bien definido para todas las funciones reales f y g para las cuales las normas ||f]], ¥
[lg]|w son finitas, donde

A2 = (o= S P,

m=—0oQ

La norma y el producto interno dependen sélo de los valores de la funcién en los enteros,
aunque es conveniente continuar viendo a los polinomios, por ejemplo, como definidos en
toda la recta. Los polinomios tienen norma finita si y sélo si los momentos pares

0o
E m2nwm

m=—0oo

son finitos. De ser asi, entonces polinomios ortogonales v,, pueden ser construidos exacta-
mente como en el caso de pesos continuos. Usualmente normalizamos de manera que w es
una distribuciéon de probabilidad

(oo}
Z Wy, = 1.

m=—0o0

De nuevo, hay un relacién de recurrencia a tres términos. Supongamos que

V() = ana™ + bzt 4.

El polinomio

An+41 an
tiene grado n — 1 y es ortogonal a los polinomios de grado < n — 1, y es por lo tanto un
multiplo de 7,1,_1. Entonces

Vn(z/}n—laq/}n—l)w = (an,wn—l)w = (qpnax'l/)n—l)w = fn—1 (wnawn)w

Qn

Asi
Y (1) = anni1(x) + Brthn () + Ynn—1(z)
(254) a, = n Bn — bi _ b”;l Yo = Gnp—1 (¢n;¢n)w

an (Yn—1,Vn-1)w

Como antes, la relacién de recurrencia a tres términos implica una férmula de Christoffel
Darboux. Si el peso w es positivo sélo en un nimero finito de nimeros enteros, digamos en
m = 0,1,..., N entonces el espacio L? tiene dimensién N 4+ 1. Los polinomios ortogona-
les tienen grado 0,1,..., N y forman una base. En general hay resultados de completitud
analogos al caso continuo.

) )
Ap+1 (7% Ap+1
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Teorema 2.3.1. Supongamos que w es un peso positivo en los enteros y supongamos que
para alguna constante ¢ > 0

oo
E e2mly,, < o0o.

m=—0oo

Sean {P,} los polinomios ortonormales para w. Entonces {P,} es completo, es decir, para
cualquier f € L2

=0.

w

lim
n—oo

f - Z(f7pk)Pk
k=0

En el caso discreto, es facil ver que la convergencia en norma implica convergencia puntual
en los puntos m donde w,, > 0.

Corolario 2.3.1. Bajo las hipédtesis del teorema (2.3.1), para cualquier f € L2 y cualquier
m tal que w,y,, >0

o

f(m) = Z(f’ Pn)Pn(m)

n=0

2.4. Operadores en diferencias

Para funciones definidas en los enteros, la diferenciaciéon puede ser reemplazada por opera-
dores “forward” o “backward” donde introducimos ahora la siguiente notacion.

(2.55) Apfle) =fle+1)—flz) v A f(z)=f(z)-flz-1)

Cada operador mapea polinomios de grado d en polinomios de grado d—1, asi que el producto

[ArA_]f(m) =[A_A]f(m) = f(m+1) + f(m —1) = 2f(m)

disminuye el grado del polinomio en dos y juega por lo tanto el papel de segunda derivada.
Es conveniente expresar estos operadores en términos de operadores “shift”

Sif(m) = f(m*1).
Asi

A+:S+—I, A_:I—S_

A+A, :A,A+ :S++Sf —2I:A+—A7

Por lo que el operador general de segundo orden en diferencias puede ser escrito como
(2.56) L=p.Sy+p_-S_+r

donde p4,p_ y r son funciones reales. La condiciéon para que L sea simétrica con respecto a
w es que
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0=(Lf,g)— (f, Lg)
= (p+S+f,9) — (fip-S-g) + (p-S-f,9) — (9,p+S+9)

= 3 pew— Sy (p-w)](m) f(m + 1)g(m)

m=—0o0

+Y_[p-w = S_(prw)](m)f(m — 1)g(m)

para cada f y g que se anulan para todos los enteros salvo una cantidad finita. Escogiendo
g de manera que se anule salvo en un sélo punto m y f que se anule excepto en m + 1 o en
m — 1, concluimos que la condicién de simetria es equivalente a

(2.57) S_(p+w) =p-w, Sy(p-w)=piw.

Una ecuacion en diferencias es del tipo hipergeométrico si es de la forma

(2.58) s(@)AyA_y(z) + 7(x)Ay(z) + dy(z) =0

donde s(z) y 7(x) son polinomios de a lo sumo segundo y primero grado respectivamente, y
A es una constante. Usando (2.55) podemos escribir (2.58) como

(2.59) (s(x) + 7(x))y(z +1) = (2s(z) + 7(2))y(x) + s(2)y(z — 1) = =Ay(z).

Si de nuevo,

1
A=\, =-n7’ — in(n —1)s"

la ecuacién en diferencias del tipo hipergeométrico tiene una solucién particular de la forma
y(x) = yn(x) que es un polinomio de grado n.

Nos preguntamos ahora para qué pesos discretos w con momentos finitos y para qué ope-
radores simétricos L con coeficientes p (z) positivos cuando w, > 0 (con excepcién de los
puntos finales) se puede construir un sistema de autofunciones que sean polinomios. Asu-
mimos que w, > 0 donde esté definido y 0 en el resto. Nos interesaremos en tres casos
dependiendo de cudntos puntos estemos considerando en el soporte:

1. w, >0siysélosi0 <z < N.
2. wy > 0siysélosiz>0.
3. wy; > 0 para toda = € Z.

Veremos que el tercer caso no se puede dar y que tanto el primer caso como el segundo dan
dos familias de polinomios.

La condicién de simetria (2.56) obliga a que p_(0) = 0 en los casos 1. y 2. y que p(N) =0

en el caso 1. Con un cambio de notacién en el término de orden 0 (A = A,V = A_), el
operador en diferencias se puede reescribir como
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(2.60) L=p A—p . V+r

Como L debe llevar polinomios de grado n a polinomios de grado n, en particular tiene
que ocurrir para los grados 0, 1 y 2. Como L(1) = r, entonces r debe de ser constante y se
puede tomar como r = 0. Para grado 1, como A(z) = V(z) = 1, entonces L(z) = py —p_,
con lo cual p; — p_ debe ser un polinomio de grado 1. Finalmente, como A(z?) = 2z + 1
y V(2?) = 2z — 1, entonces L(2?) = 2z(py —p_) +py +p_, y py + p_ tiene que ser un
polinomio de grado a lo sumo 2. Por lo tanto p4 y p_ son polinomios de grado a lo sumo
2 y al menos uno tiene grado positivo. Si los dos tienen grado 2, entones deben tener el
mismo coeficiente lider. A un operador en diferencias 2.60 con estas condiciones sobre sus
coeficientes se le denomina, al igual que en el caso continuo, de tipo hipergeométrico.

La ecuacion de Pearson discreta a resolver ahora es

_ py(=) _o@) +7(z)
We1 = b (o + 1)w1‘ = oz +1) = p(7)w,

Veamos, como en el caso continuo, los diferentes casos que pueden aparecer.

Caso I: p tiene grado 0, y el otro grado 1. Entonces ¢(z) es lineal en una direccién o la
otra, i.e. ¢(x) = O(|z]), lo que implica que el caso 3. no se puede dar, ya que los momentos
no serfan finitos. Como p_(0) = 0, esto obliga a que el polinomio constante sea p,, con lo
cual tampoco puede ocurrir el caso 1. Por lo tanto sélo es posible el caso 2. Normalizando
con py(x) = 1, entonces p_(z) = x/a,a > 0 por lo tanto ¢(z) = a/(x + 1). Resolviendo la
ecuacién de Pearson se tiene que

—wy, x=0,1,2,...

Como Y o2 w, = wpe®, se puede escoger wy = e~ para normalizar la medida. Esta distribu-
cién se conoce como la distribucién de Poisson y sus correspondientes polinomios ortogonales
son los polinomios de Charlier, que se denotan por Cy,(z;a).

Supongamos ahora que p+ son de grado 1. Si los coeficientes lideres no son iguales, entonces
w, es lineal en una direccién o la otra y de vuelta el caso 3 no es possible, ya que no seria
sumable. Si los coeficientes lideres son iguales, entonces asintéticamente ¢(z) —1 ~ b/x para
alguna constante b, lo que implica que los productos H}czo o),y H?:o ()~ son los dos
idénticamente 1 (y p;+ = p_), o uno crece como z y el otro decrece como 1/x a medida que
x — 00. Esto vuelve a excluir el caso 3. Entonces si los dos tienen igual grado tenemos los
casos 1.y 2. con p_(0) = 0.

Caso II: py de grado 1, soporte infinito. Normalizemos de tal manera que p_(x) = = y
py(x) = z(x +b) con b,c > 0y ¢ < 1 para que los momentos sean finitos. Por lo tanto
o(z) = c(x+b)/(x 4+ 1) y resolviendo la ecuacién de Pearson se tiene que

(b)z

— Y —
Wy = 2 c’wy, x=0,1,2,...

Como Y27 w, = wo(1—c)~? (serie binomial) se puede escoger wy = (1—c)® para normalizar
la medida. Esta distribucién se conoce como la distribucién de Pascal y sus correspondientes
polinomios ortogonales son los polinomios de Meixner, que se denotan por M, (z;b, c).
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Caso III: py de grado 1, soporte finito. Siguiendo el caso anterior, se puede normalizar con
pr(z) = p(N —2) y p_(z) = gz, donde p,q > 0, p+ g = 1. Por lo tanto, resolviendo la
ecuacién de Pearson se tiene que

Wy = (N> (p) we, x=0,1,2,...,N
x q

N _ . .
Como >, jw, = woq N se puede escoger wg = ¢ para normalizar la medida. Esta

distribucién se conoce como la distribucién binomial y sus correspondientes polinomios or-
togonales son los polinomios de Krawtchouk, que se denotan por K, (z;p, N).

Caso IV: pi de grado 2. Ambos tienen que tener el mismo coeficiente lider, con lo cual

piy(x) 1+az~t + br~2 a—c 1
#(@) p—(x+1) l4+cz !+de? * z T x?

La condicién sobre los momentos obliga a excluir los casos 2 y 3, con lo cual sélo tenemos el
caso 1. de soporte finito. Como p_(0) = 0 = p4(N) hay dos casos, que se pueden normalizar
mediante

p_(z)=z(N+1+8—-12), pi(z)=(N—-2z)z+a+1), «ab>1,

p,(x):lC(fE—ﬂ—N—l), p+($):(N—$)(—{L‘—Oé—1), O‘vﬁ<_N~

Por lo tanto, resolviendo la ecuacion de Pearson, la funcién peso es de la siguiente forma

(N =2+ 1) (a4 1),wo (N) (a+1)(B+1)N_swp
g(N+B+1-x),  \= B+ 1N

_wo a+z\ [(f+N—-2
(B+ 1N x N-—z )
Como Zg:o Wy = wO% se puede escoger wy = %

Esta distribucién se conoce como la distribucién hipergeométrica y sus correspondientes
polinomios ortogonales son los polinomios de Hahn, que se denotan por Q,(z;«, 3, N).

Wy =

para normalizar la medida.

Asi, podemos enunciar el siguiente

Teorema 2.4.1. Salvo normalizaciones, las unicas familias de polinomios ortogonales que
son autofunciones de un operador en diferencias de sequndo orden simétrico de la forma
2.60 son las familias de Charlier, Meixner, Krawtchouk y Hahn. A estas familias se les
suele denominar familias cldsicas discretas.

A continuacién vemos con mayor detalle los polinomios clésicos discretos, pero antes, veremos
la formula de Rodrigues en el caso discreto.
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Foérmula de Rodrigues, caso discreto

Supongamos que w es un peso en los enteros y que L es simétrica con respecto a w y que
tiene polinomios como eigenfunciones. La ecuacion de los eigenvalores para un polinomio v,
de grado n es

(261> p+A+1/)n - pfqupn + Aty = 0.

Aplicando A, a esta ecuacién obtenemos una ecuacién para la ”derivada” '(/J7(-Ll). Usando la
identidad de Leibniz en el caso discreto

Ay(fg) = (S+f)Arg+gALf

obtenemos

PP A ALGD — pU A0 A

con

Pgrl) = Syps, P(_l) =p-, )\511) = A+ Ay (p+ —p-).

El nuevo operador es simétrico con respecto al peso w!) = p L w :

S+(w(1)P9)) = (S4p4)S4(wp-) = P(+1)w79+ = w(l)Pgrl)'

Continuando observamos que las diferencias wﬁf“) = (A4 )*4, satisfacen

PP AP —p Al + APYP =0

con

k
pgr) = Shpy
)\%’C) = >‘7L + ([ + S+ + ...+ S_’T__l)A_A'_pJ’_ - kA_;,.p_
y el correspondiente operador es simétrico con respecto al peso

k—1

wk) = H Sip+.

=0
Ahora 1) tiene grado n — k. En particular, ¥{") es constante, por lo que A" = 0, y hemos
probado que

)\n = —(I + S+ + ...+ Siil)A+p+ + nAer,

n—1

(2.62) =nAi(p- —py) + Z(I - Si)A+p+~

j=1
La ecuacién de eigenvalores puede ser reescrita para obtener w,&kfl) de wy(Lk), lo que conduce
a la formula de Rodrigues en el caso discreto para ,,. En la primera etapa rescribimos el
operador L usando las identidades (2.57) y S_Ay = A_

wL =wp Ay — S_(wpy)A- =wpi Ay — S_(wpiAy)
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A_(wprAy) = A—(w(l)A+)-

Por lo tanto la ecuacion de los eigenvalores puede ser resuelta para obtener

1
= ———A_ (wMypH
b =~ A= OuD)
en los puntos donde w es positiva. Continuamos con este proceso y tomamos la constante
™) 4 ser
n—1
(2.63) O =TT + (S5 = Dps = kA4p-] = A,
k=0

El resultado es la formula de Rodrigues en el caso discreto, donde w > 0

(264 Yo = (1" TAL @), 0 = H Shp.

Como A_ =1 — S_, podemos expandir A™ = (I —S_)" y reescribir (2.64) como

b= 23 () st i)

k=1
Como una aplicacién, obtenemos una férmula para la norma de 1,. Notemos que siempre
que las sumas sean convergentes

ZA f(k Zf VA g(k

Por lo tanto

Mol [nll = =(Ltbn, ¥n)w = = Y (wLipy) (k)

k

= DA (wp (k) (k) = D Twps P (R)$5) (k)

k k

SN2 -

Siguiendo este proceso, obtenemos

Anl a2y = 1512 0 = AR o)

y de esta forma

(2.65) [nlls = An Y w™ (k)
k

Es conveniente escribir el operador (2.64) como

Lanw® - (LA WOV (LA w@). (LA )
w w w@ T wn—1)

Se sigue de la condicién de simetria (2.57) que
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Ay =pof - F 0 po gy sy

Entonces

1 1
A wl =5 A w® = (py —p- SO —p-S_) =pp| — 2pip_S_+p_(S_p_)S?

y por induccién

n—k—1

( An (n)z n k( ) H (J) Hp(J)Sk

J=0

) _

donde p(j S7 p—. Aplicando este operador a la funcién constante 1 obtenemos

n n—k—1 k—1 ]
(2.66) o= (-1) ( ) H i) [T(52po).

k=0 =0 j=0

Una segunda aproximacion para calcular 1, es usar el analogo discreto de las expansiones
en series, con los monomios z* remplazados por los polinomios

ev(@)=(@—k+1)p=ax(@—-1)(z—-2)...(x —k+1) = (=1)*(—2).

Entonces,

Ager(x) = kep—1(x), zA_ex(x) = keg(x), zep = exy1 + keg.

En cada uno de nuestros casos, p_(x) es divisible por z, asi, aplicando el operador L =
p+AL —p_A_ ala expansion

(2.67) Un(@) = anper(x)
k=0

nos lleva a las relaciones de recurrencia para los coeficientes a,j que identifican a a,; como
un multiplo de a,, k—1.

Finalmente, resaltamos que tanto los coeficientes 3, de la relaciéon de recurrencia a tres
términos, como los eigenvalores )\, pueden ser recuperados de la ecuacién (2.61) calculando
los coeficientes de z™ y 2™~ .

0= Lpp(x) + Apthp ()
=i Ay (A" + b,z ) = p_ A _(anx™ + bpx™ ) F Apanx™ + Apbp™ T 4L

= (py — p_)[anpe™t + (n — b2 2] + (py +p-) [(Z) anz""2 + (”2 1) bnx”‘:}}

(2.68) FAnanz™ + Apbpaz !

El coeficiente de ™ del lado derecho debe anularse, y esto determina a A,. Usando este
valor de ), en el coeficiente 2"~ ! determinamos el radio b, Ja, Y Por lo tanto el término
Brn = bp/an — byy1/an41 en la relacién de recurrencia a tres términos.
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Los polinomios de Charlier

El intervalo es infinito y

Xz
p+(z) =1, pf(w)=5, Wy =€ " —.

Notemos que w,, corresponde a la distribucién Poisson.

Entonces pf) =p4, wh) =w y

An = =,
a
Por lo tanto, la constante A4,, en (2.63) es n!/a™. De (2.65) obtenemos la norma:

n!
allt = 2.

Una normalizacién esténdar es Cp, (2; a) = (—1)™y, (). La ecuacion (2.66) da como resultado

(2.69) Cn(z;a) = Z(—l)k <Z) a @ —k+1)

k=0
_ kZ_O <—n>2<!—z>k (‘Dk
(2.70) = LF, (—m —x; —Cll)

donde 2 F) es un serie hipergeométrica generalizada. El coeficiente lider es (—a)~". En es-
te caso A, C), es un polinomio ortogonal con respecto al mismo peso, y comparando los
coeficientes lideres observamos que

n
(2.71) AL Ch(x;a) = - n—1(x;a).
Su ecuacién en diferencias asociada es

A Cp(z;a) — EA,C’n(ﬂc; a) + gCn(x; a) =0.

Los primeros cuatro polinomios son

Co(z;a) =1,

Ci(zia) = -2 +1;

a
z(x—1) 2z x? x
02(17;a):T—;—Fl:?—(l—&—&z)aﬁ—l—l;
—1)(z—2 -1
Ci(wsa) = 2@ - V@=2)  Sa@—1) 3w,
a a a
3 2

X xr X
:—§+3(a+1)$—(3a2+3a—|—2)$—|—1.
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Podemos calcular la funcién generadora

G(z,t;a) =Y 70"(7;?@) t"
n=0 ’

Notemos que el término constante de C,(z;a) es 1, asi
G(z,0;a) =1, G(0,t;a) ="
En general,

Glo,tia) =) >t (n— k)k!k! <a>

n=0 k=0

La igualdad

n=0 :

nos lleva a la relacion de recurrencia

Cir(z30) = Cp(z;0) — gC’n(x ~1;a).

La identidad

Gla+1,t:a) = (1 - t) Gla, t; a)

a

lleva a (2.71). La relacién de recurrencia a tres términos general (2.54) se calcula. Se sigue
de (2.70) que

n
+ na
)
(—=D)"Cp(z5a) = ix" -7 gn!

a™ a™

(2
+ na
(=1)"Cp(z5a) = ix" - 27$"_1.

am am

Asi

2Ch(z;a) = —aChrii(z;a) + (n+ a)Cr(x;a) — nChr_1(x;a).

Los polinomios de Charlier estan relacionados con los polinomios de Laguerre

Cp(z;0) = (71)”1!1:,(1%”)@).

an
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Los polinomios de Krawtchouk

El intervalo es finito y

pi(z) =p(N —2), p_(2)=qz, wy= (Z) PN

donde p,q > 0,p + g = 1. Notemos aqui que w,, se identifica con la distribucién binomial.
Entonces A\, = n y la constante A,, en (2.63) es n!. Dos normalizaciones estandar son

WP (2, N) = ()
(N —n)!

K, (z;p,N) = (—1)nW

ule) = 1" (

De (2.65) obtenemos las normas:
N n
121 = (7)) )

= (3) (1)

La mayoria de las identidades tienen una versién mas simple en su forma kﬁlp ) La ecuacién

(2.66) da

n

e 2—N)p_p(lz—k+1
(2.72) kﬁp)(f;ngp ! zn—k(k)!k:! =

El coeficiente lider es

1~ (n ek k_ +q@" 1
mZ@P =
k=0

k(P)

El polinomio A ky ' es una eigenfunciéon para el peso w | el cual, después de normalizar,
es el peso asociado a p y N — 1. Tomando en cuenta los coeficientes lideres, se sigue que

ALkP (2 N) = kP (23N = 1).
La ecuacién en diferencias asociada es
p(N —2)A kP (2 N) — qeA_kP) (z; N) 4+ nk®) (z; N) = 0.

Usando estd ecuacién y la expansién (2.67), podemos derivar una segunda forma de los
polinomios de Krawtchouk:

D . _ n N S (_n) (—l‘) —k
kﬁb)(va)—(—p) ( )Z(_;\})kk,kl) ¥

n
k=0

o (2)on (o)

donde F' es la funcién hipergeométrica. La normalizacién de la forma alternativa K, se
escoge de tal manera que
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K, (x;p,N) =9, (—n, —z,—N; 117) .
Los primeros cuatro polinomios son
kP (2 N) =1
kgp)(x;N) =z — Np

1
k:(()p)(a:;N) = 5[:52 +(2p —1—2Np)z + N(N — 1)p?]

1
kP (2 N) = g1’ + (6p = 3 = 3Np)2® + [3Np(Np +1 - 3p)
+2(3p* = 3p + D] — N(N = 1)(N - 2)p°}.

Podemos considerar kép)(ac; N) como definida por (2.72) para todos los n = 0,1,2,.... Note-
mos que para n > N estos polinomios se anulan en los puntos m = 0,1,2,..., N. La funcién
generadora es

G(x,t; N,p) = > kP (2 N)t" = (14 qt)" (1 — pt)V =",

n=0

La identidad

> oG
S+ DEP) (@ Nyt = 5 (@ t:N.p)
n=0

lleva a la relacién de recurrencia

(n+ DEP) (2 N) = 2gk® (z — 1; N — 1) — (N — 2)pk® (a3 N — 1),
La identidad

(1—=pt)G(z+1,t;N,p) = (14 qt)G(x,t; N, p)

lleva a

P (2 4+ 15N) = kP (a5 N) = ki ().

La relacion de recurrencia a tres términos

2kP) (23 N) = (n+ DEP) (25 N) + (0N 4 n — 2pn)k® (23 N) + pg(N —n + Dk (; N)

puede ser calculada usando (2.68)
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Los polinomios de Meixner

El intervalo es infinito y

pi(z) =cl@+b), p-(z)==z, wn=(1- C)b%cm

donde b >0y 0 < c< 1. Aqui w,, se identifica con la distribuciéon de Pascal. Por lo tanto
AMm=0-cn A,=(1-c)"nl
La ecuacién (2.66) nos da como resultado

() = 31" (1) 0 Bacala = ko s

k=0

con coeficiente lider (1 — ¢)". Dos normalizaciones estdndar son:

M (@36,€) = (=) ") = 3 (Z) (24 B)nos(w — b+ D(—c)*
k=0
, (=1)" _ 1 .
M, (z;b,¢) c”(b)nwn(z) = @mn(:r, b, c).
Se sigue que
a1, = m @
n!

La mayoria de las identidades tienen una forma maés simple en la versién m,,. El polinomio
AL m, es una eigenfuncién para el peso w?, el cual, después de normalizacién, es el peso
asociado con b+ 1 y c. El coeficiente lider de m,, es (1 — 1/¢)™ por lo que

1
Aymy(z;bc) =n (1 - ) mp—1(x;0+ 1, ¢).
c
La ecuacion en diferencias asociada es

c(x + b)Aymy(x;b,¢) — xA_my(x;b,¢) + (1 — ¢)nmy (230, ¢) = 0.

Usando esta ecuacién y la expansién (2.67) obtenemos una segunda forma:

e G [ G [ U A |
(2.73) mn(:z:,b,)—(b)n]; )7 (1 c) —(b)n2F1< L —x, b1 C)

donde de nuevo F' es la funcién hipergeométrica. La normalizacién de M, se escoge de
manera que

1
Mn(x;b7 C) = 2F1 (Tl, 71‘7b7 1- ) .
c

Los primeros cuatro polinomios son:

mo(xz;b,¢) =1
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1
ml(x;b,c)—<1>x+b
c
1\* 2 1
mz(x;b,c):<1—c> x2+<2b+1—c—02)w+b(b+l)

1\° —
m3(£;b,C)=<1—c> $3+<3b+3—6b:—3+3b 3+ 3)$2

c? c3

32 +3b 3b 2
+<362+6b+2 : . cs)x+b(b+1)(b+2).

La funcién generadora es

Glaiti) = 3. "2 — gt (1)
La identidad

Z 7m"“(f; b,¢) " = %(x; b,c)
= n! ot

implica la relacién de recurrencia

Mpt1(x;0,¢) = (& + b)my(z;0+ 1, ¢) — %mn(x —1;0+1,¢).
La identidad

(1—8)G(x + 1;b,¢) = (1 _ Z) Glab, )

implica

mp(x + 1;b,¢) — mp (230, ¢) = nmp_1(x + 1;b,¢) — 2mn,l(ac; b,c).
c

La relacion de recurrencia a tres términos

(¢ = Dxmy,(x;b,¢) = empy1(x; b, ¢) — (be + ne + n)my, (2;b,¢) + n(b+n — )my—1(x; b, ¢)
puede ser derivada usando (2.68).
Los polinomios de Hahn
El intervalo es finito y tomamos
pr@) = (N— )z +a+1), p()=a(N+B+1-2)
a,f>-1 o «,f<—N.

En el caso a, 8 < —N hemos violado nuestra condicién de que p+£ sea positiva en el interior
de los puntos {1,2,..., N — 1}. El peso es

= Co () (@4 D5+ D
donde
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(N +a+8+2)
L(a+ 8 +2)

Aqui w,, se identifica con la distribucién hipergeométrica. Con esta eleccién de Cy la masa
total es

Co =

De acuerdo con (2.66)

n n n—k—1 k—1
(274) vule) =301 (3) TT wetet ) [T oo )

k=0 j=0 =0

Esto parece tener grado 2n mas que n, pero hay muchos términos que se cancelan. Una
forma mds util puede ser obtenida usando (2.67), lo cual conduce a

() = Czn: (_”)k(:x)k(n‘i‘@"’ﬂ"’ 1)k

(—N)p(a+1)k!

donde 3F5, denota la serie generalizada hipergeométrica. Para determinar la constante C
notemos que el término constante en (2.74) proviene del sumando con k& = 0 y es por lo
tanto

n—1
D" [T o+ () = D" (N +1 = n)ula +1).
§=0
Se sigue que

Yo(x) = ()" (N+1—n)p(a+ 1), - sFa(—n,—z,n+a+ L+ 1;,—N,a+1;1).

Una normalizacion es

Q’n(x;a767N) :3F2(—n,—m,n+a—|—5+1,—N,a—|—1,1)

(2.75) _ z": (_n)k((—m)k(n—ka—l—ﬁ—kl)k.

= —N)p(o+ 1),k!

Una segunda es

N —n)p(B+ 1),
n!

B (@, W) = (1) Ol By, N —1).

Se sigue de (2.62) que A, =n(n+ o+ F+1), asi

a2, = (n))? <N> (N =) (B4 Dn(a+B+n+ 1N
Por lo tanto
1Qn (w3 0, 8, N)||* = n!(N—n)!(B+Dn(le+B+n+1)nvm

Nl a+ 1) (a+B+2)ny(a+B+2n+1)
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El peso w™) = p,w es un muiltiplo constante del peso asociado con indices (a+1,8+1,N-1).
Se sigue de (2.75) que el coeficiente lider de @, (z;a, 3, N) es

(n+a+p+1),
(=N)n(a+1),

asi

nla+p+n+1)
N(a+1)

A+Qn(x;aaﬁ5N):_ Qn—l(xaa+17ﬁ+17N_1)

La ecuacion en diferencias es

(N-2)(z+a+ )AL Qn(z;0,8,N) —z(N+8+1—2)A_Qn(z;a,5,N)
+nn+a+ B+ 1)Qn(z;a,8,N) =0.

Los primeros tres polinomios son:

Q()(.’E;CE,B,N) :]-

_ a+pBH+2
Qi(z;a,8,N) = fm
(a+B8+3)(a+B8+4) 2
N(N - 1)(a+1)(a+2)

(@t Bt3)atfrat2AN -~ Da+2)]
NN —1D(a+1)(a+t2) T

r+1

QQ(x;aaﬂ7N) =

Una aplicacién directa de (2.68) nos da

Qn(z;0,B,N) = apz™ + bzt + ...

b n2N(a+1)+ (2N + 5 —a)(n—1)]
an 2(a+ B+ 2n) '

El radio de los coeficientes lideres es

an  (n+a+pB+1)(a+n+1)(N—n)

a1 Cnta+B+1)2n+a++2)

Por lo tanto, por (2.54), la relacién de recurrencia a tres términos es

l‘Qn(I;Oé,ﬁ,N) = OénQ7L+1($;()é,ﬂ,N) + /BnQn(x;O‘MBaN) + ’YnQn—l(xaaaﬁaN)

(at+B+n+1)(a+n+1)(N—n)
(a+8+2n+1)(a+8+2n+2)

n(n+B)(a+B+n+N+1)
(a+B+2n)(a+8+2n+1)

Bn = _(an + 7n>

oy = —

n
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Polinomios de Hahn duales

Sea
A@) = a(a+ 7+ 8 +1),

y considérese el peso

(2z+74+0+1)(y+ Da(=N)aN!
(=)@ +7 406+ 1)n+1(d + 1)gal’

Los polinomios de Hahn duales R,,(A(z);7,d, N) son ortogonales con respecto a la medida
anterior y la norma viene dada por

—1 —1
) 2 (v+n O0+N—n

Se tiene la siguiente relaciéon de dualidad con los polinomios de Hahn:

wz(’%av N) =

(276) Rn(/\(m);’)’a(sv N) = Qm(n§%5» N)

Por lo tanto, los polinomios duales de Hahn verifican ecuaciones en diferencias y férmulas
de recurrencia a tres términos ‘duales’ de las de Hahn. Especificamente, la ecuacién en
diferencias de segundo orden es

B(x)Rn()‘(x + 1);7757 N) - (B(x) + D({E))Rn(A(.’E),’%(S, N) + D(‘r)Rn()‘(I - 1);’77 57 N)

donde

(x4+v+0+D)(z+v+1)(N —2)
Qr+y+0+1)(2z+7+0+2)

zx+y+5+N+1)(z+7)
r+y+0)Rr+v+d+1)

B(z) = , D(z) =

Mientras que la relaciéon de recurrencia a tres términos es

ApRp1(Mx);7,0,N) = [Ay + Cp] R (AM();7,6,N) + Cr Ry -1 (A(2); 7,0, N)

= 7>\($)Rn()\(z), Y 63 N)7
donde

A, =(N—=-n)n+~v+1), C,=n(d0+N+1-n).
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Capitulo 3

Polinomios Ortogonales y
Procesos estocasticos

3.1. Representacion espectral para procesos de nacimien-
to y muerte

El teorema de representacion de Karlin-McGregor de las probabilidades de transicion es
una herramienta muy util para entender el comportamiento asintético de los procesos de
nacimiento y muerte. En este teorema aparecen los polinomios ortogonales y ademas estos
también juegan un papel fundamental en el estudio de la ergodicidad exponencial y aparecen
también en distribuciones importantes como la distribucién limite condicional doble.

Consideremos un proceso de nacimiento y muerte en un espacio de estados S = {—1,0,1,2,...}.
El proceso esta dado por sus tasas de nacimiento y muerte \;, pi;, 7 € S descritas en el capitulo
2. Como antes —1 es un estado absorbente y lo ignoramos si pg = 0 y 0 se convierte entonces
en un estado reflejado.

3.1.1. Representacion espectral de Karlin-McGregor

En el andlisis de los procesos de nacimiento y muerte, son de especial importancia la sucesion
de polinomios {Q,(z),n > 0}, llamados polinomios de nacimiento y muerte. Estos
estan determinados tinicamente por la relaciéon de recurrencia

(3.1) —2Qn(2) = pinQn—1(2) = (A + p1n)@n(2) + AnQn1(2)

junto con las condiciones iniciales Q_1(z) = 0y Qo(z) = 1. Karlin y McGregor probaron
que la funcién de transiciéon P puede ser representada como

(3.2) Pi(t) =P(X, = j|Xo =1) =, /000 e "Qi(2)Q;(x)dg(x) , i,j=0,1,...,t >0

donde ¢ es una medida positiva de Borel con masa total 1 y con soporte en los reales no
negativos; ¢ es llamada la medida espectral de P. Tomando ¢ = 0 en (3.2) se puede ver
facilmente que los polinomios {Q,(z),n > 0} son ortogonales con respecto a ¢.
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Es de destacarse que en la representacién (3.2) de P;;(t) la dependencia sobre ¢ en el lado
derecho de la ecuacién estd restringida completamente al término exponencial decreciente
e~ y que la dependencia en i y j se factoriza como el producto Q;(z)Q,(z).

Para ciertas elecciones de parametros en los procesos de nacimiento y muerte, las ecuaciones
en (3.1) son relaciones de recurrencia reconocibles que definen polinomios ortogonales cldsicos
para los cuales las medidas de ortogonalizacién son bien conocidas. Bajo las condiciones
(1.28) y (1.30), la medida espectral en (3.2) puede ser solamente una de estas medidas, y
la funcién de transicién para nuestros procesos de nacimiento y muerte puede ser calculada
directamente de (3.2).

Para el esbozo del método, recordemos que se asume que los coeficientes A\;,i > 0y p,7 > 0
son estrictamente positivos y que g > 0. Si pg es positivo puede ser interpretado como una
tasa de absorcion del estado cero en un estado con la propiedad de que una vez llegado a
ese estado jamas se le puede abandonar. Las relaciones de recurrencia

—2Qo(7) = —(Xo + p10)Qo () + XoQ1(x)

(3.3) —2Qn(2) = pnQn—1(2) = (An + pin)@n (2) + AnQny1(2)

se pueden escribir de forma m&ds compacta como —x@Q = AQ. La representacién integral
puede ser deducida de la siguiente forma: Se escribe la sucesion de funciones

o0

filw,t) =) Py(H)Q;(x)

Jj=0

o equivalentemente el vector

fz,t) = P(H)Q(x).

Este vector satisface la ecuacién

1) _ pa)Q(a) = P()AQ() — 2 (2.1
y la condicién inicial
f(z,0) = Q().
Asi
fla,t) =e ™ Q(x)
o

filx,t) = e Qi (x).

Ahora, P;j(t) es el j-ésimo coeficiente de Fourier de f;(x,t) y por lo tanto

Py(t) =, / " e Qu () Qs () dui(x)
donde

/ QA )dv()

Lo anterior se puede enunciar de forma mads rigurosa con el siguiente

1
_7Tj.
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Teorema 3.1.1. Sea A la matriz del operador infinitesimal asociado al proceso de naci-
miento y muerte y P;;(t) una funcidn de transicion que es solucién de ambas ecuaciones de
Kolmogorov (por ejemplo la minimal). Entonces existe una distribucidn de probabilidad
soportada en el intervalo [0,00) tal que se tiene la representacidn integral

(3.4) P(t) =m; /000 ethQi(x)Qj(x)dz/)(x), i,jeE, t>0.

La representacion espectral (3.4) separa claramente las variables i, j,t. Ademés a medida
que t — oo la integral va tendiendo a 0, excepto en el punto x = 0, donde puede haber
un salto. Para que ocurra este salto es necesario y suficiente que el proceso sea recurrente
positivo, en cuyo caso la magnitud del salto viene dada por

(3.5) d«w=<2m@@>-
1=0

Obsérvese también que de (3.4) que haciendo ¢ = 0 obtenemos la ortogonalidad de los
polinomios @, (z) definidos en 3.3, i.e.

o0
| a@a@asw =22, ijeE
0 T
Una medida que cumple lo anterior se le llama una solucién del problema de momentos de
Stieltjes. Mostramos a continuacién que dicha medida existe, pero antes, estableceremos la
correspondencia entre el conjunto de todas las matrices A que pertenecen a un proceso de
nacimiento y muerte y el conjunto de todos los momentos que son solucién de un problema
de momentos de Stieltjes, que dice que el proceso con gy genera todos los problemas de
momentos de Stieltjes, y aquellos con pg > 0 genera todos los que tienen una solucién con
un momento finito de orden menos uno. Antes haremos una observacién importante.

Ya vimos anteriormente que una sucesién de polinomios {@, ()} que cumple con la relacién
de recurrencia a tres términos

Qo(z) =1
—2Qo(r) = —(Xo + p0)Qo(x) + XoQ1(z)

(3.6) —2Qn (%) = pnQn-1(x) — An + 12)Qn () + MQni1(x) ,n>1

se llaman polinomios que pertenecen a la matriz A o también como polinomios de
nacimiento y muerte. Como cada )\, es positivo, Q,(x) es un polinomio en z de grado
exactamente n, el coeficiente de ™ en @, () es (—=1)"/AoA1 -+ Ap_1-

Definimos

_ AoAr - An

Y- RRRN T

Como A\, Ty, = tnt+17Tn+1 la relacion de recurrencia a tres términos puede ser escrita de nuevo
como

T =1, @,

—2Qo(z)mo = Aomo[Q1(x) — Qo(x)] — ko
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—xQn(l‘)ﬂ'n = Ay Th [Qn-&-l(x) - Qn(x)] - )‘n—lﬂ'n—l[Qn(x) - Qn—l(x)]

y como consecuencia

(37) _xZQj(x)ﬂ-j = )\nﬂ'n[Qn—H(m) - Qn(z)] — o N = 0
=0

yéen consecuencia

ZQJ (z)m;,

m7Tm

n—1
1

3.8 nlx)=1
(3.8) i) =110 3 5 = ZA
y se sigue por induccién que para x < 0

1=Qo(x) <@Qi(z) < < Qnlx) < Qnii(x) <---.
Sin>1

n—1

AT
= ARk

y por lo tanto las desigualdades también son validas cuando x = 0 si pg > 0
Enunciamos ahora el teorema que es una extensién de un resultado de Favard.

Teorema 3.1.2. Existe al menos una medida positiva, reqular 1 en 0 < x < oo de masa
total 1 no soportada por un conjunto finito de puntos tal que

0 siisj

sii=j

/ Q)@ () (x) =

%

Demostracion. El sistema de ecuaciones [Qody = 1, [Q,dy = 0, n > 0 puede ser
resuelto recursivamente para los momentos ¢,, = [ z"di. Por ejemplo [ Qody =1dacy =1

y entonces
Ao + 1o —

da ¢; = Ao + po. Se puede demostrar [21] que hay una cantidad infinita de medidas en
0 < z < oo regulares, pero no necesariamente positivas tales que tienen estos momentos.
Sea 1) una de esas medidas.

De la relacién de recurrencia se sigue que si n > 1 entonces

/ 2*Qu(x)d, =0, 0<k<n
0

| Carau@int = m [ (- Quawivts)
0 0
Asi
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/OOO Qo (2)Qn (@) i) = 2 > 0,

n

Para probar el teorema basta probar que los determinantes

€o C1 e Cn C1 C2 o Cpgl
C1 C2 o Cppd C2 C3 o Cng2
Cn Cn+1 e Con Cn+1 Cn+2 tet C211—0—1

son estrictamente positivos, cosa que ya hicimos. Para n > 1 el determinante

Co C1 R Cp—1 1

C1 C2 L Cp, x
P(z) =

Cn Cpy1 0 Copo1 TV

es un polinomio de grado <n y

/ Py (@)dp(@) = 0, k=0,1,2,....n—1.

0

Por lo tanto P,(x) es un miltiplo constante de @, (x), y comparando coeficientes de ™
Pn(.’b) = (—1)n(>\0)\1 e )\nfl)Anlen(.’E).

Se sigue que

(Mo -+ Ap_1)?

Tn

A, = /0 " Py ()i () = A,

y como Ag = 1 entonces A, > 0,n=1,2,.... Ademis

AL = (—1)"1P, 1 (0) = MoAs - An)AnQny1(0) > 0.

Lo cual completa la prueba.
O

A partir de aqui, una medida positiva con las propiedades requeridas en el teorema ante-
rior se llamara una solucién del problema de momentos S. Una medida no necesariamente
positiva en 0 < z < 0o con los mismos momentos se llamara una solucién del problema de
momentos BVS. Una medida positiva (no necesariamente positiva) en —oco < z < 0o con los
mismos momentos se llamard una solucién del problema de momentos H (BVH). S y H son
abreviaciones de Stieltjes y Hamburger respectivamente mientras que B.V. vienen del inglés
Bounded Variation, es decir, de variaciéon acotada.

El teorema anterior establece una correspondencia entre una matriz de nacimiento y muerte
o matriz de Jacobi A y un problema con solucién de Stieltjes. Hay un teorema inverso.
Supongamos que {Q,(z)} es una sucesién de polinomios reales, el n-ésimo polinomio de
grado exactamente n, ortogonal en 0 < z < oo con respecto a una medida . Los ceros del
polinomio son entonces interiores al intervalo 0 < x < co y puede por lo tanto asumirse que
@, (0) =1 para toda n.

Los polinomios satisfacen una relaciéon de recurrencia
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—2Qo(x) = BoQo(x) + CoQ1 ()

donde A,,, B, C,, son reales. Tenemos By +Cy =0y A, + B, + C,, =0,n > 1 debido a la
normalizacién. El coeficiente de 2™ en Q,(z) es (=1)"/CoCy ...C, y como @,(0) =1 esto
es igual a (—1)™ multiplicado por el producto de los reciprocos de las n raices positivas de
Qn(z). Por lo tanto C,, > 0 para n > 1. Si n > 1 entonces

| arau@int = an/cus [T E0m@ua@int)
0 0

asi que A, > 0. Por lo tanto la relacién de recurrencia de los polinomios @, (x) determina
una matriz de nacimiento y muerte con py = 0. Las condiciones bajo las cuales es posible
renormalizar los polinomios de tal manera que la relacién de recurrencia determine una
matriz de nacimiento y muerte con pg > 0 vienen dadas por el siguiente lema.

Lema 3.1.1. Supongamos que po = 0 y sea {Qn ()} una sucesion de polinomios determina-
da por (3.6). Sea p un nimero positivo. Entonces existe una sucesion de constantes positivas
(an)n tal que los polinomios Ry () = anQn(x) satisfacen una relacion de recurrencia de la
forma
Ro(.r) =1
—zRo(x) = — (A + pgo)Ro(x) + AgR1(z)
2Ry () = pp Rn—1(x) = (A, + 1) Ry (2) + X, Rpa (2) 0> 1, gy, > 0,07, >0

con il = sty sélo si la serie

— 1
nz:% AnTn

converge y 1 satisface

1
<1.
AT

ny
n=0

Demostracion. Sea {ay} cualquier sucesién de constantes positivas y R, () = anQn(x)
Entonces

Ro(x) = Oy,
—xRg = —AgRo + )\O%Rla
(63}

Qn Qn

Rnfl - ()\n + Mn)Rn + )\n

Op—1 Ap41

—zR, = pin

Ryy1-
Esta formula de recurrencia es de la forma requerida si y sélo si
Qo = 1,
)\o% + 1= Ao,
aq

[0 «
Q41 Qp—1
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Sea,

S
tn:ro—i—rorl+7‘o7“17"2+---+7“o7“1"'7“n:NZ "

Entonces las relaciones anteriores pueden ser escritas como

1
1-—= To,
S1
1
(3.9) 1-— =rp(s, —1).
Sn+1

Las s, son positivas y s1 = 1/(1 —rg) > 1, se sigue por induccién que s,, > 1 para toda n.
Expresando s, 41 en términos de la r; obtenemos
TOT1 Ty

1—1t,
Por lo tanto (3.9) tiene una solucién con s,, > 1 para toda n si y sélo si ¢, < 1 para cada n,
esto es, si y sélo si

Sn41 = 1+

H Z /\nﬂ'n
O

Es bien sabido ademds que @, tiene n ceros simples x,1 < Tpo < ... < Tpy, ¥ que los limites

n—oo

existen y satisfacen 0 < & < &1 < 0o. Ademds, debido a las condiciones (1.28) y (1.30) el
problema de momento relacionado/correspondiente estd determinado y asi

—1

(3.10) if(supp(¢)) = &1 y ¢({€}) = (Z T QE (&1 )
donde denotamos por supp(¢$) al soporte de la medida ¢.

Algunos resultados se siguen directamente de la representacion espectral (3.2). Por ejemplo,
en el caso puy = 0, tenemos Q;(0) = 1,4 > 0, y asi la distribucién condicional limite, de

existir, es igual a

.
pj = —1— = lim Py
Zk:O Tk t—o0

La siguiente relacién de simetria se sigue directamente de (3.2)

(t) = m;Q;(0)Qi(0)¢({0}) = ;¢ ({0})-

7T7;Pij (t) = Wiji(t).
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Decimos que P;;(t) es débilmente simétrica o reversible.
Asociado a un proceso de nacimiento y muerte con pug = 0, existe otro proceso dual de
nacimiento y muerte con pardmetros {(A%, puk,n > 0)} dado por

Ap = b1, fp =An 1 >0

El correspondiente operador infinitesimal seria la matriz

—(/\1 + Ml) 1 0 0 0
A1 — (A1 + p2) M2 0 0
A* = 0 A2 —(A2 + p3) M3 0 7

0 0 A3 —(A3+ 1) pa

cuyos coeficientes potenciales son

x g R Ao
L VS VD W

Los correspondientes polinomios R} (xz) asociados a A* vienen dados por la relacién

(3.11) —xR} () = MyTn[Qnyi1(x) — Qu(x)], n>0.

Existe también una relacién que describe @, (z) en términos de R} (x):

Tnt1Qnt1(z) = Ry, (z) — Ry (x), n>0.
La peculiaridad de estos nuevos polinomios es que la ortogonalidad de los polinomios @, ()

con respecto a una medida v es equivalente a la ortogonalidad de los polinomios R} (z) con
respecto a la medida dual ¥* de 1, dada por la transformacién de Christoffel

A (z) = ~dip(z), x> 0.
Ao
Esta medida dual ¥* es de probabilidad, ya que

0= [T = [ (1= D) astw =1~ [ v =1~ [ au

Obsérvese que ¥* no tiene ningin atomo en x = 0 y que Ag fooo dy*(z)/x < 1. La relacién
con la medida 1 es la siguiente

Aodp* () /x, stz >0
dy(z) = {1 - AE [y (t)/t, siz= 0.}

La matriz de transicién de esta familia dual, denotada por P;;( ) se puede expresar en

términos de la matriz de transicién original P;;(t) mediante la siguiente

Proposicién 3.1.1. Sean P;;(t) y P};(t) las tinicas soluciones minimales de un proceso de
nacimiento y muerte y su dual, respectivamente. Entonces

Pt = SRt — Pryas(], Poylt) = SIPR) = Py (0] irf >0,
k=0 k=0
con la convencion de que P*, ;. (t) = 0 para todo k > 0. Ademds, P;;(t) satisface las ecua-
ciones de retroceso de Kolmogorov.
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Aparte de la familia dual, existe otra familia que se suele usar bastante, llamado el proceso de
nacimiento y muerte asociado. Este proceso tiene como matriz del operador infinitesimal una
matriz que se obtiene de A quitdndole la primera fila y primera columna. Por lo tanto sera
un proceso de nacimiento y muerte con un conjunto de pardmetros {(Ant1, tint+1),n > 0}.
Llamamos 9(?) a la medida del proceso asociado. Se puede comprobar que los polinomios
definidos por

Q;o) _ /000 de(x)7

verifican la relacién de recurrencia generada por el conjunto de pardmetros {(Ant1, fint1), n >

0} con Qéo) =0y Q(lo) =% y son ortogonales con respecto a ¥(9). Se tiene también que

1
Ao + Ho — 2 — Aop1 B(z;1)

(3.12) B(z0) =

donde B(z;1) es la transformada de Stieltjes, la cual se usa para calcular algunas medidas
asociadas a ciertos procesos de nacimiento y muerte.

La funcién de transicién Pi(f) (t) correspondiente al proceso asociado viene también dada por
una férmula del tipo Karlin-McGregor:

PP® =5 [ e -0 @) 2@ @), i1
0
Se tiene también el siguiente resultado

Proposicion 3.1.2. Sean

< ), dv ()
/0 (x+&"’ m_”_gl—lgﬂ (x+ "’

m_, = lim
=0+

los momentos negativos asociados a las medidas ¥ y () respectivamente. Entonces se tiene

0 74)(0)
(3.13) m‘ilz/ di) (x)SAO—FUO.
0 T Aopi

Ademds, las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. Sim®, = (Ao + po)/Aopr y m%y < 00, entonces P({0}) = 1/(1 4+ Aoprm®4) > 0.
2. Sim®, = (Ao + po)/Aopr y m:y = 00, entonces P({0}) =0 y m_; = co.
3. Sim®, < (Ao + po)/Aop, entonces ({0}) =0,

m_q = L < 0 m-2 _q + Aopim®, < oo
-1 = Mo + fo — >\0/~L1m‘11 , m%1 = oM1M _g > O0.
Demostracion. De (3.12), para z = —&, obtenemos
(3.14) A /OOCW)(JJ)—AJr +§—</mdw(aj)>_l £>0
. oM1 o Sy = Ao T Ho y TtE ) .
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Por lo tanto

. £>0.
r+& T Ao ¢

Haciendo £ — 07 se consigue la cota (3.13). Por otro lado, haciendo derivada con respecto
a & en (3.14), se tiene

/Oo dy© (z) < Ao+ po +§
0

: foo dip(z)
> dy(©) (z) 0 (z+¢)?
3.15 A / =1- , >0
(319) M ey [ W) 7 £
O z+¢
Haciendo € — 07 en (3.14) y (3.15) se obtienen las relaciones
a 1
(3.16) Aopamly = Ao + po — —,
m—y
m_so a
(317) m2_1 =1+ >‘O,U'1m_2~

También, de (3.12) y (2.6), se llega a que

(3.18) »({0}) = lim 3

£—0— 0o 1)) (x
§—Xo— o+ Xop [y W (z)

x+€

La primera afirmacién se sigue aplicando L’Hopital a (3.18) y es positivo por (3.17). La
segunda afirmacién es consecuencia de la primera afirmacién y (3.16). Por dltimo, la tercera
afirmacién es consecuencia directa de (3.16), (3.17) y (3.18).

O

Veremos ahora una propiedad muy importante de la representacién integral, aunque para
esto necesitamos el siguiente:

Lema 3.1.2. Sea ¢ una medida definida en [0,00] con momentos finitos y sea Pp(z) una
familia de polinomios ortogonales con respecto a . Entonces

(3.19) / T et (p)dp(z) > 0, £>0, n>0.
0

Ademds, sin > 2 y p(x) es un polinomio de grado r con 0 < r < n cuyas raices son todas
reales y separadas por algin subconjunto de r + 1 raices de P,(x), y p(0) > 0, entonces

(3.20) /00 e 'p(z)Py(z)d(z) >0, t>0, n>0.

En particular, para p(x) = Py (x) (donde se cumplen las condiciones anteriores) se tiene
que

(3.21) /oo e~ Py (2) Po(@)dib(z) > 0, t>0, n,m>0.
0
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Demostracion. Sea 1 < r < n. Todos los ceros de P, (z) estdn dentro del soporte de ortogo-
nalidad y ademds son simples (véase [3]). Sean {;,j = 0,...,n, esos ceros ordenados de la
siguiente manera 0 < £; < ... < &,. El polinomio P, (z) se puede escribir como

Po(z) = k(&1 — 2)(§2 —2) -+ (§n — 2),

donde k, > 0 (ya que P,(0) > 0). Para indices 1 < 43 < i3 < -+- < 4, consideramos el
r-factor de P, (x)

T

Aiy iy () = H(&'k — ).

k=1
Probaremos primero que
o0
(322) fureic®© = [ €y i, (@) Pa@)di(a) > 0.
0
Para ello denotamos 1 < j; < ja < -+ < jn—r al conjunto complementario de los indices
de 1 a n quitandole los indices i1, ...,%;. Definimos, para cualquier funcién continuamente

diferenciable g(t), el operador

Dyg(1) = e e tg(0)] = /(1) + &0(0).

Este operador tiene la propiedad siguiente:

(3.23)  D,g(t) >0, para todo t > 0y g(0) = 0 implica que g(t) > 0 para todo ¢ > 0.

Esto es debido a que si g(0) = 0 entonces ¢'(0) > 0, es decir es estrictamente creciente en
0. Si existiese un w > 0 tal que g(w) < 0, entonces ¢'(w) > —g(w)§; > 0, con lo cual g
serfa estrictamente creciente en w. Esto implica que existe un cero z de g en el intervalo
(0,w), i.e. g(2) =0y ademds ¢’(z) < 0. Pero eso es contradiccién ya que debe ocurrir que

g (2) +&g(z) > 0.

Si j es uno de los indices ji, ..., jn—k, entonces

o0
Difisa )= [ T ot )i, ()P (@) (0),
0
e iterando para todos esos indices se tiene que

1>
Dy Dy Diy fiin = 3 [ P duta) > 0
n JOo

Ademés, si k < n —r, por la propiedad de ortogonalidad de P,(z), se tiene que

Dlejz o 'Djkfh,---,’ir(o) =0.

Aplicando (3.23) n — r veces llegamos a ver que se cumple (3.22).

Veamos ahora (3.20). Sea p(x) con las condiciones del Teorema y elegimos iy, . . . , 4,41, tal que
&ir»---&i,,, separan las r raices de p(x). Entonces, si denotamos Ay (x) = A;, . i, (x)/ (&), —
x), se tiene que
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7])(%) = § Xk ap = 7])(&’“) implica p(z) = ila Ag ()
Aiy ir+1($) 1 ik — 2’ g Ar(&iy) b1 R

donde los coeficiente ay, son no negativos y no todos 0, ya que los signos de p(&;,) v Ak (&)
son siempre los mismos para todo k. Con lo cual, para todo t > 0 y usando (3.22), se tiene
que

r+1

/0 e "t p(z) Py (2)dip (z) = ;ak /0 e " Ay () Py (z)dap () > 0.

Veamos ahora (3.19). Para ello definamos

F,(t) = /000 e " P, (x)dy(z), n>0.

Se tiene que Fy(t) > 0. Como

d Bot _e*Bot ooefxt ) (—z— T :&e*Bot ooefzt T 2 T
G RO = [T @) (o= Bo)die) = gse ™ [T e @) >0,

y F1(0) = 0, podemos aplicar (3.23) para probar que Fj(t) > 0. Para n > 2 se tiene que
Fn(0) =0y que
_¢, d

con lo cual por la misma razén F,(t) > 0 para todo ¢ > 0.

Por tltimo probamos (3.21). Para m = n es trivial. Si m # n, por ejemplo m < n, por la
propiedad de separacién de los ceros de polinomios ortogonales un subconjunto de ceros de
P, () separa a las raices de Pp,(z) y ademés P,,(0) > 0, con lo que podemos aplicar (3.21)

para p(z) = P, ().
O

Estamos ahora en condiciones de enunciar la siguiente:

Proposicion 3.1.3. Sea v una medida de probabilidad que es solucion de momentos de
Sieltjes para el conjunto de pardmetros {(An, pn),n > 0}con py = 0. Entonces la férmula

(3.24) Pi;(t) =m; /00 e "Qi(2)Q (z)d(x), i,j€ B, t>0,

0

define una pseudosolucion de ambas ecuaciones de retroceso y evolucion de Kolmogorov con
respecto al operador infinitesimal (1.26).

Demostracion. Por definicién, hay que probar que P;;(t) es siempre positiva para todo t > 0
y que Z?O:o P;;(t) <1 para todo i € E'yt > 0. Por un lado, si ¢ = j entonces (3.24) es
siempre positiva.

Si ¢ # j la positividad es consecuencia de (3.21).

Por otro lado, de (3.7) y (3.11), se tiene que
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Y Pyt) = /OO Qi) Y Qyla)mjdi(x) = /OO e~ " Qi(x) Ry, (z)dy ().
=0 '

0 ) 0

En particular, para ¢ = 0, se tiene (usando (3.19)):

d - > —x * > —x * *
pn ZPOJ(t) = —/ re 'R (z)di(x) = —/\0/ e " R (z)dy*(z) <0, t>0.
5=0 0 0
Como Z?:o Py ;(0) =1y es decreciente en t, entonces

ZPOJ(t)Sl, n>0, t>0.
§=0

De manera mas general, como

n

. A * xT * * *
D2 Po(0 =3 Pars = 52 [ RR @ 0) >0

Jj=0

por recurrencia y por (3.21) se puede probar que
n
E:BNUSI,,LnEQ t>0,
§=0

y por lo tanto Z;io P;;(t) < 1. Por ultimo (3.24) satisface las ecuaciones de retroceso y
evolucién de Kolmogorov usando la simetria (1.27) y la relacién de recurrencia (3.6).
O

En cuanto a la unicidad tenemos el siguiente

Teorema 3.1.3. Sea {(An, ttn,n > 0)} un conjunto de pardmetros de nacimiento y muerte
con coeficientes potenciales w,. Entonces

1. Si pp = 0, la solucion del problema de momentos de Stieltjes es unica si y solo si
(3.25) i T + L 00
- n=0 ! Anﬂ—n N .

2. Si pg >0, la solucion del problema de momentos de Stieltjes es unica si y solo si

oo} n—1 2
(3.26) Z (1 + o Z )\k17rk> = 00.
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3.1.2. Propiedades probabilisticas

Asumiremos a continuacién que la solucién del problema de Stieltjes es tinica, con lo cual
se tienen las condiciones (3.25) cuando pp =0y (3.26) cuando pg > 0.

Sea {(An, in,n > 0)} un conjunto de pardmetros con A, fint1 > 0,n > 0, y po > 0. El
proceso es entonces irreducible en todos sus estados, expecto quiza en el 0. Con lo cual
estudiar cuestiones de recurrencia o absorcion se reduce a estudiar el comportamiento en el
estado 0. Si pp > 0 se interpreta como la existencia de un estado —1 al cual el proceso puede
ser absorbido desde el estado 0.

Sean F;;(t) las distribuciones de los primeros tiempos de llegada definidas en (1.24) y (1.25).
Considerando las transformadas de Fourier P;j(\) de P;;(t) y E;;(\) de Fj;(t) obtenemos
las relaciones

1 .

3.27 PiN) = ——— + Py(NEL (),
(3.27) (\) )\+)\i+pi+ (A)Fii(N)

Py(N) = Py(NEG(N), i

En particular para ¢ = j = 0, y usando la representacién (3.4), se tiene que

Poo(\) = /OOO e M Pyo(t)dt = /OOO e M (/OOO e—“dw(x)) dt

[ ()= [0

Con lo cual se tiene la féormula

1

(A+ Ao+ po) fy©

(3.28) Foo\) =1— e

De manera més general, usando

Py = [ LB 4y ),

se puede llegar a las féormulas

o Qi(@@j(l‘)d
— T dy(v)
Py =1- : Qi () - P = ’ é\QgExx) ( T
A+ N+ pa)m 3 mdw(m) I° /\jﬂdw(x)

Teorema 3.1.4. Sea o =0 (es decir el estado 0 no es absorbente). Son equivalentes:

1. El proceso de nacimiento y muerte es recurrente.

/°° ) _
0 z

2.
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>~ 1 =~ 1
= 00, o0 = Q.

= 1/p1 donde O es la medida del proceso asociado.

> dy(©) (x)
=

Y también son equivalentes
1. El proceso de nacimiento y muerte es recurrente positivo.
2. La medida ) tiene un salto finito y positivo en x = 0 de magnitud ¥ ({0}) = (3>, 7Tn)71.
3.

o0
g Ty < 00.
n=0

0 Jap(0) %0 Ja)(0)

/ M =1/p1 vy / M < 00, donde 1/1(0) es la medida del proceso asociado.
0 €T 0 z

Demostracion. Como la cadena es irreducible, basta estudiar recurrencia para un estado,

por ejemplo el 0. Por definicién, el estado 0 es recurrente si y s6lo si limy_g+ Fpo(A) =

Jy° dFoo(t) = 1. Por (3.28), esto va a ser posible si y sélo si limy_,o+ [3° W@ _ . con lo

0 Az
cual tiene que ocurrir que fooo dwT(:”) = o0o. Para llegar a la tercera relacién hay que demostrar

que

(3.29) /OOO dwf) =35 17T .
n—o \n'tn

De manera general, si multiplicamos (3.8) (para pig = 0) por Q;(x)/z* e integramos con
respecto a la medida v, se tiene que

(3.30)
oo dp(r) _ %o di(@) s 1 g ()
/0 Qn(x)Qj(‘T) ok :/0 QJ(QT) o — mZ:O /\mﬂ'm ;771'/0 Qz(-f)Qj(m) k1"
Haciendo tender n — oo en la férmula anterior y teniendo en cuenta que h;m IS Qn(2)Q;(2) %&x)

0, se tiene que

o0

(331) [To@ oy LS [T o
m=0

I O i Dl weed B ARG LNEE =
m=n """ j—0
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Con lo cual se pueden calcular las integrales [~ Q;(%)Q; (x ) ) en términos de I Qi(2)Q; (x)ilf(_zl)
En particular, paran =35 =0y k = 1 y usando la ortogonahdad se llega a (3.29). La tltima
parte es consecuencia de (3.16) (ya que m_; = oo siy sélo si m®; = 1/u1).

Con respecto a la recurrencia positiva, por definicién lo que tiene que ocurrir es que el tiempo
esperado de retorno sea finito y eso es equivalente a que fooo tdFpo(t) < 0. Si ZZO:O Ty < 00
entonces 1 tiene una masa en z = 0 de magnitud ¥({0}) = (307, ™)~ (véase (3.5))
limy 00 Pij(t) = 9({0})7;. El primer momento de Fy viene dado por — limy_,g+ Ef(N).
Por lo tanto, usando (3.27), se tiene que

_ Fho() N 1
(A Ao+ 10)Pa(A) (A + o + p0)? Poo (V)

El segundo término tiende a 0 a medida que A — 0%, ya que como el proceso es recurrente,
entonces Pyy(A) — oo. Por otro lado

oA e )

By Giey A7)
P3N (f ))2 <¢({0}) e d¢+($)>
O N+=x A 0 A+=z

donde ¥+ denota la medida que se obtiene de 1) quitdndole la masa en z = 0, con lo cual
Yt es continua en z = 0. Por lo tanto, multiplicando y dividiendo por A2, se tiene que

o 1
/0 tdFoo(t) = = lim Fgo(A) = o srrrn

que es finito. Por otro lado, si el proceso es recurrente positivo, entonces la cadena de Markov
P;;(nh) con h fijo es recurrente positivo. Entonces lim,,_, o P;;(nh) = ¢({0})m; > 0, y por lo
tanto 1 ({0}) > 0. Como ¥({0}) = (3°7— ™) " entonces Y-, T, < oc. La tltima parte es
de nuevo consecuencia de la afirmacion 1 de la Proposicién 3.1.2. Esta proposiciéon también
da una expresién alternativa para 9 ({0}) :

1

¥({0}) = .
L+ o [y~ %

O

Otro concepto importante es el de a-recurrencia. Para cualquier cadena de Markov a tiempo
continuo X; se define el parametro de decaimiento de X; como un nimero « > 0 tal que

lim flogPU( )= —a.

t—oo ¢

Si @ > 0 entonces el proceso es transitorio, ya que P;;(t) se comporta como e~ ** a medida

que ¢t — oo, con lo cual [;° P;;(t) < cc. Este pardmetro o mide lo répido que P;;(t) va a
tender a cero a medida que t — oo.

Se dice entonces que un proceso de nacimiento y muerte es a-recurrente si para algin estado

1 € E se tiene que
oo
/ eatpii(t)dt =0
0
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o a-transitorio en caso contrario. De la misma manera, si el proceso de nacimiento y muerte
es a-recurrente, se dice que es a-positivo si para algin estado ¢ € E se tiene que

lim e P;;(t) > 0,
t—oo

o a-nulo en caso contrario. Cuando o« = 0 recuperamos las definiciones convencionales de
recurrencia. Es posible probar usando la férmula de representacién de Karlin-McGregor que

a = min sop(y).

3.1.3. Meétodos para calcular la medida

El principal método para adivinar la medida espectral ¢ en términos de la matriz del ope-
rador infinitesimal A es a través de su transformada de Stieltjes y posteriormente aplicar el
Teorema de Inversién de Perron-Stieltjes. Para ello una técnica muy comun es fijarse en el
k-ésimo proceso de nacimiento y muerte, consistente en un nuevo proceso cuya matriz del
operador infinitesimal se obtiene de A quitéandole las primera k filas y columnas. La medida
correspondiente a este nuevo proceso se suele denotar por ¥(¥), k > 0. Para el caso k = 0 te-
nemos los polinomios asociados y ya se obtuvo una férmula de relacién entre transformadas
de Stieltjes. De manera general, se tiene

(3.33)
1
B 1 An
B(zp™ ) = = - =0
bl _ _ (n) )\’I'L n - ’
)\n+,un z Anﬂn+1B(za’l/} ) % 7‘LL,,L+1B(Z,7,Z)(W'))

En la anterior férmula se entiende que 1) = 1~ Tterando la férmula se tiene que B(z;v)
se puede escribir com

anB(z; ") + 8,
Bz D) + 6y

(3.34) B(z;¢) = n >0,

donde a,, B, Vn, 0n son funciones de z que no necesariamente tienen que ser tinicas. Trate-
mos ahora de escribir B(z;4) en términos de B(z;(™ 1) usando los polinomios Q,(z) y
los asociados Q%O) (). Para n = 0, se tiene que g = dg = 1, Bp = 7o = 0, mientras que para
n = 1, una solucién serfa oy = 0,51 = —1/ o = ng)(z),'yl =p1,01 = —(No+ o —2)/ Ao =
—Q1(2). Por lo tanto

(0)
B(z;v) = L .
) = L BE I — i)
Sustituyendo (3.33) en (3.34) y comparando los coeficientes en la férmula (3.34) para n =
n + 1, se tienen las siguientes relaciones

Qpt1 = _,U/n+15na )\nﬁn+1 =an, + ()\n + fn — Z)BTH
Yn+1 = _/an+15n7 /\n5n+1 =Y+ (An + pn — Z)5n~

Sustituyendo la primera en la segunda se tiene que (3,, verifica una relacién de recurrencia a
tres términos
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Anﬁn—&-l = _Unﬁn—l + (/\ + pn — Z)ﬁn;BO =0, pr1= _1/)‘0 = §O)(Z)

La solucién para 3, es precisamente los polinomios asociados Q%O)(x). Con lo cual 3, =

510)(z). Por lo tanto a,, = —unQﬁloll(z). De igual manera se puede resolver la tercera y
cuarta ecuacién teniendo en cuenta las condiciones iniciales, resultando v, = pnQn-1(2) y
dn, = —Qn(z). En consecuencia (3.33) se puede reescribir como

QW (2) B(z: V) + QY (2)
UnQn_1(2)B(z;9(=D) — Qn(2) ’

De esta manera se puede iterar esta férmula hasta encontrar la transformada de Stieltjes de
la medida original.

(3.35) B(z4) =

n > 0.

Como ejemplos de lo anterior tenemos:

1. La cola M /M /oo
El proceso lineal de nacimiento y muerte

La cola M/M/K

Ll

Modelo cuadrético
A continuacién los desarrollamos:

1. Cola M/M /o

La cola M /M /oo es un proceso de nacimiento y muerte con pardmetros de nacimiento
y muerte dados por
A=A, Un =1, n >0,

donde A, x> 0 son las tasas de llegada y de servicio respectivamente. Tenemos

Y/,
]' ) — )

=

y los polinomios de nacimiento y muerte satisfacen
0=nuQn-1(z) + (x — A —nu)Qn(x) + AQpi1(x)

donde Qo(z) =1y Q-1(x) = 0. Si dividimos por u, obtenemos

Comparando esto con las ecuaciones de los polinomios de Charlier C,,(x;a) vistas en
el capitulo 3 (2.69),

0=nCh_1(z;a) + (x —a —n)Cp(x;a) + aChii(x;a),n > 0,

donde Cy(z;a) =1y definiendo C_;(x;a) = 0 vemos que

Qn(x) = Cn <1' >\> ,n Z 0.

wop
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Los polinomios de Charlier satisfacen una relacién de funcién generatriz

ici(z;a)j; =¢e* (1 - g)x

y son ortogonales con respecto a la distribucién Poisson P(a) (1.2) con soporte en los
enteros no negativos y dados por

(3.36) wn:%e ¢ n=0,1,2,....

Pero esto significa que los Q;(z),7 > 0 son ortogonales con respecto a la medida de
probabilidad que asigna la masa w,, dada en (3.36) a los puntos nu,n > 0, dando como
resultado

Pi;(t) = m; i e Qi (un)Q; (pn)w
= Z Eaef ( A) C; (n;)\> %6_(’\/”).

n=0 K

Usando la funcién generadora y la relacién de dualidad

SRy = - ey (i 2L A/“ ”“Zm (5 A/ )

§=0 n=0
= (1—eM +ze7") exp (A p)(1 — 6"”)(2 —-1)).
La distribucién estacionaria estda dada por
e T o)
ZZO:O e i!

que no es mas que distribucién Poisson P(A/p) (1.2).

Este proceso de nacimiento y muerte con g = 1 tiene un papel importante en la teoria
de Stein para las distribuciones Poisson y es llamado algunas veces el proceso de muerte
inmigracion.

. El proceso lineal de nacimiento y muerte

Consideramos en este ejemplo procesos de nacimiento y muerte con parametros lineales
de la forma

(3.37) An=m+ B\, ypu,=nu, donde A u,S>0.

Haciendo cuentas obtenemos

) J
m:@@) j=0,1,2,....
VAN

Para continuar, tenemos que considerar tres casos por separado

98



a) A< p.
Haciendo cuentas, se puede ver que los polinomios de nacimiento y muerte estan
dados en términos de los polinomios de Meixner

T

Q1($)=MZ< '5,>\>, n:0,1,2,...
ju I

-\’

Pero esto significa que los @Q;(z),7 > 0 son ortogonales con respecto a la distribu-
cién de probabilidad que asigna masa

B n
wn<1)\> (B)n ()\> , n=0,1,2,...
I nt \p

en los puntos (g — A\)n,n=0,1,2,...

b) A > p.
En este caso los polinomios de nacimiento y muerte estan dados de nuevo en
términos de los polinomios de Meixner

I ) : x p ,
2 =\73 M’i N — PPy | :071727"'
Qi) = (X (A_u BBA) i
y asflos Q;(x),7 > 0 son ortogonales con respecto a la distribucién de probabilidad
que asigna masa

wn:(l—g)ﬁ(i)!" (%)n n=01,2,...

en los puntos (n + B)(A —pu),n=0,1,2,...
c) A= p.

Después de algunos céalculos, se puede ver que los polinomios de muerte y naci-
miento estan dados en términos de los polinomios de Laguerre

o) = ;;iLEMu/A),n >0,

Por lo tanto las Q;(x),7 > 0 son ortogonales en [0, 00) con respecto a la funcién
de densidad de la distribucién Gamma G(3, \)

1
~ MI(B)

f(z) P temo/A,
3. La cola M/M/K

En este caso tenemos una cola con un nimero finito de servidores k. Los coeficientes
de nacimiento y muerte son los mismos que para la cola M/M /oo, pero limitando el
numero de servidores, es decir

B _fnp, st n<k
An = A, u”{kzu, si n>k7} A > 0.

Los primeros k polinomios son los mismos que para la cola M /M /oo, es decir, polino-
mios de Charlier. Entonces
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Qn(z) =Cy <z7 2) , n<k

Trataremos de obtener una expresion explicita de la medida . Para ello usamos (3.35)
para n = k, de tal manera que

Bsip) = —PHUDEBEVETD) + Q)
’ kpQr—1(2)B(z;p*=1) — Qu(2)
Pero a partir de quitarle las primeras k filas y columnas, la matriz del operador infi-

nitesimal A es la misma de ahf en adelante, es decir, B(z;1*~1) = B(z;4*). Por lo
tanto, resolviendo en (3.33) se tiene que

At kp—z— /(A +kp—2)? — 4k

Bz 1) By

donde la raiz cuadrada se toma positiva para z < 0. Sustituyendo esta expresién en
. . . . . 0
la ecuacién anterior y racionalizando, con el uso de la férmula Ak,lwk,l[QkQézl -

Q;O)Qk_l] =1, donde A\ = A(A/u)*/k!, asi como la relacién de recurrencia a tres
términos, se llega a

(3.38) B(z¢) = -

donde

Li(2) = 40°Qi(2)Q(2) + 4kAuQr—1(2)Q\”, (2)

2N+ Ep — 2)[Qu(2)Q () + Q-1 (2)Q (2)]

-0 [0 )~ 5 (Quri (1A () + s ()|

+o(k — 1)! (g)'H VOt kp—2)% — 4k

Hi(2) = 40%[QF(2) — Qr-1(2)Qr11(2)]
= AkA[Qh_1(2) — Qu—2(2)Qi(2)] — 4AuQr(2)[Qr-1(2) — Qr—2(2)].

Se observa que Hy(z) es un polinomio en z de grado exactamente igual a 2k — 1 y la
parte polinomial de Ly (z) es de grado 2k — 2.

La férmula de inversién de Perron-Stieltjes muestra que 7 B(x + in;1) converge uni-
formemente a 0 a medida que n — 0T, siempre que z estd en un intervalo que no
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contenga a ninguna raiz de Hy(x) y disjunto al intervalo |A + ku — x| < 2¢/kAu. Por
lo tanto, la densidad en su parte continua viene dada por

(k—1)! (ﬁ)k—l VAR M — (N + kp — )2

(3.39) V@) =55 (5 Q3 () — Qk—1(7)Qrt1 ()

Adicionalmente la medida 1 puede tener masas discretas en alguno o todos los ceros
de Hy(z).

Determinemos ahora los polinomios @, (z) para n > k. Llamemos R,, = Qpnr(x),n >
—1. Entonces se tiene que

(3.40) Ro(x) = Qx(z), R_1(z) = Qr-1(x)

_Z‘Rn(l‘) =kuR, 1 — ()‘ + kM)Rn(x) + )‘Rn-i-l(x)v n >0,

donde se observa ahora que los coeficientes de la relacién de recurrencia son indepen-
dientes de n.

Esto indica que los polinomios R,,(x) se podrian expresar como combinacién lineal de
polinomios de Chebychev U, (z), T, (z) vistos en (2.53) y (2.52), respectivamente, que
satisfacen

wPo(@) = 5Pacs 5 Pui(@), 21, Pua){Ta(a) Un(e)).

En efecto, si llamamos

observamos que V,,(z) y W,,(z) son soluciones de (3.39) donde

At ku—x
VRN

Por lo tanto R, (z) = v(z)V,(x) + w(z)W,(x) y resolviendo para n = 0, —1, se tiene
que

Volz) =1, V_i(x) Wo(z) =1, W_i(x)=0.

Ra(0) = Pt Qus(@Vala) + [ Qu(o) — 50— Qs ()] W)
= QW) ~ Q@ Waa(e), 0
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La tltima igualdad es consecuencia de la conocida férmula T,, () —U —n(z) = 2U,,—1 (z)
aplicada a V,,(x) y W, (z). Por lo tanto

e\ Atk — k Atk —
Qm(z)(;‘) le@)Un(W) M @)U (W)] n>o0.

De una manera similar

n/2
(0) ku (0) At kp—zx ki 0 At ku—2x
= (= U | —F— ] -/~ Ui\ —75= )| n=0.
Onil) (A) l e @) ( SN x @ 0 (75 !

Estudiemos ahora el caso particular de k = 2 servidores. Las expresiones explicitas de
Qn, 7(10) para n = 0,1, 2, vienen dadas por

Q - = A A+ p— A — 0
O(I) L, Ql(x) = A 99’ QQ(I) - ( )\z)( x) 2
— 1 A _

Gracias a esto podemos calcular directamente las funciones Lo(z) y Ha(z) en (3.38),
que vienen dadas por

La(z) = ii; [(A — 22— A —22) + AW+ 2u— 2)2 — sm] ,

_ dpz

Hy(z) = V[zz — (A + )z + A+ 2p)].

Por lo tanto

(A —2)2p— A —22) + A\/(A+2u — 2)2 — 8\u

B(z;¢) = — 2222 — (2A + )z + A\ + 2p)]

Con lo cual, siguiendo (3.40), la parte continua de la densidad ¢ viene dada por

V) = M8\ — (A +2p — )2

- 2u — x| < .
2rx[x? — (2A + p)x + A+ 2p)]’ A +2u 37|_\/m

Obsérvese que el soporte de esta parte continua viene dado por [(vX — v/2p)?, (VA +
v/2p)?]. La medida puede ademds tener saltos localizados en los ceros del denominador
de la expresién anterior. Estos ceros vienen dados por

22 + 1 22X + 1
so=0, s = 2'”—5\/,11(;;—4)\)7 Sp = u—l—f\/u(u—él)\).

2 2

La magnitud del salto en x = sy = 0 viene dado por
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0, si 2u<A

2% — A 2 — A ) <A
H”%_ZB(Z;W:(N 2)2+ E\M D si2u> A
Z— (21 +A) 2N K

Los otros dos ceros s, s son reales siempre y cuando p > 4A. Como B(z; ) no puede
tener polos que no sean reales (por la definicién de la transformada), podemos asumir
que i > 4X. Cuando p = 4\ hay un cero doble en z = 3. Sin embargo en este caso es
facil ver que el numerador de B(z;1) también tiene un cero doble en z = 3\, con lo
cual no habria salto.

Si g > 4\, la magnitud del salto en & = sy viene dado por

lim (35 — 2)B(2:9) = — lim (A=2)(2u — A —22) + A/ (A +2u — 2)2 — 8\p

Z—>S2 zZ—>S2 22(81 - Z)

(A —82) (21 — A —252) + A/ (A + 20— 52)% — 8\
252(31 — 52)

B e T e e ey
N O =)

si p >3/ p(p—4N)
si < 3y/p(p—4N).

0,
— A {Wu(u —4)) — u}
Vil = D [20+ i /G — )

La condicién g < 3y/p(p —4X) es equivalente a p/A > 9/2. Un célculo similar de-
muestra que nunca hay salto en el punto x = s; debido a que no cumple la condicién
de que p > 4. Si p > 4\ se tiene que sy < (VA — v/2p)? (es decir fuera del soporte
de la parte continua de la medida), y se obtiene igualdad precisamente para u = 4,
en cuyo caso no hay salto, como ya hemos visto.

. Modelo de urnas de Laplace Bernoulli (Modelo cuadrético)

Para el caso de un espacio de estados finito {0,1,..., N}, los polinomios se generan
mediante las relaciones

l‘Qn(-T) = )\nQn-‘rl (l‘) - (/\n + Mn)Qn(x) + MnQn—l(l')7 n = 0, ...N — 1,
2Qn(z) = pnQn-1(2) — pnQn (),
Qo(z) =1, Q-1(z)=0.

Analicemos ahora el proceso de nacimiento y muerte X; con tasas de nacimiento y
muerte cuadraticas

Am=(N-=-n)a—n) v pp=nlb—-—(N-n)), n=0,1,2...,N
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respectivamente, con a,b > N. Asi la matriz del operador infinitesimal viene dada por

—Na Na
b—N+1 —/\1—,u1 (N—l)(a—l)
A= : . g
(N— 1)(b+1) _)\N—l — UN-1 a—N—|— 1
Nb —Nb

Se puede mostrar que este proceso tiene como distribucién estacionaria la distribucién
hipergeométrica HyplI(a,b, N). De hecho la distribucién estacionaria estd dada por

<a> < b >
. . N_ .
p; = lim P(Xt:’i‘onk;): T 7 7 .

t— 00 Z;V:o 7 - (a]—i\; b>

Usando la representacién espectral de Karlin y McGregor (3.2), podemos escribir las
probabilidades de transicién de este proceso X; como sigue

N
P(X; = j|Xo =i) =m; Y _ X' Ri(Mx);a,b, N)R;(A(z); a,b, N)

j=0
donde
N (N _]\I; B 1) NN(=N)y(=a)s(2z —a—b—1)
. (=1)*xl(=b)e(z —a—b—1)n11
y

AMz)=z(zx—a—-b-1)
y los R; son los polinomios duales de Hahn vistos en (2.76) y definidos por
Rl()\(x)) = R’L</\(‘r)7 a, ba N) =3 F2(_i7 —T,T—a— b— 17 —a, _N7 1)

parai=0,1,...N.

3.1.4. Distribucién limite condicional para procesos de nacimiento
y muerte

Caso Absorbente

Si pp > 0 entonces —1 es un estado absorbente. Podemos entonces considerar la distribucién
limite condicional lim 7;;(¢) con
t—o0

(3.41) ri;(t) = P(Xy = j|Xo = i,t < T < )
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donde T denota el tiempo de absorcion en el estado —1. Esta es la probabilidad limite de
estar en el estado j al tiempo t dado que el proceso no es absorbido al tiempo ¢, pero esa
absorcion en el estado —1 ocurre eventualmente.

Dzistribucion limite condicional doble

La distribucién invariante doble lim lim r;;(¢,s) con
t—00 s— o0

(342) Tij(t78):P(Xt:j|X0:i,t+8<T<OO)

y donde T denota de nuevo el tiempo de absorcién en el estado —1, es también de interés. Esta
es la probabilidad limite de estar en el estado j dado que el proceso no dejara {0,1,2,3...}
en el futuro distante pero que el estado de absorcion en el estado —1 ocurre eventualmente.
Recordando la interpretaciéon de &; en (3.10) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5. Supongamos que las condiciones (1.28) y (1.30) se preservan. La distri-
bucion limite condicional (3.41) y la distribucidn limite condicional doble en (3.42) estdn
dadas por

Q5 (&1) Q3 (1)
lim ri(t) = =522, lim lim r;;(t,s _—————
t—oo () Yoo TQr(&1) t—oos—oo () = Yoo Q2 (&1)
respectivamente, con la interpretacion de que el limite es 0 siempre que la suma en el deno-
minador diverge.

Demostracion. Para la primera distribucién limite condicional, hacemos referencia a [13].
Para la segunda tenemos

rij(t,s) = P(Xy = j|Xo = i,t + 5 < T < o0)
CP(Xy=j,t+s<T <oolXg=1)
 P(t+s5<T <oo|Xg=1)

P(t+s<T < co|X; = 7)

P(t+s < T < oo Xg = i)

P(s < T < 00| Xo =7)

(t+8<T<oo|X0=i)

Jo e Qj(x)z de(x)

fo e—(s+1) xQZ( )afldgb(x)'

La ultima igualdad se sigue de la ecuacién (3.7) presentada en [13]. Nétese que como

> 7 1do(z) < oo ambas integrales en la ltima ecuacién convergen. Karlin v McGregor
Jo g g y g
prueban que para cualquier funciéon continua f

Jo et f(x)dg(x)

= Py;(t)

=Pii(t)p

= Py;(t) =

T T e etdga) (&),
Asi que tenemos
im 7 (t.5) = Pylt) =i
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_ Qj(gl)ﬂ,' ooef(szl)t (2O (2 .
-G 0:(2)Q; (2)d6(0)

_ Q&) o, , = @€t ()0 () dob(
- Qi(&) J [QZ(Q)QJ(&)(N{&})+/£1700) Qi(x)Q;(x)do(x)| -

Y usando el Teorema de la Convergencia Dominada obtenemos

lim lim r;(t, 5) = o({&})m;QF (&)

t—00 s—00

Usando (3.10) el teorema se sigue. O

Tlustramos ahora estos resultados calculando la distribucién limite condicional doble para el
ejemplo del proceso de nacimiento y muerte lineal con tasas

A=An+1) vy pp=pn+1), n=0,1,2,...

Primero hagamos A < u, con lo que la absorcién tiene que pasar, y estamos calculando

lim P(X, = j|Xo =i, t <T)
t—o0

lim lim P(X; =j|Xo=14,t+s<T).

t—00 s— 00
Después de algunos calculos se puede ver que los polinomios pueden ser expresados en
términos de los polinomios de Meixner y que son ortogonales con respecto a la medida que
tiene sus puntos de masa en los puntos (u — A)(n + 1),n = 0,1,2,.... As{ que tenemos
& = pu— A. Se puede calcular por induccién que

n=(2) o v Q@ =@+,

Y haciendo célculos de nuevo

) A/ A\
im0 = (5) (1-3)

M2 (A)j
lim lim r;;(¢t,s)=(1—— +0—-) .
A(t,9) ( M) G+ (4

t—00 s—00

Podemos ver que la distribucién limite condicional es la distribucién geométrica Geo(\/p)
y que la distribucién limite condicional doble se distribuye Pascal Pa(2, A\/u).
Un razonamiento andlogo para A > u nos lleva a

tim a0 = (1=5) " (5)

Jim Jim gt = (1= 5) G+ (5)

Aquf usamos que & =X —py QA —p) = (n+1)(u/N)™

Caso reflejado
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Distribucion Invariante

Si pg = 0 entonces ignoramos el estado —1 y el estado 0 es un estado reflejado. La distribucién
limite estacionaria del proceso, si existe (D, m, < 00), estd dada por

o . B
p; = lim P(X, = j|Xo = i) = S T 7;¢({0}).

Asi que la distribucién invariante existe siempre que ¢ tiene masa positiva en 0.

Distribucion limite condicional
Si ), ™ = 00, no tenemos una distribucién limite estacionaria. Podemos entonces conside-
rar la distribucién limite condicional th’m 74;(t) con
—00
(3.43) 7i;(t) = P(X¢ = j| Xo =14, < S5)

y donde S denota el ultimo tiempo de salida del estado 0. Esté es la probabilidad limite de
estar en el estado j dado que el proceso no ha comenzado el “drift” al infinito.

Dzistribucion limite condicional doble

La distribucién limite condicional doble lim lim #;;(¢,s) con
t—00 5—00

(344) fij(t, S) = P(Xt = j|X0 =1i,t+s< S)
y donde S denota el dltimo tiempo de salida del estado 0, puede ser también de interés.

Esta es la probabilidad limite de estar en el estado j dado que el proceso no “drift” al infinito
en el futuro distante. La siguiente funcién juega un papel importante para determinar la
distribucién limite condicional. Definimos
Gi(t):P(t<S‘X0:’L'), 1> 0,t>0.
En ecuacién (3.7) de [13] se muestra que
fooo ety 1Q;(x)do(x)
Gi (t) = oo 4
Jo z7tdé(z)

dado que el proceso es transitorio. Necesitamos las constantes

a; =G;(0)=P0< S| Xg=1), i=0,1,...
Para el caso reflejado tenemos

Teorema 3.1.6. Supongamos que y_, T, = 00, (1.28) y (1.30). La distribucion limite con-
dicional de (3.43) y la distribucidn limite condicional doble de (3.44) estdn dadas por

fa . Cljﬂ'ij(fl)
Moo 755(t) = > o Gk Qr (1)
Y
Q3 (&1)

Iim lim 7;,(¢,s8) =
t—00 s—00 ”( ) Z;O:O akﬂin(fl)

con la interpretacion de que el limite es 0 siempre que la suma en el denominador diverge.
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Demostracion. La demostracion para la distribucién limite condicional se puede ver una vez
més en [13].

Ahora calcularemos th’m lim 7;;(¢, s). De forma similar al caso absorbente tenemos
— 00 §— 00

Pij(t,s) = P(Xy = j|Xo = it +5 < 5)
b on P(s < S|Xo =)

B PZJ(t)P(t*FS < S|Xp =1)

_Gi(s)

Gi(t+s)

o eQ(w)a g ()

Yo e tHrQy(z)a e (x)

Y por los mismos argumentos que en el caso absorbente el teorema se sigue. O

= Py;(t)

Como ejemplo, de nuevo analizaremos el proceso lineal de nacimiento y muerte con tasas
dadas por
A=+ y pp=pn, n>0.

Supongamos que A > pu, de manera que tengamos un “drift” al infinito. Como vimos antes
en (3.37), los polinomios de nacimiento y muerte para este proceso pueden escribirse en
funcién de los polinomios de Meixner, y la medida espectral tiene sus puntos de masa en
(n+1)(A—p),n=0,1,.... Asi, & = A — p. Calculando vemos que

n=(2) v Q= (4)

y se deduce que

Q7 (&) B

y por lo tanto, la distribucién limite condicional es la distribucién geométrica Geo(u/\).

3.2. Representacion espectral para caminatas aleatorias

Como ya lo mencionamos, una clase importante de cadenas de Markov discretas son las
caminatas aleatorias X,,n =0,1,2,..., cuyo espacio de estados es un conjunto de enteros
consecutivos y cuyas probabilidades de transicién de un paso

P =P{X, 41 = j|X, =1}

forman una matriz de Jacobi; esto es, P;; = 0si |i—j| > 1. Como las transiciones sélo pueden
ocurrir en los estados vecinos, podemos ver a nuestro proceso como una versién discreta del
modelo continuo de difusion.

Usaremos la siguiente notacién P; ;1 = q;, Pii =i, Pi i1 = i
La probabilidad de transicién de m-pasos

P = P{X i = j| X = i}
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forma una matriz P("™) que satisface

PO =1 PO =(pP;)=P

pm+l) — p(m)p — pp(m)

de manera que P(™ es simplemente el producto de m copias de P.

Es conveniente distinguir 3 casos de acuerdo a si el espacio de estados es el conjunto fi-

nito 0,1,..., N, o el conjunto semi-finito 0,1,...,n,..., o el conjunto doblemente infinito
,—1,0,1,.. ..

El problema de las caminatas aleatorias puede ser descrito como sigue: La matriz funda-
mental P estda dada y se necesita relacionar propiedades cualitativas del proceso de Markov
a las propiedades cualitativas de P y calcular funcionales del proceso en términos de P.

Nuestro tratamiento obtiene una representacién integral de la matriz de transicién a través
de la cual la estructura probabilistica del proceso pueda ser analizada. La representacion
integral involucra un sistema de polinomios ortogonales con respecto a una distribucién ()
en el intervalo cerrado [—1,1].

Una manera de ver la representaciéon espectral es como sigue: Asociemos con el n-ésimo
estado un polinomio @, (x) de grado n, definido por las relaciones de recurrencia

(345) an(x) = ann+1(x) + TnQn(x) + QnQn—l(x)7 n >0,

QO(Z‘) = 17 Q—l(x) =0.

Notemos que el coeficiente de @, () del lado derecho es precisamente la probabilidad de
moverse del estado n al estado m en una transicion. De manera similar vemos que

#Qu(a z

Haciendo uso de la teoria de momentos [10], se puede mostrar que @, () constituye un siste-
ma de polinomios ortogonales con respecto a una distribucién ¢ (x). Usando esta propiedad
de ortogonalidad de @),, deducimos que

(3.46) Ph= [ 11 Q) Qo / / Q2 ()i ().

e (3.45), se sigue que

/Q2 _ @192 -9gm )

popl "Pm—1
La representacién integral (3.46) exhibe la manera mds simple posible de la dependencia
de P%  sobre k,n y m. Utilizando las propiedades de las componentes Q,(x) y ¥(x) de la

férmula integral podemos analizar las caracteristicas usuales de recurrencia y absorcién del
proceso.

Férmula de representacion
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Asumimos que p; > 0,7; > 0,¢q;41 > 0 para i > 0,y p; + ¢ +r; < 1. La desigualdad
pi +q; +7; < 1 puede ser interpretada en términos de un estado ignorado * que es un estado
de absorcién permanente del proceso, con probabilidad de transiciéon de un paso de i a ¢*
igual a 1 — (p; + ¢q; + 7).

La matriz P determina una transformacién lineal en el espacio de todas las sucesiones
f={f@@)},i >0, de nimeros complejos, por medias de la férmula

o0
(P1)(@) =>_ Py f)-

j=0
La serie en el lado derecho de la igualdad tiene a lo més 3 términos no cero. La solucién
P¢ = x¢, donde x es una constante real o compleja, es unica salvo un factor constante.
Normalizamos la sucesién ¢ = {¢(i)} por la relaciéon ¢(0) = 1. El n-ésimo término de la
sucesién ¢ es entonces un polinomio @, (z) en = de grado exactamente n, y estos polinomios
satisfacen las relaciones de recurrencia

Qo(z) =1,
2Qo(x) = roQo(x) + poQ1(x),

Introducimos ahora las cantidades {m;} definidas como las soluciones de las ecuaciones de
simetria Pj;m; = Pj;m; normalizadas por la condicién my = 1. Tenemos entonces que para
n> 1,7, = (pop1- - Pn-1)/(q1q2 - ¢n). Con esto formamos el espacio de Hilbert Lo(7) de
todas las sucesiones f = {f(i)} de nimeros complejos tales que

AP =D 1 @)
=0

es finito, y notemos el siguiente:

Lema 3.2.1. La sucesion de transformaciones f — Pf induce en Lo(m) un operador lineal
autoadjunto y acotado T de morma < 1.

Demostracion. La propiedad de ser autoadjunto se sigue de las ecuaciones de simetria, y la
desigualdad de la norma del hecho de que

Z,/Tipij § 7Tj
7

para cada j.
Asi f € Lo(n) implica P(f) = T(f), e iterando P("™) f = T™ f. Para expresar las componentes
de la matriz P™ en términos del operador T, introducimos las sucesiones e(?) = {egl)}

@) _

definidas por e;

vemos que

(5;- /mi. Usando las ecuaciones de simetria en la forma p;m; = giy17mi41,

Te® = gD 4 pyeld 4 prelitD).

con una modificacién para ¢ = 0, y por lo tanto por un argumento inductivo basado en la
relacién de recurrencia (3.47), Q,(T)e® = €™ n =0,1,2,.... Ahora el producto interno

(T™el) e() es igual a Pz-(f)/ﬂj, y por lo tanto
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P = (1" Q(T)e®, Qi(T)e™),
Los polinomios @, (z) tienen coeficientes reales asi que los polinomios @, (T") son autoad-
juntos, y como conmutan con 7',

P = mi(TmQu(T)Q;(T)e, e).
Como consecuencia, si {F,} es la solucién a la igualdad correspondiente al operador auto-
adjunto T, y si ¢(z) = (Eel®, e(), entonces

1
(3.48) P =y [ a"Qu)Q, e (o)
-1
donde la integral incluye cualquier salto que pueda estar presente en x = 1 o en x = —1.
Esta formula es la representacion bésica de la matriz de transicion de probabilidad de la
caminata aleatoria, y ¥ es llamada la medida espectral de la caminata aleatoria.
O

Teorema 3.2.1. Ezxiste una unica distribucion positiva reqular ¢ en —1 < x < 1 tal que
(3.48) es wvdlido para toda i, j,n.

Demostracion. La existencia de tal ¢ ha sido demostrada. Pero (3.48) con i = j = 0 deter-
mina todos los momentos de v y por lo tanto determina a v de manera tnica.

Haciendo n = 0 en (3.48) vemos que los polinomios @, (x) son polinomios ortogonales que
pertenecen a v, de hecho,

(3.49) w [ Q@)Q (i) = by
O

Un caso importante es cuando cada r, es 0. Si éste es el caso, decimos que la caminata
aleatoria es simétrica, el nombre se justifica en parte por que la distribucién 1 es simétrica
alrededor de « = 0. El nombre es ademas justificado por el siguiente resultado inverso.

Lema 3.2.2. Cada distribucion positiva y simétrica en —1 < x < 1 no soportada por un
conjunto finito de puntos, y con masa total igual a 1, es la medida espectral de una caminata
aleatoria simétrica. La caminata aleatoria es unica si ademds incluimos la condicion de que
po=1ypn+qg,=1paran > 1.

Demostracion. El sistema de polinomios ortogonales con respecto a 1 tiene todos sus ceros
en el intervalo abierto —1 < x < 1. Sean @,(z) estos polinomios normalizados por la
condicién @, (1) = 1. La simetria de ¢ implica que @, es par o impar con n, as{ que la
relacion de recurrencia es de la forma

2Qn = qnQn—1 + PnQni1-
Como @ (x) > 1 para z > 1, se sigue que para toda p, > 0, y haciendo = = 1 obtenemos
Pn + ¢, = 1. Multiplicando la férmula de recurrencia por ™! y usando la ortogonalidad
obtenemos I,, = ¢,I,_1, donde I,, = f_ll Qn(x)dp(z). Como el coeficiente de 2™ en Q,, es
mas grande que 0, vemos que I,, > 0 y por lo tanto ¢, > 0.

Asf la relacién de recurrencia determina una unica matriz P (construida a partir de las p}, s y
las ¢/,s) que es la matriz de transicién de probabilidad de una caminata aleatoria simétrica,
y estd claro que 9 es la medida espectral de esta caminata aleatoria. O
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Recurrencia, absorcion y ejemplos

La férmula de representacién (3.48) provee una herramienta para relacionar propiedades de
recurrencia del proceso con propiedades de la medida espectral ¥ por un lado, y propiedades
de la matriz basica P por el otro. Consideremos por ejemplo la distribucion del primer tiempo
de llegada. Para i # j, sea [fi; la probabilidad de que si el estado inicial es i, entonces el
estado j sea alcanzado por primera vez en la transicién n, y sea f]} la probabilidad de que si
el estado inicial es 7, entonces ¢ se alcanza de nuevo por primera vez en la n-ésima transicion.
Asi las funciones generadoras

Pyjls) =Y Phs", Fiyls) =y f5s"
n=0 n=1

estan conectadas por las formulas
Pij(s) = Fij(s)Pjj(s), i#]

Estas relaciones junto con (3.48) hacen posible expresa las F;;(s) en términos de las integrales
espectrales. Por ejemplo,

dy(x)

1—zs

(351) Foo(S) =1- 1/[1

A pesar de que la distribucién de los momentos de primera llegada se han determinado por
otros métodos [5], es conveniente describir cémo la representacién integral conducen a este
resultado. El proceso es recurrente si y sélo si Fygp — 1 conforme s — 1, y esto es equivalente
a la divergencia de f_ll(l — x)~!di(z). Usando las herramientas analfticas de la teorfa de
los polinomios ortogonales, integrales de la forma

' Qi(2)Q;(x)
[ e

la cual aparece al calcular de las distribuciones de primeras llegadas, pueden ser evaluadas en
términos de las constantes p,,, ¢., . del proceso. Los cédlculos pueden ser hechos de manera
que dependan de resultados de célculos similares llevados a cabo en [8]. Por ejemplo, una
condicién necesaria para la recurrencia es que 1o +pg =1y paran > 1,q, + 71, + pn = 1.
Si esta condicién se satisface, entonces los polinomios R, (r) = Qn(1 — z) satisfacen una
relaciéon de recurrencia

_an = Qan—l - (pn + Qn)Rn +ann+1

y son ortogonales en 0 < x < 2 con respecto a la distribucién 6 obtenida de 1 haciendo un
cambio de variable apropiado. Usando resultados de [8],

/11?_(«"2:/0251‘955):%%1%_

- n=0

Asf la caminata aleatoria es recurrente si y sélo si Y 1/p,m, es divergente [5].
Para un proceso recurrente los tiempos de primera llegada esperados son todos finitos si y
solo si lim P2 es positivo, y en este caso el proceso se llama ergédico.

n—oo
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Como z?" — 0 monétonamente en —1 < x < 1 conforme n — oo, se puede ver de (3.48)
que el proceso es ergddico si y sélo si ¢ tiene un saltoen z =10 en z = —1.
Si ¢ no tiene salto en z = 1, entonces la cantidad del salto en £ = —1 es
1
— lim [ 2*Pd(z) = — lim Py <0,
n—oo [ 4 n— o0
por lo cual no hay salto en x = —1. Como consecuencia, el proceso es ergodico si y solo si ¢

tiene un salto en x = 1. Ahora un salto en = 1 ocurre si y sélo si x = 1 es un eigenvalor
del operador autoadjunto T, y éste es el caso si y sélo si la serie

1 oo

- = Z Qi(l)ﬂ-n

p n=0

es convergente, en cuyo caso p es la cantidad del salto. Se puede deducir de la férmula de
recurrencia que la serie diverge si g, + r, + pn < 1 para alguna n. Esta también claro que
esta condicién, la cual significa probabilidad de absorcién positiva en n, hace al proceso
transitorio. Si 7o +po = 1y ¢n + 7 +pn = 1 para todan > 1, entonces @, (1) = 1 para toda
nypl= Z:’:O T, v €l proceso es ergddico si y soélo si la serie converge. Notamos que si
todas las 7, se anulan de manera que ¥ es simétrica, entonces cualquier salto en x = 1 esta
ligado con un salto igual en x = —1; pero por otro lado si alguna r,, es positiva, entonces

lim P existe, y esto implica que no hay salto en z = —1.
n—oo

Supongamos ahora que gy = 1 — (19 + po) es positiva. Cada vez que el estado cero es visitado
hay una probabilidad ¢y de que la absorcién ocurrird en la siguiente transicién. Sea A7} la
probabilidad de que cuando un estado inicial es ¢, la absorcién del estado cero ocurre en la
n-ésima transicién. Claramente A? = goPj~" y por lo tanto

- ' Qi)
Ai(s) = Z Als" = qos/_1 liixsdz/}(x).

n=1
Sign+7rn,+pn, = 1paran > 1, el calculo de los momentos de la distribucién de los tiempos de
absorcién pueden ser reducidos a resultados de [8] por medias de lo descrito anteriormente.
La k-ésima caminata aleatoria asociada (k > 0) que pertenece a la caminata aleatoria dada
estd definida como el proceso obtenido de empezar la caminata aleatoria dada en un estado
1 > k y pararla cuando el estado k es alcanzado por primera vez. En particular, la 0-ésima
caminata aleatoria asociada tiene al estado cero como un estado ignorado de absorcion. La
idea de la k-ésima caminata aleatoria no es nueva y se ha usado de manera implicita en
[4], [5]. Sea 1 la medida espectral de una caminata aleatoria y o la medida espectral de la
0-ésima caminata aleatoria asociada. El evento de primera llegada del estado 1 al estado 0
para la caminata aleatoria dada puede ser vista como un evento de absorcién para el 0-ésimo
proceso asociado. Expresando la distribucién del tiempo de ocurrencia de este evento por
un lado en términos de v, y por otro lado en términos de a, obtenemos la identidad

Pyo(s) B B L da(zx)
Pools) Fio(s) = Q1s[1 129

que haciendo simplificaciones lleva a

(3.52) /_11 ihf(i)s - 1/ (1 — 708 — q1po /_11 fi(il) :

La transformada de Stieltjes de una medida finita 8 en —1 < x < 1 estd definida por
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B(2:0) /1 dé(x)

1:17le

La ecuacién (3.52) es equivalente a la identidad

(353) B(x,¢) = —1/(Z—r(]+poqlB(z;a))

entre la transformada de Stiletjes de ¢ y «. Es identidad es usada frecuentemente para
calcular medidas espectrales.

Ejemplos

1. La mas sencilla de las caminatas aleatorias semi-infinitas tiene p,, = p para n > 0,
gn = q para n > 1. El proceso es algunas veces llamado como “la apuesta contra el
apostador de riqueza infinita” (véase [2] para interpretaciones). La transformada de
Stieltjes de la medida espectral B(z;1) = B(z) satisface (3.53) la cual se reduce a

pqB*(2) + 2B(2) +1 =0,

y asi

(3.54) B(z) = (-2 + (2* — 4pq)'/?) /2pq,

donde la raiz cuadrada estd determinada por la continuacién analitica de valores po-
sitivos para z > 1. La férmula la cual da 1 en términos de B(z;) es

/xo dy(z) = 1 lim " ImB(§ +in)d¢

1 T =0+ J_1_¢

donde € > 0 y xg es cualquier punto donde @ no tiene saltos. Como consecuencia
consiste de la densidad continua

V' (x) = (dpg — 2*)V/? /27pq

sobre el intervalo —(4pq)'/? < x < (4pq)'/?. La férmula de recurrencia

an = QQn—l +an+1

puede ser reducida por transformacion de variables a

1 1
é.Rn = §Rn—1 + §Rn+17

y uno encuentra que

@n(2) = (a/p)"*Un(z/(4pg)"/?)

donde las U,,(§) son los polinomios de Chebycheff del segundo tipo [1].
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2. Para continuar ilustrando el uso de (3.53), consideremos la caminata aleatoria con
Gn,Pn = D para toda n > 1, pero py y rg arbitrarios. Si ¢ es la medida espectral del
proceso, y « la medida espectral del 0-ésimo proceso asociado, entonces « es el mismo
que v del ejemplo anterior y (3.53) se convierte en

ro — (1 — po/2p)z + (po/2p) (2% — 4pq)'/?
(1 —po/p)z? — 2ro(1 — po/2p)z + 1% + P3a/p’

del cual 9 puede ser calculado.

B(z¢)) =

Ponemos atencion a dos casos:

a) Sea rg = 0. Entonces
1 po(4pg — 2)'/?
Y'(x) = { 2w 22(p — po) + P
0 en otro caso

si — (4pg)'/? < x < (4pq)'/?

También, 1(z) tiene saltos localizados en +(pdq/(po — p))*/? de magnitud

1

5(100 = 2p)/(Po — p)
dado pg > 2p. Cuando py < 2p, entonces la distribucién 1 es pura densidad como
se describié anteriormente.

b) Sea pg =py ro=q=1—p. Entonces

1 (4pg— )2

YP(z) =4 2m(1 —p) 11—z
0 de otra forma

si — (4pg)'/? < 2 < (4pg)'/?

y para p < 1/2,1(z) posee un salto adicional localizado en 1 de magnitud (1 —
2p)/(1 = p).

Por (3.53), 0 1 o a pueden ser calculados si el otro es conocido. Por iteracién de
esta relacion la medida espectral de una caminata aleatoria puede ser calculada
dados todos salvo un nimero finito de las p,, 7., ¢, que son iguales a aquellos de
una caminata aleatoria cuya medida espectral es conocida.

3. Modelo de Ehrenfest

En este modelo la caminata aleatoria se mueve sobre un espacio de estados finito
{0,1,2,...,2N}. Aqui 2N se interpreta como el niimero de bolas en total enumeradas
y repartidas en dos urnas A y B, conde inicialmente en A hay i bolas y en B hay 2N —i.
El proceso evoluciona acorde a las siguiente estrategia: escogemos un numero al azar
entre 1 y 2N. Si esa bola estd en la urna A, la pasamos a la urna B en la siguiente
tirada. Mientras que si esta en la urna B, la pasamos a la urna A. La caminata aleatoria
cuenta el nimero de bolas en A a medida que repetimos este intercambio en tiempo
discreto.

Los coeficientes de la caminata aleatoria vienen dados por

2N —n n

Pn = IN
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y la matriz de transicién de este proceso es

0 1
L 0 2N —1
2N l 2(])\7 ON _ 9
J— 2N ?N
2N -1 0 1
2N 2N
v
2N

La representacion espectral en este caso va a consistir en un nimero finito de auto-
valores. Debido a la forma tridiagonal de P, estos auovalores son reales y simples.
Una primera evaluacion de estos autovalores para los primeros valores de NV nos indica
que estan mas o menos uniformemente espaciados. Estos autovalores vienen dados por
1—2/N con z = 0,1,...,2N. Por lo tanto, multiplicando por N se tiene que los
autovalores son

~N,-N+1,...,-1,0,1,...,N — 1, N.

Esto da a entender que los polinomios asociados a P se pueden escribir en términos de
polinomios ortogonales clasicos discretos. En particular para este ejemplo, la familia
apropiada es la de los polinomios de Krawtchouk K, (z) (cuando p =1/2y N = 2N),
que son ortogonales con respecto a la distribucién binomial

2N
1 2N
a2 ()
z=0

Se tiene entonces que el vector K = (Ko(x), K1(x),..., Koy (z))? cumple que PK =
(1 —x/N)K. Los coeficientes potenciales son

<2N>
Tn = ’
n

y por lo tanto la representacion integral de Karlin-McGregor viene dada por

P = TS (1= 5) Kl Ky () (2316\]) .

x=0

En particular, para ¢ = j = 0, es facil ver que

2N ON
POO(S)ZTiS”:Z:(l—X[)n <2fN> :gN(l N <93>

ot —8)+xs 22N
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4. Modelo de Laplace-Bernoulli

Este modelo también corresponde con un modelo de urnas y se puede describir de la
siguiente manera: inicialmente tenemos dos urnas A y B, donde en la urna A hay «
bolas blancas y en la urna B hay (8 bolas negras. En la siguiente transicién tomamos
una bola de A y otra de B y las intercambiamos. El estado de la caminata aleatoria
viene descrita por el nimero de bolas blancas n en la urna A en cierto momento.
Claramente el espacio de estados es discreto {0,1,2,...,a} y las probabilidades de
transiciéon vienen dadas por

= ) _071a' ) _17
Pn o ﬂ n (%
qniﬁﬂia+na _1723' y Oy
a p

En este caso, al igual que el anterior, se pueden describir todos los autovalores de la
matriz de transicién de probabilidades P (aunque este fenémeno en general no va a
ser posible). que vienen dados por

—a-pf-1
ppfEme=8-D 1
o
Los polinomios generados por P son los conocidos polinomios ortogonales duales de
Hahn R, (z), y que son ortogonales con respecto a la medida (y = —a— 1,0 = —f —
1,N =a):
2z —a—B—1)al(—a).(—a),
/,L(IL') = Z x |5I’
2 (e —a— B Dari(-Blad!

es decir,

> RO =75, m= (7707 (A2,

=0

donde A(z) = z(x —a— § —1). La representacion integral de Karlin-McGregor en este
caso viene dada por

Py =y (14 I RO @)R @)

z=0 aﬁ
3.2.1. Distribucién limite condicional para caminatas aleatorias
Algunas veces la cadena no es recurrente positiva pero tiene un estado absorbente. Podemos

considerar la distribucién limite condicional lim r;;(n) con
n—oo

(355) Tij(’I’L) = P(Xn = ]|X0 =i,n<T< OO)
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donde T denota el tiempo de absorcion al estado —1. Esta es la probabilidad limite de estar
en el estado j dado que el proceso estd al tiempo n en {0, 1,2, ...} pero el estado de absorcién
—1 ocurre eventualmente.

Dzistribucion limite condicional doble

La distribucién limite condicional doble lim lim 7;;(n,m) con
n—o00 m—0o0

(3.56) rij(n,m) =P(X, =j|Xo=t,n+m <T < 00)

y donde T de nuevo denota el tiempo de absorcién en el estado —1, puede ser de nuevo de
interés. Esta es la probabilidad limite de estar en el estado j dado que el proceso no dejara
{0,1,2,...} en el futuro distante, pero que la absorcién en el estado —1 ocurre eventualmente.
Tenemos el siguiente teorema, donde hacemos

7 = sup supp (¢)

fol xkdp(x)

Teorema 3.2.2. 5i (X,), es aperiddica, entonces la distribucidn limite condicional de
(3.55) y la distribucion limite condicional doble de (3.56) existen, sin < 1 y Cr(¢) — 0
conforme k — oo, en cuyo caso los limites estan dados por

2
m s (n) = 0% il (nm) = 0
T = S TQu AR B T = S Gy

Demostracion. Para probar el primer limite acudimos a [18].

Cr(p) =

Para el segundo procedemos como en los teoremas (3.43) y (3.44) del caso continuo. Tenemos

rij(n,m) =P(X, = j|Xo =i,n+m <T < o)
P(m<T<OO‘X0:i)
Pn+m <T < oco|Xg=1)

= Pij(n)
Por la proposicién 2 de [18] tenemos que si (X,),, es aperiédica entonces

I Pim < T < 00| Xo = j)
maooIP’(m+n<T<oo|X0 Zi)

existe sin=107n <1y Cx(¢) = oo conforme k — oo y

oy Pm<T<ocolXo=3) _ Qi)
moco Plm+n<T <oolXg=1) n"Qi(n)

Asi que tenemos

Jim i, m) = Pyn) 200

Y asi, por el teorema de representacién espectral y dado que (X,,),, es aperiddica
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o({-n}p) =0

con lo que concluimos que

lim lim 7;;(n,m)= lim @;(m) /1 (x>an(x)QJ(x)d¢($)

n—00 Mm—00 n—oo Ql(n) 1\
= Q3 (mm;o({n})
_ mQim)
Ziio Win ()
Y esto completa la demostracion. O

3.3. Representacion espectral de la densidad de transi-
cién para procesos de difusion
Sea {X;,t > 0} un proceso de difusién con espacio de estados S y operador infinitesimal

A dado por (1.42), con coeficiente deriva u(z) y coeficiente de difusién o?(z). Para un g
arbitrario, definamos la funcién

(3.57) I(wo, ) = /I i’jg; dz.

Obsérvese que

d _ 2p(x)

Para esta funcién definimos ahora la medida (salvo constante multiplicativa)
(3.58) m(z) = ieI(””O’””).
o*()

La eleccién de zg no influye en el comportamiento del proceso de difusién. Se tiene entonces
que el operador infinitesimal A se puede reescribir como

(3.59) A= mzx);; (" Q(x)m(x);;> .

En efecto, sea f cualquier funcién dos veces continuamente diferenciable. Entonces
1 d (o d 1 d [ ; d 1 d d d?
el Bl - _ - = (o,x) - = U I(xo,x) | I(xo,x) ©
m(z) dz ( 2 m<$)dm> ! m(z) dx (e da:) ! m(z) ({dme ] dx e da:2> !

_ T ot (emw [2“(”0) ., & ]) f = 30 @)f" @)+ pl) () = (Af)(x).

o2(z) do ' da?

Considérese ahora el espacio de Hilbert L2, (S) con el producto interno
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(. 9)m = /S F(@)g(z)m(z)dz.

Debido a (2.30) y el hecho de que A se puede reescribir de la forma (3.59), se tiene que A
es autoadjunto con respecto al producto interno anterior, es decir (Af, ¢)m = (f, Ag)m para
toda f,g € L2,(S). En particular, la medida m(z) cumple con la ecuacién de Pearson

%(o—?(wm(w))’ = p(z)m(z),

con lo cual, en el caso de existir la distribucién invariante debe coincidir con m(zx).

Sea ahora f una funcién continua y acotada en S y consideremos la funciéon

(3.60) u(t, z) = E[f(X1)[Xo = 2].

Sabemos que esta funcién verifica la ecuacién de retroceso de Kolmogorov, i.e.,

(3.61) u(t,z) = Au(t,z), u(0,z)= f(z).

0
ot
La idea es tratar de calcular esta funcién u(t, ) por el método de separacién de variables.
Supongamos que

u(t,z) = c(t)p(x).

Sustituyendo en la ecuaciéon de Kolmogorov se tiene que

(3.62) = =\

El lado izquierdo depende sdlo de la variable en ¢, mientras que el lado derecho involucra
sélo a la variable x. Esto es consistente sélo si (3.62) es constante, obteniendo asi

c(t) = Ae(t)

(3.63) Ap(x) = =Ao(),

donde A es cierta constante. La ecuacién diferencial para c(t) se puede resolver a partir
de las condiciones iniciales. Con lo cual ¢(t) = e. La segunda ecuacién diferencial es de
segundo orden y en el caso de existir solucién, ésta serfa una autofuncién del operador A con
autovalor A. Si podemos encontrar dicha solucién, se tendra que una solucién u(t, x) vendra
dada por

u(t,z) = eMo(x).

Supongamos ahora que el conjunto de autovalores de A (contando multiplicidades) es nu-
merable, y los llamamos

A0, A1, Ag, ..
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con autofunciones

¢o(x), p1(x), d2(x), . ..

de tal manera que los normalizamos con respecto al producto interno, i.e. ||¢n||m = 1,7 > 0.
Si A; # Aj, entonces ¢;(x) y ¢;(x) son ortogonales con respecto al producto interno, i.e.

Supongamos que esta sucesién de autofunciones (¢y,), es completa en L2 (S). Por lo tanto,
para toda f € L2 (S), usando la expansién de Fourier con respecto a la base (¢,,)n, se tiene
que

n=0

Por el principio de superposicién, cada una de estas soluciones es solucién de u(t, z). Por lo
tanto para una clase amplia de funciones f, se tendra que (7% f)(z) = u(t, x). Por lo tanto

/f plt; v, dy) = Ze“f,%mfbn Ze“(/f You(y <y)dy)¢n(x>

= /S f) (Z e*”tqﬁn(x)%(y)m(y)) dy.
n=0

Para hacer el intercambio de la integral y sumatorio en la ultima igualdad va a ser suficien-
te con que A\, < 0, como veremos a continuacién. Como consecuencia, la distribucién de
transicién de probabilidades p(t; x, dy) tendria una densidad p(t; x,y) dada por

(3.64) p(t;,y) Ze*"“ﬁ Pn(y)-

n=0

En muchos casos esta expresiéon va a ser legitima, pero va a depender de las condiciones
iniciales de la ecuacion de retroceso de Kolmogorov. Siguiendo los argumentos sobre las
condiciones de contorno de soluciones de la ecuaciéon de retroceso de Kolmogorov, en la
mayoria de los casos tendremos que resolver una ecuacion diferencial de segundo orden para
u(t, z) de tipo Sturm-Liouville en & = [a, b] con valores iniciales de la forma

ou 1 0 (o2 ou
o M e (zm(%m) :

(3.65) crau(t,a) 4+ 12 (U (m)m(m)gZ) (t,a) =0,

2

coru(t,b) + can (02§x)m( )22) (t,b) =

para ciertas constantes ¢; j,¢,j = 1,2. De la teorfa general de problemas de Sturm-Liouville
se sabe (por lo menos para el caso en el que los extremos son reflectantes, i.e. ¢11 = ¢c2.1 = 0)
que el espectro de A es discreto si a y b son finitos. En dicho caso también se tiene, usando
las condiciones de contorno y la ecuacién diferencial, que el autovalor se puede escribir como
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o= ot = [ 60l 1 [ @) )] do

= S0u(@)o? (@m(x)), ()

a

Con lo cual se tiene que (en particular Ao = 0)

A <0, n>0.

Si uno o ambos extremos son infinitos, podria ocurrir que el espectro de A fuese continuo.
Llamemos = C R al espectro continuo del operador A. La ortonormalidad de ¢(z, \) en este
caso se entiende como

6(A — )

(3.66) /5 m(e)o(a, ol e = 25,

para cierta funcién ¥()). Si f € L2,(S), entonces existe una funcién f tal que

Para calcular f (\) multiplicamos la expresién anterior por ¢(x, u)m(z), integramos sobre S
y usamos la ortogonalidad (3.66). En efecto,

e o= [ [ Lo )dA] B, pym(z)dz

= [ fo [ /S @5(%,/\)¢(x,u)m(x)d4 S = [ FONSA— pdx = F(p).

1

Las soluciones u(t, z) en (3.60) se pueden escribir como

ult, z) = / A F(N)(, A (A)dA.

Por la definicién de (T3 f)(x) en (1.39) y ya que verifica la ecuacién de retroceso de Kol-
mogorov para una clase amplia de funciones f, se tendrd que (T;f)(z) = u(t,z). Por lo
tanto

/ F@)plt: z, dy) = /: A FN) 6, N (N) / g [ / e >dy} b, VY (\)dA

/ e [ / M (, \)(y A)¢<A>dA] dy.

Como consecuencia, la distribucién de transicién de probabilidades p(¢; x,dy) tendria una
densidad p(t; z,y) dada por

(3.67) p(t; 7, ) = m(y) / M (, \)b(y, Nb(N)dA.
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También podria ocurrir que el espectro tenga una parte continua = y otra discreta ©. En
ese caso la densidad de probabilidad p(t; z,y) vendrd dada por

(363 Py =ml) |3 M on@in) + [ Nolr )6 NN

neoe =

Ejemplos
Movimiento Browniano en [0,d] con bordes reflectantes

En este caso § = [0,d] y la ecuacién de retroceso de Kolmogorov para la densidad de
probabilidades de transicién p(t; z,y) viene dada por

op 1 ,0%
Lo 22 L
ot 2 0z
con las condiciones de contorno de tipo Neumann

t>0, O<z<d, yes,

0
o =0, t>0,yes.
O x=0,d

Buscamos autovalores A y autofunciones ¢ del operador infinitesimal A dado en este caso
por

1 5 d?
.A—§0' @

En otras palabras

579" (@) = A(a)
#(0) = ¢'(d) = 0.

La solucion general de esta ecuacion diferencial viene expresada en términos de exponencia-
les. En efecto

o(x) = Cle\/?M + Cgef{?m.

La condicién de frontera ¢’(0) = 0 obliga a que C; = Cy, mientras que la segunda condicién
de frontera ¢'(d) = 0 obliga a que

V2az _ V2=
e —e o =0.

Los valores de X\ para los que esta ecuacién tiene solucién pasan obligatoriamente por que
sean negativos. En ese caso la expresion anterior se puede escribir en términos de la funcién
seno, i.e.

. (\/ —2)\d>
sin =0.
o

Con lo cual los ceros son miltiplos enteros de T, i.e.

vV—=2M\d

g

=nm, n€Z.
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Por lo tanto los autovalores vienen dados por

2,2 2
n‘meo
Sustituyendo en ¢(x), para cada n, las autofunciones vienen dadas por
nmT
¢n(x) = by, cos (7) , n>0.

En este caso, y ya que I(xg,x) = 0, la medida m(x) en (3.58) se puede elegir (salvo constante
normalizadora) como m(z) = 1. Para concluir normalizamos las autofunciones ¢,,. Para ello,

se tiene que
d d
d
/ dr =d, / cos? (@) = —.

Con lo cual la constante normalizadora b,,, viene dada por

2 1
= — >1 = —.
bn \/;; n =1, bO d

Es bien sabido (series de Fourier) que el sistema de autofunciones (¢,), es completo en
L2,([0,d]). Por lo tanto, parat >0y 0 < z,y < d se tiene que

2,2

ie onin +) cos (mm:) o (mry)
Xp | ———— 5 | —— s(—= ).
2P T a ) "\"d

SN

1
(3.69) p(t;x,y) = ot

Movimiento Browniano con un borde reflectante

En este caso podemos tomar S = [0,00) y la ecuacién de retroceso de Kolmogorov para la
densidad de probabilidades de transicién p(¢; z,y) viene dada por

op 1 ,0%
e
ot 2 0z
con las condiciones de contorno de tipo Neumann

t>0, >0, y=>0,

o

=0, t>0 > 0.
8,’1} ) ) y_

=0

Esta difusién es un caso limite de la anterior en (3.69) haciendo d — co. En efecto,
1 & 2.2 2
plte) = Jim 4 3 e (=Tt cos () eos ()

(') t0.27T2u2 ) .
= exp | ———— ] cos (rau) cos(ryu)du (integral de Riemann)

— 0o

o0 to2m2u2
/ exp (_07;71) [cos(m(z + y)u) + cos(m(x — y)u)]du (férmula trigonométrica)

= — exp <— 025 ) [eﬂg(gﬁy)e*’g@*yq d¢, (£ = mu e imparidad

— 00
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= \/ﬁ (exp (‘M) e (_@2;72)2>> 7

donde la ultima igualdad se tiene por la férmula de inversion de Fourier y el hecho de que
exp(—to2£2/2) es la funcién caracteristica de la distribucién normal con media 0 y varianza
to?.

Movimiento Browniano con deriva i en [0,d] con bordes absorbentes

En este caso S = [0,d] y la ecuacién de retroceso de Kolmogorov para la densidad de
probabilidades de transicién p(¢; x,y) viene dada por

ap 1 ,0% dp
— =_0’—L 4pu=, t>0, 0<z<d, €S,
ot~ 27 022 THos v Y
con las condiciones de contorno de tipo Dirichlet
lim p(t;z,y) =0, h’rg p(t;z,y) =0, t>0, yeS.
T—a—

z—0*t

Buscamos autovalores A y autofunciones ¢ del operador infinitesimal A dado en este caso
por

O equivalentemente

lim ¢(z) = lim ¢(x) = 0.

z—0t T—d—

La soluciéon general de esta ecuacién diferencial viene expresada en términos de exponencia-
les.

x V2422102 _Vu2+2x02
o(x) = e (C’le Ty Coe =2 ‘) )
La condicién de frontera ¢(0) obliga a que C; = —C5, mientras que la segunda condicién de

frontera ¢(d) = 0 obliga a que
V242202 = V242202 =

e o2 —e o2 =0.

Los valores de A para los que esta ecuacion tiene solucién pasan obligatoriamente por que
el interior del radicando sea negativo. En ese caso la expresién anterior se puede escribir en
términos de la funcién seno, i.e.

o2

S e 3
sin <u2>\gd> =0.

Con lo cual los ceros son miltiplos enteros de m, i.e.

/— 12 — 2)\g2

5 =nmw, n€Z.
o

Por lo tanto los autovalores vienen dados por
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2.2 2 2
n“meo
H n > 1.

242 2027 T

Sustituyendo en ¢(x), para cada n, las autofunciones vienen dadas por
LR

dn(T) = by exp (—’Z—f) sin pi

En este caso, la medida m(x) en (3.58) se puede elegir (salvo constante normalizadora) como

Ap = —

(nmc

2
m(z) = exp ((’I;L;zj) ,0<z<d.

Las constantes normalizadoras b,, vienen dadas, al igual que antes, por

2
bn:\/;, n > 1.

Parat >0y 0 < z,y < d, la expansién en autofunciones de p viene dada por

(3.70) s
i) = S (H52) (8 5o () (22

Como los bordes son absorbentes faltaria calcular las probabilidades de absorcién

()

p(t; 2, {0}) = P(X; =0/ Xg = x), p(t;z,{d}) =P(X; =d|Xo=2), 0<z<d.

Como

d
Wmﬂm+mmﬂﬂﬁﬂ—ép%mw@,

se tiene que

p(t;2,{0}) + p(t;z,{d}) =1 — gexp ( ) Z ap, €XP ( ;th) sen (nf:x) ,

donde

d 4
_ wy nwy _ ndro _ du
ap = /0 exp (—02) sen (—d ) dy = 2 T nPnlol <1 (=1)"exp (02)> .

Con lo cual basta calcular p(¢;z, {0}) y a partir de lo anterior se podra calcular p(¢; z, {d}).
Siguiendo (1.47) se tiene que

d
(3.71) pW%WDzwﬁfélwm%wwﬂy

Movimiento Browniano con deriva j en [0,00) con borde absorbente

Al igual que antes basta hacer limite en (3.70) a medida que d — oo, en cuyo caso se tiene
que

126



2 oo 2 92, 92
— t t
p(t;z,y) = 2exp (M - M) / exp (_m) sen(mzu) sen(ryu)du
g 0

202 2
= Zoxp (“(y(,;x) - 5;2) /0 Texp (— ”2;52> sen(£x) sen(€y)dé
= Lo (M2 1Y) [ e (- D55 ) ot — ) — contelo + )
)

1 ply—z)  pit /°° o’te?
= —€ex —_— — ex —
o P o? a? ) Jo P 2

exp (Myagx) N ;Z) \/ﬁ [eXp <_(x2;g/)2> moP <_(3;2—<~7_211)2>} 7

donde al igual que antes la iltima igualdad se tiene por la férmula de inversién de Fourier
y el hecho de que exp(—to2£2/2) es la funcién caracteristica de la distribucién normal con
media 0 y varianza to2.

) [e_if(x—y) _ e—iﬁ(xw)} d¢

Movimiento Browniano estdndar

En este ejemplo el espectro es continuo. Tenemos que buscar autofunciones que cumplan

1

5"(@) = Aola),

con la condicién de que cada ¢(z) esté acotada para todo z € R. La condicién de aco-

tada obliga a que el autovalor A\ sea negativo. Llamemos A= —)\2 /2. Entonces buscamos
autofunciones ¢(x) tal que

¢ (z) = =N\?¢(a),

con las mismas condiciones iniciales. La solucién general de esta ecuacion diferencial viene
dada por

¢z, \) = Cysen(Az) + Cocos(Az), Az €R,
que siempre va a estar acotada. Debido a que I(zo,x) = 0, se puede escoger la medida como
m(z) = 1. En el espacio L?(R) (ahora con el producto interno (f,g) = [; f(z)g(z)dz) se
tiene que para cada A € R, las autofunciones se pueden escribir como
Bz, \) = e,
La ortogonalidad implica que

/ bz, N)o(x, p)dx = / e A= dy = 216 (N — ).
R R

Por lo tanto la representacion espectral de la densidad seria

1 > —A2t/2 iz —iyA
p(tiz,y) = e e WA,
2 J_ o

que es la transformada inversa de Fourier del nicleo gaussiano. Por lo tanto

1
Ptz y) = —s=e TN,
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Proceso de Ornstein-Uhlenbeck
En este caso se tiene que los coeficiente de deriva y difusién vienen dados por

wlz) = —x, o*(z)=1.

El espacio de estados del proceso se interpreta como la velocidad de una particula que sigue
un movimiento Browniano, pero existe una fuerza de atraccién proporcional a la distancia
al origen.

Con zg = 0, se tiene que I(0,2) = —z? (3.57). Por lo tanto la medida m(z) se puede elegir
(salvo constante normalizadora) como

m(x) = e

Asi, el espacio de estados donde se estd moviendo este proceso serfa S = (—o0, ). La ecua-
cién de retroceso de Kolmogorov para la densidad de probabilidades de transicién p(t; z,y)
viene dada por

(9p_182p dp
o 2022 o 7V

Buscamos entonces autofunciones y autovalores discretos del operador infinitesimal
1 d? d
=———z—.
2 dx? dx
O equivalentemente

L6 (a) —w6/(x) = M(a), 0 <z <o,

de tal manera que [ e~ [¢(x)]2dx < oo. Esta ecuacién diferencial es identificable ya que
corresponde a la de los polinomios de Hermite (H,,),, con autovalor

Ap=-—n, n>0.

Las normas de H,(z) vienen dadas por (2.39). Por lo tanto, la representacién espectral de
la densidad p(¢; x,y) se pueden escribir como

) — e S gt Hn(@) Hn(y) e S Ha(@)Haly) (e')"
p(t;z,y) nZ:% 2nnl/T Jr 7;2—;) n ( ) >

usando el hecho de que

oo

> Ho(2)Ha(y) (U)n I S <2uxy w2 y)2) |

n! 2 14+u 1 —wu?

n=0

Asi

2
p(t:3,7) = e Y exp 2efay e 2 (x —y)?
Y VTV — e 2 1+et 1—e 2

2

B eY e 2 (22 4+ y?) 2xye~t
VY e U TP R Ty
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Modelo de crecimiento poblacional
En este caso se tiene que los coeficientes de deriva y difusién vienen dados por

w(x) =br+ec, o*(z)=2ar, 0<x< oo,

donde a, b, ¢ son constantes con a > 0. Con xy = 1, se tiene que

) b
I(l,:z:):/ Z+cdz:f(:cfl)+glogz.
1 az z a

Por lo tanto, la medida m(x) (3.58) se puede escoger como

m(z) = 2%/ a=-—-1, x>0,
a

La ecuacién de reroceso de Kolmogorov para la densidad de probabilidades de transicién
p(t; x,y) viene dada por

op  Ip dp

Buscamos entonces autofunciones y autovalores discretos del operador infinitesimal
2

d
+ (bx +¢)

A e

=0rgs
En otras palabras
axd” (x) + (bx + )¢ (z) = A\p(z), x>0,

de tal manera que fooo e/ [p(z)]?dr < co. Esta ecuacién diferencial de vuelta es identi-

ficable ya que corresponde a la de los polinomios de Laguerre (L;‘*))n. En concreto para

o bz
L;>((l>.

Como a > 0, para que estos polinomios sean integrables tiene que ocurrir que b < 0 (por la
exponencial) y ¢ > 0 (por el monomio). El correspondiente autovalor es

Ap=bn, n>0.

Usando las normas de L%(x) se puede llegar a la representacién espectral de la densidad
p(t;z,y):

bl /a)xtlyebv/e & n! bz b
p(ts ,y) = (Ibl/a)* "y Zebntril/(a) <_> L@ (_y)
n=0

Na+1) n+a+1) " a a

beb (z + y)) I <2|b|\/xyebt>

(‘b|/a)a+lyaeby/a xp ( a(l— ebt) a(l — ebt)

F(a + 1) B2 a/2
(azxyebt> (1 — ebt)

|b|eby/ae—bte/2 (y)a/zexp beb (x + 7)) 7 2|/ zyebt
)\ “ '

a(l — eb) a(l — ebt)

Cal(a+1)(1 — ebt
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Donde I,(z) es la funcién de Bessel.
Modelo de Wright-Fisher
Este modelo tiene como coeficientes de deriva y difusién los siguientes

wr) =yl —z)—mz, oix)=z(1-2), 0<z<1, 5,7 >0.

El espacio de estados es § = [0, 1]. Los coeficientes 71,2 se interpretan como intensidades
de mutacién de una poblacién A en otra B (y viceversa) que estdn compitiendo entre ellas.

Este ejemplo se identifica con los polinomios de Jacobi, pero normalizandolos de tal manera
que estén definidos en el intervalo [0, 1]. En este caso las intensidades de mutacién 1, v2 se
identifican con los pardmetros «, 5 > —1 de la siguiente forma

B+1 a+1

’YlZT,%: B)

La funcién I, , se puede calcular explicitamente:

T2y(l—2) —2m 2 T (272 2m 2 2
I = dz = — — dz =1 (1 —z)M) 4+ C.
(7o, ) /gco 02 2 /x — 1) oglz (1 —x)" "] +

Zo

Por lo tanto, la medida m(x) (3.58) se puede escoger como

m(z) =22 11 -2)"" ! 0<a<l.

La ecuacion de retroceso de Kolmogorov para la densidad de probabilidades de transicion
p(t; x,y) viene dada por

op 1 0%p op
= 5:10(1 - x)@ + [y (1l —2) — 'ylx]%7 t > 0.

ot
Buscamos entonces autofunciones y autovalores discretos del operador infinitesimal
1 d? d
A=zl -2)— 1—2) = ya]—.
501 =)= + el — ) —ma]—

En otras palabras

Lol — )6 (@) + (L — ) —mald! (@) = Mofa), 0<z <L

de tal manera que se cumplan las condiciones iniciales

1 5, do 1 on. A
- — =0, -(1—x)M—
2t —o+ T2 (1—2) dx

x

=0.

r=1
La solucion de la ecuacién diferencial se puede expresar en términos de los polinomios de
Jacobi (P, («, 5)(y))n en [—1, 1] mediante el cambio de variable

_1+y

T

El correspondiente autovalor es

1
>\n:§n(n+a+ﬁ+1)7 n > 0.
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Se tiene entonces que la representacién espectral de la densidad p(t; z,y) viene dada por

p(t' T y) _ yQ’Yz—l(l - y)Q’Yl i e—n(n+2fy1+272—1)t/2P(2fy1—1,272—1)(Qx_l)P(?yl—l,Q’yg—l) (2y—1) >
= B o) 2 - -

" B(279,271)(2n + 271 4+ 272 — D)nIT(n 4+ 271 + 295 — 1)
T(n+2y2)C'(n+ 2v1)

donde B(x,y) es la funcién Beta. Al contrario de lo que ocurre en el proceso anterior, no se
sabe si existe una expresion explicita de esta serie en términos de funciones elementales.

3

Proceso de Jacobi
Escogemos los coeficientes de deriva y difusién como
1
pe) = S[B+ D1 —2) = (@+ DA+, *@)=1-2%, —1<z<l,

donde «, 8 son constantes. Con xy = 0, se tiene que

_ [P B+H)A=2) = (e+1)(1+2)
10,2) _/0 1—2)(1+2) dz

- /0 (f—tz B sz) dz = log|(1 +x)6+1(1 _ m)a-{-l].

Por lo tanto la medida m(x) en (3.58) se puede escoger como

m(z)=(1-2)*1+2)°, —-1<z<l.

Las condiciones de integrabilidad en —1 < < 1 obligan a que «, 8 > —1. La ecuacién de
retroceso de Kolmogorov para la densidad de probabilidades de transicién p(t; x,y) viene
dada por

dp ?p 1 dp
%= (1 ”2)@ + 5[(6+ D1 —2) = (a+1)(1 +x>]%,

Buscamos autofunciones y autovalores discretos del operador infinitesimal

t>0.

A=(1 —a:Q)% + %[(ﬁ%— DA —2)— (a+1)(1 +x)]%

En otras palabras
(1 =26 (@) + 316+ (1~ 2) ~ (a+ D1+ )¢/ () = Mlw), ~1<a<1,

de tal manera que se cumplan las condiciones iniciales

1 d 1 d
-1 —x)o‘“—d) =0, 7(1+x)ﬁ+1—¢ = 0.
2 dr|,_,- 2 2

La solucién de la ecuacién diferencial es la de los polinomios de Jacobi (Pr(la’ﬁ ))n. El corres-
pondiente autovalor, es

1
)\n:fin(n+a+ﬂ+l), n > 0.
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Normalizando los polinomios de tal manera que P,Ea’ﬂ )( 1) = 1 se tiene que la representacién
espectral de la densidad p(¢; x,y) viene dada por

p(t; z, y) _ (1 - y)a(l + y)ﬂ Z e—n(n—i-a+,3+1)t/2P7(La,ﬁ)(x)Pr(la,ﬂ) (y)X
=0

20480 (a + 1)? &
Cn+a+B+1)T(n+a+)(a+5+1)
nl'(n+5+1) ’

Una vez mas, no se sabe si existe una expresién explicita de esta serie en términos de
funciones elementales.

X

Proceso radial de Movimiento Browniano absorbente en la superficie de la bola
unitaria

Sean {B;(t),t > 0},4 = 1,..., N, movimientos Brownianos estdndar independientes. Se
considera el proceso radial

Zy=Bi(t)+- -+ B ().
Se puede comprobar que Z; es un proceso de difusién con coeficientes de deriva y difusién
dados por
pz(x) =N, o%(zx)=4x, x>0.

El proceso de Bessel se define como la distancia euclideana de un movimiento Browniano
N —dimensional, i.e.,

Y, =7, = \/Bf(t)+---+BJ2V(t).

Se puede demostrar también que los coeficientes de deriva y de difusién para el proceso de
Bessel vienen dados por

2x

Para N =1 recuperamos el movimiento Browniano reflejado |B¢|. Con z¢ = 1, se tiene que

1(1,95):/ Nﬁldz:(Nfl)log:r.
1 Z

Por lo tanto la medida m(z) en (3.58) se puede escoger como

m(z) =212 >0,

Consideramos ahora el proceso de Bessel en el espacio de estados (0, 1] donde hay un extremo
absorbente en = 1 (en el espacio N—dimensional, el espacio de estados corresponderfa al
interior de la bola de radio unidad incluyendo la superficie esférica).

La ecuacién de retroceso de Kolmogorov seria

Op _1p N-10p 1 1 0 ( y.0p\ ,_
ot 2022 2t Oxr 2zN-19zx ox )’ ’

con condiciones iniciales
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0
xN—1£

p(t;1,y) =0, = 0.
(t:1.) ool .
Por lo tanto buscamos autofunciones de A tal que

1 N -1

50" (@) + ——¢'(x) = A(z), 0<z<l,

2 2z
condicionado a que

d¢
=0, 2N '-—= =0.
o(1) S

Las autofunciones de esta ecuacién diferencial con valores iniciales se identifican con modi-
ficaciones de las funciones de Bessel J,(z):

On(z) = x_(N_z)/zJ(Nfz)m (35\/2) , n =0,

donde /A, es la sucesion de ceros positivos de Jin_2)/2 (). Los autovalores vienen dados
por A = —2\,.

Asi, la representacién espectral de p(t; z,y) se puede escribir como

p(t;,y) =y i el (2)dn ()
n=0
=y (ﬂ) = i 6_2/\"tJ¥ (xm) J¥ (y@) Ty,

r n=0
donde 7,1 = fol 2(z)zNtdr = fol xJ(QN_Q)/Q(x\/ An)d.

Haciendo tender el borde al infinito nos da una representacién espectral de la densidad
del movimiento Browniano radial en todo RY. En este caso, el espectro serd continuo y la
representacion espectral de la densidad p(¢; z,y) vendria dada por

2 00
ptio,y) = [F((éi;/;))ﬂ)} yN‘l/O e s (M) T () AN A

Proceso de Orstein-Uhlenbeck radial

Tomemos el proceso de Bessel pero imponiéndole una fuerza atractiva proporcional a la
distancia al origen. Los coeficientes de deriva y de difusion estdan dados por
N-1

pulx) = 5y D o%(x) =1, x>0.

Con zy = 1, se tiene que

TIN -1 2 1
—z)dz=(N-1)1 - — 4+ .
/1< 5 z) z = )log x 2—1—2

Por lo tanto la medida m(x) se puede escoger como

m(x) = foleﬂJQ, x> 0.
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La ecuacién de retroceso de Kolmogorov seria
Op 10%p N-1 dp
— =- —x ) =—, t>0,
ot 20x2 + 2z ¥ ) ox

con condiciones iniciales

Op
N-19P
a: Ox

Por lo tanto buscamos autofunciones de A tal que

=0.

=01

%qb”(x) + (J\;;l _ g;) ¢’(Jj) = )\qﬁ(aj),l‘ > 0.

Las autofunciones se pueden escribir en términos de polinomios de Laguerre pero evaluados
en y = 22 y con pardmetro

Por lo tanto, la representacién espectral de p(¢;x,y) se puede escribir como

|
L@@ (y?)

t: -9 N-1 7y2 —2nt e
pltiz,y) =2y eV > e Tntatrlr

n=0
oyN-1e—v’ e 2 (22 4+ y?) I 2xye?
= exp | —
(zyet)o(1 —e™2) P 1—e 2 “\l—e2t )’

donde para llegar al resultado se utilizé la férmula del nicleo de Poisson para los polinomios
de Laguerre y que I,(z) =i~ *J,(i2), donde de nuevo J, es la funcién de Bessel estdndar.
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