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Introduccion

El Problema de Rutas de Vehiculos o VRP (por sus siglas en inglés, Vehicle Routing
Problem) es un problema conocido cuya importancia en aplicaciones précticas, desde el
abastecimiento de productos para tiendas hasta recoleccién de basura y transporte
escolar, amerita estudiarlo a profundidad.

El problema cousiste en encontrar la mejor manera de asignar rutas a los vehiculos de una
flota, de tal forma que atiendan las demandas de un conjunto de clientes dispersos
alrededor de un almacén o depésito central, minimizando tanto el nimero de vehiculos a
utilizar como la distancia total recorrida por los mismos.

Existen muchas variantes del VRP, algunas mds generales y otras con restricciones
adicionales para facilitar su manejo. FEl propdsito de este trabajo es analizar la
complejidad computacional de algunas de las principales variantes del VRP, cuyas
definiciones se presentan mas adelante:

» El Problema de Rutas de Vehiculos Clasico o CVRP (por sus siglas en inglés, Classic
Vehicle Routing Problem)

» El Problema de Rutas de Vehiculos con Ventanas de Tiempo o VRPTW (por sus
siglas en inglés, Vehicle Routing Problem with Time Windows)

» El Problema de Rutas de Vehiculos con Flota Heterogénea o HFVRP (por sus siglas
en inglés, Heterogeneous Fleet Vehicle Routing Problem)

» El Problema de Rutas de Vehiculos con Depositos Multiples o MDVRP (por sus
siglas en inglés, Multiple Depot Vehicle Routing Problem)

El resto de este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presentan antecedentes y definiciones de conceptos sobre
complejidad que serén utilizados durante el desarrollo del trabajo.

En el segundo capitulo se describe el problema de rutas de vehiculos, se determinan las
variantes del mismo que serdan abordadas y se define formalmente la primera de ellas, el
CVRP, asi como un problema adicional utilizado como apoyo durante el andlisis de
complejidad del CVRP.

En el tercer capitulo se demuestra que el CVRP estd en NP con dos enfoques distintos.



En el cuarto capitulo se demuestra que el CVRP es NP-dificil, lo que aunado al resultado
del capitulo anterior lleva a la conclusion de que el CVRP es un problema NP-completo.

En el quinto capitulo se utiliza el resultado obtenido en los capitulos anteriores como base
para realizar el andlisis de complejidad de tres variantes del problema de rutas de
vehiculos.

Finalmente, se presentan las conclusiones del trabajo y algunas implicaciones de los
resultados obtenidos.

Adicionalmente, se tienen tres apéndices en los que se presentan las demostraciones de
tres proposiciones: dos empleadas para facilitar el analisis de complejidad del CVRP en
los capitulos tercero y cuarto y una utilizada para facilitar el analisis de complejidad del
VRPTW en el quinto capitulo.
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Capitulo 1

Antecedentes y definiciones

A continuacidn se presentan breves definiciones de algunos conceptos utilizados en este
trabajo

1.1. Problema de decision

Un problema de decisién es aquel cuya solucién consiste de un si o un no; es decir, el
problema puede plantearse como una pregunta cuya respuesta es afirmativa o negativa
segun el ejemplar.

Mas formalmente, un problema de decisién consiste en determinar si el ejemplar satisface
o no cierta propiedad dada.

Es posible construir versiones de decisién de un problema de optimizacién, en las que se
busque una solucién que satisfaga una cota determinada, en lugar de buscar la solucion
optima.

En otras palabras, cualquier problema de optimizacién puede transformarse facilmente en
uno de decisién con tan solo establecer una cota C'y hacer la pregunta:

i3 S solucion del ejemplar, con valor menor o igual que C7
para problemas de minimizacién, o
;3 S solucion del ejemplar, con valor mayor o igual que C?

para problemas de maximizacion.

La versién de decisiéon del problema consiste en determinar si la respuesta a dicha
pregunta es si o no.

La versién de optimizaciéon del problema siempre serd al menos tan dificil de tratar como
su versién de decision, ya que cualquier algoritmo que resuelva la versién de optimizacién
puede solucionar la versiéon de decision, pero un algoritmo para la versién de decisiéon no
necesariamente puede resolver la versién de optimizacion por si solo.



1.2. Reduccion

Una reduccién es una forma de encontrar la solucién de un problema, para el cual puede o
no conocerse un algoritmo que lo resuelva, utilizando un método conocido para resolver
otro problema; es decir, es una forma de construir un camino alternativo para llegar a la
soluciéon de un problema.

Formalmente, una reduccién de un problema 7 en otro problema ~ es un par de algoritmos
Ay B tales que:

» dado un ejemplar E de 7, A construye un ejemplar £’ de v; y

» dada S’ la solucion para E’ de v, B construye la solucién S para E de 7.

Utilizando estos algoritmos, puede solucionarse un ejemplar E de w empleando un
algoritmo disenado para solucionar ejemplares de v como paso intermedio, como se
muestra en la Figura 1:

problema T

E'

L4

ejemplar E

alporitmo que resuelve o

L 4
g’

&

solneion 5

Figura 1: Reduccién de 7 en

Si m y 7 son problemas de decision, basta que el algoritmo A construya el ejemplar £’ de
forma que la respuesta o solucion S’ sea afirmativa si y s6lo si la solucion S es afirmativa.

Se dice que una reduccién es polinomial si tanto A como B tienen tiempos de ejecucién
acotados por un polinomio en n, el tamano del ejemplar E.



Si existe una reduccién de m en v, se dice que 7 es reducible en 7.

Es importante mencionar que esta relacién es transitiva; es decir, dados tres problemas ,
Yy «, si m es reducible en v, y v es reducible en «, entonces 7 es reducible en a:

problema T ! 4t

-
. ; . N W 4 - i
ejemplar E » L » [
B algoritmo que resuelve o
ﬁ‘\
solucion 5+ g S

Figura 2: Reduccién transitiva de 7 en «

Sea A el algoritmo para obtener el ejemplar E’ de v a partir del ejemplar E de 7 y sea A’
el algoritmo para obtener el ejemplar E” de « a partir de E’, entonces el algoritmo A”
para obtener E” a partir de E se conforma de la composicion de A y A’; es decir, A”
consiste en aplicar A’ al resultado de la aplicaciéon de A.

El caso de los algoritmos para las soluciones es andlogo.

1.3. Algoritmo no-determinista

Un algoritmo no-determinista es, en términos generales, un proceso que recibe como parte
de su entrada un ejemplar de un problema de decisién y que, mediante el uso de
no-determinismo y de un proceso de verificacién, produce como salida un si o un no.

El proceso de verificaciéon debe garantizar que solamente se producird como salida un si si
la respuesta del ejemplar recibido es si, sin embargo, no se tiene una garantia similar para
una respuesta negativa.

Esto quiere decir que si la salida del algoritmo no-determinista es si, la respuesta del
ejemplar recibido debe ser si, pero si la salida del algoritmo no-determinista es un no, no
es posible concluir nada respecto al ejemplar recibido.



Existen varias maneras de ver los algoritmos no-deterministas, que difieren en los detalles
sobre la entrada y el funcionamiento del algoritmo, en particular sobre la forma en que
éste utiliza el no-determinismo. En este trabajo se manejan dos de ellas, una utiliza un
certificado y la otra emplea la primitiva ND-Choice.

Certificado

Dado un ejemplar E de un problema de decisién cuya respuesta es si, un certificado C
para FE es un objeto sucinto que constata o certifica que la respuesta de FE es
afirmativa [11], de manera que dados E y C, es posible verificar C' para validar que la
respuesta de F es si, sin tener la necesidad de resolver F.

En este contexto, sucinto significa que C' no puede ser mucho mas grande que F; es decir,
si E tiene tamafio n, el tamano de C estd acotado superiormente por un polinomio en n.

Como el certificado constata que la respuesta del ejemplar es afirmativa, no puede existir
un certificado vélido para un ejemplar cuya respuesta sea negativa.

La forma del certificado es conocida de antemano, por lo que es posible construir un
algoritmo que verifique el certificado para confirmar su validez.

En muchas ocasiones, la forma del certificado es muy similar a la forma de una solucion
del problema, por lo que el certificado suele definirse informalmente como una propuesta
de solucién a ser verificada [8].

En este trabajo, todos los certificados tendran la forma de una solucién.

Algoritmo no-determinista que utiliza un certificado

La primer forma de ver los algoritmos no-deterministas empleada en este trabajo es
utilizando certificados [4] y consiste en lo siguiente:

Un algoritmo no-determinista es entendido como un proceso A tal que, dados un ejemplar
FE de un problema de decision 7 y un certificado C para E, A determina la validez de C;
es decir, A procesa C para verificar si en efecto constata que la respuesta de E es
afirmativa.



Si el certificado es valido, la respuesta de E debe ser afirmativa y el algoritmo
no-determinista regresa un si; en cualquier otro caso la salida del algoritmo
no-determinista serd un no.

No se especifica la manera de obtener el certificado C'; puede ser proporcionado por el
usuario del algoritmo no-determinista, generado de forma pseudo aleatoria o proceder de
alguna otra fuente.

Si A puede realizar tal verificacion de C' en un tiempo acotado por un polinomio del
tamano de F, entonces se dice que A es un algoritmo no-determinista polinomial.

Primitiva ND-Choice

La primitiva ND-Choice [9] es una operacion que utiliza no-determinismo para hacer una
eleccién entre varias opciones durante un proceso, ya sea pidiendo una entrada al usuario,
usando el azar o de alguna otra forma.

No es necesario establecer la forma concreta en que opera, sino que solamente se asume
que puede hacer la eleccién en tiempo constante.

Esta primitiva se emplea para construir una propuesta de solucién que luego es verificada,
por lo que puede verse al proceso de construccién de la solucién propuesta como una
especificacion de la forma en que se obtiene un certificado, pero con la ventaja de que
detallar la construcciéon concede mayor control sobre la forma de la propuesta de solucién,
permitiendo garantizar que se satisfaga una o varias caracteristicas o propiedades, lo que
facilita su verificacion.

Sin embargo, debe cuidarse que la propuesta de soluciéon construida siga siendo
suficientemente general, ya que de lo contrario se estaria limitando a una fraccién del
espacio de soluciones del problema, por lo que el algoritmo solamente seria valido para
una version del problema con restricciones adicionales.

Algoritmo no-determinista que utiliza la primitiva ND-Choice

La segunda forma de ver los algoritmos no-deterministas utilizada en este trabajo,
trabajando con la primitiva ND-Choice, consiste en lo siguiente:



Un algoritmo no-determinista es visto como un proceso que recibe un ejemplar F de un
problema de decisiéon 7 y que consta de dos partes:

= Una parte no-determinista que genera una propuesta de solucién para F mediante el
uso de la primitiva ND-Choice

» Una parte de verificaciéon que determina si la propuesta generada es en realidad una
soluciéon de E.

Si la propuesta de solucién generada resulta ser una solucién de FE con respuesta
afirmativa, significa que existe al menos una solucién para E, por lo que el proceso regresa
un si; en cualquier otro caso, la salida del proceso es un no y no es posible concluir nada
sobre F.

Visto de esta forma, se considera que el algoritmo no-determinista es polinomial si cada
parte, tanto la no-determinista como la de verificacién, requiere tiempo acotado por un
polinomio del tamano de F.

1.4. Clasificaciéon de problemas

En esta seccién se definen las clases de problemas NP, NP-dificil, y NP-completo.

NP
Se dice que un problema 7 estd en la clase de problemas NP si existe una algoritmo
no-determinista polinomial para 7.

Por tanto, para probar que m estd en la clase NP basta mostrar un algoritmo
no-determinista polinomial para 7. En este trabajo siempre se presentan dos de ellos, uno
desde cada enfoque descrito en la seccién anterior.

NP-dificil

Un problema 7 estd en la clase de problemas NP-dificiles si para todo problema - en NP,
existe una reduccién polinomial de 7 en 7. Si un problema 7 estd en la clase de problemas
NP-dificiles, se dice que 7 es NP-Dificil.



Una forma alternativa de mostrar que m es NP-dificil consiste en tomar otro problema «,
que se sabe que es NP-dificil, y dar una reduccién polinomial de a en w. De esta manera,
aplicando la transitividad de las reducciones, se establece un método para construir la
reduccién de y en 7w para cualquier v en NP, ya que como « es NP-dificil, existe una
reduccién polinomial de v en «, por lo que basta reducir v en a y al ejemplar resultante
aplicarle la reduccién de « en 7.

NP-Completo
Un problema 7 esté en la clase de problemas NP-Completos si se cumplen dos condiciones:

s 7 es NP-dificil, y
s 7T estd en NP.

Si un problema 7 estd en la clase de problemas NP-Completos, se dice que 7w es
NP-Completo.

Por lo tanto, para demostrar que m es NP-Completo, suele demostrarse cada una de las
propiedades independientemente.

Para realizar dicha prueba, un camino comin a seguir es:

= mostrar que 7 estd en NP presentando un algoritmo no-determinista polinomial para
7y, por separado

= mostrar que 7 es NP-dificil mediante una reduccion polinomial de algin otro problema
v, que se sabe que es NP-Dificil, a 7.

1.5. Definicién formal de un problema

Para fines de este trabajo, la definicién formal de un problema de optimizacion « significa
la especificacion de la forma y estructura de un ejemplar de 7w y de una solucién para dicho
ejemplar, asi como la manera de determinar una solucién 6ptima y de ver a m como un
problema de decision.



Capitulo 2

Marco teoérico

A continuacion se definen el problema principal a analizar, algunas de sus variantes y otro
problema que serd de utilidad para el analisis.

2.1. VRP y variantes

El problema de Rutas de Vehiculos o VRP (por sus siglas en inglés, Vehicle Routing
Problem) consiste en encontrar la mejor manera de asignar rutas a los vehiculos de una
flota, de tal forma que atiendan las demandas de un conjunto de clientes dispersos
alrededor de un almacén o depdsito central.

Se conocen de antemano las demandas de cada cliente y las distancias entre cada par de
clientes, asi como la distancia entre cada cliente y el depoésito.

Los vehiculos tienen una capacidad de carga fija y cada uno se utiliza en una sola ruta.

Cada ruta debe comenzar en el deposito, visitar a los clientes que vaya a servir y regresar
al deposito. La demanda total de los clientes servidos por la ruta no puede exceder la
capacidad de carga del vehiculo.

Se busca un conjunto de rutas que satisfaga las demandas de todos los clientes,
recorriendo la menor distancia total posible y utilizando el minimo niimero de vehiculos.

Estableciendo variables o restricciones adicionales, es posible definir una serie de variantes
del problema, algunas de las cuales facilitan el estudio del mismo al enfocarse en algin
caso particular, mientras que otras son generalizaciones que tienen una visién més amplia
del problema pero pueden ser més dificiles de abordar.

De Jaegere et al. [5] publicaron un estudio sobre 144 articulos que tratan el VRP, en el cual
entre otros analisis clasifican los articulos segin la variante abordada del problema.



A continuacién se listan algunas de las variantes del VRP mdas importantes segun el
estudio de De Jaegere et al. [5]:

» VRP con ventanas de tiempo o VRPTW (por sus siglas en inglés, Vehicle Routing
Problem with Time Windows):

Cada cliente tiene, ademas de su demanda, un intervalo de tiempo en el que debe
ser atendido.

La distancia entre cada par de clientes implica, ademés del costo de traslado que se
busca minimizar, un tiempo necesario para ir de un cliente a otro; y se requiere
cierto tiempo para atender al cliente una vez que el vehiculo llega a él.

En algunas interpretaciones del problema, el depdsito también tiene una ventana de
tiempo, en la que deben contenerse todas las operaciones de cada ruta; es decir, no
se permite que los vehiculos salgan del deposito ni lleguen a él fuera la ventana del
mismo.

En el apéndice C se muestra que las versiones del problema con y sin ventana de
tiempo para el depésito son equivalentes.

Finalmente, las restricciones de tiempo pueden ser suaves, si atender al cliente fuera
de tiempo conlleva un costo o penalizacién; o duras, si no es posible atender al cliente
fuera del intervalo de tiempo requerido.

» VRP con flota heterogénea o HFVRP (por sus siglas en inglés, Heterogeneous Fleet
Vehicle Routing Problem):

La capacidad de carga, asi como el costo asociado a la distancia, puede variar de un
vehiculo a otro, por lo que debe considerarse qué vehiculo es més conveniente
utilizar en cada ruta.

En contraste, en una flota homogénea todos los vehiculos tienen la misma capacidad
?
y el costo para recorrer la misma distancia es igual para todos los vehiculos.



» VRP con depésitos multiples o MDVRP (por sus siglas en inglés, Multiple Depot
Vehicle Routing Problem):

Existen varios depésitos en diferentes puntos, por lo que la distancia entre un cliente
y cada depoésito varfa.

Segun el caso, las rutas pueden estar ligadas cada una a un depoésito especifico, o
empezar y terminar en cualquier depésito; en ocasiones, con la restricciéon de que a
cada depésito debe llegar el mismo ndimero de vehiculos que partieron de él
inicialmente.

También existen variantes mixtas, como el HFVRPTW, en el que se tienen tanto
intervalos de tiempo para visitar a cada cliente como una flota heterogénea con diferentes
capacidades y costos para cada vehiculo.

Sin embargo, en los resultados del estudio de De Jaegere et al. se destaca por su relevancia
el VRP clasico, también llamado CVRP (por sus siglas en inglés, Capacitated Vehicle
Routing Problem).

Cuando se habla del VRP, usualmente se refiere al CVRP, pero vale la pena hacer la
distincién, ya que VRP también puede referirse al conjunto de problemas con todas sus
variantes.

En este trabajo el enfoque se hace sobre el CVRP.

2.2. Descripcion general del Problema de Rutas de Vehiculos
Clasico (CVRP)
Clarke y Wright [3] describen el problema de la siguiente forma:

"...como atender a un numero de clientes, dispersos geograficamente alrededor
de un almacén central, utilizando una flota de vehiculos..."

El problema consiste en encontrar un conjunto de rutas donde se satisfagan las demandas
de todos los clientes, a la vez que se minimizan tanto la distancia total recorrida, como el
numero de vehiculos a utilizar.

10



Las caracteristicas del CVRP son:

= Se considera una flota de vehiculos homogénea; es decir, todos los vehiculos tienen las
mismas caracteristicas, en particular la misma capacidad de carga.

s Cada vehiculo se utiliza en una sola ruta y la demanda total de todos los clientes
visitados en la ruta no puede exceder dicha capacidad de carga.

s Cada cliente tiene una demanda menor o igual a la capacidad de un vehiculo y es
visitado exactamente una vez.

= Existe un dnico almacén central, cada ruta comienza y termina en él.

2.3. Ejemplo del CVRP

Supongase que los vehiculos tienen capacidad 5 y se desea atender los clientes A, B, C y
D, con demandas y distancias como se muestra en la Figura 3, done los ntimeros dentro de
los circulos representan la demanda de cada cliente, y los ntimeros sobre las lineas
representan la distancia entre los clientes a los extremos de la linea.

Figura 3: Ejemplar del CVRP

La demanda total es 6, por lo que un vehiculo no bastari para atender a todos los
clientes. Deben utilizarse al menos dos vehiculos.

11



Una posible solucién serfa enviar un vehiculo a satisfacer la mayor demanda posible, y luego
un segundo vehiculo a atender a los clientes que adn falten. En este caso, las dos rutas a
utilizar serfan:

s deposito - C — D — B — depdsito, atendiendo en total una demanda de 5, y
recorriendo una distancia de 4; y

= deposito — A — deposito, atendiendo en total una demanda de 1, y recorriendo una
distancia de 4.

De esta forma, se atiende a todos los clientes utilizando 2 vehiculos y se recorre una
distancia total de 8.

Una mejor solucién para este ejemplo es emplear las rutas

s deposito — C — D — deposito, atendiendo en total una demanda de 4, y recorriendo
una distancia de 3; y

= deposito > A — B — deposito, atendiendo en total una demanda de 2, y recorriendo
una distancia de 3.

De esta forma, se atiende a la totalidad de los clientes utilizando 2 vehiculos y se recorre
una distancia total de 6.

2.4. Definicién formal del CVRP

En esta seccién se presenta la definicion formal del Problema de Rutas de Vehiculos
Clasico (CVRP) mediante la especificacion detallada de la forma y caracteristicas de un
ejemplar del problema y de una solucién para el ejemplar, asi como las propiedades que
caracterizan a un 6ptimo entre las soluciones.

Ejemplar:
» Un conjunto C = {cg, c1, c2, ..., cn }, de n clientes y un deposito ¢p, con n natural
= Una constante k que representa la capacidad de los vehiculos

» Una demanda o peso w;, para cada ¢ = 0,1,...,m, con wg = 0, y 0 < w; < k, para
j=1,2,...n

» Distancias reales positivas d;; para cada par (¢, c;), con @ # j
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Solucién:

Un conjunto de m rutas R = {ry,72, ..., }, donde cada r; es una lista ordenada de clientes
Ti = [C0, Cays Cagy o5 Cag, s C0, tal que

ijgk

CjET;

Ademas, para cada r; se tiene una longitud total denominada I;, donde
li =dog, +dgze + .. + dxqio, parai=1,2,...,m.

Finalmente, debe cumplirse que cada cliente sea visitado por exactamente una ruta; esto
es, Ve; € C, dlr; € R tal que ¢; € rj.
Optimo:

Si llamamos m al namero de vehiculos a utilizar y L(R) a la longitud o costo total:

entonces el 6ptimo es la soluciéon R con m y L(R) minimos.

Para facilitar la prueba, se utilizard una version del problema con m fija. En el Apéndice
A se muestra que el problema con esta modificacién es equivalente al problema sin
modificar.

De esta forma, el problema de decisién queda como sigue:

Dados un ejemplar del CVRP y un real positivo T, determinar si existe o no una solucién
con costo total menor o igual a T'; es decir, determinar la respuesta a la pregunta

(AR tal que L(R) <17

En el resto de este trabajo se analiza la complejidad del CVRP y de algunas otras
variantes del VRP.

Primero, se presenta la definicién del TSP, un problema NP-Dificil bien conocido.
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En seguida, se proponen dos algoritmos no-deterministas polinomiales para el CVRP, uno
que utiliza un certificado y otro que emplea la primitiva ND-Choice, lo que muestra que el
problema esti en NP.

Luego, se muestra que el CVRP es NP-dificil, dando una reduccién polinomial del TSP al
CVRP.

Después, teniendo que el CVRP estd en NP y es NP-dificil, se concluye que es un
problema NP-completo.

Finalmente, se utiliza este resultado para mostrar que otras variantes del VRP también
pertenecen a la categoria de problemas NP-completos y se mencionan algunas implicaciones
de estos resultados.

2.5. Descripciéon general del Problema del Agente Viajero
(TSP)

El problema a utilizar en la reduccion es el problema del agente viajero o TSP (por sus
siglas en inglés, Travelling Salesman Problem), el cual consiste en lo siguiente:

Dado un conjunto de ciudades, con distancias conocidas entre ellas, se busca un ciclo que,

iniciando en cualquier ciudad, pase por cada ciudad exactamente una vez y luego regrese
a la ciudad inicial, recorriendo la menor distancia total posible.

Se sabe que el TSP es NP-completo [4], y en particular NP-dificil, por lo que al
proporcionar una reduccion polinomial al CVRP, se tendra que este ultimo es NP-dificil.

2.6. Ejemplo del TSP

Supodngase que se busca un ciclo que pase una vez por cada una de la ciudades A, B, C,
D, vy E, con distancias como se muestra en la Figura 4, donde el niimero sobre la linea que
une dos ciudades representa la distancia entre las mismas.
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Figura 4: Ejemplar del TSP

Existen muchos ciclos posibles con distancia total 10; entre ellos el tinico ciclo que utiliza
todas las rutas con distancia 1:

A—-C—-B—+E—=D— A
Pero existen mejores soluciones, como el ciclo con distancia total de 9

A—-B—-C—FE—D-—A.

2.7. Definici6én formal del TSP

A continuacion se define formalmente el Problema del Agente Viajero (T'SP) mediante la
especificacion detallada de la forma y caracteristicas de un ejemplar, de una soluciéon y del
optimo.

Ejemplar:

Un conjunto C' = {c1, ¢, ...,cn} de n ciudades, con n natural, y distancias reales positivas
d;; para cada par (c;,c¢j), con i # j.
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Solucion:

Un ciclo r = [cgy,Cayy -y Capyy €2y, Que pasa por todas las ciudades, con distancia total
recorrida I(r) = dgyzy + dugas + - + dapay -

Optimo:

7 con [(r) minima.

Para facilitar la prueba, se utilizard una versiéon del problema con c,, fija; es decir, una
version en la que el ciclo debe iniciar y terminar en una ciudad especifica. En el Apéndice
B se muestra que el problema con esta modificacién es equivalente al problema sin
modificar.

El TSP como problema de decisién queda como sigue:

Dados un ejemplar del TSP y un real positivo T', determinar si existe o no una solucién con
distancia total recorrida menor o igual a T’; es decir, determinar la respuesta a la pregunta

;3r tal que I(r) < T7

Contando con estas definiciones es posible proseguir con el andlisis de complejidad del
CVRP.
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Capitulo 3

El CVRP esta en NP

En este capitulo se demuestra que el CVRP esta en la clase NP.

Se presentan dos algoritmos no-determinisas polinomiales para el problema, uno desde
cada punto de vista mencionado en la definicién de algoritmo no-determinista.

3.1. Algoritmo no-determinista de verificacion para un
certificado

Sea E un ejemplar del CVRP con C su correspondiente conjunto de clientes y una flota
de tamaiio fijo con m vehiculos, cada uno de capacidad k.

Sea, ademés, R un certificado para E con la forma R = {ry,r2,...,7n}. Se busca verificar
si R es una solucién valida para FE; es decir, verificar si R satisface las condiciones
enunciadas al definir una solucion del CVRP vy, ademas, L(R) < T, con T una cota dada.

La verificacion se realiza de la siguiente forma:

Se asignan etiquetas enteras a los clientes para saber si fueron visitados.
Inicialmente, v; = 0, para cada ¢; € C.

Se llevan también contadores para las rutas de la solucién propuesta que registren la
demanda total de los clientes visitados en la ruta.

Inicialmente, h; = 0 para cada r; € R.

También se inicializan en cero las distancias l; de cada ruta r; y la distancia total de la
solucion L(R).

La idea es verificar que las rutas de R sean correctas, entre todas visiten a todos los
clientes y en total no excedan la cota de distancia T'.
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La estructura general del algoritmo es la siguiente:
Se recorre cada ruta r; de R, calculando h; y [;, marcando cada cliente visitado y
verificando en cada paso si la soluciéon sigue siendo véalida o se ha violado alguna de las

condiciones establecidas.

A la vez que se van recorriendo las rutas, se calcula también L(R) y se verifica que no
exceda el valor de la cota T'.

Si se terminan de recorrer todas las rutas y no se ha violado ninguna condicién sobre ellas,
se verifica que todos los clientes hayan sido visitados.

Si todas las rutas son validas, todos los clientes fueron visitados y se sigue cumpliendo que
L(R) < T, entonces R es una solucién vélida para E.

A continuacion se muestra con mayor detalle el proceso de verificacion:

Inicializar en cero los valores de las etiquetas v; para cada ¢; € C, y h; para cada r; € R,
asi como las distancias L(R) y I; para cada r; € R.

Recorrer cada ruta r; € R y realizar lo siguiente para cada uno de los elementos de r;:
Sea x el elemento que se estd verificando, x es un cliente c;.
Si x es el primer elemento de r;:

Si j # 0; es decir, si = es el primer elemento de la ruta y no es el deposito ¢,
la ruta no comienza en el depésito, por lo que R no es una solucién valida y la
verificacién termina con respuesta negativa.

Si, por el contrario, j = 0, la ruta comienza en el depo6sito, por lo que se termina
la verificacién de x y se procede a verificar el siguiente elemento de r;.

Sea ¢, el elemento anterior a z en la ruta.
Sumar la distancia entre ¢, y z, d.;, a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha sobrepasado la cota de la distancia total, por lo que R no es una
solucién valida y la verificaciéon termina con respuesta negativa.

Si z es el dltimo elemento de 7; y no es el depdsito ¢, la ruta no termina en el depdsito,
por lo que R no es una solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si x no es el primer ni el Gltimo elemento de la ruta r;:

18



Si j = 0; es decir, si x es el deposito cg, la ruta regresa al deposito méas de
una vez , por lo que R no es una solucién vélida y la verificacién termina con
respuesta negativa.

Sumar 1 a v;.

Si w; > 1, se ha visitado al cliente 7 mas de una vez, por lo que R no es una
solucion valida y la verificaciéon termina con respuesta negativa.

Sumar la demanda de x, wj, a h;.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad de carga del vehiculo, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Si se recorren todas las rutas sin obtener una respuesta negativa, se procede a verificar que
todos los clientes hayan sido visitados; esto es, que v; = 1,V¢; € C,i # 0.

Para esto, basta con recorrer C' y revisar la etiqueta de cada cliente. Si alguna etiqueta es
cero, ese cliente no fue visitado, por lo que R no es una solucién valida y la verificacion
termina con respuesta negativa.

Si en este punto sigue sin tenerse respuesta negativa, esto quiere decir que todas las rutas
son validas y en su conjunto visitan a todos los clientes exactamente una vez sin exceder la
cota de distancia recorrida T'. Por lo tanto, R es una solucién valida de E y la verificacién
termina con respuesta afirmativa.

Procedimiento 1: Verificacion de un certificado para el CVRP.

Si una ruta tiene mas elementos que el nimero de clientes, tendré que visitar més de una
vez a algin cliente, lo que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso
3.2, o bien pasar por el deposito en algin momento ademas del inicio y el fin de la ruta, lo
que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso 3.1.

De este modo, en el peor caso la verificacién recorre todos los elementos de cada ruta,
efectuando por cada uno a lo mas cinco pasos, cada uno de los cuales realiza un ntimero
constante de operaciones; y después recorre todos los clientes, realizando una sola
comparacion por cada uno. Asi, si el namero de clientes |C| es n, como se tienen m rutas,
la verificacion realiza a lo méas un nimero de operaciones O(m + n) en el peor caso; es
decir, la verificacién tiene complejidad acotada por un polinomio del tamafio de E.

Por lo tanto, la verificacion es polinomial y el CVRP esta en la clase NP.

19



3.2. Algoritmo no-determinista que utiliza la primitiva ND-
Choice

Sea E un ejemplar del CVRP con C su correspondiente conjunto de n clientes y una flota
de tamafo fijo con m vehiculos de capacidad k.

Primero, en la parte no determinista, se construird una solucién colocando cada cliente en
una ruta aleatoria, de forma que se tengan m rutas, que entre todas visiten a cada cliente
exactamente una vez.

Luego, en la parte de verificacién, se revisard cada ruta para constatar que no se

sobrepase la capacidad de carga k del vehiculo, a la vez que se calcula la distancia total
recorrida para compararla con la cota T dada.

La parte no determinista trabaja de la siguiente forma:

Crear un conjunto de m rutas, R = {r1,72, ..., "'m }.

Inicializar las m rutas, de forma que cada una consista tnicamente del depoésito ¢y, que es
el punto de partida para cualquier ruta valida.

Hacer una copia C’ del conjunto de clientes C, y aplicar n veces la primitiva ND-Choice,
que en este caso realiza lo siguiente:

Tomar un cliente x de C’, elegido de forma aleatoria para evitar que el orden en el
que estan listados los clientes en C tenga influencia sobre el resultado.

Elegir una ruta aleatoria e insertar x al final de la misma.

Eliminar x de C".

Finalmente, agregar nuevamente el dep6sito cg al final de cada ruta.

Procedimiento 2: Algoritmo no determinista para el CVRP.

Este proceso es polinomial, ya que realiza un nimero constante de operaciones para cada
uno de los n clientes, y otro numero constante de operaciones para cada una de las m
rutas, por lo que en total requiere un niumero de operaciones O(n + m).
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La parte de verificaciéon opera como sigue:

Asignar como cero el valor inicial de las distancias L(R) y l;, Vi =1,2,...,m.
Para cada r; € R, se realizar lo siguiente:

Sea ¢ el nimero de clientes visitados en la ruta, de modo que se tiene r; =
[0, 1, T2, ..., Tg—1, 4], CON Tg = Cp ¥ T4 = Co.

Inicializar en cero un contador h; de demanda cubierta por la ruta.
Recorrer los elementos x; de r;, desde j = 1 hasta j = ¢, y para cada uno:
Sumar a h; la demanda del cliente actual.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad del vehiculo, por lo que R no es una
solucién valida y el proceso termina con respuesta negativa.

Sean ¢, = x;_1 y ¢, = x; los clientes anterior y actual, respectivamente.
Sumar la distancia entre el cliente anterior y el actual, dy., a [; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha excedido la cota sobre la distancia total recorrida, por lo
que la solucién R no satisface las condiciones del problema y el proceso termina
con respuesta negativa.

Si no se obtiene respuesta negativa para ninguno de los elementos x;, significa que la
ruta 7; es valida y se prosigue a verificar la siguiente ruta.

Si se verifican todas las rutas sin obtener respuesta negativa, entonces la soluciéon R es
correcta y satisface las condiciones del problema, por lo que el proceso termina con respuesta
afirmativa.

Procedimiento 3: Algoritmo de verificacién para el CVRP.

Esta verificacién es polinomial, ya que solamente realiza un numero constante de
operaciones por cada elemento de cada ruta, y por construccién se garantiza que en su
conjunto las rutas solamente visitan a cada cliente una vez, y al depésito dos veces por
ruta, por lo que en total se requiere de un namero de operaciones O(n + m).

Por lo tanto, al ser tanto la parte no-determinista como la parte de verificacion polinomiales,
el algoritmo es polinomial y el CVRP esté en la clase NP.
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Capitulo 4

El CVRP es NP-dificil

A continuacién se muestra que el CVRP es NP-dificil mediante la siguiente reduccion de
TSP a CVRP:

Sea E un ejemplar del TSP, con C' = {c1,ca,...,cy} un conjunto de n ciudades, y d;; la
distancia entre ¢; y ¢;, como se describi6 en la definicién del TSP.

Supoéngase, sin pérdida de generalidad, que se busca una solucién para E cuyo ciclo empiece
y termine en cy.

Se construye un ejemplar E' del CVRP como sigue:

Sea C’ el conjunto de clientes, con el deposito siendo ¢,, y las n — 1 ciudades restantes los
clientes.

Utilizar para C’ las mismas distancias entre los elementos definidas para C.

Asignar demanda w; unitaria a cada cliente ¢; € C’; es decir:

wi=1,¥i=1,2,..,(n—1).

Establecer la capacidad de carga del vehiculo igual al niimero de clientes, esto es:

k=n-—1.

Finalmente, utilizar un solo vehiculo; es decir, fijar:

m = 1.

Procedimiento 4: Reduccion del TSP al CVRP.

Esta construccion es O(n), con n el numero de ciudades del ejemplar E, ya que solamente
requiere asignar n + 1 valores: n — 1 demandas, 1 capacidad de carga y 1 ntmero de
vehiculos; es decir, la reduccién es polinomial.
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A continuacién se muestra que existe una solucion para el ejemplar F con distancia total
recorrida menor o igual a T, si y solamente si existe una solucién para el ejemplar E’ con
costo total menor o igual a la misma 7"

Primero supéngase que existe una solucién para F con distancia total menor o igual a T7
es decir,
Ir tal que {(r) < T, con r iniciando y terminando en ¢,.

Entonces podemos trazar una ruta r; en C’, que siga los mismos pasos que 7 en C; es
decir, 71 inicia y termina en el deposito c,, y pasa por todos los otros elementos de C’
exactamente una vez.

De esta forma se tiene que Ve¢; € C')¢; € r1; ademés, como w,, = 0, por ser ¢, el deposito,
yw;, =1, Vi=1,2,....,(n — 1); se tiene que

n—1 n—1
E w; = E wy; = E l=n-1=
0_7'67‘1 ]:l ]:1

Por tanto R = {r1} es una solucion de E’, el ejemplar del TSP.

Por otro lado, como las distancias en C’ son las mismas que en C, la longitud total I; de
r1 serd igual a [(r), y como m = 1, se tiene que

Por lo tanto, 3R tal que L(R) < T; es decir, existe una solucion para E’ con costo total
menor o igual a 7.

O

Supongase ahora que existe una solucién para E’ con costo total menor o igual a T’ esto
es,
3R tal que L(R) <T.
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Dado que m = 1, R debe consistir de una sola ruta r; con costo l; = L(R).

Entonces, como r; comienza y termina en el depésito ¢,, podemos construir un ciclo r en
C' siguiendo los mismos pasos que r1 en C’; es decir, r inicia y termina en c¢,, ademas,
pasa exactamente una vez por cada uno de los otros elementos de C.

Por lo tanto, r es una solucién de E.
Como las distancias en C'y C’ son las mismas, se tiene que I(r) =11 = L(R).

Por lo tanto, 3r tal que I(r) < T es decir, existe una solucién para E con costo total menor
oigual a T.

g

De esta forma, podemos concluir que si E tiene solucién con distancia menor o igual a T,
entonces E’ también, e, inversamente, si E’ tiene solucion con costo menor o igual a T,
entonces F también la tiene; es decir, existe una solucién para E con distancia total
recorrida menor o igual a T si y solamente si existe una solucion para E’ con costo total
menor o igual a la misma 7'

Por lo tanto, la reducciéon presentada es correcta y el CVRP es NP-dificil.

Habiendo establecido que el CVRP estd en la clase NP y es NP-dificil, se concluye que el
CVRP es un problema NP-completo.
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Capitulo 5

Analisis de otras variantes del VRP

A continuacién se presenta el andlisis de complejidad de algunas variantes adicionales del
VRP.

Las variantes a analizar son las tres mencionadas previamente:
= El VRP con Ventanas de Tiempo o VRPTW,
= El VRP con Flota Heterogénea o HFVRP y

= El VRP con Depésitos Maltiples o MDVRP.

Para cada variante, el analisis es similar al realizado para el CVRP:
= Primero se define formalmente el problema;

luego se muestra que estd en la clase de problemas NP mediante algoritmos no-

deterministas polinomiales con dos enfoques distintos;

s después se muestra que el problema es NP-dificil mediante una reduccién de otro
problema NP-dificil a la variante tratada;

finalmente, habiendo probado que la variante esta en la clase NP y es un problema
NP-dificil, se concluye que el problema analizado es NP-completo.

En los tres casos, el problema NP-dificil a usar en la reduccién es el CVRP; es decir, las
reducciones son del CVRP a la variante en cuestion.

5.1. El VRPTW es NP-completo

El CVRP puede verse como un caso particular del Problema de Rutas de Vehiculos con
Ventanas de Tiempo (VRPTW) en el que todos los clientes tienen ventanas de tiempo
para atenderlos lo suficientemente amplias para que puedan ser visitados en cualquier
orden y en cualquier tiempo.
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La prueba de que el VRPTW es NP-completo se basa en la prueba para el CVRP:

Solamente se agregan variables para las ventanas de tiempo de cada cliente, la cantidad de
tiempo necesaria para atender a cada cliente y para viajar entre cada par de clientes, asf
como la cantidad total de tiempo utilizada en la solucién.

Para esta seccién se consideran restricciones de tiempo duras; es decir, no es posible
atender a un cliente en un momento fuera de la ventana de tiempo correspondiente.

Para facilitar la prueba, no se considera una ventana de tiempo para el depésito. En el
apéndice C se muestra que el problema considerando una ventana de tiempo para el
depodsito es equivalente.

Definicion formal del VRPTW

Ejemplar:

» Un conjunto C' = {cg, ¢1, c2, ..., cp }, de n clientes y un deposito ¢g, con n natural.
= Una constante k que representa la capacidad de los vehiculos.

» Una demanda o peso w; para cada i = 0,1,...,n, con wp = 0y 0 < w; < k, para
j=12,....n.

» Un intervalo o ventana de tiempo [y;, 2;], para cada i = 1,2, ...,n, con 0 < y; < z;.
» Distancias reales positivas d;; para cada par (¢;,¢;), con @ # j.
» Para cada par (¢, ¢j), un real positivo ¢;; que define el tiempo necesario para ir de ¢;

a cj, cuando 7 # j, y el tempo requerido para atender al cliente ¢; cuando ¢ = j.

Solucién:

» Un conjunto de m rutas R = {r1,r2,...,m}, donde cada r; es una lista ordenada de
clientes de la forma r; = [co, Czy, €y -y Cay 5 o) tal que
k2

Z’LUJSI{J

CjET;
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» Una longitud total [; para cada ry, con l; = dog, + dgyzy + .- + dxqio, tal que

Ve; € O, Alr; € R tal que ¢; € 71j.

» Un conjunto de m cronogramas S = {si, $2, ..., Sm}, donde cada s; es una lista de
tiempos asociada a la ruta r; de la forma s; = [po, p1, ..., Dg;» Dgs+1), tal que

e el cronograma inicia en el momento 0:
Po = 0.

e al llegar al j-ésimo cliente, hay tiempo suficiente para atenderlo antes de que
termine su ventana de tiempo:

y:Ej Sp‘] < pj +t.’L'j:Ej S z(Ej VJ?] = 172ﬂ"'7q’i'

e al llegar al j-ésimo cliente, hay tiempo suficiente para atenderlo y trasladarse
antes del momento de llegar al siguiente cliente:

bj + t:E]'CE]' + txjac(j_H) < p(]+1) VJ,] = 07 17 s -

Optimo:

Si llamamos m al namero de vehiculos a utilizar, L(R) a la longitud o costo total:

y L(S) al momento en el que el dltimo vehiculo regresa al deposito; es decir, el tiempo total
que requiere el conjunto de rutas:

L(S) = méax{p,,Vi,i =1,2,...,m}.
entonces el 6ptimo es la solucion de la forma (R, S) con m, L(R) y L(S) son minimos,
donde R es el conjunto de rutas y S su conjunto asociado de cronogramas validos. .
Como problema de decisién:
Para construir la version de decision del VRPTW, establecemos cotas tanto para L(R)

como para L(S5).
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El VRPTW como problema de decisién queda de la siguiente forma:
Dados un ejemplar del VRPTW y dos reales positivos T' y U, determinar si existe o no

una solucién con costo total menor o igual a T y tiempo total menor o igual a U; es decir,
responder la pregunta

J3(R,S) tal que L(R) <T y L(S) <U?

El VRPTW esta en la clase NP

Para mostrar que el VRP con Ventanas de Tiempo estd en NP, se proponen dos
algoritmos no-deterministas polinomiales.

El primer algoritmo utiliza un certificado de la siguiente forma:

Sea E un ejemplar del VRPTW con C' su correspondiente conjunto de clientes y una flota
de tamano fijo de m vehiculos, cada uno de capacidad k.

Sea, ademés, (R,S) un certificado para el ejemplar E, donde R = {ri,r2,...,rm} v
S = {s1,59,...,8m}. Se busca verificar si (R,S) es una solucién valida para FE; es decir,
validar si R y 5 satisfacen las condiciones enunciadas al definir una soluciéon del VRPTW
y, ademas, L(R) < Ty L(S) < U, con T y U las cotas dadas.

La verificaciéon se realiza como sigue:

Se asignan etiquetas enteras a los clientes para saber si fueron visitados, inicialmente
v; = 0, para cada ¢; € C.

Se llevan también contadores para las rutas de la solucién propuesta que registren la
demanda total de los clientes visitados en la ruta. Inicialmente, h; = 0 para cada r; € R.

También se inicializan en cero las distancias [; de cada ruta r;, la distancia total de la
solucién L(R) y el tiempo total requerido L(S5).

La idea es verificar que las rutas de R sean correctas, entre todas visiten a todos los

clientes, y en total no excedan la cota de distancia T, a la vez que se verifica que los
tiempos de cada s; € S sean correctos y que no se exceda la cota de tiempo U.
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El proceso de verificacion es el siguiente:

Inicializar en cero los valores de las etiquetas v; para cada ¢; € C, y h; para cada r; € R,
asi como las distancias L(R) y [; para cada r; € R y el tiempo requerido L(S).

Recorrer cada ruta r; € R, realizando lo siguiente para cada uno de los elementos de r;:

Sean x el elemento que se estd verificando y a su elemento correspondiente en S, x
es un cliente c;.

Si x es el primer elemento de r;:

Si j #£ 0; es decir, si = es el primer elemento de la ruta y no es el dep6sito ¢,
la ruta no comienza en el depésito, por lo que R no es un conjunto de rutas
véalido y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si a # 0, el vehiculo no estd partiendo en el momento inicial, por lo que s; no
es un cronograma valido y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si, por el contrario, « no es el primer elemento de 7;:

Sean ¢, el elemento anterior a x en la ruta y b su elemento correspondiente en

S:
Sumar la distancia entre ¢, y «, dy;, a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha sobrepasado la cota de la distancia total, por lo que (R, S)
no es una solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si b+ tyy + tyj > a, no es posible atender al cliente ¢, y llegar a x a tiempo
para cumplir el cronograma s;, por lo que éste no es un cronograma vilido y la
verificacién termina con respuesta negativa.

Si x es el altimo elemento de r;:

Si x no es el deposito ¢, la ruta no termina en el deposito, por lo que (R, S)
no es una solucion valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Sia > U, el cronograma s; sobrepasa la cota de tiempo establecida, por lo que
la solucién no es satisfactoria y la verificacidon termina con respuesta negativa.
Sia > L(S) asignar a L(S) el valor de a.

Si x no es el primer ni el Gltimo elemento de r;:

Si j = 0; es decir, si x es el deposito ¢g, la ruta regresa al depdsito més de una
vez , por lo que R no es conjunto de rutas vélido y la verificacién termina con
respuesta negativa.

Sumar 1 a v;.
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Si v; > 1, se ha visitado al cliente j mas de una vez, por lo que (R, S) no es
una solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Sumar la demanda de x, wj, a h;.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad de carga del vehiculo, por lo que R no
es un conjunto de rutas valido y la verificacién termina con respuesta negativa.

Siy; > ao zj <a-+tjj, el cliente es atendido fuera de la ventana de tiempo
permitida, por lo que s; no es un cronograma valido y la verificacién termina
con respuesta negativa.

Si se recorren todas las rutas sin obtener una respuesta negativa, se procede a verificar que
todos los clientes hayan sido visitados; esto es, que v; = 1,V¢; € C,i # 0.

Para esto, basta con recorrer C' y revisar la etiqueta de cada cliente. Si alguna etiqueta es
cero, ese cliente no fue visitado, por lo que (R, S) no es una solucion valida y la verificacion
termina con respuesta negativa.

Si en este punto sigue sin tenerse respuesta negativa, quiere decir que todas las rutas son
validas y en su conjunto visitan a todos los clientes una vez sin exceder la cota de distancia
recorrida 7" ni la de tiempo requerido U. Por lo tanto, R y S constituyen una solucién valida
de E y la verificacién termina con respuesta afirmativa.

Procedimiento  5: Verificacion de un certificado para el
VRPTW.

Si una ruta tiene mas elementos que el nimero de clientes, tendré que visitar més de una
vez a algin cliente, lo que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso
3.2, o bien pasar por el deposito en algin momento ademas del inicio y el fin de la ruta, lo
que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso 3.1.

Asi, en el peor caso la verificacion recorre todos los elementos de cada ruta, efectuando
por cada uno a lo més ocho pasos, cada uno de los cuales realiza un nimero constante de
operaciones; y después recorre todos los clientes, realizando una sola comparacién por
cada uno. De esta forma, si el numero de clientes |C| es n, como se tienen m rutas, la
verificacion realiza a lo mas un numero de operaciones O(m + n); es decir, la verificacion
tiene complejidad acotada por un polinomio en el tamafio del ejemplar F.

Por lo tanto, la verificacion es polinomial y el VRPTW esta en NP.
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El segundo algoritmo propuesto emplea la primitiva ND-Choice como sigue:

Sea E un ejemplar del VRPTW con C su correspondiente conjunto de n clientes y una
flota de tamano fijo de m vehiculos, cada uno de capacidad k.

Primero, en la parte no determinista, se construye una solucién colocando cada cliente en
una ruta aleatoria, de forma que se tengan m rutas, que entre todas visiten a cada cliente
exactamente una vez.

Luego, en la parte de verificacién, se revisa cada ruta para constatar que la demanda
cubierta por el vehiculo ¢, h;, no sobrepase la capacidad de carga k. Paralelamente se
calculan la distancia total recorrida y el tiempo necesario, para compararlos con las cotas
dadas de distancia 7" y tiempo U, respectivamente.

La parte no determinista trabaja de la siguiente forma:

Crear un conjunto de m rutas, R = {ry,re,....,7}, y un conjunto de m cronogramas,
S = {81, 82, ..y Sm}.

Inicializar las m rutas de forma que cada una consista dnicamente del depésito ¢y, que es el
punto de partida para cualquier ruta véilida, y los m cronogramas de manera que cada uno
contenga Tnicamente un elemento py = 0, que es el momento inicial en el que el vehiculo
se encuentra en el deposito.

Hacer una copia C’ del conjunto de clientes C, y aplicar n veces la primitiva ND-Choice,
que en este caso realiza lo siguiente:

Tomar un cliente ¢, de C’, elegido de forma aleatoria.
Elegir una ruta aleatoria e insertar c, al final de la misma.

Determinar el elemento inmediato anterior de la ruta, ¢4, y su correspondiente entrada
en el cronograma, p;.

Agregar al cronograma correspondiente a la ruta un elemento nuevo p;41 =
max{yxapi + taa + tax}~

Eliminar x de C".

Finalmente, agregar nuevamente el depésito ¢ al final de cada ruta, asi como un elemento
Pq = Pg—1 + taa + tao al cronograma correspondiente, donde ¢ es la cantidad de elementos
de la ruta y ¢, es el ultimo cliente visitado en la misma antes de regresar al depdsito.

Procedimiento ~ 6: Algoritmo no determinista para el
VRPTW.
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De este modo, se tiene una posible solucién para E, generada de forma no determinista.
Este proceso es polinomial, ya que realiza un namero constante de operaciones para cada

cliente y otro numero constante de operaciones para cada ruta, por lo que en total
requiere un numero de operaciones O(n + m).

La parte de verificacion opera como sigue:

Inicializar en cero las distancias L(R) y l;, Vi = 1,2, ...,m, asi como el tiempo total requerido

L(S).
Para cada r; € R, realizar lo siguiente:
Inicializar en cero un contador h; de demanda cubierta por la ruta.

Sea ¢ el namero de clientes visitados en la ruta, de modo que se tiene
ri = [T0,T1, X2, ..., Tg—1, Xq|, CON g = Co ¥ Tq = Cp.
Recorrer los elementos x; de r;, desde j = 1 hasta j = ¢ y para cada uno:

Sumar a h; la demanda del cliente actual.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad del vehiculo, por lo que R no es una
solucion valida y el proceso termina con respuesta negativa.

Sean ¢, = xj—1 ¥y ¢, = x; los clientes anterior y actual, respectivamente.
Sumar la distancia entre el cliente anterior y el actual, dgp, a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha excedido la cota sobre la distancia total recorrida, por lo que
R no satisface las condiciones del problema y el proceso termina con respuesta
negativa.

Verificar que el cliente z; sea atendido dentro de la ventana de tiempo permitida,
comprobando si p; + tp, < 2. De no ser asi, el cronograma s; no es vélido y el
proceso termina con respuesta negativa.

Finalmente, verificar si p, > L(S) y, de ser asi, asignar a L(S) el valor de p, y
comparar a L(S) con la cota U, si L(S) es mayor, se ha excedido la cota de tiempo
v el proceso termina con respuesta negativa.

Si no se obtiene respuesta negativa para ninguno de los elementos x; ni se excede
la cota de tiempo, significa que la ruta r; y su correspondiente cronograma s; son
validos, por lo que se prosigue a verificar la siguiente ruta.
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Si se verifican todas las rutas sin obtener respuesta negativa, entonces la solucion (R, .S)
es correcta y satisface las condiciones del problema, por lo que el proceso termina con
respuesta afirmativa.

Procedimiento 7: Algoritmo de verificacion para el VRPTW.

Esta verificacién es polinomial, ya que solamente realiza un numero constante de
operaciones por cada elemento de cada ruta y de cada cronograma, ademéas de que por
construccién se garantiza que en su conjunto las rutas solamente visitan a cada cliente
una vez y al depésito dos veces por ruta, por lo que en total se requiere de un nimero de
operaciones O(n + m).

Por lo tanto, al ser tanto la parte no-determinista como la parte de verificacién polinomiales,
el algoritmo es polinomial y el VRPTW est4a en NP.

El VRPTW es NP-dificil

A continuacion se muestra que VRPTW es NP-dificil mediante la siguiente reducciéon del
CVRP al VRPTW:

Sea E un ejemplar del CVRP, con C = {¢p, c1, ca, ..., ¢y} un conjunto con el deposito ¢y y
n clientes, d;; la distancia entre ¢; y ¢;, m el nimero de vehiculos y & la capacidad de los
mismos.

Se construye un ejemplar E' del VRPTW como sigue:
Utilizar los mismos valores definidos para E

Agregar tiempos de recorrido y atenciéon unitarios:

tij =1, Vi,j, conty j=1,2,...,n.

Agregar también ventanas de tiempo que inician en el momento 0 y tienen duracion 2n:

yi =0,2; =2n, Vi,i=1,2,...,n.

Procedimiento 8: Reduccion del CVRP al VRPTW.
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Esta construccién es polinomial sobre el ntmero n de clientes en E, ya que solamente
requiere asignar n? + 2n valores: uno para cada extremo de las n ventanas de tiempo y
uno para el tiempo de recorrido o atencién correspondiente a cada una de las n X n
parejas de clientes; es decir, en total se requiere un niimero de operaciones O(n?).

A continuacion se muestra que existe una solucién para E con distancia total recorrida
menor o igual a T, si y solamente si existe una soluciéon para E’ con costo total menor o
igual a la misma T y con tiempo total requerido menor o igual a 2n + 1.

Primero supéngase que existe una solucién para F con distancia total menor o igual a T7
es decir,
AR, R = {r1,r2, ..., rm} tal que L(R) < T.

Para E’ se utilizan las mismas rutas que para E, por lo que no se sobrepasa la capacidad
de ningtn vehiculo ni la cota de distancia total recorrida.

Como los tiempos de recorrido y atencidén son todos unitarios, entonces una ruta més
larga o que atienda a més clientes necesariamente requerird méas tiempo.

El maximo tamafo posible para una ruta r; es n + 1, lo cual solamente ocurre si en la
ruta r; se atiende a todos los clientes; es decir, si 7; = {co, Cxyy Cryy -y Cz,5 €O }-

En este caso, es posible construir un cronograma vilido s; en el que se comience en el
depodsito en el momento 0, se alcance el primer cliente en el momento 1, se alcance a cada
cliente subsecuente dos unidades de tiempo después (una para atender al cliente actual y
una para el recorrido de un cliente al otro), se atienda al dltimo cliente en una unidad de
tiempo y, finalmente, se use una unidad de tiempo més para regresar al depdsito:

si=1{0,1,3,5,7,....2n — 1,2n + 1}.

Asi, atn si existe una ruta de tamafno maximo, es posible construir un cronograma para
ella que requiera de 2n + 1 unidades de tiempo, por lo que no sobrepasa la cota de tiempo.

Como se establecié que una ruta més larga requiere mayor tiempo, y una ruta de tamafio

maximo no sobrepasa la cota de tiempo, entonces para cualquier ruta es posible construir
un cronograma valido que no sobrepase la cota de tiempo U.
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De esta forma, ya que el tiempo total requerido L(S) corresponde al mayor tiempo
requerido por una ruta individual, se tiene que L(S) es, a lo més, igual a la cota U.

Por lo tanto, existe una solucion para E’ tal que L(R) < Ty L(S) < U.

Supongase ahora que existe una solucién para E’ con costo total menor o igual a Ty tiempo
total menor o igual a U; es decir,

(R, S) tal que L(R) < Ty L(S) < U.

Como el conjunto de clientes, las distancias entre los mismos, el nimero y capacidad de
vehiculos son iguales para los ejemplares E' y E’, utilizando el mismo conjunto de rutas R
de la solucién para E’ se tiene una solucion vélida para F, ya que las rutas siguen siendo
véalidas y se sabe que L(R) <T.

Por lo tanto, existe una soluciéon para E con distancia o costo total menor o igual a T
d

De esta forma, se tiene que si F tiene solucién con distancia menor o igual a T, entonces
E’ tiene solucion con distancia total menor o igual a T y tiempo requerido menor o igual
a U, y st E' tiene solucion con costo menor o igual a T', entonces E también la tiene. Esto
significa que existe una solucién para el ejemplar F con distancia total recorrida menor o
igual a T, si y solamente si existe una solucion para el ejemplar E’ con costo total menor
o igual a la misma T y tiempo requerido menor o igual a U. Por lo tanto, la reduccién
presentada es correcta y el VRPTW es NP-dificil.

Habiendo establecido que el VRPTW esta en la clase NP y es NP-dificil, se tiene que el
VRPTW es un problema NP-completo.
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5.2. El HFVRP es NP-completo

El CVRP es un caso particular del Problema de Rutas de Vehiculos con Flota
Heterogénea (HFVRP) en el que todos los vehiculos utilizados tienen la misma capacidad
y los mismos costos de operacién.

La prueba de que el HFVRP es NP-completo se basa en la prueba para el CVRP:

Solamente se reemplazan las variables de capacidad de carga y de costo por m variables
cada una, donde m es el niimero de vehiculos a utilizar.

Definicion formal del HFVRP

Ejemplar:

» Un conjunto C' = {cg, c1, c2, ..., cp }, de n clientes y un deposito ¢g, con n natural.

» Una demanda o peso w;, para cada i = 0,1,...,n, con wg = 0 y w; > 0, para
ji=12,..,n.

» Un conjunto G = {g1, 92, --., gm }, de m vehiculos, con m natural.

» Para cada vehiculo g;, una constante k; que representa su capacidad y una funcién
d; de costos o distancias reales positivas, donde d;(a,b) es el costo de trasladar el
vehiculo g; desde ¢, hasta ¢, para a # b.

Solucién:

» Un conjunto R = {ry,rg,...,mn} de m rutas, cada una de las cuales tiene la forma
Ti = [COy Cays Cagy - ony qui,co], tal que Ve; € C, dlr; € R tal que ¢; € rj, donde r; es una
lista ordenada de clientes que representa la ruta que utiliza el vehiculo g; y satisface

CjET;

» Para cada 74, una longitud total l; = d;(0, z1) + di(z1, x2) + ... + di(zg,;, 0).
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Optimo:

Si llamamos L(R) a la longitud o costo total:

entonces el 6ptimo es la soluciéon R con L(R) minima.

Como problema de decision:

Dados un ejemplar del HFVRP y un real positivo T', determinar si existe o no una solucién
con costo total menor o igual a T'; es decir, responder la pregunta

;AR tal que L(R) <T7

El HFVRP esta en la clase NP

Para mostrar que el VRP con Flota Heterogénea esta en la clase NP, se proponen dos
algoritmos no-deterministas polinomiales.

El primer algoritmo utiliza un certificado de la siguiente forma:

Sea E un ejemplar del HFVRP con C' su correspondiente conjunto de clientes v una flota
G de m vehiculos, cada vehiculo g; de capacidad k;.

Sea ademas R un certificado para F, de la forma R = {ri,72,...,7,}. Se busca verificar si

R es una solucién vilida para FE; es decir, determinar si R satisface las condiciones
enunciadas al definir una solucion del HFVRP y, ademas, L(R) < T, con T una cota dada.

La verificaciéon se realiza como sigue:

Se asignan etiquetas enteras a los clientes para saber si fueron visitados, inicialmente
v; = 0, para cada ¢; € C.
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Se llevan también contadores para las rutas de la solucién propuesta que registren la
demanda total de los clientes visitados en la ruta, inicialmente h; = 0 para cada r; € R.

También se da el valor inicial de cero a las distancias l; de cada ruta r; y la distancia total
de la solucién L(R).

La idea es verificar que las rutas de R sean correctas, entre todas visiten a todos los
clientes, v en total no excedan la cota de distancia T'.

El proceso de verificacion es el siguiente:

Inicializar en cero los valores de las etiquetas v; para cada ¢; € C, y h; para cada r; € R,
asi como las distancias L(R) y [; para cada r; € R.

Recorrer cada ruta r; € R, realizando lo siguiente para cada uno de los elementos de r;:
Sea x el elemento que se esta verificando, x es un cliente c;.

Si z es el primer elemento de r;:
Si j # 0; es decir, si x es el primer elemento de la ruta y no es el depdésito cg,
la ruta no comienza en el depésito, por lo que R no es una solucién valida y la
verificacién termina con respuesta negativa.

Si z no es el primer elemento de r;:
Sea c, el elemento anterior a x en la ruta.
Sumar la distancia entre ¢, y x, d;i(2,7), a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha sobrepasado la cota de la distancia total, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Si z es el dltimo elemento de r; y no es el depésito cg, la ruta no termina en el depésito,
por lo que R no es una solucién valida y la verificacidon termina con respuesta negativa.

Si x no es el primer ni el Gltimo elemento de r;:

Sij = 0; es decir, si x es el deposito c¢g, la ruta regresa al depo6sito méas de
una vez , por lo que R no es una solucion vélida y la verificacién termina con
respuesta negativa.

Sumar 1 a v;.

Si vj > 1, se ha visitado al cliente j mas de una vez, por lo que R no es una
solucién valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Sumar la demanda de x, wj, a h;.
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Si h; > k;, se ha excedido la capacidad de carga del vehiculo, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si se recorren todas las rutas sin obtener una respuesta negativa, proceder a verificar que
todos los clientes hayan sido visitados; esto es, que v; = 1,V¢; € C,i # 0.

Para esto, basta recorrer C' y revisar la etiqueta de cada cliente. Si alguna etiqueta es cero,
ese cliente no fue visitado, por lo que R no es una soluciéon vélida y la verificacién termina
con respuesta negativa.

Si en este punto sigue sin tenerse respuesta negativa, esto quiere decir que todas las rutas
son validas y en su conjunto visitan a todos los clientes una vez sin exceder la cota de
distancia recorrida T'. Por lo tanto, R es una solucién valida de E y la verificacién termina

con respuesta afirmativa.

Procedimiento 9: Verificaciéon de un certificado para el
HFVRP.

Si una ruta tiene mas elementos que el ntmero de clientes, tendrd que visitar méas de una
vez a alglin cliente, lo que provocarfa una terminacién con respuesta negativa en el paso
3.2, o bien pasar por el dep6sito en algin momento ademds del inicio y el fin de la ruta, lo
que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso 3.1.

Por tanto, en el peor de los casos esta verificaciéon recorre todos los elementos de cada
ruta, efectuando por cada uno a lo méas cinco pasos, cada uno de los cuales realiza un
numero constante de operaciones; y después recorre todos los clientes, realizando una sola
comparacion por cada uno.

Asi, si el numero de clientes |C| es n, como se tienen m rutas, la verificacién realiza a lo

més un namero de operaciones O(m + n) ; es decir, la verificacién tiene complejidad
acotada por un polinomio en el tamano de F.

Se tiene entonces que la verificacién es polinomial y el HFVRP estd en NP.

El segundo algoritmo propuesto emplea la primitiva ND-Choice como sigue:

Sean T una cota real positiva y E un ejemplar del HFVRP con C su correspondiente
conjunto de clientes y una flota G de m vehiculos, cada vehiculo g; de capacidad k;.
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Primero, en la parte no determinista, se construird una solucién R colocando cada cliente
en una ruta aleatoria, de forma que entre las m rutas visiten a cada cliente exactamente
una vez.

Luego, en la parte de verificacion, se revisard cada ruta r; para constatar que no se

sobrepase la capacidad de carga k; del vehiculo correspondiente g;, a la vez que se calcula
la distancia total recorrida para compararla con la cota establecida T

La parte no determinista trabaja de la siguiente forma:

Crear un conjunto de m rutas, R = {r1,72, ..., "'m }-

Inicializar las m rutas, de forma que cada una consista tnicamente del depoésito ¢y, que es
el punto de partida para cualquier ruta valida.

Hacer una copia C’ del conjunto de clientes C, y aplicar n veces la primitiva ND-Choice,
que en este caso realiza lo siguiente:

Tomar un cliente x de C’, elegido de forma aleatoria para evitar que el orden en el
que estan listados los clientes en C' tenga influencia sobre el resultado.

Elegir una ruta aleatoria e inserta x al final de la misma.
Eliminar z de C".

Finalmente, agregar nuevamente el depdsito ¢y al final de cada ruta, de forma que, si no se
sobrepasa la capacidad del vehiculo, la ruta sea vélida.

Procedimiento  10: Algoritmo no determinista para el
HEFVRP.

De este modo, se tiene una posible solucién para E, generada de forma no determinista.
Este proceso es polinomial, ya que realiza un ntmero constante de operaciones para cada

uno de los n clientes, y otro ntmero constante de operaciones para cada una de las m
rutas, por lo que en total realiza un nimero de operaciones O(n + m).

La parte de verificaciéon opera como sigue:

Inicializar en cero las distancias L(R) y l;, Vi = 1,2,...,m.
Para cada r; € R, realizar lo siguiente:

Inicializar en cero un contador h; de demanda cubierta por la ruta.
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Sea ¢ el numero de clientes visitados en la ruta, de modo que 1; =
(20, 21, T2, ..., Tg—1, Zq), CON Tg = Co ¥ Tq = Cp.

Recorrer los elementos x; de 74, desde j = 1 hasta j = ¢, y para cada uno:
Sumar a h; la demanda del cliente actual.

Si h; > kj, se ha excedido la capacidad del vehiculo, por lo que R no es una
solucién valida y el proceso termina con respuesta negativa.

Asignar ¢, = xj_1 y ¢, = x; los clientes anterior y actual, respectivamente, y
sumar la distancia entre el cliente anterior y el actual, d;(y, z), a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha excedido la cota sobre la distancia total recorrida, por lo
que la solucién R no satisface las condiciones del problema y el proceso termina
con respuesta negativa.

Si no se obtiene respuesta negativa para ninguno de los elementos z;, significa que la
ruta r; es valida, y se prosigue a verificar la siguiente ruta.

Si se verifican todas las rutas sin obtener respuesta negativa, entonces la soluciéon R es
correcta y satisface las condiciones del problema, por lo que el proceso termina con respuesta
afirmativa.

Procedimiento 11: Algoritmo de verificacién para el HFVRP.

Esta verificaciéon es polinomial, ya que solamente realiza un ntmero constante de
operaciones por cada elemento de cada ruta, y por construccidon se garantiza que en su
conjunto las rutas solamente visitan a cada cliente una vez, y al depésito dos veces por
ruta, por lo que en total se requiere de un ntamero de operaciones O(n + m).

Por lo tanto, al ser tanto la parte no-determinista como la parte de verificacién polinomiales,
el algoritmo es polinomial y el HFVRP esté en la clase NP.
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El HFVRP es NP-dificil

A continuacion se muestra que el HFVRP es NP-dificil mediante la siguiente reduccion del
CVRP al HFVRP:

Sea E un ejemplar del CVRP, con C = {¢p, c1, ¢2, ..., ¢} un conjunto con el deposito ¢o y
n clientes, d;; la distancia entre ¢; y ¢;, m el nimero de vehiculos y k la capacidad de los
mismos.

Se construye un ejemplar E' del HFVRP como sigue:
Utilizar el mismo conjunto de clientes C.

Preservar también las distancias entre los clientes, de modo que para cada vehiculo v; el
costo para ir desde un cliente ¢, a otro cliente ¢, es:

di(a, b) = dab Vi,i = 1,2, ey .

Construir el conjunto de m vehiculos V' = {vy,vs,...v;}, asignando a cada vehiculo v;
capacidad k:
ki=k Vi, i=1,2,....m

Procedimiento 12: Reduccion del CVRP al HFVRP.

Esta construcciéon es polinomial sobre el nimero n de clientes y el tamano m de la flota en
el ejemplar F, ya que solamente requiere asignar n clientes, m capacidades y nm
distancias, por lo que en total se requieren O(mn) operaciones.

A continuacién se muestra que existe una solucién para E con distancia total recorrida
menor o igual a T, si y solamente si existe una solucién para E’ con costo total menor o
igual a la misma 7"

Primero supéngase que existe una solucion para E con distancia total menor o igual a T

es decir,
3R = {ry,r2,...,Tm} tal que L(R) < T.

Tomando las mismas rutas para FE’, se tiene que ninguna excedera la capacidad del
vehiculo, ya que k; = k, Vi, i =1,2,...,m.
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De esta forma, se tiene que R es un conjunto de rutas valido para E’.

Ademas, como los costos en el ejemplar E’ son iguales a las distancias en el ejemplar F, se
tiene que para cada ruta r;, su costo [; también se mantiene, por lo que el costo total para
E’ sigue siendo la misma L(R).

Por lo tanto, existe una solucién R para E’ con costo total L(R) menor o igual a T

Supongase ahora que existe una solucién para el ejemplar E’ con costo total menor o igual
a T'; es decir,
IR = {r1,re, ..., rm} tal que L(R) < T.

Tomando las mismas rutas para FE, se tiene que ninguna excederd la capacidad del

vehiculo, ya que k; = k, Vi, i =1,2,...,m.

Ademas, como los costos en E’ son iguales a las distancias en F, se tiene que para cada r;,
su distancia [; también se mantiene, por lo que la distancia total para E’ sigue siendo la
misma L(R).

Por lo tanto, existe una solucién para E con distancia total recorrida menor o igual a T'.
O

De esta forma, se tiene que si F tiene solucién con distancia menor o igual a T, entonces
E’ tiene solucion con costo total menor o igual a T, y si E’ tiene solucion con costo menor
o igual a T, entonces E también la tiene. Esto significa que existe una solucién para el
ejemplar F con distancia total recorrida menor o igual a T, si y solamente si existe una
solucion para el ejemplar £’ con costo total menor o igual a la misma T'.

Por lo tanto, la reduccion presentada es correcta y el HFVRP es NP-dificil.

Habiendo establecido que el HFVRP esta en la clase NP y es NP-dificil, se tiene que el
HEFVRP es un problema NP-completo.
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5.3. El MDVRP es NP-completo

El CVRP es un caso particular del Problema de Rutas de Vehiculos con Depésitos
Multiples (MDVRP) en el que todos los vehiculos parten de un solo depésito.

La prueba de que el MDVRP es NP-completo se basa en la prueba para el CVRP:
Solamente se reemplaza el dep6sito Ginico por un conjunto de depésitos, y se consideran
distancias entre cada depdsito y cada cliente. No es necesario utilizar todos los depoésitos;
puede haber alguno del que no salgan vehiculos.

Para esta seccién se considera una version del MDVRP en la que cada vehiculo debe
regresar al depésito del que partié originalmente; es decir, cada ruta de la solucién debe
iniciar y terminar en el mismo depésito.

Definicion formal del MDVRP

Ejemplar:

» Un conjunto C = {c1,¢a,...,¢,} de n clientes, con n natural.

» Un conjunto F = {f1, fa, ..., fu} de u depésitos.

= Una demanda o peso w; > 0, para cada cliente ¢;, 1 = 1,2, ....n.

= Una constante k que representa la capacidad de los vehiculos.

» Distancias reales positivas d;; para cada par de clientes (¢;,¢;), con @ # j, déj para

cada par deposito-cliente (f;,c;) y d;’] para cada par cliente-deposito (c;, f;).

Solucién:

» Un conjunto R de m rutas, R = {ry,re,...,mn}, donde cada ruta r; es una lista
ordenada de clientes de la forma r; = [fuy, Cays Cagy v czqi,fl«o], tal que la demanda
cubierta por la ruta no sobrepase la capacidad del vehiculo; esto es,

y se cumple que Ve¢; € C, 3lr; € R tal que ¢; € 1.

» Una longitud total I; = d., . + dyyzy + dagas + - + g, 12g, T+ dgqixo para cada ;.

ToT1
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Optimo:

Si llamamos m al namero de vehiculos a utilizar y L(R) a la longitud o costo total:

entonces el 6ptimo es la solucién R con m y L(R) minimos.

Como problema de decisién:

Dados un ejemplar del CVRP y un real positivo T' , determinar si existe o no una solucién
con costo total menor o igual a T'; es decir, determinar la respuesta a la pregunta

(AR tal que L(R) <17

El MDVRP esta en la clase NP

Para mostrar que el VRP con Depésitos Miltiples est4 en NP, se proponen dos algoritmos
no-deterministas polinomiales.

El primer algoritmo utiliza un certificado de la siguiente forma:

Sea E un ejemplar del MDVRP con C su correspondiente conjunto de clientes, F' su
conjunto de depdésitos y una flota de m vehiculos, cada uno de capacidad k.

Ademas, sea R un certificado para E, de la forma R = {ry,r2, ..., }. Se busca verificar si
R es una solucién valida para FE; es decir, determinar si R satisface las condiciones
enunciadas al definir una soluciéon del MDVRP y, ademas, L(R) < T, con T una cota
dada.

La verificacién se realiza como sigue:

Se asignan etiquetas enteras a los clientes para saber si fueron visitados. Inicialmente,

v; = 0, para cada ¢; € C.
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Se llevan también contadores para las rutas de la solucién propuesta que registren la
demanda total de los clientes visitados en la ruta, inicialmente h; = 0 para cada r; € R.

También se inicializan en cero las distancias [; de cada ruta r; y la distancia total de la
solucion L(R).

La idea es verificar que las rutas de R sean correctas, entre todas visiten a todos los
clientes, v en total no excedan la cota de distancia T'.

El proceso de verificacion es el siguiente:

Inicializar en cero los valores de las etiquetas v; para cada ¢; € C, y h; para cada r; € R,
asf como las distancias L(R) y [; para cada r; € R.

Recorrer cada ruta r; € R, realizando lo siguiente para cada uno de los elementos de r;:
Sea x el elemento que se estd verificando, x es un cliente ¢; o un deposito f;.
Si z es un depésito:

Si  no es el primer ni el dltimo elemento de r;, la ruta regresa al depésito mas
de una vez o pasa por méas de un depésito, por lo que R no es una soluciéon
véalida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si z es el ultimo elemento de la ruta:
Sea, f, el primer elemento de la ruta.

Si z # j; es decir, si el depdsito de inicio y fin de la ruta son distintos, la
ruta no cumple con las condiciones establecidas, por lo que R no es una
solucién valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Si x no es el segundo elemento de la ruta; esto es, si se atiende a algin
cliente en la ruta:

Sea ¢, el elemento anterior a x en la ruta; es decir, el ultimo cliente
de la ruta.

Sumar la distancia entre c; y x, d;,, a l; y a L(R).
Si L(R) > T, se ha sobrepasado la cota de la distancia total, por
lo que R no es una solucién valida y la verificacién termina con

respuesta negativa.

Si z es el segundo elemento de la ruta; lo que significa que z es el primer cliente de
ri:
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Sumar 1 a v;.

Siw; > 1, se ha visitado al cliente j mas de una vez, por lo que R no es una
solucion valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Sumar la demanda de x, wj, a h;.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad de carga del vehiculo, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Sea f, el elemento anterior a = en la ruta; es decir, el deposito de la ruta.
Sumar la distancia entre f, y z, d_;, a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha sobrepasado la cota de la distancia total, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Si z no es el primer, segundo ni ultimo elemento de r;:
Sumar 1 a v;.

Si vj > 1, se ha visitado al cliente j mas de una vez, por lo que R no es una
solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Sumar la demanda de x, wj, a h;.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad de carga del vehiculo, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacién termina con respuesta negativa.

Sea ¢, el elemento anterior a x en la ruta.
Sumar la distancia entre ¢, y x, d;j, a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha sobrepasado la cota de la distancia total, por lo que R no
es una solucién valida y la verificacion termina con respuesta negativa.

Si se recorren todas las rutas sin obtener una respuesta negativa, entonces proceder a
verificar que todos los clientes hayan sido visitados; esto es, que v; = 1,V¢; € C,i # 0.

Para esto, basta con recorrer C' y revisar la etiqueta de cada cliente. Si alguna etiqueta es
cero, ese cliente no fue visitado, por lo que R no es una solucién valida y la verificacion
termina con respuesta negativa.

Si en este punto sigue sin tenerse respuesta negativa, esto quiere decir que todas las rutas
son validas y en su conjunto visitan a todos los clientes una vez sin exceder la cota de
distancia recorrida T'. Por lo tanto, R es una solucion vélida de E y la verificacién termina
con respuesta afirmativa.

Procedimiento 13: Verificacién de un certificado para el
MDVRP.
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Si una ruta tiene mas elementos que el ntimero de clientes, tendrd que visitar méas de una
vez a alglin cliente, lo que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso
3.2, o bien pasar por un depo6sito en algin momento ademés del inicio y el fin de la ruta,
lo que provocaria una terminacién con respuesta negativa en el paso 1.1.

De esta forma, en el peor caso esta verificacién recorre todos los elementos de cada ruta,
efectuando por cada uno a lo més cuatro pasos, cada uno de los cuales realiza un ntimero
constante de operaciones; y después recorre todos los clientes, realizando una sola
comparacion por cada uno. Asi, si el nimero de clientes |C| es n, como se tienen m rutas,
la verificacién realiza a lo méas un numero de operaciones O(m + n); es decir, la
verificacién tiene complejidad acotada por un polinomio del tamano de E.

Por lo tanto, la verificacién es polinomial y el MDVRP esta en NP.

El segundo algoritmo propuesto emplea la primitiva ND-Choice como sigue:

Sea E un ejemplar del MDVRP con C su correspondiente conjunto de clientes, F' su
conjunto de depdsitos y una flota de m vehiculos, cada uno de capacidad k.

Primero, en la parte no determinista, se construird una solucién R colocando cada cliente
en una ruta aleatoria, de forma que entre las m rutas visiten a cada cliente exactamente
una vez.

Después, en la parte de verificacion, se revisard cada ruta r; para constatar que la

demanda atendida en ella, h;, no sobrepase la capacidad de carga k del vehiculo, a la vez
que se calcula la distancia total recorrida para compararla con la cota T dada.

La parte no determinista trabaja de la siguiente forma:

Crear un conjunto de m rutas, R = {r1,72, ..., "'m }-

Inicializar las m rutas, de forma que cada una consista inicamente un depésito f, elegido
de forma aleatoria del conjunto F', de modo que se cuenta con un punto de partida para
cada ruta.

Hacer una copia C’ del conjunto de clientes C, y aplicar n veces la primitiva ND-Choice,
que en este caso realiza lo siguiente:
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Tomar un cliente x de C’, elegido de forma aleatoria para evitar que el orden en el
que estan listados los clientes en C tenga influencia sobre el resultado.

Elegir una ruta aleatoria e insertar z al final de la misma.
Eliminar z de C".

Finalmente, agrega al final de cada ruta el mismo depésito f, en el que la ruta comienza,
de forma que, si no se sobrepasa la capacidad del vehiculo, la ruta se valida.

Procedimiento  14: Algoritmo no determinista para el
MDVRP.

De este modo, se tiene una posible solucién para E, generada de forma no determinista.
Este proceso es polinomial, ya que realiza un nimero constante de operaciones para cada

cliente y otro ntmero constante de operaciones para cada ruta, por lo que en total
requiere un niumero de operaciones O(n + m).

La parte de verificacion opera como sigue:

Inicializar en cero las distancias L(R) y l;, Vi = 1,2,...,m.
Para cada r; € R, realizar lo siguiente:
Inicializar en cero un contador h; de demanda cubierta por la ruta.

Sea ¢ el nimero de clientes visitados en la ruta, de modo que r; =
[0, 21, T2, ..., Tg—1, Zq), CON T = Zq = fy.

Recorrer los elementos x; de r;, desde 7 = 1 hasta j = ¢ — 1, y para cada uno:
Sumar a h; la demanda del cliente actual.

Si h; > k, se ha excedido la capacidad del vehiculo, por lo que R no es una
solucién valida y el proceso termina con respuesta negativa.

Si j > 1; es decir, si hay un cliente antes de z; en la ruta.
Sean ¢y = ;1 y ¢ = x; los clientes anterior y actual, respectivamente.
Sumar la distancia entre el cliente anterior y el actual, dy., a l; y a L(R).

Si L(R) > T, se ha excedido la cota sobre la distancia total recorrida,
por lo que la solucién R no satisface las condiciones del problema y el
proceso termina con respuesta negativa.
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Si no se obtiene respuesta negativa para ninguno de los clientes, proceder a sumar las
distancias entre el depésito y los clientes a los extremos de la ruta:

Sean ¢y el primer cliente de la ruta y c; el altimo.
Sumar dy,, y d7, al;i y a L(R).

Si L(R) > T, se ha excedido la cota sobre la distancia total recorrida, por lo que
la solucién R no satisface las condiciones del problema y el proceso termina con
respuesta negativa.

Si tras esta ultima suma sigue sin obtenerse respuesta negativa, significa que la ruta
r; es valida, proseguir a verificar la siguiente ruta.

Si se verifican todas las rutas sin obtener respuesta negativa, entonces la soluciéon R es
correcta y satisface las condiciones del problema, por lo que el proceso termina con respuesta
afirmativa.

Procedimiento 15: Algoritmo de verificacién para el MDVRP.

Esta verificaciébn es polinomial, ya que solamente realiza un ntmero constante de
operaciones por cada elemento de cada ruta, y por construccidon se garantiza que en su
conjunto las rutas solamente visitan a cada cliente una vez, y al depésito dos veces por
ruta, por lo que en total se requiere de un ntmero de operaciones O(n + m).

Por lo tanto, al ser tanto la parte no-determinista como la parte de verificacién polinomiales,
el algoritmo es polinomial y el MDVRP esta en la clase NP.

El MDVRP es NP-dificil

A continuacién se muestra que MDVRP es NP-dificil mediante la siguiente reduccion del
CVRP al MDVRP:

Sea E un ejemplar del CVRP, con C = {c1,¢2,...,¢,} un conjunto de n clientes, d;; la
distancia entre ¢; y c¢;j, m el nimero de vehiculos y k la capacidad de los mismos.

Se construye un ejemplar E' del MDVRP como sigue:

Utilizar un conjunto de clientes C” igual a C salvo por la exclusion del deposito cp; es decir,

C/ = {Cl, Cyeeey Cn}.
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Construir el conjunto de m depdsitos:

F={f1,f2, -, fm}.

Preservar las distancias, de modo que la distancia entre los clientes ¢; y ¢; es d;;, la distancia
entre el deposito f, y el cliente ¢; es:

dg; = do;
v la distancia entre el cliente ¢; y el depésito f, es:

1/
dia - d’LO?

para todo par de clientes ¢; y ¢; en C’ y para todo deposito f, en F.

Procedimiento 16: Reduccion del CVRP al MDVRP.

Esta construcciéon es polinomial sobre el niimero n de clientes en el ejemplar E, ya que
solamente requiere asignar n clientes, m depésitos y n? + 2nm distancias, pero como en
cada ruta debe atenderse al menos un cliente podemos afirmar que m < n, por lo que en
total se necesita un nimero de operaciones O(n?).

A continuacién, se muestra que existe una solucién para FE con distancia total recorrida
menor o igual a T, si y solamente si existe una solucion para E’ con distancia total
recorrida menor o igual a la misma 7"

Primero supéngase que existe una solucién para E con distancia total menor o igual a T7
es decir,
AR, R = {r1,r2,...,rm} tal que L(R) < T.

Sea R = {r],rh,...,r7,} un conjunto de rutas tal que cada r se obtiene tomando r; y
reemplazando su primer y ultimo elementos por f;.

Como so6lo se reemplazaron el primer y udltimo elementos, que eran ambos ¢y, las rutas
siguen estando correctamente construidas, comenzando en un depésito, atendiendo a un
numero de clientes y terminando en el depdsito en el que iniciaron. Ademas, la demanda
total atendida en cada ruta no cambia, por lo que sigue sin excederse la capacidad de
carga de los vehiculos.

o1



Por lo tanto, R’ es un conjunto de rutas valido para E’.

Ademés, como las distancias en E’ son iguales a las de E, se tiene que para cada r}, su
costo sigue siendo I;, por lo que la distancia total recorrida en R’ es la misma L(R).

Por lo tanto, existe una solucion R’ para E’ cuya distancia total recorrida L(R') = L(R)
es menor o igual a 7T'.

g

Supongase ahora que existe una solucién para E’ con costo total menor o igual a T'; es
decir,
IR = {r1,re, ..., rm} tal que L(R) < T.

Aplicando un proceso andlogo al del caso anterior, se construye un conjunto de rutas
R = {r},rh,...,r.} tal que cada r} se obtiene tomando r; y reemplazando su primer y
altimo elementos por cg.

Como solo se reemplazaron el primer y dltimo elementos de cada ruta, las rutas siguen
estando correctamente construidas, comenzando en el depoésito, atendiendo a un ntmero
de clientes y terminando en el mismo depoésito ¢g. Ademds, la demanda total atendida en
cada ruta no cambia, por lo que sigue sin excederse la capacidad de carga de los vehiculos.

Por lo tanto, R’ es un conjunto de rutas valido para FE.

Ademés, como las distancias en E’ son iguales a las de E, se tiene que para cada r}, su
costo sigue siendo I;, por lo que la distancia total recorrida en R’ es la misma L(R).

Por lo tanto, existe una solucion R’ para E cuya distancia total recorrida L(R') = L(R) es
menor o igual a T

g

De esta forma, se tiene que si E tiene solucién con distancia total menor o igual a T,
entonces E’ también tiene solucién con distancia total menor o igual a T, y si E’ tiene
soluciéon con distancia total menor o igual a T, entonces E también la tiene.
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Esto significa que existe una solucién para el ejemplar E con distancia total recorrida
menor o igual a T, si y solamente si existe una solucion para el ejemplar E’ con distancia
total recorrida menor o igual a la misma 7'

Por lo tanto, la reduccion presentada es correcta y MDVRP es NP-dificil.

Habiendo establecido que el MDVRP esta en la clase NP y es NP-dificil, se tiene que el
MDVRP es un problema NP-completo.

5.4. [Estrategia general para una variante del VRP

En este capitulo se han presentado una serie de pruebas que utilizan estrategias similares
para mostrar que cierto tipo de variantes del VRP son también problemas NP-completos.

Estas pruebas se basan en la técnica de restriccion [7], la cual consiste en lo siguiente:

Sea 7 un problema que se busca probar que es NP-dificil y sea 7’ un caso particular de 7
que se sabe que es NP-dificil. Sean Y y X el conjunto de ejemplares de 7' y de m,
respectivamente.

Es posible mostrar que 7 es NP-dificil mediante los siguientes pasos:

= Kspecificar el conjunto Z de restricciones a las variables de 7, necesarias para definir
Y en términos de X; es decir, especificar Z de forma que se cumpla Y = {e €
X | e satisface Z}.

» Z induce una reducciéon R de 7’ a 7, la cual consiste en tomar un ejemplar £’ de 7’
y construir un ejemplar E de 7 asignando a las variables los valores indicados segiin
ZyFE.

» La relacion entre m y 7’ y la construccion de R aseguran que E tendrd respuesta
afirmativa si y solo si E’ tiene respuesta afirmativa. Ademas, si el tamano de Z es
polinomial respecto al tamano de E’, la construccion de E puede realizarse en tiempo
acotado por un polinomio en el tamano de E’.
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» Por lo tanto, siempre que |Z| € O(P(F)), para algan polinomio P, la reduccién R
construida es una reduccion polinomial de 7’ en 7, lo cual, como se sabe que 7’ es
NP-dificil, prueba que 7 es NP-dificil.

Con la finalidad de servir como apoyo en el andlisis de variantes adicionales, a
continuacion se detalla la forma en que se aplico la técnica de restriccién a las variantes
del VRP, destacando los pasos seguidos durante el desarrollo de las demostraciones
presentadas en este capitulo.

Sea X una variante del VRP, con variables adicionales respecto al CVRP; es decir, X es
una generalizacion del CVRP y, equivalentemente, el CVRP es un caso particular de X.

Primero, se define formalmente a X con el fin de encontrar las variables que lo diferencian
del CVRP; es decir, las variables que, de restringirse a ciertos valores, llevan a X al caso
particular del CVRP.

» En el VRPTW, estas son el inicio y fin de la ventana de tiempo y tiempo de atencion
para cada cliente, el tiempo de recorrido entre cada par de clientes, los cronogramas
para cada ruta y la cota de tiempo total.

= En el caso del HFVRP, son las capacidades y costos de recorrido de cada vehiculo.

= Para el MDVRP, las variables adicionales son las distancias entre cada depésito y
cada cliente, en ambas direcciones.

Una vez determinadas las variables adicionales, se prueba de que X estd en NP, utilizando
como base el algoritmo no-determinista para el CVRP y agregandole verificaciones para
validar los valores de las variables adicionales, que arrojen respuestas negativas si algin
valor es invalido o si se sobrepasa una cota adicional del problema.

Ya sea que se consideren algoritmos de validacién para certificados o algoritmos
no-deterministas que utilicen la primitiva ND-Choice, los cambios realizados son muy
parecidos.

= Para el VRPTW, se agregan verificaciones para cada elemento de cada ruta, para
validar si el cliente es atendido dentro de la ventana de tiempo correspondiente y si
la cota de tiempo no se ha sobrepasado.
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= En el caso del HFVRP, basta modificar las verificaciones existentes para que
consideren el costo y capacidad del vehiculo correspondiente a la ruta.

= Para el MDVRP, debe cuidarse que se esté considerando la distancia entre el cliente
v el depdsito correcto, ademés de que la ruta comience y termine en el mismo
depésito.

Para mostrar que el problema X es NP-dificil, se presenta una reduccién del CVRP a X,
la cual consiste en tomar un ejemplar EF del CVRP y agregar de forma explicita las
variables adicionales con los valores particulares correspondientes al CVRP, manteniendo
los demaés valores de E iguales, para construir un ejemplar E’ de X.

= Enel VRPTW, se agregan ventanas de tiempo bastante amplias y tiempos de atencién
cortos a cada cliente, ademas de una cota de tiempo suficientemente grande.

= Para el HFVRP y el MDVRP, basta preservar las distancias de F, asignandoles
valores iguales para todos los vehiculos y depdsitos.

Si el nimero de valores asignados estd acotado por un polinomio en el tamafno de FE, la
reduccién serd polinomial.

Solo queda mostrar que E tiene solucién para una cota T si y solo si E’ tiene solucion
para la misma T y valores adecuados para otras cotas propias de la variante X.

Para lograr esto, primero se supone que existe una soluciéon S para E y se muestra que el
mismo conjunto de rutas, junto con valores adecuados para variables adicionales,
constituyen una solucion valida S’ de E'.

s En el caso del VRPTW, se agregan cronogramas simples para cada ruta, los cuales
se sabe que son validos y no exceden la cota de tiempo por la construccion de E' y
de los cronogramas.

s En el HFVRP, se asigna un indice de vehiculo distinto a cada ruta.

= Para el MDVRP, se especifica el depésito utilizado en cada ruta.

Luego, se supone la existencia de una solucion S’ de E’ y se muestra que el conjunto de
rutas utilizado en S’, descartando la informacion de variables adicionales, constituye una
solucion valida S para E.
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= En el VRPTW, la distancia recorrida y el tiempo son independientes, por lo que la
cota de distancia se sigue satisfaciendo sin importar los cronogramas.

» Para el HFVRP, por la construccion de E’ se sabe que todos los vehiculos tienen
costos de traslado y capacidades iguales, asi que omitir el indice del vehiculo en la
ruta no afecta la validez de la solucién.

» En el caso del MDVRP ocurre algo similar, ya que la construccion de E’ garantiza
que todos los depdsitos tienen igual distancia a cada cliente, asi que las rutas siguen
siendo validas aunque se omita el indice de depoésito.

De esta forma se tiene, por la construccion de E’, que la existencia de S implica la de S’ y
la existencia de S’ implica a su vez la de S, por lo que la reduccion es valida y X es
NP-dificil.

Finalmente, habiendo mostrado que X estd en NP y es NP-dificil, se concluye que X es
un problema NP-completo.
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Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado que la versién de decisiéon del Problema de Rutas de
Vehiculos Clasico (CVRP) es un problema NP-completo, como también lo son las
versiones de decision de sus principales variantes: el Problema de Rutas de Vehiculos con
Ventanas de Tiempo (VRPTW), el Problema de Rutas de Vehiculos con Flota
Heterogénea (HFVRP) y el Problema de Rutas de Vehiculos con Depédsitos Multiples
(MDVRP).

Ademaés, se ha descrito un método general en el que se utiliza la técnica de restriccion
para mostrar que otras variantes con caracteristicas similares, que pueden verse como
generalizaciones de las variantes ya tratadas, se encuentran en la misma categoria de
complejidad.

Este método puede utilizarse, como se hizo para generalizar el TSP al CVRP y el CVRP
a las otras variantes trabajadas, para generalizar éstas a las variantes mixtas del
problema, como el HFVRPTW o incluso el MDHFVRPTW, y mostrar que todas ellas son
problemas NP-completos.

Cabe recordar que en el apéndice A se muestra la equivalencia entre el CVRP con y sin
tamano de flota fijo, en el apéndice B se prueba la equivalencia entre el TSP con y sin
ciudad inicial fija y en el apéndice C se muestra la equivalencia entre el VRPTW con y sin
ventana de tiempo para el deposito.

Considerando las pruebas de los apéndices se tiene que, al ser equivalentes a las variantes
utilizadas en este trabajo y que se demostré son problemas NP-completos, las otras
versiones mencionadas también estan en esa categoria de complejidad.

Dado que estos problemas de decision son NP-completos, no es préctico abordarlos
directamente con algoritmos tradicionales, ya que no existe un algoritmo que los resuelva
en tiempo polinomial, a no ser que las clases de problemas P y NP sean iguales.

Dado que las versiones de optimizaciéon de los problemas son al menos tan dificiles como
las de decisiéon, el tiempo necesario para solucionarlas es tan grande como el requerido
para su versiéon de decisién, o incluso mayor, por lo que tampoco es posible resolver en
tiempo polinomial las versiones de optimizaciéon de los problemas abordados en este
trabajo.
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Por lo tanto es necesario encontrar otras formas de tratar el problema:

Una de esas formas puede ser enfocarse en variantes menos generales, con restricciones
adicionales que faciliten el manejo de los datos y el calculo de la solucién 6ptima.

Un ejemplo de tal variante es el SDP (Skip Delivery Problem), el cual puede resolverse en
tiempo polinomial para vehiculos con capacidad 1 o 2 [1].

Sin embargo, no siempre es posible encontrar una variante menos compleja del problema
que se ajuste a un caso particular en la préactica.

Otra opcién para abordar el problema es utilizar métodos de aproximacioén o heuristicas,
para obtener buenas soluciones en tiempos razonables, pero debe tenerse claro que estas
técnicas no garantizan la obtencién de la solucién é6ptima.
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Apéndices

Apéndice A: equivalencia entre CVRP y CVRP con m fija

A continuaciéon se muestra que la version modificada del CVRP empleada en este trabajo,
en la cual se fija el nimero m de vehiculos a utilizar, es equivalente al CVRP sin
modificar:

Sean E un ejemplar del CVRP, T una cota para la distancia, m una cota para el nimero
de vehiculos a utilizar y E’ un ejemplar del CVRP modificado, igual a E pero con el
numero de vehiculos fijo en m

Se mostrard que existe una soluciéon para F, con distancia total menor o igual a T y
utilizando a lo mas m vehiculos, si y solo si existe una solucion para E’, con distancia
total menor o igual a 7"

Primero supéngase que existe una solucion R para E’, con L(R) < T.

Como E’ tiene el nimero de vehiculos fijo en m, R debera constar de m rutas, ya que es
una solucion valida de E’.

Ademas, como E’ es igual a E con el tamano de flota fijo, E’ tiene el mismo conjunto de
clientes, e iguales demandas y distancias entre clientes, por lo que R es aplicable a F y la
distancia total recorrida sera la misma L(R).

Asi, como R es una solucién para E que consta de m rutas, con L(R) < T, se tiene que

existe una solucién para FE, con distancia total menor o igual a T" y utilizando a lo mas m
vehiculos.

g

Supongase ahora que existe una solucién R para F, con L(R) < T y con a lo méas m rutas.

Sean a < m el namero de rutas utilizadas en R y b = m — a el ntimero de rutas que le
faltan a R para alcanzar las m rutas que requiere una soluciéon de E’.

Se define una ruta vacfa como una ruta r que comienza y termina en el depésito c¢g y no
pasa por ningun cliente; es decir, una ruta r de la forma

r = [co, co]
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Las rutas vacias siguen cumpliendo las caracteristicas de una ruta; es decir, comienzan y
terminan en el depésito, no pasan por un cliente mas de una vez y no sobrepasan la
capacidad de carga del vehiculo. Ademés, no aumentan la distancia total recorrida, ya que
doo =0.

Por lo tanto, la soluciéon R’ obtenida al tomar R y agregar b rutas vacias, seguiré siendo
una solucién valida para E.

Como R’ consiste de las a rutas de R y b rutas vacias, en total tiene a + b = m rutas, y
por tanto es una solucién valida para E'.

Ademas, como las rutas vacias no aumentan la distancia total recorrida, se tiene que

L(R)=L(R) < T.

De esta forma se tiene que existe una solucion R’ para E’, con distancia total menor o igual
aT.

g

Por lo tanto, existe una solucién para FE, con distancia total menor o igual a T y
utilizando a lo mas m vehiculos, si y s6lo si existe una solucién para E’, con distancia
total menor o igual a T

Por lo tanto, el CVRP y el CVRP con tamafo de flota fijo son equivalentes.
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Apéndice B: equivalencia entre TSP y TSP con ciudad inicial
fija

A continuacion se muestra que la version modificada del TSP utilizada en este trabajo, en
la cual se fija la ciudad inicial del ciclo, es equivalente al TSP sin modificar:

Sean E un ejemplar del TSP con n ciudades, T una cota para la distancia total recorrida,
y E' un ejemplar del TSP modificado, igual a E pero con la ciudad inicial fija en c;.

Se mostrard que existe una solucién para F, con distancia total menor o igual a T, si y
solo si existe una solucion para E’, con distancia total menor o igual a T

Primero supéngase que existe una solucion r para E’, con I(r) < T.

Como r es un ciclo que pasa por todas las ciudades exactamente una vez y regresa a la
ciudad inicial ¢, recorriendo en total una distancia [(r) < T, r es una solucion para E,

con distancia total recorrida menor o igual a 7.

Asi, existe una solucion para F, con distancia total menor o igual a T

Supoéngase ahora que existe una solucion r para E, con [(r) < T.

Se sabe que r es un ciclo que comienza en alguna ciudad c¢,, pasa por todas las demas
ciudades, exactamente una vez, y regresa a cy.

Si ¢, = ¢1, se tendra que r es una solucion para E' con I(r) < T.

Supodngase entonces que ¢; # ¢1, y que ¢1 es la i-ésima ciudad en r, se construye un nuevo
ciclo 7 como sigue:

El ciclo v’ comienza en ¢y, recorre las ultimas n — ¢ ciudades de r en el mismo orden que r
1,

y luego recorre las primeras ¢ ciudades de r en el mismo orden, terminando en c;; es decir,

si r es de la forma

r= [CI7 cxga ng"'v Cxl‘,laclv CI¢+1aCIZ‘+27 ceey CInv CI]’

entonces 1’ serd de la forma:
I
7 = [C1,Cosi1s Casas s Caons Cas Cags Cag ooy Cay_1 5 C1)-
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Asi, el ciclo r’ tiene los mismos elementos que r, pero ¢, solamente aparece una vez y c;
aparece dos veces; es decir, 7’ es una lista en la que la ciudad inicial y final son la misma,
y todas las otras ciudades aparecen exactamente una vez.

Por lo tanto, r’ es una ruta ciclica que define correctamente una solucion para E y para
E'.

Ademas, si se denota ¢, como ¢z, ¥ ¢1 como cg,, se tiene que:
Z(T) = dl‘wz + dx2933 + .+ dl’iflxi + dﬂcﬂiﬂ + du’vz‘+1xi+2 + .+ dl‘n—lﬂcn + dxnafl
n—1

=1(r) = (djojir) + dapay
1

<.
Il

y, por otro lado, se tiene que:

Z(T/) = dxi%ﬂ + dwi+1dfi+2 +..t dwn—lxn + darnm + dxwz + dwzx:s +ot dﬂciqzi

n—1 i—1
= 1(r) = Z(dxjxjH) +dyz + Z(dwﬂjﬂ)
j=i J=1
7,—1
- dja;iq) + Z zjzipr) + oy
]:1

Z ﬂcmﬂ dypay = I(r)

Entonces, ' es una solucion para E' y I(r') =1(r) < T
De esta forma se tiene que existe una solucién r’ para E’, con distancia total menor o igual
aT.

O

Por lo tanto, existe una solucién para F, con distancia total menor o igual a T', si y sélo si
existe una solucion para E’, con distancia total menor o igual a T'.

Por lo tanto, el TSP y el TSP con ciudad inicial fija son equivalentes.
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Apéndice C: equivalencia entre VRPTW con y sin ventana de
tiempo para el depésito

A continuacién se muestra que la versién del VRPTW utilizada en este trabajo, en la cual
no se considera ventana de tiempo para el depésito, es equivalente al VRPTW con
ventana de tiempo en el depésito:

Sean E un ejemplar del VRPTW con ventana de tiempo para el deposito, [yo, 20] la ventana
de tiempo del deposito, T una cota para la distancia, U una cota para el tiempo y E’ un
ejemplar del VRPTW sin ventana de tiempo para el depésito, igual a E a excepcion de que
todas las ventanas de tiempo estan anticipadas yg unidades; es decir:

Yi=Yi— Yoy z =2 — 20, Vi, i=1,2,..,n.

Se mostrard que existe una soluciéon para FE, con distancia total menor o igual a T y
tiempo total menor o igual a U, si y solo si existe una solucién para E’ con la misma cotas
de distancia T 'y con tiempo total requerido menor o igual a una cota
U' = min{U, zp — yo}:

Primero supéngase que existe una solucion (R, S") para E', con L(R) < Ty L(S") <U'.

Como FE’ tiene el mismo conjunto de clientes, e iguales demandas y distancias entre
clientes que F y dado que R es independiente de las ventanas de tiempo, R es aplicable a
E y la distancia total recorrida sera la misma L(R).

Sea S = {s1, s2, ..., S, } un cronograma igual a S’ pero postergado yo unidades de tiempo;
es decir,
Si = [p07p17 "‘7pqi7pqi+1]7 VZ7 1= 1727 U

donde p; = pj +yo, V4, 5 =0,1,...,q;,¢; + 1.

Como S’ es un conjunto de cronogramas valido para E’, satisface las ventanas de tiempo
de los clientes; es decir, para cada ruta r; € R, 7; = [C0, Cxys Cays oo qui,co], el cronograma
correspondiente de S’, s}, cumple que

p;' +tejei <p;+l, Vi, 1=0,2,....4¢

y que
y;/cj <p;’ < p; +tzjxj < Z;c]w VJ, ] = 1727"'7%’-
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De donde, como las ventanas de tiempo en E’ fueron anticipadas y los cronogramas en S
postergados, se tiene que

Si = [p6 + y0>p,1 =+ Yo, 7p;7 + y0>pfh+1 + yO]v Vi, i =1,2,...,m,

por lo que se tienen las siguientes propiedades:

- p; + tﬂtjl‘j+1 < p;'_i,-lv VJ,] = 07 27 e gy
= (P +y0) + taju; o < (Ple1 + Y0)
= p] + tl‘jﬂ?j+1 < pj-‘rlv v]?] = 07 27 e i

w Yo, <P <Py ttem <z, Vi i=12..q
= (Y, +90) < (0 +y0) < (0 +y0) + tuz; < (23, + v0)
= ((2; —v0) +10) <pj <pj +taje; < ((22; —y0) + v0)
= Yo; <Pj <Pj+laa; < 2z, Vi, =124

Por lo tanto, S satisface las ventanas de tiempo de los clientes en F.

Por otro lado, notese que L(S’) representa, por la forma en que se definio, el momento en
el que el ultimo vehiculo regresa al depdsito, por lo que para obtener el tiempo total
transcurrido hasta ese momento, hace falta restarle el momento inicial.

Sea w’ el momento final dado por L(S’).

Como para E’ el momento inicial es cero, el tiempo total requerido por S” es w'—0 = L(S").
Sin embargo, como los cronogramas de S se postergaron por yg unidades, el momento inicial
para S es 0+ yg = yo y el momento final para S es w = W’ + 3o, por lo que el tiempo total
requerido por S es:

L(S):w_yO:w/_l_yO_yO:W/:L(S/).

Asi, como el momento inicial de S es yp, ninguno de los cronogramas de S tendra acciones
previas al inicio de la ventana de tiempo del depdésito. Ademéas, como
L(S) = L(S") < U' < zy — yo, la tltima accion realizada en cualquiera de los cronogramas
de S serd, como méximo, en el momento zg. Por lo tanto, en los cronogramas de S en
ningtn momento se operard fuera de la ventana de tiempo del depésito.
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De esta forma se tiene que S es un conjunto de cronogramas vilido para E y, por
consiguiente, (R, S) es una solucion vélida para E.

Por lo tanto, como (R, S) es una soluciéon para E, con L(R) < Ty L(S) < U’ < U, se tiene
que existe una solucién para FE, con distancia total menor o igual a T' tiempo total menor
oigual a U.

O

Supoéngase ahora que existe una solucion (R, S) para E, con L(R) <Ty L(S) <U.

Sea S = {s}, 8}, ..., s, } un cronograma igual a S pero anticipado yo unidades de tiempo;
es decir,

/ / / / / - -
Si = [p()’plv "'apqi’pqi—i-l]v VZ, 1= 1725 ceey M,

donde p; = pj —yo, ¥4, 5 =0,1,...,¢;, ¢ + 1.

Como S es un conjunto de cronogramas valido para F, satisface las ventanas de tiempo
de los clientes; es decir, para cada ruta r; € R, i = [€0, Cayy Cays ooy qui,co], el cronograma
correspondiente de S, s;, cumple que

bj +txj1’j+1 < Pj+1 vj?] = 0727 -~ 4y

y que
Yz; <DPj <Pjtitoe; <zz; Vi,J=1,2,..,q.

Por lo tanto, como tanto las ventanas de tiempo en E’ como los cronogramas en S’ fueron
anticipados, se tiene que

8;‘ = [p() —Yo0,P1 —Yo,---Pq; — Y0,Pq;+1 — yO]v VZ, 1= 1727 ey T,
de donde se derivan las siguientes propiedades:
" pj+ tm]w]url < Pj+1, Vi, 1=0,2,...q

= (P = Y0) + laja;n < (Pj+1 = Y0)
= p;' Fttejeq < p;‘+1v Vi, 7=0,2,...,¢q
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Yo, <Pj <P Ftaye, < 2ay, Vi, 5 =1,2,.0,0,
= (Yz; — Y0) < (pj — Y0) < (Pj — Y0) + taya; < (22; — Yo)

Por lo tanto, S’ satisface las ventanas de tiempo de los clientes en F’.

Por otro lado, sean w < zg el momento en el que el tltimo vehiculo regresa al depoésito
segin S'y U’ = min{U, 29 — yo} una cota de tiempo.

Como el momento inicial de S es gy, ninguno de los cronogramas de S tendrd acciones
previas a ese momento, por lo que ninguno de los cronogramas en S’ tendra acciones
previas al momento yg — yg = 0.

Ademés, como S es un conjunto de cronogramas valido para F, se tiene que el tiempo
total requerido por S, L(S) = w — yp, es menor o igual a la cota de tiempo U y que
ningtn cronograma en S tendrd acciones posteriores al momento w, por lo que ningin
cronograma de S’ tendra acciones posteriores al momento w’' = w — yo < 20 — Yo.

Asi, la dltima accién realizada en cualquiera de los cronogramas de S serd, como maximo,
en el momento w’, de donde se obtiene que el tiempo total requerido para S’, L(S"), cumple
que:

L) =w -0=w=w—y <U y L(S) =w — 0=w < yo— 20;

=w
es decir, L(S") =w' < U".

De esta forma se tiene que S’ es un conjunto de cronogramas valido para E’, con tiempo
total requerido menor o igual a la cota U’, por lo que (R, S) es una solucion véilida para E.

Asi, como (R, S’) es una solucion para E’, con L(R) < Ty L(S") < U, se tiene que existe
una solucion para E’, con distancia total menor o igual a T y tiempo total menor o igual
aU'.

g

Por lo tanto, existe una solucién para E con distancia total menor o igual a T y tiempo
total menor o igual a U, si y solo si existe una solucién para E’ con distancia total menor
o igual a la misma Ty tiempo total menor o igual a U' = min{U, yo — 20 }; es decir, los dos
problemas, el VRPTW con ventana de tiempo para el depoésito y el VRPTW sin ventana
de tiempo para el depésito, son equivalentes.
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