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Introduccion

Los fendmenos bioldgicos que satisfacen endogeneidad y periodicidad
cercana a 24 horas son conocidos como ritmos circadianos' y son el objeto
principal del estudio de la Cronobiologia. Los ritmos circadianos estan pre-
sentes en organismos de un gran rango de complejidad, desde cianobacterias
hasta individuos eucariotes como los crustaceos y los seres humanos. Uno
de los ritmos mas sencillos que podemos observar (y vivir en carne propia)
es el ciclo del sueiio, sincronizado con el ciclo de luz-oscuridad, y que se ve
desplazado y extendido o acortado de acuerdo a la edad del individuo.

El estudio de los ritmos circadianos se remonta a tiempos de Alejandro
el Grande y su comandante Andréstenes, cuando la observacion de las hojas
del arbol de tamarindo permitié hacer suposiciones sobre la relacidn entre la
apertura y cierre de éstas y la hora del dia [35]. Hicieron falta algunos
siglos (aproximadamente veintiuno) para formalizar el concepto de ritmo
circadiano, que se le atribuye al cronobidlogo y astrénomo Jean Jacques
d'Ortous de Mairan [35]. En sus trabajos con Mimosa pudica noté que no
todo proceso periddico se vale tinicamente de la sincronizacién con el exterior
para mantenerse, sino que ciertos mecanismos enddgenos participan en la
generacidn periddica de los ritmos, aun en ausencia de guias externas. Entre
otras cosas, el estudio de los ritmos circadianos resulta importante en la
predictividad de los fendmenos de un organismo. Un ejemplo concreto de
esto, en ratones, es el patron circadiano que siguen los genes encargados de
mantener el equilibrio de sal y aqua, expresados principalmente en espera al
alimento, y su consecuencia en la excrecidn urinaria de solutos a lo largo del
dia [47].

La caracteristica de endogeneidad sugiere que a los ritmos circadianos
subyace otro conjunto de procesos periddicos involucrados con la liberacion
de hormonas y neurotransmisores (como la hormona cortisol y su funcién en
el ciclo del suefio en el caso de los seres humanos) requlada por estructuras

TLa palabra circadiano proviene del latin circa, cercano, y die, dia.

11



12 Introduccion

especializadas (como el nicleo supraquiasmatico (SCN) [1] en el mismo ejem-
plo) que originan los ciclos mas visibles. Estudiar ritmos circadianos, por lo
tanto, implica entender toda una cascada de procesos fisioldgicos internos y
los mecanismos que los mantienen periddicos. Uno de los procesos electrofi-
sioldgicos acoplados a ritmos circadianos es la actividad eléctrica neuronal,
responsable de provocar la liberacidon de neurotransmisores y hormonas y de
responder a variaciones en la concentracion de los mismos.

La modelacidn de la actividad neuronal ha visto un crecimiento parti-
cularmente activo en el ultimo medio siglo. El modelo de Hodgkin-Huxley
[32] para el axd6n gigante del calamar ha permitido generalizar el argumento
de circuitos y conductancias a cualquier neurona y a cualesquiera corrien-
tes cuyos patrones de activacién e inactivacidn puedan describirse. Algunos
modelos a destacar son las reducciones geométricas que, si bien no son mo-
delos basados en conductancias como tal, st logran rescatar la esencia de la
interaccidn entre el potencial de membrana y la apertura de canales idnicos,
la conductancia maximal de las corrientes involucradas y otras variables de
regulacion. Sin embargo, entrados ya en materia de modelacién neuronal, es
cierto que no cualesquiera dos neuronas (resp. no cualesquiera dos modelos)
generan la misma respuesta ante el mismo estimulo. Aun si se consideran las
mismas corrientes con las mismas reglas de evolucién, pequenas diferencias
en el estado previo o en la contribucidn de alguna cierta corriente pueden
dar lugar a comportamientos tan distintos que dejan de ser cualitativamente
equivalentes.

Esto nos coloca en el terreno del estudio de la excitabilidad neuronal, que
entenderemos como la capacidad de una neurona de producir una respuesta
(potencial de accion) ante un estimulo producido cuando la neurona (o bien,
su potencial de membrana) esta en reposo. Las respuestas que estamos
buscando son cambios bruscos y rdpidos de variacidn notable en el potencial
de membrana. De acuerdo a la neurona, la respuesta podria ser Unica o
desencadenar una cadena de potenciales de accidn, pero sea cual fuere el
caso, la neurona se mantiene en un estado “excitado” hasta que toda ella
se reestabiliza (si es que esto pasa). Para comenzar con nuestro proceso
de abstraccidn, notemos que los ingredientes principales de la excitabilidad
mencionada son

= Un estado de reposo

y . . 7 " n M
= Un estimulo que produce un cambio instantaneo que “saca” al potencial
de membrana de su estado de reposo

= Una respuesta; un nuevo comportamiento de amplitud notable que no
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regresa inmediatamente al potencial de membrana a su estado de reposo.

El lenguaje que empleamos para describir este proceso trata de eviden-
ciar que, matematicamente hablando, la excitabilidad puede ser estudiada
por medio de sistemas dindmicos (de los que los modelos antes mencionados
pueden ser considerados como casos particulares). Por ejemplo, contamos con
una definicion dindmica de la excitabilidad: un sistema dindmico con un punto
estable es excitable si existe una pseudo-orbita de amplitud suficientemente
grande que pasa suficientemente cerca del punto estable [31]. Aqui, los ad-
verbios suficientemente son empleados a la usanza topoldgica y nos dan la
bienvenida a terreno matematico.

Ahora, una afirmacién matemdtica valida es “A parametros distintos pue-
den corresponder comportamientos dindmicos distintos”; en consecuencia,
podemos formular la siguiente pregunta matematica: “/Y de qué forma cam-
bia el comportamiento si se cambia cualquier parametro?”. Al estudiar a las
neuronas como circuitos, las conductancias pueden ser pensadas como la
presencia y contribucidn de ciertos canales i6nicos, de manera que modificar
una conductancia ciertamente modifica una corriente entera. /Qué pasa cuando
las conductancias, que son los parametros base de estos modelos recientes,
sufren cambios? Para responder a esta pregunta se han desarrollado métodos
vanguardistas en los que se consideran las escalas temporales (i.e., qué tan
rapido entra una cierta corriente en juego) y la retroalimentacidn (si la presen-
cia de dicha corriente provoca o inhibe potenciales de accidn sucesivos) de las
variables involucradas en el sistema. Este analisis de sensibilidad [11] permite
comparar las respuestas distintas de neuronas distintas dentro del mismo
modelo y, como respuesta a la pregunta inversa, permite construir modelos
neuronales con pardmetros especificos para reproducir patrones especificos.

El objetivo de este texto es establecer vinculos entre lo desarrollado en
materia de excitabilidad neuronal y el estudio de los ritmos circadianos. En
concreto, se hace esto en el caso particular de los cangrejos de rio o acociles?
[4] del género Procambarus. Para estas especies, el tallo ocular es de particular
importancia en la requlacién de los ritmos circadianos: no sélo les permite
sincronizarse a los ciclos de luz-oscuridad de su entorno [24], sino que coordina
ritmos en el sistema locomotor. Nos enfocaremos en el drgano X, localizado
en el tallo ocular, que alberga entre 150 y 200 células neurosecretoras;
las hormonas liberadas por el drgano X estan involucradas en procesos

2Palabra proveniente del nahuatl acotzilli. Se les identifica como acociles a los miembros
centroamericanos de la familia Cambaridae, como los géneros Procambarus y Cambarellus, y
son crustaceos decapodos dulceacuicolas. En México también reciben el nombre de chacales
o chacalines y se comen dorados al anafre.
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reguladores del nivel de aztcar sanqguineo y muda de caparazén. El érgano
X es por si mismo evidencia de ritmos circadianos, ya que las neuronas all
exhiben actividad electrofisioldgica distinta sequn la hora del dia [25]. Ademas,
la neuromodulacién que ejercen sobre esta actividad neurotransmisores y
hormonas como el acido y-aminobutirico (GABA), la Met-encefalina (Met-
enk) y la 5-hidroxitriptamina (5-HT, serotonina) ha sido ya estudiada. Se
usard un andlisis de sensibilidad de la actividad neuronal para formular
predicciones sobre los neuromoduladores responsables de las variaciones
circadianas observadas en la actividad eléctrica de las neuronas del drgano X.
Entender los mecanismos que subyacen a estas variaciones permitird construir
un primer puente entre ritmicidad circadiana y excitabilidad neuronal en el
caso particular de los acociles Procambarus.

La idea base de nuestro tema central estd motivada e inspirada en los
trabajos de la Dra. Beatriz Fuentes Pardo (Facultad de Ciencias, UNAM),
cuyos trabajos en las dltimas décadas [4, 5, 23, 24, 34| la han posicionado
como pionera en el estudio y acercamiento matemdtico de la Cronobiologia
en la maxima casa de estudios. Por otra parte, la investigacion sobre la que
se sustentan nuestras afirmaciones y de donde tomamos la mayor parte de
datos empiricos [1, 25] se debe al trabajo del Dr. Hugo Aréchiga Urtuzuédstequi
(in memoriam, Facultad de Medicina, UNAM), quien se especializé en el
estudio de ritmos circadianos en crustaceos, incluida una tesis de doctorado
al respecto.

En lo que a conocimientos previos se refiere, la parte basica matematica
se cubre con un curso de Calculo Diferencial en varias variables y con la parte
de algebra lineal que esto conlleva. También se requerird tener conocimiento
de la terminologia y notacién de ecuaciones diferenciales y, eventualmente,
de sistemas dindmicos. El Apéndice A estd disenado como referencia para la
terminologia matematica empleada. No se pide (ni se proporciona) un amplio
conocimiento de Fisica. Lo necesario en este texto se cubre casi completamente
dentro del primer capitulo, corresponde al Electromagnetismo y se usa en el
planteamiento de ciertos circuitos. Por otro lado, la terminologia bioldgica es
abundante y ubicua a lo largo del texto, pero principalmente en el primer y
ltimo capitulos. Se explicardn con el mayor detenimiento posible (tanto como
le costd al autor de este texto aprenderlos, y aprehenderlos, desde cero).

El presente texto esta organizado en cuatro capitulos, una seccidn de
Resultados y Conclusiones y tres apéndices. Los capitulos, a su vez, se
dividen en una parte introductoria (los primeros dos) y un desarrollo central
(los ultimos dos). En la primera parte presentaremos las caracteristicas de
los modelos que estaremos usando: es decir, los conceptos principales, su
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construccidn, propiedades y caracteristicas, y algunos modelos histéricamente
importantes y sencillos que nos ayudardn a visualizar lo anterior. En la parte
principal del texto mencionaremos nuestras herramientas y nuestro objeto
de estudio. Resolveremos el problema de reproducir la dindmica una serie
de comportamientos electrofisiolégicos mediante conductancias dindmicas de
entrada y el analisis de sensibilidad [11]. Concluiremos aplicando lo anterior
y reproduciendo los patrones de excitabilidad neuronal del 6rgano X en
crustaceos, como lo que aparece reportado en [25].

De manera alterna, los capitulos del texto se pueden dividir en dos
grupos de acuerdo con su eje temdtico. Los primeros tres trataran de modelos
de excitabilidad neuronal con sus motivaciones, reducciones y propiedades
matemadticas y dinamicas. EL ultimo capitulo se dedicarad a la Cronobiologia y
al estudio matematico de los ritmos circadianos.

El primer capitulo, perteneciente al bloque de excitabilidad neuronal,
servira de introduccién a los modelos basados en conductancias. Se empezara
con la definicion de nuestro principal objeto de estudio, las neuronas, junto
con las propiedades y procesos bioldgicos que dan sustento al resto del
texto. En sequida se empezard a construir los modelos matematicos haciendo
consideraciones fisicas (electromagnéticas) sobre la naturaleza de los procesos
neuronales. En esta etapa aprovecharemos para definir, en términos mas fisio-
ldgicos que matematicos, dos de los conceptos mds importantes relacionados
con las diferencias entre las distintas corrientes presentes en las neuronas,
y sobre los cudles se construyen nuestras herramientas. Concluiremos este
capitulo presentando el histéricamente innovador modelo de Hodgkin-Huxley,
el cual se puede generalizar a modelos que consideren un niimero arbitrario
de corrientes, a los que denominaremos modelos basados en conductancias y
haremos mencién de nuestro modelo principal, el modelo para las neuronas del
ganglio estomatogastrico (STG) del cangrejo Cancer borealis. A este modelo
lo definiremos en el Apéndice B.

En el Capitulo 2 se matematizard la mayor parte de lo dicho en el Capitulo
1. Se notara el aumento drastico de terminologia matemética, principalmente
aquélla relacionada con los sistemas dindmicos y la teoria cualitativa de ecua-
ciones diferenciales; se ofrece un glosario de estos términos en el Apéndice A.
En las primeras paginas de esta parte presentaremos otros tres modelos para
la excitabilidad neuronal, relacionados con el modelo de Hodgkin-Huxley ya
sea por reduccidon o por oposicion. La diferencia en comportamientos entre
estos modelos nos motivara a retomar la importancia de la retroalimentacion,
previamente definida, y cdmo ésta nos permite determinar en términos mate-
maticos regiones del espacio potencial de membrana-variables de requlacion
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donde se puedan encontrar diferencias cualitativas en la evolucion del voltaje.
A esto sequird una descripcién de los distintos tipos de excitabilidad [18]
y como éstos estan relacionados con el “signo” de la retroalimentacion del
sistema. Se concluira con una breve discusion sobre la transicion entre retro-
alimentacidn positiva y negativa, que se pretende generalizar en el siguiente
capitulo.

No estd de mas aclarar que el contenido del Capitulo 2 se centrard en
modelos reducidos de dimensidn 2, con los que es mdas fécil trabajar tanto
analitica como geométricamente, pero cuyas limitaciones de modelado invitan
a querer generalizar las definiciones y resultados a modelos biolégicamente
detallados de dimensidn superior. Con esta idea principiaremos el tercer capi-
tulo. Los actores principales de esta parte serdn la retroalimentacion y las
escalas temporales, mencionadas en el primer capitulo, a las cuales definiremos
en general para los modelos basados en conductancias. Concluiremos esta
discusidn con la Ecuacién de Balance de excitabilidad neuronal y el Algo-
ritmo de Transcriticalidad [20]. Los resultados de este algoritmo, en conjunto
con las diferencias entre escalas temporales, dan origen a nuestra principal
herramienta de trabajo. El resto del capitulo se centrara en las conductancias
dindmicas de entrada, entendidas como el agregado de la contribucién de las
corrientes al sistema en una determinada escala temporal, y de cdémo moldean
la excitabilidad neuronal [11]. El estudio de las conductancias dindmicas nos
conducird al andlisis de sensibilidad, mediante el cual sera posible determinar
el efecto de modificar las conductancias maximales asociadas a corrientes
individuales en términos de comportamiento. Esto serd fundamental para poder
dar valores de conductancia maximal especificos para reproducir uno u otro
patron de evolucidn del potencial de membrana. Ejemplificaremos lo anterior
por medio del modelo STG ya mencionado.

Con el andlisis de sensibilidad daremos fin al eje tematico de excitabili-
dad neuronal y daremos inicio a la Cronobiologia en el cuarto capitulo. En
analogia con los capitulos anteriores, empezaremos por dar las caracteristicas
principales de los ritmos circadianos, como su mantenimiento enddgeno y
sincronizacidn, y algunos conceptos cronobioldgicos utiles. Procederemos a
discutir algunos modelos previos para distintos ritmos circadianos [34]. Lue-
go nos concentraremos en algunos estudios sobre los ritmos circadianos en
crustaceos como aquéllos presentes en acociles del género Procambarus [24].
De aqui se dilucira nuestro objetivo final: reproducir patrones de actividad
neuronal en el érgano X a distintas horas del dia [25]. Dichactividad presenta
diferencias a nivel cualitativos (existencia de mesetas, tonicidad, etc.), que
para este punto del texto seran ya familiares. Aqut propondremos al modelo
STG como modelo de la excitabilidad neuronal para las neuronas del érgano
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X, y los distintos comportamientos reportados en [25] serdn alcanzados con
correspondientes valores de conductancias maximales, propuestos a través del
Analisis de Sensibilidad del capitulo anterior.

El texto ademds cuenta con tres apéndices dedicados, en orden de apari-
cidn, a los términos matematicos usados, a la presentacidon del modelo STG
y a los cddigos de las imdgenes generadas. En el Apéndice A se presentan
algunos de los conceptos matematicos mas importantes usados a lo largo del
texto, pertenecientes a ramas de las matemadticas como la teoria de sistemas
dindmicos, la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales y la teoria de
bifurcaciones. Se tratard de presentarlos lo mas sencillamente posible, con
imagenes cuando sea pertinente. EL Apéndice B se dedica a los modelos de
STG, Aqut se presentaran dos modelos definidos para dicha neurona [8, 36]
con sus debidas ecuaciones, consideraciones y diferencias. Los ultimos dos
capitulos trabajan casi enteramente con el modelo de Liu et al. [36]. Finalmente,
el Apéndice C contiene los cddigos para las imdgenes generadas propiamente
para el texto. El cédigo esta escrito en lenguaje julia (0.5.0) y requieren
de los paquetes PyPlot y SymPy para tal.

Este texto fue realizado a través de BIpXusando TEXMaker como editor
de texto. La fuente es lwona, con tamaio de 12 pt. Las imdgenes, como ya
fue mencionado, fueron generadas mediante el lenquaje julia (0.5.0) y
los paquete PyPlot y SymPy mediante el editor de texto Atom (1.16.0).
En términos técnicos, las integraciones numéricas siguieron el Método de
Euler [2], perteneciente a la familia de métodos de Runge-Kutta. La edicién
de imdgenes fue hecha en Inkscape (0.91).

Se agradece, frente a todo, la lectura de este texto y el tiempo dedicado
a tal.
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Capitulo 1

Neuronas: conceptos basicos y
modelado electrofisiologico

La primera parte de este texto se dedica a la modelacién neuronal.
En este capitulo nos concentraremos en exponer los conceptos bioldgicos
correspondientes a los fendmenos de nuestro interés. Empezaremos por definir
los conceptos mas elementales de la Neurologia para delimitar nuestra area de
trabajo en la primera secciéon. En la sequnda seccién describiremos de manera
mas intuitiva que formal el fendmeno de la neurotransmision, de manera que
podamos visualizar y poner en contexto los conceptos electrofisiolégicos que
definiremos en la tercera seccidn. Las secciones de la 4 a la 6 se encargaran de
hablar de propiedades particulares de los canales y las variables de regulacidn
que matematizaremos en capitulos posteriores. La ultima parte de este capitulo,
comprendida en dos secciones, se dedica a presentar los modelos matematicos
basados en conductancia. Definimos el modelo del axdn gigante del calamar
de Hodgkin-Huxley y algunas generalizaciones que consideran difusion e
integracion en el espacio. Generalizamos el Modelo HH de forma que incluya
un ntmero arbitrario de corrientes idnicas en la seccién 8. Haremos mencidn
del modelo particular de la célula lateral pilérica del ganglio estomatogdstrico
(STG) que considera 7+1 corrientes y la influencia del calcio intracelular,
que usaremos como herramienta de trabajo en capitulos posteriores y que se
describe con detalle el Apéndice B.
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1.1. ¢Qué es una neurona?

El cuerpo humano estd compuesto de aproximadamente unas 3,72 x 10'3
células [7]. Cada una de ellas es responsable, a su modo, de mantener el
funcionamiento de nuestro organismo pueda. El conjunto particular de células
encargadas de la organizacién dentro del organismo esta localizado en nuestro
sistema nervioso y se encarga de mantener la comunicacion del cerebro hacia el
cuerpo y de regreso. Aunque comparativamente pocas en nimero (8,6 x 10'° en
el cuerpo humano, poco mas de una milésima parte del total), la importancia de
las neuronas que habitan el cerebro y la médula espinal en el sustento de los
organismos es central e indiscutible (aunque no necesariamente imprescindible,
como en las esponjas de mar). A todo esto, (qué es una neurona?

Esta es la clase de preguntas que le hariamos a un biélogo y la respuesta
irta mds o menos asi: una neurona es una célula nerviosa de forma variable
con prolongaciones de aspecto filiforme [13], capaz de procesar y transmitir
informacién por medio de sefiales eléctricas y quimicas [44]. Comparten carac-
teristicas con el resto de células eucariotas, como nucleo, ribosomas, aparato
de Golgi, etc., pero lo que las hace tan adecuadas para la comunicacién son
sus estructuras especializadas. El cuerpo de la célula se divide a grandes
rasgos en soma y axén. En el primero estan localizados los organelos celulares,
y el segundo es una larga cola que funciona a modo de cable. En comparacidn,
el axon (o axones, dependiendo de la célula) tiene una longitud 10 o 100
veces mayor al didametro del soma. Alrededor del soma estan localizadas
las dendritas, que son ramas mas pequefas por las que se reciben impulsos
eléctricos de otras neuronas en puntos de contacto llamados sinapsis. El
tamafo, el nimero y la distribucién de las estructuras varian de acuerdo con
el tipo de neurona: la imagen que tenemos mas usualmente corresponde a las
neuronas multipolares, con mas de una dendrita y un solo axdn distinguible.

La escena estd puesta y Unicamente falta que los actores sepan su
papel. Ahora sabemos que las neuronas tienen estructuras que les permiten
comunicarse unas con las otras. La pregunta que surge naturalmente es: icomo
lo hacen?

1.2. Neurotransmision

Debajo de todo proceso bioldgico existe una cantidad gigantesca de
subprocesos que se pueden estudiar desde la quimica, termodindmica, elec-
trofisioldgica o incluso cudntica. El proceso de comunicacién neuronal no es
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Figura 1.1: Comparacién de la respuesta en el potencial de membrana ante
dos estimulos: uno subumbral (izquierda) y uno supraumbral (derecha) con las
corrientes aplicadas indicadas; generada con el cddigo de la subseccion C.1.2

una excepcion a esta universalidad; de otra manera habria muchos neurdlogos
aburridos. Nos permitiremos, por ahora, describir brevemente este fenémeno:
una neurona, llamada presindptica, emite una sefal (impulso eléctrico) hacia
otra neurona, llamada postsindptica. Esta corriente entra por medio de las
sinapsis y cambia el potencial de membrana de la neurona receptora. Si el
cambio (potencial postsindptico) es significativo se produce el disparo de
otra sefal, un cambio del voltaje membranal, que recorre el axdn de la célula
postsindptica hasta su terminal, donde serd transmitida por medio del mismo
proceso. A esta sefal se le conoce como potencial de accion, impulso eléctrico
0 pico.

De acuerdo con la corriente inyectada la neurona generard, o no, una
respuesta propia; es decir que hay un umbral que separa a los estimulos que
no generan un potencial de accién de aquéllos que si lo generan. Si medimos
el cambio del voltaje membranal podemos notar facilmente la diferencia entre
un estimulo subumbral (1.1, derecha) y uno supraumbral (1.1, izquierda). Si la
corriente inyectada no es lo suficientemente grande, habra un ligero cambio
representado por picos de baja amplitud y el voltaje regresara a su estado
de reposo original. Si la corriente rebasa el umbral, veremos una abrupta
depolarizacidon del potencial de membrana sequida de una repolarizacion
que regresara el potencial a su estado de reposo (que se puede ver como
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Figura 1.2: Distintos comportamientos en neuronas modeladas a partir de
estimulos iguales con distinta separacion temporal, y pico de rebote tras un
tren de estimulos inhibitorios; extraida de [32]

un pico). Sin embargo, el umbral no estd perfectamente definido para todas
las neuronas, en el sentido de que la respuesta no depende Gnicamente de
la intensidad del impulso. Por ejemplo, podriamos inyectar una cadena de
corrientes, subumbrales individualmente, con una frecuencia tal que produzca
un potencial de accion, y con menor frecuencia no lo haga (1.2, izquierda). Lo
que es mas, podriamos hiperpolarizar el potencial de membrana en lugar de
depolarizarlo por medio de una cadena de corrientes inhibidoras y aun ast
generar un potencial de accidn, a lo que se le conoce como pico de rebote o
postinhibitorio (fig. 1.2, derecha). La moraleja de esta historia es que existe
mas de una forma de producir potenciales de accién.

Ahora que hemos hablado de manera general de distintos comportamientos
cualitativos neuronales, notamos que vale la pena analizar el problema de
la generacidn de potenciales de accién desde un punto de vista dindmico.
Sin embargo, antes de presentar los modelos con los que trabajaremos, es
necesario hablar de la electrofisiologia del comportamiento neuronal: qué se
mueven hacia dénde, por qué y cdmo lo medimos.

1.3. Electrofisiologia neuronal

Si fijamos la vista en una neurona (con didmetro entre 4 y 100 pm)
durante un buen rato podremos notar el transito de particulas del interior al
exterior através de la membrana celular. Esto se debe a que la membrana es
permeable y posee proteinas especiales, llamadas canales, que permiten el
paso de moléculas externas y desechos del exterior al interior de la célula y
viceversa. En particular, el proceso que describimos en la seccién 1.2, basado
en las variaciones en el potencial transmembranal, conlleva un cambio en las
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concentraciones de los iones dentro y fuera de la célula.

Los iones mas comunes en la neurotransmisién son el sodio (Na*), potasio
(K*), calcio (Ca?*) y cloro (CL7). Los iones con carga positiva (los primeros
tres) son llamados cationes, y aquéllos con carga negativa (el restante) son
llamados aniones. Fuera de la célula (espacio extracelular) hay concentra-
ciones altas (relativas al interior celular) de Na*, Cl= y Ca?*, mientras que
dentro de ella (espacio intracelular) hay concentraciones relativamente altas
de K* y de moléculas cargadas negativamente, a las que llamaremos A~.
Las diferencias en las concentraciones intracelulares y extracelulares crean
gradientes electroquimicos; cuando hay una diferencia en las concentraciones
los iones se mueven de acuerdo con el gradiente para restablecer el equilibrio.
Ademas de esto, las moléculas negativamente cargadas A~ atraen cationes y
repelen aniones (redistribucidn pasiva); otro mecanismo es el intercambio tres
cationes Na™ por cada dos cationes K* que ingresan a la célula (transporte
activo). El flujo relativamente despreciable de cationes Ca?*, asi como el
intercambio Na*-K*, se mantiene gracias a bombas idnicas.

Al haber mayor concentracion de cationes K* al interior que al exterior de
la célula, los iones de esta especie saldrén de ella de acuerdo con un gradiente
de concentracién. Esto deja al medio intracelular negativamente cargado (por
las moléculas A7) y se crea una corriente saliente. La diferencia de cargas
entre el medio extracelular (positiva por K*) y el intracelular (negativo por
A~) crea un gradiente de potencial eléctrico a través de la membrana celular
(potencial transmembranal), el cual ralentiza y regresa los cationes K* hacia
el interior. El equilibrio se alcanza cuando el gradiente de concentraciéon y el
eléctrico ejercen fuerzas que se cancelan. Este potencial de equilibrio para
una especie idnica ion se puede calcular con la ecuacién de Nernst [32]

RT [ion]oy:
Eip = — 1.1
on ZF log ( I:[On]ln ) ’ ( )

donde [ion],,: y [ion];, son las concentraciones extracelulares e intra-
celulares de la especie ion, respectivamente. R es las constante Universal
de Gases (8.315 mJ/KMol), T es la temperatura en grados Kelvin, F es la
constante de Faraday (96.48 C/Mol) y z es la valencia del ion (1 en caso de
K*, -1 para Cl™ y 2 para Ca’"). Notemos que las unidades del potencial se
obtienen mediante
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es decir, el potencial de equilibrio se mide en unidades de fuerza sobre carga
eléctrica: voltaje.

El potencial de equilibrio representa un estado en el que no se produce
corriente. En virtud de la Ley de Ohm (una corriente que corre a través de un
conductor es directamente proporcional al voltaje) podemos escribir

/ion = M = glon(v - Eion)
Tion
donde / es la corriente, V es el voltaje, r es la resistencia del sistema (la
dificultad con la que la corriente recorre el conductor), medida en ohms Q, y
g es la conductancia, el inverso multiplicativo de la resistencia, de manera
que mide la facilidad con la que la corriente recorre el conductor, y es medida
en siemens S (previamente en mhos). Es interesante notar que, en virtud de
la relacidn lineal entre la corriente y el voltaje que estipula la Ley de Ohm,
es posible escribir a r como % y, analogamente, a g como % (inuestras
primeras derivadas en este texto!). Cuando la conductancia es constante con

respecto al tiempo decimos que la corriente es Ohmica.

La membrana celular estda rodeada de (en términos burdos) agua con
distintos tipos de sales y un buen nimero de iones libres como los que
describimos con anterioridad. Esta “agua salada” resulta ser mejor conductor
que la membrana celular, la cual actia como un aislante. A esta configuracién
se le conoce como condensador eléctrico', y su principal utilidad es la de
almacenar energta. Esto implica que la membrana (el aislante) no sélo deja
pasar las corrientes, sino que puede retener energia eléctrica proveniente del
“agua salada” (los conductores) del interior y exterior de la célula.

Conviene hacer un poco de hincapié en la propiedad de la membrana
celular de actuar como condensador. La diferencia de concentraciones al interior
y exterior de la célula de ciertas especies idnicas produce diferencias de
potencial, creando corrientes eléctricas que atraviesan la membrana celular en
una u otra direccion. Cada corriente tiene asociado un valor de conductancia y,
equivalentemente, un valor de resistencia, siendo éstos inversos multiplicativos
uno del otro. En esta situacidn es posible interpretar a nuestro sistema como un
circuito RC (resistencia-condensador), con una resistencia por cada corriente a
considerar y en el que la membrana celular actia como condensador eléctrico,
siendo el potencial en ésta nuestra variable de interés.

En un circuito RC, la corriente que corre por el condensador /¢, la
capacidad C (medida en Faradios F) y el voltaje en el condensador eléctrico
Ve estan relacionados por medio de la ecuacidn diferencial

Se suele usar el anglicismo capacitor para este mismo concepto
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CVe=lc (1.2)

donde x denota aqut (y a lo largo de este texto) la tasa instantdnea de
cambio de la cantidad x, y en el caso de (1.2), del voltaje, respecto al tiempo,
o derivada [43]. A lo anterior se le conoce como corriente capacitoria. Esto
refleja que en presencia de un condensador la corriente varia con respecto
al tiempo, y que su valor se puede obtener multiplicando la capacidad por la
rapidez de cambio de la carga.

Para construir un vinculo entre el potencial de membrana V¢ y las
corrientes ionicas (mds precisamente, sus conductancias) es necesario hacer
uso de dos resultados importantes sobre el agregado de las diferencias de
potencial y las corrientes en un circuito dado conocidos como las Leyes de
Kirchhoff [43], que son las siguientes:

» La Ley de Kirchhoff para el Voltaje o ley del bucle establece que los
voltajes V; en un circuito cerrado satisfacen que su suma algebraica es

igual a cero, o bien
Z Vi=0 (1.3)

» La Ley de Kirchhoff para la Corriente o ley del nodo establece que las
corrientes entrantes /; y las corrientes salientes /; en una unién o nodo
dado satisfacen que sus respectivas sumas son iguales, o bien

Y =) (1.4)
i J

Equivalentemente, la Ley para la Corriente afirma que la suma algebraica
de todas las corrientes /y que actiian sobre un determinado nodo es

igual a cero, ie.,
> =0 (1.5)
k

En ambas leyes es necesario especificar mediante qué consideraciones se
determina el signo de las diferencias de potencial y las corrientes. En el caso
nodal (llamado ast por tratarse de corrientes aplicadas en un mismom punto o
nodo), /; tiene signo positivo si es entrante y signo negativo si es saliente.
En el caso de la Ley del Voltaje identificamos dos casos para el signo de V..

» En una resistencia, el signo de la corriente dependera de si ella tiene
direccidn contraria (positivo) o igual (negativo) a la del bucle en el
circuito
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= En una bateria, dependerd de si su direccidn de recorrido coincide
(positivo) o difiere (negativo) de la del bucle

Esta asignacion de signos se justifica recordando que el voltaje se mide
como diferencia de potenciales entre dos nodos consecutivos: es negativo
al pasar de mayor a menor y positivo al pasar de menor a mayor. Como
observacion que vale la pena tener en mente, las reglas de asignacidn para el
caso de la bateria y el de las resistencias son opuestas.

Consideremos por un momento que nuestro circuito RC (nuestra neurona)
tiene Unicamente una corriente idnica /; asociada a un valor de conductancia
g. El querer estimular la neurona de manera externa nos obliga a agregar
una corriente aplicada /yp,. En el nodo al cual entra /,,, también actian /; e
Ic como corrientes entrante y saliente, respectivamente, por lo que de acuerdo
a la Ley de la Corriente se obtiene

le = lg + lapp
Por otro lado, al tratarse de un circuito RC, aplicando (1.2), obtenemos que
CVe=lc = ly+ lopp

Los voltajes presentes en este circuito son V¢ el potencial de membrana, V,
asociado a /; mediante la Ley de Ohm /; = gV}, y un voltaje constante de
bateria V4. Suponiendo que todas las corrientes del bucle tienen la misma
direccion, la Ley del Voltaje nos permite concluir que

Vo—V, = Ve =0

que es equivalente a
Vo =W — V¢

Juntando lo dicho hasta el momento se obtiene
CVe = lupp + 1y = lupp + gVg = lapp + g(Vo — V)

Por lo tanto, .
CVe = loypp — g(Ve — W) (1.6)

Este proceso se puede generalizar a un circuito RC con un condensador
y n resistencias/conductancias g; con sus n respectivos voltajes de baterias
Vi. Obtendriamos una expresién de la forma

CVe =lopp —Y_gi(Ve = Vi)

i=1
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Conviene, en todo momento que se esté proponiendo un modelo matema-
tico, explicar la relacién entre la reduccidn abstracta y el fendmeno concreto a
estudiar. Se justifica el acercamiento al potencial de membrana por medio de
circuitos RC porque la membrana celular funciona como condensador eléctrico
(relativo a su medio). De aqui en adelante, el voltaje que nos interesa medir
es aquél de la membrana, i.e., del condensador eléctrico, por lo que, para sim-
plificar notacién, V := V(. Las resistencias (analogamente, las conductancias)
son propias, y usualmente constantes, a las corrientes por cada especie idnica.

El papel de la bateria, que es a fin de cuentas una fuente de fuerza elec-
tromotriz, lo asume el gradiente producido por la diferencia de concentracién
especifica a cada especie idnica entre el interior y el exterior de la célula [29].
En términos de la ecuacion (1.6), la fuerza electromotriz de las baterias debe
ser tal que cuando el voltaje del condensador es igual a ella no hay paso de
corriente en esa zona particular del circuito. Por definicidn, esto corresponde
al potencial de reversidn, que se calcula con la ecuacién de Nernst (1.1).

En el caso de (1.6), las simplificaciones fisico-matematicas principales
se realizan gracias a las Leyes de Kirchhoff, la propiedad dindmica de los
condensadores y la Ley de Ohm. Esta ultima es amable en términos mate-
maticos porque es una relacidon lineal entre las variables de nuestro modelo
(la linealidad es una de las propiedades mas trabajadas y deseadas). Sin
embargo, al pasar a experimentos y mediciones, la Ley de Ohm es algo que se
debe justificar empiricamente en cada neurona que se estudie, como cualquier
otro acercamiento matematico a un fendmeno fisico. Lo que es mas, al pasar
de un elemento a varios, como serian los diversos canales en la membrana
celular, la linealidad puede romperse dependiendo de la relacidn entre los
elementos del conjunto. Mas adelante nos serviremos de un ejemplo concreto
para evidenciar que las hipotesis de linealidad suelen no llevarse bien con los
resultados empiricos. Esto resulta de especial interés si se desea proponer un
modelo o un conjunto de pardmetros para reproducir la dindmica observada in
vivo (a la larga, el objetivo de este texto).

Previamente hablamos encontrado una forma de calcular la corriente de
cada ion a partir de su voltaje. Juntando las expresiones anteriores usando
notacion simplificada para el potencial de membrana y la corriente aplicada,
la ecuacidn para el potencial de equilibrio es

CV=I1-> g(V—E) (1.7)

Es interesante notar que las corrientes entrantes (sodio, calcio), que
se encuentran dentro del término de suma en (1.7), satisfacen Ing, Ica < 0,
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y las salientes (potasio, cloro), satisfacen I, lc; > 0, de manera que las
corrientes entrantes incrementan el potencial de membrana (la depolarizan) y
las corrientes salientes lo decrementan (la hiperpolarizan). Aunque el cloro
suele ser de caracter extracelular y su flujo es entrante, lo consideramos como
saliente por su carga negativa: introducir aniones es equivalente a sacar
cationes.

Asil como el potencial de equilibrio E; representa el voltaje al cual la
corriente neta de la especie idnica i es 0, de (1.7) podemos encontrar un valor
V.es: donde todas las corrientes idnicas involucradas en el sistema se cancelan
unas a otras y la corriente transmembranal total es 0. Considerando / =0, y
haciendo V = 0, despejamos V' y obtenemos

q.E:
Vyurt = 2i9iE (1.8)

2 9i
Esta cantidad satisface que la tasa de cambio del potencial es cero, por lo
que es solucidon constante de la ecuacion diferencial. A V,.s; se le conoce

como potencial de reposo (en inglés, rest) y tiene un par de propiedades
importantes. Primero, en ella encontramos el término

ginp = Z gi

al que llamaremos conductancia estdtica de entrada y representa la con-
ductancia total del sistema. En sequndo lugar, una sustitucién sencilla nos
permite comprobar que

CV = ginp(V — Viest) (1.9)

es equivalente a (1.7) suponiendo / = 0 (y ligeramente mds sencilla de
escribir).

1.4. Canales ionicos y su dinamica

Los canales de los que hablamos al principio de la seccién 1.3 en general
no permiten el paso de las especies idnicas todo el tiempo: su conductancia
depende de variables de requlacién?, o puertas, que abren o cierran los canales
al paso idnico. Estas variables son sensibles a cambios en el potencial de
membrana, a la concentracién de Ca?* intracelular, a sequndos mensajeros y a
neurohormonas o neurotransmisores. Como veremos mas adelante, el acido y-
aminobutirico (GABA), la Met-encefalina (Met-enk) y la 5-hidroxitriptamina (5-
HT) en el acocil Procambarus clarkii [25] de relevancia en capitulos posteriores.
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Figura 1.3: Visualizacidon de la desactivacidn, activacion e inactivacion de
canales idnicos; extraida de [32]

Los canales pueden ser selectivos a una especie idnica o permitir el paso de
varias, y la corriente que pasa a través de canales similares (con especies
idnicas en comtn) se puede describir por medio de la ecuacién

I =gp(V - E),

donde g es la conductancia maximal del conjunto de canales asociados a una
misma especie idnica, p es la proporcion promedio de canales abiertos y E es
el potencial reverso al cual el flujo invierte su direccidn. Por ejemplo, si esta
coleccidn de canales es selectiva para una especie idnica i, E coincide con E;
el potencial de equilibrio calculado con (1.1).

Los canales cuyas variables de requlacidn son sensibles a cambios en el
potencial de membrana se denominan regulados por voltaje (voltage-gated).
Las variables pueden activar (abrir) o inactivar (cerrar) el canal. Debido a
la naturaleza estocdstica del comportamiento de las variables de regulacidn,
la cantidad p antes mencionada se calcula por medio de probabilidades de
acuerdo con la expresion

p=mh’ (1.10)

donde m es la probabilidad de que una variable de activacién esté en estado
“abierto”, h es la probabilidad de que una variable de inactivacidn esté en
estado “abierto”, y a y b son el numero de variables de activacidn e inactivacion,
respectivamente. Un canal puede estar parcialmente (m € (0, 1)) o totalmente
activado (m = 1), desactivado (m = 0), inactivado (h = 0) o desinactivado

2Gating variables en inglés
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(h = 1) (para un esquema ilustrativo, véase la fig. 1.3). Cuando el canal
en cuestion no tiene variables de inactivacidn, es decir, b = 0, se dice que
la corriente que por él pasa es persistente. En caso contrario se le llama
transitoria.

La hipdtesis de estocasticidad para m y h estd basada en la naturaleza
cudntica de los canales idnicos. Los movimientos de las puertas es del orden
de microsequndos. El cambio es tan abrupto que mediciones con niveles
crecientes de nitidez han sido incapaces de arrojar patrones o reglas concretas.
La eleccion de un modelo estocdstico para este fendémeno se basa en que no
nos interesa describir la posicidn y velocidad de las puertas en cada sequndo,
sino las consecuencias macroscopicas a nivel de los canales. Las variables
m y h, en este sentido, miden la probabilidad con que una puerta sufre
un cambio de estado en intervalos infinitesimales de tiempo, que se puede
analogar a las funciones de propensidn en la ecuacién quimica de Langevin
[26]. Ciertos modelos que estudian exclusivamente activacién e inactivacion
sugieren que las subunidades que le dan estructura simétrica a los canales
pueden estar en estados de activacidn e inactivacion, respectivamente, y que

el cambio repentino de los canales tiene su origen en el cambio paulatino de
las subunidades [29].

En cualquier caso, los modelos que siguen esta construccidn han mostrado,
hasta el momento, que la hipdtesis de estocasticidad permite modelar los
fendmenos estudiados. Se ha observado que el promedio de canales abiertos
ante un rango de depolarizaciones, tras varias repeticiones, resulta un buen
estimador para el fendémeno macroscdpico de la corriente en cuestion (eso es,
burdamente, un argumento por medio de la Ley de Grandes Nudmeros). En lo
que sigue del texto trabajaremos directamente con este supuesto probabilistico
sin ahondar en la teoria estocastica subyaciente.

La dindmica de las variables de regulacidn estd regida por las ecuaciones
diferenciales de primer orden

Ty (V)i =meo(V) — m

. (1.11)
T2(V)h =he(V) = h

Donde 7;(V), i € {1,2} son las constantes de tiempo (pues son constantes
respecto a su variable de requlacidon) que determinan la diferencia de escalas
temporales entre las variables del sistema (potencial de membrana y puertas),
Yy Meo(V), heo(V) son las funciones de estado fijo de activacidn e inactiva-
cion, respectivamente. Todos estos elementos se determinan empiricamente, y
usualmente la dindamica de las variables de activacidn es mas rapida que la
de las variables de inactivacidn (esta diferencia temporal permite que haya
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cambios en el potencial casi instantdneos antes de que el canal responsable
quede inactivado). Las constantes de tiempo (que dependen del voltaje) tienen
gréficas unimodales (campanas), y las funciones de estado fijo tienen graficas
sigmoidales (en forma de s). Algunas de las funciones sigmoidales con las que
estaremos trabajando con frecuencia son de tipo Boltzmann
V)= —S
1+e s
donde los valores asintéticos son 0 y G > 0, V4 es un valor elegido de manera
que a(Vp) = % y A # 0 determina la monotonia y la inclinacién de la curva
sigmoidal: A > 0 hace creciente a la funcién, mientras que A < 0 la hace
decreciente, y conforme |A| crece, los cambios en ¢ se vuelven mas bruscos.

Algunas neuronas poseen canales que se abren al hiperpolarizar y se
cierran al depolarizar. Sin mucho animo de ser creativos, las corrientes in-
volucradas con estos canales se denominan activadas por hiperpolarizacion,
“excepcionales” o “raras”. Algunos ejemplos de éstas son /o (queer, rara), I
(funny, graciosa), I, (activada por hiperpolarizacién) e Ix;, (K* inward rectifier,
rectificadora de entrada de K*). Es posible trabajar con estas corrientes de la
misma manera que con las anteriores invirtiendo los sentidos: son inactivadas
por la depolarizacién y desinactivadas por la hiperpolarizacion.

1.5. Variables de requlacion idnica y retroalimen-
tacion

El concepto de “retroalimentacion” es bastante general. Podemos ilustrarlo
en este caso a través de un par de ejemplos. Consideremos una corriente
entrante activada por depolarizacidn cuyo canal posee una puerta de activacion
(e.g. Ing)- Al depolarizar la membrana se abren los canales idnicos de esta
especie, lo que permite a los cationes moverse por el gradiente electroquimico
al interior de la célula. Sin embargo, como la corriente es entrante, la membrana
se vuelve a depolarizar, condicién que favorece la entrada de mas iones. Es
decir, la activacion de estos canales promueve la depolarizaciéon, que a su vez
promueve su activacion.

Alternativamente, consideremos una de las corrientes activadas por hi-
perpolarizacién que se mencionaron en la seccién 1.4. Trabajemos con /x;,
saliente de K*. Al hiperpolarizar la membrana, los canales para esta corriente
se desinactivan, por la consideracion que mencionamos al final de 1.4, lo
que incrementa la variable de inactivacidn y permite el paso de la corriente
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Figura 1.4: Diagrama para la retroalimentacién positiva con respecto a los
procesos involucrados (izquierda) y el efecto sobre el potencial de membrana
considerando la respuesta de una variable cooperativa inhibitoria (derecha);
extraida de [32]

saliente de cationes. El flujo al exterior de cargas positivas produce una
hiperpolarizacidn de la membrana, lo que a su vez produce la desinactivacion
de las puertas para Ik, y asl sucesivamente (recordemos que cuando h — 1 la
membrana permite mayor paso de corriente, aunque el nombre de la variable
sea “de inactivacion”).

La pregunta que queremos contestar es “/Qué sigue después de un
potencial de accién?”. En los dos casos anteriores estamos en presencia de
retroalimentacion positiva entre el estado de apertura de los canales y los
cambios en el potencial de membrana. Ambos fenémenos en este caso tienen
“el mismo signo”, es decir, cada uno propicia la reapariciéon del otro (véase
la figura 1.4, lado izquierdo). La retroalimentacidn positiva estd asociada a
fenémenos regenerativos, como el incremento en el potencial de membrana
previo a un potencial de accidn.

En contraste, si tomamos una corriente saliente activada por depolari-
zacidon (e.g Ix), los canales de esta especie id6nica se activan al depolarizar
la membrana. Al tratarse de una corriente saliente el paso de los cationes
del interior al exterior de la neurona provoca una repolarizacion en lugar de
una depolarizacidn, lo que tiende a desactivar los canales idnicos. A este otro
comportamiento se le llama retroalimentacion negativa. Al contrario que en el
caso positivo, en esta situacidn la apertura de los canales y los cambios en el
voltaje tienen “signos contrarios”. La retroalimentacién negativa estd asociada
a fendmenos restaurativos, en este caso la repolarizacidn tras el potencial de
accion.

Los procesos y las variables de requlacién involucradas en proporcionar
retroalimentacién positiva sobre el potencial de membrana seran denominados
regenerativos o cooperativos [18]. En contraste, aquéllos encargados de pro-
veer de retroalimentacidén negativa al sistema seran llamados restaurativos o
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competitivos. Por dar ejemplos, de acuerdo con lo expuesto, la activacion de Iy,
y la inactivacion de /x;- son procesos regenerativos, mientras que la activacidn
de Ix concuerda con la definicion de proceso restaurativo. La variable restau-
rativa actia después de la regenerativa (véase figura 1.4, lado derecho), lo que
permite la subida rdpida del potencial de accidn (regeneratividad) sequida de
su repolarizacion (restauratividad). La separacidn temporal de los distintos
procesos subyacientes a la generacion de actividad eléctrica neuronal es el
tema de la siguiente seccidn.

1.6. Variables de requlacion idnica y Escalas tem-
porales

En general, una sola corriente puede estar requlada por mas de una puerta.
Como hemos aprendido de la seccidn anterior, cada variable de requlacién tiene
su propia dinamica modelada por una ecuacién diferencial y una constante de
tiempo que especifica qué tan rapido o lento es el cambio de su estado dentro
del sistema. Comparar la velocidad asociada a cada constante de tiempo nos
permite categorizar las puertas como en [20] de la siguiente manera.

» Variables rapidas. Su contante de tiempo es del orden de un milisegundo.
Se encargan de generar cambios répidos en el potencial de membrana
que dan origen a los potenciales de accidn. Algunos ejemplos son las
variables de activacion de los canales de Na™.

» Variables lentas. Poseen constantes de tiempo de 5 a 10 veces mayores
que las variables rdpidas. Controlan el inicio, el descenso y el periodo
posterior al potencial de accién. Se involucran también en la ocurrencia
de réfagas de potenciales de accion y, al ocurrir, determinan el nimero
de potenciales de accidon desencadenados dentro de tal. Ejemplos de
éstas son las variables de activacién de las corrientes de K y Ca?*.

» Variables ultralentas o adaptativas. Se les denomina de esta manera
porque su dindmica es demasiado lenta como para reflejarse en un
solo potencial de accidn, y sélo se pueden estudiar a lo largo de
varios potenciales. Ejemplos de variables ultralentas son las puertas
de inactivacién de Ca’* transitorio, y otras que no son necesariamente
de requlacion (puertas) sino de conductancia, como la concentracién
intracelular [Ca?*];,.
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En términos de (1.11), la dindmica de una puerta x es mas lenta conforme
su constante de tiempo 7,(V) es mayor. Para notar de manera mas directa la
diferencia de la escala temporal y considerando que las variables de activacién
tienen dindmicas mas rdpidas que las de inactivacién, podemos reescribir a
1.11 como

i = (V)(moo(V) — m) (1.12)
h =en(V)(heo(V) — h)

con &(V) = TLV) >0, x € {m, h} y (V) > m(V) © (V) < €,(V), lo
que define la dl#erencla en escalas temporales entre activacidn e inactivacion.
La mayor parte de los modelos para la generacidn de potenciales de accién
involucra al menos una variable lenta. La coexistencia de varias escalas tempo-
rales en un mismo modelo tiene consecuencias en el comportamiento dindmico
que se pretende modelar, siendo los personajes principales la activacién rapida

y la inactivacion lenta.

1.7. El Modelo de Hodgkin-Huxley

A partir de las ecuaciones (1.7), (1.10) y (1.12) podemos escribir un
modelo para la generacién de potenciales de accidn donde cada especie
idnica i tiene un vector bidimensional x; de variables de regulacidn, con un
vector G = (g,)ic; de conductancias maximales, un vector @; de la proporcién
de canales abiertos y un vector €; de constantes de tiempo. El fundamento
tedrico para la construccidn de modelos de esta naturaleza es la relacidn
entre voltaje e intensidad de corriente que describe la Ley de Ohm por medio
de la conductancia. Es de aqut que a estos modelos se les denomina como
modelos basados en conductancia, y daremos mas detalles de éstos en la
siguiente seccion. EL primer modelo propuesto de este tipo es el modelo de
Hodgkin-Huxley® para el axén gigante del calamar, cuyo comportamiento
bdsico podemos apreciar en la figura 1.5.

El modelo considera 3 corrientes: K™ rectificadora retrasada con cuatro
puertas de activacion, Na* transitoria, con 3 puertas de activaciéon y una de
inactivacidn, y una corriente 6hmica de fuga /;, constituida principalmente
por aniones Cl™. El modelo estda conformado por el siguiente conjunto de

3Propuesto por Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley, fisiélogos ingleses, en
1952, quienes se hicieron merecedores al Premio Nobel en Fisiologia 0 Medicina en 1963
por su trabajo en el estudio de la propagacién de potenciales de accién en el axdn gigante
de calamar.
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Figura 1.5: Contraste entre comportamientos del voltaje bajo distintos estimulos
de acuerdo al modelo de Hodgkin-Huxley después de alcanzar el estado fijo
con distintas condiciones iniciales. La curva roja corresponde a corriente
inyectada positiva; la azul, a negativa; la verde recibié un estimulo subumbral.
Generada por el codigo en la subseccion C.1.1
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ecuaciones diferenciales
CV =/ - gKn4(V — EK) - g/\/am3h(\/ - E/\/G) — gL(V — EL)
n=a,(V)(1 —n)—By(V)n
m =a,(V)(1 —m) — By(V)m
h =a,(V)(1 = h) = By(V)h

(1.13)

donde
10—V
a,(V) = 0,01 (?V—)
e —1
B,(V) = 0,125e®
25—V
am(V) = 0,1 (?)
e —1
Bu(V) = 4eT
a(V) = 0,07e=
1
Bn(V) = ——
e +1

con potenciales de equilibrio Ex =-12 mV, En, =120 mV, E; =10.6
mV, conductancias gk =36 mS/cm?, Gno, =120 mS/cm?, g; =0.3 mS/cm?,
capacidad eléctrica C =1 pF/cm? y corriente aplicada | = 0 pA/cm?. El
impacto histdrico de este modelo fue de tal magnitud que a los modelos que
siguen las ecuaciones 1.7, 1.10 y 1.12 también se les conoce como modelos
tipo Hodgkin-Huxley.

En las figuras 1.6 y 1.7 podemos observar algunas de las propiedades
mencionadas en el modelo HH, como son preferencia por estimulos resonantes,
ausencia de umbral definido y potenciales de accidon generados por rebote.

1.7.1. Generalizaciones espaciales

Las neuronas con las que trabaja el modelo de Hodgkin-Huxley estan
muy idealizadas, ya que el modelo no considera la forma ni el tamafio de la
neurona. La distribucidn en la neurona se puede abordar desde dos puntos de
vista.

En el primero consideramos la propagacion del potencial de accidn a lo
largo del axdn, introduciendo una variable de localizacién a la funcién V/(x, t)
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Figura 1.6: Comportamientos del modelo HH bajo trenes de estimulos positivos.
|zquierda, arriba: tren resonante de estimulos subumbrales que generan un
Unico potencial de accién. Derecha, arriba: mismo tren, pero la separacidn
temporal entre el primer y el sequndo estimulo genera un potencial inmedia-
tamente después de este ultimo, y la repolarizacidn coincide con el tercer
estimulo, sin generar un nuevo pico. lzquierda, abajo: mismo tren que en los
anteriores, pero los estimulos son lo suficientemente lejanos para no resonar;
no se generan picos. Derecha, abajo: tres estimulos superumbrales suficiente-
mente separados como para no interferir entre ellos. Generada por el cddigo
en la subseccion C.1.2
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Figura 1.7: Comportamientos del modelo HH bajo trenes de estimulos nega-
tivos. Izquierda, arriba: tren de estimulos subumbrales negativos separados
temporalmente que no generan potenciales de accién. Derecha, arriba: tren di-
sonante de estimulos superumbrales negativos, la depolarizacién del potencial
generado coincide con la hiperpolarizacidn de la corriente inyectada. Abajo:
combinacién de estimulos, todos subumbrales pero de signos alternantes,
para generar un potencial de acciéon. EL Gltimo estimulo positivo aprovecha la
depolarizacion de rebote consecuencia del estimulo negativo para generar un
potencial de accion. Generada por el cédigo en la subseccion C.1.2
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y un término de difusion a la ecuacion (1.7), obteniendo
CVi= oVt 1= |
t — ZR XX : {

donde a es el radio del axén y R es la resistencia del medio. La solucién de

esta ecuacion diferencial parcial parabdlica corresponde a un pulso viajero
[32].

En el sequndo consideramos la capacidad de la neurona de recibir e
integrar las corrientes de distintos puntos en uno solo. Para esto es necesario
compartamentalizar la neurona, de manera que podamos medir el recorrido y
la integracion de los pulsos entre compartimentos contiguos. EL ejemplo mas
sencillo de esto es hacer dos compartimentos: el soma y el arbol dendritico. Si
tomamos a V; y Vi como los potenciales de membrana en el arbol dendritico
y el soma, respectivamente, llegariamos a una relacién del estilo

Csvs = - /S(VS' t) + gS(Vd - VS)
CqVy=— la(Va, t) + ga(Vs — Va)

que resulta en un sistema acoplado dependiente del tiempo, donde cada
I,(V;, t) representa la suma de todas las corrientes en el compartimiento r, y
g4, gs son las conductancias de acoplamiento.

Como mencionamos, el Modelo de Hodgkin-Huxley ha servido de motiva-
cion para muchos otros modelos neuronales que tomaron una perspectiva de
circuitos eléctricos para explicar los fendmenos electrofisioldgicos del potencial
de membrana. Dedicamos la siguiente y ultima seccién a presentar la gama
de modelos inspirados por HH: los modelos basados en conductancias.

1.8. Modelos basados en conductancias

El modelo de Hodgkin-Huxley se puede ampliar naturalmente a modelos
con un numero arbitrario de corrientes. En general, los ingredientes principales
para armar un modelo tipo-HH son

» Una variable V' que mida el potencial de membrana

» Un vector de parametros G = (g,,--- ,g,) de conductancias maximales,
una por cada corriente considerada en el modelo



40 Conceptos neuroldgicos

Dependiendo de si la corriente es Ohmica o no, o sea de (in)activacion
instantdnea o no, se pueden considerar variables de regulacién en dos cate-
gorias:

= Un conjunto {x;}/_, que relne a las variables correspondientes a la
proporcidon de canales abiertos por una variable de activaciéon en la
i-ésima corriente idnica

= Un conjunto {y;}/_, correspondiente a la proporcidn de canales cerrados
por una variable de inactivacién en la i-ésima corriente

Se denota como G = {x;}_; U {y;}/_, al conjunto de variables de requlacién.
Al agregar variables a nuestro sistema es necesario indicar la manera en que
éstas varian en el tiempo, de forma que también habra

= Una funcién z,, de estado fijo que depende del potencial de membrana,
de forma habitualmente sigmoidal como la descrita en la seccién 1.4,
para cada z € G

= Una funcidn 7, como constante de tiempo, que depende del potencial de
membrana, de forma unimodal o constante, para cada z € G

Para completar la descripcion de cada corriente, en concordancia con el
argumento hecho en la seccion 1.3, se utiliza la Ley de Ohm con los siguientes
parametros.

= Un escalar E; € R que denota al potencial de equilibrio de la i-ésima
corriente, correspondiente a la especie idnica de acuerdo con la ecuacién
de Nernst (1.1), para cada i € {1,--- ,n}

= Escalares a; € N para el nimero de variables de activacién en la i-ésima
corriente, para cada i € {1,--- , n}

» Escalares b; € N para el nimero de variables de inactivacion en la
i-ésima corriente, para cada i € {1,---, n}

Finalmente, se consideran los parametros C e | que representan la capacidad
eléctrica de la membrana celular y la corriente inyectada, respectivamente.
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Asi, un modelo basado en conductancias con n corrientes queda definido
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

CV=1=) gx"y(V—E)
i=1

vie {1, n} (X:%) (1.14)
N
e o (5= 2 )

El modelo HH dado por las ecuaciones (1.13), desde su planteamiento,
no es de la forma de (1.14), pues difieren en los términos que determinan
la dindmica de las variables de regulacién. Dada x € {m, h, n} una de las
puertas de HH, es cierto que su evolucién sigue la ecuacién diferencial

X = a(V)(1 = x) = Bu(V)x

donde las funciones a, y By se definieron en la presentacidn del modelo, y
se pueden interpretar como las funciones de transicidn entre dos estados
complementarios en un modelo de Markov, reqguladas por el potencial de
membrana. Para proponer funciones de estado fijo y constantes de tiempo
adecuadas a partir de las funciones originales consideramos

_ ax(V)
(V)= V) + B
(V)= —

a (V) + Bi(V)

De esta manera, la evolucién de la variable x queda como

X = o (V)1 = x) = B(V)x = au(V) = x(au(V) + B(V)) =

o (V) =x(@(V)+B,(V)) a (V)
aVBY)  _ a)HB) X XeoV) —x
1 - 1 -
VB V) VI BV) (V)

El nimero de corrientes y variables presenta un problema de optimizacién
entre la facilidad de andlisis y representacién geométrica y la fidelidad al
fendmeno que se desea modelar. Entre mayor sea el nimero de corrientes
deberiamos esperar que el comportamiento del potencial de membrana simulado
sea mas cercano al observado y que sea mas robusto ante pequenas diferencias
en el espacio paramétrico. Sin embargo, aumentar el nimero de variables en
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un sistema de ecuaciones diferenciales no sélo nos aleja de la posibilidad
de resolverlo explicitamente, sino que incrementa la dificultad en términos
computacionales (integracién numérica) y matematicos (andlisis cualitativo)
para obtener informacion relevante a la prediccion de la simulacion. Asi,
necesitamos encontrar un nimero de corrientes con las que nos sintamos
comodos para trabajar, sin que los comportamientos se alejen demasiado de lo
fisioldgicamente esperado y sin agregar variables redundantes o despreciables
en términos cualitativos.

Para los fines de este texto estaremos considerando un modelo basado
en conductancias con siete corrientes idnicas mas una corriente de fuga y 11
variables asociadas a éstas. Dicho modelo se toma de [36] y busca estudiar
el comportamiento del potencial de membrana en la neurona del ganglio
estomatogastrico (STG)*en el cangrejo Cancer borealis. El modelo incluye
dos corrientes de Ca?*, y a [Ca?*];, como variable dindmica. La presencia del
calcio permite la aparicién de comportamientos no observados en HH, y el
gran numero de corrientes da variedad al rango total de escalas temporales
en las que se puede observar accién. Dedicamos el Apéndice B a presentar el
sistema de ecuaciones diferenciales completo del modelo, y los dos siguientes
capitulos a explicar los comportamientos clave originados en STG y a presentar
las herramientas de modelado que usaremos para estudiarlo.

*Abreviacién que se toma del inglés Stomatogastric ganglion



Capitulo 2

Modelos reducidos de actividad
neuronal

En el capitulo anterior nos concentramos en explicar y fundamentar
fisiologicamente la modelacidn neuronal por medio de conductancia. Hemos
visto que esto se puede volver un problema enredoso de acuerdo al nimero
de corrientes y variables de regulacién que deseemos definir. En este capitulo
pretendemos dar una alternativa a este problema por medio de modelos
reducidos. Empezamos definiendo uno de los modelos reducidos histdricamente
mas importantes, el modelo de FitzHugh-Nagumo, y describiendo algunas
de sus caracteristicas geométricas, en la primera seccién. En la sequnda
seccion definiremos el sequndo modelo, conocido como el modelo reflejado
de FitzHugh-Nagumo, que tiene una ligera modificacidn respecto al anterior,
misma que desencadena un mundo de diferencias dindmicas y geométricas.
La tercera seccion estarda dedicada a la matematizacion de los procesos
regenerativos y restaurativos, que definimos fisioldgicamente en la seccidn
1.5, y notaremos cudl de los modelos anteriores exdhibe comportamiento
regenerativo, cual, restaurativo, y cudl, ambos. Concluimos el sequndo capitulo
abordando uno de los problemas discutidos en el primero: la diversidad de
potenciales de accidn que presentan distintas células. Veremos cdmo dependen
estos tipos de excitabilidad de la regeneratividad o restauratividad, i.e., de
st la célula estd gobernada por procesos regenerativos o restaurativos, de
los modelos propuestos, y concluiremos que el Modelo Reflejado captura una
mayor cantidad de tipos fisioldgicos de excitabilidad.

El nimero de conceptos matematicos se incrementa hacia el final del
capitulo. Daremos una idea bdsica de cada uno en cuanto se mencione, pero
dedicamos el apéndice A a recordarlos y explicarlos formalmente. Procuraremos
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ofrecer tantas imagenes como sean posibles para facilitar la comprensién
geométrica de los conceptos.

2.1. El Modelo de FitzHugh-Nagumo

Los modelos basados en conductancia con los que trabajamos en el ca-
pitulo anterior tienen la ventaja de ser cercanos a los fenémenos bioldgicos
que deseamos predecir, en tanto que su motivacién y construccién obedecen
a la explicacién electrofisioldgica. Sin embargo, como notamos en la seccién
1.8, al considerar un gran ntimero de corrientes (con objeto de aproximarnos
al comportamiento fisiolégico) nuestro modelo se vuelve menos trabajable, en
particular si deseamos ver el cambio a nivel cualitativo que provoca la altera-
cion de corrientes individuales. En términos matematicos podemos resolver
esta complicacidn si proponemos sistemas equivalentes; es decir, si logramos
capturar el comportamiento cualitativo importante o de interés del sistema
original en uno mas simple y amigable a la labor.

Es justamente ése el papel de los modelos reducidos, que pretenden
aproximar el comportamiento de algin modelo basado en conductancia usando
ecuaciones mas sencillas o con menos variables. Un ejemplo de esto, con la
misma notacidn del capitulo 1, es el sistema dado por

CV =—g,(V—E)—gp(V—E)

, (2.1)
T(V)p = po(V) —p

que considera una corriente Ohmica de fuga /; y una corriente rdpida regulada
por voltaje /r4s¢ con una variable de activacion p y constante de tiempo
7(V). En caso de que 7(V) « 1, es decir, que la dindmica de la variable de
regulacién sea mucho mas rapida que aquélla del voltaje, podemos suponer
que la activacion es instantdnea, de manera que p aproxima muy rapidamente
su estado fijo ps(V). Esto nos lleva al modelo reducido

CV =—gu(V — E) — gpeo(V)(V — E). (22)

Hay dos diferencias notables entre (2.1) y su reduccién (2.2). La primera y
mas notable es el nimero de variables involucradas: la suposicién de activacion
instantdnea efectivamente elimina a p, lo que deja a (2.2) como un modelo
de una sola variable V. La sequnda es el precio que hay que pagar: 7(V) es
pequeia, pero distinta de 0, por lo que debemos esperar un error del orden
7(V) de (2.2) en comparacién con (2.1). Sin embargo, la simplicidad relativa
es un buen incentivo para usar (2.2) en lugar de (2.1).
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Otra forma de derivar modelos reducidos es por medio de similitudes
geométricas. Si la evolucidon de las variables en ambos sistemas, dadas sus
respectivas ecuaciones dindmicas, es suficientemente parecida sin importar
la condicién inicial podemos usar indistintamente un sistema o el otro y
quedarnos con aquél mas sencillo. El primer modelo a considerar bajo este
argumento geométrico es el modelo de FitzHugh-Nagumo, y mostramos una
derivacién del mismo desde la ecuacion de van der Pol. Considérese la ecuacion

diferencial lineal ,

dx dx

— +k—+x=0

dt? dt
donde x es una variable que oscila con respecto al tiempo y k es un factor
de amortiguamiento. Balthasar van der Pol modificé esta ecuacion alrededor
de 1920 por medio de un término no-lineal en lo que hoy se conoce como el

oscilador de van der Pol [3], que se rige por

d?x

d
W+c(x2—1)d—:+x:0 (2.3)

con ¢ > 0. Si a partir de esto definimos

X+x3
= -4+ = —x
y c 3

obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

)'(—c(y-i—x X3)
N E]

_ . L, 4 _2_1
y cdt2+XX X cdt2+dt(x )
Ccdt2 ¢ \de? -

El modelo de FitzHugh-Nagumo [17], propuesto como modelo por Richard
FitzHugh en 1961 y como circuito por J. Nagumo en 1962, se obtiene a partir
del sistema anterior tomando

X3
X:c(y+x—§+z)

(2.4)
—x—a+ by

y= c

con a, b constantes, b € (0,1), b < ¢ y 1 — %b < a, y z “intensidad de
estimulo”, que en general es una funcién del tiempo y hace las veces de la
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Figura 2.1: Comportamiento dindmico del potencial de membrana de acuerdo al
modelo de FitzHugh-Nagumo de acuerdo a distintos estimulos. En la imagen
se presentan picos generados por corrientes inyectadas positivas y negativas,
y un comportamiento sin estimular. Generado con el cédigo de la subseccidn
C22

corriente inyectada a la membrana. Alternativamente, el modelo se puede
describir de manera abstracta en la forma

v=f(v)—w+ !

w = a(bv — cw) (25)

donde v es una variable tipo voltaje que presenta retroalimentacidn positiva
sobre st misma por medio de una funcién cibica f(v), w es una variable de
recuperacidon que provee de retroalimentacion negativa lenta a v con dinamica
lineal, e / es un valor de estimulo.

El sistema en dos dimensiones
. v3
v=v———w+/

3 (2.6)
W = 0,08(v + 0,7 — 0,8w)

visto como caso particular de (2.4) y (2.5) con parametros determinados es
una simplificacién del modelo cuatro-dimensional de Hodgkin-Huxley (1.13)
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y es considerablemente mas facil de analizar que el original por el menor
numero de variables involucradas y la simplicidad de las ecuaciones que rigen
al sistema. La evolucion del voltaje, como se puede apreciar en la figura 2.1,
es similar a aquélla de HH, en tanto que a un Unico estimulo instantdneo
corresponde un Unico potencial de accidn, incluidos picos de rebote (cf. fig.
1.5). En (2.6) es sencillo constestar la prequnta de la existencia de puntos fijos
(seccidn A.1), es decir, de soluciones del sistema que se quedan constantes (no
varian) respecto al tiempo. Para hacer esto basta con considerar los lugares
en los que v, w = 0. Por (2.6), esto es equivalente a pedir que

3

Ozv—%—w+/

0=0,08(v+0,7—-0,8w)

lo que a su vez nos permite, de la sequnda ecuacidn, despejar a w en términos
de v de forma que
w =1,25v + 0,875

Sustituyendo w, obtenemos

V3

0= £} —0,25v—-0,875+/

Considerando que el término del lado derecho de la ecuacién corresponde
al polinomio p(V) = V3—3 —0,25v — 0,875 + I, el Teorema de Bolzano y el
comportamiento cubico de p nos garantizan la existencia de al menos un punto
vo donde p(vp) es igual a 0. En particular, (v, 1,25v + 0,875) es un punto fijo
de (2.6), y el Teorema Fundamental del Algebra nos garantiza que existen no
mas de tres puntos con esta propiedad; acabamos de aprender que existen
entre 1 y 3 condiciones iniciales para las que, de acuerdo con las ecuaciones
de (2.6), el voltaje y la variable de reqgulacidn permanecen constantes en el
tiempo.

La ventaja de trabajar con un sistema dos-dimensional es que podemos
observar el comportamiento geométrico de todas las variables involucradas
simultdneamente, sin necesidad de hacer proyecciones como en el caso del
modelo 4-dimensional de Hodgkin-Huxley. Por lo tanto, toda la evolucién
de v y w se puede visualizar con el plano fase del sistema (fig. 2.2, seccidn
A.2): aqui podemos notar los cambios en ambas variables gobernados por las
ecuaciones del sistema de acuerdo con la condicidn inicial elegida.

En particular, ya que estamos hablando en términos geométricos, podemos
describir las ceroclinas o nulclinas (seccién A.3), que es el conjunto de estados
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Figura 2.2: Plano fase para las ecuaciones del modelo de FitzHugh-Nagumo
con [ = 0. EL punto fijo se muestra relleno. Los puntos vacios corresponden
a condiciones iniciales. Las trayectorias, en lineas sélidas; las flechas sobre
ellas indican la direcciéon de recorrido. Las v— y w—ceroclinas se dibujan
punteadas. Generado con el cddigo de la subseccion C.2.1

donde al menos uno de los términos dindmicos se hace 0. Por ejemplo, la

. . . 3 .
v-ceroclina corresponde al conjunto donde v = v — % —w+ [ =0, es decir,

w=v— %3 + /, que es, en términos geométricos, una curva cubica. Debajo de
ésta, es decir, donde w < v — V; + /, sucede que 0 < v — V—; —w+ [ =v,porlo
que aqut la variable de voltaje es creciente respecto al tiempo, y andlogamente
arriba de la curva cubica, ie. w > v — V—; + /, sucede que v es decreciente
con el tiempo. De manera similiar, la w-ceroclina w = 1,25v 4 0,875 lineal
de pendiente positiva divide al plano fase en una zona donde w crece y otra
donde decrece.

El ejercicio de retratar las ceroclinas y estos dominios de monotonia
y de los puntos fijos descritos con anterioridad nos da una idea bastante
buena en términos geométricos de la evolucidn de las variables de acuerdo
con su condicién inicial. De hecho, en consideracidn al coeficiente 0.08 de la
segunda ecuacion de (2.6) y de la seccion 1.6, podemos decir que la dindmica
de la variable de recuperacién w es mucho mas lenta que la del voltaje, lo
que refleja la separacion fisioldgica de escalas temporales entre activacion e
inactivacion. Esto significa que en un lapso dado podemos esperar un cambio
mas grande de la variable v que de w, y que la trayectoria (seccién A.4) se
desplace mas en direccion del eje V' que del eje W. Esto sucederd hasta que
la trayectoria lleque a un punto donde el cambio de v es 0, es decir, en cuanto
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Figura 2.3: Comportamiento dindmico del modelo de FitzHugh-Nagumo. Las
lineas punteadas indican las ceroclinas y las curvas con flechas son las
trayectorias; extraida de [17]

llegue a la v-ceroclina. A partir de aqut el desplazamiento serd principalmente
en direccidn del eje W hasta que la trayectoria se aleje lo suficiente de la
v-ceroclina como para que la diferencia de escalas temporales permita que
los cambios en v dominen nuevamente (figura 2.3).

En particular, la forma cubica de la v-ceroclina crea ciclos de esta manera:
las trayectorias con condiciones iniciales por debajo de la cibica creceran en
v Yy mostrardn cambios principalmente en direccidn del eje V' (por la diferencia
de escalas temporales) hasta la v-ceroclina. Por la pendiente positiva de la
w-ceroclina, esta zona también corresponde al dominio de crecimiento de w,
ast que la trayectoria se desplazard sobre la v-ceroclina en direccidon positiva
del eje W, hasta llegar al maximo local de la curva cibica. El crecimiento
en w alejard a la trayectoria de la v-ceroclina. Como ya estamos “arriba”
de la v-cerocling, la trayectoria se desplazard principalmente en direccidn
negativa de V hasta toparse con la rama izquierda de la v-ceroclina. En el
camino cruzard la w-ceroclina, por lo que w comenzara a decrecer. El proceso
se repite, en el sentido contrario, hasta que la trayectoria llega al minimo
local de la cubica. En términos del voltaje, lo que acabamos de presenciar
es un potencial de accion (figura 2.1) ante un estimulo de depolarizacién
(la condicidn inicial), el voltaje se incrementa, durante un breve periodo se
mantiene constante y luego disminuye para regresar al estado original. Este
es justamente el fendmeno que esperdbamos observar. Es digno de notar toda
la informacion que hemos obtenido considerando el modelo reducido.
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2.2. El Modelo reflejado de FitzHugh-Nagumo

El modelo de Hodgkin-Huxley considera tres corrientes: una persistente
de K*, una transitoria de N* y una corriente 6hmica de fuga requlada por
Cl™. Una pregunta interesante es qué sucede con el comportamiento de las
variables si agregamos mas corrientes. En particular, agregar un canal de
Ca®* tipo L al modelo anterior produce 3 nuevos comportamientos que se
observan en neuronas[10]:

= Latencia: La generaciéon de rdfagas de potenciales de acciéon muestra
un retraso temporal con respecto a la corriente introducida,

= Oscilaciones de meseta: Los potenciales de accidn ocurren en estados
mas depolarizados que el reposo: el potencial de membrana se depolariza
antes de presentar las réfagas, creando asi mesetas', y

= Potenciales post-depolarizacion: Al terminar una réfaga se presen-
ta una pequefa depolarizacién (ADP)?antes de terminar la meseta y
regresar al potencial de reposo (fig. 2.4, derecha superior).

Este nuevo modelo HH+/-, debe tener al menos 5 variables: las 4 del
modelo de Hodgkin-Huxley y una para las puertas de activacion de la corriente
de Ca®*. Este modelo esta definido por las ecuaciones

CV =lopp = Grgm*h(V = Eng) = Gen*(V — Ex) =G, (V — E1)
_§Cad(v - ECG) + /pump
it = ay(V)(1 = n) = Ba(V)n

m = a,(V)(1 —m)—By(V)m (2.7)
h=ay(V)(1 = h)—Bu(V)h
g deo(V)—d

(V)

donde la primera parte de la primera ecuacién y las siguientes 3 las podemos
recordar de la dindamica de (1.13); equivalentemente se pueden usar las
ecuaciones para n, m y h dadas en la seccién 1.8. La ultima parte de la
primera ecuacién considera, como efecto del Ca’*, una corriente de bombeo
lump Y el efecto de una corriente /¢, con un canal de activacién d. La dindmica
de esta variable estd dada por la ultima ecuacién del conjunto, que a su vez

! Plateaus
2Por sus siglas en inglés, After-depolarization potential
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Figura 2.4: Comparacién entre el modelo de Hodgkin-Huxley (izquierda) y
el efecto de agregar una corriente de Ca?*. A: comportamiento del poten-
cial de membrana ante los mismo impulsos rectangulares. B: Plano fase
a distintos valores de /,,,; la V-ceroclina se dibuja sdlida; la n-ceroclina,
punteada. En ambos casos se sefialan las latencias, mesetas y potenciales
post-depolarizacidn; extraida de [10]
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hace uso de una funcidn de estado fijo d., y una constante de tiempo 7y,
definidas por

1

doo(\/) = 1+ ef(v;55)
—(V+45)

Td(\/) =17e 0 4+ 15

En la figura 2.4 A podemos apreciar diferencias cualitativas en los compor-
tamientos de HH y de HH+/¢,, exhibiendo las 3 nuevas propiedades antes
descritas. La parte derecha de dicha imagen corresponde a la dindmica del
nuevo modelo. Los planos fase de la parte derecha de la figura 2.4 B se
obtuvieron de hacer una reduccidon en dos dimensiones del Modelo HH+/,
con las siguientes tres consideraciones:

= L a activacion de sodio puede suponerse instantdnea, tomando m =
Moo (V)

= Las variables h y n estan relacionadas por la ecuacién afin h +1,1n =
0,89 [32], de donde es posible despejar h = 0,89 —1,1n

= Usando la correlacidn entre las puertas de activacion de potasio y calcio
[10] se toma d = n® y g, = 2,7

efectivamente restando 3 dimensiones al modelo y con variables restantes V
y n.

La dindamica de HH+/q, presenta diferencias con la del modelo HH
gracias a la presencia de /. Cuando /,,, = 0 se observa un pico seguido
de una depolarizacion (ADP) antes del regreso al estado de reposo. En el
plano fase inferior la corriente aplicada se ha elevado a /,,, = 12. Partiendo
del reposo, el potencial experimenta un lapso de lento crecimiento (latencia)
sequido de potenciales de accion a valores de voltaje mayores al reposo
(mesetas).

La estructura geométrica del plano fase en presencia de /¢, se puede
capturar en el Modelo Reflejado de FitzHugh-Nagumo [18] (figs. 2.5 y 2.6;
cf 2.3 para una constraste grafico y el origen del término “reflejado”) y esté
definido por

3
. v 2
V:V—g—n +lapp

(2.8)

n = &(Ne(v) — n + ng)
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Figura 2.5: Diferencias de la v-ceroclina en el Modelo Reflejado a distinso
valores del pardmetro /. La parte negativa que se genera en | < % ocasiona
una curva disconexa.

donde v es la variable de voltaje, n es la variable de recuperacion, /,,, es
la corriente aplicada, € indica la diferencia en escalas temporales, ny es un
pardmetro de posicidn para n y ny(V) es una funcién sigmoidal que hace las
veces de funcidn de estado fijo, definida por

2

Neo(V) = 3 s

(2.9)

La n-ceroclina de este modelo esta dada por
n = ne(v) + no

que resulta en la grafica sigmoidal antes discutida. Los parametros ng y Vj
desplazan vertical y horizontalmente, respectivamente, a la curva sigmoidal.
Esta funcién es creciente y tiene por limites al infinito a ny y ng + 2. De
manera similar al andlisis de (2.6), la variable n decrece arriba de la sigmoidal
y crece por abajo. En particular, la regidn del plano

Sne = {(V,n)|n € [ng, no + 2]}

resulta atractiva e invariante. La v-ceroclina se define de manera similar, pero
el término cuadrdtico modifica las propiedades geométricas del objeto con
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Figura 2.6: Plano fase para el Modelo reflejado. Los potenciales periddicos
corresponden a un ciclo limite; el estado fijo, a un punto de equilibrio atractor.
Generado con el cddigo de la subseccion C.4.1

respecto al Modelo FHN; de hecho, todo lo nuevo en este modelo proviene de
n®. La v-ceroclina queda definida como

lo que es equivalente a

0l =\Jv =5 + lopy (2.10)

lo que tiene valores reales siempre que el radicando sea no negativo. Consi-
deremos el polinomio ctubico en la variable v

3
v
p(V) = V_§+/app

y notemos que tiene puntos criticos definidos por
piv)=1-v*=0eve{-11}
En particular, los intervalos de monotonia estan definidos por

pPiv)=1-v’ <08 1<|v|eveE (-0 —1)U(1,00)
pPv)=1—-v*>0a1>|v|eve(-1,1)
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por lo que en el punto critico vy = —1 hay un cambio de monotonia de
decrecimiento a crecimiento, es decir, en vy = —1 hay un punto minimo local.
Notemos también que

(=1)°

p(VO) = P(_1) =-1- T + /app =—1+5+ Iapp =—5+ lapp

ast que el signo del minimo local depende del parametro /,,,, de manera que
Stlgpp = I" = % entonces p(—1) = 0. ;{Qué significa esto en términos de
nuestra v-ceroclina? El término cuadratico de (2.9) (o, andlogamente, el valor
absoluto de (2.10)) hace que la v-ceroclina sea simétrica respecto al eje V
(fig. 2.5). Cuando /,p, > I*, el minimo local de p es positivo y el radicando de
(2.10) es positivo alrededor de ese punto, por lo que no interseca a su reflexion
respecto al eje V. Cuando /,,, = I*, el minimo de p es 0 y al reflejarse por
el eje V se dibuja una pequeia cruz antecedida por una rama de pardbola
y sucedida por el maximo local. Finalmente, cuando /,,, < /*, el minimo de
p es negativo y el lado derecho de (2.10) se indefine. La ceroclina se queda
con la rama positiva anterior y la posible zona positiva posterior alrededor
del maximo local, ast que se obtiene una curva disconexa conformada por una
rama de parabola no acotada y una curva cerrada similar a una circunferencia.
El plano fase del Modelo Reflejado (fig. 2.6) es geométricamente equivaleente
al plano fase del modelo reducido HH+/¢, [18].

En el modelo HH+/, ocurre de hecho una transformacion similar de la
ceroclina del potencial de membrana. Regresando a la figura 2.4, del lado
derecho, en los planos fase, se puede apreciar que la V-ceroclina (en ambas
dibujada como linea sélida) es geométricamente distinta; el valor /,,, = 0
da origen a una V-ceroclina disconexa, mientras que cuando /,,, = 12 la
ceroclina se puede asociar con la parabola reflejada del modelo (2.8) (la parte
negativa se omite, de ahi que no se aprecie la forma completa).

Por lo tanto, el valor /,,, = I* sirve como divisién entre dos caracteristicas
geométricas distintas para las v-ceroclinas, y debemos esperar comportamien-
tos dindmicos distintos cerca de este valor. Lo mismo ocurre en HH+/¢, para
algin valor I* € (0,12). Antes de profundizar en esto, es necesario mencionar
una de las diferencias mas importantes entre el modelo reqular de FitzHugh-
Nagumo y el modelo reflejado en términos de uno de los conceptos fisioldgicos
mencionados en el capitulo anterior.
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Figura 2.7: Comportamiento del potencial de membrana segun el Modelo de
HH+/c,. Se consideran tres corrientes inyectadas distintas. La primera parte
de la simulacidn se hace a una corriente base de /| = 13 en silencio y el
estimulo de / = 18 desencadena potenciales de accion. La siguiente parte
regresa | = 13 y y un siqguiente estimulo a / = 8 apaga los potenciales de
accion, regresando a silencio. Esto demuestra la presencia de biestabilidad
en el sistema. Generado con el cddigo de la subseccion C.3.1

2.3. Retroalimentacion en modelos reducidos

Continuando con el simil hecho entre el modelo reflejado de FitzHugh-
Nagumo y HH+/¢,, buscaremos entender las similitudes entre ambos en
lo que a evolucion de las variables se refiere. Para ello nos sirve recordar
la discusion presentada en la seccién 1.5 sobre procesos regenerativos y
restaurativos. Por ejemplo, en HH+/c, ya hemos mencionado la presencia de
potenciales en mesetas, ADPs y biestabilidad. Estos nuevos comportamientos,
ausentes en la dindmica de HH, se deben a haber agregado una corriente de
Ca* (fig. 2.7).

En la seccidén 1.5 clasificamos las distintas variables de requlacion en
términos del signo de la retroalimentacion con el cual actiian sobre V. Las
variables regenerativas proveen una retroalimentacidn positiva: variaciones
positivas de V inducen, a través de estas variables, variaciones positivas
sobre CV. Las variables restaurativas proveen retroalimentacién negativa:
variaciones positivas de V inducen, a través de estas variables, variaciones
negativas en la derivada del potencial de membrana. De acuerdo con esto,
una variable en HH+/c, asociada a procesos regenerativos seria aquélla
involucrada en la activacidon de /¢,; en cambio, para los procesos restaurativos,
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nuevamente recordando la seccidn 1.5, nuestro candidato es la activacion de
Ix.

Nuestro objetivo es analizar como las variaciones del potencial de mem-
brana inducen cambios en la forma en como varia el potencial de membrana,
i.e., predecir variaciones futuras del voltaje de acuerdo a cdmo varia en tiempo
presente. En términos matematicos esto se resume en

A%

oV’
Los modelos basados en conductancias que usamos en este texto nos
auxilian en este cdlculo por medio de una variable adicional. En este caso
nos interesa saber la retroalimentacidn que surge entre el potencial de

membrana y alguna variable de requlacién n, de manera que los términos de
retroalimentacidon que discutiremos son de la forma

oV oi
on oV’

donde n es una variable de requlacidn del sistema.

El ejemplo antes discutido de /k nos da una manera bastante intuitiva
de matematizar el concepto de regeneratividad. Lo que nos importa es que el
cambio en la derivada del potencial de membrana v con respecto a la variable
de regulacion n tenga el mismo signo que el cambio en la derivada de n
con respecto a v, por lo que definimos matematicamente que una variable de
recuperacién n sea regenerativa o cooperativa [18] en un punto Xy cuando

ov on
——(Xp) > 0. 211
=20 (%) 211)

Asimismo, definimos restauratividad o competitividad cuando estos cam-
bios tienen signos contrarios; es decir

%%(Yo) < 0. (2.12)
Puntualmente, i.e. en el punto Xxp, estas definiciones resultan excluyentes, en
tanto que estamos midiendo la retroalimentacién total y no estamos contando
subprocesos individuales (pues no tenemos las herramientas para tal). La
pregunta inmediata y natural ante esta definicion es iqué variable en qué
modelo exhibe qué clase de retroalimentacidn?
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Consideremos el modelo de FitzHugh-Nagumo definido por (2.6). Notemos
que

av

a—W(V, W) = —1,
ow

E(V, W) = 0,08,

pues la primera ecuacidn so6lo contiene un término lineal —w cuya derivada
respecto a w es distinta de 0, y el coeficiente de v en la segunda es 0,08 >
0. Por (2.12), concluimos que el comportamiento global de w en (2.6) es
restaurativo.

Por el contrario, si consideramos el modelo reflejado definido por (2.8)

podemos notar que

on 10e =20

E(V' n) = (1 + 675(v7V0))2 > 0.
Como este término es positivo Vv € R, la regeneratividad o restauratividad
depende del sequndo factor. Justamente es aqui donde cambia todo respecto
al modelo original de FitzHugh-Nagumo, puesto que

ov

%(v,n) = —2n,

por lo que el signo de este factor cambiard con el semiplano (positivo o
negativo) respecto a n. En particular, la forma sigmoidal de la funcidn de
estado fijo define un dominio [ng, ng + 2] para la variable n. El variar ng nos
permitird, por lo tanto, acceder a zonas donde n es regenerativa (n < 0) y
donde es restaurativa (n > 0); por ejemplo, si ng > 0O la variable de regulacién
serd siempre restaurativa, mientras que ng + 2 < 0 garantizara una zona
de comportamiento regenerativo (figura 2.8). Fisioldgicamente deberiamos de
tener problemas con que la variable de requlacion tome valores negativos,
sin embargo un cambio afin de coordenadas puede llevarnos de [ng, ng + 2] a
[0, 1], asi que la consideracidn del signo negativo es simple formalismo.

La aparicién del término cuadratico en (2.8) nos ha llevado a diferencias
geométricas y del comportamiento de la variable de requlacién. Ahora sabemos
que alterando el pardmetro /,,, podemos cambiar la forma de la v-ceroclina,
y que modificando a ny obtenemos retroalimentacidon positiva y negativa.
Todo esto es nuevo con respecto al modelo de FitzHugh-Nagumo, que sélo
presenta comportamiento restaurativo y cuya v-ceroclina tiene forma cubica.
Pretendemos concluir este capitulo contestando a la siguiente pregunta: {Qué
consecuencia tiene el término n? para el comportamiento de v y la generacién
de potenciales de accion en el modelo reflejado?
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Figura 2.8: Comparacidn entre la cooperatividad y competitividad del modelo
del modelo reflejado para distintos valores de la ventana fisioldgica. Modificar
el valor ny da acceso a ventanas donde la variable n cambia su regeneratividad,
de manera que ng > 0 nos reproduce la misma excitabilidad que el modelo
reqular; extraida de [18]

2.4. Tipos de Excitabilidad

Iniclamos este texto mencionando la importancia de la excitabilidad en
términos computacionales: definimos a la neurona como una célula excitable
capaz de comunicarse con otras, y nos concentramos en el problema de la
generacidon de potenciales de accién. Lo interesante aqul es que no todas
las neuronas disparan potenciales de la misma forma y ante los mismos
estimulos. De esto concluimos naturalmente que debe haber mas de un tipo
de excitabilidad, con condiciones de disparo y caracteristicas propias.

El resultado mas importante de esta seccidn se obtiene del modelo
reflejado (2.8), y sostiene que éste representa 5 tipos de excitabilidad, de
los cuales 3 son restaurativos y 2, regenerativos [18]. Los primeros 3 sélo
requieren de la rama superior de la v-ceroclina para ocurrir, por lo que también
pueden apreciarse en el modelo restaurativo (2.6). Adicionalmente, veremos
que la “cruz” que se forma en (2.8) cuando /,,, = " = % constituye un
punto de bifurcacidn entre los distintos tipos de excitabilidad, y que pequefas
perturbaciones de este estado nos llevan a comportamientos cualitativamente
distintos. Para continuar es necesario recordar algunos conceptos mas, como
son estabilidad, ciclo limite y bifurcaciones. Definiremos con calma éstos en
las secciones A5, A.6 y A.9, respectivamente, pero nos permitiremos explicarlos

brevemente conforme aparezcan.

Ya hemos mencionado que deben existir distintos tipos de excitabilidad
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Figura 2.9: Distintas bifurcaciones en el modelo reflejado. Dado /,,, = %,

es facil pasar de un comportamiento a otro modificando a V y ng, es de-
cir, moviendo la sigmoidal. Puntos rellenos: puntos estables. Puntos vacios:
inestables. Puntos a medio rellenar: bifurcaciones; extraida de [18]

a nivel fisiolégico. Una pregunta interesante en este caso seria /como se
cambia de un tipo de excitabilidad a otro? Tomemos, por ejemplo, el modelo
de FitzHugh-Nagumo definido por (2.6). Hemos dicho que este modelo puede
tener entre uno y 3 puntos fijos, y esto depende de la pendiente de la w-
ceroclina: tiene uno si la pendiente es pequefia, y mas si la pendiente es
suficientemente grande. Por un argumento de continuidad® debe haber un
punto “limite”, un valor del parametro-pendiente en donde haya un cambio en
el numero de puntos fijos. De encontrar tal valor, estariamos en presencia de
una bifurcacion, que es un cambio cualitativo del comportamiento dinamico
del sistema a través de la variacion de uno o mas pardmetros (pardmetros de
bifurcacion), como puede ser la aparicidn o delecién de puntos fijos o ciclos
limite o el cambio (o intercambio) de sus estabilidades.

Situémonos ahora en el modelo reflejado. Si hacemos /,,, = I = %
estaremos en la situacion de que la v-ceroclina forma una cruz al reflejarse
en el eje V. Desde aqui podemos conseguir varios tipos de bifurcaciones, de-
pendiendo de cdmo desplacemos la sigmoide correspondiente a la n-ceroclina

3Aqui el uso de la palabra “continuidad” es mas romantico que formal. Por conexidad, no
puede haber una funcién continua de un conexo a un espacio discreto cuando ambos tienen
mas de un elemento.
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Figura 2.10: Regiones en el plano (Vo, no) X {lsp, = [;,,} = donde se da
cada tipo de excitabilidad y sus respectivos diagramas fase. Se especifican
las bifurcaciones para pasar de una excitabilidad a otra. Notacion como en
la figura 2.9. SN: Silla-nodo. TN: transcritica. Cuadro negro: tridente. Se
aprecia el papel como centro organizador de ésta Gltima; extraida de [18]

por medio de Vj y ng (figura 2.9). Una de estas posibles bifurcaciones es
llamada tridente o pitchfork, y sucede cuando surgen dos puntos fijos nuevos
a partir de un tercero. En el modelo reflejado, la bifurcacién tridente juega un
papel de conexidn entre los distintos tipos de excitabilidad: el cambio entre
tipos de excitabilidad requiere una bifurcacidn transcritica (intercambio de
estabilidad entre dos puntos de equilibrio) en el desplieque universal [19] del
tridente, que sirve como centro organizador (figura 2.10) de los distintos tipos
de excitabilidad [18].

A continuacion describiremos los tipos de excitabilidad presentes en el
modelo reflejado de acuerdo con su regeneratividad o restauratividad. Por
las observaciones hechas en la seccion 1.6, consideramos que la evolucidn
de las variables de regulacién es mucho mas lenta que las del voltaje (e,
] < [V]).

2.4.1. Excitabilidad restaurativa

Empezaremos por discutir los tipos de excitabilidad que ocurren cuando
la variable de requlacidn es restaurativa, es decir, cuando
oav on <
dn dv
En particular, para el modelo reflejado esta condicion se da en el semiplano
superior {(v, n)|n > 0}, y sélo requiere de la mitad positiva de la v-ceroclina,
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por lo que estos comportamientos también se aprecian en los modelos tipo-
FitzHugh-Nagumo. Este tipo de excitabilidad es de los mas estudiados en la
literatura.

Tipo I: Silla-Nodo en un ciclo invariante

Supongamos que tenemos tres puntos fijos en la mitad superior de la
v-ceroclina, de manera que el que estd posicionado mas a la derecha se
encuentra entre el maximo y minimo local de la curva. De izquierda a derecha,
el primero es estable, el sequndo es un punto silla y el tercero es inestable.
Las trayectorias que empiezan cerca del punto silla, a su derecha, tendran
un recorrido como el que ya hemos descrito: se desplazaran hacia la derecha
hasta chocar con la v-ceroclina, subiran por ella hasta el maximo local y luego
se desplazaran hacia la izquierda hasta volver a chocar con la v-ceroclina.
Finalmente bajaran por ella hasta que el punto fijo estable de la izquierda las
atraiga. De hecho, la variedad inestable (seccion A.8) del punto silla presenta
curvas heteroclinas (seccidn A.7) que la unen al punto estable, de manera que
empezar muy cerca del punto silla, a su izquierda, la lleva al punto estable.
Al disminuir a I, el punto fijo estable y el silla se empiezan a acercar,
hasta que, en un valor /., = Isnic los puntos chocan en una bifurcacién del
tipo nodo-silla sobre un ciclo invariante. En este valor particular hay dos
puntos fijos que son el punto inestable anterior y la silla-nodo, que repele
por un lado (el de la silla) y atrae por el otro (el del punto estable). En
particular, la heteroclina que mencionamos antes se convierte en homoclina
y conecta a la silla-nodo consigo misma. En valores posteriores de /,,,, la
silla nodo desaparece y deja en su lugar al punto inestable de antes y la
homoclina se convierte en una drbita periddica. El comportamiento de las
soluciones del sistema cerca de la bifurcacién silla-nodo anterior es conocido
como excitabilidad Tipo I. Se observan las siguientes propiedades.

= Picos todo-o-nada. En el punto fijo estable (estado de reposo), estimulos
pequeiios regresardn inmediatamente a la trayectoria al reposo. Sélo
impulsos que logran “cruzar” al punto silla provocaran potenciales de
accion, por lo que este tipo de excitabilidad tiene un umbral bien definido

(lapp = Isnic).

= Picos de baja frecuencia. En la érbita periddica, un incremento de /,p,
hara que el ciclo se rompa para dar a lugar a la silla-nodo. Para que
esto suceda es necesario que la frecuencia del ciclo disminuya hasta
hacerse 0.



Tipos de Excitabilidad 63

Tipo Il: Hopf

Consideremos el caso en que existe un unico punto fijo que se encuentra
entre el maximo y el minimo local de la rama superior. Este punto es inestable.
Las soluciones que partan cerca de él se alejan, chocan con la v-ceroclina y
recorren sus ramas periddicamente. Con esto intuimos la existencia de un ciclo
limite atractor que produce potenciales de accidn constantemente. Disminuir
el valor de /,,, hara que el punto inestable se recorra hacia la izquierda de la
v-ceroclina, hasta que en un valor /,,, = Iy,pr el punto fijo lleque al minimo
de la curva. Aqui tenemos una bifurcacion de Hopf, en la que el ciclo limite
que estaba alrededor del punto fijo desaparece, y el punto inestable se vuelve
estable. El comportamiento previo a la bifurcacién de Hopf se conoce como
excitabilidad tipo Il. Se aprecian las siguientes propiedades en este tipo de
excitabilidad.

s Umbral no definido. Cerca de la bifurcacién la amplitud del ciclo limite
tiende a 0, lo que imposibilita definir un umbral para la generacién de
potenciales de acciodn,

= Oscilaciones subumbrales. Cerca de la bifurcacion en valores menores
a lnopr las trayectorias presentan oscilaciones amortiguadas hacia el
punto fijo con la frecuencia natural de la bifurcacién (referente a la parte
imaginaria de los valores propios del sistema complejificado).

» No hay disparos de baja frecuencia. La frecuencia de las oscilaciones
del ciclo limite es (casi) independiente de la corriente aplicada,

» Frecuencias preferidas. En la bifurcacidn, las soluciones que empiecen
cerca del punto silla lo rodeardn lentamente siguiendo el comporta-
miento oscilatorio subumbral. Si se aplican cadenas de corrientes cuya
frecuencia resuene con la frecuencia de la bifurcacidn se generard un
potencial de accidn. En contraste, si aplicamos la nueva corriente, por
ejemplo, a la media vuelta, reduciremos la amplitud de la oscilacién y
retrasaremos la aparicidon del potencial de accidn.

s Potenciales post-inhibitorios. Aplicar trenes de corrientes resonantes
inhibidoras puede producir potenciales de accion en forma similar a
como se expuso en el inciso anterior.

» Biestabilidad en caso subcritico. Cerca de la bifurcacidn el sistema
presenta una pequefa regidn de biestabilidad de orden O(e%): cone >0
pequeia. El tamafo reducido de la regidn hace que la biestabilidad sea
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poco robusta a factores externos (ruido), por lo que este comportamiento
no se considera bioldgicamente relevante.

Tipo Il

En el caso que presenta un Unico punto fijo en la rama positiva de la
v-ceroclina antes del minimo local, este punto resulta ser estable. Partiendo
de este estado de reposo, inyectar corrientes pequefas lanzard a la trayectoria
hacia la derecha lo que nos deja “arriba” de la v-ceroclina. Aqut la variable
v decrece y la trayectoria regresa al reposo. Sin embargo, si la corriente es
suficientemente grande, la trayectoria cruzara la v-ceroclina hasta encontrarse
“debajo” de ésta, donde v es creciente, y hard el recorrido del choque de
las ceroclinas hasta regresar al reposo, generando ast un Unico potencial de
accion. A este comportamiento se le conoce como excitabilidad tipo I, y se
considera que es una versidn menos excitable del Tipo |l. Ademds del umbral
definido (el cruce de la v-ceroclina) y del pico todo-o-nada, la excitabilidad
tipo Il presenta las siguientes caracteristicas.

= Deteccion de pendientes. La necesidad de impulsos abruptos para la
generacidn de potenciales de accidn en este tipo de excitabilidad lo
hace un filtro de alta precisidon para detectar impulsos en rampa.

= Resonancia estocastica dependiente de la pendiente. Hasta el momen-
to no hemos considerado términos estocasticos en nuestros modelos.
En presencia de ruido, la excitabilidad Tipo Ill es mds sensible a la
frecuencia y pendiente del estimulo que a su amplitud, de manera que
el fendmeno de resonancia estocastica exhibe propiedades de filtrado
distintas que en los tipos de excitabilidad anteriores.

2.4.2. Excitabilidad regenerativa

La excitabilidad regenerativa se da cuando la interaccion entre v y la
variable de requlacidén n es regenerativa, i.e.,

ov on
a—na(v, n) > 0

que en el caso del modelo reflejado es cuando n < 0. Por lo tanto, esta
excitabilidad involucra a la mitad inferior de la v-ceroclina y no es observable
en el modelo reqgular de FitzHugh-Nagumo.
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Tipo IV: Silla-homoclina sinqularmente perturbada

Consideramos primero el caso en que el sistema tiene tres puntos fijos, y
sdélo uno de ellos, el de la extrema derecha, pertenece a la rama superior de
la v-ceroclina. De la misma manera que en el Tipo I, los puntos fijos son, de
izquierda a derecha, estable, silla e inestable. Si /,,, < I*, la v-ceroclina estd
conformada por dos curvas ajenas y disconexas. En este caso, una trayectoria
que choque con la parte derecha de la v-ceroclina la recorrerd hasta llegar al
punto fijo (reposo) en lugar de completar una vuelta. En principio esto también
debera pasar si el minimo local (ahora st presente) de la v-ceroclina y su
reflejado estén lo suficientemente cerca. Este comportamiento se rompera en
un valor Iy, = Isyy para el que se presenta una bifurcacién silla-homoclina,
después de la cual la separacidn entre el minimo local y su reflejado permiten
la formacidn del ciclo limite (figura 2.11). EL nombre de esta bifurcacién esta
basada en que el ciclo limite se origina en una homoclina que empieza y
termina en el punto silla. Tras la bifurcacidn, las soluciones que empiezan
cerca y a la derecha del punto silla tenderdn al ciclo limite atractor, generando
asl potenciales de accion. Dependiendo de la posicidn de la solucién dentro
del ciclo limite es posible “apagar” la generacidén de potenciales de accidn
con un estimulo conveniente que termina con el comportamiento ciclico y lleva
la trayectoria al punto fijo estable.

Esta configuracién de puntos fijos puede presentar otras dos bifurcaciones,
ambas del tipo silla-nodo. La primera es en un valor /,,, = Isn.,p cuando la
v-ceroclina esta conformada por curvas disconexas, y conlleva el choque y
desaparicidn de la silla y el punto inestable, convirtiendo asi al punto estable
en un atractor global. La sequnda se alcanza en /,,, = Isn,down cuando la
v-ceroclina es conexa, y se da al chocar el punto estable con el silla. Después
de la bifurcacidn, en valores cercanos a /opp, = Isn,down, podemos apreciar las
ruinas del atractor®, en donde las soluciones presentan un comportamiento de
cuasi-reposo antes de acercarse al ciclo limite atractor.

El comportamiento cerca de estos tres valores /sy, Isn.down © Isn,up S€
denomina excitabilidad tipo IV. A continuacidon describimos algunas de sus
caracteristicas, que nos sonaran familiares del modelo HH+/¢,.

= Biestabilidad entre reposo y generacién de picos. Cuando /sy < /,,, <
Isn,down €l sistema presenta un punto fijo estable y un ciclo limite de
relajacion.

» Latencia. Pasando la bifurcacion silla-nodo de /sy gown, las soluciones
que empiezan cerca de las ruinas de los puntos fijos presentaran el
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Figura 2.11: Diagrama de bifurcacién (seccidn A.10) de la excitabilidad tipo IV
con sus respectivos comportamientos dindmicos. Arriba: diagrama de bifurca-
cion. Los puntos inestables estan marcados con lineas punteadas, y los puntos
estables con lineas continuas delgadas. Las lineas continuas gruesas marcan
la amplitud de un ciclo limite. Las lineas verticales denotan las bifurcaciones.
SN: silla-nodo. SH: Silla-homoclina. Abajo: Planos fase caracteristicos de
acuerdo al valor de /,,,. Cruz: silla. Linea verde: variedad estable de la silla
nodo. Linea azul: ciclo limite. Linea negra gruesa: trayectoria particular. Linea
continua delgada: v-ceroclina. Linea punteada: n-ceroclina. Se sefala el ADP
y la latencia (sombreado azul); extraida de [18]
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Figura 2.12: Diagrama de bifurcaciéon para la excitabilidad tipo V cuando la
bifurcacion de Hopf sucede después de la silla-nodo. Notaciéon como en 2.11.
HB: Hopf; extraida de [18]

comportamiento de cuasi-reposo que comentamos. Esto provoca una
diferencia temporal entre el inicio de la medicién y la aparicion de
potenciales de accidn, es decir, latencia.

s ADP. Las soluciones que tienden al punto fijo estable, antes de llegar a
él, se acercan brevemente al punto silla para luego encontrarse con su
variedad inestable. Como el punto silla se encuentra mas a la derecha que
el punto estable, esto tiene como consecuencia un pequeiio incremento
en v antes de llegar al reposo.

Tipo V: Silla-silla

Ya hemos mencionado que, al considerar la regién regenerativa del es-
pacio de parametros, el modelo puede presentar dos bifurcaciones silla-nodo.
Adicionalmente, de la misma manera que entre las excitabilidades Tipo Il y

4Término dindmico usado para referirse al comportamiento cuasi-atractor de un punto en
vecindades del espacio paramétrico cercanas a una bifurcacién en la que desaparecid un
punto atractor. En presencia de ruinas, las variables del sistema se acercan a la vecindad
del desaparecido atractor y oscilan en ella hasta alejarse. Son testimonio de la memoria
paramétrica que guardan los sistemas dindmicos [46]
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Figura 2.13: Diagrama de bifurcacién para la excitabilidad tipo V cuando la
bifurcacion de Hopf sucede antes de la silla-nodo. Notacién como en 2.11.
HB: Hopf; extraida de [18]

Tipo Ill, el ciclo limite y el punto inestable dentro de él pueden desaparecer
en una bifurcacion de Hopf para algun valor /,,, = Iypr, dejando asi un punto
fijo estable. La combinacion entre las bifurcaciones silla-nodo y la de Hopf
nos lleva a distintos comportamientos, dependiendo de qué ocurra primero.
Partamos de la existencia de un punto fijo estable en la zona regenerativa (figs.
212, 213). Lo primero que debe ocurrir es la bifurcacién silla-nodo cuando
lapp = Isn,up, de lo que se obtienen un punto silla y un punto estable. Tenemos
asl dos puntos estables, llamados up-state (arriba) y down-state (abajo), con
la variable estable del punto silla a modo de separatriz. Si la bifurcacién
silla-nodo en /,,, = Isn,down OcCurre primero, el punto estable original choca
con el silla y deja ruinas que provocan latencia, en conjunto con el sequndo
punto estable, que invariablemente desaparece en la bifurcaciéon de Hopf
(figura 2.12). Si la bifurcacion de Hopf ocurre primero, el punto estable pierde
su estabilidad y deja un punto inestable y un ciclo limite atractor, como en
el Tipo IV, que coexiste con el punto estable original, hasta que ocurre la
segunda bifurcacidn silla-nodo (figura 2.13). Este comportamiento define la
excitabilidad tipo V, y presenta las siguientes caracteristicas.

= Biestabilidad. La excitabilidad tipo V permite la coexistencia de dos
atractores cuando /op, < Isn.down, Ya sean dos puntos fijos o un punto
fijo y un ciclo limite (en caso de que la bifurcacidn de Hopf ocurra antes
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Figura 2.14: Representacidn de la transicion entre regenaritivad y restaurati-
vidad en el Modelo Reflejado por medio de una bifurcacién transcritica. Las
lineas punteadas y sélidas corresponden a ceroclinas. Los puntos rellenos
corresponden a puntos de equilibrio: el mas claro, a regeneratividad, el mas
obscuro, a restauratividad, y el relleno a la mitad, a la bifurcacién transcritica.
Extraida de [20]

de la segunda silla-nodo).

= Latencia. La segunda bifurcacién silla-nodo, igual que en el Tipo IV,
deja ruinas de atractores.

m Potenciales de meseta. Los puntos fijos down-state y up-state tienen
distintos valores de voltaje. Partiendo del down-state, inyectar una
corriente instantdnea lo suficientemente fuerte para cruzar la separatriz
tiene como consecuencia que la solucidn choca con la v-ceroclina y se
va al estado de reposo en up-state. Como el potencial de membrana
aqut es ligeramente mayor, las oscilaciones producidas aqut se haran a
un nivel promedio mayor que el de down-state, lo que genera la meseta.

2.5. Transicion entre excitabilidad regenerativa y
restaurativa

Una bifurcacién transcritica ocurre cuando dos puntos de equilibrio inter-
cambian su estabilidad sin desaparecer [45]. La transicién entre excitabilidad
regenerativa y restaurativa involucra una bifurcacion transcritica (fig 2.14).
Como hemos hecho notar, la diferencia principal en términos geométricos entre
estos dos tipos de comportamiento es que la mitad inferior de la v-ceroclina
alberga puntos criticos, pues de otra manera nos estamos limitando a la
dindmica tradicional del modelo de FitzHugh-Nagumo que es meramente
restaurativa. Asi, es necesario mover al menos un punto critico de la rama
superior a la rama inferior para empezar a hablar de regeneratividad.
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Consideremos una transicidn entre las excitabilidades Tipo | (restaurativa)
y Tipo IV (regenerativa). Para pasar de una a otra sin perder los puntos
criticos en una silla-nodo (la preservacion de puntos criticos es necesaria
para la bifurcacidn transcritica) se modifica la corriente aplicada hasta el
valor /g, = % = [* donde las ramas de la parabola se intersecan. De acuerdo
con la figura 2.10, en esta situacién ambas excitabilidades exhiben un punto
silla, un nodo atractor y un foco inestable, y ambas tienen a este Ultimo en la
rama superior. Al desplazar la n-ceroclina verticalmente mantenemos el foco
inestable en la parte superior, pero la silla y el nodo se mueven hacia la rama
contraria. Para un cierto valor de ng, la n-ceroclina interseca a la v-ceroclina
justo en la cruz que se forma en / = [* y los puntos criticos se vuelven uno
solo. En el momento inmediato siguiente regresan nuestro nodo y silla, pero
por la rama inferior.

Este hallazgo abre el teldn del siguiente capitulo. Buscaremos llevar los
resultados y caracteristicas de los modelos reducidos en lo que a retroalimen-
tacion se refiere a modelos basados en conductancias. Nos preguntaremos
de qué manera es posible llevar estos modelos de estados regenerativos a
restaurativos y viceversa y buscaremos en ellos la bifurcacién transcritica
comentada en esta seccidn.



Capitulo 3

Analisis de sensibilidad de la
actividad neuronal

Uno de los grandes objetivos del capitulo 2 fue establecer la sutil dife-
rencia entre el modelo de FitzHugh-Nagumo (reduccion de HH) y el reflejado
(HH+/c,) en términos de retroalimentacion positiva y negativa. St hemos
de generalizar este concepto a sistemas en dimensiones mayores, el primer
problema al que nos enfrentaremos es que el creciente niimero de varia-
bles implica un creciente numero de maneras de moldear el comportamiento
dinamico. Para lidiar con esto, nos ayudaremos de un concepto que fue breve-
mente presentado en el primer capitulo: el dividir las variables de requlacidn
de acuerdo con la escala temporal nos permitird agrupar varias variables y
facilitar nuestro andlisis, haciéndonos ver las caracteristicas en comun (en
términos dindmicos) que tienen las variables correspondientes a una misma
escala temporal. Serd, por lo tanto, el objetivo de este capitulo generalizar
los conceptos de regeneratividad y restauratividad presentados en el capitulo
2 a modelos con un nimero arbitrario de corrientes y variables de regulacién
a través del analisis de escalas temporales en lo que llamaremos andlisis de
Sensibilidad de la actividad neuronal.

La primera seccidn la dedicaremos a discutir las distintas formas de
clasificar variables de acuerdo con la escala temporal y con la retroalimentacion
con la que actlian en el sistema. En la sequnda seccién haremos nuestra primera
gran generalizacidn con ayuda de las variables lentas y presentaremos el
problema de transicidn, que consiste en determinar el conjunto de puntos donde
el sistema sufre un cambio de comportamiento de regenerativo a restaurativo.
Este mismo problema se aborda en la tercera seccidn con ayuda de una
condicidn adicional, lo que nos lleva a proponer un algoritmo para encontrar
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tales puntos que, como bono extra, tienen una propiedad dindmica bastante
notable. Finalmente, las ultimas dos secciones presentan herramientas que
seran usadas en el siguiente capitulo. A grandes rasgos, hablaremos de ciertas
funciones que moldean los impulsos neuronales, para después hablar de la
forma de moldear estas funciones moldeadoras.

En este capitulo se incrementa el nimero de imdgenes generadas especi-
ficamente para este texto. Dedicaremos el anexo A (con su debida referencia)
los codigos que las generan para que se puedan utilizar y modificar segun
sea conveniente en un futuro.

3.1. Clasificacion de variables: escalas temporales
y retroalimentacion

Dado un modelo regulado por conductancias una prequnta que surge es
delimitar y especificar el papel dinamico de las corrientes y variables en él.
Como hicimos notar en la seccién 2.2, la diferencia entre el modelo reqular
HH y el HH+/c, en términos analiticos es tnicamente una corriente, pero
en términos dindmicos nos encontramos con la apariciéon de comportamientos
enteramente nuevos. Como esperariamos, cada nueva corriente afectard en su
propia manera al comportamiento dinamico global, y serd de vital importancia
entender como y por qué esto sucede, en particular para modelos con mayor
nimero de corrientes (como serd, en nuestro caso, el modelo STG, apéndice B,
de 7 corrientes).

Un recurso Util es clasificar las variables de requlaciéon de acuerdo con
los efectos que provocan sobre las propiedades dindmicas del sistema. Una
primera forma la propusimos en la seccién 1.6 y se basa en la diferencia de las
constantes de tiempo t,(V) para cada puerta x. Conocer la escala de tiempo
en la que una variable opera nos permitira determinar el momento (relativo a
los potenciales de accidn) en el que su presencia (o ausencia) produce cierto
efecto. A fin de ampliar un poco lo mencionado en la seccién previamente
citada, recordamos que hay tres tipos de variables seqin la escala temporal
en la que actdan.

= Las variables rapidas gobiernan el cambio de voltaje en el corto plazo.
Generan el crecimiento en voltaje que da a lugar al potencial de accién
(upstroke).

= Las variables lentas gobiernan la dindmica del voltaje durante la repo-
larizacion (donwstroke). Su interaccidn con variables rapidas desemboca
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en rafagas de potenciales de accidn, lapsos de latencia y mesetas.

» Las variables ultralentas o adaptativas generan efectos perceptibles
s6lo después de varios potenciales de accion. Gobiernan el periodo
interrdfaga (la separacidon temporal entre dos réfagas consecutivas).

Son ejemplos de variables rapidas las puertas de activacion de canales de
Na, de variables lentas las puertas de activacion de los canales rectificadores
retrasados de K y de los canales de Ca, y de variables ultralentas las puertas
de inactivacién de los canales transitorios de Ca [20].

(Cdomo ocurrid, entonces, que la dinamica de HH+/¢, fue distinta a la de
HH si dnicamente agregamos una corriente cuya unica variable de regulacidn
(Ca tipo L) es lenta? Para entender esto podemos apoyarnos en lo comentado
en la seccidn 2.3 y proponer una nueva clasificacion. Ya que la escala lenta
juega un papel crucial al interacturar restaurativamente con el voltaje (variable
rapida), basaremos nuestra siguiente ilustracién en ella.

» Diremos que un canal idnico es lento regenerativo cuando posee al
menos una variable de regulacidn lenta que provee de retroalimentacidn
positiva al sistema.

» Diremos que un canal idnico es lento restaurativo cuando posee al
menos una variable de regulacidn lenta que provee de retroalimentacidn
negativa al sistema.

= Diremos que un canal idnico es neutro si no posee variables lentas.

Son ejemplos de canales lentos regenerativos aquéllos de Ca (tipo L,
de HH+/cq4, y tipo T, de STG) y el tipo A de K (STG). Son ejemplos de
canales lentos restaurativos los rectificadores retrasados de K. Son ejemplos
de canales neutros los persistentes de Na [20].

En términos matematicos, podemos utilizar las categorias antes esta-
blecidas para definir notacién que serd de utilidad. Si consideramos G como
el conjunto de todas las variables de requlacidn x para un sistema dado,
denotaremos

Gr := {x € G|x es rapida}

Gs+ = {x € G|x es lenta regenerativa}
Gs- :={x € G|x es lenta restaurativa}
Gy := {x € G|x es ultralenta}



74 Andlisis de Sensibilidad

y Gs :=Gs; UGs_.

Finalmente, en lo que a escalas temporales se refiere, podemos usar ciertas
variables de regulacién de modo que actien como punto de comparacién para
determinar la escala temporal de cualquier otra variable dentro del mismo
sistema. Esta clasificacién [11] hace uso de las constantes de tiempo, que
recordamos son funciones del potencial de membrana.

= La constante de tiempo rapida t/(V) es la correspondiente a la variable
de activacidon de la corriente depolarizadora més rdpida del sistema.

= La constante de tiempo lenta 7,(V) es la correspondiente a la variable
de activacidn de la corriente repolarizadora mas rapida del sistema.

= La constante de tiempo ultralenta 7,(V) es la correspondiente a la
variable mas lenta del sistema.

Para dar un ejemplo de esta clasificacidn y empezar nuestro trabajo
con el modelo STG las constantes de tiempo rapida, lenta y ultralenta de
este sistema son aquéllas de Ing, /x4 Y la variable de inactivacion de /¢, s,
respectivamente; ie., T/(V) = T, (V) T(V) = Toe (V) y (V) = 1, (V).
Asl, toda constante de tiempo 7,(V) < 7/(V) pertenecerd a la escala rapida;
toda 7, (V) € (1¢(V), 15(V)], a la escala lenta; toda 7,(V) € (75(V), Tu(V)] a la
ultralenta.

A modo de observacién que serd retomada en futuras secciones, la clasi-
ficacion de escalas temporales por constantes de tiempo es dependiente del
potencial de membrana. Es decir, la relacion de orden entre una constante
de tiempo dada y las establecidas no necesariamente se mantiene para todo
valor de potencial de membrana. Es posible que existan dos estados V4, V>
para los cuales la escala de tiempo de una misma variable x sea distinta.

3.2. Ecuacion de balance

La condicion de que un modelo tenga comportamiento regenerativo o
restaurativo depende, al menos en el caso del modelo reflejado en el plano,
dedel signo de un producto de términos diferenciales. En el mismo caso del
modelo reflejado comentamos que el signo de la retroalimentaciéon depende de
en qué parte del plano fase nos encontremos. Dados dos puntos en el plano
de imagenes con signos contrarios, bajo una cierta nocién de continuidad
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(Teorema de Bolzano) debe haber una transicién entre regeneratividad y
restauratividad, que deberia coincidir con

oV on.,
A (Xo) = 0.

En el caso del Modelo Reflejado, por ejemplo, esto ocurre en {(v, n) € R?:
n = 0}. Ahora veamos cdmo generalizar esta idea a modelos de dimensiones
superiores. Consideremos un modelo basado en conductancia, con corrientes
[;, donde el efecto de cada corriente se construye de la manera habitual: Vj g,
es la conductancia maximal de la corriente; variables de requlacién mj, h; € G
para activacidn e inactivacidn, respectivamente, y su correspondiente numero
de canales p; y q;; y E; potencial de reversa (todo lo anterior conforme a
la discusién de la seccidn 1.8). En esta situacidn y en consideracion de la
clasificaciéon de variables de regulacidn, el modelo queda definido por las
ecuaciones

CV=I=> L=1=% gm'h(V-E),
i j

L XeolV)—x
Vx € Gr : X_—TX(V) , (31)
. yoo(v)_g ‘
Yy € Gs : =,
y S y Ty(\/)
. . Zoo(v)_z
Vze Gy —TZ(\/)

con / como la corriente externa. Dado el modelo (3.1), una variable x € Gs
y Vo un punto del plano fase correspondiente a un punto fijo del sistema,
diremos que x proporciona retroalimentacion positiva sobre su interaccién con
el potencial de membrana en el punto fijo v si y sélo si

0V 9xe

| >0 (3.2)

Vo

Andlogamente, diremos que x proporciona retroalimentacion negativa
sobre su interaccion con V en el punto fijo vy si y sélo si

AV 0xs

S| <0 (3.3)

Vo

Las condiciones anteriores definen matematicamente a los conjuntos Gs
y Us_, pues x € Gs, & x satisface la desigualdad (3.2), y andlogamente
x € Gs_ & x satisface (3.3). De esta observacidon se sigue que
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OV 9
ox dV

xX€Gs,

0V Oy

>0 ax oV

Vo xEGs_

Vo

Para la retroalimentacion total del sistema en un punto fijo, diremos que
el modelo es regenerativo en vy st y sélo si

AV dx.,

v, O (3.4)

x€Gs

y de manera analoga, diremos que el modelo es restaurativo en vy si y solo si

oV dx.,

oV, <0 (3.5)

x€Gs

De lo dicho anteriormente podemos darnos una idea mas clara del efecto
de la retroalimentacion individual en el comportamiento del sistema. En un
lenguaje mds intuitivo, el modelo es regenerativo cuando la fuerza regenerativa
(la retroalimentacidn total de las variables x € Gs,) es suficientemente grande
como para contrarrestar la fuerza restaurativa (la retroalimentacion total de
las variables x € Gs_), y viceversa. En términos matematicos, esto se traduce
en

OV e
ox dV

x€Gs,

AV 9%
ox dV

x€Gs

o Vo xe@s-

El signo del término del lado izquierdo de esta igualdad esta determinado
por la suma de los términos del lado derecho. Por las observaciones previas,
lo que tenemos del lado derecho son dos términos de signo contrario, y
el signo de su suma depende de qué tan grande (en valor absoluto) sea
uno con respecto del otro. Quien gane en fuerza (absoluta) determinara el
comportamiento macroscopico del modelo. Cuando ambas tienen la misma
magnitud, la retroalimentacion positiva y negativa se cancelan entre st y se
obtiene

9V v
ox oV

x€Gs

OV 0x
ox oV

x€Gsy

——= =0,  (36)

Vo Vo

lo que se conoce como ecuacidn de balance de la excitabilidad neuronal.
Encontrar las condiciones sobre los puntos fijos y parametros del sistema para
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los cuales se satisface la ecuacidn de balance nos permitird predecir en qué
valores ocurren cambios cualitativos de un modelo basado en conductancias
arbitrario. En el caso particular del modelo reflejado, por ejemplo, la suma de
(3.4) y (3.5) se reduce a un tnico término correspondiente a n, y la variable
cambia de proporcionar retroalimentacidn positiva a una negativa de acuerdo
con la posicidn del punto fijo con respecto a la recta {n = 0}.

La presencia (o ausencia) de variables lentas de retroalimentacién po-
sitiva (como lo fue el Ca tipo L para el modelo HH+/¢, y n para el modelo
reflejado) funciona a modo de interruptor entre comportamientos regenera-
tivos y restaurativos en su sistema dado. Si bien lo que se pretende hacer
es encontrar y manipular este interruptor por medio de (3.6), el tener una
sola ecuacion y todas las variables del sistema como incdgnitas lo hace ver
como un problema dificil de abordar. Sera el objetivo de la siguiente seccién
proporcionar un algoritmo que permita resolver, o aproximarse a resolver, la
ecuacion de balance.

3.3. Algoritmo de transcriticalidad

Daremos algunas definiciones y haremos observaciones orientadas a
abordar el problema. Sea F : D CR" — R", F(x) = (F1(X), F2(X), - -+ , Fa(X))

y Xo € int(Dr) tal que Vi€ {1,--- ,m}Vj € {1,---,n} existen las derivadas
parciales de la funcién 3% en xo. En esta situacién, la matriz jacobiana [9] de
/

F en el punto Xy, denotada por Jr(Xo) € M, «n(R), es la matriz que se define
en su entrada ij-ésima como

oF; _
(JF(X0))ij = a(xo)

J

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que estamos conside-
rando se pueden escribir de la forma

X = F(X),

y resolver el sistema implica encontrar un mapeo diferenciable ¢ : R — R", que
se acople al campo vectorial F : R” — R" cuya i-ésima funcidn coordenada
determina el cambio de la i-ésima coordenada de ¢ [2]. Como cada uno de
estos sistemas tiene asociada una funcidn multivariada F, el jacobiano del
sistema es el jacobiano de la funcién F, i.e, una matriz cuadrada cuyas
entradas se definen por
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oF; _
Vi e {1,,n}Vj - {1,...,”} : j(;)u = jF(Y)ll = a_X(X)
J

En el caso de los sistemas gobernados por (3.1), podemos notar que todas
las variables de regulacién juegan un papel en la dindmica de V' y viceversa,
aslt como que V aparece en las ecuaciones dinpamicas de todas las variables
de requlacién; de la misma manera, las variables de regulacién reqgulan su
propio cambio, pero no asi el de otras. Es decir, si x,y € G son distintas,
independientemente de su escala temporal, se sigue que

o,
ay

por el hecho de que x es funcidn Unicamente de x y del potencial de

membrana. Lo que es mas, si consideramos a (3.1) de manera que las constantes

de tiempo no dividan a la funcién de estado fijo sino que multipliquen al

término dindmico, y a x; € G como la i-ésima componente del sistema, y

denotamos por x;., a la relacion de estado fijo de la i-ésima variable de

regulacion. Ast se tiene que la i-ésima fila del jacobiano del sistema J tendra
a lo mas dos entradas distintas de 0, a saber

(3)'([ . aX[’oo' aX,
ov. - aV ' ox

que corresponden a la primera e i-ésima entrada de la columna, respecti-
vamente. La diagonal de J estard compuesta principalmente, salvo por /i1, de
-1, y el resto de las entradas serd en su mayor parte 0, salvo por la primera
columna y el primer renglén. De esta forma, tenemos que

v lov. . oV
aav 0xq 0x,
Neo | _1 ...
/= v . € Mnt1)x(n+1)
0Xn,00
Do | Qe 1
con {xq,---,x,} =G. La forma caracteristica de esta matriz origina una

forma particular del determinante para la que ofreceremos dos demostraciones:
una demostracidn original por inducciéon matemdtica y otra por matrices
definidas a bloques.
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Proposicion 1. Dada una matriz A € M,,«,(R) con n > 2 de la forma

an ‘ ai2 -+ Qaip
ajn -1 - 0
anq 0 e =1

det(A) estd dado por

det(A) = (—1)""

n
aq + Z a4id )
i=2
Demostracion. Inducciéon matemdtica sobre n > 2.
n Base. n = 2. La matriz A es de la forma
al b
c|—1

Su determinante es a(—1)—bc = —a—bc = (—1)(a+bc) = (=1)> (a+
bc), como se queria ver.

» Hipdtesis de induccion. n = k > 2. Supongamos YA € M «(R) de la

forma
an ‘ aip - ik
an —1 0
a1 o - -1

se satisface que

det(A) = (—1)"

k
G11+§ a1i0i1 | -
i=2

» Paso inductivo. Sea A € M 41)xk+1)(R) de la forma

an ‘012 o A1k

an -1 ... 0

a(k+10 o - —1
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El determinante de esta matriz, al expandir por cofactores sobre el primer
renglén, esta dado por

k+1
det(A) = Z(—1 ) adet(A),

1=1

donde Vi € {1,--- , k + 1} la matriz A; € M;(R) es la matriz resul-
tante de remover el primer renglén y la i-ésima columna de la matriz A.
Notemos que, por la forma particular de la matriz A, se tiene Ay = — [y
con lixk € Mixk(R) la matriz identidad, cuyo determinante, por ser una
matriz diagonal, es el producto de sus entradas en la diagonal; siendo
la identidad, este producto resulta (—1) .

Para i > 2, la primera columna de la matriz A; estd conformada por a1,
--+, Ak+1)1- En particular, el (i —1)-ésimo rengléon de A; (correspondiente
al i-ésimo rengldn de A) esta conformado de a;; y el resto, 0. Esto pues
al reducir por cofactores, cada matriz reducida pierde un elemento de
la diagonal original. El resto de los renglones tienen un elemento ajy,
un -1 y 0 en lo sobrante. Podemos decir que la aparicion de los -1
respecto a la columna en la que se encuentra es “en orden”, ya que no
se permutaron columnas en la reduccidn. El renglén (i — 1)-ésimo tiene
i — 2 renglones encima de él. Por lo tanto, es posible llegar através

de i — 2 permutaciones de renglones desde la matriz A; a una matriz
B; € Mx«(R) de la forma

ai ‘ 0 0
Bl. _ an —1 0
s | 0 - =1

Como el determinante es un operador que traduce cada permutacion
de columnas en un cambio de signo [22], obtenemos que det(A;) =
(—1)=2det(B;). Por otro lado, como la matriz B; € M,«(R) tiene la
forma general de la matriz A, por la hipdtesis de induccidn,

k
det(B) = (=1)*"" | b+ ) bybj | =(=1)""ay +0
j=2

Finalmente, notemos que Vi > 2

(=) aydet(A) = (=) a (=1) " 3ay = (=) ay05
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lo que nos lleva a

k+1
det(A) = (=1 an + Y (1) anaq = (=1)*

i=2

k+1
an + E a0
i=2

]

De manera més general, la matriz / es un caso particular de una matriz
de bloques de la forma

A B
i-(e o]
con A € My1,1(R), B € M4,(R), C € M,x1(R) y D € M, «,(R) dadas por
a)'(‘I,oo
oV 1% oV v
(GV ' (8)(1' 'axn) ' o '
v

Siendo D invertible (y de hecho, siendo su propia inversa), utilizando la formula
para el célculo de determinantes de matrices de bloques [40] obtenemos

det()) = det(A— BD™'C)det(D) = (—1)"det(A + BC)

El determinante restante es trivial de obtener, observando que la matriz A+BC
consta de una Unica entrada. Esta es una demostracion alternativa de la forma
particular de nuestro determinante.

En conclusidn, en virtud de la proposicion 1, obtenemos que

oV aV o
det()) = (—1)" (W + —&)
xX€g

que puede ser reescrita en términos de la separacidn por escalas temporales
como

det()) = (—1)"" (ﬂ_’_ ﬂax_‘”.,_ ﬂax_‘”.,_ gax_‘”)
a oV ox oV ox oV ox oV |’
x€Gs x€Gy
(3.7)
Regresemos al problema de obtener soluciones para la ecuacién (3.6).

Una opcidn para reducir los casos es imponer condiciones adicionales. En
lo presente buscaremos que la transicion coincida con una bifurcacidn del

xeGr
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sistema, lo que corresponde a que det(/)|y, = 0. En virtud de (3.7) esto es
equivalente a
51%
aV

AV dx.,

AV dx., N
ox aV
x€Gs

T2 GV
eGr

Vo x

Vo Vo

En consideracién de que el efecto de las variables ultralentas sélo es percep-
tible en el largo plazo, podemos considerar que su evolucién de corto plazo es
lo suficientemente lenta como para despreciarse, y tomarlas como constantes
con valores fisioldgicamente adecuados, i.e, Vx € Gy : x = k. Esto implica
x =0, y en consecuencia
ox
Vx & gU : a_\/ = 0,

de donde se sigue que el término de retroalimentacién de las variables
ultralentas es cero (comparese la definicion que dimos de retroalimentacidn
en las ecuaciones (3.2) y (3.3) con la definicidn dada en la seccion 2.4). Esto
reduce la ecuacidon que define nuestra bifurcacion a

aV
El%

AV 9xs
dx oV

Yo xeGr

Vo x€Gs

Ademas, al imponer la condicién (3.6) como dicta el problema original llegamos
a que

oV

v = 0. (3.8)

Vo xeGr

Continuando con nuestro andlisis, consideremos alguna corriente lenta
regenerativa /..y y su variable lenta asociada x,y. En virtud de la ecuacién
de balance (3.6), se tiene que

OV Oegoo| 5 0V 0xo
Oxreg OV |, dx oV

XegS+\{Xreg}

Vo

Dado que estamos estudiando la bifurcacién, habremos de elegir algun A
como parametro. Si la corriente lenta regenerativa /.4 tiene alguna variable
ultralenta (hecha constante al principio de este analisis), la elegiremos como
parametro de bifurcacion. En caso contrario, haremos A = g, la conductancia
maximal de esta corriente.
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Como ultimo paso, despejaremos V. y A, de la condicidn de bifurcacién
del subsistema rdpido (3.8) y la ecuacién de balance (3.9). Conociendo éstos
determinaremos el valor de la corriente aplicada /. en la bifurcacidn, recordando
que Vg corresponde a un punto fijo del sistema, por lo que \7|V0 =0.

Notemos que en el caso particular de un modelo plano, que considera
Unicamente al potencial de membrana y alguna variable lenta, (3.8) se reduce
a

Vv
1 =0
oV,

lo que, aunado a la condicién de punto fijo V|, = 0, sugiere que la bifurcacién
es transcritica. De hechonuestro andlisis hasta el momento exhibe 2 de 3
condiciones para una transcriticalidad [27], siendo la tercera la anulacién
de la parcial de V respecto al pardmetro de bifurcacién, que deberd ser la
conductancia maximal de la (Gnica) variable lenta (misma que se satisface
a través de un cambio afin de variable). En general, segun la proposicién 1,
podemos observar que la ecuaciéon (3.8) implica que el determinante jacobiano
(mddulo un término alternante) con la misma forma general que J, y que de
hecho es el jacobiano del sistema formado por el potencial de membrana y
las variables rapidas, llamado subsistema rdpido. Se puede demostrar [21]
que un sistema que satisface estas condiciones necesariamente presenta una
bifurcacién transcritica, lo que coincide con las observaciones que hicimos en
la seccion 2.4: este tipo de bifurcaciones estd presente cuando se transita
entre regeneratividad y restauratividad.

Al procedimiento de analisis que sequimos se conoce como algoritmo
de transcriticalidad [20]. Se divide a grandes rasgos en tres pasos (mas la
implementacidn numérica):

1. Clasificacion de variables. Se identifican las variables répidas, lentas
regenerativas y restaurativas y ultralentas, haciendo a éstas ultimas
constantes.

2. Ecuacion de balance y parametro de bifurcacion. Se elige una corriente
regenerativa lenta para hallar un parametro de bifurcacidn, ya sea una
variable ultralenta o la conductancia maximal.

3. Sinqularidad y punto fijo. De las ecuaciones (3.8) y (3.9) se despejan
valores criticos V. y A, y la corriente aplicada /..

La importancia de encontrar bifurcaciones transcriticas bajo estas condi-
ciones es que garantizan la existencia de un gran nimero de comportamientos
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cualitativamente distintos en una vecindad del espacio de pardmetros. Ademas,
dada la forma de construccidn de la jacobiana J, este algoritmo es robusto
frente a cambios en las constantes de tiempo, que determinan a su vez las
escalas temporales. Puntos como éstos nos seran de utilidad en andlisis fu-
turos. EL algorimo anterior se aplica en [20] a distintos modelos basados en
conductancias.

3.4. Conductancias estaticas y dinamicas

Si, en contraste con la seccion anterior, decidimos estudiar regeneratividad
y restauratividad en cada una de las escalas introducidas al final de la
seccton 3.1, podremos conocer el efecto de una corriente especifica sobre el
comportamiento general del modelo. Las tres escalas temporales a usar estan
determinadas por las constantes de tiempo 17, 75 y 7,. St nos preguntamos
por el peso particular de una variable de requlacién x € G en una escala
temporal a un cierto valor de voltaje, podemos considerar las funciones

~

1 (V) < (V)

wi (V) = { eitteldl (V) < (V) < 1(V) (3.10)
0 C (V) < (V)
(1 c1 (V) < (V)

wi(V) = 1 ey sV <nV)<n(v) o (31)
|0 (V) < (V)

donde wf, y w}, definen, respectivamente, el peso de la variable x en la escala
rapida-lenta y lentra-ultralenta como funciones del potencial de membrana. Se
definen como distancias logaritmicas normalizadas a la constante de tiempo de
la escala inmediatamente mas lenta, O si la sobrepasa y 1 si queda por debajo
de la constante inmediatamente mas rapida. La monotonia de la funcién log
garantiza que las imagenes de las funciones peso vivan en [0, 1]. Vale la pena
notar que los pesos, como funciones del potencial de membrana, carecen de
unidades.

Ahora consideremos los términos de retroalimentacién que hemos discutido
en 2.3 y 3.2. Estos son de la forma

9V 0
ox oV
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El factor de la derecha se mide en 1V en vista de que la mayor parte de las

variables de regulacion no tiene un correspondiente fisiolégico preciso. Por
definicion de capacidad eléctrica, y normalizando respecto de ella, el término
de la izquierda se mide en unidades de corriente. En conclusidn, el producto
de ambos términos se mide en unidades de corriente sobre voltaje, es decir,
conductancia.

A partir de (3.10) y (3.11) podemos determinar la contribucién total de
las corrientes del sistema a la retroalimentaciéon generada de acuerdo con la
escala de tiempo. A éstas las denotaremos como conductancias dindmicas de
entrada'[11]. Estan definidas como funciones segun las siguientes expresiones:

OV Oxe
gr=)_w Wisax 9V

xeg
Y- avaxoo 1
Doy av (3.12)
xeg
Z(1— GVGXOO
Weu) ox oV
xeg

Se pueden hacer notar un par de cosas. Primera, las conductancias
dindmicas dependen de todas las variables de sistema, pues se suma el efecto
de cada corriente. Luego, en virtud de la Ley de Ohm y como cada una de
éstas es una conductancia, se les puede pensar como términos dinamicos

_ 9l
9= v
o,
95 = Hv
ol
9u = 3y

donde [, I e I, son las corrientes totales del sistema en las escalas rdpida,
lenta y ultralenta, respectivamente. Finalmente, podemos ver que w}. y w}
funcionan como factores de peso en una combinacidon convexa definida por

OV 0% _ x— 0V Oxe0

5”)6 v a v 313)

g=gr+g:+g, =) (Witwl,—wi+1-

xX€g

"En inglés, dynamic input conductances
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A esta g se le conoce como la conductancia estdtica de entrada, que antes
definimos como el agregado de la retroalimentacion del sistema (definida al
final de la seccion 1.4).

Las conductancias dindmicas y estaticas también se pueden obtener
empiricamente por fijacion de voltaje. EL objetivo es medir la variacién de las
corrientes transmembranales durante la aplicacidon de un escalén de voltaje
AV y registrar tres valores en momentos especificos. Se fija el potencial de
membrana a V* y se registra el valor de corriente inicial /y. Posteriormente
se aplica el estimulo AV =1 mV, y se toman las siguientes mediciones. Se
definen tres valores particulares de corriente de la siguiente manera:

= /r como el minimo local dentro de los primeros 2 ms de la aplicaciéon del
escalon.

= /; como el minimo local entre 10 y 100 ms del estimulo, o la amplitud a
los 10 ms si dicho minimo no se percibe.

= /[, como el valor minimo de corriente entre 1 s y el final de la aplicacién
[11].

Conociendo estos valores podemos expresar en diferencias la dinamica
de las corrientes: consideraremos la corriente de dinamica rapida Al = If — Iy
como la diferencia entre el valor inicial y la medicién a 2 ms; la corriente de
dindmica lenta Al, = I. — Ir como la diferencia entre los valores obtenidos a
10 y 2 ms; y la corriente de dinamica ultralenta Al, = 1, — I, la diferencia
entre las mediciones a 1 s y 10 ms. La corriente estatica A/ se calcula como la
diferencia entre el estado fijo, que es el tltimo valor obtenido /,, y la corriente
inicial. Por definicion,

Al = Aly + Al + Al

En virtud de la Ley de Ohm, y cuando las expresiones son adecuadas, la
corriente es directamente proporcional al voltaje con una constante de pro-
porcionalidad llamada conductancia. Considerando una aproximacidn lineal
con polinomios de Taylor a / respecto de V, podemos decir que el cambio
instantaneo en esta relacidn es simplemente la constante de proporcionalidad
que aparece en ella, ie,
_al Al
TN

Dividimos ambos lados de la ecuacidn que relaciona las corrientes dindmicas
con la estatica entre el valor del escalon AV y obtenemos

_ AL _ Al AL A
I9=Av " AV AV AV
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Cada uno de los sumandos del lado derecho de la ecuacidn corresponde a
un término de conductancia. Por lo tanto, podemos definir las conductancias
dindmicas ¥j € {f,s,u}: g; = %

ji= W, de manera que lo anterior se convierte
en

g=9gr+3gs+gy.

Ahora bien, el interés de trabajar con las conductancias dinamicas es que
determinan las propiedades dinamicas cualitativas del sistema a la escala
temporal correspondiente moldeando los impulsos neuronales [11]. Incorpo-
rarlas es incluir el efecto de los procesos regenerativos y restaurativos en el
sistema, lo que ayuda a predecir, de acuerdo con la escala en que esto sucede,
cambios cualitativos en el comportamiento del potencial de membrana.

Como hemos podido notar, las conductancias dinamicas dependen de todas
las variables del sistema, y en particular, del voltaje (fig. 3.1). Para analizar
las conductancias dindmicas podemos considerar, ademas de la separacidn
por escalas temporales, el comportamiento que éstas presentan a distintos
valores caracteristicos del potencial de membrana.

Cada una de las conductancias dindmicas posee informacién sobre la
retroalimentacidn que ocurre a una cierta escala temporal en un potencial de
membrana determinado. Consideraremos cuatro casos de interés de acuerdo
con la escala temporal.

» La conductancia dinamica rapida g; es principalmente positiva (fig. 3.1,
subfigura A). Esto produce una retroalimentacién autocatalitica de corto
plazo que es particularmente importante durante el upstroke regenerativo
previo al potencial de accién. A mayor magnitud positiva, la conductancia
origina picos de mayor amplitud (fig. 3.2, subfigura A)

» La conductancia dindmica lenta a bajo voltaje, g, (con V “pequeio”)
determina la regeneratividad general del sistema. Retroalimentacién po-
sitiva de este estilo da lugar a comportamiento regenerativo y a todas las
caracteristicas que éste conlleva (fig. 3.1, subfigura B). Esta conductancia
produce rafagas con niimero creciente de picos en lugar de potenciales
aislados conforme g, se aumenta. El inicio de la positividad de g, implica
un punto de maxima sensibilidad entre restauratividad y regenerativi-
dad, caracterizado por la bifurcacién transcritica que enfatizamos en la
seccion anterior (fig. 3.2, subfigura B)

» La conductancia dindmica lenta a alto voltaje g (con V “grande”) es
principalmente negativa (fig. 3.1, subfigura C) y produce retroalimen-
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Figura 3.1: Conductancias dinamicas de entrada para el Modelo de STG
(Apéndice B) y sus cambios respecto a variaciones de algunas conductancias
maximales. En todos los casos, la curva azul representa el menor valor tomado
y la curva roja, el mayor. Generada con el cédigo de la subseccion C.5.2

tacion negativa después de la retroalimentacidon positiva de la escala
rapida; en consecuencia, esta conductancia genera el downstroke y
termina el potencial de accién. Valores negativos de magnitud pequeiia
de esta conductancia conllevan a reducir la fuerza repolarizadora al

final del potencial de acciéon y origina bloques de repolarizacion (fig.
3.2, subfigura C)

= La conductancia dindmica ultralenta es principalmente negativa, y pro-
voca retroalimentacidn negativa sobre la requlacion de adaptacion de
impulsos.Valores negativos de magnitud pequefia de esta conductancia
provocan reducciones en el periodo interrafaga, de manera que réfagas
consecutivas ocurren con mayor frecuencia (fig. 3.2, subfigura D).

La pregunta evidente que motiva la ultima seccidn de este capitulo serd,
por lo tanto, {cdmo se pueden alcanzar los cambios en las conductancias que
tienen estos efectos? (Qué es necesario variar en el sistema para reproducir
comportamientos especificos?
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Figura 3.2: Contraste de la evoluciéon del voltaje en el Modelo de STG con
variaciones de algunas conductancias maximales. Los cambios y el cddigo
de color son los mismos que en la figura 3.1. Todos los comportamientos se
grafican con la misma escala de voltaje y tiempo. Generada con el cddigo de
la subseccion C.5.2

3.5. Analisis de sensibilidad

Consideremos /;(V, x;, y;) como al principio de la seccién 3.4. Las co-
rrientes definidas de esta forma tienen asociada una y sélo una conductancia
maximal g,. Al calcular los términos de retroalimentacién de las variables x; y
y; obtendriamos

0X; oo

il ) = — pi—1, qi

o av (Voxgd = =pgd Tyl (V = E)E (V)
OV 0y o [ Y00
a0 ov Vo ud = —aigl 'yl TV = E)TEE(V),

De acuerdo con la ecuacidn (3.12) y sabiendo que cada corriente tiene a
lo mas dos variables de requlacién asociadas con ella, nos permitimos observar
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Figura 3.3: Curvas de sensibilidad de las escalas rdpida y ultralenta en el
Modelo STG graficadas contra el potencial de membrana V. Generada con el
codigo de la subseccion C.5.3
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A las funciones definidas por (3.14) y graficadas en las figuras 3.3 y
3.4 se les conoce como curvas de sensibilidad. Estas curvas son, de acuerdo
con su definicién por (3.14), la forma en que las conductancias dindmicas gy,
gs, g, se ven afectadas frente a variaciones de las conductancias maximales
g;- Las curvas de sensibilidad heredan dos propiedades importantes de las
conductancias dinamicas:

1. Siendo funciones del potencial de membrana, la variacién de las con-
ductancias dindmicas por cambios en las conductancias maximales sera
mas o menos visible de acuerdo con qué tan alto o bajo sea V en un
determinando tiempo, y

2. Variar g, puede tener repercusiones en mds de una escala temporal,
y por lo tanto, cambiar de mas de una forma la retroalimentacidn del
sistema.
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Figura 3.4: Curvas de sensibilidad de la escala lenta en el Modelo STG
graficada contra el potencial de membrana V. Generada con el cddigo de la
subseccién C.5.3

Al estudio de la relacion entre los cambios de las conductancias maximales
y el comportamiento de las variables del sistema (e.g. V) mediante las curvas
de sensibilidad se le conoce como andlisis de sensibilidad?. Entendiendo a las
conductancias dindmicas como la retroalimentacién del sistema en distintas
escalas temporales, el Andlisis de Sensibilidad nos da una herramienta para
interpretar cambios en los pardmetros base de los modelos basados en con-
ductancias en términos dinamicos [11]. Podemos considerar dos aplicaciones
importantes:

= Como solucidn a un problema directo: este andlisis nos permite predecir
el efecto en la evolucién del potencial de membrana de los cambios de
cualquier conductancia maximal individual.

= Como solucién a un problema inverso: las curvas de sensibilidad permiten
proponer vectores de conductancias maximales que llevardn a compor-
tamientos especificos del potencial de membrana, o bien, compensaran
el cambio previo de alguna conductancia maximal para mantener un
comportamiento anterior.

Para el resto de esta seccidon consideramos el ejemplo concreto del modelo
STG. Por cuestiones de escala (algunas curvas en la figura 3.4 estan muy

2Que es, en general, “el estudio de la incertidumbre de los datos de salida de un modelo en
funcion de diferentes fuentes de incertidumbre de los datos de entrada del modelo” [42]; aqui
se usa para medir la diferencia cualitativa del comportamiento del potencial de membrana
(salida) de acuerdo con las variaciones cuantitativas de los pardmetros base del modelo
(entrada).
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pegadas al eje de las abscisas) no es posible observar completamente las
curvas de sensibilidad de cada conductancia maximal en las figuras 3.3 y 3.4.
Una ampliacién de las mismas nos permitiria observar lo siguiente:

= La escala rdpida estd dominada principalmente por las corrientes de
sodio Iy, y de calcio transitorio /c,,. Las variaciones de sus conduc-
tancias maximales, gy, Yy G, respectivamente, afectan positivamente
la retroalimentacion rapida, por lo que de acuerdo con lo dicho en
la seccion anterior, aumentarlas ocasionaran potenciales de accién de
mayor amplitud.

= Diversas corrientes estan involucradas en la escala lenta. De éstas se
destacan ambas corrientes de calcio (transitorio /¢4, y lento /¢4 ) y dos
de las tres corrientes asociadas a potasio: la transitoria tipo A /4 y la
retrasada /k,. Esta Ultima es mas predominante y actdia en valores del
potencial de membrana correspondientes a depolarizacion mas elevada
que la primera. Ambas modifican negativamente la conductancia dindmica
lenta a distintos voltajes; las de calcio, en cambio, afectan positivamente
y predominantemente a bajo voltaje.

= La mayor parte de las corrientes que modifican la conductancia ultralenta
lo hacen negativamente: la corriente activada por hiperpolarizacién [,
la de potasio regulada por calcio /x., e Icq.. La excepcion es 4, que lo
hace positivamente. En la figura 3.3, derecha, se pueden apreciar las
corrientes predominantes en la escala ultralenta: Iy e Icq,.

Estas observaciones nos permiten justificar la relacidn entre los cambios en
las conductancias dindamicas (suscitados por cambios en ciertas conductancias
maximales) de la fig. 3.1 y los cambios en la evolucién de V en la fig. 3.2, lo
que ilustra la primera aplicacion. Para la sequnda necesitamos considerar un
comportamiento inicial del potencial de membrana y uno objetivo. Consideremos
los comportamientos presentados en la figura 3.5. La pregunta ahora es: ; Como
se consigue hacer una transicién del comportamiento inicial (tonicidad) al
objetivo (rafagas)?

Cabe aclarar que por la gran variedad de corriendes que contribuyen a la
retroalimentacidn a una sola escala de tiempo, los algoritmos presentados no
necesariamente son Unicos. Sin embargo, apartir del analisis de sensibilidad
y la interpretacién de cada conductancia dinamica de entrada, es posible
sugerir algunas las conductancias maximales que pueden ser modificadas. Por
ejemplo:
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Tonicidad

Rafagas

Figura 3.5: El modelo STG permite reproducir, entre otros, comportamientos
tonicos y rafagas. Ambos comportamientos se grafican con la misma escala de
voltaje y tiempo. Gréfica generada con el cdédigo de la subseccion C.5.3

1. Aumentar g_, lo que modifica negativamente la conductancia dindmica
ultralenta, aumenta la separacion temporal entre potenciales de accidn.

2. Aumentar g, para incrementar la fuerza de depolarizacién de los
potenciales de accidn (positividad en la conductancia dindmica rdpida)
da origen a réfagas (positividad en la conductancia dindmica lenta a
bajo voltaje).

3. Reducir g, refuerza la generacion de rafagas. En los pasos 2 y 3,
A
por cierto, los cambios en g, y g, tienen el mismo signo sobre la
conductancia dindamica lenta.

4. Finalmente, incrementar g, aumenta la fuerza de repolarizacién, lo que
incrementa el nimero de potenciales de accidn por rafaga (negatividad
en la conductancia dindmica lenta a alto voltaje).

Este procedimiento se puede particularizar a los distintos comportamientos
observados en el modelo STG: reducir la conductancia dinamica rapida para
obtener silencio u oscilaciones de baja amplitud; variar g, para incrementar o
disminuir el nimero de potenciales de accién en las rafagas, entre otras. Para
fines de este trabajo sera fundamental entender como hacer estas transiciones
con fluidez.
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Con este ejemplo concluimos el capitulo, la presentacién de nuestras
herramientas y la parte del texto dedicada a excitabilidad neuronal. EL andlisis
de sensibilidad sera de vital importancia para las ultimas secciones del
siguiente capltulo, para el cual serd necesario presentar las bases bioldgicas
y los resultados experimentales que sustentan la aplicacion de los modelos
basados en conductancias en dmbitos cronobioldgicos. Asi iniciamos la Ultima
parte del texto: el estudio de los ritmos circadianos.



Capitulo 4

Ritmo circadiano desde la
perspectiva de excitabilidad
neuronal

En este cuarto capitulo hacemos un cambio de eje tematico y pasamos
de excitabilidad neuronal al estudio de los ritmos circadianos. Aqui se con-
centran los resultados principales del presente texto, con sus justificaciones
fisioldgicas y matematicas. La primera seccién empieza con una breve resefa
histdorica sobre la Cronobiologia, para pasar a las definiciones y caracteristicas
principales de los fendmenos a estudiar, junto con algunos casos de interés
por la variedad de organismos en los que se presentan o por su particularidad.
En cambio, la segunda seccidn ofrece un primer acercamiento matematico a
los ritmos circadianos en forma de una coleccion de modelos matematicos
cronobioldgicos, con el objetivo de hacer mas familiar el estudio de la ritmici-
dad circadiana desde la perspectiva matemdtica. La tercera seccidn retoma el
camino cronobioldgico tedrico y se concentra en lo que sera nuestro objeto de
estudio: la neurosecrecidn circadiana en crustdceos con origen en el 6rgano
X. Estudiar las caracteristicas electrofisiolégicas de las neuronas de este
drgano invariablemente nos regresara a excitabilidad neuronal, por lo que en
la cuarta seccidn propondremos algunas de las herramientas anteriormente
mencionadas para predecir los cambios electrofisioldgicos circadianos de con-
secuencias neurosecretoras. Finalmente expondremos nuestros resultados en
la quinta seccidn, dando cierre a la parte principal del texto. Estas ultimas
secciones contienen investigacidn original aceptada como cartel en la 1°f
Latin American Workshop and Conference on systems Biology (LatAmSysBio)
en CINVESTAV-ZACATENCO en mayo de 2017 y como ponencia oral en la
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Conference on Complex Systems 2017 (CCS 2017) en septiembre de 2017.

4.1. Cronobiologia

La historia empieza en el Siglo IV a.C. con Andréstenes de Tasos, quien
fuese almirante bajo las d6rdenes de Alejandro Magno y miembro de sus
expediciones al Océano Indico. En uno de sus muchos recorridos, Andrdstenes
documenté el abrir diurno y cerrar nocturno de las hojas del tamarindo que, a
sus ojos, sequia un patron gobernado por el recorrido del Sol en la béveda
celeste [35]. Esta observacién se convertiria en el primer registro de un
ciclo biolégico sincronizado con un ciclo externo, y llegaria a ser el ejemplo
prototipico de muchos cientificos durante los siguientes dos milenios al afirmar
que los ciclos fisioldgicos y conductuales de plantas y animales tienen guias
ambientales.

El siguiente punto de este relato se da en 1729 d.C. en Francia. El
astronomo Jean Jacques d'Ortous de Mairan observd que algunas plantas
helidtropas, es decir, que presentan movimientos guiados por el Sol, mantenian
cierta periodicidad en estos movimientos aun cuando se les colocaba en
condiciones de oscuridad constante, conclusién a la que llegé tras colocar
especimenes de Mimosa pudica en habitaciones sin luz solar [35]. Esto mostré
que algunos de los procesos bioldgicos sincronizados a ciclos externos pueden
mantener su periodicidad sin estimulos externos, si bien habrd un desfase
gradual, y que esta periodicidad se mantendra aproximadamente constante. Los
dos registros histéricos mencionados constituyen nuestra siguiente definicion.

Los procesos que cumplen con las caracteristicas mencionadas anterior-
mente son de especial importancia en algunos fendmenos bioldgicos. Diremos
que un proceso es un ritmo circadiano si satisface [1]:

» Sincronizabilidad'. Decimos que un proceso bioldgico es sincronizable
cuando puede sincronizarse a ciclos externos. En esta situacién, estos
estimulos externos reciben el nombre de sincronizadores (zeitgebers?).
Uno de los ejemplos mas accesibles de sincronizabilidad es cémo el
ciclo de sueiio humano se adapta al nuevo ciclo luz-obscuridad al viajar
entre diferentes zonas horarias.

2Aqui el término en inglés es entrainment, que en contextos mas generales significa “sequir
un flujo”; en el nuestro, el fluido a sequir es el tiempo
2Del aleman zeit, tiempo, y geber, dador
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» Endogeneidad. Ante la falta de estimulos externos sincronizadores, los
procesos circadianos sincronizables deberdn mantener su periodicidad
aproximadamente constante de 24 horas®, mientras se desfasan lenta-
mente del ciclo externo original (volviéndolos efectivamente ritmos).

De lo anterior podemos mencionar dos propiedades importantes de los
ritmos circadianos:

» Longitud del ciclo. Esto se refiere a la duracién del ciclo externo que
funciona como guia de un ritmo sincronizable. Para los ritmos circadianos,
el periodo de los ciclos externos a los que se sincronizan debera ser de
aproximadamente 24 horas.

» Ciclo libre. Cuando un organismo se encuentra aislado de sus sincroni-
zadores y mantiene un ritmo circadiano se dice que ha entrado en ciclo
libre. Ejemplos de esto serian la M. pudica del experimento de d'Ortous
y el ciclo de suefio en algin caso en el que un ser humano se haya
mantenido con iluminacién constante durante mas de 24 horas.

Otras caracteristicas importantes de los ritmos circadianos son las si-
guientes:

» Robustez frente a variaciones térmicas. El dia a dia de muchos organis-
mos se lleva a cabo en un rango amplio de valores de temperatura. Los
ritmos circadianos deben ser capaces de mantener su curso en dichos
rangos térmicos. Esto es de notar puesto que muchos procesos bioqui-
micos son sensibles a los cambios de temperatura, de manera que los
ritmos que se apoyen en ellos deberian verse atrasados o adelantados.
Se puede concluir la existencia de poderosos mecanismos homeostaticos
debajo de esta requlacidn térmica.

» Relacion fase-respuesta. Ante estimulos de duracién corta no es posible
que el organismo se acople al ciclo del sincronizador, pero es cierto que
la mera exposicidn al zeitgeber afecta el ritmo circadiano. La manera
en que lo afecta se basa en la endogeneidad del ritmo: en condiciones
de ciclo libre, el efecto del estimulo (adelantar o retrasar el ritmo)
dependerd del momento del ciclo endégeno en que se le aplica. A esto
se le conoce como relacién fase-respuesta (fig. 4.1), y es una muestra
de los limites de sincronizabilidad de los organismos.

3Justo de aqui, el nombre: del latin circa, cercano, y diem, dia



98

Ritmo circadiano

g
e
g“ §
H /
o i
LA {
3 i
¥ /iﬁm‘( }

. RPN P T

) " ¥

z “ # i3 x%/wf
i Eiy i i W% [ ] i a4
&
CHRCATEN K Thenh

#E: 3
£ 4
3 i
I
3

a}
Ex -

Figura 4.1: Curvas fase-respuesta del electroretinograma en Procambarus
bouvieri. En la curva se representa la diferencia de los cambios de fase de
acuerdo a la hora circadiana en que el estimulo luminoso fue aplicado: retraso

(positivo) o adelanto (negativo). Hay méaxima sensibilidad en 5 CT y minima
en 14-18 CT. Extraida de [24]

= Reglas de Aschoff. La luz, que funciona como uno de los zeitgebers de

mayor importancia para los organismos de nuestro planeta, tiene efectos
distintos de acuerdo con la diurnalidad del organismo, i.e. el momento
del dia en que un organismo lleva a cabo su actividad principal. Para los
animales diurnos la iluminacidn constante produce alargamientos de los
ritmos circadianos (a-expansion), mientras que la oscuridad constante
produce acortamientos (a-compresidn). La relacidon inversa es cierta
para los organismos nocturnos. En general, la duracién de los ritmos
circadianos sincronizados a ciclos de luz-obscuridad se ve afectada en
condiciones de iluminacién constante con decrementos proporcionales
a la intensidad luminosa y efectos inversos en individuos diurnos y
nocturnos. De aqut se puede decir que esta clase de estimulos posee
un “signo”, que determina el efecto sobre el ritmo circadiano de un
organismo de acuerdo con el “signo” del ritmo.

Heredabilidad. En el caso de las moscas del género Drosophila se
observé que tras varias generaciones que habian sido mantenidas bajo
condiciones de obscuridad constante, era suficiente un breve estimulo
luminico para reanudar la periodicidad de ritmos circadianos sincroniza-
dos con el ciclo luz-oscuridad amortiguados de las nuevas generaciones
[1]. En poblaciones de aves silvestres, como Parus major, se ha visto
que la longitud del periodo del ciclo libre varia significativamente entre
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polluelos provenientes de distintas familias [28]. En humanos, estudios
de familias han sugerido que caracteristicas como el adormilamiento y
la hora y duracién del suefio se heredan de generacién a generaciéon
[33].

Los ritmos circadianos, por definiciéon, deben mantener un periodo cons-
tante a 24 horas. Existen clasificaciones distintas para los ritmos de distintos
periodos: los ritmos ultradianos tienen un periodo menor a un dia y mayor a
unas cuantas horas; los ritmos infradianos?, en cambio, tienen periodos ma-
yores a un dia. Una subclasificacién de los primeros son los ritmos mareales
con periodos de aproximadamente 12 horas. De la clasificacién infradiana
se desprenden los ciclos circaseptanos (semanales) y lunares (un mes lunar,
aproximadamente 29 dias). La rama de la biologia encargada de estudiar estos
ritmos, su relacidn con la actividad de los individuos que los presentan y sus
causas es conocida como cronobiologia.

Como se hizo notar en la definicion de ritmicidad circadiana, estos procesos
deben tanto sincronizarse con el exterior como mantenerse endégenamente.
Esto proviene de dos maneras distintas de contar el tiempo: una que toma
los sincronizadores externos, y otra relacionada con los procesos internos. De
aqui surge la definicién de tiempo circadiano (CT) [37], que es una medicidn
del dia que toma como base el inicio de las actividades del organismo en
cuestidn (00:00 CT). EL lapso correspondiente a la actividad del organismo
es nombrado dia subjetivo; el de inactividad, noche subjetiva. En contraste
con la medicion interna subjetiva estd el tiempo del zeitgeber (ZT), que mide
el dia de acuerdo con el estimulo relevante para el proceso estudiado (por
ejemplo, el dia medido de manera habitual corresponderia a ZT).

Los ritmos circadianos aparecen en un amplio rango de organismos
pertenecientes a distintos niveles de complejidad: desde cianobacterias como
Synechococcus elongatus [16, 35], hongos como Neurospora crassa, plantas
como la ya mencionada M. pudica, y animales como crustaceos [24], aves [1] y
mamiferos [12].

Es de interés conocer los mecanismos internos que requlan los ritmos
bioldgicos: procesos homeostaticos, liberacidn hormonal, actividad eléctrica,
etc. Se han encontrado 6rganos que participan en el mantenimiento de ciertos
ritmos circadianos, identificados como estructuras marcapasos, como son el
nervio 6ptico en artropodos, la gldndula pineal en aves y los nucleos supra-

*Parece contradictoria la eleccién de las raices ultra- e infra-. La justificacién viene por
parte de la frecuencia: mayor a un evento por dia, en el caso de los ultradianos, y menor a
un evento por dia, en el caso infradiano.
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quiasmdticos en mamiferos (SCN°) [1], en tanto que su alteracién o destruccién
conlleva afectaciones a los ritmos locomotores (y hasta la supresidn total), y
su restitucidn (reimplantacion) puede reestablecer la ritmicidad de dichos pro-
cesos. Sin embargo, los marcapasos antes mencionados fallan en reqular todos
los procesos circadianos de sus respectivos organismos, e.g. la destruccidn
del SCN no afecta los ritmos térmicos y alimenticios. Asi, no hay un unico
reloj maestro, estructura capaz de reqular todos los ritmos circadianos dentro
de un organismo. En su lugar, pareceria existir una red compleja de distintos
marcapasos que regula distintos procesos.

Algunos de los estudios de ritmicidad circadiana que se han hecho toman
una perspectiva celular y se enfocan en la relacién entre genes y proteinas
de traduccién circadiana. Los resultados principales de dicha perspectiva
se obtuvieron de estudios en Drosophila melanogaster. El primer gen con
influencia demostrada en ritmicidad circadiana es el gen per®, cuya ausencia
en D. melanogaster suprime los ritmos locomotores y de eclosion. La proteina
PER es asocciada a este gen, y bloquea su expresidon. Otro gen promotor es
tim’, que a su vez tiene a su proteina asociada TIM que forma un dimero con
PER para facilitar el ingreso al nicleo celular e, a fines ultimos, inhibir a per.
Recientemente se han identificado otros tantos genes, como son dbt®, shaggy
y vrille [1] que agregan complejidad a la red de requlacién circadiana.

La relacion de expresion-inhibicion de per y PER no es particular a D.
melanogaster. El argumento de transcripcidn-traduccion considera como meca-
nismos base de sustento de ritmos circadianos a bucles de retroalimentacidn
negativa, donde sucede exactamente lo mismo que en Drosophila: son genes
cuya expresion promueve su futura inhibicidn y vice versa, de manera que un
ciclo completo se produce cada 24 horas. Los ritmos circadianos requlados de
esta manera caen un una clasificacidn mas grande de osciladores bioldgicos.
El conocimiento de la existencia de bucles de retroalimentracién negativa pro-

porciona informacién importante para su consecuente modelacidn matematica
[15]

Otro factor de importancia en los ritmos circadianos es la edad del
organismo. Es facil poner un ejemplo en humanos: el ciclo de suefio que expe-
rimentamos no es el mismo a los pocos meses de vida que en la adolescencia
y la vejez. Conforme el organismo madura, la sensibilidad de los érganos
encargados de la sincronizacidn con el ambiente cambia, de manera que el

®Del inglés Suprachiasmatic nuclei
®Del inglés period, periodo

"Del inglés timeless, atemporal

8Del inglés double-time, a doble tiempo
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Figura 4.2: Efectos de estimulos monocrométicos y de luz blanca a distin-
tas edades de Procambarus clarkii. Derecha: Duracién del ritmo. Izquierda:
Proporciéon actividad-descanso. En ambas, las mediciones se hacen en los
intervalos de edades 2-4, 4-8, 8-12 semanas y a edad adulta. Se aprecia
la nula sensibilidad a estimulos de alta longitud de onda (barra blanca) a
temprana edad. Extraida de [14]

organismo se vuelve mds o menos susceptible a diferentes estimulos. Es éste
el caso del acocil Procambarus clarkii, cuyos fotorreceptores maduran a lo
largo de su ontogenia®: pierden sensibilidad a la luz azul y la ganan a la roja,
lo que se refleja en la duracidn del periodo y la proporcidn actividad-descanso
(fig. 4.2) [14]. En este caso, el proceso circadiano que se mide es el ritmo de
la actividad eléctrica de los fotorreceptores en respuesta a la luz, o electrore-
tinograma (ERG) [24]. La diferencia entre las respuestas ante estimulos de
distintas longitudes de onda se reduce conforme el especimen se acerca a la
edad adulta.

Una pregunta relacionada con la ontogenia de los organismos es la
aparicion de los ritmos circadianos, es decir, la transicion de fendmenos
aperioédicos a fendmenos de alta frecuencia, y de estos Ultimos a ritmos
circadianos. En el caso de los mamiferos, como el conejo europeo Oryctolagus
cuniculus, se ha observado que las crias predicen la primera sesion de lactancia,
de manera que se puede pensar que el ritmo circadiano de de las crias se
origina durante el embarazo y estd sincronizado con el ciclo de produccién
lactea de la madre [12] (por cierto, el ritmo aqui es conductual y asociado
a la alimentacién en lugar de a la luz). En el caso de P. clarkii, durante los
primeros 28 dias tras la eclosidn bajo condiciones de ciclo libre lo que se
observa son ritmos ultradianos de hasta varias horas de periodo [5, 4, 34].
Estos ritmos ultradianos se montan sobre el ritmo circadiano cuando éste

9Del griego wv, on, ser, y yeveatg, genesis, origen; se refiere al desarrollo de los
organismos
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Figura 4.3: Régimen de maduracidn del ERG en los cangrejos de rio. En
estadios subsecuentes la amplitud crece mientras que la frecuencia (ultradiana)
decrece, con una fase de ritmos ultradianos sobrepuestos a los recientemente
aparecidos circadianos (sequndo estadio). Extraida de [5]

aparece, y desaparecen lentamente conforme el acocil llega a la madurez,
alrededor del dia 90 tras la eclosion (fig. 4.3). Similar a la maduracién de los
fotorreceptores, existen mecanismos amortiguadores de los ritmos ultradianos
que maduran junto con el organismo, de forma que reducen progresivamente
la amplitud de los ritmos de alta frecuencia, mientras que otros mecanismos
aumentan la amplitud y media de las oscilaciones del ritmo circadiano final.

4.2. Modelacion matematica del ritmo circadiano

En forma similar a capitulos anteriores, expondremos la matematizacidn y
modelacién de los conceptos y fendmenos bioldgicos propuestos. En la modela-
cion cronobioldgica utilizaremos funciones periddicas de periodo cercano a 24
horas. Muchos de los modelos en ecuaciones diferenciales para la ritmicidad
circadiana involucran una estructura dindmica que ya hemos mencionado: los
ciclos limite, y su apariciéon por bifurcaciones de Hopf.

Nos servimos de una observacidn hecha en la seccidn 4.1 para presentar
el primer modelo: las proteinas involucradas en la regulacidn celular de los
ritmos circadianos exhiben bucles de retroalimentacién negativa conocidos
como bucles de transcripcién-traduccién (TTL'®) cuya expresién afecta su
inhibicién introduciendo un desfase temporal. Un par de ejemplos de modelos
TTL son los modelos de Lema et al. y Scheper et al. [6]. EL primero se construye
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por medio de la ecuacidn

dP K

E(t) = W — K4P(t) (4.1)

i

Donde P(t), la concentracidon de la proteina P, se toma como funcién del
tiempo. La evolucidn de esta concentracién depende de dos términos: uno de
incremento por actividad genética y uno de decaimiento. ELl término K;P(t)
indica la degradaciéon de la proteina, de manera que es proporcional a la
concentracidn en el mismo instante. La constante K, indica el aprovechamiento
de la actividad genética en términos de sintesis protéica. ELl término funcional
que aparece en el denominador modela la actividad genética. EL término 0
indica la dependencia de estados anteriores. La constante K; es la tasa de
inhibicion, que indica la efectividad con la que la proteina se autoinhibe
(conversamente se puede pensar como inverso de la tasa de activacidn para
valores pequeiios de P). El exponente n es el coeficiente Hill de inhibicidn, y
representa la cooperacidn de las proteinas existentes de P en la inhibicidn.
El bucle de retroalimentacidn negativa se observa mas claramente en valores
extremos de P: conforme la concentracién de la proteina en el tiempo t — 0
crece, el denominador del término genético se hace cada vez mas grande, por
lo que su contribucidn a la sintesis proteica es cada vez menor, hasta que el
término de degradacién tiene mayor magnitud y disminuye la concentracion
de P. A valores suficientemente chicos de P, en cambio, el denominador de la
actividad genética es chico, haciendo a ésta mas grande que el término de
degradacidn, lo que hace crecer a P. La concentracién de la proteina presenta
comportamiento periédico de periodo cercano a 24 horas cuando el desfase 0
se toma cercano a 8 horas.

El modelo de Scheper et al. usa como base el mismo modelo de la ecuacion
(4.1) con dos diferencias notables: primero, considera en la sintesis de P no la
actividad genética, sino el papel del ARN mensajero (mnRNA) en el proceso de
transcripcidn; segundo, el mRNA se toma como variable dindmica, por lo que
se agrega una ecuacion diferencial que modela su evolucidn. El modelo se lee

I (1) = KMt — &))" — Ky, P

IM 1 (4.2)
t) = n K. ZM t

R (1) - ($) 4, M(t)

9Del inglés Transcription-translation loop
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donde P representa la concentraciéon de la proteina y M la del mRNA.
Como se puede ver, en la sequnda ecuacién se considera también un término
K4,M(t) de decaimiento del mRNA y un término de sintesis similar al del
modelo (4.1). ELl exponente m en la primera ecuacién de (4.2) es una consi-
deracion no-lineal y no-inyectiva entre moléculas distintas y la sintesis de
una misma proteina a modo de ley de accién de masas. La retroalimentacion
negativa de este modelo se justifica de manera similar a Lema: altos valores
de P se siguen valores bajos de M y, en consecuencia, bajos valores de P
(por el decaimiento de ambas), y viceversa. Se reporta un comportamiento
periddico cuando el desfase 0 es cercano a 4.

Como se ha dicho, estos modelos TTL presentan periodicidad y retroali-
mentacion negativa. Por otro lado, las oscilaciones en modelos con bucle de
retroalimentacién negativa resulta ser poco robusta, pues sélo un conjunto
relativamente pequefio de parametros produce periodicidad y la amplitud
de dichas oscilaciones varia rapidamente con la frecuencia [15]. En cambio,
cuando el modelo presenta bucles de retroalimentaciéon positiva y negativa
la periodicidad es mucho mas robusta y la amplitud de las oscilaciones se
mantiene constante para un rango mucho mayor de frecuencias, de manera
que en presencia de ambos tipos de retroalimentacidn es posible ajustar la
frecuencia sin cambios significativos en la amplitud de las oscilaciones. Esta
propiedad no resulta critica en modelos circadianos, donde no hay mucha
motivacion para cambiar la frecuencia de las oscilaciones, pues buscamos
reproducir una periodicidad cercana a las 24 horas.

Un ejemplo de un modelo con retroalimentacidn positiva y negativa se
obtiene de los ritmos circadianos en la cianobacteria Synechococcus elongatus.
Para reproducir las oscilaciones circadianas observadas en esta cianobacteria
se utilizan tres proteinas purificadas: KaiA, KaiB y KaiC. Esta altima experi-
menta ciclos circadianos de fosforilacidn, con cuatro formas correspondientes a
distintos niveles de fosforilacion que aparecen en patrones regulares [41]. Es-
tas cuatro formas son: fosforilada por treonina (7-KaiC), por serina (5-KaiC),
por ambas (ST-KaiC o D-KaiC) y sin fosforilar (U-KaiC). Para el modelo
[16, 41] se considera que estas cuatro formas estdn relacionadas por una
ecuacion de conservacion de masa, de manera que T+ S+ D+ U = 3,4; esto
representa la concentracién total y constante de la proteina KaiC como suma
de las concentraciones individuales. Esto permite obtener la evolucién de una
de ellas a partir de la de las otras tres. Cada forma crece en concentracidn
proporcionalmente a la concentracidon de otras dos y por medio de un factor de
interconversion que depende de S. Cada forma, ademas, decrece en concen-
tracion a una tasa proporcional a st misma por medio de las interconversiones
inversas. El modelo para la fosforilacion de KaiC queda de la forma:
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Figura 4.4: Relacion entre las fosfoformas del modelo (4.3). Las flechas indican
relaciones cooperativas. Extraida de [41]

T = kur(S)U + kpr(S)D — (kru(S) + krp(S) T
D = krp(S)T + ksp(S)S — (kor(S) + kps(S))D (4.3)

S = kuys(S)U + kps(S)D — (ksu(S) + ksp(S))S

donde kyy representa la tasa de interconversidn entre las fosfoformas X
y Y y estd dada por

k2yA(S)

K, FAS) A(S) = MAX{0, [K aiA] — 2S}

kxy(S) = kYy +

En el modelo se expresa la evolucién de las formas fosforiladas por
treonina T, serina S y por ambas D, de manera que la evolucién de la forma
sin fosforilar U se obtiene en consecuencia. La retroalimentacién positiva se
observa en el sistema T-D-S (fig. 4.4), apreciado en que las formas 7T y S
crecen a valores altos de D, y D crece a valores altos de T y S.

El siguiente modelo con retroalimentacién positiva y negativa, en concor-
dancia con la clasificacidn provista en [15], ya habia sido mencionado en la
seccion 2.1, y corresponde al oscilador de van der Pol (2.3) modificado:

d’x , dx
B =14 a’x=0 4.4
B = (44)
La diferencia entre ésta ecuacion de van der Pol y la anterior es la constante
a’ que multiplica al término x. Aqui se toma o = 22—Z de manera que las
soluciones del sistema sin friccién
d’x

2, _
W"‘(XX—O
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son combinaciones lineales de funciones trigonométricas seno y coseno con
periodo de 24 horas. Ast se espera que las soluciones de la ecuacién (4.4)
mantengan periodicidad cercana.

La caracteristica principal del oscilador de van der Pol es la existencia
de un ciclo limite que, por nuestra modificacion, se deberia recorrer cada
24 horas. Esto pretende ser un modelo sencillo para un ritmo circadiano en
ciclo libre, pues no se esta considerando el efecto de ningtin sincronizador. Al
agregar un término zeitgeber Z, en cambio, se obtiene

d*x ) dx
- —1)==
+ B =)

T +a’x=27 (4.5)

El modelo Zeitgeber [6] dado por la ecuacién (4.5) retrata la evolucién de
la variable x en presencia de un sincronizador Z, que también es funcién del
tiempo. Este modelo es lo suficientemente general como para que baste con
especificar el comportamiento periddico de cualquier sincronizador relevante
para que queden determinados el ritmo y la sincronia. Cabe notar que las
ecuaciones (4.4) y (4.5) coinciden cuando Z(t) = 0, es decir, cuando no hay
estimulos. Sin embargo, el modelo Zeitgeber mantiene dependencia de los
estados previos. Para no considerar los estimulos sincronizadores de manera
“natural” hace falta una larga vecindad temporal (una noche larga).

Los ultimos modelos que analizaremos en esta seccidon también toman la
forma de osciladores de van der Pol; el primero de ellos tiene interés para
contestar la pregunta hecha al final de la seccidn 4.1 sobre la ontogénesis del
organismo y la aparicidn de ritmos circadianos. La construccién del modelo
es como sigue: se considera un vector X = (x1, x2) para las soluciones de la
ecuacidn diferencial

X = F(x, k,c,r)

donde la funcién F es de tipo-van der Pol (bajo esta hipdtesis, x, = x1). Los
pardmetros representan caracteristicas del ciclo limite: k es la frecuencia, r es
el radio (amplitud) y c es la primera entrada del centro del ciclo limite (valor
promedio) [34]. La variable de comportamiento circadiano es x;. Se considera,
ademas, que el sistema se encuentra bajo el efecto de un mecanismo de
crecimiento o maduracidon dado por la variable x3, cuya evolucién, de tipo
logistico, esta determinada por

Xg = f(Xg).

La maduracion x3 afecta a r y ¢, haciéndolos dependientes de las variables
del sistema. Asi, es posible que el radio r disminuye hasta hacerse negativo, lo
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Figura 4.5: Evolucién de los dos osciladores considerados en el modelo (4.6-
4.7). El ERG mantiene oscilaciones de alta frecuencia al principio de la
simulacidn, mismas que se amortiguan con el tiempo hasta revelar oscilaciones
de menor frecuencia. Los valores alrededor de los cuales se scila también se
ven incrementados. El oscilador hormonal tarda en hacerse notar pero también
alcanza frecuencia circadiana. Extraida de [34]

que transformaria el ciclo limite en un punto fijo por medio de una bifurcacién
de Hopf supercritica. Las modificaciones a ¢ haran que las oscilaciones de x;
ocurran alrededor de valores progresivamente mayores, como se observa en la

fig. 4.5.

La maduracion de un oscilador se puede ver como consecuencia de la
influencia de otro. Se considerardn dos osciladores X = (x1, x2) y ¥ = (y1, y2)
cuya evolucidn estd determinada por ecuaciones similares a las anteriores.
La diferencia entre ellos es que uno actiia sobre el otro y corresponde a
estructuras requladoras de ritmos circadianos (como seria, por ejemplo, la
glandula pineal). El sistema esta compuesto por las ecuaciones

? = F(Y,k, C(X3, Y1, y?))rr(x?" g1))
X3 = f(X3)

(4.6)

para el primer oscilador, correspondiente al ritmo que esta siendo requlado, y

7= F(g, L C(ys), R(ys))

4.7
ys = g(ys) 47)
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que modela la evolucién del sequndo oscilador. El radio del ciclo limite
del primer oscilador depende del sequndo oscilador y; y su maduracién x3 de
manera que sea positivo (ciclo limite) cuando ambos son pequefios. Ademas,
se procura que se vuelva negativo (punto estable) conforme ambos crecen, y
se mantenga negativo aun cuando y; oscile a valores menores. Un ejemplo
espectfico trata a x; como actividad electrofisioldgica medida a través de
un electroretinograma (ERG) y a las variables del segundo oscilador como
hormonas: y; representa la liberacién de una hormona especifica para la
inhibicion el primer oscilador, y y3 al agregado de hormonas producidas
involucradas en el desarrollo de las estructuras visuales.

Hablando de osciladores dependientes unos de otros, este acercamiento
por interdependencia puede ser util para estudiar a los ritmos circadianos
como resultado de acoplamiento de ritmos ultradianos. Para que un modelo
refleje esto le serd necesario que reaccione al nivel de maduracién medido
como la cantidad de hormonas presentes. Un primer acercamiento a esta
pregunta es mostrar como un comportamiento oscilatorio de baja frecuencia
se puede obtener como resultado del acoplamiento de varios osciladores de
alta frecuencia. El siguiente modelo [5] considera cuatro de estos osciladores.
Se considera que la evolucidn de cada oscilador sigue la misma funcién f en
ausencia de factores de acoplamiento. Escrito en términos simples, el modelo
se lee de la forma

X = F(x,x) + Ax (4.8)

donde x = (x1, x2, x3, x4) es el vector formado por los estados de cada uno
de los osciladores considerados, F(x, x) = (f(x1, X1), f(x2, x2), f(x3, X3), f(Xa, X4))
representa la evolucidon independiente de cada uno de ellos, y la matriz
A € Myy4(R) dada por

0 ap a3 apy
an 0 a3 ay
a3 apn 0 azy
ay ag azz 0

describe el acoplamiento entre los distintos osciladores como parte lineal
del sistema. La funcién f es la misma para las cuatro variables y estd dada
por

Vie {1,2,3,4}: f(x, %) = v(1 —x2)x

i

de manera que cada componente es un oscilador de van der Pol y v hace
las veces del término de amortiguamiento. Se puede, ademds, introducir un
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factor de interaccion global [4] por medio de una constante p afadida de la
forma

X = F(x, x) + pAx

Este modelo considera (a) la funcién de evolucidn interna, F, como un
oscilador de van der Pol; (b) el efecto sobre un oscilador ejercido por los otros
tres con el término lineal A € M4.4(R); y (c) un factor global y que modula
el impacto del acoplamiento.

4.3. Electrofisiologia circadiana en crustaceos

Conviene delimitar nuestro objeto de estudio. En adelante nos concentra-
remos en los procesos circadianos de crustaceos, principalmente del cangrejo
rojo de rio o acocil rojo de rio Procambarus clarkii [4] aunque con argumentos
analogables a otras especies y géneros, como los cangrejos Cancer y Cardi-
soma, los camarones Pandalus y otros acociles. El ciclo luz-oscuridad natural
resulta el zeitgeber principal para muchos de los procesos sincronizables en
la mayor parte de habutantes del planeta, por lo que el sistema visual es
de relevancia en términos cronobiolégicos. Una parte de esto se atribuye,
naturalmente, a la sensibilidad a la luz. El electroretinograma presenta ciclos
circadianos en Procambarus bouvieri [24]: la actividad eléctrica en respuesta a
los estimulos de luz es ciclica y puede adelantarse o retrasarse en presencia
de estimulos luminicos de intensidad moderada con sensibilidad cromatica
de acuerdo con la edad [14]. En el caso de P clarkii se ha observado que
el ritmo observado en el electroretinograma cambia su amplitud (reduccion)
y duracion (ampliacidén) cuando el tallo ocular se baiia en melatonina, que
es una molécula de importancia circadiana en varias especies [23]. El efecto
de esta hormona depende de la hora circadiana, por lo que el estudio de
su interaccion puede ayudar a revelar mecanismos subyacientes a los ritmos
circadianos oculares en estas especies.

El tallo ocular, la estructura que se extiende desde el cuerpo hasta el ojo
en algunos artrépodos y moluscos, alberga un aparato neurosecretor conocido
como sistema 6rgano X-glandula sinusal. Este sistema esta conformado por
entre 150 y 200 neuronas neurosecretoras regula procesos fisioldgicos a varios
niveles: pigmentacién, muda de caparazon, niveles de azicar en sangre, loco-
mocion, y actividad neuronal y de gdénadas [25]. Dicha requlacién se hace por
medio de neurohomonas sintetizadas por el 6rgano X que entran al torrente
sanguineo por medio de la glandula sinusal. Algunas de las hormonas que
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Figura 4.6: Efecto de concentraciones elevadas de RPCH en la actividad
neuronal secuencial de las neuronas componentes del STG. La actividad se
intensifica a valores exponencialmente mayores de concentracién, siendo la
neurona mds representativa la pilérica lateral LP. Extraida de [38]

secreta este aparato pertenecen al grupo de las cromatoforotropinas, encar-
gadas de los cambios fisioldgicos en la coloracidn, siendo los dos miembros
mas representativos identificados la hormona concentradora de pigmento rojo
(RPCH") y la hormona dispersora de pigmento (PDH'?). Tal como su nombre
sugiere, los efectos de estas dos hormonas son contrarios: la RPCH, un octa-
péptido, facilita la retraccién de granulos de pigmento, mientras que la PDH,
octadecapéptido, facilita su dispersion. Otras hormonas de origen similar son
la hormona hiperglucémica de crustdceos (CHH"'), la hormona inhibidora de
muda (MIH') y la hormona inhibidora de vitelogénesis (V/IH'). Todas las
hormonas anteriores se encuentran en distintas especies de crustdceos que
tienen cierto grado de homologia.

Ademas de su funcion cromatoforotrdopica, la hormona concentradora de

"Por sus siglas en inglés, red pigment concentrating hormone
12Por sus siglas en inglés, pigment dispersing hormone

3Por sus siglas en inglés, crustacean hyperglycemic hormone
"Por sus siglas en inglés, molt-inhibitng hormone

SPor sus siglas en inglés, vitellogenesis gonad-inhibiting hormone
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pigmento rojo desempeiia un papel neuromodulador, i.e., como agente quimico
externo requla la actividad de un grupo localizado de neuronas de caracter
locomotor-gastrico. Esto se ha observado en crustdceos como Cancer borealis
en las neuronas del ganglio estomatogéstrico (STG, que ya se habia menciona-
do sin tantos detalles). Este ganglio estd conformado por aproximadamente 30
neuronas y requla movimientos del estémago y la masticacién. La RPCHtiene
efecto excitatorio en 3 de las neuronas componentes del STG: la pildrica late-
ral LP, la dilatadora pilérica PD y la pilérica PY [38] Este efecto excitatorio
logra que comportamientos silenciosos devengan en tonicidad y rafagas con
respuestas mas apreciables a mayor concentracion de RPCH (fig. 4.6). Asi, se
aprecia la funcién de la RPCH en contextos neuromoduladores, ademas de su
previamente investigado papel en pigmentacion.

Con el fin de modelar sus variaciones circadianas, mencionamos ahora
algunas caracteristicas electrofisioldgicas del 6rgano X y la glandula sinusal.
En las neuronas del 6rgano X de Cardisoma y Procambarus se han observado
dos tipos distintos de potenciales de accidn: los rdpidos axonales, que son
bloqueados por tetrodotoxina (77X) y ausencia de Na™, y los lentos somaticos,
bloqueados en ausencia de Ca?*. La actividad eléctrica en estas neuronas es
variada, comprendiendo silencio, tonicidad y rédfagas. Se han caracterizado
seis corrientes idnicas [25]:

1. Una similiar a una corriente rectificadora retrasada /g,
2. La transitoria /4

3. La de K* cuya probabilidad de apertura decrece al aumentar la concen-
tracion de ATP y que se relaciona con depolarizacién por glucosa

4. La de calcio activada a alto voltaje /¢, y cuya inactivacién depende
también de Ca’*

5. Dos tipos de corrientes de sodio, que se diferencian por su sensibilidad
al TTX.

En el caso de la gléandula sinusal, las corrientes entrantes estudiadas
estan asociadas a sodio y calcio, y las salientes a potasio.

Dadas la naturaleza neurosecretora del sistema 6rgano X-glandula sinusal
y las consecuencias requladoras a distintos niveles fisioldgicos que conlleva la
liberacién de las hormonas ya mencionadas, serd importante describir algunos
de los mecanismos que intervienen en el control de dicha liberacion. Gracias
a estudios farmacolégicos se ha podido relacionar la actividad secretora del
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6rgano X con neurotransmisores aminos y encefalinas [25], entre las que se
destacan:

= GABA. El 4cido y-aminobutirico tiene un efecto dual en las neuronas
del 6rgano X. En células que contienen RPCH se observa un efecto
hiperpolarizador e inhibitorio en presencia de GABA que genera poten-
ciales sindpticos. En cambio, en células que contienen CHH se observa
un efecto excitatorio en la misma condicién y potenciales sindpticos
generados por depolarizacion dependientes de la dosis de GABA (fig.
4.7, A). A nivel ionico, GABA se relaciona con la apertura de canales de
Cl~.

= Encefalinas. Se ha observado que la aplicacion de inyecciones de Met-
y Leu-encefalina a las células del érgano X tiene un efecto inhibidor
sobre la secrecion de PDH (fig. 4.7, B). Se relaciona con el cierre de
corrientes de potasio.

= Serotonina. La 5-hidroxitriptamina (5-HT) o serotonina promueve la
liberacion de CHH y cromatoforotropinas dispersoras. En neuronas que
muestran excitacion en presencia de GABA también se ha visto que
5-HT produce rafagas cuando el estado previo es silencio o tonicidad;
dosis adicionales alargan la duracidn de las réfagas y reducen el lapso
interpico (fig. 4.7, C). Se observan efectos de 5-HT mdas prolongados
que aquéllos de GABA. A nivel i6nico, los mecanismos por los que actia
5-HT deben estar relacionados con el cierre de alguna corriente lenta
entrante por identificar [25].

La actividad del 6rgano X también es influenciada por la luz. La ilumina-
cidn de la retina produce respuestas sindpticas lentas en las neuronas del
organo X y requla la liberacion hormonal de distintas maneras. Por ejemplo,
libera PDH principalmente cuando hay luz, mientras que la secrecién de
RPCH y CHH aumenta de noche o con la oscuridad. En el caso de esta Ultima,
es de esperarse que la actividad neuronal relacionada se vea disminuida en la
mafana y a mediodia, y que en la tarde y noche presente rafagas o tonicidad
mas pronunciada 4.8). Las fluctuaciones usuales son regulares y diurnas. La
constatacion de este comportamiento en tallos oculares aislados confirma el
caracter enddgeno y circadiano del patrén observado.

Con esto concluimos la exposicidn de las bases cronobioldgicas. Ahora
presentaremos nuestros resultados de modelacidn matematica de ritmos cir-
cadianos. En lo que sigue expondremos un modelo basado en conductancias
(Apéndice B) cuyos cambios de comportamiento fueron predichos tedrica y
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Figura 4.7: Neuromodulacién en las células del 6rgano X. A: aplicacion de
GABA a 10 yM con efecto excitatorio. B: aplicaciéon de Met-encefalina a
20 uM con efecto inhibitorio. C: aplicacion de 5-HT a 50 yM con efecto de
réfagas. Extraida de [25]

cuantitativamente mediante un andlisis de sensibilidad (seccidn 3.5). Esto
en conjunto con las observaciones neuromoduladoras de esta seccidn estara
asentando las bases de modelacidn para describir la retroalimentacidn positiva
entre componentes moleculares y electrofisioldgicos en fendmenos circadianos.

4.4. Un modelo circadiano con conductancias dina-
micas

Es plausible pensar que la capacidad de comunicacidn entre dos neuronas
se ve afectada al haber cambios en las corrientes idnicas involucradas en la
neurotransmision, lo que es de especial importancia cuando una de éstas requla
la actividad de la otra. Los efectos, sin embargo, no se limitan Gnicamente
al nivel interneuronal. Para ejemplificar, retomamos el caso de Drosophila
melanogaster abordado en la seccién 4.1. Modificar los canales de K* de las
neuronas marcapasos cuando la mosca de fruta se encuentra en condiciones de
ciclo libre ocasiona una alteracién en la traduccidn de las protetnas PER y TIM,
deteniendo su dinamica oscilatoria. Este par de proteinas, como mencionamos,
conforman la base de los ciclos circadianos celulares en esta especie, por lo
que la ausencia de sus oscilaciones tiene efectos en cadena sobre los ritmos
locomotores que estas proteinas requlan [37] (lo que parece, interesantemente,
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Figura 4.8: Registro de actividad eléctrica en neurona del 6rgano X a distintas
horas del dia en un tallo ocular aislado. La falta de actividad a medio dia y
parte de la tarde y la excitacién subsecuente son congruentes con la liberacién
nocturna de CHH. Se afirma un ritmo circadiano. Extraida de [25]
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propio del ciclo libre; al encontrarse el individuo sincronizado con el ciclo luz-
obscuridad la oscilacién de las proteinas no se ve afectada tan severamente).
Las consecuencias circadianas intracelulares producto de la neuromodulacién
nos sirven de motivacién para el resto de la discusién de este capitulo.

En ésta y la siguiente seccidn nos enfocaremos en producir resultados
originales sobre la modelacion neuronal circadiana. Podemos hablar de dos
objetivos distintos: matematicamente hablando, queremos explorar el espacio
de pardametros del modelo STG para encontrar combinaciones paramétricas
con las que se pueda simular algiin comportamiento objetivo. Esto asentara
las bases de un modelo cronobioldgico multiescala futuro con el que se
puedan hacer predicciones a corto plazo (en escala de milisegundos), que
corresponderia a la evolucion usual del potencial de membrana segin los
modelos basados en conductancias), y otro a largo plazo (en escala de horas),
en donde las conductancias maximales, expresadas como funciones del tiempo,
varien para dar lugar a comportamientos observados a lo largo del dia y
completen el ciclo circadiano.

El segundo objetivo, de corte mas bioldgico, seria hacer afirmaciones
acerca del efecto de los neutotransmisores sobre la activacién e inactivacidn
de los canales idnicos. Esto se hace en el entendido de lo que conocemos y
desconocemos sobre el proceso de neuromodulacidn: entendemos empirica-
mente que los neuromoduladores (I) modifican de alguna manera la dinamica
del potencial de membrana (lll), lo que lleva a comportamientos cualitativa-
mente distintos, y también entendemos tedricamente que las conductancias
maximales (llI) son pardmetros representativos de los canales idnicos que
producen cambios en el potencial de membrana (Ill). Ateniéndonos a principios
de causalidad, posiblemente la pregunta importante que no se ha abordado en
la explicacidn anterior es la relacidn entre (l) y (ll); es decir, como es que la
neuromodulacidn juega con los canales i6nicos y sus variables de requlacion.
Entender esto nos llevaria completar la relacién de orden I = I/ = Ill, que
es posiblemente un esquema mas fiel a lo que se presenta naturalmente
en neuromodulacién. Este resultado se pretenderia generalizar a neuronas
en donde se conocen las caracteristicas de sus canales idnicos (en cuanto
a velocidad y retroaliemntacidn) y el efecto de algunos neuromoduladores,
siempre que esta informacidn se tenga a la mano.

En el caso de la liberacion hormonal en crustdceos pertenecientes a
Procambarus y Cardisoma se tiene conocimiento de la relacién entre actividad
neuronal y ritmicidad circadiana. La ultima observacidn hecha en la seccidn
4.3 sobre los patrones del potencial de membrana registrados en la figura 4.8
indica que éste queda bien acoplado a la liberacion nocturna de la hormona
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hiperglucémica en crustaceos, de lo que se afirma que la actividad eléctrica de
ciertas neuronas del drgano X se relaciona con la regulacidn circadiana del
nivel de azlicar en sangre en estos cangrejos. Tenemos también informacidn
sobre qué puede afectar a la liberacion hormonal: hemos identificado tres
neuromoduladores (GABA, encefalinas y serotonina) cuya presencia promueve
o inhibe la neurosecrecién en el sistema 6rgano X-glandula sinusal, con
sus correspondientes consecuencias electrofisioldgicas. Por lo tanto, tenemos
ubicados un fenémeno (variacién diurna del potencial de membrana), sus
causas (neuromodulacidon por GABA, Met-enk y 5-HT) y sus consecuencias
(secrecion de CHH). Para profundizar en la explicacion causal en este pequeio
diagrama conceptual nos podemos servir de las siguientes preguntas, hechas
sobre el paso intermedio del proceso antes mencionado:

1. ¢Cudl es el patrén circadiano que siguen los canales idnicos en estas
neuronas?

2. {Cual es el efecto de la neuromodulacién por GABA, Met-enk y 5-HT
sobre los canales idnicos?

En lo que sigue nos limitaremos exclusivamente a hacer afirmaciones
sobre la neuromodulacidn en neuronas secretoras de CHH. Supondremos los
efectos neuromoduladores de GABA, Met-enk y 5-HT previamente discutidos
[25], y supondremos que la relacién es biunivoca: que a toda fase ténica, de
silencio y de réfagas subyacen la accion y el efecto de GABA, Met-encefalina
y serotonina, respectivamente. También supondremos que la actividad eléctrica
medida en estas neuronas influye directamente en la secrecion de CHH, en
tanto que a mayor frecuencia de disparo de potencial de accién y mayor
amplitud de los mismos corresponde mas unidades de CHH liberadas. Estos
resultados se podrdn generalizar a cualquier neurotransmisor cuyos efectos
en términos de actividad eléctrica cualitativa sean conocidos.

Estamos en condiciones de dar respuestas matemadticas a las dos pregun-
tas anteriores. Y para esto nos basta notar que estamos haciendo uso de uno
de los artilugios matemdticos mds conocidos de todos: plantear una pregun-
ta nueva (ritmicidad circadiana) en un contexto ya estudiado (excitabilidad
neuronal). Procederemos tomando como base la figura 4.8 y el modelo de

excitabilidad neuronal basado en conductancias mas completo que tenemos a
la mano: el Modelo STG del Apéndice B.

Lo primero es justificar el uso del modelo desarrollado para la célula
pilorica lateral del ganglio estomatogdstrico en Cancer borealis para la
actividad neuronal de células en tallo ocular en Procambarus clarkii. Dicha
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justificacion se basa en que ambas neuronas tienen 3 corrientes de K*, al
menos una corriente de Na* y al menos una corriente de Ca®*. Por otro lado, la
correspondencia no es exacta, aunque st lo suficientemente buena para esperar
que los comportamientos sean similares. Otra justificacion de caracter mas
pragmético seria que las mediciones en ambas son suficientemente similares.
Informalmente lo hacemos porque podemos.

El modelo STG no considera factores extracelulares salvo por la co-
rriente aplicada. Ya que pretendemos observar neuromodulacién en nuestras
simulaciones, sera necesario producir variaciones internas. Estas se justifican
por el efecto de agentes externos neuromoduladores que pueden alterar la
dindmica del voltaje. Esta busqueda termina en la seccion 3.5. El andlisis de
sensibilidad indica que podemos elegir conductancias maximales que generen
los efectos deseados. Necesitaremos tantos vectores de conductancias maxi-
males como comportamientos queramos imitar. Podemos empezar haciendo
algunas afirmaciones sobre los canales a modificar. Como justificacién bastara
el papel que juegan las conductancias dinamicas de entrada en cada escala
temporal sobre el potencial de membrana segun se expuso en la seccion 3.4.
Recordamos que, en adelante, nos estaremos basando en la figura 4.8 para
construir nuestro modelo.

= En la medicidn de inicio (10:00 hrs) se observan potenciales de accidn
tonicos de alta amplitud. La alta frecuencia de los picos, consecuencia de
la tonicidad, sugiere que la conductancia dinamica de entrada ultralenta
es relativamente alta. La amplitud de los picos indica conductancia
dindmica de entrada rdpida alta, mientras que la ausencia de bloques
de repolarizacion representa valores bajos en la conductancia lenta.

» Conforme se avanza hacia el mediodia se observa una disminucién en la
amplitud de los potenciales y la aparicién de bloques de repolarizacién,
lo que indica que la conductancia répida se ha reducido y la lenta ha
aumentado. La tendencia a la baja de la amplitud termina en una fase
silenciosa a las 16 horas; aqui podemos decir que no hay regeneratividad
rapida capaz de iniciar potenciales de accién.

» Tras la fase silenciosa se observa un lento incremento en la amplitud
de los picos (aumento en la conductancia rapida) con réfagas de pocos
potenciales de accidn y bloques de repolarizacién (conductancia lenta
a la baja). Para la mediciéon de las 18 horas se consolidan réfagas
(conductancia lenta de bajo voltaje a la alza) con numero creciente de
potenciales de accién (conductancia lenta a la alza) y un nimero menor
de rafagas (conductancia ultralenta a la baja).
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= En la dltima hora registrada (21:00) se observan rafagas similares a
las anteriores con menor separacién temporal entre ellas, lo que indica
nuevamente valores elevados para la conductancia ultralenta.

Finalmente, el andlisis de sensibilidad (sec. 3.5) del modelo STG nos
permite elegir las corrientes involucradas en cada una de las conductan-
cias dindamicas y determinar los cambios necesarios sobre sus conductancias
maximales que llevan a reproducir los patrones observados. Aqui es donde
generamos un vector paramétrico para cada observacidn por reproducir. La
figura 4.8 consta de trece registros (nueve por hora y uno final). A continuacién
se reproduciran los comportamientos para nueve de ellas (dos representantes
por hora y una final).

Nuestro procedimiento entonces es el siguiente: notamos la existencia de
tres comportamientos cualitativamente distintos en los registros de la actividad
eléctrica en las neuronas del drgano X de P. clarkii; a saber, tonicidad, silencio
y bursting. De acuerdo al andlisis de sensibilidad, sabemos qué conductancias
dindmicas estdn involucradas en cada uno de estos comportamientos, y como
deben variar éstas como funciones del tiempo para pasar de uno a otro
comportamiento.

Empezando por la tonicidad, en el caso especifico del modelo STG,
se observan niveles relativamente bajos de las conductancias G¢,. Y G,
para evitar bursting, pero altos de g, para exhibir potenciales de accion
pronunciados. La frecuencia de disparo se controla por medio de g, con
niveles bajos para generar el tren continuo de potenciales de accién. La
conductancia de sodio se verd decrementada hasta que los potenciales de
accion no sean visibles, con lo que logramos el silencio de la medicidon de las
16 horas. Para pasar a bursting, se reestablece la conductancia maximal de
la corriente de sodio, pero a su vez se aumenta g, con lo que se producen
rdfagas. Conforme transcurren las horas hasta la tltima medicién también se
debera aumentar g, para que las rafagas estén separadas y bien definidas.

De aqui podriamos interpolar valores para el lapso nocturno desconocido
(21-10), en donde sabemos tedricamente que las conductancias maximales de
sodio, calcio transitorio y potasio requlado por calcio se deben reestablecer
a su valor original en la primera simulacién, pero dejaremos el trabajo en el
medio ciclo ateniéndonos a las mediciones conocidas [25]. Con esto damos
paso al cierre de este capitulo con la seccion de resultados.



Resultados 119

4.5. Resultados

Actualmente en lo que respecta a dindmica hormonal no contamos con
informacidn precisa sobre procesos inhibidores de la secrecidn de CHH. Si
suponemos que el efecto inhibidor de las encefalinas también es aplicable a
la liberacién de hormona hiperglucémica tendriamos una sucesidn similar a la
siguiente:

1. La tonicidad en las primeras horas del dia se puede asociar a la presencia
de GABA en presencia de CHH.

2. El silencio de las 16 horas se puede explicar con ausencia de GABA y
aparicion de Met-encefalina.

3. La 5-HT, que tiene efecto excitatorio sobre las mismas neuronas excitadas
por GABA, aparece hacia el final del dia y produe rafagas.

El trabajo del que proviene la figura 4.8 tampoco proporciona informa-
cidn sobre la actividad neuronal nocturna del 6rgano X. Esto limita nuestra
descripcidn, en el sentido de que podemos hacer afirmaciones fundamentadas
Unicamente sobre lo observado. Para conectar el inicio y el fin de lo dicho
anteriormente, cabria la posibilidad de que en algun punto de la noche se haga
una transicion entre potenciales tonicos y réfagas, lo que desde la perspectiva
hormonal implica un intercambio en la concentracidn de GABA y serotonina.
Se necesitan observaciones adecuadas para verificar esto.

El modelo matematico enfrenta el problema mencionado anteriormente.
Las observaciones conocidas se reproducen en la figura 4.9 con las debidas
transiciones entre tonicidad, silencio y rafagas. Los valores paramétricos
para cada simulacidn se presentan en la tabla 4.1. Dicha tabla, por cierto,
contesta la primera de las prequntas guias de la seccidn anterior. Las dos
conductancias no mencionadas aqut se mantuvieron constantes: la corriente
activada por hiperpolarizacién /;; y la Ohmica de fuga /; conservaron sus
conductancias maximales en gy = 0,2 y g, = 0,01, respectivamente. El resto
de los parametros se tomaron como en la figura B.3 salvo por el potencial de
reversion del calcio, que se tomd constante Ec, = 80mV. Como condiciones
iniciales de las variables de requlacidon se escogieron sus valores asintdticos.
Como potencial de membrana y concentracién intracelular de Ca®* se tomaron
Vo =—70,0y Cap =0,5.

Las transiciones necesarias se hicieron con base en los resultados de
nuestro andlisis de sensibilidad. Este muestra que Iy, e Icq, participan
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Figura 4.9: Simulacién de actividad neuronal circadiana con el Modelo STG;
cf. fig. 4.8. Generada con el cddigo de la subseccion C.5.1 con los parametros
de la tabla 4.1
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INe | 9ca; | 9cas | 9a Ik, | 9k,
10:00 hr | 600.0 | 55 | 35 | 10.0 | 250.0 | 10.0
2000 | 55 | 35 |20.0|100.010.0
12:00 hr | 125.0 | 55 | 35 | 20.0 | 100.0 | 10.0
0.0 25 | 35 (2001|1000 100
16:00 hr | 0.0 0.0 | 35 [20.0]100.0|10.0
500 | 30 | 35 | 0.0 | 90.0 | 20.0
18:00 hr | 100.0 | 3.0 | 50 | 0.0 | 90.0 | 50.0
800.0 | 10.0 | 10.0 | 0.0 | 150.0 | 90.0
21:00 hr | 800.0 | 10.0 | 3.5 | 10.0 | 150.0 | 90.0

Cuadro 4.1: Comparacién cuantitativa de las conductancias para 4.9 a diferentes
tiempos.

positivamente en la conductancia rdpida, por lo que ambos deben disminuir para
pasar de tonicidad a silencio, e incrementarse para las rafagas. Los bloques
de repolarizacion se logran con valores bajos de g, , ya que su corriente
Ka

asociada participa negativamente en la conductancia lenta a alto voltaje. Las
rafagas se consolidan en la sequnda mitad del dia con cambios en G, y g,
cuyas corrientes tienen efectos negativos y positivos, respectivamente, sobre
la conductancia lenta de bajo voltaje. La reduccién de frecuencia entre las
rafagas de las 18 y 21 horas se consiguié modificando las conductancias
maximales asociadas a corrientes presentes en la escala ultralenta, como son
lcas € Ix,,- Todo lo anterior esta en concordancia con las figuras 3.3 y 3.4.

Ina | 9car | 9eas | 94 | 9k, | 9k,
10:00 hr | - - - - - -
N - - SN -
12:00 hr | \, - - - - -
NN - e
16:00 hr | - N - - - -
S0/ - IN NS
18:00 hr | - /! - - e
NS0 00 S S
21:00 hr | - - NS -

Cuadro 4.2: Comparacion cualitativa de las conductancias a diferentes tiempos
respecto al estado anterior. Las flechas  representan incrementos; las flechas
\., decrementos, y los guiones —, constancia.
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La tabla 4.2 nos permite hacer un analisis cualitativo de los cambios
observados en cada conductancia maximal a lo largo del dia simulado. Esto
facilita la comprensidn de las variaciones efectuadas. Por ejemplo, con esta
tabla es posible hacer afirmaciones sobre las relaciones entre hormonas y
canales idnicos, de manera que se da respuesta a la sequnda pregunta guia
de la seccion 4.4:

= GABA, que estd presente en la manana y desaparece hacia el mediodia
simulado, parece estar relacionado con la apertura de canales de Na*.
Se tiene documentada la relacion entre GABA y corrientes de Cl™ [25],
pero el modelo STG no considera dicha corriente, de manera que no
es posible identificar desde nuestro andlisis su escala temporal y la
retroalimentacidn con la que provee al sistema.

= Las encefalinas, de efecto inhibitorio, pueden estar relacionadas en
términos idnicos con el cierre de canales de potasio, especificamente con
la retrasada. Esta observacién es congruente con lo dicho en la seccién
4.3 sobre sus efectos electrofisioldgicos.

= La 5-HT provoca respuestas en forma de rafagas de potencial de mem-
brana, lo que, por conductancias dinamicas, sabemos que se origina
en la escala lenta. Estamos en posicidon de postular la existencia de
una relacion entre la presencia de 5-HT y la modificacion de canales
que contribuyen en la escala lenta de bajo voltaje, como son /¢, €
l4. Nuevamente, la condicidon de corrientes lentas también habia sido
mencionada en la seccidn 4.3.

Con las afirmaciones anteriores concluimos el capitulo sobre ritmos cir-
cadianos, ultimo de la parte principal de este texto. Tras esto contintian un
apartado para Conclusiones Generales y los Apéndices que hemos estado
citando a lo largo de los cuatro capitulos anteriores.



Resultados y Conclusiones

El objetivo de este texto es agregar una nueva entrada a la larga y
siempre creciente lista de modelos cronobioldgicos matematicos. En nuestro
caso particular se quiso reproducir el comportamiento ritmico de la activi-
dad eléctrica registrada de las neuronas del 6rgano X en crustaceos. La
motivacion de nuestro modelo base no proviene directamente de bucles de
retroalimentacion o ciclos limite, sino de resultados previos que se obtienen
por variacién de pardmetros en modelos basados en conductancias para exci-
tabilidad neuronal. Fue necesario, por lo tanto, proporcionar justificaciones
neuroldgicas, electrofisioldgicas y cronobioldgicas para fundamentar nuestra
propuesta matematica.

El texto comenzd con la parte neuroldgica y electrofisioldgica. En el
primer capitulo expusimos el modelo basico. Expusimos conceptos elementales
de neurologia y describimos los fendmenos electrofisioldgicos de interés. Se
hablé también de los canales idnicos, su regulacién y de como contribuyen de
maneras distintas a los procesos de excitabilidad neuronal. Aqui aprovechamos
para presentar los conceptos de retroalimentacion y por sefalar las escalas
temporales de relevancia para capitulos posteriores. Hablamos también de la
derivacidn, por medio de circuitos, de un modelo simple basado en conductan-
cias, y aprovechamos para presentar el histéricamente importante modelo de
Hodgkin-Huxley y su generalizacién a modelos basados en conductancias con
un numero arbitrario de corrientes. EL modelo central de este texto, el modelo
STG, se menciond aqui pero se presenta formalmente en el Apéndice B.

El Capitulo 2 inicid realmente la exposicion del andlisis y desarrollo
matematico del texto. Ahi se presentaron otros tres modelos, uno de los cuales
es similar al de Hodgkin-Huxley pero con una corriente adicional de Ca’*,
al que nombramos HH+/¢,, y dos modelos que funcionan como reducciones
geométricas de los anteriores. La ventaja de los modelos reducidos es que su
forma simple facilita la explicacidn de ciertos fendmenos fisiolégicos en términos
matematicos. Fue aquil que tomamos la reduccidon del modelo HH+/¢,, a la que
llamamos el modelo reflejado, y la usamos para matematizar y ejemplificar el
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concepto de retroalimentaciéon del capitulo anterior. Aprovechamos para hacer
una comparacién de los distintos tipos de excitabilidad, de acuerdo con la
retroalimentacién presente, que se observan en el modelo reflejado. Estos tipos
de excitabilidad se describen geométricamente y provienen de bifurcaciones del
sistema estudiado. Los conceptos matematicos de este capitulo se presentan
en un glosario en el Apéndice A.

Pasamos al tercer capitulo con la idea de generalizar las definiciones
de modelos reducidos a modelos mas complejos y mas fieles a los fendmenos
electrofisioldgicos estudiados. Es aqui donde definimos escalas temporales
y mecanismos de retroalimentaciéon para modelos basados en conductancias.
Las diferencias en comportamiento que se observan en presencia de diferentes
signos de retroalimentacidon conducen a estudiar la transicidén entre ellos por
medio de la ecuacion de balance y el algoritmo de transcriticalidad para la
excitabilidad neuronal. Tras esto, combinamos las definiciones ya generalizadas
de temporalidad y retroalimentacidon en lo que definimos como conductancias
dindmicas de entrada, que se pueden interpretar como un agregado de la
retroalimentacion que proveen las corrientes al sistema en cada escala temporal.
Hicimos notar los efectos sobre las conductancias dindmicas de entrada de
variar las conductancias maximales; esto nos motivé a presentar un estudio
formal a través del andlisis de sensibilidad. Las dos Ultimas partes del capitulo
se hicieron para el caso particular del Modelo STC.

Con el analisis de sensibilidad se concluyé la parte dedicada a excita-
bilidad neuronal. El cuarto y ultimo capitulo trata sobre Cronobiologia. En
analogia con el primero, este capitulo comenzd con definiciones bioldgicas y
ejemplos de los fendmenos a estudiar. Se procedié a mostrar algunos de los
tantos modelos cronobioldgicos matematicos que se han desarrollado, entre los
que cobran particular interés los modelos basados en osciladores de van der
Pol. Inmediatamente después delimitamos nuestro estudio a los crustdceos, y
en particular a los acociles del género Procambarus, cuyos ciclos hormonales
emergen del sistema conformado por el 6rgano X y la glandula sinusal. Nos
concentramos en los fendmenos electrofisioldgicos que sufren las neuronas del
organo X, los neuromoduladores encargados de su requlaciéon y su relacidn con
la liberacién de hormonas, como es la hormona hiperglucémica de crustaceos
(CHH) de liberacién predominantemente nocturna. Lo que aqut nos llamé la
atencion, y una de las motivaciones generales de este trabajo, es el patrén
circadiano que muestra el potencial de membrana de algunas de estas neuro-
nas y como éste parece estar en concordancia con la secrecion de CHH. Ya de
vuelta en temas neuroldgicos, propusimos una forma de modelar los patrones
circadianos por medio de modificaciones a las conductancias dindmicas de
entrada con eleccidn premeditada de las conductancias maximales a través
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del andlisis de sensibilidad. Los resultados se presentan al final del ultimo
capitulo. El cddigo con el que se genera nuestra reproduccién, ast como el
resto de las simulaciones presentadas en el texto, se pueden consultar en el
Apéndice C.

El andlisis de sensibilidad nos permitié elegir conductancias maximales
para modificarlas y obtener comportamientos voltdicos deseados. En el caso
del contexto cronobioldgico, con los suficientes datos experimentales podremos
dar juegos de parametros que reproduzcan los distintos comportamientos del
potencial de membrana de neuronas que presentan ritmos circadianos. Entender
los cambios cualitativos de las conductancias maximales a distintas horas del
dia nos puede ayudar a proponer funciones G 24-periddicas (trigonométricas
o aproximaciones polinomiales que satisfagan G(0) = G(24)), o identificar el
origen del comportamiento observado en ciclos limites u osciladores de van
der Pol, para incluirlas en un futuro modelo, de manera que se pueda simular
la evolucion del voltaje en escala de milisequndos y de horas. Seria posible
también incluir efectos de sincronizacién con el ciclo dia-noche gracias a
la observacion de que la luz produce efectos hiperpolarizadores en algunas
neuronas del 6rgano X [25]. Todo lo anterior, como hicimos en el capitulo cuatro,
nos ayudara a entender los efectos que la neuromodulacién y sincronizacidn
tienen sobre los canales idnicos.

Concluimos esta seccidn con una thesis propia: el acercamiento a proble-
mas de neuromodulacién circadiana por medio de conductancias dindmicas
de entrada puede proporcionar informacidn sobre la relacion entre los neu-
romoduladores que actiian sobre una neurona en particular y sus canales
idnicos. Con la identificacién un nimero mayor de neuromoduladores y sus
efectos sobre cierto tipo de neuronas y datos serd posible hacer predicciones
sobre el estado de los neuromoduladores, los canales idnicos, el potencial de
membrana y los procesos fisioldgicos que se desencadenan de esto, como lo
fue en nuestro caso la CHH y el nivel de aztcar sanguinea; esto nos servird
como objetivo para futuras investigaciones.

Se reitera el agradecimiento por el tiempo invertido en la lectura de este
texto. Hasta pronto.
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Apéndice A
Glosario matematico

El concepto matematico mas general con el que se puede abordar el texto
anterior es el de sistema dindmico [39]. Un sistema dindmico pretende describir
la evolucidn, o movimiento, de un objeto dado de acuerdo a los fendmenos que
éste experimenta. Esencialmente, para determinar el cambio de un objeto es
necesario conocer el objeto, en qué puede cambiar, aquéllo respecto a lo que
cambia y cdmo cambia. Formalmente, los sistemas dindmicos se consideran
como 3-tuplas ordenadas (E, T, ¢) donde

» E es el conjunto en el que los objetos cambian. Es conocido como espacio
fase y segun la definicidn se requiere alguna caracteristica topoldgica
para E, habitualmente que sea espacio métrico. A los elementos de E
se les denomina variables de estado.

» | es el conjunto respecto al que los objetos cambian, cominmente
llamado conjunto de tiempos con estructura algebraica de monoide. De
acuerdo al problema que se aborde, algunas posibilidades para este
conjunto son N, Z, R, R*, C, etc.

» ¢ es como cambian los objetos o ley de evolucién. Se define como
¢ : E x T — E y satisface una forma de aditividad en su sequnda
entrada

Vx € EVt € TVH € T ¢(d(x. 1), b) = d(x, t + 1).

El sistema dindmico recibe nombres distintos segun la estructura y
caracteristicas de sus tres componentes antes mencionadas. Por ejemplo, si
I' =No T =7, al sistema dindamico se le denomina discreto, mientras que
si T =R o T =R* se le denomina continuo. Adicionalmente, puede ser
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estocdstico o determinista segun su regla de evolucién considere términos
aleatorios o no, respectivamente.

Un ejemplo simple de un sistema dindmico es iterar el lanzamiento de un
dado hexaedro. En este experimento, la variable de estado es la cara que cayé
hacia arriba y sus posibles opciones (espacio fase) son las 6 caras numeradas
del dado. Aqui T = N\{0} en el sentido de que podemos identificar un primer,
segundo y n-ésimo lanzamiento. La forma simple de abordar la ley de evolucién
es por medio de variables aleatorias idénticamente distribuidas (uniforme en un
conjunto de 6 elementos si suponemos que el dado es justo) y estocdsticamente
independientes entre si, supuestas asi en busqueda de parsimonia y como
eleccion de modelo. Lo anterior determina que el experimento considerado se
puede estudiar como un sistema dindamico estocastico discreto.

Los sistemas dindmicos que habremos manejado en el texto, sin embargo,
son del tipo diametralmente opuesto al anterior. Nosotros estaremos trabajando
con ecuaciones diferenciales, habitualmente escritas como

x = F(x),
pero también encontradas de la forma
G(x, x,x) =0,

como en las secciones 2.1 y 4.2. En lo anterior, x € R” representa una funcién
de variable escalar (real) y n coordenadas, X, X representan su primera y
seqgunda derivada respecto a su variable, respectivamente, y F : R” — R”
es un campo vectorial. En general, entenderemos por “resolver una ecuacidn
diferencial” encontrar una familia de funciones ¢ : V. C R — R”, con V
abierto, que satisfagan

dé

) =(Fod)1)

es decir, que las curva determinadas por las funciones ¢ se acoplen tangen-
clalmente a los vectores determinados por el campo vectorial F [2]. Si ademas
queremos encontrar una funcidn de las anteriores que en un tiempo conocido
to € R (habitualmente t, = 0) pase por un punto conocido xo € R" lo que es-
taremos haciendo es prequntarnos por las soluciones de un problema de valor
inicial [30]; i.e., queremos una funcidn ¢,, que resuelva la ecuacién diferencial
y que cumpla la condicion inicial ¢(ty) = xo. Bajo condiciones de suficiente
derivabilidad (F € C'(R")), el Teorema de Existencia y Unicidad garantiza
soluciones unicas a los problemas de valor inicial. Concluimos de aqui que
podemos extraer sistemas dindmicos deterministas continuos de ecuaciones
diferenciales: dada la ecuacion diferencial x = F(x) con el problema de valor
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inicial determinado por xp, la posicién de la curva (variable de estado) al
tiempo t (T =V C R) en R” (espacio fase) dada por la solucién ¢ (ley de
evolucion) determinan un sistema dinamico.

En consecuencia, mucha de la terminologia que abordaremos a continua-
cion también puede ser vista como caso particular de conceptos mas generales
en sistemas dindmicos. El objetivo de este apéndice serd, por lo tanto, pre-
sentar los conceptos matematicos dinamicos que se mencionaron a lo largo
del Capitulo 2. Como en lo dicho antes, estaremos considerando ecuaciones
diferenciales de la forma

x = F(x).

Se hardn las generalizaciones a Teoria de Sistemas Dinamicos cuando
sea pertinente.

A.1. Puntos de equilibrio

En ecuaciones diferenciales, un punto de equilibrio es un punto xp € R”
que satisface
x=F(x)=0,

es decir, representa una solucidon de la ecuacion diferencial que es constante
[30] (fig. A.1). EL anélogo en sistemas dinamicos es llamado punto fijo, y son
elementos xp € E que satisfacen no moverse respecto al tiempo cuando son
vistos como condiciones iniciales; i.e.,

Vte T: o¢(x, t)=x.

Los dos conceptos anteriores a veces son usados indistintamente en el contexto
de ecuaciones diferenciales [2].

A.2. Plano fase

Una de las propiedades que le dan definicién a los sistemas dindmicos
es la existencia de un espacio fase E, que es el conjunto de estados posibles
para la variable de estado. Para las ecuaciones diferenciales el espacio fase
puede recibir distintos nombres de acuerdo a la dimensién (el nimero de
variables involucradas) de la ecuacién. En el caso unidimensional a £ de le
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denomina linea fase, y en el caso bidimensional, plano fase [30]. Es decir, los
espacios fase son los R”, o un subconjunto de ellos, en donde las ecuaciones
son definidas (fig. A.2). En condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad,
ya que por cualquier punto pasa una solucidn, el espacio fase se convierte
en todo R". Geométricamente en estos espacios estardn representadas las
soluciones de la ecuacidn diferencial vistas a través de sus imagenes (curvas
dirigidas).

A.3. Ceroclinas

Dada una ecuacion diferencial definida por

Xq Filxi, x2, -+, Xn)
, X2 Falxi, x2, -+ ) Xn)
X = . = , = F(x)
Xn Fn(X1:X2;"' :Xn)
la x;-ceroclina, o x;-nulclina, con i € {1,2,---,n}, es la superficie en el

espacio fase determinada por
xi = Fi(x1,x2,- -, x,) =0

En términos dindmicos, los puntos en la x;-ceroclina satisfacen que su despla-
zamiento en la i-ésima direccion es 0, por lo que se desplazan paralelamente
al hiperplano generado con las otras n — 1 direcciones. En el caso de un
sistema bidimensional dado por

: Filx,
g Falx, )

la x-ceroclina contiene a los puntos cuyo desplazamiento instantaneo es

vertical; andlogamente, el desplazamiento instantaneo en los puntos de la y-

ceroclina es horizontal (fig. A.1). Por argumento de continuidad, las ceroclinas

dividen al espacio fase en conjuntos ajenos donde el desplazamiento respecto
a la i-ésima entrada es en direccidn positiva o negativa [30].

A.4. Trayectorias

Sea ¢,, : V € R — R” la solucién al problema de valor inicial de
la ecuacion x = F(x) en xo € R” al tiempo t, € R. La trayectoria, flujo
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+ X

Figura A.1: Ceroclinas para una ecuacion diferencial bidimensional. Los puntos
fijos se ubican en las intersecciones de las ceroclinas. Las flechas representan
la direccién del movimiento de acuerdo al campo vectorial en esos puntos. Las

regiones en las que las ceroclinas dividen al plano estan representadas con
las letras A, B, C, D. Extraida de [30]

o flujo fase, descrita por xo es la imagen de ¢,,. Es decir, es el conjunto
{#4(1)|t € V} C R" [2]. Esto describe el comportamiento geométrico de la
solucién ¢,, en el espacio fase (fig. A.2). En condiciones del Teorema de
Existencia y Unicidad, todo punto del espacio fase pertenece a exactamente
un flujo fase. Un término similar habitualmente reservado para los istemas
dindmicos discretos es el de drbita [30]. A los flujos que resultan de soluciones
periddicas también se les llama drbitas cerradas.

A.5. Estabilidad

Sea xp € R" un punto de equilibrio para la ecuacidn diferencial x = F(x).
Decimos que el punto de equilibrio es estable en el sentido de Lyapunov [2]
si satisface

Ve > 030 > 0Vt > 0(||x — xol| < 0 = [|dx(t) — x0l| < €).

Esto implica que en cualquier vecindad del punto fijo se puede encon-
trar una subvecindad de donde las trayectorias no salen. Intuitivamente, la
estabilidad en els entido de Lyapunov queire decir que los puntos cercanos
permanecen cercanos. A veces a los puntos estables en el sentido de Lyapunov
se les llama Unicamente estables [30].

Por otra parte, decimos que un punto fijo xo es asintéticamente estable
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Figura A.2: Plano fase de un péndulo ideal. Las curvas con flechas representan
los flujos determinados por el sistema. Los puntos en negro representan los
equilibrios. Extraida de [30]

si es estable en el sentido de Lyapunov y ademas

lim ¢, (t) = xo.

t—o00

Intuitivamente esto nos permite entender a la estabilidad asintdntica como
que las trayectorias no sdlo se quedan cerca, sino que se acercan tanto como
nosotros queramos (fig. A.3). St xp es asintéticamente estable se define su
cuenca de atraccién [30] como el conjunto de todos los puntos en el espacio fase
que satisfacen que los flujos que los toman como condiciones iniciales tienden
a xo. La diferencia entre ambos conceptos de estabilidad surge evidentemente
de esta ultima parte, pues podria pasar en la estabilidad en el sentido de
Lyapunov que las trayectorias estén cerca pero no se acerquen mas (como
trayectorias periddicas alrededor de un punto de equilibrio).

Los conceptos de inestabilidad surgen como las negaciones de los con-
ceptos anteriores. La importancia de éstos radica en la aplicacidn de la teoria
a la préactica: si bien es importante la existencia de puntos de equilibrio para
la prediccidon del comportamiento de cierto sistema a estudiar, los puntos
inestables no proporcionan mayor informacién que la estrictamente tedrica,
pues los puntos con condiciones similares pero no idénticas se terminaran
por alejar, y pedir exactitud de condiciones en un problema de la vida real es
tanto como intentar atinar a un conjunto de contenido cero en R".
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Figura A.3: Punto fijo asintéticamente estable en un modelo presa-depredador

Extraida de [30]

A.6. Ciclos limite

Sea x € R” un punto en el espacio fase. Decimos que y € R" es un punto
limite de la trayectoria ¢, que parte de x si existe una sucesion {t,},en C R

lim &.(t,) =y

que satisface
t, > 00 A
n—oQ

o bien
t, > —o0 A Um ¢(t) =y
n—oo
En general, el conjunto limite de una trayectoria es el conjunto de puntos
limite de dicha trayectoria [30]. EL concepto de ciclo limite resulta como
caso particular de lo anterior: un ciclo limite y es un flujo cerrado (en el
sentido de solucidn periddica) que estd contenido en el conjunto limite de

una trayectoria que parte de un punto x & y (fig. A.4). Los ciclos limites
pueden ser estables o inestables, dependiendo si la convergencia es a t — o0

0 t — —o0, respectivamente.

A.7. Homoclinas y heteroclinas

Sean x; € R" y x, € R” dos puntos de equilibrio distintos. Se dice
que ¢, es una drbita heteroclina para los puntos de equilibrio x; y x, [30] si

satisface
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Figura A.4: Ciclo limite estable generado en un oscilador de van der Pol.
Extraida de [30]

tl[m Ox(t) = x1 A tli@ O« (t) = x2.

Por otra parte, se dice que ¢, es una drbita homoclina para el punto de
equilibrio x; si satisface

tl(m Ox(t) = x1 A tli@ Ox(t) = x1.

En resumen, las soluciones heteroclinas conectan (en un sentido asintdtico)
puntos de equilibrio distintos, mientras que las homoclinas conectan a un
punto de equilibrio consigo mismo.

A.8. Variedades estables e inestables

Dado un punto de equilibrio xo € R”, definimos a la variedad estable de
xo, denotado por S(xp), como el conjunto de todos los puntos cuyas soluciones
asociadas se acercan a xg. Es decir,

S(x) = {x € R| lim ¢,(t) = xo} .

Andlogamente, la variedad inestable de xy, denotada por U(xp), de define
como el conjuntos de los puntos cuyas soluciones asociadas se alejan de x.
Esto es,

Ulxo) := {x ER'| lim ¢,(t) = xo} .
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Figura A.5: Bifurcacion de Hopf. La variacién del pardmetro p como se indica
hace que un punto fijo cambie su estabilidad y en su lugar aparece un ciclo
limite estable. Extraida de [30]

A.9. Bifurcaciones

Consideremos un sistema dinamico regido por la ley de evolucién g que
hace uso de un parametro A. Es decir, cada valor paramétrico determinado
A € A da lugar a una ley de evolucién a la que denotamos por

gi(x, t) :=g(x, t; A)

Si variar A origina cambios en las estructuras limite del sistema, como el
numero o la estabilidad de los puntos fijos, decimos que ocurre una bifurcacion
y que A es un pardmetro de bifurcacién [30]. Decimos que la bifurcacién
ocurre en A = A* € A si este valor paramétrico separa a las regiones de
comportamiento cualitativamente distintos. De acuerdo a los cambios en las
estructuras limite que sucedan en la bifurcacidn, ésta recibe nombres distintos
(fig. A.D).

Como ejemplo, consideremos la ecuacion diferencial unidimensional dada
por x = x(x — A) con A € R. El sistema tiene dos puntos fijos, a saber x =0
y x = A. Cuando A # 0 hay dos puntos de equilibrio distintos, mientras que
en A = A* = 0 los dos puntos colapsan en uno solo. Cuando A > 0 los puntos
negativos cumplen x > 0, mientras que aquéllos en (0, A) satisfacen x < 0,
por lo que el punto de equilibrio xo = 0 es estable. Por otro lado, cuando
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Figura A.6: Diagrama de bifurcacién de un sistema unidimensional. Las ramas
de la curva sélida representan dos puntos fijos del sistema. Las lineas fase
representan sus estabilidades: el punto superior es estable mientras que el

inferior es inestable. Los puntos colisionan en h = % y se aniquilan. Extrailda
de [30]

A < 0, sucede que los puntos positivos satisfacen x > 0 y los puntos en (4, 0),
x < 0, por lo que xo = 0 es ahora inestable. Concluimos que el sistema sufre
una bifurcacion en A = A* = 0 en la que xo = 0 cambia su estabilidad (de
hecho, esta bifurcacién resulta transcritica; para esto haria falta observar los
cambios que sufre el punto fijo x; = A).

A.10. Diagrama de bifurcacion

Un diagrama de bifurcacion [30] es un recurso grafico que se emplea para
visualizar los efectos a nivel cualitativo de variar el parametro de bifurcacion
A. Una forma de elaborarlo es graficando el parametro A contra los puntos fijos
del sistema y sus propiedades de interés: estabilidad, existencia de drbitas
periddicas, colision y aniquilacion (fig. A.6). Saber interprepatr los diagramas
de bifurcacion nos ayudara a entender el papel del parametro estudiado y los
tipos de bifurcaciones que desencadena.
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El modelo STG

La virtud de los modelos tipo Hodgkin-Huxley es que se pueden ampliar
con tantas corrientes como se desee siempre que se tengan los medios para
describir su comportamiento y dinamicidad a cambio de dos precios. Lo primero
que se debe considerar es que cada nueva ecuacion diferencial hace al modelo
menos tratable en términos de solubilidad numérica (puesto que las soluciones
analiticas son rara vez posibles o deseadas). El sequndo problema es la
representacion grafica de las interacciones entre las especies idnicas y sus
reguladores. A partir de los modelos 4-dimensionales (como es el caso de
Hodgkin-Huxley) no nos es posible admirar sus interacciones totales, sino
que debemos restringirnos a las proyecciones del modelo (considerar mas de
una grafica en donde actien no mas de 3 variables). Si no tememos a estas
restricciones y por el contrario nos interesa que nuestro modelo sea lo mas
completo posible entonces podemos proceder a agregar nuevas y mas variadas
corrientes.

Un ejemplo notable de un modelo con mas de 4 corrientes es el propuesto
por Buchholtz et al. para la célula pildrica lateral (LP, por sus siglas en
inglés) del ganglio estomatogastrico (STG, ditto) de Cancer borealis [8]. Este
modelo emplea seis corrientes requladas por voltaje, de las cuales una también
es requlada por [Ca®*], y una corriente Ohmica de fuga. Este modelo tipo
Hodgkin-Huxley sigue las ecuaciones (1.7) y (1.10) para describir la tasa
de cambio del voltaje en el tiempo, con conductancias maximales §;, y usa
funciones

a = ka(V)(aeo(V) — a)
1 (B.1)

V—Vg

14+ e
para las variables de requlaciéon a, donde, como es usual @ representa la

doo(V) =

137
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Figura B.1: Tabla de constantes para el Modelo STG de Buchhtoltz et al,,
extraida de [8]

derivada respecto al tiempo y a, es la funcién de estado fijo, sigmoidal como
las descritas en la seccidon 1.4. El término k,(V) es un término de relajacidn
(andlogo a &,(V) de la ecuacién (1.12)) medido en s~' e indica las escalas
temporales (mantenemos la notacién de [8] con esperanzas de usar la tabla
de valores constantes alll expuesta). Las primeras 3 corrientes idnicas son
del catién K*; otras 2 son de Ca?*, N* y una es una corriente activada
por hiperpolarizacidn. Las cantidades que no se especifiquen al momento
de mencionarlas son constantes y se pueden consultar en la imagen B.1.
Procederemos a describir las corrientes del sistema.

La primera de éstas es la corriente rectificadora retrasada iy, saliente,
persistente y con 4 canales de activacidn. Su variable de activacién tiene el
comportamiento que el descrito en (B.1); la corriente y el término de relajacidn
son de la forma

ig = ggn*(V — Ex)
(V) = — S (B.2)

V—V]
14+ e sk

La siguiente corriente, iocq), €s saliente, transitoria y activada por calcio,
por lo que las variables de activaciéon e inactivacién a, y b,, respectivamente,
dependen de la concentracién del catidn calcio [Ca] ademas del potencial de
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membrana. La dindmica de i,cq) esta regida por

lo(Ca) = Go(Ca)@obo(V — Ek)
(o = koa(do00(V,[Cal) — a,)
bo = kop(boso([Cal) — b,)
1 1 [Ca] (B.3)
Te G Ate G CtlCd
(&)
3+ [Ca]

0o00(V,[Cal) =
bo([Cal) =

Aqut podemos notar la inclusién de una variable, y por lo tanto es
necesario definir su dindamica. En este caso, [Ca| depende de si misma, de la
concentracién intracelular [Ca®] (constante) y de la corriente idnica ic,, de la
cual nos encargaremos a su debido tiempo. Las ecuaciones para [Ca] son

[Ca]l = —cicaica + kea([Ca®] —[Ca))
T (B.4)
€€ = ZF Vol

donde z es la valencia de C** y F es la constante de Faraday (descritas en
la seccion 1.3) y Vol es el volumen en que la dindmica del calcio se da a
lugar, aprox. 3x10~7 ml.

La corriente transitoria tipo-A is (también llamada corriente rdpida de
K*, [36]) se caracteriza por tener un proceso de activacién de 3 canales y
dos procesos de inactivacidn. Las variables de regulacién obedecen a las
ecuaciones B.1; el factor de relajacion del segundo proceso de inactivacidn
b y la corriente estan dados por

C
kno(V) = ———
1+e
in= gaai(x(V)bar + (1 = x(V))ba)(V — Ex) (B.5)
1
14+ e

donde el término x(V)bar + (1 — x(V))baz expresa la combinacién convexa
entre los dos procesos de inactivacidn y x(V), sigmoidal, es el valor de peso
que determina qué proceso de inactivacidn ejerce mayor fuerza.

De manera similar, la corriente de Ca*t i, consiste de dos procesos:
uno persistente, el otro, transitorio, y todos ellos obedecen a las ecuaciones
(B.1). La corriente estd descrita por

ica = (Gcarcarbcar + Gea2aca2)(V — Ecq) (B.6)
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Este modelo posee una corriente activada por hiperpolarizacién, como
las descritas en la seccidon 1.4, nombrada i,. Esta corriente es persistente,
lenta y entrante. Su variable de activacidon r obedece las ecuaciones (B.1); la
corriente y el factor de relajacién estan descritos por

Cr (B.7)

Para la dindmica de Na* se considera una corriente rapida y transitoria iy,
con 3 canales de activacién y uno de inactivacidn.

ine = Gnam’h(V — Eng) (B.8)

Las variable de requlacion obedecen la primera parte de la ecuacién (B.1),
pero las funciones de estado fijo y el factor de relajacién se definen de la
siguiente manera: para la variable de activacion

an(V)
am(V) + bu(V)
kn(V) = am(V) + bu(V)

Mmeo(V) =

Cm V — Vum (Bg)
an(v) = U= Yon)
1 — @ sam
V—Vbm

bn(V) = cpme =bm

an(V)
an(V) + by(V)
kn(V) = an(V) + by(V)

V-Vop (B.10)
an(V) = cope sav
1
bh(v) = V—Vph
1+ e =

Como la dindmica de la activacion para in, es la mas rapida del modelo se
puede considerar activacidn inmediata, i.e. que la variable de activaciéon m se
acerce muy rapidamente al estado fijo asintdtico mu,(V).

Finalmente describimos a la corriente de fuga i;, Ohmica, por medio de

i=q/(V—E) (B.11)
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Figura B.2: Evolucidn derl voltaje de acuerdo al Modelo de Liu et al. Generada
con el cddigo de la subseccion C.5.1

Las ecuaciones desde (B.1) hasta (B.11) definen al Modelo STG de
Buchholtz et al. en conjunto con la tabla de constantes de la imagen B.1.

El modelo basado en conductancias con requlacién dindmica de Liu et al.
se forma a partir de 741 corrientes con las ecuaciones que rigen el cambio
de sus variables de activacién, inactivacion y conductancias maximales. Las
corrientes consideradas son ciertamente similares a aquéllas del modelo de
Buchholtz et al. y tomard a la concentracién [Ca] como variable dindmica.
Una diferencia, por ejemplo, es que las ecuaciones del nuevo modelo STG
sequiran mas la forma de los modelos basados en conductancias descritos en
1.8. ELl comportamiento del potencial de membrana depende fuertemente de la
combinacion elegida como valores para las conductancias, como se sugiere en
el capitulo 3. Uno de tantos se puede apreciar en la figura B.2.

La forma general del modelo es
Vi=1=% gmPh%(V —E)

ELl nimero de canales de inactivacién g; es o bien O (persistente) o 1 (transi-
toria) y las variables de activacién m e inactivaciéon h siguen ecuaciones de
la forma

Tl = Mo, — M; Twh = hee — h

con T,, T, constantes de tiempo. Como /., (corriente de K* requlada
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por Ca’*) depende de la concentracién intracelular del catién calcio [Cal, es
necesario especificar la dindmica de esta Ultima variable de la forma

Teo|Ca) = klcg —[Ca] +[Ca®] (B.12)

con Ty = 20ms, k = —0,94% y [Ca®] = 0,05uM. La corriente /¢, se
obtiene de sumar las dos corrientes asociadas a Ca?t, a saber, la corriente
transitoria /¢4, y la corriente lenta /c4.. EL término 1, hace las veces de la
tasa de remocion del cation.

En lo que a las conductancias maximales se refiere, por los fines de este
texto no se da un valor fijo para ellas, pues estaremos varidndolas para poder
observar comportamientos dindmicos cualitativamente distintos. De lo dicho
en [36], sin embargo, se puede extraer un conjunto de valores paramétricos
para las conductancias maximales. No consideraremos la parte de requlacién
dindmica.

Los valores correspondientes a los canales de activacion p, los potenciales
de equilibrio E, las funciones de estado fijo y las constantes de tiempo para
las variables de activacién e inactivacion, para cada variable, se presentan en
la fig. B.3, salvo por los valores correspondientes a las corrientes de Ca*. Esto
es porque, como en el modelo de Buchholtz et al. presentado anteriormente, la
concentracion del calcio intracelular no se considera constante o requlada por
bombas. Asi, el valor de los potenciales de equilibrio Ec,, y Ecys cambian de
acuerdo a [Ca] (que ya es considerada variable dindamica en virtud de (B.12)).
Similar al trabajo en [8], en cada momento estos potenciales se calculan desde
la ecuacidn de Nernst (1.1) tomando una concentracidn extracelular para esta

especie idnica de 3 mM. Para la corriente Ohmica de fuga /; se consideran
E, =—-50mV ygqg, =0,01.

En conclusién, el modelo de Liu et al. para la neurona de ganglio es-
tomatogdstrico en C. borealis considera 7 corrientes idnicas y una corriente
de fuga. Hay una corriente de sodio /y,; dos corrientes de calcio /g, € lcqs,
transitorio y lento, respectivamente; tres corrientes de potasio I, Ik, € Ik,
transitorio, requlado por Ca?* y rectificador retrasado’, respectivamente; una
corriente activada por hiperpolarizacién I y la corriente Ohmica de fuga /;.
La figura B.3, junto con la ecuacién (B.12) y la forma general de los modelos
basados en conductancias descrita en 1.8, determinan al modelo STC.

"Delayed rectifier en inglés
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Figura B.3: El Modelo de Liu et al. Para cada corriente se especifica el
numero de corrientes de activacidn p, el valor de equilibrio £, las funciones
de estado fijo y las constantes de tiempo para las variables de activacion m e
inactivacién h. Extraida de [36]
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Apéndice C
Codigos

Este apéndice esta dedicado a los cdodigos con los que se generan las
integraciones numéricas de los modelos basados en conductancias presentados
a lo largo del texto. El lenguaje de programacidn, en todos los casos, es julia
(0.5.0). Los sistemas en ecuaciones diferenciales siguen el Método de Euler.
El paquete principalmente usado es PyPlot; en el caso de la figura 2.6, sin
embargo, la graficacién implicita de la v-ceroclina se hizo por medio de SymPy.

C.1. Modelo de Hodgkin-Huxley (HH)

Aqut se presentan las ecuaciones para el modelo de Hodgkin-Huxley
(sistema (1.13)) del axdn gigante de calamar [32]. Las imdgenes que estos
codigos generan pertenecen al primer capitulo, y son las figuras 1.5, 1.6 y 1.7.

using PyPlot

# Definicidén de parametros y constantes a utilizar

const dt=0.01 # paso de integracidn
const C0=1.0 # Capacidad
const gK=36.0 # conductividad, K
const EK=-12.0 # Nerst, K
const gNa=120.0 # conductividad, Na
const ENa=120.0 # Nerst, Na
const gL=0.3 # conductividad, escape
const EL=10.6 # Nerst, escape
const I0=0.0 # Corriente aplicada
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const Is=5.0 # Corriente del escaldn

# Funciones alpha y beta para cada especie
alphan(V::Float64)=0.01%((10-V)/(exp((10-V)/10)-1))
betan(V::Float64)=0.125*%exp(-V/80)
alpham(V::Float64)=0.1*((25-V)/(exp((25-V)/10)-1))
betam(V: :Float64)=4*exp(-V/18)
alphah(V::Float64)=0.07*exp(-V/20)
betah(V::Float64)=1/(exp((30-V)/10)+1)

# Términos dindmicos
vdyn(V: :Float64, n::Float64, m::Float64, h::Float64, I::Float64)=
(-gK#n** (V-EK) -gNa*m>*h* (V-ENa) -gL* (V-EL) +I)
ndyn(V::Float64, n::Float64)=alphan(V)*(1-n)-betan(V)*n
mdyn(V::Float64, m::Float64)=alpham(V)*(1-m)-betam(V)*m
hdyn(V::Float64, h::Float64)=alphah(V)*(1-h)-betah(V)*h

# Variacidén por paso de tiempo
dvdyn(V::Float64, n::Float64, m::Float64, h::Float64, I::Float64)=
dt*(vdyn(V,n,m,h,I)) # Variacién por paso de tiempo
dndyn(V::Float64, n::Float64)=dt*(ndyn(V,n))
dmdyn(V: :Float64, m::Float64)=dt*(mdyn(V,m))
dhdyn(V::Float64, h::Float64)=dt*(hdyn(V,h))

C.1.1. Contraste de impulsos

El cddigo aqul presentado se construye de tal manera que se puedan
agregar un numero arbitrario de estimulos.

# Algoritmo de Euler, escalones
function fst(Vs::Float64,ns::Float64,ms: :Float64,
hs::Float64,It::Float64,Ts: :Float64)

Tsdt = convert(Int64,Ts/dt)
tstep = linspace(0,Ts,Tsdt+1)

Vsout=zeros(Tsdt+1)
Nsout=zeros(Tsdt+1)
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Msout=zeros (Tsdt+1)
Hsout=zeros(Tsdt+1)

for j=1:Tsdt+1 # Integracidn

Vsout[jl= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[jl= copy(ms)
Hsout[j1= copy (hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,It)+Vs
nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsl
ns = nsli
ms = msl
hs hsi

end

Tsout=(Vsout,Nsout,Msout ,Hsout)

HHout = (tstep, Tsout, Tsdt+1)

return HHout

end

# Condiciones iniciales (3)
V1=0.0
nl=1.0
ml=1.0
h1=0.01
hhi=fst(V1,n1,m1,h1,I0,20.)
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V2=5.0
n2=0.3
m2=0.9
h2=0.1
hh2=fst(V2,n2,m2,h2,10,20.)

V3=0.3
n3=0.5
m3=0.9
h3=0.01
hh3=fst(V3,n3,m3,h3,10,20.)

hh12=fst (hh1[2] [1] [hh1[3]],hh1[2] [2] [hh1[3]],
hh1[2] [3] [hh1[3]],hh1[2] [4] [hh1[3]],Is,5.0)
hh22=fst (hh2[2] [1] [hh2[3]1],hh2[2] [2] [hh2[3]],
hh2[2] [3] [hh2[3]] ,hh2[2] [4] [hh2[3]],-Is,5.0)
hh32=fst (hh3[2] [1] [hh3[3]],hh3[2] [2] [hh3[3]],
hh3[2] [3] [hh3[3]] ,hh3[2] [4] [hh3[3]],10,5.0)

hh13=fst (hh12[2] [1] [hh12[3]],hh12[2] [2] [hh12[3]],
hh12[2][3] [hh12[3]],hh12[2] [4] [hh12[3]],10,20.)
hh23=fst (hh22[2] [1] [hh22[3]],hh22[2] [2] [hh22[3]],
hh22[2] [3] [hh22[3]] ,hh22[2] [4] [hh22[3]],10,20.)
hh33=fst (hh32[2] [1] [hh32[3]],hh32[2] [2] [hh32[3]],
hh32[2] [3] [hh32[3]1],hh32[2] [4] [hh32[3]],10,20.)

text(0.2,105.5,L"V",fontsize=12)
text(44.0,4.5,L"T",fontsize=12)
text(0.8,-17.5,L"/ = 0",fontsize=12)
text(16.0,-17.5,L"/ =5,0",fontsize=12)
text(16.0,-36.5,L"/ = —5,0",fontsize=12)

PyPlot.hold(true)
# Graficacién
plot(hh1[1],hh1[2][1],color="‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=**-"")
plot(hh2[1],hh2[2][1],color="blue",linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh3[1],hh3[2][1],color="green",linewidth=1.0,linestyle=")
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plot (hh12[1]1+hh1[1]1[hh1[3]1],hh12[2][1],
color=*‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=")

plot (hh22[1]+hh2[1] [hh2[3]],hh22[2] [1],
color="blue",linewidth=1.0,linestyle=")

plot (hh32[1]+hh3[1] [hh3[3]],hh32[2] [1],
color="green",linewidth=1.0,linestyle=")

plot (hh13[1]+hh12[1] [hh12[3]]+hh1[1] [hh1[3]],
hh13[2] [1],color=*‘red”’,linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh23[1]+hh22[1] [hh22[3]]+hh2[1] [hh2[3]],
hh23[2] [1],color="blue",linewidth=1.0,1inestyle=")
plot (hh33[1]+hh32[1] [hh32[3]]+hh3[1] [hh3[3]],
hh33[2] [1],color="green",linewidth=1.0,linestyle=")

plot(hh1[1],-20+0%hh1[1],
color=*‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh12[1]+hh1[1] [hh1[3]],-20+Is+0*hh12[1],
color=‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh13[1]+hh12[1] [hh12[3]]+hh1[1] [hh1[3]],-20+0%hh13[1],
color=‘‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=")

plot(hh2[1],-40+0%hh2[1],
color="blue",linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh22[1]+hh2[1] [hh2[3]],-40-Is+0%hh22[1],
color="blue",linewidth=1.0,1linestyle=")
plot (hh23[1]+hh22[1] [hh22[3]]+hh2[1] [hh2[3]],-40+0*hh23[1],
color="blue",linewidth=1.0,linestyle=")

plot (hh3[1],-60+0*hh3[1],
color="green",linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh32[1]+hh3[1] [hh3[3]],-60+0%hh32[1],
color="green",linewidth=1.0,linestyle=")
plot (hh33[1]+hh32[1] [hh32[3]]+hh3[1] [hh3[3]],-60+0*hh33[1],
color="green",linewidth=1.0,linestyle=")

C.1.2. Trenes de impulsos
Habiendo especificado TO, T1, T2, T3, T4, T5 y T6, y los estimulos

10, I1, I2, I3, I4, I5 e I6, el cddigo se obtiene de la siguiente manera
general.
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using PyPlot

const
const
const
const
const
const
const

const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const

#

Corrientes aplicadas
10=0.0
I1=2.0
I12=-2.0
13=0.0
14=2.0
15=0.0
16=0.0

Duracién de los escalones
T0=20.0

convert (Int64,T0/dt)

S1 = SO+convert(Int64,T1/dt)
S2 = Si+convert(Int64,T2/dt)
S3 = S2+convert (Int64,T3/dt)
S4 = S3+convert(Int64,T4/dt)
S5 = S4+convert(Int64,T5/dt)

Tiempo total

TT = TO+T1+T2+T3+T4+T5+T6

const Ginf = 17.0

const
const
const

RO = linspace(0,TO,convert(Int64,T0/dt)+1)
R1 = linspace(TO,TO+T1,convert(Int64,T1/dt)+1)
R2 linspace(TO+T1,TO+T1+T2,

convert (Int64,T2/dt)+1)

const

R3 = linspace(TO+T1+T2,TO+T1+T2+T3,

convert (Int64,T3/dt)+1)

const

R4 = linspace(TO+T1+T2+T3,TO+T1+T2+T3+T4,

convert (Int64,T4/dt)+1)

const R6 = linspace(TO+T1+T2+T3+T4,TO+T1+T2+T3+T4+T5,
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convert (Int64,T5/dt)+1)
const R6 = linspace(TO+T1+T2+T3+T4+T5,TT,
convert(Int64,T6/dt)+1)

const Tdt = convert(Int64,TT/dt)
const tout=linspace(0,TT,Tdt+1)

# Algoritmo de Euler, tren
function train(Vs::Float64,ns::Float64,
ms::Float64,hs: :Float64)

Vsout=zeros (Tdt+1)
Nsout=zeros (Tdt+1)
Msout=zeros (Tdt+1)
Hsout=zeros (Tdt+1)

# Integracidn
for j=1:Tdt+1

if j<=S0+1

Vsout[jl= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[j]= copy(ms)
Hsout[jl= copy(hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I0)+Vs
nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsl
ns = nsi
ms = msi
hs = hsil

elseif j<=S1+1
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Vsout[j]= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout [j]= copy (ms)
Hsout[jl= copy (hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I1)+Vs
nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsl
ns = nsi
ms = msl
hs = hsi

elseif j<=S2+1

Vsout [j1= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[j]= copy(ms)
Hsout[j]= copy(hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I2)+Vs
nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsl
ns = nsli
ms = msi
hs = hsi

elseif j<=83+1

Vsout [j1= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
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Msout[jl= copy(ms)
Hsout[jl= copy (hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I3)+Vs

nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsl
ns = nsli
ms = msl
hs = hsi

elseif j<=354+1

Vsout[jl= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[j]= copy(ms)
Hsout[jl= copy (hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I4)+Vs

nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsl
ns = nsi
ms = msi
hs = hsi

elseif j<=85+1

Vsout[jl= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[j]= copy(ms)
Hsout[jl= copy(hs)
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Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I5)+Vs

nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsi
ns = nsl
ms = msl
hs = hsi
else

Vsout [j1= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[j]= copy(ms)
Hsout[jl= copy (hs)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,I6)+Vs

nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs

Vs = Vsi
ns = nsl
ms = msl
hs = hsli
end
end

Tsout=(Vsout,Nsout ,Msout ,Hsout)

return Tsout

end



Cédigos 155

# Condiciones iniciales
V1=0.0
nl1=0.3
ml1=0.9
h1=0.01
hhil=train(Vi,nl1,ml,h1)

text(0.3,100.5,L"V" fontsize=12)
text (76.0,2.5,L"[" fontsize=12)
text(0.8,-14.3,L"/ = 0",fontsize=12)
text(13.0,-14.3,L"[/ = 2,0",fontsize=12)
text(25.0,-14.3,L"/ = —2,0",fontsize=12)

PyPlot.hold(true)
plot(tout,hh1[1],color="blue",linewidth=1.0,linestyle=‘-"’)

plot (RO,I0+0*R0O-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=*"-"")
plot(R1,I1+0*R1-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=‘-"’)
plot (R2,I2+0*R2-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=‘-"’)
plot (R3,I3+0*R3-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=*‘-"’)
plot (R4,I4+0*R4-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,1linestyle=‘-"’)
plot (R5,I5+0*R5-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=‘-"’)
plot (R6,I6+0*R6-Ginf,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=¢‘-"")

C.2. Modelo de FitzHugh-Nagumo

En esta seccidn se dan los codigos para las imagenes correspondientes al
Modelo de FitzHugh-Nagumo (2.4) [17]. Las imdgenes generadas se encuentran
en la seccion 2.1, siendo las mismas las figuras 2.1 y 2.2.

using PyPlot

# elemento grafico: punto final
const Vspace=2
# elemento grafico: punto inicial



156 Apéndices

const vspace=-2

const vfloat=convert(Float64,vspace)
const vout=linspace(vspace,Vspace,3000)
const T=200 # tiempo final

const dt=0.01 # paso de integracidn

# numero de pasos de integracidn

const Tdt=convert(Int64,T/dt)

const tout=linspace(0,T,Tdt+1)

const I0=0.0 # Estimulo

# Campos vectoriales
wdyn(x::Float64, y::Float64)=0.08%(x+0.7-0.8%y)
vdyn(x::Float64, y::Float64, I::Float64)=x-(x3/3)-y+I

# Variacidén por paso de tiempo
dwdyn(x: :Float64, y::Float64)=dt*(wdyn(x,y))
dvdyn(x::Float64, y::Float64, I::Float64)=dt*x(vdyn(x,y,I))

C.2.1. Plano fase

El cédigo de esta subseccion grafica las trayectorias del modelo de
FitzHugh-Nagumo en el plano V' x W, junto con las ceroclinas y los puntos
de equilibrio como las intersecciones de estas ultimas.

# Algoritmo de Euler, trayectorias
function tray(vd::Float64,wd::Float64,Id::Float64)

wdout=zeros (Tdt+1)
vdout=zeros (Tdt+1)

# Integracidn
for j=1:Tdt+1

wdout [j1= copy (wd)
vdout [j]= copy(vd)

wdl = dwdyn(vd,wd)+wd
vdl = dvdyn(vd,wd,Id)+vd
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wd = wdl
vd = vdl

end
Tdout=(vdout ,wdout)

return Tdout
end

# v-ceroclina
function vnull(x::Float64)
vnout=zeros (3000)
for j=1:3000
v0=x+((Vspace-vspace)*(j-1)/3000)
vnout [j1=v0-(v03/3)+I0
end
return vnout
end

# w-ceroclina
function wnull(x::Float64)
wnout=zeros (3000)
for j=1:3000
wO=x+((Vspace-vspace)*(j-1)/3000)
wnout [j]=1.25%w0+0.875
end
return wnout
end

# Trazo de las ceroclinas
@time x1=vnull(vfloat)
x2=wnull (vfloat)

# Trazo de las trayectorias con distintas condiciones iniciales
vcl=-1.0
wcl1=0.5
wtl=tray(vcl,wcl,I0) [2]
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vtil=tray(vcl,wcl,I0) [1]

vc2=-0.25
wc2=0.3
wt2=tray(vc2,wc2,I10) [2]
vt2=tray(vc2,wc2,I0) [1]

vc3=-0.3
wc3=-0.8
wt3=tray(vc3,wc3,10) [2]
vt3=tray(vc3,wc3,I10) [1]

# E1 diagrama fase. Abscisas - V, ordenadas - W
PyPlot.hold(true)
plot(vout,xl,color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot (vout,0*vout,color="black", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"")
plot (0*x2,x2,color="black", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vout,x2,color=‘‘red’”’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-’")
plot(vtl,wtl,color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vt2,wt2,color=‘red’”’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-’")
plot(vt3,wt3,color="green", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)

C.2.2. Contraste de impulsos

Se ofrece un contraste entre tres trayectorias a las cuales, desde el
reposo, se les aplican distintas corrientes.

# Algoritmo de Euler, escaldn
function fst(vd::Float64,wd: :Float64,
Id::Float64,Ts: :Float64)

Tsdt=convert (Int64,Ts/dt)
tstep=linspace(0,Ts,Tsdt+1)

wdout=zeros(Tsdt+1)
vdout=zeros (Tsdt+1)

# Integracidn
for j=1:Tsdt+1
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wdout [j]= copy(wd)
vdout [j]= copy(vd)

wdl = dwdyn(vd,wd)+wd
vdl = dvdyn(vd,wd,Id)+vd

wd = wdl
vd = vdil

end

Tdout=(vdout ,wdout)

return (tstep,Tdout,Tsdt+1)
end

vt12=fst (vt1[Tdt],wt1[Tdt],
-0.5,20.0)
vt13=fst(vt12[2] [1] [vt12[3]],
vt12[2]1 [2] [vt12[3]]1,10,100.0)

vt22=fst (vt2[Tdt],wt2[Tdt],0.5,20.0)
vt23=fst (vt22[2] [1] [vt22[3]],
vt22[2] [2] [vt22[3]1],10,100.0)

vt32=fst (vt3[Tdt] ,wt3[Tdt],0.0,20.0)
vt33=Ffst(vt32[2]1 [1]1[vt32[3]],
vt32[2] [2] [vt32[3]1]1,10,100.0)

# Evolucidén del voltaje respecto al tiempo

plot(tout,vtl,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=*‘-"")
plot(tout,vt2,color=‘‘red”’,linewidth=1.0,linestyle="‘-"")
plot(tout,vt3,color="green",linewidth=1.0,linestyle=")
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plot(vt12[1]+tout [Tdt+1],vt12[2] [1],
color="blue",linewidth=1.0,1linestyle=*‘-"")
plot(vt13[1]+vt12[1] [vt12[3]]+tout [Tdt+1],vt13[2] [1],
color="blue",linewidth=1.0,linestyle=-"")

plot (vt22[1]+tout [Tdt+1],vt22[2] [1],
color="‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=**-"")

plot (vt23[1]+vt22[1] [vt22[3]]+tout [Tdt+1],vt23[2] [1],
color=‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=‘-"")

plot (vt32[1]+tout [Tdt+1],vt32[2] [1],

color="green",linewidth=1.0,linestyle=‘-"")
plot(vt33[1]+vt32[1] [vt32[3]]+tout [Tdt+1],vt33[2] [1],
color="green",linewidth=1.0,linestyle=-"")

plot(tout,-2.2+0*tout,color="blue",linewidth=1.0,linestyle=‘-"")
plot(vti2[1]+tout [Tdt+1],-2.3+0*xvt12[1],
color="blue",linewidth=1.0,1linestyle=*‘-"")
plot(vt13[1]+vt12[1] [vt12[3]]+tout [Tdt+1],-2.2+0*vt13[1],
color="blue",linewidth=1.0,linestyle=")
plot(tout,-2.5+0*%tout,color=‘‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=‘‘-"’)
plot(vt22[1]+tout [Tdt+1],-2.4+0*vt22[1],
color=‘red’’,linewidth=1.0,linestyle=‘-"")
plot (vt23[1]+vt22[1] [vt22[3]]+tout [Tdt+1],-2.5+0*vt23[1],
color=‘‘red’”’,linewidth=1.0,linestyle=")
plot(tout,-2.7+0*tout,color="green",linewidth=1.0,1linestyle=‘-"")
plot(vt32[1]+tout [Tdt+1],-2.7+0*vt32[1],

color="green",linewidth=1.0,linestyle=-"")
plot (vt33[1]1+vt32[1] [vt32[3]1]+tout [Tdt+1],-2.7+0xvt33[1],
color="green",linewidth=1.0,linestyle=‘-"")

C.3. Modelo de Hodgkin-Huxley con una corriente
de calcio (HH+/¢,)

Aqui se presenta el cédigo para el Modelo HH+/¢, (2.7) [10]; la imagen
que de aqut se origina es la figura 2.7 de la seccién 2.3.

const T=200 # tiempo final
const dt=0.001 # paso de integracidn
const Tdt=convert(Int64,T/dt) # nimero de pasos de integracién
const tout=linspace(0,T,Tdt+1) # corriente inyectada
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const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const

const
const
const
const
const

const
const
const
const
const
const
const
const

const
const
const
const
const
const
const
const

Ts=50 # duracidén de los escalones
Tsdt=convert(Int64,Ts/dt)
tstep=linspace(0,Ts,Tsdt+1)
C0=1.0 # Capacidad

gK=36.0 # conductividad, K
EK=-12.0-65.0 # Nernst, K
gNa=120.0 # conductividad, Na
ENa=120.0-65.0 # Nernst, Na
gl=0.3 # conductividad, escape
EL=10.6-65.0 # Nernst, escape
ECa=150.0-65.0 # Nernst, Ca
gCa=0.4 # conductividad, Ca

Condiciones iniciales
V1=-80.0

nl=0.2

mi=0.2

h1=0.2

d1=0.2

Sucesidén de corrientes aplicadas
10=0.0

I1=15.0

I2=0.0

13=12.0

I4=15.0

I15=13.0

16=13.0

1=(10,11,12,13,14,15,16)

Duracién de los escalones
T0=20.0

T1=50.
T2=50.
T3=50.
T4=50.
T5=50.
T6=30.0

S0 = convert(Int64,T0/dt)+1

O O O O O
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const S1 = SO+convert(Int64,T1/dt)
const S2 = Sil+convert(Int64,T2/dt)
const S3 = S2+convert(Int64,T3/dt)
const S4 = S3+convert(Int64,T4/dt)
const Sb = S4+convert(Int64,T5/dt)
const S6 = Sb+convert(Int64,T6/dt)
const ST = (S0,S1,82,53,54,55,86)

# Tiempo total
TT = TO+T1+T2+T3+T4+T5+T6
const Tdt = convert(Int64,TT/dt)+1
const tout=linspace(0,TT,Tdt) # Vector tiempo

# Funciones para la evolucidén de las variables
alphan(V::Float64)=0.01%((10-V)/(exp((10-V)/10)-1))
betan(V::Float64)=0.125*%exp(-V/80)
alpham(V: :Float64)=0.1%((25-V)/(exp((25-V)/10)-1))
betam(V: :Float64)=4*exp(-V/18)
alphah(V::Float64)=0.07*exp(-V/20)
betah(V::Float64)=1/(exp((30-V)/10)+1)
dinf (V::Float64)=1/(1+exp(-(V+55)/3))
taud (V: :Float64)=17*exp (- (V+45)2/600)+1.5

# Modelo HH+ICa
vdyn(V::Float64, n::Float64, m::Float64, h::Float64, d::Float64,
I::Float64)
=(I-17.0-gK*n** (V-EK) -gNa*m>*h* (V-ENa) -gL* (V-EL) -gCa*d* (V-ECa) ) /CO
ndyn(V::Float64, n::Float64)=alphan(V+65)*(1-n)-betan(V+65)*n
mdyn(V::Float64, m::Float64)=alpham(V+65)*(1-m)-betam(V+65)*m
hdyn(V::Float64, h::Float64)=alphah(V+65)*(1-h)-betah(V+65)*h
ddyn(V::Float64, d::Float64)=(dinf (V)-d)/taud(V)

# Variacidn por paso de tiempo
dvdyn(V::Float64, n::Float64, m::Float64, h::Float64, d::Float64,
I::Float64)
=dt*(vdyn(V,n,m,h,d,I))
dndyn(V::Float64, n::Float64)=dt*(ndyn(V,n))
dmdyn(V::Float64, m::Float64)=dt*(mdyn(V,m))
dhdyn(V: :Float64, h::Float64)=dt*(hdyn(V,h))
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dddyn(V: :Float64, d::Float64)=dt*(ddyn(V,d))

C.3.1. Trenes de impulsos

Similar a la subseccion C.1.2, para esta simulacién se conoce el valor
de un numero finito (7) de corrientes inyectadas y las duraciones de sus
respectivas aplicaciones.

# Algoritmo de Euler, tren
function train(Vs::Float64,ns::Float64,ms: :Float64,
hs::Float64,ds: :Float64)

Vsout=zeros (Tdt)
Nsout=zeros (Tdt)
Msout=zeros (Tdt)
Hsout=zeros (Tdt)
Dsout=zeros (Tdt)
Isout=zeros (Tdt)

# Integracidn
for j=1:Tdt

for k=1:1ength(ST)
if k<=1
if j<=ST[k]

Vsout[jl= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[j]= copy(ms)
Hsout[jl= copy (hs)
Dsout[jl= copy(ds)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,ds,I[1])+Vs
nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs
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dsl = dddyn(Vs,ds)+ds

Vs = Vsi
ns = nsl
ms = msl
hs = hsl
ds = dsi
end
else

if ST[k-1]<j<=ST[k]

Vsout[j]= copy(Vs)
Nsout[jl= copy(ns)
Msout[jl= copy(ms)
Hsout[jl= copy (hs)
Dsout[jl= copy(ds)

Vsl = dvdyn(Vs,ns,ms,hs,ds,I[k])+Vs
nsl = dndyn(Vs,ns)+ns
msl = dmdyn(Vs,ms)+ms
hs1 = dhdyn(Vs,hs)+hs
dsl = dddyn(Vs,ds)+ds

Vs = Vsl
ns = nsli
ms = msli
hs = hsi
ds = dsi
end

end
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end

end

GO = minimum(Vsout)-maximum(I)-7.0

# Graficacidén de los impulsos
for j=1:Tdt

for k=1:1ength(ST)

if k<=1

if j<=STI[k]

Isout[j1 = I[1]+GO

end

else

if ST[k-11<j<=ST[k]

Isout[j1 = I[k]+GO

end

end

end

end

return (Vsout,Isout)
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end
hcal=train(Vi,nl1,mi,h1,d1)
PyPlot.hold(true)

# Graficacidn
plot(tout,hcal[1],color="blue",linewidth=1.0,1linestyle="-"")
plot(tout,hcal[2],color=‘‘red”’,linewidth=1.5,1linestyle="‘-")

C.4. Modelo reflejado de FitzHugh-Nagumo

Este modelo (2.8), presentado en la seccién 2.2, se obtiene de agregar
un término cuadrdtico al modelo de FitzHugh-Nagumo. Las dos imdgenes
generadas por simulaciones de este modelo (figs. 2.5, 2.6) salen de la misma
integracion, y se diferencian en decidir graficar la evolucidn de las variables
o s6lo las ceroclinas.

const dt=0.01 # paso de integracidn

const n0=-0.5 # Base para n
const e0=0.01 # Diferencia de la escala temporal
const V0=0.25 # Potencial de accidén media

# Funcidén sigmoidal para n
ninf (x::Float64)=2/(1+exp(-5*(x-V0)))

# Modelo de FitzHugh-Nagumo Reflejado
ndyn(x::Float64, y::Float64)=e0*(ninf (x)-y+n0)
vdyn(x::Float64, y::Float64, I::Float64)=x-(x3/3)-(y>)+I

# Variacidén por paso de tiempo
dndyn(x::Float64, y::Float64)=dt*(ndyn(x,y))
dvdyn(x::Float64, y::Float64, I::Float64)=dt*x(vdyn(x,y,I))
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C.4.1. Plano fase y evolucion de voltaje

# Duracidén de los impulsos
const T0=500.0
const T1=100.0
const T2=400.0
const SO = convert(Int64,T0/dt)+1

const S1 = SO+convert(Int64,T1/dt)
const S2 = Sl+convert(Int64,T2/dt)
const ST = (0.0,50,S81,S2)

# Tiempo total
const TT = TO+T1+T2
const Tdt=convert(Inté64,TT/dt)+1
const tout=linspace(0,TT,Tdt)

# Estimulos
const I0 = 0.7
const I2= 0.3
const I3= 0.92

# Graficacidon de la v-ceroclina
vdyn1 (X,Y)=X-(X3/3) - (Y?)+I0
X , Y = symbols("X,Y", real=true)
pl = SymPy.plot_ implicit(vdyn1(X,Y),(X,-2.0,2.5),
(Y,-2.0, 2.0), adaptive=false,points=500)

# Algoritmo de Euler, trayectorias
function tray(vd::Float64,nd::Float64,Idl::Float64,
Id2::Float64,Id3: :Float64)

1=(0.0,1d1,1d2,1d3)
vdout=zeros (Tdt)
ndout=zeros (Tdt)
NNout=zeros (Tdt)

for j=1:Tdt
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for k=2:1ength(ST)

if ST[k-1]1<j<=ST[k]

vdout [j]1=copy(vd)
ndout [j]=copy (nd)

ndl = dndyn(vd,nd)+nd
vdl = dvdyn(vd,nd,I[k])+vd

vd = vdi
nd = ndl

end

end

end

Vmax = maximum(vdout)
Vmin = minimum(vdout)

Vout = linspace(Vmin,Vmax,Tdt)

for j=1:Tdt

NNout [jl=ninf (Vout[j])+n0

end

return (vdout,ndout,Vout,NNout)

end

# Condiciones iniciales
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vcl = 0.57
ncl = 0.5
ved = -1.3
nc3 = -0.8

PyPlot.hold(true)
# Graficacion: Plano fase

fn2 = tray(vcl,nc1,10,I2,I0)
fn3 = tray(vc3,nc3,10,13,10)

axis (‘“‘off’?)
plot(fn2[1],fn2[2],color=*red”,
linewidth=2.0,linestyle="‘-"’)
plot(fn3[1],fn3[2],color="green",
linewidth=2.0,linestyle=‘-"")
plot (fn3[3],fn3[4],color=‘‘red”’,
linewidth=1.0,linestyle=‘-"’)

# Graficacién: Voltaje/tiempo

plot(tout,fn2[1],color="green",
linewidth=1.0,linestyle=‘-"")
plot(tout,fn3[1],color=‘‘red”,
linewidth=1.0,linestyle="‘-"")

C.5. Modelo STG

El Modelo STG (Apéndice B) es usado repetidamente a lo largo de los
ultimos dos capitulos. Esta parte del apéndice esta dedicada a los cddigos que
lo emplean. Para este modelo se implementan exclusivamente las conductancias
dindmicas de entrada y el Andlisis de Sensibilidad de la sequnda mitad del
capitulo 3. Las imdgenes que con estos codigos se generan son las figuras

3.1, 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 del Capitulo 3, y la figura B.2 del Apéndice B.

using PyPlot
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const dt=0.001 # Paso de integracidn
const T = 600 # Duracién
const Tdt = convert(Int64,T/dt)+1
const tout = linspace(0,T,Tdt)

const I = 0.0 # Corriente aplicada

# Potenciales de equilibrio

const ENa=50.0

const ECa=80.0

const EA=-80.0

const EKCa=-80.0

const EKd=-80.0

const EH=-20.0

const EL=-50.0
dECa(Ca: :Float64)= ECa

# Conductancias para la figura B.2

const gNa = 800.0
const gCaT
const gCaS =
const gh = 50.0

0 W
o O

const gKd = 90.0
const gKCa = 60.0
const g = 0.1
const gL = 0.01

# Funciones de estado fijo y constantes de tiempo

ex(x::Float64, p::Float64, s::Float64) = exp((x+p)/s)
boltz(x::Float64, p::Float64, s::Float64) = 1/(1l+ex(x,p,s))

Naminf (V::Float64)=boltz(V,25.5,-5.29)
Nahinf (V::Float64)=boltz(V,48.9,5.18)
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Nataum(V: :Float64)=1.32-1.26%boltz(V,120.0,-25.0)
Natauh(V::Float64)=(0.67*boltz(V,62.9,-10.0))*(1.5+boltz(V,34.9,3.6))
CaTminf (V::Float64)=boltz(V,27.1,-7.2)
CaThinf(V::Float64)=boltz(V,32.1,5.5)

CaTtaum(V: :Float64)=21.7-21.3%boltz(V,68.1,-20.5)
CaTtauh(V::Float64)=105-89.8*boltz(V,55.0,-16.9)

CaSminf (V::Float64)=boltz(V,33.0,-8.1)

CaShinf (V::Float64)=boltz(V,60.0,6.2)

CaStaum(V: :Float64)=1.4+7/(ex(V,27.0,10.0)+ex(V,70.0,-13.0))
CaStauh(V: :Float64)=60+150/(ex(V,55.0,9.0)+ex(V,65.0,-16.0))
Aminf (V::Float64)=boltz(V,27.2,-8.7)

Ahinf (V::Float64)=boltz(V,56.9,4.9)
Ataum(V::Float64)=11.6-10.4%boltz(V,32.9,-15.2)
Atauh(V::Float64)=38.6-29.2%boltz(V,38.9,-26.5)

KCaminf (V::Float64,Ca: :Float64)=(Ca/(Ca+3))*boltz(V,28.3,-12.6)
KCataum(V: :Float64)=90.3-75.1%boltz(V,46.0,-22.7)

Kdminf (V::Float64)=boltz(V,12.3,-11.8)

Kdtaum(V: :Float64)=7.2-6.4*xboltz(V,28.3,-19.2)

Hminf (V::Float64)=boltz(V,70.0,6.0)

Htaum(V: :Float64)=272+1499*boltz(V,42.2,-8.73)

# Condiciones iniciales
# Las especies idnicas se toman desde su estado fijo

const V0=-70.0
const Ca0=0.5
const mNaO=Naminf (VO)
const hNaO=Nahinf (VO)
const mCaTO=CaTminf (VO)
const hCaTO=CaThinf (VO)
const mCaS0=CaSminf (VO)
const hCaS0=CaShinf (VO0)
const mAO=Aminf (V0)
const hAO=Ahinf (VO)
const mKCaO=KCaminf (VO,Ca0)
const mKd0=Kdminf (VO)
const mHO=Hminf (V0O)

# Corrientes para V
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ICaT(gCaTd: :Float64,V: :Float64,mCaT: :Float64,hCaT: :Float64,
Ca::Float64)=gCaTd*mCaT>*hCaT* (V-dECa(Ca))
ICaS(gCaSd: :Float64,V::Float64,mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,
Ca: :Float64)=gCaSd*mCaS>*hCaS* (V-dECa(Ca))

INa(gNad: :Float64,V::Float64,mNa: :Float64,hNa: :Float64)=
gNad#*mNa3*hNa* (V-ENa)
IA(gAd: :Float64,V::Float64,mA: :Float64,hA: :Float64)=
gAd*mA3*hA* (V-EA)
IKCa(gKCad: :Float64,V: :Float64,mKCa: :Float64)=gKCad*mKCa’* (V-EKCa)
IKd(ngd::Float64,V::Float64,mKd::Float64)=ngd*mKd4*(V—EKd)
IH(gHd: :Float64,V::Float64,mH: :Float64)=gHd*mH* (V-EH)
IL(ng::Float64,V::Float64)=ng*(V—EL)
dICa(gCaTd: :Float64,gCaSd: :Float64,V: :Float64,mCaT: :Float64,
hCaT: :Float64,mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,Ca: :Float64)=
ICaT(gCaTd,V,mCaT,hCaT,Ca)+ICaS(gCaSd,V,mCaS,hCaS,Ca)

# Términos dindmicos de las especies idnicas

Cadyn(gCaTd: :Float64,gCaSd: :Float64,V::Float64,mCaT: :Float64,
hCaT: :Float64,mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,Ca: :Float64)=
-0.94*dICa(gCaTd,gCaSd,V,mCaT,hCaT,mCaS,hCasS,Ca)-Ca+0.05
mNadyn(V: :Float64,mNa: :Float64)=(Naminf (V) -mNa) /Nataum (V)
hNadyn(V::Float64,hNa: :Float64)=(Nahinf (V) -hNa) /Natauh (V)
mCaTdyn(V: :Float64,mCaT: :Float64)=(CaTminf (V) -mCaT) /CaTtaum (V)
hCaTdyn(V: :Float64,hCaT: :Float64)=(CaThinf (V)-hCaT)/CaTtauh(V)
mCaSdyn(V: :Float64,mCaS: :Float64)=(CaSminf (V) -mCaS) /CaStaum(V)
hCaSdyn(V: :Float64,hCaS: :Float64)=(CaShinf (V)-hCaS)/CaStauh(V)
mAdyn(V: :Float64,mA: :Float64)=(Aminf (V) -mA) /Ataum (V)
hAdyn(V: :Float64,hA: :Float64)=(Ahinf (V)-hA)/Atauh (V)
mKCadyn(V: :Float64,mKCa: :Float64,Ca: :Float64)=
(KCaminf (V,Ca) -mKCa) /KCataum(V)
mKddyn (V: :Float64,mKd: :Float64)=(Kdminf (V) -mKd) /Kdtaum (V)
mHdyn (V: :Float64,mH: :Float64)=(Hminf (V) -mH) /Htaum (V)

Vdyn (gNad: :Float64,gCaTd: :Float64,gCaSd: :Float64,gAd: :Float64,

gKCad: :Float64,gKdd: :Float64,gHd: :Float64,glLd: :Float64,V::Float64,
Ca::Float64,mNa: :Float64,hNa: :Float64,mCaT: :Float64,hCaT: :Float64,
mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,mA: :Float64,hA: :Float64,mKCa: :Float64,
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mKd: :Float64,mH: :Float64,I::Float64)=I-INa(gNad,V,mNa,hNa)
-ICaT(gCaTd,V,mCaT,hCaT,Ca)-ICaS(gCasSd,V,mCaS,hCaS,Ca)-IA(ghAd,V,mA, ,hd)
~IKCa(gKCad,V,mKCa) - IKd (gkdd , V,mKd) -IH(gHd , V,mH) - IL (gLd, V)

# Pasos de integracién

dCadyn(gCaTd: :Float64,gCaSd: :Float64,V: :Float64,mCaT: :Float64,
hCaT: :Float64,mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,Ca: :Float64)=dt*Cadyn(gCaTd,
gCaSd,V,mCaT,hCaT,mCaS,hCas,Ca)
dmNadyn(V: :Float64,mNa: :Float64)=dt*mNadyn(V,mNa)
dhNadyn(V: :Float64,hNa: :Float64)=dt*hNadyn(V,hNa)
dmCaTdyn(V: :Float64,mCaT: :Float64)=dt*mCaTdyn (V,mCaT)
dhCaTdyn(V: :Float64,hCaT: :Float64)=dt*hCaTdyn(V,hCaT)
dmCaSdyn(V: :Float64,mCaS: :Float64)=dt*mCaSdyn (V,mCaS)
dhCaSdyn(V: :Float64,hCaS: :Float64)=dt*hCaSdyn(V,hCaS)
dmAdyn(V: :Float64,mA: :Float64)=dt*mAdyn(V,mA)
dhAdyn(V: :Float64,hA: :Float64)=dt*hAdyn(V,hA)
dmKCadyn(V: :Float64,mKCa: :Float64,Ca: :Float64)=dt*mKCadyn(V,mKCa,Ca)
dmKddyn(V: :Float64,mKd: :Float64)=dt*mKddyn (V,mKd)
dmHdyn(V: :Float64,mH: :Float64)=dt*mHdyn (V,mH)
dVdyn(gNad: :Float64,gCaTd: :Float64,gCaSd: :Float64,gAd: :Float64,
gKCad: :Float64,gKdd: :Float64,gHd: :Float64,glLd: :Float64,V: :Float64,
Ca::Float64,mNa: :Float64,hNa::Float64,mCaT: :Float64,hCaT: :Float64,
mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,mA: :Float64,hA: :Float64,mKCa: :Float64,
mKd: :Float64,mH: :Float64,I::Float64)=
dt*Vdyn(gNad,gCaTd,gCaSd,gAd,gKCad,gKdd,gHd,glLd,V,Ca,mNa,hNa,mCaT,
hCaT,mCaS,hCaS,mA,hA ,mKCa,mKd,mH, I)

C.5.1. Evolucién del voltaje

Se estaran variando las conductancias maximales de este modelo a lo
largo del texto para poder observar comportamientos cualitativamente distintos.

# Método de Euler: evolucidén del voltaje

function simu(gNad::Float64,gCaTd::Float64,gCaSd: :Float64,gAd: :Float64,
gKCad: :Float64,gKdd: :Float64,gHd: :Float64,glLd: :Float64)

Vdout=zeros(Tdt)
mNadout=zeros (Tdt)
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hNadout=zeros (Tdt)
mCaTdout=zeros (Tdt)
hCaTdout=zeros (Tdt)
Cadout=zeros (Tdt)
mCaSdout=zeros (Tdt)
hCaSdout=zeros (Tdt)
mAdout=zeros (Tdt)
hAdout=zeros (Tdt)
mKCadout=zeros (Tdt)
mKddout=zeros (Tdt)
mHdout=zeros (Tdt)

vd = VO
Cad = Ca0
mNad = mNaO
hNad = hNaO
mCaTd = mCaTO0
hCaTd = hCaTO
mCaSd = mCaS0
hCaSd = hCaSo0
mAd = mAO
hAd = hAOQ
mKCad = mKCa0
mKdd = mKdoO
mHd = mHO

for j=1:Tdt

Vdout [j1=copy (Vd)
mNadout [j]=copy (mNad)
hNadout [j]l=copy (hNad)
mCaTdout [j1=copy(mCaTd)
hCaTdout [jI1=copy(hCaTd)
Cadout [jl=copy(Cad)
mCaSdout [j]=copy(mCaSd)
hCaSdout [j]=copy(hCaSd)
mAdout [j1=copy (mAd)
hAdout [jl=copy (hAd)
mKCadout [j]1=copy(mKCad)
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mKddout [j]=copy (mKdd)
mHdout [j1=copy (mHd)

Vd1=dVdyn(gNad,gCaTd,gCaSd,gAd,gKCad,gKdd,gHd,gLd,Vd,Cad,mNad,hNad,
mCaTd,hCaTd,mCaSd,hCaSd,mAd ,hAd ,mKCad ,mKdd ,mHd, I)+Vd
Cadl=dCadyn(gCaTd,gCasSd,Vd,mCaTd,hCaTd,mCaSd,hCaSd,Cad) +Cad
mNad1=dmNadyn (Vd ,mNad) +mNad
hNad1=dhNadyn(Vd,hNad)+hNad
mCaTd1=dmCaTdyn (Vd,mCaTd) +mCaTd
hCaTd1=dhCaTdyn(Vd,hCaTd)+hCaTd
mCaSd1=dmCaSdyn (Vd,mCaSd)+mCaSd
hCaSd1=dhCaSdyn(Vd,hCaSd)+hCaSd
mAd1=dmAdyn (Vd,mAd) +mAd
hAd1=dhAdyn (Vd,hAd)+hAd
mKCad1=dmKCadyn (Vd,mKCad ,Cad) +mKCad
mKdd1=dmKddyn (Vd ,mKdd) +mKdd
mHd1=dmHdyn (Vd ,mHd) +mHd

Vd=vd1l
Cad=Cad1
mNad=mNad1
hNad=hNad1
mCaTd=mCaTd1
hCaTd=hCaTd1l
mCaSd=mCaSd1
hCaSd=hCaSd1
mAd=mAd1
hAd=hAd1
mKCad=mKCad1
mKdd=mKdd1
mHd=mHd1

end

return Vdout

end
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# Simulacidn del modelo STG

Qtime stg=simu(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH,gl)

# Graficacién

plot (tout 5 Stg, Color:”bluell , ‘{_,,)

Para la imagen 3.5 se usaron los siguientes conjuntos paramétricos:

# Tonicidad const gNa = 800.0

const gCaT = 3.0
const gH = 2.0
const gL = 0.01
const gCaS = 5.0

const ghA = 250.0
const gKd = 80.0
const gKCa = 20.0

# Rafagas const gNal= 800.0

const gCaTl = 10.0
const gHl = 2.0
const gLl = 0.01
const gCaSl = 5.0
const gAl = 0.0

const gKdl = 100.0
const gKCal = 150.0

C.5.2. Conductancias dinamicas de entrada

Para este modelo se identifican tres escalas temporales distintas. El
codigo de esta subseccion grafica a las tres conductancias dinamicas de
entrada [11] como funciones del potencial de membrana.

. xipo
# Derivadas ==

dboltz(x::Float64,p: :Float64,s::Float64)=-ex(x,p,s)
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*(boltz(x,p,s))?/s

dNaminf (V: :Float64)=dboltz(V,25.5,-5.29)
dNahinf (V::Float64)=dboltz(V,48.9,5.18)
dCaTminf (V: :Float64)=dboltz(V,27.1,-7.2)
dCaThinf (V: :Float64)=dboltz(V,32.1,5.5)
dCaSminf (V::Float64)=dboltz(V,33.0,-8.1)
dCaShinf (V::Float64)=dboltz(V,60.0,6.2)
dAminf (V::Float64)=dboltz(V,27.2,-8.7)
dAhinf (V::Float64)=dboltz(V,56.9,4.9)
dKCaminf (V: :Float64,Ca: :Float64)=(Ca/(Ca+3))*dboltz(V,28.3,-12.6)
dKdminf (V: :Float64)=dboltz(V,12.3,-11.8)
dHminf (V: :Float64)=dboltz(V,70.0,6.0)

# Vector de constantes de tiempo
tauX (V::Float64) = (Nataum(V),Natauh(V),CaTtaum(V),6CaTtauh(V),
CaStaum(V) ,CaStauh(V) ,Ataum(V) ,Atauh (V) ,KCataum(V) ,Kdtaum(V) ,Htaum(V))

. ax;
# Vector de derivadas =

XinfdV(V::Float64,Ca::Float64) = (dNaminf(V),dNahinf(V),
dCaTminf (V) ,dCaThinf (V) ,dCaSminf (V) ,dCaShinf (V) ,dAminf (V),
dAhinf (V) ,dKCaminf (V,Ca) ,dKdminf (V) ,dHminf (V))

# Vector de derivadas g%
VdyndX(gNad: :Float64,gCaTd: :Float64,gCaSd: :Float64,gAd: :Float64,
gKCad: :Float64,gKdd: :Float64,gHd: :Float64,V: :Float64,mNa: :Float64,
hNa: :Float64,mCaT: :Float64,hCaT: :Float64,mCaS: :Float64,hCaS: :Float64,
mA::Float64,hA: :Float64,mKCa: :Float64,mKd: :Float64,mH: :Float64) =
(-3*gNad*mNa’+hNa* (V-ENa) , -gNad*mNa>* (V-ENa) , -3*gCaTd*mCaT?*hCaT* (V-ECa) ,
-gCaTd*mCaT>* (V-ECa) , -3*gCaSd*mCaS?*hCaS* (V-ECa) , -gCaSd*mCaS>* (V-ECa) ,
-3%gAd*mAZxhA* (V-EA) , -gAd*mA3* (V-EA) , -4*gKCad*mKCa’* (V-EKCa) ,
-4xgKdd*mKd>* (V-EKd) , -gHd* (V-EH))

# Determinacidén de las escalas temporales

tauf (V: :Float64)=Nataum(V)
taus (V: :Float64)=Kdtaum(V)
tauu(V: :Float64)=CaStauh (V)
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# Pesos por escala temporal

function wX(V::Float64)

z = length(tauX(V))
wfs = zeros(z)
wsu = zeros(z)

for i in 1:z
if tauX (V) [il<=tauf (V)

wfs[i]=1
wsulil=1

elseif tauX(V)[i]l<=taus(V)

wifs[i]=(log(taus(V))-log(tauX(V) [i]))/(log(taus(V))-log(tauf(V)))
wsuli]=1

elseif tauX (V) [i]l<=tauu(V)

wfs[i]=0
wsuli]l=(log(tauu(V))-log(tauX(V) [i]))/(log(tauu(V))-log(taus(V)))

else

wfs[1]=0
wsul[i]=0

end
end

return (wfs,wsu)
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end

# Calculo de conductancias dinamicas

function gdyn(gNad::Floaté4,gCaTd::Float64,gCaSd: :Float64,
ghd::Float64,gKCad: :Float64,gKdd: :Float64,gHd: :Float64,
V::Float64,Ca: :Float64)

z = length(tauX(V))

gf = zeros(z)
gs = zeros(z)
gu = zeros(z)

for 1 in 1:z

gf [i1=wX (V) [1] [i]*VdyndX (gNad,gCaTd,gCaSd,gAd,gKCad,gKdd, gHd,
V,Naminf (V) ,Nahinf (V) ,CaTminf (V) ,CaThinf (V) ,CaSminf (V) ,CaShinf (V),
Aminf (V) ,Ahinf (V) ,KCaminf (V,Ca) ,Kdminf (V) ,Hminf (V) ) [i]*XinfdV(V,Ca) [i]
gs[11=(wX (V) [2] [1]-wX (V) [1] [i])*VdyndX (gNad, gCaTd,gCaSd, gAd, gKCad,
gKdd,gHd,V,Naminf (V) ,Nahinf (V) ,CaTminf (V) ,CaThinf (V) ,CaSminf (V) ,
CaShinf (V) ,Aminf (V) ,Ahinf (V) ,KCaminf (V,Ca) ,Kdminf (V) ,Hminf (V) ) [i]
*XinfdV(V,Ca) [i]
gulil=(1-wX(V) [2] [1])*VdyndX (gNad,gCaTd,gCasSd,gAd,gKCad,gKdd,gHd,
V,Naminf (V) ,Nahinf (V) ,CaTminf (V) ,CaThinf (V) ,CaSminf (V) ,CaShinf (V),
Aminf (V) ,Ahinf (V) ,KCaminf (V,Ca) ,Kdminf (V) ,Hminf (V) ) [i]*XinfdV(V,Ca) [i]

end

return (sum(gf),sum(gs),sum(gu))

end

const vrange = linspace(-80.0,60.0,3000)

# Graficador
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function gdynplot(gNad::Float64,gCaTd::Float64,
gCaSd: :Float64,gAd: :Float64,gKCad: :Float64,gKdd: :Float64,gHd: :Float64)

V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot[il=gdyn(gNad,gCaTd,gCaSd,gAd,gKCad,gKdd,gHd,V[i],Ca0) [1]
gsplot[il=gdyn(gNad,gCaTd,gCaSd,gAd,gKCad,gKdd,gHd,V[i]l,Ca0) [2]
guplot [i]=gdyn(gNad,gCaTd,gCaSd,gAd,gKCad,gKdd,gHd,V[i],Ca0) [3]

end

return (gfplot,gsplot,guplot)

end

PyPlot.hold(true)

# Imagen A: Rapida, variacidén de gng

gp = gdynplot (gNa-800.0,gCaT,gCaS,gh,gKCa,gKd,gH)
gpl = gdynplot (gNa-700.0,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd,gH)
gp2 = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH)

plot(vrange,gp[1],color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-’’?)
plot(vrange,gpl[1],color="green", linewidth=1.0, linestyle‘‘-’’)
plot(vrange,gp2[1],color=‘‘red’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)

# Imagen B: Lenta, variacidn de gp
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gp = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA-70.0,gKCa,gKd,gH)
gpl = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA-30.0,gKCa,gKd,gH)
gp2 = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH)

plot(vrange,gp[2],color="blue", linewidth=1.0, linestyle‘‘-’’)
plot (vrange,gpl[2],color="green", linewidth=1.0, linestyle=¢-’")
plot(vrange,gp2[2],color‘‘red”’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"")

# Imagen C: Lenta, variacidn de gk,

gp = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd-100.0,gH)
gpl = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd-50.0,gH)
gp2 = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd,gH)

plot(vrange,gp[2],color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,gpl[2],color="green", linewidth=1.0, linestyle=‘-"’)
plot(vrange,gp2[2],color=‘‘red’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)

# Imagen D: Ultralenta, variacién de gy

gp = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH)
gpl = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH+0.2)
gp2 = gdynplot(gNa,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd,gH+0.5)

plot(vrange,gp[3],color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,gpl1[3],color="green", linewidth=1.0, linestyle=‘-"’)
plot(vrange,gp2[3],color=‘‘red’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)

Para los contrastes de la fig. 3.2 se empled el mismo cddigo de simulacion
de la subseccion C.5.1 con los pardmetros de las conductancias dindmicas.

# Imagen A: Rapida, variacidon de gng

Qtime stgl=simu(gNa-800.0,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd,gH,gL)
Qtime stg2=simu(gNa-700.0,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH,gL)
Qtime stg3=simu(gNa,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd,gH,gL)
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axis(““off’?)

plot(tout, stgl-abs(minimum(stg3))-abs(minimum(stg2))-85.0,
C010r=llb1uell s €¢_» ’)
plot(tout, stg2-abs(minimum(stg3))-50.0, color='"green", ¢-’)
plot(tout, stg3, color=‘‘red”’, “-’’)

# Imagen B: Lenta, variacidén de ga

Q@time stgl=simu(gNa,gCaT,gCaS,gA-70.0,gKCa,gKd,gH,gL)
Q@time stg2=simu(gNa,gCaT,gCaS,gA-30.0,gKCa,gKd,gH,gL)
@time stg3=simu(gNa,gCaT,gCaS,gh,gKCa,gKd,gH,gL)

axis(“‘off’?)

plot(tout, stgl-abs(minimum(stg3))-abs(minimum(stg2))-85.0,
color="b1ue“, H_n)
plot(tout, stg2-abs(minimum(stg3))-50.0, color='green", ¢-”’)
plot(tout, stg3, color=‘‘red”’, “-’’)

# Imagen C: Lenta, variacidn de ¢k,

Q@time stgl=simu(gNa,gCaT,gCaS,gh,gKCa,gKd-100.0,gH,gL)
Q@time stg2=simu(gNa,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd-50.0,gH,gL)
Q@time stg3=simu(gNa,gCaT,gCaS,gh,gKCa,gKd,gH,gL)

axis(“‘off’?)

plot(tout, stgl-abs(minimum(stg3))-abs(minimum(stg2))-85.0,
color="blue", c6_22)
plot(tout, stg2-abs(minimum(stg3))-50.0, color="green", ‘-’’)
plot(tout, stg3, color=‘‘red”’, ¢-’’)

# Imagen A: Réapida, variacidén de gy

Q@time stgl=simu(gNa-800.0,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH,gl)
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Otime stg2=simu(gNa-700.0,gCaT,gCaS,ghA,gKCa,gKd,gH+0.2,gL)
@time stg3=simu(gNa,gCaT,gCaS,gA,gKCa,gKd,gH+0.5,gL)

axis (‘‘off’?)

plot(tout, stgl-abs(minimum(stg3))-abs(minimum(stg2))-85.0,
color="blue", “-?)
plot(tout, stg2-abs(minimum(stg3))-50.0, color="green", -’’)
plot(tout, stg3, color=‘‘red’, “-’’)

C.5.3. Curvas de sensibilidad

El cddigo de esta subseccion permite graficar las curvas de sensibilidad
de cada corriente idnica del Modelo STG en las tres escalas temporales
consideradas. Es necesario hacer ampliaciones en las imagenes para poder
ver cada curva de sensibilidad por la diferencia en magnitudes de las mismas.

# Derivadas de las conductancias dindmicas respecto a las conductancias
maximales

ggNa(V::Float64,Ca::Float64,mNa: :Float64,hNa: :Float64)=
(wX (V) [1]1 [1]1*XinfdV(V,Ca) [1]* (-3*mNa?*hNa* (V-ENa) ) -wX (V) [1] [2] *
Xinfdv(V,Ca) [2]*mNa’* (V-ENa) , - (wX (V) [2] [1]-wX (V) [1]1[1])
*XinfdV(V,Ca) [1]*3*mNaZ+hNax (V-ENa) - (wX (V) [2] [2]-wX (V) [1] [2])*
XinfdV(V,Ca) [2] *mNa** (V-ENa) , - (1-wX (V) [2] [1])*XinfdV(V,Ca) [1]*
3xmNaZxhlNa* (V-ENa) - (1-wX (V) [2] [2]) *XinfdV (V,Ca) [2] #mNa3* (V-ENa))
ggCaT(V: :Float64,Ca: :Float64,mCaT: :Float64,hCaT: :Float64)=
(wX (V) [1] [3]*XinfdV(V,Ca) [3]* (-3*mCaT?*hCaT* (V-ECa) ) -wX (V) [1] [4]*
Xinfdv(V,Ca) [4]*mCaT>* (V-ECa) , - (wX (V) [2] [3]-wX (V) [1]1[3])*
XinfdV(V,Ca) [3]*3*mCaT?*hCaT* (V-ECa) - (wX (V) [2] [4]-wX (V) [1] [4])
XinfdV(V,Ca) [4]*mCaT>* (V-ECa) , - (1-wX (V) [2] [3]1) *#XinfdV(V,Ca) [3]*
3*mCaT?*hCaT#* (V-ECa) - (1-wX (V) [2] [4]) *XinfdV(V,Ca) [4]*mCaT >+ (V-ECa))
ggCaS(V::Float64,Ca: :Float64,mCaS: :Float64,hCaS: :Float64)=
(wX (V) [1] [6]1*XinfdV(V,Ca) [5] * (-3*mCaS?*hCaS* (V-ECa) ) -wX (V) [1] [6]*
XinfdV(V,Ca) [6]*mCaS3* (V-ECa) ,- (wX (V) [2] [5]-wX (V) [1] [6])*XinfdV(V,Ca) [5]
*3xmCaS’*hCaS* (V-ECa) - (wX (V) [2] [6]-wX (V) [11[6])*XinfdV(V,Ca) [6]*
mCaS3* (V-ECa) , - (1-wX (V) [2]1 [5]) *XinfdV (V,Ca) [5]*3*mCaS2*hCaS*
(V-ECa) - (1-wX (V) [2] [6]) *XinfdV(V,Ca) [6] *mCaS>* (V-ECa))
ggA(V::Float64,Ca: :Float64,mA: :Float64,hA: :Float64)=(wX (V) [1] [7]*
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XinfdV(V,Ca) [7]* (-3*mA%*hAx (V-EA) ) -wX (V) [1] [8]*XinfdV (V,Ca) [8] *

mA>% (V-EA) , - (wX (V) [2] [7]1-wX (V) [1]1 [71)*XinfdV(V,Ca) [7]*3*mA%*hAx*

(V-EA) - (wX (V) [2] [8]-wX (V) [1] [8]) *XinfdV (V,Ca) [8]*mA3x (V-EA),

-(1-wX (V) [2] [7]) *XinfdV (V,Ca) [7] *3*mA’*hAx (V-EA) - (1-wX (V) [2] [8]) *
Xinfdv(V,Ca) [8]*mA3* (V-EA))
gegKCa(V::Float64,Ca: :Float64,mKCa: :Float64)=(wX (V) [1] [9]*XinfdV(V,Ca) [9]*
(-4*mKCa>* (V-EKCa)) , - (wX (V) [2]1 [9] -wX (V) [1] [9]) *XinfdV(V,Ca) [9] *4*mKCa’*
(V-EKCa) , - (1-wX (V) [2]1 [9]) *XinfdV (V,Ca) [9]*4*mKCa’* (V-EKCa) )

ggKd(V: :Float64,Ca: :Float64,mKd: :Float64)=(wX (V) [1] [10]*XinfdV(V,Ca) [10]*
(-4*mKd>* (V-EKd) ) , - (wX (V) [2] [10]-wX (V) [1] [10])*XinfdV(V,Ca) [10] *4*mKd>*
(V-EKd) , - (1-wX (V) [2] [10])*XinfdV(V,Ca) [10] *4*mKd>* (V-EKd))
ggH(V::Float64,Ca: :Float64,mH: :Float64)=(wX(V) [1] [11]*

XinfdV(V,Ca) [111*(-(V-EH)) ,- (wX(V) [2] [11]-wX (V) [1][11])*

XinfdV(V,Ca) [11]*(V-EH), - (1-wX(V) [2] [11])*XinfdV(V,Ca) [11]*(V-EH))

# Graficadores de cada curva de sensibilidad
function ggNaplot()
V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot [i]=ggNa(V[i],Ca0,Naminf (V[i]) ,Nahinf (V[i])) [1]
gsplot [i]l=ggNa(V[i],Ca0,Naminf (V[i]l) ,Nahinf (V[i])) [2]
guplot [1]=ggNa(V[i],Ca0,Naminf (V[i]l) ,Nahinf (V[i])) [3]

end
return (gfplot,gsplot,guplot)

end
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function ggCaTplot()
V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot[il=ggCaT(V[il,Ca0,CaTminf (V[i]),CaThinf (V[il)) [1]
gsplot[i]=ggCaT(V[i],Ca0,CaTminf (V[i]),CaThinf (V[i])) [2]
guplot [i]=ggCaT(V[i],Ca0,CaTminf (V[i]),CaThinf (V[i])) [3]

end

return (gfplot,gsplot,guplot)
end

function ggCaSplot()

V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot[il=ggCaS(V[i]l,Ca0,CaSminf (V[i]),CaShinf (V[il)) [1]
gsplot[i]l=ggCaS(V[i],Ca0,CaSminf (V[i]),CaShinf (V[i])) [2]
guplot[i]=ggCaS(V[i],Ca0,CaSminf (V[i]),CaShinf (V[i])) [3]

end
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return (gfplot,gsplot,guplot)
end

function ggAplot()

V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot[i]l=ggA(V[i],Ca0,Aminf (V[i]),Ahinf (V[i])) [1]
gsplot [i1=ggA(V[i],Ca0,Aminf (V[i]) ,Ahinf(V[i])) [2]
guplot [i1=ggA(V[i],Ca0,Aminf (V[i]) ,Ahinf(V[i])) [3]

end

return (gfplot,gsplot,guplot)
end

function ggKCaplot()

V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)
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gfplot[i]=ggKCa(V[i],Ca0,KCaminf (V[i],Ca0)) [1]
gsplot[i]=ggKCa(V[i],Ca0,KCaminf (V[i],Ca0)) [2]
guplot[i]=ggKCa(V[i],Ca0,KCaminf (V[i],Ca0)) [3]

end

return (gfplot,gsplot,guplot)

end

function ggKdplot()

V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot[i]l=ggKd(V[i],Ca0,Kdminf (V[i])) [1]
gsplot [i1=ggKd(V[i],Ca0,Kdminf (V[il)) [2]
guplot [i1=ggKd(V[i],Ca0,Kdminf (V[i])) [3]

end

return (gfplot,gsplot,guplot)
end

function ggHplot ()

V = vrange

gfplot = zeros(length(V))
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gsplot = zeros(length(V))
guplot = zeros(length(V))

for i in 1:length(V)

gfplot [1]1=ggH(V[i],Ca0,Hminf (V[i])) [1]
gsplot [1]=ggH(V[i],Ca0,Hminf (V[i])) [2]
guplot [i]=ggH(V[i],Ca0,Hminf (V[i])) [3]

end

return (gfplot,gsplot,guplot)

end

x1 = ggNaplot()

x2 = ggCaTplot ()
x3 = ggCaSplot()
x4 = ggAplot()
x5 = ggKCaplot()
x6 = ggKdplot()
x7 = ggHplot ()

PyPlot.hold(true)

# Curvas de la escala rapida y ultralenta

subplot (121)
title(“Escala rapida’’)

plot(vrange,x1[1],color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-’’)
plot(vrange,x2[1],color=‘‘red’”’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x3[1],color="magenta", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x4[1],color=‘‘orange’, linewidth=1.0, linestyle=¢‘-"’)
plot(vrange,x5[1],color=‘‘cyan’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x6[1],color="green", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x7[1],color="purple", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
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subplot(122)
title(‘‘Escala ultralenta’’)

plot(vrange,x1[3],color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x2[3],color=‘‘red’”’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"")
plot (vrange,x3[3],color="magenta", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x4[3],color="‘orange’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x5[3],color=*‘cyan’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x6[3],color="green", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot (vrange,x7[3],color="purple", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"")

# Curvas de la escala lenta

title(*‘Escala lenta’’)

plot (vrange,x1[2],color="blue", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x2[2],color="‘red’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"")
plot(vrange,x3[2],color="magenta", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot (vrange,x4[2],color=‘‘orange’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-")
plot (vrange,x5[2],color=‘‘cyan’’, linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot (vrange,x6[2],color="green", linewidth=1.0, linestyle=‘‘-"’)
plot(vrange,x7[2],color="purple", linewidth=1.0, linestyle=‘-’?)
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