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Resumen

El presente trabajo expone las condiciones en las que se presenta la igualdad entre tres
modelos de la teoria de conjuntos empleados para demostrar la independencia de los
axiomas de reemplazo, potencia y union. Los primeros dos se encuentran en el libro
Kunen (2013) y el tercero en el articulo Oman (2010).

El primer capitulo se divide en dos secciones: conceptos y modelos de la teoria de
conjuntos. En la primera seccién se presentan las nociones de cerradura transitiva, la
clase de los conjuntos bien fundados y la funcién rango, asi como sus propiedades, mis-
mas que fundamentan el desarrollo de este trabajo. En la segunda seccion se obtienen
condiciones suficientes para que se satisfagan los axiomas de Zermelo-Fraenkel-Eleccién

(ZFC).

El segundo capitulo contiene las nociones de conjuntos de rango menor que & (R(k)),
conjuntos hereditarios menores que k (H(k)) y conjuntos pseudo-hereditarios de car-
dinalidad menor a k (H,). Ademds, se muestra que, dependiendo de , las colecciones
de tales conjuntos son modelos estandar de las teorias ZC, ZFC — P, ZFC — U res-
pectivamente, donde ZC es ZFC sin el axioma de reemplazo, P denota al axioma de
potencia y U al de unién.

El tercer capitulo consiste de un andlisis comparativo entre los modelos presentados
a lo largo de los capitulos anteriores, en el cual se establecen las caracteristicas que
debe tener un cardinal x para que se cumpla la relacién: H(k) = H, = R(k).

Debido a la temética y el lenguaje empleado en el presente trabajo, es recomendable
que el lector tenga nociones béasicas sobre la teoria de conjuntos y légica de primer orden.
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Capitulo 1

Los modelos de la teoria de conjuntos

La independencia de los axiomas de Z F'C' y la consistencia de sus fragmentos forman
parte de la fundamentacion de la teoria de conjuntos; hoy en dia, para la demostracién
de la independencia de algunos axiomas y consistencia de sus fragmentos se emplea la

teoria de modelos.

Los modelos de la teoria de conjuntos son colecciones de conjuntos con una relacion
binaria (no obligatoriamente la pertenencia (€)) llamadas clases!, en las cuales ciertos
axiomas se satisfacen. La aplicacion de la teoria de modelos a la teoria de conjuntos
toma gran importancia a partir de los resultados de Godel en 1938 y Cohen en 1963,
quienes construyeron los modelos que demuestran la independencia de la hipdtesis del

continuo (HC) de ZFC.

El propésito de este capitulo es establecer las caracteristicas que debe cumplir una
clase para que sea modelo de algtin fragmento de ZFC, para ello, es necesario definir

algunos conceptos y mostrar algunas de sus propiedades.

! Adicionalmente, la clases son determinadas mediante una férmula con una variable libre en el
lenguaje de la teoria de conjuntos.




1. LOS MODELOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

1.1. Conceptos

Uno de los casos patolégicos que se consiguié eliminar durante la axiomatizacion de
la teoria de conjuntos fue el de la existencia de un conjunto z tal que = € z, debido a
que se obtendria una cadena infinita © > x 3 x 3 x.... Para evitar esto, se formulé el
axioma de fundacidn, el cual, establece que cualquier conjunto no vacio es ajeno con al

menos uno de sus elementos.

En esta seccién se establece una caracterizacién de la coleccion de conjuntos que
cumplan el enunciado de este axioma. Para lo cual, se emplean los conceptos de la+

cerradura transitiva, la clase de los conjuntos bien fundados y el rango de un conjunto.

Algunos de los resultados de este capitulo son deducibles en ZFC sin el axioma de
fundacién (ZFC™), es decir, para su demostracién no se utiliza el axioma de fundacién

a menos que se indique lo contrario.

La notacién empleada se basa en el Kunen (2013) y el libro Jech (2013). Asi, con
K, Ay u, se denota a los cardinales; o, 3 y =, a los ordinales. Ademds, w denota al
primer ordinal infinito y s(n) denota al sucesor de un conjunto n. También, se anexa
el apéndice A, en el cual se encuentra la teoria bésica de conjuntos (T'BC), la cual se

comprende de los axiomas de extensién, comprensién, par y union.

Cerradura transitiva

Se dice que un conjunto x es transitivo si y sélo si para cualquier y € x se obtiene
y € x. De una forma parecida, aunque haciendo un abuso de notacién en el caso de
una clase propia A, en el cual a € A denota que a cumple la formula que define a A,
asi como a C A denota que todos los elementos de a cumplen la férmula que define a

A. Una clase A es transitiva si y sélo si para cualquier a € A se obtiene a C A.
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La cerradura transitiva del conjunto A debe ser un conjunto 7" transitivo que con-
tenga a A (T' 2 A). Ademas, tiene que ser el conjunto mds pequeno que cumpla eso
respecto a la contencién (C), es decir, no hay un conjunto transitivo H distinto a T’
tal que A C H C T. En principio, no es posible asegurar la existencia de la cerradura

transitiva de un conjunto en ZFC™, sin embargo, el siguiente teorema lo garantiza.

Teorema 1.1.1 Para todo conjunto A, existe un conjunto transitivo que lo contiene.
Mads ain, entre los conjunto transitivos que contienen a A, existe uno que es minimo

respecto a la contencion.

Demostraciéon: Sea A un conjunto. Recursivamente sobre w se define lo siguiente:

Ay = A

%WZU%

Donde s(n) denota al sucesor de un conjunto, el cual es posible usar gracias a la
proposicién A.1.7.

De esta manera, para cualquier n < w, A, es conjunto; y, por el axioma de reemplazo,
es posible construir {A,, : n < w}. Asi, por el axioma de unién, 7' = U{A” in <w} es
un conjunto.

Ahora, por la definicién, A = Ag C T, por locual A CT. Ademés, siz € Ty y € x,
entonces x € Ay, para algin n < w y como y € x, y € Ayy,), de esta forma y € T, es
decir, T es un conjunto transitivo. Por otra parte, sea R un conjunto transitivo tal que

A C R. Por induccién en w se muestra que A4, C R para cualquier n < w.

= Si n = 0, entonces, por definicién, A,, = Ay = A y, por hipétesis A C R, por lo

cual Ag C R.

» Sin = s(m) para algin m < w tal que A,, C R, entonces A, = UAm. Asi, para

cualquier x € A, hay una y € A,, tal que x € y. Ademas, por hipétesis, A,, C R,
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entonces y € Ry como R es transitivo, x € R, asi A, C R. Por lo tanto, 4, C R

para cualquier n < w.

Entonces, si x € T, x € A, para alguna n < w y por lo anterior z € R. Por lo cual,
T C R. De esta forma, T" C R para cualquier R transitivo tal que A C R, es decir, T

es el minimo conjunto (respecto a la contencién) tal que A C T O

Definicién 1.1.2 Para cualquier conjunto A se denota por CT(A) = U{A” ‘n <w}

a la cerradura transitiva de A.

Por el teorema 1.1.1, CT(A) es un conjunto para cualquier conjunto A. Adicional-
mente, CT(A) es el minimo conjunto transitivo respecto a la contencién (C) tal que

ACCT(A).

Como se muestra en las siguientes observaciones, para cualquier conjunto A, CT(A)
contiene a las cerraduras transitivas de los elementos de A. Ademads, la cerradura

transitiva respeta el orden dado por la contencién.
Observacion 1.1.3 Sean A y B conjuntos. Si B € A, entonces CT(B) C CT(A).

Demostracién: Sean A y B tales que B € A. Como A C CT(A), B € CT(A).
Ademads, CT(A) es un conjunto transitivo, asi B C CT(A) y por ser CT(B) minimo

con respecto a la contencién, CT(B) C CT(A). O
Observacion 1.1.4 Sean A y B conjuntos. Si B C A, entonces CT(B) C CT(A).

Demostracién: Sean A y B tales que B C A. Como A C CT(A), B C CT(A).
Ademaés, CT(A) es un conjunto transitivo, asi, por ser CT(B) minimo respecto a la

contencién, CT(B) C CT(A). o

Los conjuntos bien fundados

Se dice que un conjunto X es bien fundado por la pertenencia (€) siempre y cuan-

do para cualquier subconjunto no vacio de X, exista un elemento €-minimal. Cuando
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algin conjunto A cumpla que C'T'(A) es bien fundada por € se dice que es un conjunto
bien fundado. La coleccién de los conjuntos bien fundados se denota por BF. Tam-
bién, es usual decir para un conjunto X bien fundado por € que € es buena fundacién

en X.

Una de las caracteristicas de BF es la posibilidad de asignarle un nivel a los conjun-
tos que le pertenecen considerando el orden (BF, €). Para que esto suceda se necesita
del rango de un conjunto = (p(z)), donde el nivel asignado a cada conjunto z € BF

es un ordinal « si y sélo si p(z) = a.
El rango de un conjunto

Para la definicion de rango se emplea la teoria ZFC ya que requiere del teorema de
recursion transfinita, el cual necesita del axioma de fundacion. Es mas, BF' es modelo
de ZFC (Kunen, 2013, cap. II), de esta manera, el rango de un conjunto estd bien

definido en la clase BF.

Definicién 1.1.5 (ZFC) Sea A una clase. Se define recursivamente p : A — OR,

donde OR es la clase de todos los ordinales y para cada a € A, p(a) = paec =

U{s(p(b)) :bea}. Siag¢ A, entonces p(a) = 0.
El comportamiento del rango en la clase BF' se puede observar en el siguiente ejemplo.
Ejemplo: En la clase BF' con la relacién € se obtiene lo siguiente

= p(0) =0

= p({0}) =1

p({0,{0}}) =2

" p(w) =w
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Para que el rango divida de manera correcta a los elementos de BF' por niveles, es
necesario que cualquier z € BF cumpla que p(z) > p(y) para todo y € x; lo cual se

garantiza por lo siguiente

Observacion 1.1.6 Sean a, b € BF. Si b € a, entonces p(b) < p(a).

Demostracién: Por la definicién, p(a) = U{s(p(b)) :b € a}. Como p(b) < s(p(b)) y
por hipétesis b € a, p(b) < U{s(p(b)) : b € a}. Por lo tanto, p(b) < p(a). o

Gracias a la dltima observacién, para cada x € BF se sigue p(x) = U{s(p(y)) ty € xt,

de esta manera se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.7 La relacion € es buena fundacion en BF.

Demostracién: Sea A un conjunto tal que A € BF y A # (). Por reemplazo es
posible construir el conjunto X = {p(a) : a € A}, que, por la definicién de rango
es una coleccién de ordinales. Ya que el orden usual en los ordinales (<) es un buen
orden en OR y X # (), existe « € X <-minimo. De esta forma, o = p(a) para algin
a € A. Ademas, si existe b € a tal que y € A, se sigue p(b) € X y como b € a, por la
observacién 1.1.6, p(b) < p(a) = a. Pero esto contradice que « sea <-minimo. Por lo

tanto, a es €-minimal en A. O

Ya establecidas las nociones de C'T', BF y p, se obtienen resultados que otorgan un
poco de mas estructura a BF' utilizando la cerradura transitiva de sus elementos y sus

rangos.
Observacion 1.1.8 BF' es una clase transitiva.

Demostracién: Sea b € BF'. Entonces, por la observacién 1.1.3, CT(z) C CT(b), para

cualquier x € b, esto implica que € es buena fundacién en CT(x) y por ello z € BF .4

Con todo lo que se ha obtenido de BF' hasta el momento, solamente es posible
garantizar que BF' es una subclase de la clase de todos los conjuntos V', es decir,

BF C V. Es maés, el siguiente teorema muestra qué es necesario para deducir V = BF'.
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Teorema 1.1.9 El azioma de fundacion es equivalente a que BF es la clase de todos

los conjuntos V.

Demostracién: Se tiene, por hipdtesis, el axioma de fundacién. Sea x un conjunto
no vacfo (un resultado casi inmediato es ) € BF, debido a que CT(0) = ). Sea
X C CT(x) con X # (), entonces, por el azioma de fundacidn, existe alguna y € X tal
que X Ny = ), de manera para cualquier z € X se cumple que z ¢ y, esto significa
que y € X es un €-minimal en X, entonces x € BF' y por ello V C BF'. Por lo tanto,
BF =V.

Por otro lado, de suponer que BF es la clase de todos los conjuntos V' y « un conjunto
no vacio, como V = BF, x € BF', por la observacién 1.1.8, se tiene x C BF', asi, por
la proposicién 1.1.7, sea y € = un elemento €-minimal de x, entonces para cualquier
conjunto z, si z € z, entonces z ¢ y; de la misma forma, si z € y, entonces z ¢ z, de
ahi, 2Ny =0y con ello x satisface el axioma de fundacién. Concluyéndose, el axioma

de fundacion se satisface en BF'. O

El teorema anterior implica que, al omitir el axioma de fundacién, sélo es posible
afirmar que BF' es una subclase de V. Sin embargo, BF' es una clase no vacia, debido
a que OR C BF. Ademds, como los conjuntos bien fundados cumplen con el axioma

de fundacion, el rango de un conjunto estéd bien definido en BF' aun utilizando ZFC™.

Proposicién 1.1.10 Sean a € BF y 8 € OR tales que B < p(a). Entonces, B = p(b)
para algin b € CT(a).

Demostracion: Para la demostracién, se fija a un ordinal 8 y se observa la siguiente

coleccién de conjuntos bien fundados:

X ={a€eBF:p<pla)N=3be€ BF[p(b) = ANbe CT(a)]}

Si X = (), entonces la proposicién se satisface y no hay mds que demostrar. Por otro

lado, si X # (), entonces, por la proposicién 1.1.7, X tiene algtin elemento €-minimal.
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Sea a € X un elemento €-minimal con a = p(a), asi § < U{s(p(b)) :be BFAbE a}

yseat € BF tal que t € a'y s(p(t)) > 3, entonces p(t) > (. De esto se sigue
» Sip(t) = S, entonces a ¢ X, debido a que t € a implica que t € CT'(a).

» Si p(t) > [, entonces t ¢ X, ya que a es €-minimal. Luego p(b) = [ para
alguna b € CT(t), pero esto implica, por la observacién 1.1.3, que b € CT(a),

contradiciendo que a € X.

De esta manera X = (). Por lo tanto, existe un b € CT'(a) tal que 8 = p(b). o

La proposicién anterior permite escribir p(a) = {p(b) : b € CT(a)} para cualquier
a € BF, lo cual enriquece la estructura de todo conjunto bien fundado dada por su

rango en BF.

Adicionalmente, para cualesquiera z,y € BF se tiene P(x) C BF y {z,y}, U z,P(x)
y CT(x) son elementos de BF'. Incluso, es posible calcular su rango, lo cual se muestra

en los siguientes

Lema 1.1.11 Siy € BF y z C y, entonces z € BF y p(z) < p(y).

Demostracién: Se tiene que z C CT(y), debido a que y € CT(y). Ademds, CT'(z) C
CT(y), ya que CT(z) es el conjunto transitivo C-minimo que contiene a z. De esta
forma, si X C CT(z) con X # (), entonces X C CT(y) con y € BF, por lo cual hay
algiin elemento €-minimal de X. Por lo tanto, z € BF'.

Por otro lado, se tiene {s(p(u)) : v € z} C {s(p(v)) : v € y}, entonces p(z) =
ULs(p(w) + u € 2} < [ J{s(p(v)) : v € y} = p(y). Concluyéndose, p(z) < p(y).
O

Lema 1.1.12 Sean x,y € BF, entonces:

1. {z,y} € BF y p({z,y}) = s(mazx{p(z), p(y)});

2. P(x) € BF y p(P(x)) = s(p(x));
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3. | Jz e BF y p(| =) < p(=);
4. CT(x) € BF y p(CT()) = p(a).
Demostracion:

1. Sean X C CT({z,y}) con X # (. De esta manera, para cada z € X se tiene
z € {z,y} o z € OT(w) para algin w € {z,y}. Si X C {z,y}, entonces alguno
entre z y y es elemento €-minimal de X. Sea X’ = X \ {z,y}. Si X' C CT'(x)
o X' C CT(y), entonces hay algiin elemento z €-minimal en X', el cual cumple,
sin pérdida de generalidad z € CT(x), por lo cual z es €-minimal en X. Tam-
bién, si X’ N CT(x) # (), entonces hay un elemento z €-minimal de X' N CT'(z),
ya que X' N CT(x) C CT(x). De este modo, para w € z N X', se tiene que
w € CT(z), debido a que CT(x) es transitiva, lo cual contradice que z es €-
minimal en X' N CT(x), entonces z N X' = (). Asi, z es €-minimal en X’. Como
z € CT(x), z es €-minimal en X.

Por otro lado, p({z, y}) = {s(p(2)) : = € {z,y}}, entonces p({z, y}) = {s(p(2)), s(o(y))}.
Sin pérdida de generalidad, supéngase p(z) < p(y), luego p(y) = mazx(p(z), p(y)).

De esta forma, p({z,4}) C {5(p(1)} = 5(p(y)), obteniéndose p({z, y}) < (o (y).
También, como y € {z,y}, p(y) < p({z,y}). Entonces, p({z,y}) = s(p(y)). Por

lo tanto, p({z,y}) = s(maz{p(x), p(y)})-

2. Como U‘P(m) =z, CT(P(x)) = CT(z) U P(x). De esta manera, para X C
CT(P(x)) con X # () se tiene X C CT(z) U P(x). Ahora, si X N CT(x) = 0,
entonces X C P(z) \ CT(x). Asi, para z € X y w € zN X se infiere w € z,
por lo cual w € z, ya que z C x, de ahi w € CT(z), lo cual contradice que
XNCOT(x) =0, entonces 2N X = (). De esta manera z es un elemento €-minimal
de X. También, si X N CT(x) # 0, entonces, debido a que X N CT(x) C CT(x),
hay algin elemento €-minimal de X N CT(x), lldmese z. Asi, para w € zN X se
tiene w € CT(x), ya que CT'(x) es transitivo, entonces w € X N CT'(z), lo cual
contradice que z sea €- minimal en X N CT(z), por lo cual zN X = ). De esta

manera, z es un elemento €-minimal en X. Por lo tanto, P(z) € BF'. Por otro
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lado, p(P(x)) = U{s p(z)) : z € P(x)}. Como para cualquier z € P(z) se tiene
p(z) < p(x), s(p(2)) < s(p(x)), entonces p(P(z)) < p(x). Ademés, x € P(x), por
lo cual p(z) < p(P(z)). Concluyéndose, p(P(z)) = s(p(z)).

3. Sea X C CT(| Jx) con X # 0. Como CT(| Jz) = CT(x) \ z, X C CT(x),
entonces hay algin elemento €-minimal en X. Por lo tanto, U x € BF.

Por otro lado, p(U x) = U{s(p(z)) 1z € Ua:} Sea z € Ux, entonces z € y con

y € x, de este modo p(z) < p(y) < p(x), por lo cual s(p(z)) < p(x). Concluyéndose

p(l ) < p(=).

4. Sea X C CT(CT(z)) con X # (. Se tiene que CT(CT(x)) = CT(x) por ser
un conjunto transitivo, entonces X C CT(z), por lo cual hay algin elemento
€-minimal en X. Por lo tanto, CT(z) € BF.

Ahora, si z € CT(x), entonces p(z) < p(x), por lo cual s(p(z)) < p(x). Asi,
p(CT(x)) < p(z). Por otro lado, x C CT'(x), entonces, por el lema 1.1.11, p(x) <
p(CT(x)) . Por lo tanto, p(CT(z)) = p(z). o

De esta manera, informalmente, se cumplen axiomas como unién, potencia y par
en BF, para lo cual es necesario establecer fundamentos de teoria de modelos a modo

de formalizar dicha afirmacion.

Por otro lado, con la nocién de colapso de Mostowski es posible construir isomorfis-
mos de un conjunto a otro. En especifico se pretende construir isomorfismos de conjuntos

bien fundados a otros para asi dotar de una estructura dada por la relacion € a la clase

BF.

Colapso de Mostowski

Definicién 1.1.13 Sea A una clase en la cual € es buena fundacion. Se define re-
cursivamente, para cada y € A, mos(y) = mosac(y) = {mos(z) : = € y |}, donde

yl={x €y:xz € A}. Esta funcion es llamada el colapso de Mostowski

10
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Originalmetene el colapso de Mostowski estd definido para cualquier relacion R C Ax A.
Sin embargo, para efectos del presente trabajo se utiliza la relacién pertenencia € en la
clase A, por lo cual, en caso de ser A una clase transitiva, para cualquier y € A se tiene
y 4= y. Uno de los resultados que se obtienen a partir del colapso es que la imagen de

A (mos[A]) en un conjunto transitivo.

Proposicion 1.1.14 Sea A una clase en la cual € es buena fundacion y para cualquier

1

y € A, yl es un conjunto. Entonces mos[A] * es transitivo.

Demostracién: Sea t € mos[A], entonces, para alguna y € A se establece t =
mos(y) = {mos(x) : x € y |}. Asi, para cada u € t, u = mos(x) para alguna x € y |,

eso implica que u = mos(z) para alguna x € A. Por lo tanto, u € mos[A]. O

Para las siguientes propiedades del colapso de Mostowski es necesaria la nocién de rela-

cion extensible y una caracterizacién de una clase transitiva a partir de este concepto.

Definiciéon 1.1.15 Sea A una clase. Se dice que una relacion R es extensible en A si
y sdlo si en (A, R) se satisface el axioma de extension, es decir, se cumple el siguiente

enunciado:

Vz,y,z € A[(zRz <> zRy) — x = y]

Proposicion 1.1.16 Si A sea una clase transitiva, entonces la relacion € es extensible

en A.

Demostracion: Sean A transitivo y z,y € A. Si para cualquier z € A se cumple que
z € x siy sblosiz € y, entonces sea t € x. Como A es transitivo, t € A, asi, t €y y
por ello x C y. Andlogamente y C z, de modo que x = y, lo cual quiere decir que en

(A, €) se satisface el axioma de extensién. Por lo tanto, € es extensible en A. 0

Con las propiedades de ser extensible y bien fundar es posible deducir que con la relacion

€ en cualquier clase transitiva, el colapso de Mostowski tiene puntos fijos.

Ymos[A] denota a la imagen directa de A bajo la funcién mos

11



1. LOS MODELOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Proposicion 1.1.17 Sea T' C A transitivo. Si € es una buena fundacion y extensible

en A, entonces mosa(y) =y para today € T.

Demostracién: Sea B ={y € T : mosac(y) # y} # 0, es decir, hay algin z € T tal
que mosae(x) # x. Como € es buena fundacién en A y B # (), sea a un €-minimal
de B. También, se tiene que a € A, por ello, moss(a) = {mos(z) : © € a |} =
{mosa(z) : © € ANz € a} Ademds, T es un conjunto transitivo y a es €-minimal
de B, entonces, para cada x € a, se obtiene x € T C A y mosa(x) = x, por lo cual
mosa(a) = {z € A: x € a} = a, lo cual contradice que a € B. Por lo tanto, para

cualquier y € T, mosac(y) = y. -

Las proposiciones anteriores indican que, efectivamente, el colapso establece una es-
tructura en cualquier clase A, en la cual € es buena fundacién y es extensible. A partir

de ello, se desprenden los siguientes resultados:

Proposiciéon 1.1.18 Sean A y B conjuntos transitivos con A € BF y sea f: A — B

un isomorfismo de (A, €) a (B, €). Entonces, se tiene f =ida, por lo cual A = B.

Demostracién: Sea a € A con f(a) = b. Como f es isomorfismo y tanto A como B
son transitivos, para cualquier y, y € b si y sélo si existe x € a tal que f(x) = y. Por
lo cual, f(a) = {f(z) : © € a}. Ademds, al ser A transitivo, f(a) = {f(z) : x € a} =
{f(z) : x € a |}. De esta manera, f es el colapso de Mostowski y por la proposicién

1.1.17, f = id 4. Por lo tanto, A = B. O

Es necesario suponer que al menos uno de A o B estdan en BF', debido a que es consis-
tente en ZFC™ quesi A ={A} y B={B} con A # B, entonces A y B son transitivos
y (4,€) = (B, €).

Lema 1.1.19 Si A€ BF y (CT(A)U{A}, €) 2 (CT(B)U{B},€), entonces A = B.

Demostracién: Al ser CT(A) U {A} y CT(B) U {B} conjuntos transitivos, de la
proposicién 1.1.18, se deduce que CT(A) U {A} = CT(B) U {B}.

Por otro lado, hay que notar que para cualquier y € CT(z)U{x}, y € CT(x) oy = x.

12
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De esta manera, si y # x, entonces, y € CT'(x) y por la proposicién 1.1.10, p(y) < p(z),
asi x ¢ y y por ello z es el inico €-méximo en CT'(x) U {x}.

Ahora, A es el tinico e-maximo en CT(A)U{A} y B es el tinico €-maximo en CT(B)U
{B}, como CT(A)U{A} =CT(B)U{B}, A= B. 0

Otro resultado es que la propiedad de que € sea buena fundacién en CT(A) U {A}
puede ser heredada de que € sea buena fundacién en CT'(z). Es més, son enunciados

equivalentes.

Proposicién 1.1.20 Para cualquier conjunto x, € es buena fundacion en CT(x) siy

sélo si € es buena fundacion en CT(xz) U {z}

Demostracién: El resultado es inmediato si z € CT(x), por lo cual falta mostrar
para el caso en el que x ¢ CT(z). Por hipdtesis, € es buena fundacién en CT(x). Sea

A un subconjunto no vacio de CT'(z) U {z}.
» Siz ¢ A, entonces A C CT'(z) y por la hipdtesis, A tiene un elemento €-minimal.

» En el caso de que A = {x}, entonces, por ser unitario, x es su elemento €-minimal,
debido a que si no se cumpliera esto se tendria que x € z y asi x € CT(x), lo cual

contradice la hipdtesis de que = ¢ CT(x).

= Ahora, si {z} G A, entonces A\ {2} C CT(z), de esta forma, A\ {z} tiene un
elemento €-minimal. Sea a un elemento €-minimal de A \ {z}, de esto se tiene
a € Ay para cualquier b € A, si b # x, entonces b € A\ {z} y asi b ¢ a. También,
si b € x, entonces, suponer que x € a implica que x € CT(x), lo cual contradice

la hipétesis de que = ¢ CT'(x). Por lo tanto, = ¢ a.

Esto implica que cualquier subconjunto no vacio de CT'(x) U {z} tiene algin elemento
€-minimal, por lo tanto, € es buena fundacién en CT'(x) U {x}.

Reciprocamente, supéngase que € es buena fundacién en CT(z) U{z}. Como CT(x) C
CT(x)U{x}, cualquier subconjunto de CT'(z) es subconjunto de CT'(z) U {z}. Por lo

cual, si A es un subconjunto no vacio de CT'(z), entonces A es un subconjunto no vacio
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de CT'(z) U{x}. Asi, por hipétesis, A tiene algin elemento €-minimal. Por lo tanto, €

es buena fundacién en CT'(z). o

El resultado obtenido en la proposicion 1.1.20 no depende del axioma de fundacién,

debido a que este axioma implica que para cualquier conjunto z se infiera x ¢ CT'(z).
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1.2. Modelos estandar de la teoria de conjuntos

En esta seccion se analizan las condiciones suficientes que deben tener algunas clases
para que sean modelos de ciertos axiomas de ZF'C. Cabe resaltar que el nicleo de esta
seccién recae en la teoria ZF~ — P, es decir, no se emplean los axiomas de fundacién,
potencia ni eleccién. Sin embargo, algunos resultados empleardn los axiomas de poten-
cia y eleccion, en ese caso, se indica de manera precisa al momento de enunciar el lema

0 teorema en cuestion.

Primero, dado un lenguaje £, se dice que un modelo 2 es una L-estructura A(A, ¢)
para £ consiste en una coleccién de conjuntos no vacia A junto con una asignacion ¢,
la cual interpreta y verifica los enunciados (correctamente formados) de £, es decir, o

bien un enunciado o su negacién se satisfacen en el modelo.

Un modelo 2 para una teoria T y un lenguaje £ es una estructura donde los axiomas
y teoremas de T se satisfacen. En particular, para la teoria de conjuntos, se tiene que
L ={€}yA=(AR), donde A es una clase no vacia y R C A x A. En el presente
trabajo se establece que £ es el lenguaje de la teoria de conjuntos y R =€, por lo cual

se tiene la siguiente definicién.

Definicion 1.2.1 Un modelo estandar de la teoria de conjuntos es cualquier L-
estructura A = (A, R)tal que A es una clase transitiva no vacia y R = {(a,b) € Ax A:
a € b}.

Se debe tomar en cuenta que los modelos definidos en el presente trabajo son con-
juntos no vacios de ZFC~, de esta manera, son modelos estdndar y no necesitan de
relativizacion para demostrar el enunciado de los lemas 1.2.3 - 1.2.6. Antes de enunciar
algiin resultado sobre modelos, es pertinente mostrar la equivalencia entre un enunciado

y el axioma de reemplazo, lo cual estd en el siguiente
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1. LOS MODELOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Lema 1.2.2 Sea ¢(x,y) una formula tal que para cada x € A existe un unico y tal que
o(z,y) se cumple. Entonces se satisface el axioma de reemplazo si y sélo si existe una

funcion f con dom(f) = A tal que para cada x € A, f(x) es el inico y tal que o(x,y).

Demostracién: Debido al axioma de reemplazo, existe un B tal que para cada x € A
existe z € B tal que ¢(z,z). Entonces, sea f = {z € B: 3z € A(p(z,2))} = {(z,y) €
B :3x € A(p(x,2))}. Se tiene que f es funcidén, porque si existiera alguna z € A tal
que (z,y), (z,y') € f, entonces p(x,y) y p(x,y') y asi y = 3/, por hipdtesis. Adem4s,
para cada = € A = dom(f), f(x) es la tnica y tal que ¢(x,y).

Por otro lado, sea una funcién f con dom(f) = A tal que para cada = € A, f(z)
es la tdnica y tal que p(z,y) se satisface. En la seccién 2.1 se demuestra que existe
ran(f), asi sea y € ran(f), entonces existe z € dom(f) = A tal que f(x) =y y por la
hipétesis, f(z) es la Gnica y tal que p(z,y) se satisface. Si x € A = dom(f), entonces
f(z) € ran(f) y f(x) es la tnica y tal que p(z,y) se satisface. Entonces, existe B tal
que y € B si y solo si existe z € A tal que ¢(z,y). Por lo tanto se cumple el axioma de

reemplazo. 0

Ahora, es posible demostrar, en la teoria ZF~ — P, qué propiedades debe de tener un

conjunto M para modelar algunos de los axiomas de ZF'C.
Lema 1.2.3 (ZF~ — P) Para cualquier conjunto M :
1. Si ) € M, entonces el axioma de existencia se satisface en M.
2. Si M es transitivo, entonces el axioma de extension se satisface en M.

3. Si para cualesquiera z € M yy C z se cumple que y € M, entonces el esquema

de comprension se satisface en M.

4. St para cualesquiera x,y € M se cumple que {x,y} € M, entonces el axioma del

par se satisface en M.

5. Si para cualquier F € M, se cumple que US" € M, entonces se satisface el

axioma de union en M.
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1.2 Modelos estandar de la teoria de conjuntos

7. Si M C BF, entonces el axioma de fundacion se satisface en M.

9. Si M es transitivo y para cualquier funcion f se cumple que dom(f) € M y
ran(f) C M, entonces ran(f) € M. Entonces el axioma de reemplazo se satisface

en M.

Demostracion:

1. El axioma de existencia en M queda como: «hay un conjunto B € M vacio».
Como () € M, en M va a existir un conjunto vacio, a saber, (). Por lo tanto, el

axioma de existencia se satisface en M.

2. Sea M es un conjunto transitivo, entonces, por la proposicién 1.1.16, € es exten-

sible en M, es decir, (M, €) satisface el axioma de extensién.

3. Sea ¢ una féormula de ZF~ — P donde y no sea una variable libre. Es posible que
 contenga como variables libres a « y a z y posiblemente también otras variables
como libres v, ..., v,—1, asi que es oportuno escribir a ¢ como ¢(z, z, 7) De esta
forma, para obtener lo que se quiere basta con verificar que en M se satisface el

siguiente enunciado.
V2,00, .c.,Up—1 €E My € MV € Mz €y <> x € 2 A go(x,z,?)] (1.1)

Es decir, el esquema de comprensién para los conjuntos que pertenecen a M. Hay
que resaltar que ¢(z, z, 7) puede contener variables cuantificadas, pero ¢(z, z, 7)
es una formula sobre conjuntos en M.

Ahora, si para cualesquiera z € M y y C z se cumple que y € M, entonces, al
definir a la coleccién y = {x € z : p(x, z, )}, se infiere que ¥ es un conjunto en
ZF~ — P gracias al axioma de comprension (que es parte de ZF~ — P). Ademas,
se tiene que, si x € y, entonces = € z, por lo cual y C 2z y por hipdtesis y € M,
asi, en M se satisface el enunciado (1.1). Por lo tanto el esquema de comprensién

se satisface en M.
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4. El axioma del par en M queda como: «para cualesquiera conjuntos X,Y € M
existe un conjunto Z € M tal que W € Z implica que W = X o W = Y». Sean
x,y € M, entonces {x,y} € M, por hipdtesis. Asi, es posible definir a z = {z, y}.
De esta manera, z es tal que z € M y x y y son los tnicos elementos de z. Por lo

tanto en M se satisface el axioma del par.

5. El axioma de unién en M queda como: «para cualquier conjunto F € M, existe
un conjunto U € M tal que para cualquier x € M: x € X para algin X € Fsiy
sélo si x € U».

Por otro lado, si F es un conjunto, entonces la proposicién A.1.5 garantiza que
US’ es un conjunto para ZF~ — P. Es mas, Uﬁt es tal que x € US’ si y sélo
si z € X para algin X € F. Y como, por hipdtesis, U F e M, en M se satisface
que existe U € M tal que para para cualquier x € M se cumple que, si x € X
para algin X € F, entonces x € U. Por lo tanto, se satisface el axioma de unién

en M.

7. El axioma de fundacién en M queda como: «para cada conjunto no vacio A € M
existe u € M tal que si u € A, entonces u y A son ajenos». Por otro lado, € es
una relacién en BF por la proposiciéon 1.1.7, y como, por hipétesis, M C BF, €
es buena fundacién en M. Entonces, sea A € M no vacio con AN M # (), asi
ANM C M tiene elementos €-minimos. Sea v un €-minimo en AN M y si existe
algin z € M tal que z € ANwu, entonces z € ANM y z € u, lo cual contradice
que u sea €-minimo en x N M. Asi, u € AN M es tal uw y A son ajenos. Por lo

tanto, el axioma de fundacién se satisface en M.

9. Si M es transitivo y para cualquier funcién f se cumple que dom(f) € M y
ran(f) C M.
La demostraciéon de este inciso es parecida a la del inciso 3. Entonces, sean ¢ una
férmula de ZF~ — P donde B no sea una variable libre, A € M y si se supone que
para cualquier z € M, si x € A, entonces existe un tinico y € M tal que ¢(x,y). Si

se logra obtener algun B € M tal que en M se satisface: y € B si y sélo si p(x,y)

18
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para algin x € A, entonces se obtiene la conclusién deseada. Dicho esto, sea f
una funcién con dom(f) = Ay que f(z) sea la (tnica) y € M tal que ¢(z,y).
Entonces, por el esquema reemplazo (en ZF~ — P), f es un conjunto en ZF~ — P
debido a la proposicién 1.2.2. Utilizando la férmula: ¢ (x,y) = p(z,y) Ay € M.

Entonces, sea B = ran(f), asi B satisface parcialmente lo que se quiere obtener,
sélo falta ver que B € M, debido a que, si x € A, entonces, por hipétesis, existe
un dnico y € M tal que ¢(z,y), entonces f(x) = y € B. Por otro lado, por la
definicién de f, si y € B, entonces y = f(z) € M para algin x € M. Ademds, y
es la tnica (en M) tal que ¢(z,y). Es més, y € B implica que B C M, entonces,

por hipétesis, B € M. Por lo tanto, el axioma de reemplazo se satisface en M.

Es importante resaltar que las condiciones mencionadas en los incisos anteriores no son
obligatoriamente necesarias. Por otra parte, para dar una condicién de suficiencia para
que un conjunto M sea modelo del axioma de potencia, se utiliza la nocién del conjunto

potencia, por ello, se necesita fundamentar este resultado en la teoria ZF .
Lema 1.2.4 (ZF~) Sea M wuna clase transitiva. Entonces

6. Si para cualquier x € M, se cumple que P(x) N M € M, entonces el axioma de
potencia se satisface en M.

El inverso se cumple si en M se satisface el esquema de comprension.

Demostracion:

6. Sea x € M, por hipétesis, P(z) N M € M. De esta manera, si z € M con z C z,
entonces z C x C M, ya que M es transitivo. Asi, z € P(x) N M € M. Debido
a que en M existe un y, a saber P(z) N M, tal que para toda z € M, si z C x
entonces z € y, implica que en M se satisface el axioma de potencia.
Reciprocamente, por hipdtesis, se satisfacen los axiomas de potencia y esquema de
comprension en M. Sean x,y € M con y el conjunto que existe por el axioma de
potencia en M para x (es decir, para cualquier z € M, si z C z, entonces z € y),

entonces, por el esquema de compresién en M, se tiene {z € y: 2z C x} € M. Sea
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ze€Px)NM,asi zCxen ZF~ y z € M. Ademés, al ser M transitivo, z C x
implica que z C x, con esto z € y y por esa razén P(z) "M C {z €y :z C x}.
Por otro lado, si z € {z# € y : 2 C z} € M, en particular z € y y por la
transitividad de M, z € M, por la misma razén, z C x en ZF~ lo cual implica
que z € P(z), de ahi que z € P(z) N M por lo cual {z € y:2Cz} CP(x)N M.
Asi, {z€y:2Cx} =P(x)N M. Por lo tanto P(z) " M € M. O

Ahora, sélo falta senalar qué caracteristicas debe tener un conjunto M para modelar
a los axiomas de infinito y eleccién, para lo cual se utiliza la nocién de conjunto de

eleccion.

Definicion 1.2.5 Sea F' una familia de conjuntos no vacios. Un conjunto de elec-

cién para F es un conjunto C tal que SING(C Nx)' para toda x € F.

Lema 1.2.6 (ZF~ — P) Sea M wun conjunto transitivo, en la cual, los ariomas de

extension, esquema de comprension y par se satisfacen. Entonces
8. Siw € M, entonces el axioma de infinito se satisface en M.

10. El axioma de eleccion se satisface en M si y sélo si cualquier familia de conjuntos

no vacios y ajenos en M tiene un conjunto de eleccion en M.

Demostracién: Por hipétesis, M modela a TBC 2, entonces, por las proposiciones
A.1.2 - A1.8, en M existen los conjuntos: ), s(y) (para cada y € M), u N w (para
u,w € M)y z tal que SING(x). Ademds, M es transitivo, eso quiere decir que x C M

para cualquier x € M. Por lo cual, se obtiene lo siguiente.

8. Para que el axioma de infinito se satisfaga en M, debe de existir x € M, con
() € x y para cualquier y € x, s(y) € y. Como () € w y para cada y € w, s(y) € w,
w es un conjunto como el que plantea el axioma de infinito. Asi, que w € M es

razon suficiente para que este axioma se satisfaga.

Yvéase definicién A.1.4, pagina 65
2péase definicién A.1.1, pagina 63
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10. El axioma de eleccién en M garantiza la existencia de un conjunto de eleccién
en C' € M para cualquier familia F' € M de conjuntos no vacios y ajenos. In-
versamente, si existe C' € M un conjunto de eleccién para cualquier F' € M una
familia de conjuntos no vacios y ajenos, entonces en M se satisface el axioma de

eleccion. .

Gracias a los lemas 1.2.3 y 1.2.6 se tienen las condiciones para que algin conjunto
M sea modelo de algtin fragmento de ZFC. Cabe repetir que no todas las condiciones

que dichos lemas establecen son necesarias, simplemente son suficientes.

21






Capitulo 2

Tres modelos estandar

2.1. Los conjuntos de rango menor que k

Para efectos de simplificaciéon se refiere como azioma de reemplazo a un esquema de

axioma que afirma para cada férmula, ¢, sin B libre, el siguiente enunciado se cumple:
VAN € A3lyp(z,y) — 3B(y € B + 3z € A(p(z,y))]"

Esto es, si para cada x € A se asocia un 4nico objeto y, (la tnica y tal que p(zx,y)).
Entonces es posible construir el conjunto B = {y, : © € A} reemplazando cada x € A
por y,, donde para cada x € A, y, es el inico conjunto que cumple p(x,y;).

Por ejemplo, si A es un conjunto y denotamos como A* = {y : Jz(x € ANy = {z})}.
Intuitivamente A* deberia de existir, pero no es posible fundamentar ese hecho median-

te los axiomas de T'BC.

Usando el axioma de reemplazo, A* existe, debido a que es la C de la discusién

anterior, donde ¢(z,y) es el enunciado z € y AVz € y(z = 2), es decir, y = {z}.

En esta seccién se muestra que en ZFC hay un modelo de ZC, a saber Vi, para
después verificar que reemplazo es un axioma independiente a los de ZC|, es decir, que

el axioma de reemplazo no es teorema de dicha teoria.

'"Donde se denota como Iz (x) al enunciado Jzp(z) A Vy(p(y) — y = )
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2.1.1. Independencia del axioma de reemplazo

En el presente trabajo se utiliza a la colecciéon R(«) para demostrar que reemplazo
es un axioma independiente a los de ZC'. Para esto, es pertinente definir tal coleccién
y exhibir su existencia en ZFC~. Ademds, es necesario exhibir que, en efecto, R(«) es
modelo de la teoria ZC, la cual comprende de todos los axiomas de ZF'C' a excepcién

del axioma de reemplazo.

Primero, se tiene que establecer la definicién de la colecciéon R(«):
Definicién 2.1.1 Para cada ordinal « se denota R(«) = {x € BF : p(x) < a}.

Debido a que se define de una manera parecida a la forma de construir conjunto median-
te el axioma de comprension, se deduce para cualquier ordinal «, se tiene R(a) C BF.
No obstante, atin no es posible concluir que dicha coleccién es conjunto en ZFC™,
ya que BF no lo es. Sin embargo, es posible mostrar que la coleccién R(«) tiene las

siguientes caracteristicas:

Observacion 2.1.2 Sean o y ( ordinales. Si B < a entonces R(f) C R(«).

Demostracién: Sif < aconz € R(S). Como 8 < ay por definicién p(x) < 3, p(x) <
a. Asi R(B) C R(«). i

Proposicién 2.1.3 Para cualquier conjunto b y ordinal o se tiene b € R(s(a)) si y

solo si b C R(a).

Demostracién: Sea b € R(s(«)). Por definicién b € BF y p(b) < s(«), de forma que
p(b) < a. Si xz € b, por la observacién 1.1.8, z € BF. Ademas, p(x) < p(b), debido a
que p(x) < s(p(z)) < U{s(p(az)) cx € b} = p(b) < a. De esta forma p(z) < o y por
eso x € R(«a). Por lo tanto, b C R(«).

Ahora, sea b C R(«). Se tiene que b C BF', debido a que si x € b, entonces z € R(«).
Ademsds, por definicién, x € BF' y, por la observaciéon 1.1.8, BF' es transitivo, asi
CT(b) C BF. Como € es buen orden en BF, € es buen orden CT'(b), de lo cual se

concluye b € BF'. O
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Las propiedades anteriores muestran que la coleccién R(«) respeta la estructura dada
por el orden € en los ordinales a C. Ademés, dan pauta a construir més clases R(«a) a

partir de la funcién sucesor en los ordinales.

Sin embargo, todavia no es posible afirmar que la coleccién R(«) es un conjunto.
Para hacer tal afirmacion, se utiliza la nocién de recursion y el axioma de potencia, asi,

se establece en el siguiente

Lema 2.1.4 Suponiendo el axioma de potencia, R(«) es un conjunto para cada ordinal

a y ademds:

- R(0) =1

» R(a) = U{R(ﬁ) 1B < a} siy solo sia es un ordinal limite.
Demostracion: Por induccion sobre o:

» Si @ = 0, entonces, por definicién, R(0) = {x € BF : p(x) < 0} y se tiene
{z € BF : p(z) < 0} = 0. Por lo cual, R(0) =0 y () es un conjunto.

» Sia=s(8)y R(B) es un conjunto, entonces, por la proposicién 2.1.3, b € R(«)
siy sélo si b C R(B), de esta manera b € R(«) siy solo si b € P(R(S)) y por eso

R(a) = P(R(p)) y, por el axioma de potencia, R(s(f)) es un conjunto.

» Si a es un ordinal limite y R() es un conjunto para cualquier f < «, por
definicién, R(a) = {z € BF : p(z) < a}, asi, para cualquier € R(«), se obtiene
que p(x) < a. Como « es limite, s(p(z)) < «, por lo cual x € R(s(p(x))), que es
conjunto por hipétesis. Ademds, por el axioma de reemplazo, {R(8) : 8 < a} es
un conjunto, asi, por el axioma de unién, U{R(B) : B < a} también es conjunto.
Sélo falta demostrar que R(«) = U{R(ﬂ) (B < al.

Sea x € R(a). Como p(x) < s(p(z)) < o, x € R(s(p(x))) y con eso se deduce
x € U{R(ﬂ) : B < a}. Ahora, sea x € U{R(ﬁ) : B < a}. Entonces x € R(f) para
alguna 8 < a y por la observacién 2.1.2, R(3) C R(«). Por lo tanto, x € R(«).n
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De esta forma, por la unicidad que brinda el teorema de recursion, la coleccién R(«)

es la jerarquia acumulativa (V,,) descrita en el libro (Enderton, 1977, p. 200).

Debido a que en la seccion 1.2, se necesita que una coleccién sea transitiva para poder

ser modelo estandar, es conveniente mostrar que R(«) es una coleccién transitiva..

Proposicién 2.1.5 Para cualquier ordinal o, R() es un conjunto transitivo.

Demostracion:

» Si a = (), entonces, por el lema 2.1.4, R(a) = () y () es transitivo por vacuidad.

De esta manera, o # ().

» Supéngase o = s([3) para algin ordinal § tal que R(3) es un conjunto transitivo.
Sean = € R(a) y y € x, entonces, por el lema 2.1.4, x C R(f), de esta forma
y € R(B). Como R(p) es transitivo, y C R(f), lo cual implica, gracias al lema

2.14, y € R(a). En consecuencia, R(«) es un conjunto transitivo.

= Supéngase « limite tal que para cualquier 5 < « se tenga R(f) es un conjunto
transitivo. Sean z € R(«a) y y € x, entonces, por el lema 2.1.4, x € R(f) para
algin 5 < a. Como R(f) es transitivo, y € R(f), entonces y € R(«a), de lo cual

se infiere que R(«v) es un conjunto transitivo.

Por lo tanto, R(«) es transitivo para cualquier ordinal a. 0

Dado que V, = R(«), se utiliza sin distincién a cualquiera de los dos en el presente
trabajo. Cabe resaltar el hecho de que la definicién de V,, necesita del axioma de po-
tencia, mientras que para R(«) este axioma fue utilizado unicamente para demostrar

que es conjunto y no en definir dicha familia de conjuntos.

En el Enderton (1977) se encuentra al rango de un conjunto definido a partir de V,
es decir, depende directamente del axioma de potencia, en cambio, en la definicion del

Kunen (2014) (utilizada en el presente trabajo), la funcién p no depende de potencia.
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Ambas definiciones logran exhibir distintas propiedades de la misma coleccién. Mien-
tras que la definicién utilizada en este trabajo hace posible prescindir del axioma de

potencia (sin olvidar que se usa potencia para demostrar que es conjunto).

Por otra parte, el conjunto R(w) cuenta con la caracteristica de tener a los niimeros

naturales como elementos, es decir, w C R(w), lo cual se muestra en la siguiente

Proposicién 2.1.6 w C R(w)

Demostracién: Por induccién en los naturales, se muestra para cualquier n € w que

p(n) =n.

= Para n = () se tiene p(0) = U{s(p(p)) :p €0} = U@ = () = 0. Por lo cual,
p(0) = 0.

» Sea n = s(m) para algin m € w tal que p(m) = m. Se tiene p(n) = U{s(p(p)) :
p € n}. También, | J{s(p(p)) : p € n} = [ J{s(p(p)) : p € m} Us(p(m)) =

p(m)Us(m) =muUs(m) =s(m) =n. Por lo cual, p(n) =n.
De este modo, para cada n € w, se tiene p(n) < w. Por lo tanto, w C R(w). O

En la literatura basica de la teoria de conjuntos se define a la clase BF' como la coleccién

U V. que es equivalente a BF = U R(«). Entonces, falta mostrar dicha igualdad.
acOR acOR

Proposicién 2.1.7 BF = U R(«).
a€OR

Demostracién: Sea x € BF, entonces p(z) = f para algin ordinal 5. Ademds, por la
definicién de p, se deduce que p({z}) = s(8). Asimismo, que CT({z}) = CT(z)U{z} y
x € BF implica, por la proposicién 1.1.20, que {x} € BF'. Por otra parte, si a = s(s(f3)),
entonces p({z}) < a. De este modo, {z} € R(«). Comoz € {z} € R(«), z € U R(«).

acOR
Por otro lado, sea x € U R(«), entonces hay algin ordinal « tal que x € R(«). Como
a€OR
R(«) C BF por definicién, x € BF. 0

27



2. TRES MODELOS ESTANDAR

Hasta ahora solamente se han enunciado propiedades del conjunto R(«), pero no se ha
demostrado que es un modelo estandar de ZC'— reemplazo, para lo cual se recurre a

las propiedades establecidas en la seccion 1.2.
Proposicién 2.1.8 (ZFC~) Sea o un ordinal, entonces:
1. Sia # 0, entonces en R(«) se satisface el axioma de existencia.
2. El azioma de extension se satisface en R(«).
3. El esquema de comprension se satisface en R(«).
4. Si v es limite, entonces el azioma del par se satisface en R(«).
5. El azioma de union se satisface en R(«).
6. Si a es un ordinal limite, entonces el arioma de potencia se satisface en R(«).
7. El axioma de fundacion se satisface en R(a).
8. St a > w, el arioma de infinito se satisface en R(«).

10. El azioma de eleccion se satisface en R(a)

Demostracién: Sea « un ordinal, entonces:

1. Basta con demostrar que () € R(«). Sea a # (), entonces ) < o. Ademés, ) € BF
y como p(0) =0 < a,0 € R(a). Asi, por el lema 1.2.3, en R(«a) se satisface el

axioma de existencia.

2. Por la proposicién 2.1.5, R(«) es un conjunto transitivo, de manera que, por el

lema 1.2.3, en R(«) se satisface el axioma de extension.

3. Sea x € R(a) y z C x. Supéngase que x # (), debido a que si = (), entonces
z =10y con ello z € R(a). Ahora, por el lema 1.1.11 z € BF. Adem4s, se tiene
que p(z) = [ J{s(p(v)) : v € z} y p(2) = (J{s(p()) : y € 2}. Como 2 C x,
para cualquier y € z,y € x, entonces {s(p(y)) : y € z} C {s(p(y)) : y € x}
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10.

obteniéndose p(z) = U{s(p(y)) ty € 2} < U{s(p(y)) cy €z} = plx) < a.
Por lo cual, z € R(a). Asi, por el lema 1.2.3, en R(«) se satisface el esquema de

comprension.

. Sean x,y € R(«). Porellema 1.1.12 se tiene {x,y} € BF y p({z,y}) = s(mazx(p(x), p(y))).

Si B = max(p(z), p(y)), entonces f < . Ademds, como « es limite, p({z,y}) =
s(B) < a. Por lo tanto, {z,y} € R(a). Asi, por el lema 1.2.3, en R(«) se satisface

el axioma del par.

. Sea F € R(«). Por el lema 1.1.12 se tiene Uff € BF y p(U F) < p(F). Ahora,

como p(F) < a, p(U F) < a. De esta manera USF € R(«). Asi, por el lema 1.2.3,

en R(«) se satisface el axioma de unién.

. Sea x € R(«). Por el lema 1.1.12 se tiene P(x) € BF y p(P(x)) = s(p(x)),

Ademas, por el lema 1.1.11, P(z) N R(a) € BF y p(P(xz) N R(a)) < s(p(x)), ya
que P(z) N R(a) € P(x). Como « es limite y p(z) < a, p(P(x) N R(ar)) < . Por
lo cual, P(x) N R(«) € R(«). Asi, por el lema 1.2.4, en R(«) se satisface el axioma

de potencia.

Por definicién, si x € R(«), entonces x € BF. Asi R(a) C BF y por el lema

1.2.3, en R(«) se satisface el axioma de fundacién.

Para los siguientes incisos se obtiene que, por la proposicién 2.1.5; R(a) es un
conjunto transitivo. Ademas, por los incisos anteriores, los axiomas de extension,

esquema de comprension y par se satisfacen en R(«).

. Por el corolario 7?7 y la proposicién 2.1.6, se obtiene que w C R(w). Entonces,

por la proposicién 2.1.3, w € R(s(w)). Ademds, por hipdtesis, w < «, entonces
s(w) < a. Asi, por la observacién 2.1.2, R(s(w)) € R(«a), por lo cual w € R(«).

Concluyéndose, por el lema 1.2.6, que en R(«) se satisface el axioma de infinito.

Sean F' una familia de conjuntos ajenos no vacios en R(«) y C un conjunto (no

obligatoriamente C' € R(«a)) de eleccién para F. Como en R(«) se cumple el
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axioma de union, UF € R(a), entonces, para C' = C' N UF se tiene, por el
lema 1.1.11, C" € BF y p(C") < UF < «, de esta manera C’ € R(«). Ahora,
si z € F, entonces C Nz = {a} para alguna a € z, de esta manera a € C'y
a € UF, por lo cual a € C’, entonces C" # () y C' Nz = {a}. Por lo cual, C’ es
un conjunto de eleccién para F' 'y C' € R(«). Asi, por el lema 1.2.6, en R(«) se

satisface el axioma de eleccién. 0O

Con la proposicién anterior no es posible asegurar la independencia del axioma de re-
emplazo de los axiomas de ZC', para esto es necesario mostrar que en R(«) se satisface
la negacién del enunciado de dicho axioma, lo cual no sucede para cualquier ordinal.
Sin embargo, basta que se cumpla para algun ordinal x tal que R(k) siga siendo modelo

de ZC, esto es, que k sea un ordinal limite mayor que w.

Un buen candidato para un ordinal de tales caracteristicas es w - 2, el cual es el
menor ordinal limite mayor que w, por lo cual R(w -2) es modelo de ZC'. Ahora, basta
demostrar que algun elemento de R(w - 2) no satisfaga el enunciado del axioma de

reemplazo para demostrar su independencia de ZC'.

Lema 2.1.9 Hay una estructura bien ordenada en R(w - 2) cuyo ordinal relacionado

no estd en R(w - 2).

Demostracién: Se sabe, por la proposicién 2.1.6, que w C R(w), de este modo, si
A C w, entonces A C R(w), por lo cual A € P(R(w)) = R(s(w)), luego P(w) C R(s(w)),
de ahi P(w) € R(s(s(w))) y por ello p(P(w)) < s(s(w)). Ademds, como s(s(w)) <
w-2,P(w) € R(w-2). También, debido a que w € P(w), se tiene que p(w) < p(P(w)), de
lo cual se sigue, w < p(P(w)) < s(s(w)) y de esta forma p(P(w)) = s(w). Andlogamente
p(PP(w)) = s(s(w)) y p(PPP(w)) = s(s(s(w)))-

Por otro lado, gracias al teorema del buen orden (es posible ya que el axioma de eleccién
es parte de Z('), existe un buen orden (<) en P(w). Ademds, <C P(w)xP(w) C PPP(w),

entonces p(<) < s(s(s(w))). Asimismo, (w,a) €<, donde a es algin elemento de

P(w), de ahi que p(a) < wy p((w U{s rx € wa}—U{s )} =
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s(s(w)), luego s(s(w)) < p(<) < s(s(s(w))), de lo cual se obtiene p(<) = s(s(s(w))) <
s(s(s(s(w)))), asi que <€ R(s(s(s(s(w))))) y por consecuencia (P(w), <) € R(w - 2).

Ahora, por el teorema de Cantor, |w| < |P(w)|, entonces P(w) no es un conjunto nu-
merable, por lo cual el ordinal isomorfo a (P(w), <), digase «, no es numerable. Por lo

tanto, o ¢ R(w - 2). 0
Corolario 2.1.10 En R(w - 2) se satisface la negacion del axioma de reemplazo.

Demostracion: Sean o la férmula de la teoria de conjuntos: «Para cada estructura
bien ordenada (S, <) existe un ordinal o tal que (S, <) es isomorfo a (o, €q).» y B =
{(S, <) € R(s(s(s(s(w))))) : (S, <) es un buen orden}.

Se tiene que si 0((S,<),a) y o((S, <), B), como (S,<) = (a,€q) y (5,<) = (B,€p)
(son estructuras isomorfas), (o, €4) = (8, €3), debido a que la relacién = es transitiva.
Ademds, al ser a y 8 son ordinales, se obtiene o = 3, por lo cual el ordinal que cumple
lo que estipula ¢ es wnico para cada elemento de B.

También (P(w), <) es una estructura bien ordenada en R(w - 2) y sea a un ordinal
tal que o((P(w), <), a), entonces (P(w), <) es isomorfo a (o, €,).Entonces, por el lema
219, a ¢ R(w - 2).

Ahora, B es subconjunto de R(s(s(s(s(w))))) € R(w2), luego es elemento de R(w2)
gracias al axioma de comprensién. Sin embargo, (P(w),<) € By c((P(w), <), @) se
satisface y se tiene que para cualquier B € R(w - 2),«a ¢ B, ya que si existiera algin
B € R(w-2) con a € B, entonces o € R(w - 2) lo cual no es posible. Por lo tanto, en

R(w - 2) se satisface la negacién del axioma de reemplazo. 0
Teorema 2.1.11 El axioma de reemplazo no es teorema de ZC.

Demostracién: Si el axioma de reemplazo fuera teorema de ZC', entonces para cual-
quier modelo de ZC' se deberia de satisfacer su enunciado. De la proposicién 2.1.8 se
sigue que en R(\) es modelo de ZC' siempre y cuando A sea un ordinal limite mayor a
w. Entonces para w-2, el cual es el menor ordinal limite mayor a w, se tiene que R(w-2)

deberia modelar el axioma de reemplazo. Sin embargo, esta afirmacién contradice el
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corolario anterior, ya que R(w - 2) modela a la negacién del axioma de reemplazo. Por

lo tanto, el axioma de reemplazo no es teorema de ZC'. O

El teorema 2.1.11 muestra que dentro de la teoria ZC no es posible deducir el axioma

de reemplazo, eso quiere decir, es independiente de los deméds axiomas de ZFC™.
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2.2. Los conjuntos hereditarios menores que x

El axioma de potencia establece que para cada conjunto x, hay un conjunto y tal
que cualquier subconjunto de x es elemento de dicha y, es decir, se cumple el siguiente

enunciado:
Vz(z Cx— z€y))

Entonces, aplicando el axioma de comprensién, {z : z C z} es conjunto, el cual es el

conjunto potencia de z denotado por P(z).

El axioma de potencia se puede usar en lugar de reemplazo para demostrar la exis-

tencia de A*, ya que A* = {y € P(A) : Jz(x € ANy ={z})}.

De esta manera, es posible construir por medio de alguno de los dos axiomas, ya sea
reemplazo o potencia, al conjunto w*. Pero al usar el axioma de potencia, se necesita
un conjunto no numerable, P(w), para construir w*, que es numerable. Esta es una de

las razones de que el uso de reemplazo es preferido para este tipo de resultados.

En esta seccion el analisis se centra en la teoria ZFC — P, es decir, ZFC sin
el axioma de potencia. De forma similar a la seccién 2.1, se muestra que existe un

modelo de ZFC — P, a saber H(k), para después verificar que potencia es un axioma

independiente de ZFC — P.

2.2.1. Independencia del axioma de potencia

Definicion 2.2.1 Sea k un cardinal cualquiera. Se denota a la coleccion de conjuntos

hereditarios menores que k por H(k) = {z € BF : |CT(z)| < k}.

Gracias a la proposicién 3.3.4, se concluye que H(k) es un conjunto en ZFC™ para
cualquier cardinal k. Ademds, H (k) es un conjunto transitivo para cualquier ordinal &,

como se muestra en lo siguiente
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Proposicién 2.2.2 H(k) es un conjunto transitivo para k cualquier ordinal.

Demostracién: Sean x € H(k) y y € z. Entonces, por definicién de H(k), se tie-
ne |CT(z)| < k. Ademds, CT(y) C CT(x), asi |CT(y)| < |CT(x)|, de esta manera
|CT(y)| < k. Por lo tanto, y € H(k). o

Definicién 2.2.3 Sea o un ordinal. Se dice que « es regular si y sélo si cf(a) = a.

Teorema 2.2.4 Sea k un cardinal no numerable, regular y no inaccesible fuerte, en-

tonces:

1. En H(k) se satisface el azioma de ezistencia.

2. En H(k) se satisface el axioma de extension.

3. En H(k) se satisface el axioma de comprension.
4. En H(K) se satisface el axioma del par.

5. En H(k) se satisface el axioma de union.

6. En H(k) se satisface la negacion del axioma del conjunto potencia.
7. En H(k) se satisface el axioma de fundacion.

8. En H(k) se satisface el arioma de infinito.

9. En H(k) se satisface el axioma de reemplazo.
10. En H(k) se satisface el axioma de eleccion.

Demostracién: De la proposicién 2.2.2 se infiere H (k) es transitivo:

1. Por hipétesis g < k. Como [CT()| = 0 < N, |CT(0)| < k, de esta forma
() € H(k). Por lo tanto, gracias al lema 1.2.3, en H (k) se satisface el axioma de

existencia.

2. De la proposicién 2.2.2 se sigue H (k) es un conjunto transitivo, entonces, por el

lema 1.2.3, en H (k) se satisface el axioma de extension.
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. Para z € H(k) y y C z se tiene, por el lema 1.1.11, y € BF. Ademds, por
definicién, |CT(z)| < K y, por la observacién 1.1.4, CT(y) C CT(x), de esta
forma |CT(y)| < |CT(x)|, asi |CT(y)| < K, luego y € H(k). Entonces, por el

lema 1.2.3, en H (k) se satisface el axioma de comprension.

. Paraz,y € H(k), se tiene, por el lema 1.1.12, {z,y} € BF. Ademds,|CT(z)| < ky
ICT(y)| < wy CT({x,y}) = {2, y}UCT(2)UCT(y) = | J{{z, 4}, CT(x),CT(y)}.
También, k > Vg y regular, ]U{{x,y},CT(x),CT(y)}] = Hz,y} + [CT(x)] +
|CT(y)| — ﬂ{{x,y},CT(J;),CT(y)} < kK gracias a la porposicién 3.1.2. Asi,
|ICT({x,y})| = ]U{{x,y},CT(:):),CT(y)}] < K, luego {z,y} € H(x). Entonces,

por el lema 1.2.3, en H (k) se satisface el axioma del par.

. Sean A€ H(k)y B= UA. Por el lema 1.1.12 B € BF. También, |CT(A4)| < k.

Ahora, sea x € CT(B), entonces se cumple alguna de las siguientes opciones:

» Siz € B, entonces z € y para algin y € A. De esta manera, x € CT(A).

» Si x ¢ B, entonces existe algin z € B tal que z € CT(z). Por el inciso
anterior, z € CT(A) y como CT(A) es transitivo, z C CT(A), entonces
CT(z) CCT(A), por lo cual x € CT(A).

De esta forma CT(B) C CT(A), asi |CT(B)| < |CT(A)]. Como |CT(A)| <
k,|CT(B)| < k. Por lo tanto, B € H(x). Entonces, por el lema 1.2.3, en H(k) se

satisface el axioma de unién.

. Como k no es fuerte, sea A < & tal que 2* > k. Como A es ordinal, CT()\) = ),
entonces |CT'(N\)| < k, asi A € H(k).

Por otro lado, se sabe que |P()\)| = 2%, es més, como P(\) C CT(P(N)), |P(N)| <
|CT(P(N))], entonces |CT(P(N))| = 2* > k. Por lo tanto, A € H(k) pero P()\) ¢
H(k).

Por lo tanto, en H (k) se satisface la negacién del axioma de potencia.

. Por definicién, H(k) C BF, entonces, por el lema 1.2.3, en H(k) se satisface el

axioma de fundacion.
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8.

10.

De la proposicién 2.2.2 se sigue H (k) es un conjunto transitivo, también, por los
incisos anteriores en H (k) se satisfacen los axiomas de extensién, comprension,
par y unién. Ademads, al ser Xy < k, se tiene |w| < k. Como w es transitivo,
CT(w) = w. Entonces |CT(w)| < k. Por lo tanto, w € H(k). Entonces, por el

lema 1.2.6, en H (k) se satisface el axioma de infinito.

. Se tiene que H (k) es un conjunto transitivo por la proposicién 2.2.2. Ahora, sea f

una funcioén tal que dom(f) € H(k) y ran(f) C H(k). Asi, |CT(dom(f))| < ky
para cada y € ran(f) se sigue que |CT(y)| < k. Ademads, de |ran(f)| < |dom(f)]
y dom(f) € CT(dom(f)) se sigue |ran(f)| < . Como k es no numerable, regular
y CT(ran(f)) ={CT(y) : y € ran(f)} (el cual es conjunto gracias a los axiomas
de reemplazo y unién), |CT (ran(f))| < k, por la proposicién 3.1.2, de esta forma
ran(f) € H(k). Entonces, por el lema 1.2.3, en H (k) se satisface el axioma de

reemplazo.

Sean F' € H(k) una coleccién no vacia de conjuntos ajenos y C' un conjunto de
eleccién para F

Debido a que no es posible asegurar que C' € H(k), sea C' = C' N UF Asi, si
x € F, entonces CNx = {a}, de esta manera a € x y a € C, por lo cual a € UF
y a € C, de ahi que a € COUF = (', por eso se sigue que a € C' Nz y si
b e C' Nz, entonces, como C' C C,be C, asi be CNx = {a}, luego a = b, por
lo cual, C" Nz = {a}. También, por los lemas 1.1.11 y 1.1.12, C' € BF, ya que
¢’ c|JFeBF.

Por otra parte, C' C UF y como en H (k) es vélido el azioma de union y F €
H(/@),UF € H(k), entonces UF € H(k), es més \CT(UF)| < |CT(F)| < &,
y como C" C UF, CT(C") C C’T(U F), de esta forma |CT(C")| < k. Por lo
tanto, C’ € H(x). Entonces, por el lema 1.2.6, en H(k) se satisface el axioma de

eleccion. O

A partir del teorema 2.2.4 junto con la proposicion 2.2.2 se sigue que H (k) es un modelo

transitivo de ZF'C' — P 4+ —P, donde P denota al axioma de potencia. Por lo tanto, es
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posible obtener los siguientes resultados.

Corolario 2.2.5 (ZFC) Si ZFC~ — P es consistente, entonces el axioma de potencia
es independiente de ZFC — P.

Demostracién: Si se supone que el axioma de potencia se deduce de ZFC — P y
que ZFC — P es consistente, entonces ZFC — P + —P no seria consistente, pero el
teorema 2.2.4 muestra la existencia de un modelo de ZFC — P + =P, de forma que
ZFC — P+ —P es consistente, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, el axioma de

potencia es independiente de ZFC' — P. O

Corolario 2.2.6 Si ZF(C~ es consistente, entonces no es postble demostrar en ZFC™

que ZFC™ es equiconsistente con ZFC — P.

Demostracién: Supdngase que ZFC™ es consistente y que en ZFC™ es posible de-
ducir la consistencia de ZFC™ mediante la consistencia de ZFC' — P .

Por el teorema 2.2.4, ZFC~ demuestra la consistencia de ZFC — P y de esa manera,
por la suposicién anterior, se obtiene que ZFC~ deduce su propia consistencia. Lo cual
contradice el segundo teorema de incompletitud de Gédel. Por lo tanto, no es posible

demostrar en ZFC~ que ZF(C™ es equiconsistente con ZFC — P. 0

El corolario 2.2.5 muestra que no es posible deducir el axioma de potencia en la teoria
ZFC — P, de esta manera se tiene la independencia del axioma de potencia de los
demas axiomas de ZF(C™. Por otra parte, del corolario 2.2.6 se concluye que en la

teoria ZF'C — P no es posible construir un modelo de ZFC~.

37



2. TRES MODELOS ESTANDAR

2.3. Los conjuntos pseudo-hereditarios de cardinalidad me-

nor a Kk

Esta seccién tiene base en el articulo «On the axiom of union» (Oman, 2010), en
el cual se analiza la teoria ZFC — U, donde U denota al axioma de unién. De una
manera parecida a la seccidon anterior, se define a la coleccién de los conjuntos pseudo-
hereditarios de cardinalidad menor a k y se muestra que es un modelo estandar de
ZFC —U en el cual se satisface la negacién de unién, concluyendo la independencia de

union de ZFC —U.

2.3.1. Independencia del axioma de union

Este apartado se desarrolla en la teoria ZFC, donde se establece la nocién de ser
conjunto pseudo-hereditario de cardinalidad menor a x, para s un cardinal, con el
propésito de demostrar que la colecciéon de conjuntos pseudo-hereditarios menores que
x es un modelo estandar de la teoria ZFC — U 4 —U. Por ello, se tiene la siguiente

definicion.

Definicion 2.3.1 Sea k un cardinal infinito

Un conjunto X es pseudo-hereditario de cardinalidad menor a k si y solo si:
[ X| <r (2.1)

Vy € CT(X)(Jy| < r) (2.2)

Definicion 2.3.2 Se denota como Hy a la coleccion de todos los conjuntos que son

pseudo-hereditario de cardinalidad menor a k.

Cabe mencionar que las colecciones H (k) y H, se comportan distinto, lo cual es notorio
en el cardinal finito 2, ya que {{0}} € Hy pero {{0}} ¢ H(2). Es decir, no siempre un
conjunto pseudo-hereditario de cardinalidad menor que s es hereditario menor que k.

Como resultado del lema 3.3.2 y gracias al axioma de comprension es posible decir que
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H,; es conjunto para cualquier cardinal inifinito x, ya que si se tiene un cardinal infinito
K, si k es regular H, C R(k) que es un conjunto. Es mds, en el caso de que k no es

un cardinal regular, existe algiin cardinal regular, lldmese A, tal que x < A, por lo cual

H, C Hy C R(\).

Proposicion 2.3.3 Sea x un cardinal limite singular fuerte. Entonces H,; es una clase

transitiva.

Demostracién: Sea z € H,, entonces x cumple (2.1) y (2.2). Sea y € x, entonces
y € CT(x) y por (2.2) |y| < k. Por lo cual, y cumple (2.1). Por otro lado, como y € z,
por la observacién 1.1.3, CT(y) C CT(x). Asi, si z € CT(y), entonces z € CT(x) y
por (2.2) |z| < k. Por lo cual, y cumple (2.2). Por lo tanto, y es un conjunto pseudo-

hereditario de cardinalidad menor a k y asi y € Hy. O

Teorema 2.3.4 Sea k un cardinal limite singular fuerte. Entonces se cumplen las si-

guientes afirmaciones:
1. En H, se satisface el arioma de existencia.
2. En Hy se satisface el axioma de extension.
3. En Hy se satisface el esquema de comprension.
4. En Hy se satisface el axioma del par.
5. En H, se satisface la negacion del axioma de union.
6. En H, se satisface el axioma de potencia.
7. En H, se satisface el axioma de fundacion.
8. En H, se satisface el axioma de infinito.
9. En H, se satisface el axioma de reemplazo.

10. En Hy se satisface el axioma de eleccion.
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Demostracion:

1. Primero, se tiene que || = 0 < k, pues kK > w > 0, por lo cual () cumple con (2.1).
Después, CT(0) = 0, entonces, si t € CT(0), se tiene que |t| < k por vacuidad.
Asi, () cumple con (2.2). Por lo tanto, ) € Hy. Asi, por el lema 1.2.3, en H, se

satisface el axioma de existencia.

2. Como, por la proposicion 2.3.3, H, es transitivo, por el lema 1.2.3, en H, se

satisface el axioma de extension.

3. Sean x € H, y y C a- Por definicién, |y| < |z| < k, asi y cumple (2.1). Ademds,
por la observacion 1.1.4, CT(y) C CT(x), por lo cual, si z € CT(y), entonces z €
CT(z) y asi, por definicidn, |z| < k. De ahi que, y cumple (2.2). De esta manera

y € Hy. Asi, por el lema 1.2.3, en H,, se satisface el esquema de comprension.

4. Sean x,y € H,, y sea B = {x,y}. Entonces, |B| =2 < w < K, ya que k es limite
fuerte, asi B cumple (2.1).
Sea b € CT(B), entonces:

a) beBo

b) b €t para algin t € CT(B).

Sibe B, entonces b=x 0b=yycomo x,y€ Hy,, b€ H. Entonces, por (2.1),
|b] < k. Por otro lado, si b € ¢ para algin ¢t € CT(B), entonces, sin pérdida de
generalidad, supéngase t € CT'(z), por lo cual b € CT'(z), debido a la trasitividad
de CT(z). Como = € H,, por (2.2), |b| < k. De esta manera, B cumple (2.2) y

de ahi, B € H,. Asi, por el lema 1.2.3, en H se satisface el axioma del par.

5. Como k es un cardinal singular, hay un cardinal A < k tal que cf(k) = .
Sean f : A — &k una funcién cofinal y F = {S € k : S € ran(f)}.
Obsérvese que |F| < Ay si S € F, entonces S C k, debido a que k es transitivo.
Ademas, |S| < K, ya que S € K y K es cardinal. También, si z € US", entonces

x € S, para algin S € F, entonces z € S € kK y como k es transitivo, x € k.
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Por lo cual US" C k. Por otro lado, si « € k, como f, es cofinal, x € f(«), para
algin o € . Ademss, f(a) € F, por lo cual x € UH’. De esta forma, Uff = K.
Entonces, hay una familia ¥ de subconjuntos de x con |F| < k lo cual implica
que F cumple con (2.1). Adicionalmente, se tiene que |S| < k para toda S € Fy

U?:ﬁ.

Ahora, sea t € CT'(¥), entonces:

a) teFo

b) t € CT(y) para algin y € F

Sit € F, entonces t € k'y como k es cardinal, |t| < k. Por otra parte, sit € CT(y)
para algin y € F, como y € Kk y k es transitivo, ¢t € k. Entonces |t| < k, pues k es
cardinal. Por lo cual, F cumple (2.2) y asi F € H,.. Sin embargo, como Uff" =K
y Kk £ K, U.’f ¢ H,. Por lo tanto, en H,; se satisface la negacién del axioma de
unién.

. Por la proposicién 2.3.3, H, es transitivo. Sean = € H, y P(z), entonces, |z| <
k, ya que © € H,. Como r es singular fuerte, 21*l < k. Por otro lado, como
P(x) N H, C P(x), |P(z) N Hy| < |P(z)] = 2%l De esta manera |P(z)| < k y con
eso P(z) N H, cumple con (2.1).

Ahora, sea t € CT(P(x) N Hy), luego sucede alguna de las siguientes opciones:

a) teP(x)NH,o

b) t € CT(y) para algin y € P(x) N Hy

Sit e P(x)NH,g, entonces t C x y t € Hy, de esta manera |t| < k. Por otro lado,
sit € CT(y) para algin y € P(x) N Hy, entonces, |t| < k, ya que y € Hy. Asi,
P(x) N H,, cumple (2.2) y por ello P(z) N H,, € H,. Entonces, por el lema 1.2.3,

en H, se satisface el axioma de potencia.

. Por definiciéon H,, C BF', ya que en ZF'C se tiene el axioma de fundacion, de esta
forma, por el teorema 1.1.9, para cada x € H,, se tiene x € BF. Entonces, por

el lema 1.2.3, en H, se satisface el axioma de fundacion.
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8.

10.

Por la proposicion 2.3.3, H,; es transitivo. También, por resultados anteriores, los
axiomas de extension, esquema de comprensién y par se satisfacen en H,. Como
 es un cardinal singular fuerte, |w| < k, entonces w cumple (2.1). Por otro lado,
como w es transitivo, CT(w) = w. Ademds, para cualquier n € w se obtiene que
|n| < w. De esta manera, si n € CT(w),|n] < w < kK, asi |n| < K y w cumple
(2.2). Por lo tanto, w € Hy. Asi, por el lema 1.2.6, en H, se satisface el axioma

de infinito.

. Por la proposicién 2.3.3, H,; es transitivo. Sea f una funcién tal que dom(f) € Hy,

y ran(f) C H,. Como f es funcién, |ran(f)| < |dom(f)|. También, que dom(f) €
H, implica |dom(f)| < k, por eso |ran(f)| < k, asi ran(f) cumple con (2.1).
Sea t € CT(ran(f)), entonces:

i) teran(f) o

i7) t € CT(y) para alguna y € ran(f).

Para cada t € ran(f), como ran(f) C H,, t € Hy, asi |t| < k. Por otra parte,
si t € CT(y) para alguna y € ran(f), entonces, por lo anterior y € H,, de ahi
|t| < k. De esto, se sigue que ran(f) cumple con (2.2). Por lo tanto, ran(f) € Hy.

Asi, por el lema 1.2.3, en H,; se satisface el axioma de reemplazo.

Por la proposicion 2.3.3, H, es transitivo, ademas, por resultados anteriores los
axiomas de extension, esquema de comprensién y par se satisfacen en H,. De esta
forma, sea F' € H, no vacio tal que sus elementos sean ajenos, entonces por el
axioma de eleccion en ZFC, existe un conjunto C' un conjunto de leccién para
F. Ademis, por el axioma de unién (en ZF(C), existe U F. De esta forma, sea
c’'=cn|JF.

Ahora, para z € F se tiene C Nz = {a} para algin a, de esta manera a € x y
a € C,conesoa € UFya € C,porlocual a € COUF = (', luego a € C'Nz.
También, si b € C' Nz, entoncesbexybe C’' CC,porlocualbexybe C,

y como C' Nz = {a}, b = a. Por lo tanto, C' Nz = {a}. Asi, C' cumple que para
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cualquier z € F, C' Nz = {a}, es decir, C’' es un conjunto de eleccién para F.
Ahora, basta verificar que C’ € H,,

Sean f = {(a,z) € C"x F :a € z},a € C'y z,y € F, si (a,2),(a,y) € f,
entonces a € x y a € y, por lo cual se tiene que a € x Ny, pero los elementos de
F son ajenos, de esta manera, x = y. Por lo tanto, f es funcién. Por otro lado,
sea x € F y si (a,z),(b,x) € f, entonces a € z y b € z, eso quiere decir que
a,b € C'Nx, como C' Nz = {c} para algin ¢, entonces se tiene que a = cy b = ¢,
asi @ = b. Por lo tanto, f es inyectiva. Asi, |C’| < F. Ademds, como F € H,,
|F| < K, entonces |C'| < k, por lo cual C’ cumple (2.1).

Sea t € CT(C"), entonces:

i) teC o
ii) t € CT(s) para algin s € C’

Site ', como C" C(F,t € x para algin = € F, asi t € CT(F). Por otro
lado, si t € CT(s) para algin s € C’, como s € x para algin x € F, se tiene que
t € CT(z), entonces t € CT(F). Y como F € Hy, |t| < k. Por lo cual, C' cumple
(2.2) y por lo tanto C’ € Hy. Asi, por el lema 1.2.6, en H, se satisface el axioma

de eleccion. O

El teorema 2.3.4 muestra que, en efecto, H, es un modelo transitivo de ZFC —U + U,

por lo cual se obtienen los siguientes corolarios.

Corolario 2.3.5 Si ZFC — U es consistente, entonces el axioma de union no es teo-

rema de ZFC — U.

Demostracién: Supdéngase que el axioma de unién es teorema de ZFC — U. Por
hipétesis, ZFC — U es consistente, entonces ZFC — U + —=U no es consistente, pero el
teorema 2.3.4 muestra un modelo de ZFC' —U + U, asi ZFC — U + —U es consistente,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, el axioma de unién no es teorema de ZFC —U

O
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Corolario 2.3.6 Si ZFC es consistente, entonces no es posible demostrar en ZFC

que ZFC es equiconsistente con ZFC — U.

Demostracién: Por hipdtesis, ZFC' es consistente y, por el teorema 2.3.4, ZFC de-
muestra la consistencia de ZFC — U, de esa manera, suponer que, dentro de ZFC, la
consistencia de ZFC —U implica la consistencia de ZF'C| se obtiene que la consistencia
de ZFC es deducible en ZFC. Lo cual contradice el seqgundo teorema de incompletitud
de Gadel. Por lo tanto, no es posible demostrar en ZFC que ZFC es equiconsistente

con ZFC —-U. O

El corolario 2.3.5 muestra que no es posible desarrollar dentro de ZFC' el axioma de
unién, esto es, que el axioma de union es independiente de los demas axiomas. Mientras
que el corolario 2.3.6 muestra que en ZFC no es posible demostrar que la consistencia

de ZFC implique la consistencia de ZFC — U.
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Capitulo 3

Comparacion de modelos

Esta seccién es una comparacion de los modelos construidos en capitulos anteriores,
es decir, R(«), H(a) y H,. Se muestra su tamano y la relacién que existe entre ellos

mediante la contencion.

Para lo primero, se requieren propiedades de cardinales, las cuales se encuentran en
la primera seccion; para lo segundo, se observa que para algunos cardinales x se cumple
que los modelos son iguales, lo cual da pie a cuestionar si siempre se cumple la igualdad
o para qué tipo de cardinales se cumple, lo cual se encuentra en la segunda y ultima

seccion.

Cabe resaltar que los resultados de este capitulo estan basados en la teoria ZFC,

en caso contrario se hace la aclaracion de la teorfa utilizada.

3.1. Resultados sobre cardinales

En esta seccion se demuestran algunos resultados sobre cardinales, los cuales pue-
den ser encontrados en el (Kunen, 2013). Se utiliza la nocién de que un cardinal x es

infinito si y sélo si w < k.

Las primeras dos proposiciones muestran de qué manera un cardinal infinito acota

la unién de alguna familia de conjuntos. La primera es para cualquier cardinal infinito,
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la cual muestra que la unién de la familia tiene a lo mas el cardinal infinito en cuestién.
La segunda es para cardinales infinitos regulares, es decir, aquellos que son iguales a su
cofinalidad, en la cual se muestra que el cardinal de la unién de la familia es menor al

cardinal infinito en cuestidn.

Proposicion 3.1.1 Sea x un cardinal infinito. Si F es una familia de conjuntos con

|F| < k y|X| <k para toda X € F, entonces |Uff| < K.

Demostracién: Supdéngase que F # () (si fuera vacio el resultado seria trivial) y tam-
bién que @ ¢ F (debido a que @) no aporta elementos a la unién.). Sea f : k — F
suprayectiva y, para cada X € F sea gx : Kk — X suprayectiva. Para S = ”(U F), por
el axioma de eleccién, existe r tal que (S,7) es un buen orden. Ahora, para cada a € k
sea By, = {g € S:ran(g) = f(a)}, el cual existe por comprensién y no es vacio porque
para cada « € k se tiene que f(a) = X, para algun X € F y existe gx : K — X supra-
yectiva, por lo cual ran(gx) = X, es decir, ran(gx) = f(a). Ademds, se tiene gx € 5,
entonces gx € B,. De esta manera, B, tiene un r-minimo, al cual, por conveniencia
se denota por gx . Por lo cual, es posible construir la funcién h : Kk x Kk — UEF tal
que h(a, f) = gx,o(5). También, h es suprayectiva, debido a que si x € U?, entonces
x € X para algin X € Fy como f es suprayectiva, existe a € k tal que f(a) = X y
con ello ran(gx.o) = X, por lo cual existe § € k tal que gx,(8) = z. De esta forma,
e, B) = gx,o(B) = x y por lo ello h es suprayectiva.

Ademds, como |k X k| = K, existe una funcién biyectiva G : K — k X k, as{ ho G es una

funcién suprayectiva de k sobre U F. Por lo tanto, | U F| < k. O

Proposicion 3.1.2 Sik es un cardinal reqular infinito y F es una familia de conjuntos

tal que |F| < K y que |S| < K para toda S € F, entonces ]Ufﬂ < K.

Demostracién: Por la proposicién 3.1.1, | U F| < k. Supdngase ]US’ | = K, entonces
existe g : U&'" — K suprayectiva, por lo cual para cada o < « hay algin z € U.’f
tal que g(x) = . También, sea f : F — & tal que f(S) = Ug[S], lo cual estd bien

definido ya que para cada S € J se tiene |g[S]| < |S| < &, de esta forma g[S] & k y por
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ello Ug[S] < K.
Ahora, sea 8 < k, entonces hay algin x € Uff tal que g(x) = 8. Como x € S para

algin S € F, g(x) € g[5], de lo cual se tiene f = g(z) < Ug[S] = f(S), es decir, para
todo < k hay un S € F tal que a < f(.5). Esto implica que f es una funcién cofinal,
por lo cual c¢f(F) = &, pero esto contradice que & es regular. Por lo tanto, |U F| < k.

O

El funcional aleph (X) tiene gran importancia en la teoria de conjuntos, ya que se com-
porta como un epimorfismo entre la clase de los ordinales y la clase de los cardinales
infinitos, lo que da lugar a que todo cardinal infinito sea de la forma X, para algin
ordinal a. El cardinal ¥y representa la cantidad de elementos de un conjunto infinito

como el de los niimeros naturales (w), de hecho este cardinal es el infinito més pequeno.

Definicion 3.1.3 X, = w, se construye mediante recursion transfinita sobre a de la

stguiente manera.
» Ny =wy =w.
> Ns(a) = Ws(a) = (Na)+'

> Ny =w, = U{NB : B < a} siempre que o sea un ordinal limite.

A diferencia de X, el funcional beth (3) es utilizado para la construccién de cardinales
fuertes, ya que N no garantiza que, para cualquier «, R, sea fuerte, s6lo garantiza que

es infinito. Por ejemplo, N, es un cardinal limite débil.

Definicién 3.1.4 3, se construye mediante recursion transfinita sobre o de la siguien-

te manera.
| 2 :0 =Ny = w.
» js(a) = 2:‘1.

» I, = U{jﬂ : B < a} siempre que « sea un ordinal limite.
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Se sabe que la hipdtesis del continuo (HC) es equivalente a que J; = Ny, y que la
hipdtesis del continuo generalizada (HCGQG) es equivalente a que 3, = N, para cual-

quier a.

En cuanto a relacién de tamanos y cofinalidad entre J, y N, se obtiene los siguientes

Proposicién 3.1.5 Para cualquier ordinal o, o < Ry < g

Demostracion: Por induccion transfinita sobre o:

Primero se muestra que a < N,.

= Si a = 0, entonces, por definicién, N, = Xy = w y se sabe que 0 = () € w. Por lo

cual, 0 < Ny.

» Si o = s(f) para algin S tal que 3 < Ng, entonces sea v € s(3), por la hipdtesis,
7 < B < Ng, asl v < Vg < Nyg) y por ello, v < Rygy. Por lo cual, s(8) C Ny) ¥y
por ser ordinales s(f3) € Nyg) 0 5(8) = N (). Por lo tanto, s(8) < Nyg)-

» Si a es un ordinal limite y para cada 8 < a,f < Ng, entonces sea = € «,
recordando que a = {f: f < a} y R, = U{N5 : B < a},z € [ para algin f < «
y como, por hipétesis, § < Ng,x € Ng asi x € U{Nﬁ : B < a}yporesoaCR,.

Por lo tanto, o < N,,.
Ahora falta mostrar por qué R, < 3,.

= Si o = 0, entonces, por definicién, R, = Ng = w = Ty, entonces Ry = Jy. Por lo

cual, Rg < Jp.

» Si o = s(f) para algin 8 tal que Ng < Jp, entonces sea v € Ny(g), asf |y| < Vg
y por la hipétesis, g < Jg, entonces |y| < Jg y por ello, v € g, entonces
v € P(33) y como |P(Is)| = 27 y 7 es ordinal, y € 2% = Jy(p)- Por lo cual,
Ny(3) € Jg() v por ser ordinales Ny(g) < Jy(g)-

= Si o es un ordinal limite y para cada 8 < a,Ng < g, entonces sea z € R,

recordando que N, = U{Nﬁ B<alydy= U{jﬂ : f < a},z € Ry para algin
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B < a 'y como, por hipétesis, Rg < Jg,x € Jg asi x € U{jﬁ : B < a} y por eso

N, C J,. Por lo tanto, 8, < J,. O
Corolario 3.1.6 Si « es tal que o = 3, entonces o = N,,.

Demostracién: El resultado es inmediato de la proposicién 3.1.5, debido a que si

o = 1,, entonces a < N, < I, Por lo tanto, o = N,,. O
Proposicién 3.1.7 Si « es un ordinal limite, entonces cf(a) = cf(Ry) = ¢f(Ja)-

Demostracién: Primero se muestra que cf(a) = cf(X,).

Sea f : a — N, tal que, para cada f € a, f(f) = Ng, como X es un funcional
estrictamente creciente (es decir, si v < J, entonces N, < R5) y f = N;_, f es una
funcién estrictamente creciente. Ademds, fla] = {Rz : f € a} y por definicién R, =
U{N,B :peal= Uf[a], asi fla] es no acotada en X,, por lo cual f es una funcién
cofinal estrictamente creciente- Asi, cf(a) = cf(Rq).

Ahora falta mostrar que cf(«a) = cf(3q).

La prueba es andloga a lo anterior, debido a que si g : @ — 3, tal que para cada
p € a,g9(f) = Jg, como I es un funcional estrictamente creciente y g = 3, g es
una funcién estrictamente creciente. Ademds, gla] = {Jg : f € a} y por definicién
o = U{:lg B €eal = Ug[a], asi g[a] es no acotada en J,, por lo cual g es una

funcién cofinal estrictamente creciente. Asi, cf(a) = cf(3y). 0

Como resultado de la proposicién anterior, si x es un cardinal regular y k = N, enton-
ces W, es regular. De la misma manera, si x es un cardinal regular y x = J,, entonces

J. es regular.

A continuacién se muestran algunas hipétesis necesarias para que el cardinal  tenga
la propiedad de que k = R, 0 k = J,, para lo cual se utiliza la nocién de cardinal débil
y cardinal fuerte.

Por otro lado, en el presente trabajo es necesaria la nociéon de cardinales que sean

suficientemente grandes, por lo cual se define lo siguiente:
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Definicién 3.1.8 Sea k un cardinal infinito. Se dice que  es débil si y solo si k > AT
para cualquier A\ < k, donde \* es el menor de los cardinales mds grandes que . Y k
es fuerte si y sélo si k> 2* para cualquier A < k.

Adicionalmente, se tiene que K es un cardinal inaccesible débil (fuerte) si y solo si

Kk < w, Kk es débil (fuerte) y k es regular.

Es importante aclarar que la nocién de cardinales inaccesibles no implica su existencia
en ZFC, es més, en el corolario 3.3.10 se establece es la existencia de un modelo de
ZFC a partir de la teoria ZFC+ «existe un cardinal inaccesible fuerte». Por lo tanto,
suponer que a partir de ZFC' se deduce la existencia de cardinales inaccesibles implica
que en ZFC' es posible construir un modelo de si mismo, lo cual contradice el segundo

teorema de Godel.

Para cardinales débiles y fuertes se tiene el siguiente resultado.
Proposicién 3.1.9 Si k es débil, entonces k = R,. Si k es fuerte, entonces k = Jy

Demostracion: Sea k un cardinal inaccesible débil. Por induccién sobre «, se demues-
tra que si a < K, entonces N, < K.

Sea a < K.
= Si o =0, entonces N, = Ny = w < &, de esta forma N, < k.

» Sia=s(8)con B <k tal que Ng < K, entonces R, = Ryg) = NE y debido a que,

por hipétesis, x es débil y Rg < k, se obtiene NE < K, por lo cual R, < k.

» Si o es limite y para todo f < a, Ng < k, entonces N, = U{Ng B <aly
F = {R3: B < a}estal que |F| < ky por hipétesis, para cualquier S € F, |S| < &,
entonces, por la proposicién 3.1.2, |UCT”| < K. Asiy Ny = Ry | = ]U{Ng B <

all = |UEF| < K, por lo cual X, < k.

Ademis, si F = {N, : @ < k}, entonces |F| < ky, por lo anterior, para cada S € F, |S| <

k, también x es un cardinal infinito, entonces, por la proposicién 3.1.1, |U F <k Y
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al ser x un cardinal infinito, x es limite, entonces N, = U{Na s« < K}. Asi, se tiene
que N, < K.

Por otro lado, la proposicién 3.1.5 afirma que k < N. Por lo tanto, k = Nj.

Ahora, sea x un cardinal fuerte. Por induccién sobre «, se demuestra que si a < k,
entonces J, < K.

Sea a < K.
s Sia =0, entonces 3, = Jp = w < k, de esta forma I, < k.

» Sia=s(f) con B <k tal que Jg < K, entonces Jp, = Jy() = 235 y como, por

hip6tesis,  es fuerte y Jg < k&, 23 < k, por lo cual J, < k.

» Si « es limite y para todo f < «, Jg < K, entonces 3, = U{:lg B < aly
F ={3s:p < a}estal que |F| < Ky por hipdtesis, para cualquier S € F, |S| < &,
entonces, por la proposicién 3.1.2, \Ufﬂ < k. Asi, 3, = |34 = |U{35 (B <
al| = \Ufﬂ < K, por lo cual J, < K.

Ademss, si F = {3, : a < k}, entonces |F| < K y, por lo anterior, para cada
S € F,|S| < k. También k es un cardinal infinito, entonces, por la proposicién 3.1.1,
\Ufﬂ < k. Asimismo, x es limite, entonces J,; = U{:O‘ s < K}. Asl, se tiene que
3. < k.

Por otro lado, la proposicién 3.1.5 afirma que « < J.. Por lo tanto, x = 3. O

3.2. Tamano de R(k)

En esta seccion se lleva a cabo un estudio més profundo de los modelos construidos
en capitulos pasados, se muestra el tamafio de R(«) y su relacién con los cardinales de

tipo 3/3.

Un buen comienzo es probar que R(w) es numerable, para lo cual es suficiente el

siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1 Para cualquier n € w, R(n) es finito.
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Demostracién: Por induccién sobre n € w:
» Sin =0, entonces R(n) = R(0) =0y ) =0 <w. Asi |R(n)| < w.

» Sin = s(m) para algin m < w tal que |[R(m)| = p < w, entonces R(n) =
R(s(m)) = P(R(m)). Como |R(m)| = p,|P(R(m))| = 2P. También, como p <

w,2P < w. Asi |R(n)| < w. O

La proposicién anterior acota el tamano de cualquier R(n) para n € w, lo cual, ademés
de el hecho de que w es un cardinal regular, se emplea para probar que el tamano de

R(w) es w.
Lema 3.2.2 |R(w)| = w.

Demostracién: Por la proposicién 2.1.6, w C R(w), debido a eso w < R(w).

Por otro lado, como w es un ordinal limite, R(w) = U{R(n) i n < w}p- Ademsds,
R(0) = ), de esta manera R(0) no aporta elementos a la unién, por lo cual U{R(n) :
n<w}= U{R(n) in <w/{0}}. SeaF ={R(n) : n <w/{0}} y obsérvese que |F| = w,
de ahi que |F| < w. También, se sabe que si X € F, entonces X = R(n) para alguna
n € w/{0}, luego X < R(w) y, por la proposicién 3.2.1, |X| < w, entonces | X| < w.
De esta manera, se tiene un cardinal infinito, w tal que F es una familia de conjuntos
con |F| < Ky |X| < Kk para toda X € F, entonces, por la proposicién 3.1.1 |U.’f| < K.
Ademids, R(w) = U{R(n) n < w) = U{R(n) in < w/{0}} = US’, de esta forma
[R(w)] <w.

Entonces, por el teorema de Cantor-Bernstein-Schrider, |R(w)| = w. o

El lema anterior es un gran resultado, no obstante w es el més pequenio de los cardinales
infinitos, por lo cual es interesante observar el comportamiento del tamano de R(k) para

cualquier k infinito. Para esto se emplea la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.3 w + o = « para todo ordinal o > w?.

Demostracién: Por induccién sobre a > w?.
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» Para el caso base, se tiene a = w? y w+w? = U{n+ (wm) :n,m € w} = U{wn :

new\{0}} =uw?

» Ahora, supéngase o = s(f3) para 3 > w? con w+ B = B. Asf, w+a =w+s(8) =
S(w+ ) = 5(8) = a.

2 se tiene

= Por ultimo, sea « limite, tal que para cualquier 8 < a con 8 > w
w + B = . Entonces, w + a = U{w + 3 : 8 < a}. Ademds, si v < «a es tal que
v < w?, entonces v < § para algiin w? < J < o, por lo cual w4y < w+ 4§ = 6.

Asi,w+a:U{B:B<a}:a. Por lo tanto, w + a = a para a > w?.
De esta forma se obtiene el siguiente

Lema 3.2.4 |R(w+ )| = 1, para todo ordinal o y |R(a)| = 3, para todo o > w?.

Demostracién: Primero por induccién sobre « se muestra que |R(w + «)| = 3.

» Si @ = 0, entonces R(w + «) = R(w) y, por el lema 3.2.2, |R(w)| = w y, por
definicién del funcional 3, Jy = w. Asi, |R(w)| = Jp. Por lo tanto, |R(w+«)| = 3,

= Si a = s(f8) para algtin ordinal § tal que |R(w + )| = Jgs, entonces R(w + o) =
R(w + 5(8)) = R(s(w + B)) = P(R(w + ). Asl, |R(w + )| = [P(R(w + B))| =
21B@+B) v por la hipétesis de induccién 21R@+HAI = 235 = 3 5 = 3. Por lo

tanto, |R(w + «)| = Ja.

= Si a es un ordinal limite y para cada f < a,|R(w + )| = g, entonces para
F ={R(w+p) : B < a} se tiene, debido a la proposicién 3.1.5, |F| = |a| < J,.
También, para cada X € F se tiene X = R(w + () para algin f < « y por
hipétesis | X| = Jg < 3. De este modo, por la proposicién 3.1.1, ]UF\ < Ja.
Como UF = R(w+ @), |R(w+ )| < 3,.
Por otro lado, para G = {Jg : B < a} se tiene |G| = |a|. Ademds, como a <
w+a, pla) < w4+ a, de ahi a € R(w + «), por lo cual @ C R(w + «). Asi,
|G| < |R(w+«)|. También, para cada X € G se tiene X = Jg para alguna § < «,

entonces, por hipétesis, | X| = |R(w + 8)| < |R(w + «)|. De este modo, por la
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proposicién 3.1.1, ]UG! < |R(w + «)]. Como UG =14, Jo < |R(w + «)|. Por
lo tanto, |R(w + «)| = 3,.

Ahora, por la proposicién 3.2.3, para cualquier a > w? se tiene R(w + a) = R(«a). Por

lo tanto, |R(a)| = J, para a > w?. o

3.3. Relacion entre los modelos

Esta seccién contiene una comparativa de los modelos Hy, H(k) y R(k) respecto a
la relacién que tienen entre si y las caracteristicas que debe cumplir el cardinal k para

que se cumpla la igualdad entre los tres modelos.
Los resultados que relacionan a H(k) y R(k) se encuentran en el Kunen (2013),
mientras que los resultados correspondientes a H,, con relacion a los otros dos modelos

no se encontraron en la literatura consultada.

La idea de que existe una relacién entre los tres modelos nace de su comportamiento

cuando ~ es igual a 0, 1 o 2.

Cuadro 3.1: Comparacién de los modelos H,, H(k) y R(k)

Modelos
H, H(k) R(k)
0 0 0
{0} {0} {0}
{0.40}}  {0,{0}, {{0}},..} {0.{0}}

N = O X

Como se muestra en el cuadro 3.1 los modelos H,,, H(x) y R(k) son iguales cuando
k es igual a alguno de los cardinales 0 o 1. No obstante, a partir de x = 2 el modelo
H(k) se comporta de una manera distinta a los otros dos modelos, los cuales siguen

siendo iguales, es decir, Hy = R(2).

54



3.3 Relacion entre los modelos

Es necesario aclarar que para k finito y 4 < k, los tres modelos son distintos, dado
que el conjunto {0, {0}, {{0}},{0,{0}}} € R(4), lo cual no sucede en Hy ni en H(4).

Ahora, se lleva a cabo un anélisis para cardinales infinitos.

Como primer resultado para cardinales infinitos, algunos elementos de H, pertene-

cen a R(k) cuando k es un cardinal infinito regular.

Proposicién 3.3.1 Sea k un cardinal infinito y reqular. Si x € Hy, es tal que x C R(k),

entonces x € R(k).

Demostracién: Sea z € H tal que z C R(k). Entonces « € R(s(k)), es decir, p(z) <
s(k), esto implica que p(z) < k. Si p(z) < K, entonces, por definiciéon x € R(k). De
manera que basta con probar que no es posible que p(z) = k para obtener el resultado
deseado.

Sea {s(p(y)) : y € z}'.Se obtiene que [{s(p(y)) : y € z}| < |z||x, ya que = € H,.
Asimismo, como x C R(k), p(y) < k para cualquier y € z, por lo cual s(p(y)) < k
para cualquier y € x debido a que k es un cardinal infinito. Es mads, al ser s(p(y)) un
ordinal y x un cardinal tales que s(p(y)) < &, resulta que |s(p(y))| < k. Entonces, por

la proposicién 3.1.2, p(x) < k. Por lo tanto, € R(k). 0

Con ayuda del resultado anterior se obtiene el siguiente lema, el cual exhibe una relaciéon

de contencién entre los modelos Hy, y R(k).

Lema 3.3.2 Sea k un cardinal infinito y regular. Entonces H,, C R(k).

Demostracién: Seanz € H,y A= {y € CT(z) : p(y) > Kk}, es decir, A es el conjunto
de los elementos de CT'(z) tales que no pertenecen a R(k). Por lo cual, H, ¢ R(x) si
y s6lo si A # (), asi que para esta demostracién se hace la suposicién de que A # ().

Por otro lado, por el teorema 2.3.4, x € BF y como A C CT(x) con A # (), A tiene
algin elemento €-minimal. Sea ag un elemento €-minimal de A. Si z € ag, entonces

z € CT(x) y p(z) < K, ya que si fuera de otra forma, z € A lo cual contradice la

s(p(y)) : y € 2} es un conjunto debido al axioma de reemplazo y U{s(p(y)) cy €z} = p(z).
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minimalidad de ag, de esta manera z € R(k), por lo cual a9y C R(k). Ademads, como
ap € CT(x)y x € Hy, |ag| < Ky ap € Hy, ya que CT(z) C Hy, por la proposicién 2.3.3.
Asi, por la proposicién 3.3.1, ag € R(k), lo cual contradice que ag € A, luego A = 0.
Por lo tanto, H,, C R(k). o

Por otro lado, Ry es un cardinal regular, por lo cual se cumple la relacién descrita por
el lema anterior, pero no sélo eso, se cumple la igualdad de los tres modelos como se

muestra en la siguiente proposicién.
Proposicién 3.3.3 H, = R(w) = H(w).

Demostracion:

R(w) = H(w)

Sea z € R(w). Como R(w) = U{R(n) :n < w}, v € R(n) para algin n € w. Entonces,
por la transitividad de R(n), x C R(n) y por la definicién de CT'(z), CT(z) C R(n).
Ademds, por la proposicién 3.2.1, |CT(z)| < w. Por lo cual, x € H(w). Ahora, sea
x € H(w), entonces |CT(x)] < w y como z C CT(z), |z| < w. Por otro lado, = € BF,
entonces p(z) = « para algin ordinal « y por la proposicién 1.1.10, a = {p(y) : y €
CT(x)}. Asi, || = |CT(x)| < wy como w es un cardinal, @ < w. Por lo tanto, x € R(w).
H, = R(w)

Por el lema 3.3.2, se tiene que H, C R(w). Ahora, sea © € R(w). Por la proposicién
3.2.1, |z| < w, por lo cual z cumple con 2.1. Ademds, CT(z) C R(w), debido a que
R(w) es un conjunto transitivo. Por lo cual, para cada y € CT(x), y € R(w), asi, por

la proposicién 3.2.1, |y| < w, de esta manera x cumple con 2.2. Por lo tanto, x € H,,. O

Este resultado abre la posibilidad de comparar los modelos R(«), H(«) y H, y verificar
qué debe de cumplir a para que se cumpla alguna de las igualdades. El lema 3.3.2,
establece que « tiene que ser un cardinal regular para que H, C R(«), mientras que la

siguiente proposicién pide que k sea un cardinal infinito para que H (k) C R(k).

Proposicién 3.3.4 Para cualquier cardinal infinito k, H(k) C R(k) y H(k) es un

conjunto de tamano 2<".
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Demostracién: Sea x € H(x). Entonces x € BF y |CT(x)| < k. Sea a = p(x), por
la proposicién 1.1.10, o = {p(y) : y € CT(x)}. Asi, |o] = |CT(x)| < kK y como Kk es un
cardinal infinito, o < K, de esta forma = € R(x). Por lo tanto, H(k) C R(k).

Ahora, para el tamano de H (k) se tiene lo siguiente.

Sea A < k. Como A es transitivo, CT(A) = A y como k es un cardinal, |CT(\)| < k.
Asi, A € H(k). Ademsds, si X C A, entonces X C CT(\) y asi |X| < k. Por lo cual,
P(\) C H (k). Entonces, para cada A < & se tiene 2* < |H(k)|. De esta manera, por la
proposicién 3.1.1, 2<% = LJ{QA t A<k} < |H(R)|.

Por otro lado, para cada x € H(k), al ser & infinito y |CT(x)| < k, |CT(x) U{z}| < k.
Sea A\, < k fijo con \; = |CT(z)U{z}|. Por el axioma de eleccidn, es posible obtener una
funcién biyectiva f, de CT(z)U{z} a Ay, para asi definir una relacién F(z) C \; X Ay
tal que (CT(xz) U {zx}, €) =y, (As, F(X)). De esta manera, sea F' : H(k) — U{’.P()\ X
A) 1 A < K} con F(x) denotando a la relacién establecida anteriormente para cada
x € H(k). Se tiene que F' es funcién, debido a que para cada x € H(k), el cardinal
Az €s Unico, asi como la funcién f,, ya que fue elegida por una funciéon de eleccion,
ya con esto, F'(z) tiene que ser unico. Ahora, supéngase que z,y € H(k) son tales
que F(z) = F(y). De esta manera, dom(F(z)) = dom(F(y)) y como x y y son los
tnicos €-maximales de CT'(z)U{z} y CT(y) U{y} respectivamente, se tiene que tanto
x como y son los unicos elementos de CT(x) U {z} y CT(y) U {y} respectivamente
tales que @ ¢ dom(F(x)) y y & dom(F(y)). Asi, |CT(z)| = [faiop .| = [dom(F(z))| =
[dom/(F (y))| = | fytery, | = [CT(y)l, por lo cual |[CT(x)| = |CT(y)|, lo cual implica que
Az = Ay. Por ello, (CT(z)U{z},€) = (CT(y) U{y},€) y por el lema 1.1.19 se obtiene
que z = y. Por lo tanto, F es inyectiva, lo cual implica que |H (k)| < 2<". Entonces,

H(k) es un conjunto de tamano 2<". 0

Ahora, falta verificar que H(a) C H, para que se forme una relacién entre los tres

modelos respecto con su contencién: H(a) C H, C R(«).

Proposicién 3.3.5 Para cualquier cardinal k. Se tiene que H(k) C Hy

Demostracién: Sea X € H(k), entonces |CT(X)| < k. Como X C CT(X), |X| <
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|CT(X)| por lo cual |X| < k, asi X cumple con 2.1. Ademds, debido a que CT(X)
es transitivo, si t € CT(X), entonces t C CT(X) y por ello |t| < k. De esta manera,

cualquier t € CT(X) cumple con 2.2. Por lo tanto, X € H,. o

De esta manera, por el lema 3.3.2 y la proposicion 3.3.5, si k es un cardinal infinito

regular, entonces H(k) C H, C R(k).

La proposicién 3.3.3 muestra que H(w) = H,,. El siguiente teorema muestra una

condicién suficiente que debe cumplir k para que H (k) = Hy.

Teorema 3.3.6 Para cualquier k regular e infinito, H(k) = H,.

Demostracién: Es consecuencia de la proposicién 3.3.5 que H (k) C Hy. Ahora, sea
A € H,, entonces |A| < k y para cada t € CT(A), se sigue |t| < k. Ademas, A € BF,
por el teorema 2.3.4

Por induccién sobre n < w se obtiene que |4, | < k, donde A,, pertenece a una sucesién

de A; CCT(A) con i < w como la del teorema 1.1.1.
» Por definicién |A| < k, de esta manera, si A9 = A, entonces |Ap| < k.

» Supéngase que |Ay,| < k yseat € Ay,. Como A, C CT(A),t e CT(A), por lo
cual [t| < k. De esta manera, por la proposicién 3.1.2, se infiere |UAm\ < K.

Como Ay = UAm, se deduce |Agqyy| < &

Con ello, se concluye |A,| < k para cualquier n < w. Ahora, por la la proposicién 3.1.2,
se obtiene |U{An :n <w} < k. Como CT(A) = U{A" :n <w}, [CT(A)| < k. Asi,
A € H(k). Por lo tanto, H (k) = H,. o

De esta forma, se concluye que es suficiente que x sea un cardinal infinito regular,
para que H(k) = H,.
Ahora, de las proposiciones 3.3.4 y 3.3.5 se infiere que H(x) C H, N R(k) siempre
y cuando k sea un cardinal infinito; en particular H(w) = H, N R(w), debido a la
proposicion 3.3.3. La siguiente proposicién establece una caracteristica suficiente al

cardinal k para que H (k) = H, N R(kK).
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Corolario 3.3.7 Para cualquier cardinal regular e infinito, k. Se tiene que H(k) =

H,NR(k).

Demostracién: Del lema 3.3.2 se sigue H, C R(k), entonces H, = H, N R(k).
Ademas, del teorema 3.3.6, H(x) = H,. Por lo tanto, se concluye H (k) = H, N R(k).00

Hasta el momento se han mostrado condiciones suficientes para que H, = H (k) por lo
cual falta ver cuando H (k) = R(k). El siguiente resultado es una caracterizacién de

para que se cumpla esa igualdad.

Teorema 3.3.8 Para cardinales k > w. H(k) = R(k) si y solo si k= 1.

Demostracién: Por la proposicién 3.1.5, se tiene k < J, y por hipdtesis, H(k) =
R(x). Como w < Kk y k es cardinal, s es un ordinal limite y w? < k. Ademds, cada
vez que w? < a < K, por el lema 3.2.4, R(a) es un conjunto transitivo de tamafo J,
y por definicién, R(a) € R(k) = H(k), por lo cual J, < k. Por otro lado, si 8 < w?,
entonces R(S) C R(a) para algin w? < a < &, por lo cual |R(8)| < Jo < k. Asi, por
la proposicién 3.1.1, J,. < k. Por lo tanto, k = Jj.

Reciprocamente, por la proposicién 3.3.4, se tiene H(x) C R(k) y por hipdtesis k = Jy.
Si x € R(k), entonces x € R(«a) para algiin a con w? < a < k' y como R(«) es transitivo
por 2.1.5, x C R(«). Asi, CT(z) C R(«), entonces |[CT(z)| < |R(a)| =30 < I =k
(donde la primera igualdad es por el lema 3.2.4 y la tltima por hipétesis), por lo cual

x € H(k) y de esta manera R(k) C H (k). Concluyéndose H (k) = R(k). 0

Para que se cumpla H (k) = H,, = R(k) se requiere que un resultado que relacione Hy
con H(k) y R(k); una condicién para que esto pase es la regularidad de k, como se

muestra en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.9 Para cardinales k > w tales que K sea reqular, H(k) = H, = R(k) si

y sdlo si k = 3.

Demostracién: La condicién de suficiencia es analoga al teorema 3.3.8. Por otro lado,
si k = J,, gracias al teorema 3.3.8 se obtiene H (k) = R(k). Ademas, se infiere H (k) =

H,, debido al teorema 3.3.6. Por lo tanto, H (k) = H,, = R(k). 0

59



3. COMPARACION DE MODELOS

De esta manera, se concluye H (k) = H, = R(k) siy sélo si k = Iy, con k < w regular.
Se pide que k > w ya que la proposicién 3.3.3 muestra que H(w) = H, = R(w), pero
w # .

En los dos siguientes resultados se emplea la existencia de cardinales inaccesibles
fuertes, lo cual es algo independiente de ZF'C'. Por lo cual, se aiade ese enunciado a
nuestra teoria y con ello se obtiene la teoria ZFC+ «Existen cardinales inaccesibles

fuertes».

Corolario 3.3.10 Sea k un cardinal inaccesible fuerte. Entonces R(k) = H, = H(k)

y R(k) es un modelo estindar de ZFC.

Demostracion: Como k es inaccesible fuerte, por la proposicién 3.1.9, k = J,. En-
tonces, por el corolario 3.3.9, H(k) = H,, = R(k).

Ademas, por la proposicién 2.1.5, R(k) es un conjunto transitivo. También, R(k) es
modelo transitivo de ZFC sin axioma de reemplazo, pero tal axioma se satisface en

H(k) y R(k) = H(k). Por lo tanto, R(x) es modelo de ZFC. O

Este resultado puede facilitar la construccién de modelos de ZF'C' en teorias, en las
cuales se complique la construccién del modelo R(k). Debido a que se puede optar por

construir otro dos modelo; ya sea H, o H(k).
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Apéndice A

Axiomas de Zermelo-Fraenkel

Es de suponer que el lector tiene la nocién de lo que la axiomatica de Zermelo -
Fraenkel mas el azioma de eleccion (ZFC') es. Aun asi, a continuacién se encuentra

una lista de dichos axiomas.

Ademsds, se nombran algunas subteorias de ZFC, como ZF — P, la cual es ZFC
sin el axioma de eleccién y sin el axioma de potencia. En la mayoria de las dreas de
matematicas estas subteorias no son de gran interés, uno no se pregunta usualmente

qué pruebas usan el axioma de potencia.

Sin embargo, al estudiar los modelos de la teorfa de conjuntos y algunas demostra-
ciones de independencia es importante tener nocién de qué axiomas se utilizan durante

el desarrollo elemental de la teoria de conjuntos.

No hay un orden natural para enumerar los axiomas de ZFC, aqui aparecen en el
orden establecido en el apéndice del libro (Apéndice A. Herndndez Hernandez, 2011).
Se puede decir que los axiomas de extensién, esquema de comprension, par y union son
los mas bdsicos debido a que a partir de ellos es posible desarrollar varios hechos acer-
ca de emparejamientos, uniones finitas, relaciones, funciones y los niimeros naturales

0,1,2,3,4,....
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A. AXIOMAS DE ZERMELO-FRAENKEL

No obstante, estos axiomas no son suficientes para demostrar que el producto carte-
siano A x B siempre existe. También, el axioma de infinito se puede considerar bdsico,

debido a que sin éste no es posible obtener al conjunto w de todos los nimeros naturales.

Axioma 1. (de Existencia) Hay un conjunto que no tiene elementos.

IB(—3z(z € B))

Axioma 2. (de Extensién) Si todo elemento de X es un elemento de Y y todo elemento
de Y es un elemento de X, entonces X =Y.

Vzze X z€eY)—> X =Y)

Axioma 3. (Esquema de Comprensién) Sea ¢ una férmula. Para cualquier conjunto
A hay un conjunto B tal que z € B si y solo si x € A y x satisface la férmula ¢.

VAIB(z € B+ (z € AN p(z)))

Axioma 4. (del Par) Para cualesquiera conjuntos X y Y existe un conjunto Z tal que
para cualquier W € Z se tieneque W =X oW =Y.

VXVYAZW eZ - (W=XVW =Y))

Axioma 5. (de Unién) Para cualquier conjunto A, existe un conjunto U tal que para
cualquier x: x € X para algin X € A siy sélosi x € U.

VAFUVz((r € X N X € A) +— x € U))

Axioma 6. (del Conjunto Potencia) Para cualquier conjunto X, existe un conjunto S
tal que para cualquier A: si A C X, entonces A € S

VX3S(AC X - A€ S)

Axioma 7. (de Fundacién) En cada conjunto no vacio A existe u € A tal que uy A
son ajenos.

VAJy(y € A) = Ju(u € AN—Tz(z € ANz € u)))
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A.1 Teoria bésica de conjuntos

Axioma 8. (de Infinito) Existe un conjunto inductivo.

dB(0 € BAVy € B(s(y) € B))

Axioma 9. (Axioma de reemplazo) Sea ¢ una férmula de ZFC' tal que para todo
conjunto A y x € A existe un tnico y para el cual ¢(z,y) se satisface. Para todo
conjunto A, existe un conjunto B tal que ¢(z,y) se satisface para algiun x € A si
y solosiy € B.

VAVz € A3lyp(z,y) — 3IB[3x € A(p(z,y)) <> y € B]

Axioma 10. (de Eleccién) Si F' es una familia de conjuntos no vacios y ajenos, enton-
ces, existe C tal que para cada z € F' se satisface que C' Nz es un conjunto con
un tnico elemento.

VF((0 ¢ FAVz € FNy € F(z #y — 2Ny #0) — 3CVx € F(SING(C Nx)))

» ZF(C = Axiomas 1- 10. » X~ denota a X sin el axioma de funda-
cién.
» Z/F = Axiomas 1-9.
» X — P denota a X sin el axioma de poten-

» ZC yv Z son ZFC y ZF, res- cia.

pectivamente, sin el axioma de
reemplazo. » X —U denota a X sin el axioma de unién.

A.1. Teoria basica de conjuntos

La enunciacién de la mayoria de los axiomas es simple, sin embargo, para enunciar
a los axiomas 6, 8 y 10 se utilizan conceptos como: subconjunto (C), conjunto vacio ()
o0 0), funcién sucesor (s(y)), interseccién (N) y = es un conjunto de un tnico elemento
(SING(x)), los cuales tienen base en los axiomas 1, 2, 3, 4 y 5 . Para lograr justificar

esta afirmacion se necesitan los siguientes resultados.

Definicién A.1.1 La teoria bdsica de conjuntos (TBC) denota a la teoria que

comprende a los axiomas de extension, esquema de comprension, par y union.

La nocién de subconjunto (C) es familiar para casi cualquiera que haya estado en con-
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A. AXIOMAS DE ZERMELO-FRAENKEL

tacto con la teoria de conjuntos (incluso la teoria intuitiva de conjuntos), pero esta no
se encuentra en el lenguaje de ZFC, pues en éste solo se utiliza la relacién de perte-
nencia (€). Por lo cual, es necesario definir que z es subconjunto de y (x C y) siy

sélo si para cualquier conjunto z, si z € x, entonces z € y.

Al igual que la contencién, el conjunto vacio () es una parte importante de la teorfa
de conjuntos. Por lo que se define y es vacio (vac(y)) si y s6lo si y es un conjunto que
no tiene elementos. Por el axioma de existencia existe al menos un conjunto y tal que
vac(y) se cumpla, atn asi no se asegura su unicidad. Es por ello la importancia de
demostrar (en TBC) que solamente es posible la existencia de un conjunto con tales

caracteristicas.

Proposicién A.1.2 (T'BC) Eziste un unico conjunto y tal que vac(y).

Demostracién: Sin utilizar el axioma de existencia, sea v un conjunto cualquiera. Es
posible obtener, por el axioma de comprensién, al conjunto y = {z € v :  # x}. Si
T € y, entonces x € vy x # x, pero z € x si y s6lo si z € x, entonces, por extensién
x = z, lo cual contradice que = € y. De esta forma, vac(y) existe, i.e. Se satisface el
axioma de existencia. Por otro lado, gracias al axioma de existencia es posible suponer
que y es un conjunto tal que vac(y). Ahora, sélo falta demostrar que es tinico. Si existe
y' tal que vac(y'), entonces, como z € y es falso, se cumple que z € y'. Andlogamente,
si z € Y, entonces, x € y. Por lo que, x € y si y sélo si x € 3/, entonces, por el axioma

de extensién, y = y/. Por lo tanto y es tunico. 0
Definicién A.1.3 Se define a () como el inico conjunto y tal que vac(y).

Por otra parte, la nocién de un conjunto de un tinico elemento es necesaria para la
enunciacion del axioma de eleccion presentada en este texto. Por eso, se dice que un
conjunto z tiene la propiedad SING(x) siy sélo si inicamente un elemento y pertenece

a xI.
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A.1 Teoria bésica de conjuntos

Proposicién A.1.4 (TBC) Ezisten conjuntos x tales que tengan la propiedad SING (z).

Demostracién: Sea y un conjunto, por el axioma del par, existe un conjunto Z tal
quey € Zyy € Z, entonces existe z = {z € Z : z = y} por el esquema de comprensién.
Por otro lado, z # () debido a que y € x, ademds z € x si y sélo si z = y. Por lo tanto

z existe y es tal que SING(z). 0

U F es un conjunto muy utilizado en la teoria de conjuntos y en otras areas matematicas
como la topologia y el andlisis matematico, pero hasta ahora no se puede asegurar su
existencia (en T'BC). Asi que para cada conjunto F se define a U F como U F={x:
JX € F(xz € X)}. Ya definido se tiene que demostrar que en efecto es un conjunto (en

TBC).
Proposicién A.1.5 (TBC) Si F es un conjunto, entonces Uff existe.

Demostracién: Sea U de la forma que se presenta en el axioma de unién. Entonces
U es un conjunto y por el axioma de comprensiéon B = {x € U : 3X € F(z € X)}
existe. De esta manera, si x € B, entonces x € U y ademas x € X para algin X € F
y asi x € U?; inversamente, si x € |JF, entonces z € X para algin X € F, y por la
forma de U, x € U, asi x € B. Por lo que x € B si y sélo si x € X para algin X € F,

asi B = U F y por lo tanto U F existe. O

Cabe resaltar que usualmente se utiliza x Uy para denotar U{JL‘, y}, pero para que esto
tenga sentido se necesita que {z,y} sea un conjunto, lo cual no es garantia sélo con el
axioma del par, debido a que se necesita el axioma de comprension para justificar su

existencia.
Proposicién A.1.6 (TBC) {z,y} eziste.
Demostracién: Sean z,y conjuntos. Por el axioma del par, existe Z con x,y € Z, de

esta manera, por el axioma de comprensién, existe P ={z € Z:z=xV z=1y}. y por

el axioma de extensién P = {x,y}. O
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En un curso usual de teoria de conjuntos se presenta el uso del sucesor de un conjunto
x, el cual se define como la coleccién de elementos tal que z € s(z) siy sélo si z € x o

z=u.
Proposicién A.1.7 (T'BC) Para cualquier conjunto x, s(x) es conjunto y es unico.

Demostracién: Sea x un conjunto. Por la proposicion A.1.4, existe SING(z) con
x € SING(z), asi, por la proposicion A.1.6, {x, SING(z)} existe. Ahora, por el axioma
de unién U{x, SING(z)} = 2 USING(z) existe. Ademés, y €  USING(z) siy sélo
siy€xzoy € SING(z), por loque y € 2 USING(z) siysblosiy € x oy = x.
Asimismo, por el axioma de extensién, © U SING(z) = s(x). Por otro lado, el axioma

de extensién garantiza la unicidad de s(z). o

También, en la teoria de conjuntos se presenta la interseccién (uNwv) de conjuntos, esta
se define como la coleccién de elementos tal que z € uNw siy sélosi z €vy z € w.
Ahora sélo falta demostrar que es valido hablar de interseccién de dos conjuntos en

TBC.

Proposicién A.1.8 (TBC) Para cualesquiera u y v conjuntos, uNwv existe.

Demostraciéon: Sean u y w conjuntos. Por el esquema de comprension, existe B =
{z € u: z € w}. De esta manera, z € B si y s6losi z € uy z € w. Por lo tanto

B=unNnuw. O
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