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Resumen

El presente trabajo expone las condiciones en las que se presenta la igualdad entre tres
modelos de la teoŕıa de conjuntos empleados para demostrar la independencia de los
axiomas de reemplazo, potencia y unión. Los primeros dos se encuentran en el libro
Kunen (2013) y el tercero en el art́ıculo Oman (2010).

El primer caṕıtulo se divide en dos secciones: conceptos y modelos de la teoŕıa de
conjuntos. En la primera sección se presentan las nociones de cerradura transitiva, la
clase de los conjuntos bien fundados y la función rango, aśı como sus propiedades, mis-
mas que fundamentan el desarrollo de este trabajo. En la segunda sección se obtienen
condiciones suficientes para que se satisfagan los axiomas de Zermelo-Fraenkel-Elección
(ZFC).

El segundo caṕıtulo contiene las nociones de conjuntos de rango menor que κ (R(κ)),
conjuntos hereditarios menores que κ (H(κ)) y conjuntos pseudo-hereditarios de car-
dinalidad menor a κ (Hκ). Además, se muestra que, dependiendo de κ, las colecciones
de tales conjuntos son modelos estándar de las teoŕıas ZC, ZFC − P, ZFC − U res-
pectivamente, donde ZC es ZFC sin el axioma de reemplazo, P denota al axioma de
potencia y U al de unión.

El tercer caṕıtulo consiste de un análisis comparativo entre los modelos presentados
a lo largo de los caṕıtulos anteriores, en el cual se establecen las caracteŕısticas que
debe tener un cardinal κ para que se cumpla la relación: H(κ) = Hκ = R(κ).

Debido a la temática y el lenguaje empleado en el presente trabajo, es recomendable
que el lector tenga nociones básicas sobre la teoŕıa de conjuntos y lógica de primer orden.
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Índice general

Resumen VII

1. Los modelos de la teoŕıa de conjuntos 1
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Caṕıtulo 1

Los modelos de la teoŕıa de conjuntos

La independencia de los axiomas de ZFC y la consistencia de sus fragmentos forman

parte de la fundamentación de la teoŕıa de conjuntos; hoy en d́ıa, para la demostración

de la independencia de algunos axiomas y consistencia de sus fragmentos se emplea la

teoŕıa de modelos.

Los modelos de la teoŕıa de conjuntos son colecciones de conjuntos con una relación

binaria (no obligatoriamente la pertenencia (∈)) llamadas clases1, en las cuales ciertos

axiomas se satisfacen. La aplicación de la teoŕıa de modelos a la teoŕıa de conjuntos

toma gran importancia a partir de los resultados de Gödel en 1938 y Cohen en 1963,

quienes construyeron los modelos que demuestran la independencia de la hipótesis del

continuo (HC) de ZFC.

El propósito de este caṕıtulo es establecer las caracteŕısticas que debe cumplir una

clase para que sea modelo de algún fragmento de ZFC, para ello, es necesario definir

algunos conceptos y mostrar algunas de sus propiedades.

1Adicionalmente, la clases son determinadas mediante una fórmula con una variable libre en el
lenguaje de la teoŕıa de conjuntos.
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1. LOS MODELOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS

1.1. Conceptos

Uno de los casos patológicos que se consiguió eliminar durante la axiomatización de

la teoŕıa de conjuntos fue el de la existencia de un conjunto x tal que x ∈ x, debido a

que se obtendŕıa una cadena infinita x 3 x 3 x 3 x . . .. Para evitar esto, se formuló el

axioma de fundación, el cual, establece que cualquier conjunto no vaćıo es ajeno con al

menos uno de sus elementos.

En esta sección se establece una caracterización de la colección de conjuntos que

cumplan el enunciado de este axioma. Para lo cual, se emplean los conceptos de la+

cerradura transitiva, la clase de los conjuntos bien fundados y el rango de un conjunto.

Algunos de los resultados de este caṕıtulo son deducibles en ZFC sin el axioma de

fundación (ZFC−), es decir, para su demostración no se utiliza el axioma de fundación

a menos que se indique lo contrario.

La notación empleada se basa en el Kunen (2013) y el libro Jech (2013). Aśı, con

κ, λ y µ, se denota a los cardinales; α, β y γ, a los ordinales. Además, ω denota al

primer ordinal infinito y s(n) denota al sucesor de un conjunto n. También, se anexa

el apéndice A, en el cual se encuentra la teoŕıa básica de conjuntos (TBC), la cual se

comprende de los axiomas de extensión, comprensión, par y unión.

Cerradura transitiva

Se dice que un conjunto x es transitivo si y sólo si para cualquier y ∈ x se obtiene

y ⊆ x. De una forma parecida, aunque haciendo un abuso de notación en el caso de

una clase propia A, en el cual a ∈ A denota que a cumple la fórmula que define a A,

aśı como a ⊆ A denota que todos los elementos de a cumplen la fórmula que define a

A. Una clase A es transitiva si y sólo si para cualquier a ∈ A se obtiene a ⊆ A.
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1.1 Conceptos

La cerradura transitiva del conjunto A debe ser un conjunto T transitivo que con-

tenga a A (T ⊇ A). Además, tiene que ser el conjunto más pequeño que cumpla eso

respecto a la contención (⊆), es decir, no hay un conjunto transitivo H distinto a T

tal que A ⊆ H ⊆ T . En principio, no es posible asegurar la existencia de la cerradura

transitiva de un conjunto en ZFC−, sin embargo, el siguiente teorema lo garantiza.

Teorema 1.1.1 Para todo conjunto A, existe un conjunto transitivo que lo contiene.

Más aún, entre los conjunto transitivos que contienen a A, existe uno que es mı́nimo

respecto a la contención.

Demostración: Sea A un conjunto. Recursivamente sobre ω se define lo siguiente:

A0 = A

As(n) =
⋃
An

Donde s(n) denota al sucesor de un conjunto, el cual es posible usar gracias a la

proposición A.1.7.

De esta manera, para cualquier n < ω,An es conjunto; y, por el axioma de reemplazo,

es posible construir {An : n < ω}. Aśı, por el axioma de unión, T =
⋃
{An : n < ω} es

un conjunto.

Ahora, por la definición, A = A0 ⊆ T , por lo cual A ⊆ T . Además, si x ∈ T y y ∈ x,

entonces x ∈ An para algún n < ω y como y ∈ x, y ∈ As(n), de esta forma y ∈ T , es

decir, T es un conjunto transitivo. Por otra parte, sea R un conjunto transitivo tal que

A ⊆ R. Por inducción en ω se muestra que An ⊆ R para cualquier n < ω.

Si n = 0, entonces, por definición, An = A0 = A y, por hipótesis A ⊆ R, por lo

cual A0 ⊆ R.

Si n = s(m) para algún m < ω tal que Am ⊆ R, entonces An =
⋃
Am. Aśı, para

cualquier x ∈ An hay una y ∈ Am tal que x ∈ y. Además, por hipótesis, Am ⊆ R,
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1. LOS MODELOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS

entonces y ∈ R y como R es transitivo, x ∈ R, aśı An ⊆ R. Por lo tanto, An ⊆ R

para cualquier n < ω.

Entonces, si x ∈ T, x ∈ An para alguna n < ω y por lo anterior x ∈ R. Por lo cual,

T ⊆ R. De esta forma, T ⊆ R para cualquier R transitivo tal que A ⊆ R, es decir, T

es el mı́nimo conjunto (respecto a la contención) tal que A ⊆ T . �

Definición 1.1.2 Para cualquier conjunto A se denota por CT (A) =
⋃
{An : n < ω}

a la cerradura transitiva de A.

Por el teorema 1.1.1, CT (A) es un conjunto para cualquier conjunto A. Adicional-

mente, CT (A) es el mı́nimo conjunto transitivo respecto a la contención (⊆) tal que

A ⊆ CT (A).

Como se muestra en las siguientes observaciones, para cualquier conjunto A, CT (A)

contiene a las cerraduras transitivas de los elementos de A. Además, la cerradura

transitiva respeta el orden dado por la contención.

Observación 1.1.3 Sean A y B conjuntos. Si B ∈ A, entonces CT (B) ⊆ CT (A).

Demostración: Sean A y B tales que B ∈ A. Como A ⊆ CT (A), B ∈ CT (A).

Además, CT (A) es un conjunto transitivo, aśı B ⊆ CT (A) y por ser CT (B) mı́nimo

con respecto a la contención, CT (B) ⊆ CT (A). �

Observación 1.1.4 Sean A y B conjuntos. Si B ⊆ A, entonces CT (B) ⊆ CT (A).

Demostración: Sean A y B tales que B ⊆ A. Como A ⊆ CT (A), B ⊆ CT (A).

Además, CT (A) es un conjunto transitivo, aśı, por ser CT (B) mı́nimo respecto a la

contención, CT (B) ⊆ CT (A). �

Los conjuntos bien fundados

Se dice que un conjunto X es bien fundado por la pertenencia (∈) siempre y cuan-

do para cualquier subconjunto no vaćıo de X, exista un elemento ∈-minimal. Cuando

4



1.1 Conceptos

algún conjunto A cumpla que CT (A) es bien fundada por ∈ se dice que es un conjunto

bien fundado. La colección de los conjuntos bien fundados se denota por BF . Tam-

bién, es usual decir para un conjunto X bien fundado por ∈ que ∈ es buena fundación

en X.

Una de las caracteŕısticas de BF es la posibilidad de asignarle un nivel a los conjun-

tos que le pertenecen considerando el orden 〈BF,∈〉. Para que esto suceda se necesita

del rango de un conjunto x (ρ(x)), donde el nivel asignado a cada conjunto x ∈ BF

es un ordinal α si y sólo si ρ(x) = α.

El rango de un conjunto

Para la definición de rango se emplea la teoŕıa ZFC ya que requiere del teorema de

recursión transfinita, el cual necesita del axioma de fundación. Es más, BF es modelo

de ZFC (Kunen, 2013, cap. II), de esta manera, el rango de un conjunto está bien

definido en la clase BF .

Definición 1.1.5 (ZFC) Sea A una clase. Se define recursivamente ρ : A −→ OR,

donde OR es la clase de todos los ordinales y para cada a ∈ A, ρ(a) = ρA,∈ =⋃
{s(ρ(b)) : b ∈ a}. Si a /∈ A, entonces ρ(a) = ∅.

El comportamiento del rango en la clase BF se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: En la clase BF con la relación ∈ se obtiene lo siguiente

ρ(∅) = 0

ρ({∅}) = 1

ρ({∅, {∅}}) = 2

ρ(ω) = ω

5



1. LOS MODELOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS

Para que el rango divida de manera correcta a los elementos de BF por niveles, es

necesario que cualquier x ∈ BF cumpla que ρ(x) > ρ(y) para todo y ∈ x; lo cual se

garantiza por lo siguiente

Observación 1.1.6 Sean a, b ∈ BF . Si b ∈ a, entonces ρ(b) < ρ(a).

Demostración: Por la definición, ρ(a) =
⋃
{s(ρ(b)) : b ∈ a}. Como ρ(b) < s(ρ(b)) y

por hipótesis b ∈ a, ρ(b) <
⋃
{s(ρ(b)) : b ∈ a}. Por lo tanto, ρ(b) < ρ(a). �

Gracias a la última observación, para cada x ∈ BF se sigue ρ(x) =
⋃
{s(ρ(y)) : y ∈ x},

de esta manera se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 1.1.7 La relación ∈ es buena fundación en BF .

Demostración: Sea A un conjunto tal que A ⊆ BF y A 6= ∅. Por reemplazo es

posible construir el conjunto X = {ρ(a) : a ∈ A}, que, por la definición de rango

es una colección de ordinales. Ya que el orden usual en los ordinales (<) es un buen

orden en OR y X 6= ∅, existe α ∈ X <-mı́nimo. De esta forma, α = ρ(a) para algún

a ∈ A. Además, si existe b ∈ a tal que y ∈ A, se sigue ρ(b) ∈ X y como b ∈ a, por la

observación 1.1.6, ρ(b) < ρ(a) = α. Pero esto contradice que α sea <-mı́nimo. Por lo

tanto, a es ∈-minimal en A. �

Ya establecidas las nociones de CT, BF y ρ, se obtienen resultados que otorgan un

poco de más estructura a BF utilizando la cerradura transitiva de sus elementos y sus

rangos.

Observación 1.1.8 BF es una clase transitiva.

Demostración: Sea b ∈ BF . Entonces, por la observación 1.1.3, CT (x) ⊆ CT (b), para

cualquier x ∈ b, esto implica que ∈ es buena fundación en CT (x) y por ello x ∈ BF .�

Con todo lo que se ha obtenido de BF hasta el momento, solamente es posible

garantizar que BF es una subclase de la clase de todos los conjuntos V , es decir,

BF ⊆ V . Es más, el siguiente teorema muestra qué es necesario para deducir V = BF .
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1.1 Conceptos

Teorema 1.1.9 El axioma de fundación es equivalente a que BF es la clase de todos

los conjuntos V .

Demostración: Se tiene, por hipótesis, el axioma de fundación. Sea x un conjunto

no vaćıo (un resultado casi inmediato es ∅ ∈ BF , debido a que CT (∅) = ∅). Sea

X ⊆ CT (x) con X 6= ∅, entonces, por el axioma de fundación, existe alguna y ∈ X tal

que X ∩ y = ∅, de manera para cualquier z ∈ X se cumple que z /∈ y, esto significa

que y ∈ X es un ∈-minimal en X, entonces x ∈ BF y por ello V ⊆ BF . Por lo tanto,

BF = V .

Por otro lado, de suponer que BF es la clase de todos los conjuntos V y x un conjunto

no vaćıo, como V = BF, x ∈ BF , por la observación 1.1.8, se tiene x ⊆ BF , aśı, por

la proposición 1.1.7, sea y ∈ x un elemento ∈-minimal de x, entonces para cualquier

conjunto z, si z ∈ x, entonces z /∈ y; de la misma forma, si z ∈ y, entonces z /∈ x, de

ah́ı, x ∩ y = ∅ y con ello x satisface el axioma de fundación. Concluyéndose, el axioma

de fundación se satisface en BF . �

El teorema anterior implica que, al omitir el axioma de fundación, sólo es posible

afirmar que BF es una subclase de V . Sin embargo, BF es una clase no vaćıa, debido

a que OR ⊆ BF . Además, como los conjuntos bien fundados cumplen con el axioma

de fundación, el rango de un conjunto está bien definido en BF aun utilizando ZFC−.

Proposición 1.1.10 Sean a ∈ BF y β ∈ OR tales que β < ρ(a). Entonces, β = ρ(b)

para algún b ∈ CT (a).

Demostración: Para la demostración, se fija a un ordinal β y se observa la siguiente

colección de conjuntos bien fundados:

X = {a ∈ BF : β < ρ(a) ∧ ¬∃b ∈ BF [ρ(b) = β ∧ b ∈ CT (a)]}

Si X = ∅, entonces la proposición se satisface y no hay más que demostrar. Por otro

lado, si X 6= ∅, entonces, por la proposición 1.1.7, X tiene algún elemento ∈-minimal.

7



1. LOS MODELOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS

Sea a ∈ X un elemento ∈-minimal con α = ρ(a), aśı β <
⋃
{s(ρ(b)) : b ∈ BF ∧ b ∈ a}

y sea t ∈ BF tal que t ∈ a y s(ρ(t)) > β, entonces ρ(t) > β. De esto se sigue

Si ρ(t) = β, entonces a /∈ X, debido a que t ∈ a implica que t ∈ CT (a).

Si ρ(t) > β, entonces t /∈ X, ya que a es ∈-minimal. Luego ρ(b) = β para

alguna b ∈ CT (t), pero esto implica, por la observación 1.1.3, que b ∈ CT (a),

contradiciendo que a ∈ X.

De esta manera X = ∅. Por lo tanto, existe un b ∈ CT (a) tal que β = ρ(b). �

La proposición anterior permite escribir ρ(a) = {ρ(b) : b ∈ CT (a)} para cualquier

a ∈ BF , lo cual enriquece la estructura de todo conjunto bien fundado dada por su

rango en BF .

Adicionalmente, para cualesquiera x, y ∈ BF se tiene P(x) ⊆ BF y {x, y},
⋃
x,P(x)

y CT (x) son elementos de BF . Incluso, es posible calcular su rango, lo cual se muestra

en los siguientes

Lema 1.1.11 Si y ∈ BF y z ⊆ y, entonces z ∈ BF y ρ(z) 6 ρ(y).

Demostración: Se tiene que z ⊆ CT (y), debido a que y ⊆ CT (y). Además, CT (z) ⊆

CT (y), ya que CT (z) es el conjunto transitivo ⊆-mı́nimo que contiene a z. De esta

forma, si X ⊆ CT (z) con X 6= ∅, entonces X ⊆ CT (y) con y ∈ BF , por lo cual hay

algún elemento ∈-minimal de X. Por lo tanto, z ∈ BF .

Por otro lado, se tiene {s(ρ(u)) : u ∈ z} ⊆ {s(ρ(v)) : v ∈ y}, entonces ρ(z) =⋃
{s(ρ(u)) : u ∈ z} 6

⋃
{s(ρ(v)) : v ∈ y} = ρ(y). Concluyéndose, ρ(z) 6 ρ(y).

�

Lema 1.1.12 Sean x, y ∈ BF , entonces:

1. {x, y} ∈ BF y ρ({x, y}) = s(max{ρ(x), ρ(y)});

2. P(x) ∈ BF y ρ(P(x)) = s(ρ(x));

8



1.1 Conceptos

3.
⋃
x ∈ BF y ρ(

⋃
x) 6 ρ(x);

4. CT (x) ∈ BF y ρ(CT (x)) = ρ(x).

Demostración:

1. Sean X ⊆ CT ({x, y}) con X 6= ∅. De esta manera, para cada z ∈ X se tiene

z ∈ {x, y} o z ∈ CT (w) para algún w ∈ {x, y}. Si X ⊆ {x, y}, entonces alguno

entre x y y es elemento ∈-minimal de X. Sea X ′ = X \ {x, y}. Si X ′ ⊆ CT (x)

o X ′ ⊆ CT (y), entonces hay algún elemento z ∈-minimal en X ′, el cual cumple,

sin pérdida de generalidad z ∈ CT (x), por lo cual z es ∈-minimal en X. Tam-

bién, si X ′ ∩ CT (x) 6= ∅, entonces hay un elemento z ∈-minimal de X ′ ∩ CT (x),

ya que X ′ ∩ CT (x) ⊆ CT (x). De este modo, para w ∈ z ∩ X ′, se tiene que

w ∈ CT (x), debido a que CT (x) es transitiva, lo cual contradice que z es ∈-

minimal en X ′ ∩ CT (x), entonces z ∩X ′ = ∅. Aśı, z es ∈-minimal en X ′. Como

z ∈ CT (x), z es ∈-minimal en X.

Por otro lado, ρ({x, y}) = {s(ρ(z)) : z ∈ {x, y}}, entonces ρ({x, y}) = {s(ρ(x)), s(ρ(y))}.

Sin pérdida de generalidad, supóngase ρ(x) 6 ρ(y), luego ρ(y) = max(ρ(x), ρ(y)).

De esta forma, ρ({x, y}) ⊆ {s(ρ(y))} = s(ρ(y)), obteniéndose ρ({x, y}) 6 s(ρ(y)).

También, como y ∈ {x, y}, ρ(y) < ρ({x, y}). Entonces, ρ({x, y}) = s(ρ(y)). Por

lo tanto, ρ({x, y}) = s(max{ρ(x), ρ(y)}).

2. Como
⋃

P(x) = x, CT (P(x)) = CT (x) ∪ P(x). De esta manera, para X ⊆

CT (P(x)) con X 6= ∅ se tiene X ⊆ CT (x) ∪ P(x). Ahora, si X ∩ CT (x) = ∅,

entonces X ⊆ P(x) \ CT (x). Aśı, para z ∈ X y w ∈ z ∩ X se infiere w ∈ z,

por lo cual w ∈ x, ya que z ⊆ x, de ah́ı w ∈ CT (x), lo cual contradice que

X ∩CT (x) = ∅, entonces z ∩X = ∅. De esta manera z es un elemento ∈-minimal

de X. También, si X ∩ CT (x) 6= ∅, entonces, debido a que X ∩ CT (x) ⊆ CT (x),

hay algún elemento ∈-minimal de X ∩ CT (x), llámese z. Aśı, para w ∈ z ∩X se

tiene w ∈ CT (x), ya que CT (x) es transitivo, entonces w ∈ X ∩ CT (x), lo cual

contradice que z sea ∈- minimal en X ∩ CT (x), por lo cual z ∩X = ∅. De esta

manera, z es un elemento ∈-minimal en X. Por lo tanto, P(x) ∈ BF . Por otro
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1. LOS MODELOS DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS

lado, ρ(P(x)) =
⋃
{s(ρ(z)) : z ∈ P(x)}. Como para cualquier z ∈ P(x) se tiene

ρ(z) 6 ρ(x), s(ρ(z)) 6 s(ρ(x)), entonces ρ(P(x)) 6 ρ(x). Además, x ∈ P(x), por

lo cual ρ(x) < ρ(P(x)). Concluyéndose, ρ(P(x)) = s(ρ(x)).

3. Sea X ⊆ CT (
⋃
x) con X 6= ∅. Como CT (

⋃
x) = CT (x) \ x, X ⊆ CT (x),

entonces hay algún elemento ∈-minimal en X. Por lo tanto,
⋃
x ∈ BF .

Por otro lado, ρ(
⋃
x) =

⋃
{s(ρ(z)) : z ∈

⋃
x}. Sea z ∈

⋃
x, entonces z ∈ y con

y ∈ x, de este modo ρ(z) < ρ(y) < ρ(x), por lo cual s(ρ(z)) < ρ(x). Concluyéndose

ρ(
⋃
x) 6 ρ(x).

4. Sea X ⊆ CT (CT (x)) con X 6= ∅. Se tiene que CT (CT (x)) = CT (x) por ser

un conjunto transitivo, entonces X ⊆ CT (x), por lo cual hay algún elemento

∈-minimal en X. Por lo tanto, CT (x) ∈ BF .

Ahora, si z ∈ CT (x), entonces ρ(z) < ρ(x), por lo cual s(ρ(z)) 6 ρ(x). Aśı,

ρ(CT (x)) 6 ρ(x). Por otro lado, x ⊆ CT (x), entonces, por el lema 1.1.11, ρ(x) 6

ρ(CT (x)) . Por lo tanto, ρ(CT (x)) = ρ(x). �

De esta manera, informalmente, se cumplen axiomas como unión, potencia y par

en BF , para lo cual es necesario establecer fundamentos de teoŕıa de modelos a modo

de formalizar dicha afirmación.

Por otro lado, con la noción de colapso de Mostowski es posible construir isomorfis-

mos de un conjunto a otro. En espećıfico se pretende construir isomorfismos de conjuntos

bien fundados a otros para aśı dotar de una estructura dada por la relación ∈ a la clase

BF .

Colapso de Mostowski

Definición 1.1.13 Sea A una clase en la cual ∈ es buena fundación. Se define re-

cursivamente, para cada y ∈ A, mos(y) = mosA,∈(y) = {mos(x) : x ∈ y ↓}, donde

y ↓= {x ∈ y : x ∈ A}. Esta función es llamada el colapso de Mostowski
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Originalmetene el colapso de Mostowski está definido para cualquier relación R ⊆ A×A.

Sin embargo, para efectos del presente trabajo se utiliza la relación pertenencia ∈ en la

clase A, por lo cual, en caso de ser A una clase transitiva, para cualquier y ∈ A se tiene

y ↓= y. Uno de los resultados que se obtienen a partir del colapso es que la imagen de

A (mos[A]) en un conjunto transitivo.

Proposición 1.1.14 Sea A una clase en la cual ∈ es buena fundación y para cualquier

y ∈ A, y ↓ es un conjunto. Entonces mos[A] 1 es transitivo.

Demostración: Sea t ∈ mos[A], entonces, para alguna y ∈ A se establece t =

mos(y) = {mos(x) : x ∈ y ↓}. Aśı, para cada u ∈ t, u = mos(x) para alguna x ∈ y ↓,

eso implica que u = mos(x) para alguna x ∈ A. Por lo tanto, u ∈ mos[A]. �

Para las siguientes propiedades del colapso de Mostowski es necesaria la noción de rela-

ción extensible y una caracterización de una clase transitiva a partir de este concepto.

Definición 1.1.15 Sea A una clase. Se dice que una relación R es extensible en A si

y sólo si en 〈A,R〉 se satisface el axioma de extensión, es decir, se cumple el siguiente

enunciado:

∀x, y, z ∈ A[(zRx↔ zRy)→ x = y]

Proposición 1.1.16 Si A sea una clase transitiva, entonces la relación ∈ es extensible

en A.

Demostración: Sean A transitivo y x, y ∈ A. Si para cualquier z ∈ A se cumple que

z ∈ x si y sólo si z ∈ y, entonces sea t ∈ x. Como A es transitivo, t ∈ A, aśı, t ∈ y y

por ello x ⊆ y. Análogamente y ⊆ x, de modo que x = y, lo cual quiere decir que en

〈A,∈〉 se satisface el axioma de extensión. Por lo tanto, ∈ es extensible en A. �

Con las propiedades de ser extensible y bien fundar es posible deducir que con la relación

∈ en cualquier clase transitiva, el colapso de Mostowski tiene puntos fijos.

1mos[A] denota a la imagen directa de A bajo la función mos
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Proposición 1.1.17 Sea T ⊆ A transitivo. Si ∈ es una buena fundación y extensible

en A, entonces mosA(y) = y para toda y ∈ T .

Demostración: Sea B = {y ∈ T : mosA,∈(y) 6= y} 6= ∅, es decir, hay algún x ∈ T tal

que mosA,∈(x) 6= x. Como ∈ es buena fundación en A y B 6= ∅, sea a un ∈-minimal

de B. También, se tiene que a ∈ A, por ello, mosA(a) = {mos(x) : x ∈ a ↓} =

{mosA(x) : x ∈ A ∧ x ∈ a} Además, T es un conjunto transitivo y a es ∈-minimal

de B, entonces, para cada x ∈ a, se obtiene x ∈ T ⊆ A y mosA(x) = x, por lo cual

mosA(a) = {x ∈ A : x ∈ a} = a, lo cual contradice que a ∈ B. Por lo tanto, para

cualquier y ∈ T, mosA,∈(y) = y. �

Las proposiciones anteriores indican que, efectivamente, el colapso establece una es-

tructura en cualquier clase A, en la cual ∈ es buena fundación y es extensible. A partir

de ello, se desprenden los siguientes resultados:

Proposición 1.1.18 Sean A y B conjuntos transitivos con A ∈ BF y sea f : A −→ B

un isomorfismo de 〈A,∈〉 a 〈B,∈〉. Entonces, se tiene f = idA, por lo cual A = B.

Demostración: Sea a ∈ A con f(a) = b. Como f es isomorfismo y tanto A como B

son transitivos, para cualquier y, y ∈ b si y sólo si existe x ∈ a tal que f(x) = y. Por

lo cual, f(a) = {f(x) : x ∈ a}. Además, al ser A transitivo, f(a) = {f(x) : x ∈ a} =

{f(x) : x ∈ a ↓}. De esta manera, f es el colapso de Mostowski y por la proposición

1.1.17, f = idA. Por lo tanto, A = B. �

Es necesario suponer que al menos uno de A o B están en BF , debido a que es consis-

tente en ZFC− que si A = {A} y B = {B} con A 6= B, entonces A y B son transitivos

y 〈A,∈〉 ∼= 〈B,∈〉.

Lema 1.1.19 Si A ∈ BF y 〈CT (A) ∪ {A},∈〉 ∼= 〈CT (B) ∪ {B},∈〉, entonces A = B.

Demostración: Al ser CT (A) ∪ {A} y CT (B) ∪ {B} conjuntos transitivos, de la

proposición 1.1.18, se deduce que CT (A) ∪ {A} = CT (B) ∪ {B}.

Por otro lado, hay que notar que para cualquier y ∈ CT (x) ∪ {x}, y ∈ CT (x) o y = x.
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De esta manera, si y 6= x, entonces, y ∈ CT (x) y por la proposición 1.1.10, ρ(y) < ρ(x),

aśı x /∈ y y por ello x es el único ∈-máximo en CT (x) ∪ {x}.

Ahora, A es el único ∈-máximo en CT (A)∪{A} y B es el único ∈-máximo en CT (B)∪

{B}, como CT (A) ∪ {A} = CT (B) ∪ {B}, A = B. �

Otro resultado es que la propiedad de que ∈ sea buena fundación en CT (A) ∪ {A}

puede ser heredada de que ∈ sea buena fundación en CT (x). Es más, son enunciados

equivalentes.

Proposición 1.1.20 Para cualquier conjunto x, ∈ es buena fundación en CT (x) si y

sólo si ∈ es buena fundación en CT (x) ∪ {x}

Demostración: El resultado es inmediato si x ∈ CT (x), por lo cual falta mostrar

para el caso en el que x /∈ CT (x). Por hipótesis, ∈ es buena fundación en CT (x). Sea

A un subconjunto no vaćıo de CT (x) ∪ {x}.

Si x /∈ A, entonces A ⊆ CT (x) y por la hipótesis, A tiene un elemento ∈-minimal.

En el caso de que A = {x}, entonces, por ser unitario, x es su elemento ∈-minimal,

debido a que si no se cumpliera esto se tendŕıa que x ∈ x y aśı x ∈ CT (x), lo cual

contradice la hipótesis de que x /∈ CT (x).

Ahora, si {x} $ A, entonces A \ {x} ⊆ CT (x), de esta forma, A \ {x} tiene un

elemento ∈-minimal. Sea a un elemento ∈-minimal de A \ {x}, de esto se tiene

a ∈ A y para cualquier b ∈ A, si b 6= x, entonces b ∈ A \ {x} y aśı b /∈ a. También,

si b ∈ x, entonces, suponer que x ∈ a implica que x ∈ CT (x), lo cual contradice

la hipótesis de que x /∈ CT (x). Por lo tanto, x /∈ a.

Esto implica que cualquier subconjunto no vaćıo de CT (x) ∪ {x} tiene algún elemento

∈-minimal, por lo tanto, ∈ es buena fundación en CT (x) ∪ {x}.

Rećıprocamente, supóngase que ∈ es buena fundación en CT (x)∪{x}. Como CT (x) ⊆

CT (x) ∪ {x}, cualquier subconjunto de CT (x) es subconjunto de CT (x) ∪ {x}. Por lo

cual, si A es un subconjunto no vaćıo de CT (x), entonces A es un subconjunto no vaćıo
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de CT (x)∪ {x}. Aśı, por hipótesis, A tiene algún elemento ∈-minimal. Por lo tanto, ∈

es buena fundación en CT (x). �

El resultado obtenido en la proposición 1.1.20 no depende del axioma de fundación,

debido a que este axioma implica que para cualquier conjunto x se infiera x /∈ CT (x).
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1.2 Modelos estándar de la teoŕıa de conjuntos

1.2. Modelos estándar de la teoŕıa de conjuntos

En esta sección se analizan las condiciones suficientes que deben tener algunas clases

para que sean modelos de ciertos axiomas de ZFC. Cabe resaltar que el núcleo de esta

sección recae en la teoŕıa ZF− − P , es decir, no se emplean los axiomas de fundación,

potencia ni elección. Sin embargo, algunos resultados emplearán los axiomas de poten-

cia y elección, en ese caso, se indica de manera precisa al momento de enunciar el lema

o teorema en cuestión.

Primero, dado un lenguaje L, se dice que un modelo A es una L-estructura A(A, φ)

para L consiste en una colección de conjuntos no vaćıa A junto con una asignación φ,

la cual interpreta y verifica los enunciados (correctamente formados) de L, es decir, o

bien un enunciado o su negación se satisfacen en el modelo.

Un modelo A para una teoŕıa T y un lenguaje L es una estructura donde los axiomas

y teoremas de T se satisfacen. En particular, para la teoŕıa de conjuntos, se tiene que

L = {∈} y A = (A,R), donde A es una clase no vaćıa y R ⊂ A × A. En el presente

trabajo se establece que L es el lenguaje de la teoŕıa de conjuntos y R =∈, por lo cual

se tiene la siguiente definición.

Definición 1.2.1 Un modelo estándar de la teoŕıa de conjuntos es cualquier L-

estructura A = (A,R)tal que A es una clase transitiva no vaćıa y R = {(a, b) ∈ A×A :

a ∈ b}.

Se debe tomar en cuenta que los modelos definidos en el presente trabajo son con-

juntos no vaćıos de ZFC−, de esta manera, son modelos estándar y no necesitan de

relativización para demostrar el enunciado de los lemas 1.2.3 - 1.2.6. Antes de enunciar

algún resultado sobre modelos, es pertinente mostrar la equivalencia entre un enunciado

y el axioma de reemplazo, lo cual está en el siguiente
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Lema 1.2.2 Sea ϕ(x, y) una fórmula tal que para cada x ∈ A existe un único y tal que

ϕ(x, y) se cumple. Entonces se satisface el axioma de reemplazo si y sólo si existe una

función f con dom(f) = A tal que para cada x ∈ A, f(x) es el único y tal que ϕ(x, y).

Demostración: Debido al axioma de reemplazo, existe un B tal que para cada x ∈ A

existe z ∈ B tal que ϕ(x, z). Entonces, sea f = {z ∈ B : ∃x ∈ A(ϕ(x, z))} = {(x, y) ∈

B : ∃x ∈ A(ϕ(x, z))}. Se tiene que f es función, porque si existiera alguna x ∈ A tal

que (x, y), (x, y′) ∈ f , entonces ϕ(x, y) y ϕ(x, y′) y aśı y = y′, por hipótesis. Además,

para cada x ∈ A = dom(f), f(x) es la única y tal que ϕ(x, y).

Por otro lado, sea una función f con dom(f) = A tal que para cada x ∈ A, f(x)

es la única y tal que ϕ(x, y) se satisface. En la sección 2.1 se demuestra que existe

ran(f), aśı sea y ∈ ran(f), entonces existe x ∈ dom(f) = A tal que f(x) = y y por la

hipótesis, f(x) es la única y tal que ϕ(x, y) se satisface. Si x ∈ A = dom(f), entonces

f(x) ∈ ran(f) y f(x) es la única y tal que ϕ(x, y) se satisface. Entonces, existe B tal

que y ∈ B si y sólo si existe x ∈ A tal que ϕ(x, y). Por lo tanto se cumple el axioma de

reemplazo. �

Ahora, es posible demostrar, en la teoŕıa ZF− − P , qué propiedades debe de tener un

conjunto M para modelar algunos de los axiomas de ZFC.

Lema 1.2.3 (ZF− − P ) Para cualquier conjunto M :

1. Si ∅ ∈M , entonces el axioma de existencia se satisface en M .

2. Si M es transitivo, entonces el axioma de extensión se satisface en M .

3. Si para cualesquiera z ∈ M y y ⊆ z se cumple que y ∈ M , entonces el esquema

de comprensión se satisface en M .

4. Si para cualesquiera x, y ∈M se cumple que {x, y} ∈M , entonces el axioma del

par se satisface en M .

5. Si para cualquier F ∈ M , se cumple que
⋃

F ∈ M , entonces se satisface el

axioma de unión en M .
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7. Si M ⊆ BF , entonces el axioma de fundación se satisface en M .

9. Si M es transitivo y para cualquier función f se cumple que dom(f) ∈ M y

ran(f) ⊆M , entonces ran(f) ∈M . Entonces el axioma de reemplazo se satisface

en M .

Demostración:

1. El axioma de existencia en M queda como: ((hay un conjunto B ∈M vaćıo)).

Como ∅ ∈ M , en M va a existir un conjunto vaćıo, a saber, ∅. Por lo tanto, el

axioma de existencia se satisface en M .

2. Sea M es un conjunto transitivo, entonces, por la proposición 1.1.16, ∈ es exten-

sible en M , es decir, 〈M,∈〉 satisface el axioma de extensión.

3. Sea ϕ una fórmula de ZF−−P donde y no sea una variable libre. Es posible que

ϕ contenga como variables libres a x y a z y posiblemente también otras variables

como libres v0, ..., vn−1, aśı que es oportuno escribir a ϕ como ϕ(x, z,−→v ). De esta

forma, para obtener lo que se quiere basta con verificar que en M se satisface el

siguiente enunciado.

∀z, v0, ..., vn−1 ∈M∃y ∈M∀x ∈M [x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ ϕ(x, z,−→v )] (1.1)

Es decir, el esquema de comprensión para los conjuntos que pertenecen a M . Hay

que resaltar que ϕ(x, z,−→v ) puede contener variables cuantificadas, pero ϕ(x, z,−→v )

es una fórmula sobre conjuntos en M .

Ahora, si para cualesquiera z ∈ M y y ⊆ z se cumple que y ∈ M , entonces, al

definir a la colección y = {x ∈ z : ϕ(x, z,−→v )}, se infiere que y es un conjunto en

ZF−−P gracias al axioma de comprensión (que es parte de ZF−−P ). Además,

se tiene que, si x ∈ y, entonces x ∈ z, por lo cual y ⊆ z y por hipótesis y ∈ M ,

aśı, en M se satisface el enunciado (1.1). Por lo tanto el esquema de comprensión

se satisface en M .
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4. El axioma del par en M queda como: ((para cualesquiera conjuntos X,Y ∈ M

existe un conjunto Z ∈ M tal que W ∈ Z implica que W = X o W = Y )). Sean

x, y ∈M , entonces {x, y} ∈M , por hipótesis. Aśı, es posible definir a z = {x, y}.

De esta manera, z es tal que z ∈M y x y y son los únicos elementos de z. Por lo

tanto en M se satisface el axioma del par.

5. El axioma de unión en M queda como: ((para cualquier conjunto F ∈ M , existe

un conjunto U ∈M tal que para cualquier x ∈M : x ∈ X para algún X ∈ F si y

sólo si x ∈ U )).

Por otro lado, si F es un conjunto, entonces la proposición A.1.5 garantiza que⋃
F es un conjunto para ZF− − P . Es más,

⋃
F es tal que x ∈

⋃
F si y sólo

si x ∈ X para algún X ∈ F. Y como, por hipótesis,
⋃

F ∈M , en M se satisface

que existe U ∈ M tal que para para cualquier x ∈ M se cumple que, si x ∈ X

para algún X ∈ F, entonces x ∈ U . Por lo tanto, se satisface el axioma de unión

en M .

7. El axioma de fundación en M queda como: ((para cada conjunto no vaćıo A ∈M

existe u ∈ M tal que si u ∈ A, entonces u y A son ajenos)). Por otro lado, ∈ es

una relación en BF por la proposición 1.1.7, y como, por hipótesis, M ⊆ BF, ∈

es buena fundación en M . Entonces, sea A ∈ M no vaćıo con A ∩M 6= ∅, aśı

A∩M ⊆M tiene elementos ∈-mı́nimos. Sea u un ∈-mı́nimo en A∩M y si existe

algún z ∈ M tal que z ∈ A ∩ u, entonces z ∈ A ∩M y z ∈ u, lo cual contradice

que u sea ∈-mı́nimo en x ∩M . Aśı, u ∈ A ∩M es tal u y A son ajenos. Por lo

tanto, el axioma de fundación se satisface en M .

9. Si M es transitivo y para cualquier función f se cumple que dom(f) ∈ M y

ran(f) ⊆M .

La demostración de este inciso es parecida a la del inciso 3. Entonces, sean ϕ una

fórmula de ZF−−P donde B no sea una variable libre, A ∈M y si se supone que

para cualquier x ∈M , si x ∈ A, entonces existe un único y ∈M tal que ϕ(x, y). Si

se logra obtener algún B ∈M tal que en M se satisface: y ∈ B si y sólo si ϕ(x, y)
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para algún x ∈ A, entonces se obtiene la conclusión deseada. Dicho esto, sea f

una función con dom(f) = A y que f(x) sea la (única) y ∈ M tal que ϕ(x, y).

Entonces, por el esquema reemplazo (en ZF−−P ), f es un conjunto en ZF−−P

debido a la proposición 1.2.2. Utilizando la fórmula: ψ(x, y) ≡ ϕ(x, y) ∧ y ∈M .

Entonces, sea B = ran(f), aśı B satisface parcialmente lo que se quiere obtener,

sólo falta ver que B ∈ M , debido a que, si x ∈ A, entonces, por hipótesis, existe

un único y ∈ M tal que ϕ(x, y), entonces f(x) = y ∈ B. Por otro lado, por la

definición de f , si y ∈ B, entonces y = f(x) ∈ M para algún x ∈ M . Además, y

es la única (en M) tal que ϕ(x, y). Es más, y ∈ B implica que B ⊆M , entonces,

por hipótesis, B ∈M . Por lo tanto, el axioma de reemplazo se satisface en M . �

Es importante resaltar que las condiciones mencionadas en los incisos anteriores no son

obligatoriamente necesarias. Por otra parte, para dar una condición de suficiencia para

que un conjunto M sea modelo del axioma de potencia, se utiliza la noción del conjunto

potencia, por ello, se necesita fundamentar este resultado en la teoŕıa ZF−.

Lema 1.2.4 (ZF−) Sea M una clase transitiva. Entonces

6. Si para cualquier x ∈ M , se cumple que P(x) ∩M ∈ M , entonces el axioma de

potencia se satisface en M .

El inverso se cumple si en M se satisface el esquema de comprensión.

Demostración:

6. Sea x ∈ M , por hipótesis, P(x) ∩M ∈ M . De esta manera, si z ∈ M con z ⊆ x,

entonces z ⊆ x ⊆ M , ya que M es transitivo. Aśı, z ∈ P(x) ∩M ∈ M . Debido

a que en M existe un y, a saber P(x) ∩M , tal que para toda z ∈ M , si z ⊆ x

entonces z ∈ y, implica que en M se satisface el axioma de potencia.

Rećıprocamente, por hipótesis, se satisfacen los axiomas de potencia y esquema de

comprensión en M . Sean x, y ∈M con y el conjunto que existe por el axioma de

potencia en M para x (es decir, para cualquier z ∈M , si z ⊆ x, entonces z ∈ y),

entonces, por el esquema de compresión en M , se tiene {z ∈ y : z ⊆ x} ∈M . Sea
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z ∈ P(x) ∩M , aśı z ⊆ x en ZF− y z ∈ M . Además, al ser M transitivo, z ⊆ x

implica que z ⊆ x, con esto z ∈ y y por esa razón P(x) ∩M ⊆ {z ∈ y : z ⊆ x}.

Por otro lado, si z ∈ {z ∈ y : z ⊆ x} ∈ M , en particular z ∈ y y por la

transitividad de M , z ∈ M , por la misma razón, z ⊆ x en ZF− lo cual implica

que z ∈ P(x), de ah́ı que z ∈ P(x) ∩M por lo cual {z ∈ y : z ⊆ x} ⊆ P(x) ∩M .

Aśı, {z ∈ y : z ⊆ x} = P(x) ∩M . Por lo tanto P(x) ∩M ∈M . �

Ahora, sólo falta señalar qué caracteŕısticas debe tener un conjunto M para modelar

a los axiomas de infinito y elección, para lo cual se utiliza la noción de conjunto de

elección.

Definición 1.2.5 Sea F una familia de conjuntos no vaćıos. Un conjunto de elec-

ción para F es un conjunto C tal que SING(C ∩ x)1 para toda x ∈ F .

Lema 1.2.6 (ZF− − P ) Sea M un conjunto transitivo, en la cual, los axiomas de

extensión, esquema de comprensión y par se satisfacen. Entonces

8. Si ω ∈M , entonces el axioma de infinito se satisface en M .

10. El axioma de elección se satisface en M si y sólo si cualquier familia de conjuntos

no vaćıos y ajenos en M tiene un conjunto de elección en M .

Demostración: Por hipótesis, M modela a TBC 2, entonces, por las proposiciones

A.1.2 - A.1.8, en M existen los conjuntos: ∅, s(y) (para cada y ∈ M), u ∩ w (para

u,w ∈M) y x tal que SING(x). Además, M es transitivo, eso quiere decir que x ⊆M

para cualquier x ∈M . Por lo cual, se obtiene lo siguiente.

8. Para que el axioma de infinito se satisfaga en M , debe de existir x ∈ M , con

∅ ∈ x y para cualquier y ∈ x, s(y) ∈ y. Como ∅ ∈ ω y para cada y ∈ ω, s(y) ∈ ω,

ω es un conjunto como el que plantea el axioma de infinito. Aśı, que ω ∈ M es

razón suficiente para que este axioma se satisfaga.

1véase definición A.1.4, página 65
2véase definición A.1.1, página 63
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1.2 Modelos estándar de la teoŕıa de conjuntos

10. El axioma de elección en M garantiza la existencia de un conjunto de elección

en C ∈ M para cualquier familia F ∈ M de conjuntos no vaćıos y ajenos. In-

versamente, si existe C ∈ M un conjunto de elección para cualquier F ∈ M una

familia de conjuntos no vaćıos y ajenos, entonces en M se satisface el axioma de

elección. �

Gracias a los lemas 1.2.3 y 1.2.6 se tienen las condiciones para que algún conjunto

M sea modelo de algún fragmento de ZFC. Cabe repetir que no todas las condiciones

que dichos lemas establecen son necesarias, simplemente son suficientes.
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Caṕıtulo 2

Tres modelos estándar

2.1. Los conjuntos de rango menor que κ

Para efectos de simplificación se refiere como axioma de reemplazo a un esquema de

axioma que afirma para cada fórmula, ϕ, sin B libre, el siguiente enunciado se cumple:

∀A[∀x ∈ A∃!yϕ(x, y)→ ∃B(y ∈ B ↔ ∃x ∈ A(ϕ(x, y))]1.

Esto es, si para cada x ∈ A se asocia un único objeto yx (la única y tal que ϕ(x, y)).

Entonces es posible construir el conjunto B = {yx : x ∈ A} reemplazando cada x ∈ A

por yx, donde para cada x ∈ A, yx es el único conjunto que cumple ϕ(x, yx).

Por ejemplo, si A es un conjunto y denotamos como A∗ = {y : ∃x(x ∈ A∧y = {x})}.

Intuitivamente A∗ debeŕıa de existir, pero no es posible fundamentar ese hecho median-

te los axiomas de TBC.

Usando el axioma de reemplazo, A∗ existe, debido a que es la C de la discusión

anterior, donde ϕ(x, y) es el enunciado x ∈ y ∧ ∀z ∈ y(x = z), es decir, y = {x}.

En esta sección se muestra que en ZFC hay un modelo de ZC, a saber Vκ, para

después verificar que reemplazo es un axioma independiente a los de ZC, es decir, que

el axioma de reemplazo no es teorema de dicha teoŕıa.

1Donde se denota como ∃!xϕ(x) al enunciado ∃xϕ(x) ∧ ∀y(ϕ(y) → y = x)

23



2. TRES MODELOS ESTÁNDAR

2.1.1. Independencia del axioma de reemplazo

En el presente trabajo se utiliza a la colección R(α) para demostrar que reemplazo

es un axioma independiente a los de ZC. Para esto, es pertinente definir tal colección

y exhibir su existencia en ZFC−. Además, es necesario exhibir que, en efecto, R(α) es

modelo de la teoŕıa ZC, la cual comprende de todos los axiomas de ZFC a excepción

del axioma de reemplazo.

Primero, se tiene que establecer la definición de la colección R(α):

Definición 2.1.1 Para cada ordinal α se denota R(α) = {x ∈ BF : ρ(x) < α}.

Debido a que se define de una manera parecida a la forma de construir conjunto median-

te el axioma de comprensión, se deduce para cualquier ordinal α, se tiene R(α) ⊆ BF .

No obstante, aún no es posible concluir que dicha colección es conjunto en ZFC−,

ya que BF no lo es. Sin embargo, es posible mostrar que la colección R(α) tiene las

siguientes caracteŕısticas:

Observación 2.1.2 Sean α y β ordinales. Si β 6 α entonces R(β) ⊆ R(α).

Demostración: Si β 6 α con x ∈ R(β). Como β 6 α y por definición ρ(x) < β, ρ(x) <

α. Aśı R(β) ⊆ R(α). �

Proposición 2.1.3 Para cualquier conjunto b y ordinal α se tiene b ∈ R(s(α)) si y

sólo si b ⊆ R(α).

Demostración: Sea b ∈ R(s(α)). Por definición b ∈ BF y ρ(b) < s(α), de forma que

ρ(b) 6 α. Si x ∈ b, por la observación 1.1.8, x ∈ BF . Además, ρ(x) < ρ(b), debido a

que ρ(x) < s(ρ(x)) <
⋃
{s(ρ(x)) : x ∈ b} = ρ(b) 6 α. De esta forma ρ(x) < α y por

eso x ∈ R(α). Por lo tanto, b ⊆ R(α).

Ahora, sea b ⊆ R(α). Se tiene que b ⊆ BF , debido a que si x ∈ b, entonces x ∈ R(α).

Además, por definición, x ∈ BF y, por la observación 1.1.8, BF es transitivo, aśı

CT (b) ⊆ BF . Como ∈ es buen orden en BF , ∈ es buen orden CT (b), de lo cual se

concluye b ∈ BF . �
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Las propiedades anteriores muestran que la colección R(α) respeta la estructura dada

por el orden ∈ en los ordinales a ⊆. Además, dan pauta a construir más clases R(α) a

partir de la función sucesor en los ordinales.

Sin embargo, todav́ıa no es posible afirmar que la colección R(α) es un conjunto.

Para hacer tal afirmación, se utiliza la noción de recursión y el axioma de potencia, aśı,

se establece en el siguiente

Lema 2.1.4 Suponiendo el axioma de potencia, R(α) es un conjunto para cada ordinal

α y además:

R(0) = ∅

R(s(α)) = P(R(α))

R(α) =
⋃
{R(β) : β < α} si y sólo si α es un ordinal ĺımite.

Demostración: Por inducción sobre α:

Si α = 0, entonces, por definición, R(0) = {x ∈ BF : ρ(x) < 0} y se tiene

{x ∈ BF : ρ(x) < 0} = ∅. Por lo cual, R(0) = ∅ y ∅ es un conjunto.

Si α = s(β) y R(β) es un conjunto, entonces, por la proposición 2.1.3, b ∈ R(α)

si y sólo si b ⊆ R(β), de esta manera b ∈ R(α) si y sólo si b ∈ P(R(β)) y por eso

R(α) = P(R(β)) y, por el axioma de potencia, R(s(β)) es un conjunto.

Si α es un ordinal ĺımite y R(β) es un conjunto para cualquier β < α, por

definición, R(α) = {x ∈ BF : ρ(x) < α}, aśı, para cualquier x ∈ R(α), se obtiene

que ρ(x) < α. Como α es ĺımite, s(ρ(x)) < α, por lo cual x ∈ R(s(ρ(x))), que es

conjunto por hipótesis. Además, por el axioma de reemplazo, {R(β) : β < α} es

un conjunto, aśı, por el axioma de unión,
⋃
{R(β) : β < α} también es conjunto.

Sólo falta demostrar que R(α) =
⋃
{R(β) : β < α}.

Sea x ∈ R(α). Como ρ(x) < s(ρ(x)) < α, x ∈ R(s(ρ(x))) y con eso se deduce

x ∈
⋃
{R(β) : β < α}. Ahora, sea x ∈

⋃
{R(β) : β < α}. Entonces x ∈ R(β) para

alguna β < α y por la observación 2.1.2, R(β) ⊆ R(α). Por lo tanto, x ∈ R(α).�
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De esta forma, por la unicidad que brinda el teorema de recursión, la colección R(α)

es la jerarqúıa acumulativa (Vα) descrita en el libro (Enderton, 1977, p. 200).

Debido a que en la sección 1.2, se necesita que una colección sea transitiva para poder

ser modelo estándar, es conveniente mostrar que R(α) es una colección transitiva..

Proposición 2.1.5 Para cualquier ordinal α,R(α) es un conjunto transitivo.

Demostración:

Si α = ∅, entonces, por el lema 2.1.4, R(α) = ∅ y ∅ es transitivo por vacuidad.

De esta manera, α 6= ∅.

Supóngase α = s(β) para algún ordinal β tal que R(β) es un conjunto transitivo.

Sean x ∈ R(α) y y ∈ x, entonces, por el lema 2.1.4, x ⊆ R(β), de esta forma

y ∈ R(β). Como R(β) es transitivo, y ⊆ R(β), lo cual implica, gracias al lema

2.1.4, y ∈ R(α). En consecuencia, R(α) es un conjunto transitivo.

Supóngase α ĺımite tal que para cualquier β < α se tenga R(β) es un conjunto

transitivo. Sean x ∈ R(α) y y ∈ x, entonces, por el lema 2.1.4, x ∈ R(β) para

algún β < α. Como R(β) es transitivo, y ∈ R(β), entonces y ∈ R(α), de lo cual

se infiere que R(α) es un conjunto transitivo.

Por lo tanto, R(α) es transitivo para cualquier ordinal α. �

Dado que Vα = R(α), se utiliza sin distinción a cualquiera de los dos en el presente

trabajo. Cabe resaltar el hecho de que la definición de Vα necesita del axioma de po-

tencia, mientras que para R(α) este axioma fue utilizado únicamente para demostrar

que es conjunto y no en definir dicha familia de conjuntos.

En el Enderton (1977) se encuentra al rango de un conjunto definido a partir de Vα,

es decir, depende directamente del axioma de potencia, en cambio, en la definición del

Kunen (2014) (utilizada en el presente trabajo), la función ρ no depende de potencia.

26



2.1 Los conjuntos de rango menor que κ

Ambas definiciones logran exhibir distintas propiedades de la misma colección. Mien-

tras que la definición utilizada en este trabajo hace posible prescindir del axioma de

potencia (sin olvidar que se usa potencia para demostrar que es conjunto).

Por otra parte, el conjunto R(ω) cuenta con la caracteŕıstica de tener a los números

naturales como elementos, es decir, ω ⊆ R(ω), lo cual se muestra en la siguiente

Proposición 2.1.6 ω ⊆ R(ω)

Demostración: Por inducción en los naturales, se muestra para cualquier n ∈ ω que

ρ(n) = n.

Para n = ∅ se tiene ρ(0) =
⋃
{s(ρ(p)) : p ∈ 0} =

⋃
∅ = ∅ = 0. Por lo cual,

ρ(0) = 0.

Sea n = s(m) para algún m ∈ ω tal que ρ(m) = m. Se tiene ρ(n) =
⋃
{s(ρ(p)) :

p ∈ n}. También,
⋃
{s(ρ(p)) : p ∈ n} =

⋃
{s(ρ(p)) : p ∈ m} ∪ s(ρ(m)) =

ρ(m) ∪ s(m) = m ∪ s(m) = s(m) = n. Por lo cual, ρ(n) = n.

De este modo, para cada n ∈ ω, se tiene ρ(n) < ω. Por lo tanto, ω ⊆ R(ω). �

En la literatura básica de la teoŕıa de conjuntos se define a la clase BF como la colección⋃
α∈OR

Vα que es equivalente a BF =
⋃

α∈OR
R(α). Entonces, falta mostrar dicha igualdad.

Proposición 2.1.7 BF =
⋃

α∈OR
R(α).

Demostración: Sea x ∈ BF , entonces ρ(x) = β para algún ordinal β. Además, por la

definición de ρ, se deduce que ρ({x}) = s(β). Asimismo, que CT ({x}) = CT (x)∪{x} y

x ∈ BF implica, por la proposición 1.1.20, que {x} ∈ BF . Por otra parte, si α = s(s(β)),

entonces ρ({x}) < α. De este modo, {x} ∈ R(α). Como x ∈ {x} ∈ R(α), x ∈
⋃

α∈OR
R(α).

Por otro lado, sea x ∈
⋃

α∈OR
R(α), entonces hay algún ordinal α tal que x ∈ R(α). Como

R(α) ⊆ BF por definición, x ∈ BF . �
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Hasta ahora solamente se han enunciado propiedades del conjunto R(α), pero no se ha

demostrado que es un modelo estándar de ZC− reemplazo, para lo cual se recurre a

las propiedades establecidas en la sección 1.2.

Proposición 2.1.8 (ZFC−) Sea α un ordinal, entonces:

1. Si α 6= 0, entonces en R(α) se satisface el axioma de existencia.

2. El axioma de extensión se satisface en R(α).

3. El esquema de comprensión se satisface en R(α).

4. Si α es ĺımite, entonces el axioma del par se satisface en R(α).

5. El axioma de unión se satisface en R(α).

6. Si α es un ordinal ĺımite, entonces el axioma de potencia se satisface en R(α).

7. El axioma de fundación se satisface en R(α).

8. Si α > ω, el axioma de infinito se satisface en R(α).

10. El axioma de elección se satisface en R(α)

Demostración: Sea α un ordinal, entonces:

1. Basta con demostrar que ∅ ∈ R(α). Sea α 6= ∅, entonces ∅ < α. Además, ∅ ∈ BF

y como ρ(∅) = ∅ < α, ∅ ∈ R(α). Aśı, por el lema 1.2.3, en R(α) se satisface el

axioma de existencia.

2. Por la proposición 2.1.5, R(α) es un conjunto transitivo, de manera que, por el

lema 1.2.3, en R(α) se satisface el axioma de extensión.

3. Sea x ∈ R(α) y z ⊆ x. Supóngase que x 6= ∅, debido a que si x = ∅, entonces

z = ∅ y con ello z ∈ R(α). Ahora, por el lema 1.1.11 z ∈ BF . Además, se tiene

que ρ(x) =
⋃
{s(ρ(y)) : y ∈ x} y ρ(z) =

⋃
{s(ρ(y)) : y ∈ z}. Como z ⊆ x,

para cualquier y ∈ z, y ∈ x, entonces {s(ρ(y)) : y ∈ z} ⊆ {s(ρ(y)) : y ∈ x}
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obteniéndose ρ(z) =
⋃
{s(ρ(y)) : y ∈ z} 6

⋃
{s(ρ(y)) : y ∈ x} = ρ(x) < α.

Por lo cual, z ∈ R(α). Aśı, por el lema 1.2.3, en R(α) se satisface el esquema de

comprensión.

4. Sean x, y ∈ R(α). Por el lema 1.1.12 se tiene {x, y} ∈ BF y ρ({x, y}) = s(max(ρ(x), ρ(y))).

Si β = max(ρ(x), ρ(y)), entonces β < α. Además, como α es ĺımite, ρ({x, y}) =

s(β) < α. Por lo tanto, {x, y} ∈ R(α). Aśı, por el lema 1.2.3, en R(α) se satisface

el axioma del par.

5. Sea F ∈ R(α). Por el lema 1.1.12 se tiene
⋃

F ∈ BF y ρ(
⋃

F) 6 ρ(F). Ahora,

como ρ(F) < α, ρ(
⋃

F) < α. De esta manera
⋃

F ∈ R(α). Aśı, por el lema 1.2.3,

en R(α) se satisface el axioma de unión.

6. Sea x ∈ R(α). Por el lema 1.1.12 se tiene P(x) ∈ BF y ρ(P(x)) = s(ρ(x)),

Además, por el lema 1.1.11, P(x) ∩ R(α) ∈ BF y ρ(P(x) ∩ R(α)) 6 s(ρ(x)), ya

que P(x) ∩R(α) ⊆ P(x). Como α es ĺımite y ρ(x) < α, ρ(P(x) ∩R(α)) < α. Por

lo cual, P(x)∩R(α) ∈ R(α). Aśı, por el lema 1.2.4, en R(α) se satisface el axioma

de potencia.

7. Por definición, si x ∈ R(α), entonces x ∈ BF . Aśı R(α) ⊆ BF y por el lema

1.2.3, en R(α) se satisface el axioma de fundación.

Para los siguientes incisos se obtiene que, por la proposición 2.1.5, R(α) es un

conjunto transitivo. Además, por los incisos anteriores, los axiomas de extensión,

esquema de comprensión y par se satisfacen en R(α).

8. Por el corolario ?? y la proposición 2.1.6, se obtiene que ω ⊆ R(ω). Entonces,

por la proposición 2.1.3, ω ∈ R(s(ω)). Además, por hipótesis, ω < α, entonces

s(ω) 6 α. Aśı, por la observación 2.1.2, R(s(ω)) ⊆ R(α), por lo cual ω ∈ R(α).

Concluyéndose, por el lema 1.2.6, que en R(α) se satisface el axioma de infinito.

10. Sean F una familia de conjuntos ajenos no vaćıos en R(α) y C un conjunto (no

obligatoriamente C ∈ R(α)) de elección para F . Como en R(α) se cumple el
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axioma de unión,
⋃
F ∈ R(α), entonces, para C ′ = C ∩

⋃
F se tiene, por el

lema 1.1.11, C ′ ∈ BF y ρ(C ′) 6 ρ(
⋃
F ) < α, de esta manera C ′ ∈ R(α). Ahora,

si x ∈ F , entonces C ∩ x = {a} para alguna a ∈ x, de esta manera a ∈ C y

a ∈
⋃
F , por lo cual a ∈ C ′, entonces C ′ 6= ∅ y C ′ ∩ x = {a}. Por lo cual, C ′ es

un conjunto de elección para F y C ′ ∈ R(α). Aśı, por el lema 1.2.6, en R(α) se

satisface el axioma de elección. �

Con la proposición anterior no es posible asegurar la independencia del axioma de re-

emplazo de los axiomas de ZC, para esto es necesario mostrar que en R(α) se satisface

la negación del enunciado de dicho axioma, lo cual no sucede para cualquier ordinal.

Sin embargo, basta que se cumpla para algún ordinal κ tal que R(κ) siga siendo modelo

de ZC, esto es, que κ sea un ordinal ĺımite mayor que ω.

Un buen candidato para un ordinal de tales caracteŕısticas es ω · 2, el cual es el

menor ordinal ĺımite mayor que ω, por lo cual R(ω · 2) es modelo de ZC. Ahora, basta

demostrar que algún elemento de R(ω · 2) no satisfaga el enunciado del axioma de

reemplazo para demostrar su independencia de ZC.

Lema 2.1.9 Hay una estructura bien ordenada en R(ω · 2) cuyo ordinal relacionado

no está en R(ω · 2).

Demostración: Se sabe, por la proposición 2.1.6, que ω ⊆ R(ω), de este modo, si

A ⊆ ω, entonces A ⊆ R(ω), por lo cual A ∈ P(R(ω)) = R(s(ω)), luego P(ω) ⊆ R(s(ω)),

de ah́ı P(ω) ∈ R(s(s(ω))) y por ello ρ(P(ω)) < s(s(ω)). Además, como s(s(ω)) <

ω ·2,P(ω) ∈ R(ω ·2). También, debido a que ω ∈ P(ω), se tiene que ρ(ω) < ρ(P(ω)), de

lo cual se sigue, ω < ρ(P(ω)) < s(s(ω)) y de esta forma ρ(P(ω)) = s(ω). Análogamente

ρ(PP(ω)) = s(s(ω)) y ρ(PPP(ω)) = s(s(s(ω))).

Por otro lado, gracias al teorema del buen orden (es posible ya que el axioma de elección

es parte de ZC), existe un buen orden (<) en P(ω). Además,<⊆ P(ω)×P(ω) ⊆ PPP(ω),

entonces ρ(<) 6 s(s(s(ω))). Asimismo, (ω, a) ∈<, donde a es algún elemento de

P(ω), de ah́ı que ρ(a) 6 ω y ρ((ω, a)) =
⋃
{s(ρ(x)) : x ∈ (ω, a)} =

⋃
{s(s(ω))} =
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s(s(ω)), luego s(s(ω)) < ρ(<) 6 s(s(s(ω))), de lo cual se obtiene ρ(<) = s(s(s(ω))) <

s(s(s(s(ω)))), aśı que <∈ R(s(s(s(s(ω))))) y por consecuencia 〈P(ω), <〉 ∈ R(ω · 2).

Ahora, por el teorema de Cantor, |ω| < |P(ω)|, entonces P(ω) no es un conjunto nu-

merable, por lo cual el ordinal isomorfo a 〈P(ω), <〉, d́ıgase α, no es numerable. Por lo

tanto, α /∈ R(ω · 2). �

Corolario 2.1.10 En R(ω · 2) se satisface la negación del axioma de reemplazo.

Demostración: Sean σ la fórmula de la teoŕıa de conjuntos: ((Para cada estructura

bien ordenada 〈S,<〉 existe un ordinal α tal que 〈S,<〉 es isomorfo a 〈α,∈α〉.)) y B =

{〈S,<〉 ∈ R(s(s(s(s(ω))))) : 〈S,<〉 es un buen orden}.

Se tiene que si σ(〈S,<〉, α) y σ(〈S,<〉, β), como 〈S,<〉 ∼= 〈α,∈α〉 y 〈S,<〉 ∼= 〈β,∈β〉

(son estructuras isomorfas), 〈α,∈α〉 ∼= 〈β,∈β〉, debido a que la relación ∼= es transitiva.

Además, al ser α y β son ordinales, se obtiene α = β, por lo cual el ordinal que cumple

lo que estipula σ es único para cada elemento de B.

También 〈P(ω), <〉 es una estructura bien ordenada en R(ω · 2) y sea α un ordinal

tal que σ(〈P(ω), <〉, α), entonces 〈P(ω), <〉 es isomorfo a 〈α,∈α〉.Entonces, por el lema

2.1.9, α /∈ R(ω · 2).

Ahora, B es subconjunto de R(s(s(s(s(ω))))) ∈ R(ω2̇), luego es elemento de R(ω2̇)

gracias al axioma de comprensión. Sin embargo, 〈P(ω), <〉 ∈ B y σ(〈P(ω), <〉, α) se

satisface y se tiene que para cualquier B ∈ R(ω · 2), α /∈ B, ya que si existiera algún

B ∈ R(ω · 2) con α ∈ B, entonces α ∈ R(ω · 2) lo cual no es posible. Por lo tanto, en

R(ω · 2) se satisface la negación del axioma de reemplazo. �

Teorema 2.1.11 El axioma de reemplazo no es teorema de ZC.

Demostración: Si el axioma de reemplazo fuera teorema de ZC, entonces para cual-

quier modelo de ZC se debeŕıa de satisfacer su enunciado. De la proposición 2.1.8 se

sigue que en R(λ) es modelo de ZC siempre y cuando λ sea un ordinal ĺımite mayor a

ω. Entonces para ω ·2, el cual es el menor ordinal ĺımite mayor a ω, se tiene que R(ω ·2)

debeŕıa modelar el axioma de reemplazo. Sin embargo, esta afirmación contradice el
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corolario anterior, ya que R(ω · 2) modela a la negación del axioma de reemplazo. Por

lo tanto, el axioma de reemplazo no es teorema de ZC. �

El teorema 2.1.11 muestra que dentro de la teoŕıa ZC no es posible deducir el axioma

de reemplazo, eso quiere decir, es independiente de los demás axiomas de ZFC−.
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2.2. Los conjuntos hereditarios menores que κ

El axioma de potencia establece que para cada conjunto x, hay un conjunto y tal

que cualquier subconjunto de x es elemento de dicha y, es decir, se cumple el siguiente

enunciado:

∀z(z ⊆ x→ z ∈ y))

Entonces, aplicando el axioma de comprensión, {z : z ⊆ x} es conjunto, el cual es el

conjunto potencia de x denotado por P(x).

El axioma de potencia se puede usar en lugar de reemplazo para demostrar la exis-

tencia de A∗, ya que A∗ = {y ∈ P(A) : ∃x(x ∈ A ∧ y = {x})}.

De esta manera, es posible construir por medio de alguno de los dos axiomas, ya sea

reemplazo o potencia, al conjunto ω∗. Pero al usar el axioma de potencia, se necesita

un conjunto no numerable, P(ω), para construir ω∗, que es numerable. Esta es una de

las razones de que el uso de reemplazo es preferido para este tipo de resultados.

En esta sección el análisis se centra en la teoŕıa ZFC − P , es decir, ZFC sin

el axioma de potencia. De forma similar a la sección 2.1, se muestra que existe un

modelo de ZFC − P , a saber H(κ), para después verificar que potencia es un axioma

independiente de ZFC − P .

2.2.1. Independencia del axioma de potencia

Definición 2.2.1 Sea κ un cardinal cualquiera. Se denota a la colección de conjuntos

hereditarios menores que κ por H(κ) = {x ∈ BF : |CT (x)| < κ}.

Gracias a la proposición 3.3.4, se concluye que H(κ) es un conjunto en ZFC− para

cualquier cardinal κ. Además, H(κ) es un conjunto transitivo para cualquier ordinal κ,

como se muestra en lo siguiente

33



2. TRES MODELOS ESTÁNDAR

Proposición 2.2.2 H(κ) es un conjunto transitivo para κ cualquier ordinal.

Demostración: Sean x ∈ H(κ) y y ∈ x. Entonces, por definición de H(κ), se tie-

ne |CT (x)| < κ. Además, CT (y) ⊆ CT (x), aśı |CT (y)| 6 |CT (x)|, de esta manera

|CT (y)| < κ. Por lo tanto, y ∈ H(κ). �

Definición 2.2.3 Sea α un ordinal. Se dice que α es regular si y sólo si cf(α) = α.

Teorema 2.2.4 Sea κ un cardinal no numerable, regular y no inaccesible fuerte, en-

tonces:

1. En H(κ) se satisface el axioma de existencia.

2. En H(κ) se satisface el axioma de extensión.

3. En H(κ) se satisface el axioma de comprensión.

4. En H(κ) se satisface el axioma del par.

5. En H(κ) se satisface el axioma de unión.

6. En H(κ) se satisface la negación del axioma del conjunto potencia.

7. En H(κ) se satisface el axioma de fundación.

8. En H(κ) se satisface el axioma de infinito.

9. En H(κ) se satisface el axioma de reemplazo.

10. En H(κ) se satisface el axioma de elección.

Demostración: De la proposición 2.2.2 se infiere H(κ) es transitivo:

1. Por hipótesis ℵ0 < κ. Como |CT (∅)| = ∅ < ℵ0, |CT (∅)| < κ, de esta forma

∅ ∈ H(κ). Por lo tanto, gracias al lema 1.2.3, en H(κ) se satisface el axioma de

existencia.

2. De la proposición 2.2.2 se sigue H(κ) es un conjunto transitivo, entonces, por el

lema 1.2.3, en H(κ) se satisface el axioma de extensión.
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3. Para x ∈ H(κ) y y ⊆ x se tiene, por el lema 1.1.11, y ∈ BF . Además, por

definición, |CT (x)| < κ y, por la observación 1.1.4, CT (y) ⊆ CT (x), de esta

forma |CT (y)| 6 |CT (x)|, aśı |CT (y)| < κ, luego y ∈ H(κ). Entonces, por el

lema 1.2.3, en H(κ) se satisface el axioma de comprensión.

4. Para x, y ∈ H(κ), se tiene, por el lema 1.1.12, {x, y} ∈ BF . Además,|CT (x)| < κ y

|CT (y)| < κ y CT ({x, y}) = {x, y}∪CT (x)∪CT (y) =
⋃
{{x, y}, CT (x), CT (y)}.

También, κ > ℵ0 y regular, |
⋃
{{x, y}, CT (x), CT (y)}| = |{x, y}| + |CT (x)| +

|CT (y)| −
⋂
{{x, y}, CT (x), CT (y)} < κ gracias a la porposición 3.1.2. Aśı,

|CT ({x, y})| = |
⋃
{{x, y}, CT (x), CT (y)}| < κ, luego {x, y} ∈ H(κ). Entonces,

por el lema 1.2.3, en H(κ) se satisface el axioma del par.

5. Sean A ∈ H(κ) y B =
⋃
A. Por el lema 1.1.12 B ∈ BF . También, |CT (A)| < κ.

Ahora, sea x ∈ CT (B), entonces se cumple alguna de las siguientes opciones:

Si x ∈ B, entonces x ∈ y para algún y ∈ A. De esta manera, x ∈ CT (A).

Si x /∈ B, entonces existe algún z ∈ B tal que x ∈ CT (z). Por el inciso

anterior, z ∈ CT (A) y como CT (A) es transitivo, z ⊆ CT (A), entonces

CT (z) ⊆ CT (A), por lo cual x ∈ CT (A).

De esta forma CT (B) ⊆ CT (A), aśı |CT (B)| 6 |CT (A)|. Como |CT (A)| <

κ, |CT (B)| < κ. Por lo tanto, B ∈ H(κ). Entonces, por el lema 1.2.3, en H(κ) se

satisface el axioma de unión.

6. Como κ no es fuerte, sea λ < κ tal que 2λ > κ. Como λ es ordinal, CT (λ) = λ,

entonces |CT (λ)| < κ, aśı λ ∈ H(κ).

Por otro lado, se sabe que |P(λ)| = 2λ, es más, como P(λ) ⊆ CT (P(λ)), |P(λ)| 6

|CT (P(λ))|, entonces |CT (P(λ))| > 2λ > κ. Por lo tanto, λ ∈ H(κ) pero P(λ) /∈

H(κ).

Por lo tanto, en H(κ) se satisface la negación del axioma de potencia.

7. Por definición, H(κ) ⊆ BF , entonces, por el lema 1.2.3, en H(κ) se satisface el

axioma de fundación.
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8. De la proposición 2.2.2 se sigue H(κ) es un conjunto transitivo, también, por los

incisos anteriores en H(κ) se satisfacen los axiomas de extensión, comprensión,

par y unión. Además, al ser ℵ0 < κ, se tiene |ω| < κ. Como ω es transitivo,

CT (ω) = ω. Entonces |CT (ω)| < κ. Por lo tanto, ω ∈ H(κ). Entonces, por el

lema 1.2.6, en H(κ) se satisface el axioma de infinito.

9. Se tiene que H(κ) es un conjunto transitivo por la proposición 2.2.2. Ahora, sea f

una función tal que dom(f) ∈ H(κ) y ran(f) ⊆ H(κ). Aśı, |CT (dom(f))| < κ y

para cada y ∈ ran(f) se sigue que |CT (y)| < κ. Además, de |ran(f)| 6 |dom(f)|

y dom(f) ⊆ CT (dom(f)) se sigue |ran(f)| < κ. Como κ es no numerable, regular

y CT (ran(f)) = {CT (y) : y ∈ ran(f)} (el cual es conjunto gracias a los axiomas

de reemplazo y unión), |CT (ran(f))| < κ, por la proposición 3.1.2, de esta forma

ran(f) ∈ H(κ). Entonces, por el lema 1.2.3, en H(κ) se satisface el axioma de

reemplazo.

10. Sean F ∈ H(κ) una colección no vaćıa de conjuntos ajenos y C un conjunto de

elección para F

Debido a que no es posible asegurar que C ∈ H(κ), sea C ′ = C ∩
⋃
F . Aśı, si

x ∈ F , entonces C ∩x = {a}, de esta manera a ∈ x y a ∈ C, por lo cual a ∈
⋃
F

y a ∈ C, de ah́ı que a ∈ C ∩
⋃
F = C ′, por eso se sigue que a ∈ C ′ ∩ x y si

b ∈ C ′ ∩ x, entonces, como C ′ ⊆ C, b ∈ C, aśı b ∈ C ∩ x = {a}, luego a = b, por

lo cual, C ′ ∩ x = {a}. También, por los lemas 1.1.11 y 1.1.12, C ′ ∈ BF , ya que

C ′ ⊆
⋃
F ∈ BF .

Por otra parte, C ′ ⊆
⋃
F y como en H(κ) es válido el axioma de unión y F ∈

H(κ),
⋃
F ∈ H(κ), entonces

⋃
F ∈ H(κ), es más |CT (

⋃
F )| 6 |CT (F )| < κ,

y como C ′ ⊆
⋃
F,CT (C ′) ⊆ CT (

⋃
F ), de esta forma |CT (C ′)| < κ. Por lo

tanto, C ′ ∈ H(κ). Entonces, por el lema 1.2.6, en H(κ) se satisface el axioma de

elección. �

A partir del teorema 2.2.4 junto con la proposición 2.2.2 se sigue que H(κ) es un modelo

transitivo de ZFC − P + ¬P , donde P denota al axioma de potencia. Por lo tanto, es
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posible obtener los siguientes resultados.

Corolario 2.2.5 (ZFC) Si ZFC−−P es consistente, entonces el axioma de potencia

es independiente de ZFC − P .

Demostración: Si se supone que el axioma de potencia se deduce de ZFC − P y

que ZFC − P es consistente, entonces ZFC − P + ¬P no seŕıa consistente, pero el

teorema 2.2.4 muestra la existencia de un modelo de ZFC − P + ¬P , de forma que

ZFC −P +¬P es consistente, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el axioma de

potencia es independiente de ZFC − P . �

Corolario 2.2.6 Si ZFC− es consistente, entonces no es posible demostrar en ZFC−

que ZFC− es equiconsistente con ZFC − P .

Demostración: Supóngase que ZFC− es consistente y que en ZFC− es posible de-

ducir la consistencia de ZFC− mediante la consistencia de ZFC − P .

Por el teorema 2.2.4, ZFC− demuestra la consistencia de ZFC − P y de esa manera,

por la suposición anterior, se obtiene que ZFC− deduce su propia consistencia. Lo cual

contradice el segundo teorema de incompletitud de Gödel. Por lo tanto, no es posible

demostrar en ZFC− que ZFC− es equiconsistente con ZFC − P . �

El corolario 2.2.5 muestra que no es posible deducir el axioma de potencia en la teoŕıa

ZFC − P , de esta manera se tiene la independencia del axioma de potencia de los

demás axiomas de ZFC−. Por otra parte, del corolario 2.2.6 se concluye que en la

teoŕıa ZFC − P no es posible construir un modelo de ZFC−.
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2.3. Los conjuntos pseudo-hereditarios de cardinalidad me-

nor a κ

Esta sección tiene base en el art́ıculo ((On the axiom of union)) (Oman, 2010), en

el cual se analiza la teoŕıa ZFC − U , donde U denota al axioma de unión. De una

manera parecida a la sección anterior, se define a la colección de los conjuntos pseudo-

hereditarios de cardinalidad menor a κ y se muestra que es un modelo estándar de

ZFC−U en el cual se satisface la negación de unión, concluyendo la independencia de

unión de ZFC − U .

2.3.1. Independencia del axioma de unión

Este apartado se desarrolla en la teoŕıa ZFC, donde se establece la noción de ser

conjunto pseudo-hereditario de cardinalidad menor a κ, para κ un cardinal, con el

propósito de demostrar que la colección de conjuntos pseudo-hereditarios menores que

κ es un modelo estándar de la teoŕıa ZFC − U + ¬U . Por ello, se tiene la siguiente

definición.

Definición 2.3.1 Sea κ un cardinal infinito

Un conjunto X es pseudo-hereditario de cardinalidad menor a κ si y sólo si:

|X| < κ (2.1)

∀y ∈ CT (X)(|y| < κ) (2.2)

Definición 2.3.2 Se denota como Hκ a la colección de todos los conjuntos que son

pseudo-hereditario de cardinalidad menor a κ.

Cabe mencionar que las colecciones H(κ) y Hκ se comportan distinto, lo cual es notorio

en el cardinal finito 2, ya que {{∅}} ∈ H2 pero {{∅}} /∈ H(2). Es decir, no siempre un

conjunto pseudo-hereditario de cardinalidad menor que κ es hereditario menor que κ.

Como resultado del lema 3.3.2 y gracias al axioma de comprensión es posible decir que
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Hκ es conjunto para cualquier cardinal inifinito κ, ya que si se tiene un cardinal infinito

κ, si κ es regular Hκ ⊆ R(κ) que es un conjunto. Es más, en el caso de que κ no es

un cardinal regular, existe algún cardinal regular, llámese λ, tal que κ < λ, por lo cual

Hκ ⊆ Hλ ⊆ R(λ).

Proposición 2.3.3 Sea κ un cardinal ĺımite singular fuerte. Entonces Hκ es una clase

transitiva.

Demostración: Sea x ∈ Hκ, entonces x cumple (2.1) y (2.2). Sea y ∈ x, entonces

y ∈ CT (x) y por (2.2) |y| < κ. Por lo cual, y cumple (2.1). Por otro lado, como y ∈ x,

por la observación 1.1.3, CT (y) ⊆ CT (x). Aśı, si z ∈ CT (y), entonces z ∈ CT (x) y

por (2.2) |z| < κ. Por lo cual, y cumple (2.2). Por lo tanto, y es un conjunto pseudo-

hereditario de cardinalidad menor a κ y aśı y ∈ Hκ. �

Teorema 2.3.4 Sea κ un cardinal ĺımite singular fuerte. Entonces se cumplen las si-

guientes afirmaciones:

1. En Hκ se satisface el axioma de existencia.

2. En Hκ se satisface el axioma de extensión.

3. En Hκ se satisface el esquema de comprensión.

4. En Hκ se satisface el axioma del par.

5. En Hκ se satisface la negación del axioma de unión.

6. En Hκ se satisface el axioma de potencia.

7. En Hκ se satisface el axioma de fundación.

8. En Hκ se satisface el axioma de infinito.

9. En Hκ se satisface el axioma de reemplazo.

10. En Hκ se satisface el axioma de elección.
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Demostración:

1. Primero, se tiene que |∅| = 0 < κ, pues κ > ω > 0, por lo cual ∅ cumple con (2.1).

Después, CT (∅) = ∅, entonces, si t ∈ CT (∅), se tiene que |t| < κ por vacuidad.

Aśı, ∅ cumple con (2.2). Por lo tanto, ∅ ∈ Hκ. Aśı, por el lema 1.2.3, en Hκ se

satisface el axioma de existencia.

2. Como, por la proposición 2.3.3, Hκ es transitivo, por el lema 1.2.3, en Hκ se

satisface el axioma de extensión.

3. Sean x ∈ Hκ y y ⊆ x- Por definición, |y| 6 |x| < κ, aśı y cumple (2.1). Además,

por la observación 1.1.4, CT (y) ⊆ CT (x), por lo cual, si z ∈ CT (y), entonces z ∈

CT (x) y aśı, por definición, |z| < κ. De ah́ı que, y cumple (2.2). De esta manera

y ∈ Hκ. Aśı, por el lema 1.2.3, en Hκ se satisface el esquema de comprensión.

4. Sean x, y ∈ Hκ y sea B = {x, y}. Entonces, |B| = 2 < ω < κ, ya que κ es ĺımite

fuerte, aśı B cumple (2.1).

Sea b ∈ CT (B), entonces:

a) b ∈ B o

b) b ∈ t para algún t ∈ CT (B).

Si b ∈ B, entonces b = x o b = y y como x, y ∈ Hκ, b ∈ Hκ. Entonces, por (2.1),

|b| < κ. Por otro lado, si b ∈ t para algún t ∈ CT (B), entonces, sin pérdida de

generalidad, supóngase t ∈ CT (x), por lo cual b ∈ CT (x), debido a la trasitividad

de CT (x). Como x ∈ Hκ, por (2.2), |b| < κ. De esta manera, B cumple (2.2) y

de ah́ı, B ∈ Hκ. Aśı, por el lema 1.2.3, en Hκ se satisface el axioma del par.

5. Como κ es un cardinal singular, hay un cardinal λ < κ tal que cf(κ) = λ.

Sean f : λ −→ κ una función cofinal y F = {S ∈ κ : S ∈ ran(f)}.

Obsérvese que |F| 6 λ y si S ∈ F, entonces S ⊆ κ, debido a que κ es transitivo.

Además, |S| < κ, ya que S ∈ κ y κ es cardinal. También, si x ∈
⋃

F, entonces

x ∈ S, para algún S ∈ F, entonces x ∈ S ∈ κ y como κ es transitivo, x ∈ κ.
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Por lo cual
⋃

F ⊆ κ. Por otro lado, si x ∈ κ, como f , es cofinal, x ∈ f(α), para

algún α ∈ λ. Además, f(α) ∈ F, por lo cual x ∈
⋃

F. De esta forma,
⋃

F = κ.

Entonces, hay una familia F de subconjuntos de κ con |F| < κ lo cual implica

que F cumple con (2.1). Adicionalmente, se tiene que |S| < κ para toda S ∈ F y⋃
F = κ.

Ahora, sea t ∈ CT (F), entonces:

a) t ∈ F o

b) t ∈ CT (y) para algún y ∈ F

Si t ∈ F, entonces t ∈ κ y como κ es cardinal, |t| < κ. Por otra parte, si t ∈ CT (y)

para algún y ∈ F, como y ∈ κ y κ es transitivo, t ∈ κ. Entonces |t| < κ, pues κ es

cardinal. Por lo cual, F cumple (2.2) y aśı F ∈ Hκ. Sin embargo, como
⋃

F = κ

y κ ≮ κ,
⋃

F /∈ Hκ. Por lo tanto, en Hκ se satisface la negación del axioma de

unión.

6. Por la proposición 2.3.3, Hκ es transitivo. Sean x ∈ Hκ y P(x), entonces, |x| <

κ, ya que x ∈ Hκ. Como κ es singular fuerte, 2|x| < κ. Por otro lado, como

P(x) ∩Hκ ⊆ P(x), |P(x) ∩Hκ| 6 |P(x)| = 2|x|. De esta manera |P(x)| < κ y con

eso P(x) ∩Hκ cumple con (2.1).

Ahora, sea t ∈ CT (P(x) ∩Hκ), luego sucede alguna de las siguientes opciones:

a) t ∈ P(x) ∩Hκ o

b) t ∈ CT (y) para algún y ∈ P(x) ∩Hκ

Si t ∈ P(x) ∩Hκ, entonces t ⊆ x y t ∈ Hκ, de esta manera |t| < κ. Por otro lado,

si t ∈ CT (y) para algún y ∈ P(x) ∩ Hκ, entonces, |t| < κ, ya que y ∈ Hκ. Aśı,

P(x) ∩Hκ cumple (2.2) y por ello P(x) ∩Hκ ∈ Hκ. Entonces, por el lema 1.2.3,

en Hκ se satisface el axioma de potencia.

7. Por definición Hκ ⊆ BF , ya que en ZFC se tiene el axioma de fundación, de esta

forma, por el teorema 1.1.9, para cada x ∈ Hκ, se tiene x ∈ BF . Entonces, por

el lema 1.2.3, en Hκ se satisface el axioma de fundación.
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8. Por la proposición 2.3.3, Hκ es transitivo. También, por resultados anteriores, los

axiomas de extensión, esquema de comprensión y par se satisfacen en Hκ. Como

κ es un cardinal singular fuerte, |ω| < κ, entonces ω cumple (2.1). Por otro lado,

como ω es transitivo, CT (ω) = ω. Además, para cualquier n ∈ ω se obtiene que

|n| < ω. De esta manera, si n ∈ CT (ω), |n| < ω < κ, aśı |n| < κ y ω cumple

(2.2). Por lo tanto, ω ∈ Hκ. Aśı, por el lema 1.2.6, en Hκ se satisface el axioma

de infinito.

9. Por la proposición 2.3.3, Hκ es transitivo. Sea f una función tal que dom(f) ∈ Hκ

y ran(f) ⊆ Hκ. Como f es función, |ran(f)| 6 |dom(f)|. También, que dom(f) ∈

Hκ implica |dom(f)| < κ, por eso |ran(f)| < κ, aśı ran(f) cumple con (2.1).

Sea t ∈ CT (ran(f)), entonces:

i) t ∈ ran(f) o

ii) t ∈ CT (y) para alguna y ∈ ran(f).

Para cada t ∈ ran(f), como ran(f) ⊆ Hκ, t ∈ Hκ, aśı |t| < κ. Por otra parte,

si t ∈ CT (y) para alguna y ∈ ran(f), entonces, por lo anterior y ∈ Hκ, de ah́ı

|t| < κ. De esto, se sigue que ran(f) cumple con (2.2). Por lo tanto, ran(f) ∈ Hκ.

Aśı, por el lema 1.2.3, en Hκ se satisface el axioma de reemplazo.

10. Por la proposición 2.3.3, Hκ es transitivo, además, por resultados anteriores los

axiomas de extensión, esquema de comprensión y par se satisfacen en Hκ. De esta

forma, sea F ∈ Hκ no vaćıo tal que sus elementos sean ajenos, entonces por el

axioma de elección en ZFC, existe un conjunto C un conjunto de lección para

F . Además, por el axioma de unión (en ZFC), existe
⋃
F . De esta forma, sea

C ′ = C ∩
⋃
F .

Ahora, para x ∈ F se tiene C ∩ x = {a} para algún a, de esta manera a ∈ x y

a ∈ C, con eso a ∈
⋃
F y a ∈ C, por lo cual a ∈ C ∩

⋃
F = C ′, luego a ∈ C ′∩x.

También, si b ∈ C ′ ∩ x, entonces b ∈ x y b ∈ C ′ ⊆ C, por lo cual b ∈ x y b ∈ C,

y como C ∩ x = {a}, b = a. Por lo tanto, C ′ ∩ x = {a}. Aśı, C ′ cumple que para
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cualquier x ∈ F , C ′ ∩ x = {a}, es decir, C ′ es un conjunto de elección para F .

Ahora, basta verificar que C ′ ∈ Hκ

Sean f = {(a, x) ∈ C ′ × F : a ∈ x}, a ∈ C ′ y x, y ∈ F , si (a, x), (a, y) ∈ f ,

entonces a ∈ x y a ∈ y, por lo cual se tiene que a ∈ x ∩ y, pero los elementos de

F son ajenos, de esta manera, x = y. Por lo tanto, f es función. Por otro lado,

sea x ∈ F y si (a, x), (b, x) ∈ f , entonces a ∈ x y b ∈ x, eso quiere decir que

a, b ∈ C ′∩x, como C ′∩x = {c} para algún c, entonces se tiene que a = c y b = c,

aśı a = b. Por lo tanto, f es inyectiva. Aśı, |C ′| 6 F . Además, como F ∈ Hκ,

|F | < κ, entonces |C ′| < κ, por lo cual C ′ cumple (2.1).

Sea t ∈ CT (C ′), entonces:

i) t ∈ C ′ o

ii) t ∈ CT (s) para algún s ∈ C ′

Si t ∈ C ′, como C ′ ⊆
⋂
F , t ∈ x para algún x ∈ F , aśı t ∈ CT (F ). Por otro

lado, si t ∈ CT (s) para algún s ∈ C ′, como s ∈ x para algún x ∈ F , se tiene que

t ∈ CT (x), entonces t ∈ CT (F ). Y como F ∈ Hκ, |t| < κ. Por lo cual, C ′ cumple

(2.2) y por lo tanto C ′ ∈ Hκ. Aśı, por el lema 1.2.6, en Hκ se satisface el axioma

de elección. �

El teorema 2.3.4 muestra que, en efecto, Hκ es un modelo transitivo de ZFC−U+¬U ,

por lo cual se obtienen los siguientes corolarios.

Corolario 2.3.5 Si ZFC − U es consistente, entonces el axioma de unión no es teo-

rema de ZFC − U .

Demostración: Supóngase que el axioma de unión es teorema de ZFC − U . Por

hipótesis, ZFC −U es consistente, entonces ZFC −U + ¬U no es consistente, pero el

teorema 2.3.4 muestra un modelo de ZFC−U+¬U , aśı ZFC−U+¬U es consistente,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el axioma de unión no es teorema de ZFC−U

�
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Corolario 2.3.6 Si ZFC es consistente, entonces no es posible demostrar en ZFC

que ZFC es equiconsistente con ZFC − U .

Demostración: Por hipótesis, ZFC es consistente y, por el teorema 2.3.4, ZFC de-

muestra la consistencia de ZFC − U , de esa manera, suponer que, dentro de ZFC, la

consistencia de ZFC−U implica la consistencia de ZFC, se obtiene que la consistencia

de ZFC es deducible en ZFC. Lo cual contradice el segundo teorema de incompletitud

de Gödel. Por lo tanto, no es posible demostrar en ZFC que ZFC es equiconsistente

con ZFC − U . �

El corolario 2.3.5 muestra que no es posible desarrollar dentro de ZFC el axioma de

unión, esto es, que el axioma de unión es independiente de los demás axiomas. Mientras

que el corolario 2.3.6 muestra que en ZFC no es posible demostrar que la consistencia

de ZFC implique la consistencia de ZFC − U .
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Caṕıtulo 3

Comparación de modelos

Esta sección es una comparación de los modelos construidos en caṕıtulos anteriores,

es decir, R(α), H(α) y Hα. Se muestra su tamaño y la relación que existe entre ellos

mediante la contención.

Para lo primero, se requieren propiedades de cardinales, las cuales se encuentran en

la primera sección; para lo segundo, se observa que para algunos cardinales κ se cumple

que los modelos son iguales, lo cual da pie a cuestionar si siempre se cumple la igualdad

o para qué tipo de cardinales se cumple, lo cual se encuentra en la segunda y última

sección.

Cabe resaltar que los resultados de este caṕıtulo están basados en la teoŕıa ZFC,

en caso contrario se hace la aclaración de la teoŕıa utilizada.

3.1. Resultados sobre cardinales

En esta sección se demuestran algunos resultados sobre cardinales, los cuales pue-

den ser encontrados en el (Kunen, 2013). Se utiliza la noción de que un cardinal κ es

infinito si y sólo si ω 6 κ.

Las primeras dos proposiciones muestran de qué manera un cardinal infinito acota

la unión de alguna familia de conjuntos. La primera es para cualquier cardinal infinito,
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la cual muestra que la unión de la familia tiene a lo más el cardinal infinito en cuestión.

La segunda es para cardinales infinitos regulares, es decir, aquellos que son iguales a su

cofinalidad, en la cual se muestra que el cardinal de la unión de la familia es menor al

cardinal infinito en cuestión.

Proposición 3.1.1 Sea κ un cardinal infinito. Si F es una familia de conjuntos con

|F| 6 κ y |X| 6 κ para toda X ∈ F, entonces |
⋃

F| 6 κ.

Demostración: Supóngase que F 6= ∅ (si fuera vaćıo el resultado seŕıa trivial) y tam-

bién que ∅ /∈ F (debido a que ∅ no aporta elementos a la unión.). Sea f : κ → F

suprayectiva y, para cada X ∈ F sea gX : κ → X suprayectiva. Para S = κ(
⋃

F), por

el axioma de elección, existe r tal que 〈S, r〉 es un buen orden. Ahora, para cada α ∈ κ

sea Bα = {g ∈ S : ran(g) = f(α)}, el cual existe por comprensión y no es vaćıo porque

para cada α ∈ κ se tiene que f(α) = X, para algún X ∈ F y existe gX : κ→ X supra-

yectiva, por lo cual ran(gX) = X, es decir, ran(gX) = f(α). Además, se tiene gX ∈ S,

entonces gX ∈ Bα. De esta manera, Bα tiene un r-mı́nimo, al cual, por conveniencia

se denota por gX,α. Por lo cual, es posible construir la función h : κ × κ −→
⋃

F tal

que h(α, β) = gX,α(β). También, h es suprayectiva, debido a que si x ∈
⋃

F, entonces

x ∈ X para algún X ∈ F y como f es suprayectiva, existe α ∈ κ tal que f(α) = X y

con ello ran(gX,α) = X, por lo cual existe β ∈ κ tal que gX,α(β) = x. De esta forma,

h(α, β) = gX,α(β) = x y por lo ello h es suprayectiva.

Además, como |κ×κ| = κ, existe una función biyectiva G : κ→ κ×κ, aśı h ◦G es una

función suprayectiva de κ sobre
⋃

F. Por lo tanto, |
⋃

F| 6 κ. �

Proposición 3.1.2 Si κ es un cardinal regular infinito y F es una familia de conjuntos

tal que |F| < κ y que |S| < κ para toda S ∈ F, entonces |
⋃

F| < κ.

Demostración: Por la proposición 3.1.1, |
⋃

F| 6 κ. Supóngase |
⋃

F| = κ, entonces

existe g :
⋃

F −→ κ suprayectiva, por lo cual para cada α < κ hay algún x ∈
⋃

F

tal que g(x) = α. También, sea f : F −→ κ tal que f(S) =
⋃
g[S], lo cual está bien

definido ya que para cada S ∈ F se tiene |g[S]| < |S| < κ, de esta forma g[S] $ κ y por
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ello
⋃
g[S] < κ.

Ahora, sea β < κ, entonces hay algún x ∈
⋃

F tal que g(x) = β. Como x ∈ S para

algún S ∈ F, g(x) ∈ g[S], de lo cual se tiene β = g(x) <
⋃
g[S] = f(S), es decir, para

todo α < κ hay un S ∈ F tal que α < f(S). Esto implica que f es una función cofinal,

por lo cual cf(F) = κ, pero esto contradice que κ es regular. Por lo tanto, |
⋃

F| < κ.

�

El funcional aleph (ℵ) tiene gran importancia en la teoŕıa de conjuntos, ya que se com-

porta como un epimorfismo entre la clase de los ordinales y la clase de los cardinales

infinitos, lo que da lugar a que todo cardinal infinito sea de la forma ℵα para algún

ordinal α. El cardinal ℵ0 representa la cantidad de elementos de un conjunto infinito

como el de los números naturales (ω), de hecho este cardinal es el infinito más pequeño.

Definición 3.1.3 ℵα = ωα se construye mediante recursión transfinita sobre α de la

siguiente manera.

I ℵ0 = ω0 = ω.

I ℵs(α) = ωs(α) = (ℵα)+.

I ℵα = ωα =
⋃
{ℵβ : β < α} siempre que α sea un ordinal ĺımite.

A diferencia de ℵ, el funcional beth (i) es utilizado para la construcción de cardinales

fuertes, ya que ℵ no garantiza que, para cualquier α, ℵα sea fuerte, sólo garantiza que

es infinito. Por ejemplo, ℵω es un cardinal ĺımite débil.

Definición 3.1.4 iα se construye mediante recursión transfinita sobre α de la siguien-

te manera.

I i0 = ℵ0 = ω.

I is(α) = 2iα.

I iα =
⋃
{iβ : β < α} siempre que α sea un ordinal ĺımite.

47



3. COMPARACIÓN DE MODELOS

Se sabe que la hipótesis del continuo (HC) es equivalente a que i1 = ℵ1, y que la

hipótesis del continuo generalizada (HCG) es equivalente a que iα = ℵα para cual-

quier α.

En cuanto a relación de tamaños y cofinalidad entre iα y ℵα se obtiene los siguientes

Proposición 3.1.5 Para cualquier ordinal α, α 6 ℵα 6 iα.

Demostración: Por inducción transfinita sobre α:

Primero se muestra que α 6 ℵα.

Si α = 0, entonces, por definición, ℵα = ℵ0 = ω y se sabe que 0 = ∅ ∈ ω. Por lo

cual, 0 6 ℵ0.

Si α = s(β) para algún β tal que β 6 ℵβ, entonces sea γ ∈ s(β), por la hipótesis,

γ 6 β 6 ℵβ, aśı γ 6 ℵβ < ℵs(β) y por ello, γ < ℵs(β). Por lo cual, s(β) ⊆ ℵs(β) y

por ser ordinales s(β) ∈ ℵs(β) o s(β) = ℵs(β). Por lo tanto, s(β) 6 ℵs(β).

Si α es un ordinal ĺımite y para cada β < α, β 6 ℵβ, entonces sea x ∈ α,

recordando que α = {β : β < α} y ℵα =
⋃
{ℵβ : β < α}, x ∈ β para algún β < α

y como, por hipótesis, β 6 ℵβ, x ∈ ℵβ aśı x ∈
⋃
{ℵβ : β < α} y por eso α ⊆ ℵα.

Por lo tanto, α 6 ℵα.

Ahora falta mostrar por qué ℵα 6 iα.

Si α = 0, entonces, por definición, ℵα = ℵ0 = ω = i0, entonces ℵ0 = i0. Por lo

cual, ℵ0 6 i0.

Si α = s(β) para algún β tal que ℵβ 6 iβ, entonces sea γ ∈ ℵs(β), aśı |γ| 6 ℵβ
y por la hipótesis, ℵβ 6 iβ, entonces |γ| 6 iβ y por ello, γ ⊆ iβ, entonces

γ ∈ P(iβ) y como |P(iβ)| = 2iβ y γ es ordinal, γ ∈ 2iβ = is(β). Por lo cual,

ℵs(β) ⊆ is(β) y por ser ordinales ℵs(β) 6 is(β).

Si α es un ordinal ĺımite y para cada β < α,ℵβ 6 iβ, entonces sea x ∈ ℵα,

recordando que ℵα =
⋃
{ℵβ : β < α} y iα =

⋃
{iβ : β < α}, x ∈ ℵβ para algún
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β < α y como, por hipótesis, ℵβ 6 iβ, x ∈ iβ aśı x ∈
⋃
{iβ : β < α} y por eso

ℵα ⊆ iα. Por lo tanto, ℵα 6 iα. �

Corolario 3.1.6 Si α es tal que α = iα, entonces α = ℵα.

Demostración: El resultado es inmediato de la proposición 3.1.5, debido a que si

α = iα, entonces α 6 ℵα 6 iα. Por lo tanto, α = ℵα. �

Proposición 3.1.7 Si α es un ordinal ĺımite, entonces cf(α) = cf(ℵα) = cf(iα).

Demostración: Primero se muestra que cf(α) = cf(ℵα).

Sea f : α −→ ℵα tal que, para cada β ∈ α, f(β) = ℵβ, como ℵ es un funcional

estrictamente creciente (es decir, si γ < δ, entonces ℵγ < ℵδ) y f = ℵ�α , f es una

función estrictamente creciente. Además, f [α] = {ℵβ : β ∈ α} y por definición ℵα =⋃
{ℵβ : β ∈ α} =

⋃
f [α], aśı f [α] es no acotada en ℵα, por lo cual f es una función

cofinal estrictamente creciente- Aśı, cf(α) = cf(ℵα).

Ahora falta mostrar que cf(α) = cf(iα).

La prueba es análoga a lo anterior, debido a que si g : α −→ iα tal que para cada

β ∈ α, g(β) = iβ, como i es un funcional estrictamente creciente y g = i�α , g es

una función estrictamente creciente. Además, g[α] = {iβ : β ∈ α} y por definición

iα =
⋃
{iβ : β ∈ α} =

⋃
g[α], aśı g[α] es no acotada en iα, por lo cual g es una

función cofinal estrictamente creciente. Aśı, cf(α) = cf(iα). �

Como resultado de la proposición anterior, si κ es un cardinal regular y κ = ℵκ, enton-

ces ℵκ es regular. De la misma manera, si κ es un cardinal regular y κ = iκ, entonces

iκ es regular.

A continuación se muestran algunas hipótesis necesarias para que el cardinal κ tenga

la propiedad de que κ = ℵκ o κ = iκ, para lo cual se utiliza la noción de cardinal débil

y cardinal fuerte.

Por otro lado, en el presente trabajo es necesaria la noción de cardinales que sean

suficientemente grandes, por lo cual se define lo siguiente:
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Definición 3.1.8 Sea κ un cardinal infinito. Se dice que κ es débil si y sólo si κ > λ+

para cualquier λ < κ, donde λ+ es el menor de los cardinales más grandes que λ. Y κ

es fuerte si y sólo si κ > 2λ para cualquier λ < κ.

Adicionalmente, se tiene que κ es un cardinal inaccesible débil (fuerte) si y sólo si

κ < ω, κ es débil (fuerte) y κ es regular.

Es importante aclarar que la noción de cardinales inaccesibles no implica su existencia

en ZFC, es más, en el corolario 3.3.10 se establece es la existencia de un modelo de

ZFC a partir de la teoŕıa ZFC+ ((existe un cardinal inaccesible fuerte)). Por lo tanto,

suponer que a partir de ZFC se deduce la existencia de cardinales inaccesibles implica

que en ZFC es posible construir un modelo de śı mismo, lo cual contradice el segundo

teorema de Gödel.

Para cardinales débiles y fuertes se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.1.9 Si κ es débil, entonces κ = ℵκ. Si κ es fuerte, entonces κ = iκ

Demostración: Sea κ un cardinal inaccesible débil. Por inducción sobre α, se demues-

tra que si α < κ, entonces ℵα < κ.

Sea α < κ.

Si α = 0, entonces ℵα = ℵ0 = ω < κ, de esta forma ℵα < κ.

Si α = s(β) con β < κ tal que ℵβ < κ, entonces ℵα = ℵs(β) = ℵ+β y debido a que,

por hipótesis, κ es débil y ℵβ < κ, se obtiene ℵ+β < κ, por lo cual ℵα < κ.

Si α es ĺımite y para todo β < α, ℵβ < κ, entonces ℵα =
⋃
{ℵβ : β < α} y

F = {ℵβ : β < α} es tal que |F| < κ y por hipótesis, para cualquier S ∈ F, |S| < κ,

entonces, por la proposición 3.1.2, |
⋃

F| < κ. Aśı, ℵα = |ℵα| = |
⋃
{ℵβ : β <

α}| = |
⋃

F| < κ, por lo cual ℵα < κ.

Además, si F = {ℵα : α < κ}, entonces |F| 6 κ y, por lo anterior, para cada S ∈ F, |S| <

κ, también κ es un cardinal infinito, entonces, por la proposición 3.1.1, |
⋃

F| 6 κ. Y
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al ser κ un cardinal infinito, κ es ĺımite, entonces ℵκ =
⋃
{ℵα : α < κ}. Aśı, se tiene

que ℵκ 6 κ.

Por otro lado, la proposición 3.1.5 afirma que κ 6 ℵκ. Por lo tanto, κ = ℵκ.

Ahora, sea κ un cardinal fuerte. Por inducción sobre α, se demuestra que si α < κ,

entonces iα < κ.

Sea α < κ.

Si α = 0, entonces iα = i0 = ω < κ, de esta forma iα < κ.

Si α = s(β) con β < κ tal que iβ < κ, entonces iα = is(β) = 2iβ y como, por

hipótesis, κ es fuerte y iβ < κ, 2iβ < κ, por lo cual iα < κ.

Si α es ĺımite y para todo β < α, iβ < κ, entonces iα =
⋃
{iβ : β < α} y

F = {iβ : β < α} es tal que |F| < κ y por hipótesis, para cualquier S ∈ F, |S| < κ,

entonces, por la proposición 3.1.2, |
⋃

F| < κ. Aśı, iα = |iα| = |
⋃
{iβ : β <

α}| = |
⋃

F| < κ, por lo cual iα < κ.

Además, si F = {iα : α < κ}, entonces |F| 6 κ y, por lo anterior, para cada

S ∈ F, |S| < κ. También κ es un cardinal infinito, entonces, por la proposición 3.1.1,

|
⋃

F| 6 κ. Asimismo, κ es ĺımite, entonces iκ =
⋃
{iα : α < κ}. Aśı, se tiene que

iκ 6 κ.

Por otro lado, la proposición 3.1.5 afirma que κ 6 iκ. Por lo tanto, κ = iκ. �

3.2. Tamaño de R(κ)

En esta sección se lleva a cabo un estudio más profundo de los modelos construidos

en caṕıtulos pasados, se muestra el tamaño de R(α) y su relación con los cardinales de

tipo iβ.

Un buen comienzo es probar que R(ω) es numerable, para lo cual es suficiente el

siguiente resultado.

Proposición 3.2.1 Para cualquier n ∈ ω,R(n) es finito.
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Demostración: Por inducción sobre n ∈ ω:

Si n = 0, entonces R(n) = R(0) = ∅ y ∅ = 0 < ω. Aśı |R(n)| < ω.

Si n = s(m) para algún m < ω tal que |R(m)| = p < ω, entonces R(n) =

R(s(m)) = P(R(m)). Como |R(m)| = p, |P(R(m))| = 2p. También, como p <

ω, 2p < ω. Aśı |R(n)| < ω. �

La proposición anterior acota el tamaño de cualquier R(n) para n ∈ ω, lo cual, además

de el hecho de que ω es un cardinal regular, se emplea para probar que el tamaño de

R(ω) es ω.

Lema 3.2.2 |R(ω)| = ω.

Demostración: Por la proposición 2.1.6, ω ⊆ R(ω), debido a eso ω 6 R(ω).

Por otro lado, como ω es un ordinal ĺımite, R(ω) =
⋃
{R(n) : n < ω}- Además,

R(0) = ∅, de esta manera R(0) no aporta elementos a la unión, por lo cual
⋃
{R(n) :

n < ω} =
⋃
{R(n) : n < ω/{∅}}. Sea F = {R(n) : n < ω/{∅}} y obsérvese que |F| = ω,

de ah́ı que |F| 6 ω. También, se sabe que si X ∈ F, entonces X = R(n) para alguna

n ∈ ω/{∅}, luego X < R(ω) y, por la proposición 3.2.1, |X| < ω, entonces |X| 6 ω.

De esta manera, se tiene un cardinal infinito, ω tal que F es una familia de conjuntos

con |F| 6 κ y |X| 6 κ para toda X ∈ F, entonces, por la proposición 3.1.1 |
⋃

F| 6 κ.

Además, R(ω) =
⋃
{R(n) : n < ω} =

⋃
{R(n) : n < ω/{∅}} =

⋃
F, de esta forma

|R(ω)| 6 ω.

Entonces, por el teorema de Cantor-Bernstein-Schröder, |R(ω)| = ω. �

El lema anterior es un gran resultado, no obstante ω es el más pequeño de los cardinales

infinitos, por lo cual es interesante observar el comportamiento del tamaño de R(κ) para

cualquier κ infinito. Para esto se emplea la siguiente proposición.

Proposición 3.2.3 ω + α = α para todo ordinal α > ω2.

Demostración: Por inducción sobre α > ω2.
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Para el caso base, se tiene α = ω2 y ω+ω2 =
⋃
{n+(ωṁ) : n,m ∈ ω} =

⋃
{ωṅ :

n ∈ ω \ {∅}} = ω2.

Ahora, supóngase α = s(β) para β > ω2 con ω+ β = β. Aśı, ω+ α = ω+ s(β) =

s(ω + β) = s(β) = α.

Por último, sea α ĺımite, tal que para cualquier β < α con β > ω2 se tiene

ω + β = β. Entonces, ω + α =
⋃
{ω + β : β < α}. Además, si γ < α es tal que

γ < ω2, entonces γ < δ para algún ω2 6 δ < α, por lo cual ω + γ < ω + δ = δ.

Aśı, ω + α =
⋃
{β : β < α} = α. Por lo tanto, ω + α = α para α > ω2.

De esta forma se obtiene el siguiente

Lema 3.2.4 |R(ω + α)| = iα para todo ordinal α y |R(α)| = iα para todo α > ω2.

Demostración: Primero por inducción sobre α se muestra que |R(ω + α)| = iα.

Si α = 0, entonces R(ω + α) = R(ω) y, por el lema 3.2.2, |R(ω)| = ω y, por

definición del funcional i,i0 = ω. Aśı, |R(ω)| = i0. Por lo tanto, |R(ω+α)| = iα.

Si α = s(β) para algún ordinal β tal que |R(ω + β)| = iβ, entonces R(ω + α) =

R(ω + s(β)) = R(s(ω + β)) = P(R(ω + β)). Aśı, |R(ω + α)| = |P(R(ω + β))| =

2|R(ω+β)| y por la hipótesis de inducción 2|R(ω+β)| = 2iβ = is(β) = iα. Por lo

tanto, |R(ω + α)| = iα.

Si α es un ordinal ĺımite y para cada β < α, |R(ω + β)| = iβ, entonces para

F = {R(ω + β) : β < α} se tiene, debido a la proposición 3.1.5, |F | = |α| 6 iα.

También, para cada X ∈ F se tiene X = R(ω + β) para algún β < α y por

hipótesis |X| = iβ < iα. De este modo, por la proposición 3.1.1, |
⋃
F | 6 iα.

Como
⋃
F = R(ω + α), |R(ω + α)| 6 iα.

Por otro lado, para G = {iβ : β < α} se tiene |G| = |α|. Además, como α <

ω + α, ρ(α) < ω + α, de ah́ı α ∈ R(ω + α), por lo cual α ⊆ R(ω + α). Aśı,

|G| 6 |R(ω+α)|. También, para cada X ∈ G se tiene X = iβ para alguna β < α,

entonces, por hipótesis, |X| = |R(ω + β)| 6 |R(ω + α)|. De este modo, por la
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proposición 3.1.1, |
⋃
G| 6 |R(ω + α)|. Como

⋃
G = iα, iα 6 |R(ω + α)|. Por

lo tanto, |R(ω + α)| = iα.

Ahora, por la proposición 3.2.3, para cualquier α > ω2 se tiene R(ω + α) = R(α). Por

lo tanto, |R(α)| = iα para α > ω2. �

3.3. Relación entre los modelos

Esta sección contiene una comparativa de los modelos Hκ, H(κ) y R(κ) respecto a

la relación que tienen entre śı y las caracteŕısticas que debe cumplir el cardinal κ para

que se cumpla la igualdad entre los tres modelos.

Los resultados que relacionan a H(κ) y R(κ) se encuentran en el Kunen (2013),

mientras que los resultados correspondientes a Hκ con relación a los otros dos modelos

no se encontraron en la literatura consultada.

La idea de que existe una relación entre los tres modelos nace de su comportamiento

cuando κ es igual a 0, 1 o 2.

Cuadro 3.1: Comparación de los modelos Hκ, H(κ) y R(κ)

Modelos
κ Hκ H(κ) R(κ)

0 ∅ ∅ ∅
1 {∅} {∅} {∅}
2 {∅, {∅}} {∅, {∅}, {{∅}}, ...} {∅, {∅}}

Como se muestra en el cuadro 3.1 los modelos Hκ, H(κ) y R(κ) son iguales cuando

κ es igual a alguno de los cardinales 0 o 1. No obstante, a partir de κ = 2 el modelo

H(κ) se comporta de una manera distinta a los otros dos modelos, los cuales siguen

siendo iguales, es decir, H2 = R(2).
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Es necesario aclarar que para κ finito y 4 6 κ, los tres modelos son distintos, dado

que el conjunto {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} ∈ R(4), lo cual no sucede en H4 ni en H(4).

Ahora, se lleva a cabo un análisis para cardinales infinitos.

Como primer resultado para cardinales infinitos, algunos elementos de Hκ pertene-

cen a R(κ) cuando κ es un cardinal infinito regular.

Proposición 3.3.1 Sea κ un cardinal infinito y regular. Si x ∈ Hκ es tal que x ⊆ R(κ),

entonces x ∈ R(κ).

Demostración: Sea x ∈ Hκ tal que x ⊆ R(κ). Entonces x ∈ R(s(κ)), es decir, ρ(x) <

s(κ), esto implica que ρ(x) 6 κ. Si ρ(x) < κ, entonces, por definición x ∈ R(κ). De

manera que basta con probar que no es posible que ρ(x) = κ para obtener el resultado

deseado.

Sea {s(ρ(y)) : y ∈ x}1.Se obtiene que |{s(ρ(y)) : y ∈ x}| 6 |x||κ, ya que x ∈ Hκ.

Asimismo, como x ⊆ R(κ), ρ(y) < κ para cualquier y ∈ x, por lo cual s(ρ(y)) < κ

para cualquier y ∈ x debido a que κ es un cardinal infinito. Es más, al ser s(ρ(y)) un

ordinal y κ un cardinal tales que s(ρ(y)) < κ, resulta que |s(ρ(y))| < κ. Entonces, por

la proposición 3.1.2, ρ(x) < κ. Por lo tanto, x ∈ R(κ). �

Con ayuda del resultado anterior se obtiene el siguiente lema, el cual exhibe una relación

de contención entre los modelos Hκ y R(κ).

Lema 3.3.2 Sea κ un cardinal infinito y regular. Entonces Hκ ⊆ R(κ).

Demostración: Sean x ∈ Hκ y A = {y ∈ CT (x) : ρ(y) > κ}, es decir, A es el conjunto

de los elementos de CT (x) tales que no pertenecen a R(κ). Por lo cual, Hκ * R(κ) si

y sólo si A 6= ∅, aśı que para esta demostración se hace la suposición de que A 6= ∅.

Por otro lado, por el teorema 2.3.4, x ∈ BF y como A ⊆ CT (x) con A 6= ∅, A tiene

algún elemento ∈-minimal. Sea a0 un elemento ∈-minimal de A. Si z ∈ a0, entonces

z ∈ CT (x) y ρ(z) < κ, ya que si fuera de otra forma, z ∈ A lo cual contradice la

1{s(ρ(y)) : y ∈ x} es un conjunto debido al axioma de reemplazo y
⋃

{s(ρ(y)) : y ∈ x} = ρ(x).
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3. COMPARACIÓN DE MODELOS

minimalidad de a0, de esta manera z ∈ R(κ), por lo cual a0 ⊆ R(κ). Además, como

a0 ∈ CT (x) y x ∈ Hκ, |a0| < κ y a0 ∈ Hκ, ya que CT (x) ⊆ Hκ por la proposición 2.3.3.

Aśı, por la proposición 3.3.1, a0 ∈ R(κ), lo cual contradice que a0 ∈ A, luego A = ∅.

Por lo tanto, Hκ ⊆ R(κ). �

Por otro lado, ℵ0 es un cardinal regular, por lo cual se cumple la relación descrita por

el lema anterior, pero no sólo eso, se cumple la igualdad de los tres modelos como se

muestra en la siguiente proposición.

Proposición 3.3.3 Hω = R(ω) = H(ω).

Demostración:

R(ω) = H(ω)

Sea x ∈ R(ω). Como R(ω) =
⋃
{R(n) : n < ω}, x ∈ R(n) para algún n ∈ ω. Entonces,

por la transitividad de R(n), x ⊆ R(n) y por la definición de CT (x), CT (x) ⊆ R(n).

Además, por la proposición 3.2.1, |CT (x)| < ω. Por lo cual, x ∈ H(ω). Ahora, sea

x ∈ H(ω), entonces |CT (x)| < ω y como x ⊆ CT (x), |x| < ω. Por otro lado, x ∈ BF ,

entonces ρ(x) = α para algún ordinal α y por la proposición 1.1.10, α = {ρ(y) : y ∈

CT (x)}. Aśı, |α| = |CT (x)| < ω y como ω es un cardinal, α < ω. Por lo tanto, x ∈ R(ω).

Hω = R(ω)

Por el lema 3.3.2, se tiene que Hω ⊆ R(ω). Ahora, sea x ∈ R(ω). Por la proposición

3.2.1, |x| < ω, por lo cual x cumple con 2.1. Además, CT (x) ⊆ R(ω), debido a que

R(ω) es un conjunto transitivo. Por lo cual, para cada y ∈ CT (x), y ∈ R(ω), aśı, por

la proposición 3.2.1, |y| < ω, de esta manera x cumple con 2.2. Por lo tanto, x ∈ Hω. �

Este resultado abre la posibilidad de comparar los modelos R(α), H(α) y Hα y verificar

qué debe de cumplir α para que se cumpla alguna de las igualdades. El lema 3.3.2,

establece que α tiene que ser un cardinal regular para que Hα ⊆ R(α), mientras que la

siguiente proposición pide que κ sea un cardinal infinito para que H(κ) ⊆ R(κ).

Proposición 3.3.4 Para cualquier cardinal infinito κ, H(κ) ⊆ R(κ) y H(κ) es un

conjunto de tamaño 2<κ.
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Demostración: Sea x ∈ H(κ). Entonces x ∈ BF y |CT (x)| < κ. Sea α = ρ(x), por

la proposición 1.1.10, α = {ρ(y) : y ∈ CT (x)}. Aśı, |α| = |CT (x)| < κ y como κ es un

cardinal infinito, α < κ, de esta forma x ∈ R(κ). Por lo tanto, H(κ) ⊆ R(κ).

Ahora, para el tamaño de H(κ) se tiene lo siguiente.

Sea λ < κ. Como λ es transitivo, CT (λ) = λ y como κ es un cardinal, |CT (λ)| < κ.

Aśı, λ ∈ H(κ). Además, si X ⊆ λ, entonces X ⊆ CT (λ) y aśı |X| < κ. Por lo cual,

P(λ) ⊆ H(κ). Entonces, para cada λ < κ se tiene 2λ 6 |H(κ)|. De esta manera, por la

proposición 3.1.1, 2<κ =
⋃
{2λ : λ < κ} 6 |H(κ)|.

Por otro lado, para cada x ∈ H(κ), al ser κ infinito y |CT (x)| < κ, |CT (x) ∪ {x}| < κ.

Sea λx < κ fijo con λx = |CT (x)∪{x}|. Por el axioma de elección, es posible obtener una

función biyectiva fx de CT (x)∪ {x} a λx, para aśı definir una relación F (x) ⊆ λx× λx

tal que 〈CT (x) ∪ {x},∈〉 ∼=fx 〈λx, F (X)〉. De esta manera, sea F : H(κ) −→
⋃
{P(λ×

λ) : λ < κ} con F (x) denotando a la relación establecida anteriormente para cada

x ∈ H(κ). Se tiene que F es función, debido a que para cada x ∈ H(κ), el cardinal

λx es único, aśı como la función fx, ya que fue elegida por una función de elección,

ya con esto, F (x) tiene que ser único. Ahora, supóngase que x, y ∈ H(κ) son tales

que F (x) = F (y). De esta manera, dom(F (x)) = dom(F (y)) y como x y y son los

únicos ∈-maximales de CT (x)∪{x} y CT (y)∪{y} respectivamente, se tiene que tanto

x como y son los únicos elementos de CT (x) ∪ {x} y CT (y) ∪ {y} respectivamente

tales que x /∈ dom(F (x)) y y /∈ dom(F (y)). Aśı, |CT (x)| = |fx�CT (x)
| = |dom(F (x))| =

|dom(F (y))| = |fy�CT (y)
| = |CT (y)|, por lo cual |CT (x)| = |CT (y)|, lo cual implica que

λx = λy. Por ello, 〈CT (x) ∪ {x},∈〉 ∼= 〈CT (y) ∪ {y},∈〉 y por el lema 1.1.19 se obtiene

que x = y. Por lo tanto, F es inyectiva, lo cual implica que |H(κ)| 6 2<κ. Entonces,

H(κ) es un conjunto de tamaño 2<κ. �

Ahora, falta verificar que H(α) ⊆ Hα para que se forme una relación entre los tres

modelos respecto con su contención: H(α) ⊆ Hα ⊆ R(α).

Proposición 3.3.5 Para cualquier cardinal κ. Se tiene que H(κ) ⊆ Hκ

Demostración: Sea X ∈ H(κ), entonces |CT (X)| < κ. Como X ⊆ CT (X), |X| 6
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|CT (X)| por lo cual |X| < κ, aśı X cumple con 2.1. Además, debido a que CT (X)

es transitivo, si t ∈ CT (X), entonces t ⊆ CT (X) y por ello |t| < κ. De esta manera,

cualquier t ∈ CT (X) cumple con 2.2. Por lo tanto, X ∈ Hκ. �

De esta manera, por el lema 3.3.2 y la proposición 3.3.5, si κ es un cardinal infinito

regular, entonces H(κ) ⊆ Hκ ⊆ R(κ).

La proposición 3.3.3 muestra que H(ω) = Hω. El siguiente teorema muestra una

condición suficiente que debe cumplir κ para que H(κ) = Hκ.

Teorema 3.3.6 Para cualquier κ regular e infinito, H(κ) = Hκ.

Demostración: Es consecuencia de la proposición 3.3.5 que H(κ) ⊆ Hκ. Ahora, sea

A ∈ Hκ, entonces |A| < κ y para cada t ∈ CT (A), se sigue |t| < κ. Además, A ∈ BF ,

por el teorema 2.3.4

Por inducción sobre n < ω se obtiene que |An| < κ, donde An pertenece a una sucesión

de Ai ⊆ CT (A) con i < ω como la del teorema 1.1.1.

Por definición |A| < κ, de esta manera, si A0 = A, entonces |A0| < κ.

Supóngase que |Am| < κ y sea t ∈ Am. Como Am ⊆ CT (A), t ∈ CT (A), por lo

cual |t| < κ. De esta manera, por la proposición 3.1.2, se infiere |
⋃
Am| < κ.

Como As(m) =
⋃
Am, se deduce |As(m)| < κ

Con ello, se concluye |An| < κ para cualquier n < ω. Ahora, por la la proposición 3.1.2,

se obtiene |
⋃
{An : n < ω}| < κ. Como CT (A) =

⋃
{An : n < ω}, |CT (A)| < κ. Aśı,

A ∈ H(κ). Por lo tanto, H(κ) = Hκ. �

De esta forma, se concluye que es suficiente que κ sea un cardinal infinito regular,

para que H(κ) = Hκ.

Ahora, de las proposiciones 3.3.4 y 3.3.5 se infiere que H(κ) ⊆ Hκ ∩ R(κ) siempre

y cuando κ sea un cardinal infinito; en particular H(ω) = Hω ∩ R(ω), debido a la

proposición 3.3.3. La siguiente proposición establece una caracteŕıstica suficiente al

cardinal κ para que H(κ) = Hκ ∩R(κ).
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Corolario 3.3.7 Para cualquier cardinal regular e infinito, κ. Se tiene que H(κ) =

Hκ ∩R(κ).

Demostración: Del lema 3.3.2 se sigue Hκ ⊆ R(κ), entonces Hκ = Hκ ∩ R(κ).

Además, del teorema 3.3.6, H(κ) = Hκ. Por lo tanto, se concluye H(κ) = Hκ ∩R(κ).�

Hasta el momento se han mostrado condiciones suficientes para que Hκ = H(κ) por lo

cual falta ver cuando H(κ) = R(κ). El siguiente resultado es una caracterización de κ

para que se cumpla esa igualdad.

Teorema 3.3.8 Para cardinales κ > ω.H(κ) = R(κ) si y sólo si κ = iκ.

Demostración: Por la proposición 3.1.5, se tiene κ 6 iκ y por hipótesis, H(κ) =

R(κ). Como ω < κ y κ es cardinal, κ es un ordinal ĺımite y ω2 < κ. Además, cada

vez que ω2 6 α < κ, por el lema 3.2.4, R(α) es un conjunto transitivo de tamaño iα

y por definición, R(α) ∈ R(κ) = H(κ), por lo cual iα < κ. Por otro lado, si β < ω2,

entonces R(β) ⊆ R(α) para algún ω2 6 α < κ, por lo cual |R(β)| 6 iα < κ. Aśı, por

la proposición 3.1.1, iκ 6 κ. Por lo tanto, κ = iκ.

Rećıprocamente, por la proposición 3.3.4, se tiene H(κ) ⊆ R(κ) y por hipótesis κ = iκ.

Si x ∈ R(κ), entonces x ∈ R(α) para algún α con ω2 6 α < κ y como R(α) es transitivo

por 2.1.5, x ⊆ R(α). Aśı, CT (x) ⊆ R(α), entonces |CT (x)| 6 |R(α)| = iα < iκ = κ

(donde la primera igualdad es por el lema 3.2.4 y la última por hipótesis), por lo cual

x ∈ H(κ) y de esta manera R(κ) ⊆ H(κ). Concluyéndose H(κ) = R(κ). �

Para que se cumpla H(κ) = Hκ = R(κ) se requiere que un resultado que relacione Hκ

con H(κ) y R(κ); una condición para que esto pase es la regularidad de κ, como se

muestra en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.9 Para cardinales κ > ω tales que κ sea regular, H(κ) = Hκ = R(κ) si

y sólo si κ = iκ.

Demostración: La condición de suficiencia es análoga al teorema 3.3.8. Por otro lado,

si κ = iκ, gracias al teorema 3.3.8 se obtiene H(κ) = R(κ). Además, se infiere H(κ) =

Hκ, debido al teorema 3.3.6. Por lo tanto, H(κ) = Hκ = R(κ). �
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De esta manera, se concluye H(κ) = Hκ = R(κ) si y sólo si κ = iκ, con κ < ω regular.

Se pide que κ > ω ya que la proposición 3.3.3 muestra que H(ω) = Hω = R(ω), pero

ω 6= iω.

En los dos siguientes resultados se emplea la existencia de cardinales inaccesibles

fuertes, lo cual es algo independiente de ZFC. Por lo cual, se añade ese enunciado a

nuestra teoŕıa y con ello se obtiene la teoŕıa ZFC+ ((Existen cardinales inaccesibles

fuertes)).

Corolario 3.3.10 Sea κ un cardinal inaccesible fuerte. Entonces R(κ) = Hκ = H(κ)

y R(κ) es un modelo estándar de ZFC.

Demostración: Como κ es inaccesible fuerte, por la proposición 3.1.9, κ = iκ. En-

tonces, por el corolario 3.3.9, H(κ) = Hκ = R(κ).

Además, por la proposición 2.1.5, R(κ) es un conjunto transitivo. También, R(κ) es

modelo transitivo de ZFC sin axioma de reemplazo, pero tal axioma se satisface en

H(κ) y R(κ) = H(κ). Por lo tanto, R(κ) es modelo de ZFC. �

Este resultado puede facilitar la construcción de modelos de ZFC en teoŕıas, en las

cuales se complique la construcción del modelo R(κ). Debido a que se puede optar por

construir otro dos modelo; ya sea Hκ o H(κ).
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Apéndice A

Axiomas de Zermelo-Fraenkel

Es de suponer que el lector tiene la noción de lo que la axiomática de Zermelo -

Fraenkel más el axioma de elección (ZFC) es. Aún aśı, a continuación se encuentra

una lista de dichos axiomas.

Además, se nombran algunas subteoŕıas de ZFC, como ZF − P , la cual es ZFC

sin el axioma de elección y sin el axioma de potencia. En la mayoŕıa de las áreas de

matemáticas estas subteoŕıas no son de gran interés, uno no se pregunta usualmente

qué pruebas usan el axioma de potencia.

Sin embargo, al estudiar los modelos de la teoŕıa de conjuntos y algunas demostra-

ciones de independencia es importante tener noción de qué axiomas se utilizan durante

el desarrollo elemental de la teoŕıa de conjuntos.

No hay un orden natural para enumerar los axiomas de ZFC, aqúı aparecen en el

orden establecido en el apéndice del libro (Apéndice A. Hernández Hernández, 2011).

Se puede decir que los axiomas de extensión, esquema de comprensión, par y unión son

los más básicos debido a que a partir de ellos es posible desarrollar varios hechos acer-

ca de emparejamientos, uniones finitas, relaciones, funciones y los números naturales

0, 1, 2, 3, 4, . . ..
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No obstante, estos axiomas no son suficientes para demostrar que el producto carte-

siano A×B siempre existe. También, el axioma de infinito se puede considerar básico,

debido a que sin éste no es posible obtener al conjunto ω de todos los números naturales.

Axioma 1. (de Existencia) Hay un conjunto que no tiene elementos.

∃B(¬∃x(x ∈ B))

Axioma 2. (de Extensión) Si todo elemento de X es un elemento de Y y todo elemento
de Y es un elemento de X, entonces X = Y .

∀z(z ∈ X ↔ z ∈ Y )→ X = Y )

Axioma 3. (Esquema de Comprensión) Sea ϕ una fórmula. Para cualquier conjunto
A hay un conjunto B tal que x ∈ B si y solo si x ∈ A y x satisface la fórmula ϕ.

∀A∃B(x ∈ B ↔ (x ∈ A ∧ ϕ(x)))

Axioma 4. (del Par) Para cualesquiera conjuntos X y Y existe un conjunto Z tal que
para cualquier W ∈ Z se tiene que W = X o W = Y .

∀X∀Y ∃Z(W ∈ Z → (W = X ∨W = Y ))

Axioma 5. (de Unión) Para cualquier conjunto A, existe un conjunto U tal que para
cualquier x: x ∈ X para algún X ∈ A si y sólo si x ∈ U .

∀A∃U∀x((x ∈ X ∧X ∈ A)←→ x ∈ U))

Axioma 6. (del Conjunto Potencia) Para cualquier conjunto X, existe un conjunto S
tal que para cualquier A: si A ⊆ X, entonces A ∈ S

∀X∃S(A ⊆ X → A ∈ S)

Axioma 7. (de Fundación) En cada conjunto no vaćıo A existe u ∈ A tal que u y A
son ajenos.

∀A(∃y(y ∈ A)→ ∃u(u ∈ A ∧ ¬∃z(z ∈ A ∧ z ∈ u)))
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Axioma 8. (de Infinito) Existe un conjunto inductivo.

∃B(∅ ∈ B ∧ ∀y ∈ B(s(y) ∈ B))

Axioma 9. (Axioma de reemplazo) Sea ϕ una fórmula de ZFC tal que para todo
conjunto A y x ∈ A existe un único y para el cual ϕ(x, y) se satisface. Para todo
conjunto A, existe un conjunto B tal que ϕ(x, y) se satisface para algún x ∈ A si
y solo si y ∈ B.

∀A[∀x ∈ A∃!yϕ(x, y)→ ∃B[∃x ∈ A(ϕ(x, y))↔ y ∈ B]]

Axioma 10. (de Elección) Si F es una familia de conjuntos no vaćıos y ajenos, enton-
ces, existe C tal que para cada x ∈ F se satisface que C ∩ x es un conjunto con
un único elemento.

∀F (∅ /∈ F ∧ ∀x ∈ F∀y ∈ F (x 6= y → x ∩ y 6= ∅)→ ∃C∀x ∈ F (SING(C ∩ x)))

I ZFC = Axiomas 1- 10.

I ZF = Axiomas 1-9.

I ZC y Z son ZFC y ZF , res-
pectivamente, sin el axioma de
reemplazo.

I X− denota a X sin el axioma de funda-
ción.

I X−P denota a X sin el axioma de poten-
cia.

I X−U denota a X sin el axioma de unión.

A.1. Teoŕıa básica de conjuntos

La enunciación de la mayoŕıa de los axiomas es simple, sin embargo, para enunciar

a los axiomas 6, 8 y 10 se utilizan conceptos como: subconjunto (⊆), conjunto vaćıo (∅

o 0), función sucesor (s(y)), intersección (∩) y x es un conjunto de un único elemento

(SING(x)), los cuales tienen base en los axiomas 1, 2, 3, 4 y 5 . Para lograr justificar

esta afirmación se necesitan los siguientes resultados.

Definición A.1.1 La teoŕıa básica de conjuntos (TBC) denota a la teoŕıa que

comprende a los axiomas de extensión, esquema de comprensión, par y unión.

La noción de subconjunto (⊆) es familiar para casi cualquiera que haya estado en con-
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tacto con la teoŕıa de conjuntos (incluso la teoŕıa intuitiva de conjuntos), pero esta no

se encuentra en el lenguaje de ZFC, pues en éste sólo se utiliza la relación de perte-

nencia (∈). Por lo cual, es necesario definir que x es subconjunto de y (x ⊆ y) si y

sólo si para cualquier conjunto z, si z ∈ x, entonces z ∈ y.

Al igual que la contención, el conjunto vaćıo (∅) es una parte importante de la teoŕıa

de conjuntos. Por lo que se define y es vaćıo (vac(y)) si y sólo si y es un conjunto que

no tiene elementos. Por el axioma de existencia existe al menos un conjunto y tal que

vac(y) se cumpla, aún aśı no se asegura su unicidad. Es por ello la importancia de

demostrar (en TBC) que solamente es posible la existencia de un conjunto con tales

caracteŕısticas.

Proposición A.1.2 (TBC) Existe un único conjunto y tal que vac(y).

Demostración: Sin utilizar el axioma de existencia, sea v un conjunto cualquiera. Es

posible obtener, por el axioma de comprensión, al conjunto y = {x ∈ v : x 6= x}. Si

x ∈ y, entonces x ∈ v y x 6= x, pero z ∈ x si y sólo si z ∈ x, entonces, por extensión

x = x, lo cual contradice que x ∈ y. De esta forma, vac(y) existe, i.e. Se satisface el

axioma de existencia. Por otro lado, gracias al axioma de existencia es posible suponer

que y es un conjunto tal que vac(y). Ahora, sólo falta demostrar que es único. Si existe

y′ tal que vac(y′), entonces, como x ∈ y es falso, se cumple que x ∈ y′. Análogamente,

si x ∈ y′, entonces, x ∈ y. Por lo que, x ∈ y si y sólo si x ∈ y′, entonces, por el axioma

de extensión, y = y′. Por lo tanto y es único. �

Definición A.1.3 Se define a ∅ como el único conjunto y tal que vac(y).

Por otra parte, la noción de un conjunto de un único elemento es necesaria para la

enunciación del axioma de elección presentada en este texto. Por eso, se dice que un

conjunto x tiene la propiedad SING(x) si y sólo si únicamente un elemento y pertenece

a x.
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Proposición A.1.4 (TBC) Existen conjuntos x tales que tengan la propiedad SING(x).

Demostración: Sea y un conjunto, por el axioma del par, existe un conjunto Z tal

que y ∈ Z y y ∈ Z, entonces existe x = {z ∈ Z : z = y} por el esquema de comprensión.

Por otro lado, x 6= ∅ debido a que y ∈ x, además z ∈ x si y sólo si z = y. Por lo tanto

x existe y es tal que SING(x). �⋃
F es un conjunto muy utilizado en la teoŕıa de conjuntos y en otras áreas matemáticas

como la topoloǵıa y el análisis matemático, pero hasta ahora no se puede asegurar su

existencia (en TBC). Aśı que para cada conjunto F se define a
⋃

F como
⋃

F = {x :

∃X ∈ F(x ∈ X)}. Ya definido se tiene que demostrar que en efecto es un conjunto (en

TBC).

Proposición A.1.5 (TBC) Si F es un conjunto, entonces
⋃

F existe.

Demostración: Sea U de la forma que se presenta en el axioma de unión. Entonces

U es un conjunto y por el axioma de comprensión B = {x ∈ U : ∃X ∈ F(x ∈ X)}

existe. De esta manera, si x ∈ B, entonces x ∈ U y además x ∈ X para algún X ∈ F

y aśı x ∈
⋃

F; inversamente, si x ∈
⋃
F, entonces x ∈ X para algún X ∈ F, y por la

forma de U, x ∈ U , aśı x ∈ B. Por lo que x ∈ B si y sólo si x ∈ X para algún X ∈ F,

aśı B =
⋃

F y por lo tanto
⋃

F existe. �

Cabe resaltar que usualmente se utiliza x∪y para denotar
⋃
{x, y}, pero para que esto

tenga sentido se necesita que {x, y} sea un conjunto, lo cual no es garant́ıa sólo con el

axioma del par, debido a que se necesita el axioma de comprensión para justificar su

existencia.

Proposición A.1.6 (TBC) {x, y} existe.

Demostración: Sean x, y conjuntos. Por el axioma del par, existe Z con x, y ∈ Z, de

esta manera, por el axioma de comprensión, existe P = {z ∈ Z : z = x ∨ z = y}. y por

el axioma de extensión P = {x, y}. �
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En un curso usual de teoŕıa de conjuntos se presenta el uso del sucesor de un conjunto

x, el cual se define como la colección de elementos tal que z ∈ s(x) si y sólo si z ∈ x o

z = x.

Proposición A.1.7 (TBC) Para cualquier conjunto x, s(x) es conjunto y es único.

Demostración: Sea x un conjunto. Por la proposición A.1.4, existe SING(z) con

x ∈ SING(z), aśı, por la proposición A.1.6, {x, SING(z)} existe. Ahora, por el axioma

de unión
⋃
{x, SING(z)} = x ∪ SING(z) existe. Además, y ∈ x ∪ SING(z) si y sólo

si y ∈ x o y ∈ SING(z), por lo que y ∈ x ∪ SING(z) si y sólo si y ∈ x o y = x.

Asimismo, por el axioma de extensión, x ∪ SING(z) = s(x). Por otro lado, el axioma

de extensión garantiza la unicidad de s(x). �

También, en la teoŕıa de conjuntos se presenta la intersección (u∩v) de conjuntos, esta

se define como la colección de elementos tal que z ∈ u ∩ w si y sólo si z ∈ v y z ∈ w.

Ahora sólo falta demostrar que es válido hablar de intersección de dos conjuntos en

TBC.

Proposición A.1.8 (TBC) Para cualesquiera u y v conjuntos, u ∩ v existe.

Demostración: Sean u y w conjuntos. Por el esquema de comprensión, existe B =

{z ∈ u : z ∈ w}. De esta manera, z ∈ B si y sólo si z ∈ u y z ∈ w. Por lo tanto

B = u ∩ w. �

66



Bibliograf́ıa

Enderton, H. B. (1977). Elements of set theory. Academic Press, ACADEMIC PRESS,
INC. 111 Fifth Avenue, New York, New York 10003, 1 edition. 26
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