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Introduccion

Una categoria C consiste de objetos y morfismos entre estos objetos. Los
morfismos reflejan las relaciones entre los objetos. En muchas situaciones, es
significativo reemplazar € por otra categoria €’ en la que cierta coleccion de
morfismos se ven obligados a ser isomorfismos. Este proceso se llama localiza-
cion.

El concepto de localizacién en categoria es una generalizacion del concepto
de localizaciéon de un anillo conmutativo con respecto a un ideal primo. Por
ejemplo, en la categoria de R-mo6dulos (para algin anillo conmutativo fijo R)
la multiplicacién por un elemento fijo 7 de R no siempre es un isomorfismo ( a
menos que r sea una unidad):

frM— M
mer-m.

La categoria que estd mas estrechamente relacionada con los R-médulos, pe-
ro donde este morfismo es un isomorfismo resulta ser la categoria de S—!R-
moédulos. Donde ST R es la localizacién de R con respecto al subconjunto mul-
tiplicativo S que consiste de las potencias de r, es decir,

S = {1,r,r2,r3,-~-}.

Sea ¥ la clase de morfismos en Mod(R) definida como sigue: f : M — N
pertenece a ¥ < M = N y f(m) = r'm para algtin 7* € S.

La localizacién en moédulos cumple las siguientes dos condiciones:
(I) Se tiene un funtor

T : Mod(R) — Mod(S™'R)
M S™IM

el cual envia un moédulo M a su localizacion S~'M con respecto a S,
donde S™'M = M @ S~ R. Ademés T(f) es isomorfismo Vf € 3.

xi



xii INTRODUCCION

(IT) Dada una categoria € y un funtor F': Mod(R) — C tal que F(f) es un
isomorfismo V f € X. Existe un tnico funtor G : Mod(S™'R) — € tal
que F=GoT.

Como otro ejemplo, consideremos una categoria abeliana C y la categoria homo-
topica acotada K°(C), dentro de esta categoria tomamos como ¥, a la clase de
quasi-isomorfismos (es decir, aquellos que inducen isomorfismo a homologia). Se
prueba que existe una categoria que se denota por D°(€) y se llama la categoria
derivada acotada de C que cumple lo siguiente

i) Existe un funtor
Q: K@) — D)

tal que Q(f) es un isomorfismo en D®(@) si f es un quasi-isomorfismo.

ii) Si F: K°(C) — D es otro funtor tal que F(f) es un isomorfismo en
DV f € %, entonces existe un tnico funtor F : D*(C) — D tal que
F=FoqQ.

Las construcciones anteriores se pueden generalizar a cualquier categoria. Dada
una categoria €y alguna clase W de morfismos en C, la localizacion Cy, es otra
categoria que se obtiene invirtiendo formalmente todos los morfismos en W. Més
aun, Gy se caracteriza por una propiedad universal:

= Existe un funtor T': € — Cyy tal que T envia todas las flechas de W a
isomorfismos en C.

= Si FF: € — D es otro funtor tal que envia cualquier flecha de W a un
isomorfismo en D, entonces existe un unico funtor G : Cyy — D tal que
F=GoT.

Por lo tanto, la localizaciéon de una categoria es tnica salvo isomorfismo.
A grandes rasgos, una construcciéon de la localizacién se hace de la siguiente
manera: los objetos de Cy son los mismos que los de €. Pero los morfismos
se construyen afiadiendo una inversa formal para cada morfismo en W. Bajo
hipétesis adecuadas sobre W (dichas hipotesis son estudiadas en esta tesis), los
morfismos entre dos objetos X, Y de Cy se dan por clases de techos

X Y

NS

Z

)

(donde previamente se ha definido una relacién de equivalencia en los techos).



xiii

El objetivo de esta tesis es presentar las bases necesarias para entender y
demostrar la existencia de la categoria de fracciones C relativa a una cierta clase
de morfismos ¥ (en esta tesis presentamos las condiciones necesarias para que
dicha categoria exista). También estudiamos algunas propiedades que la catego-
ria de fracciones Cy relativa a X hereda de la categoria C. Por ejemplo, se dan
condiciones sobre ¥, para que Cy sea abeliana siempre que € lo sea.

Se ha tomado como base el libro [6] de ”Abelian categories with applica-
tions to rings and modules” de N. Popescu, completando las partes faltantes en
las demostraciones del libro mediante la introduccién de lemas o proposiciones
necesarias; asi como también, se han redactado de mejor manera algunas de-
finiciones. De manera similar, se han usado algunas fuentes (ver [7], [5] v [8])
para describir algunas de las nociones bésicas de categorias tales como kernel,
cokernel, pullback, productos, etc.

En el capitulo 1, introducimos la nociéon de categoria y algunos ejemplos. Se
presentan nociones bésicas de categorias tales como funtor y algunas propieda-
des que estos tienen, a saber, un funtor exacto, exacto a izquierda. Se definen
otros conceptos basicos como pullback, producto, subobjetos. También se intro-
ducen la definicion de categoria aditiva y categoria abeliana. Este capitulo ha
sido desarrollado tomado elementos del libro [5] y de la tesis de licenciatura [8].

El capitulo 2 es la parte central de esta tesis. Se presenta lo que es un sistema
calculable 3 y ejemplos de estos sistemas. Se define la nociéon de categoria conexa
y casi-directa en las cuales se observard que existe el limite directo de funtores.
Posteriormente, se da la construccion de la categoria de fracciones de C relativa
a Y. Finalmente, en lo que resta del capitulo se estudian caracteristicas que
hereda la categoria de fracciones de la categoria inicial.
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Capitulo 1

Nociones basicas de
categorias abelianas.

Se comienza por desarrollar las nociones bésicas de teoria de categorias, se
revisa la nocién de categoria y se establecen algunos ejemplos, se presenta la
nocién de objeto, subobjeto, funtor covariante, kernel y cokernel, producto y
coproducto de objetos, se introducen también los conceptos de pullback y pus-
hout, estas nociones han sido tomadas de [8] y [5].

El resto del capitulo esta destinado a explicar propiedades que ciertas cate-
gorias cumplen y por lo cual tienen un nombre especial, a saber, una categoria
aditiva. En la parte final del capitulo se establece la definicién de categoria
abeliana y se enuncian algunos ejemplos.

1.1. Teoria basica de categorias

Definicion 1.1.1 Una categoria A consta de una clase de objetos, que se denota
por Obj(A), una clase morfismos que se denota por Mor (A) y una operacion
binaria en Mor(A) tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Mor(A) = U p)eonja)xobja)lA, Bla donde [A, B]a es un conjunto
para todo (A, B) € Obj(A) x Obj(A).

(b) [A,Bla=[C,D]4 siysdlosi A=C yB=D.

(¢) Para cada terna (A,B,C) € Obj(A) x Obj(A) x Obj(A), la operacion
binaria o en Mor(A), induce por restriccion, una funcion:

F:[B,Cla % [A Bla — [A,Cl4

1



2 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS DE CATEGORIAS ABELIANAS.

y cuya regla de correspondencia denotada por F(8,a) = foa« satisface las
siguientes propiedades:

(c1) Asociatividad: es decir, (yof)oa =~yo(Boa), siempre que dicha
composicion esté definida,

(c2) Ezistencia de identidades: Para cada A € Obj(A) existe 14 €
[A, Ala tal que para todo o € [B,Ala y VB € [A,Ca se tiene que
laca=aypfoly=p.

Para simplificar notacién escribiremos 5 o « como Ba. Mas aun, dado un
morfismo a € [A, B]4 lo representamos como a : A — B o A—%*=B,
diremos que A es el dominio de o y B es el codominio de «.

Observacion 1.1.2 A veces denotaremos al conjunto [A, B] 4 por Hom 4(A, B).

Definicién 1.1.3 Una categoria A es pequenia si la clase de objetos obj(A) es
un conjunto.

Definicién 1.1.4 Diremos que una categoria A’ es una subcategoria de A si
satisface lo siguiente:

(a) Obj(A’) C Obj(A),
(b) Homu/ (A, B) C Homg (4, B) para todo (A, B) € Obj(A’") x Obj(A'),
(¢) la composicion de morfismos en A’ es la misma que en A,

(d) sil'y € Homu/ (A, A) es un morfismo identidad en A’, entonces 1'; =14,
donde 14 € Homg (A, A) es un morfismo identidad en A.

Definicién 1.1.5 Decimos que una subcategoria A’ de una categoria A es una
subcategoria plena si Homy (A, B) = Hom 4 (A, B) para cualesquiera objetos
A, BeA.

Ejemplos.
En los ejemplos del (1) al (4), la composicion de morfismos es la composici
on usual de funciones.

(1) La categoria Sets cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos
y donde Homges(A, B) es el conjunto de todas las funciones de A en B.

(2) La categoria Top cuyos objetos son todos los espacios topologicos, y los
morfismos del espacio A al espacio B son todas las funciones continuas de
A en B.
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La categoria Setsg cuyos objetos son parejas ordenadas (A, a), donde A
es un conjunto y @ € A. Un morfismo de (A,a) a (B,b) es una funcién
f:A— Btal que f(a) =b.

La categoria Topg cuyos objetos son los espacios topolégicos con punto
base, esto es, parejas ordenadas (A, a) donde A es un espacio topolégico
y a € A. Un morfismo f de (A4,a) en (B,b) es una funciéon continua f :
A — B tal que f(a) =b.

Sea (G, -) un semigrupo. Podemos pensar a G como una categoria con un
solo objeto, Cg, haciendo Obj(Cq) := {*}, Mor(Cq) := G = Homg (%, *)
y la composicion de morfismos en Cq es el producto en G. Reciprocamente,
si A es una categoria con un solo objeto, digamos Obj(A) = {x}, entonces
Hom 4 (%, %) es un semigrupo.

Sea C una clase y < un preorden en C, esto es, < es una relacién reflexiva
y transitiva en C. La clase preordenada (C, <) se puede pensar como una
categoria de la siguiente forma.

Obj(€) := C y el conjunto Home(z,y) tiene a lo mas un elemento que
denotaremos por f¥, esto es,

0siz Ly,

La composicion o : Home(b, ¢) x Home(a, b)) — Home(a, ¢) esta dada por

fifa=1s.

La categoria Ab cuyos objetos son todos los grupos abelianos, y los mor-
fismos del grupo A en el grupo B son todos los homomorfismos de grupos
abelianos de A en B.

1.1.1. Funtores

Definicién 1.1.6 Sean A y B categorias. Un funtor covariante T : A —
B es una asignacion de un objeto T(A) € B, para cada objeto A € A, y un
morfismo T(a) € Homg (T'(A),T(A")), para cada morfismo o € Homy (A4, A'),
tal que:

a) preserva la composicion, esto es, si «o ' estd definida en A entonces

T(ad') =T(a)T(a).

b) preserva las identidades, esto es para cada A € A se tiene que T(14) =

lT(A) .
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Observacién 1.1.7 Dado un funtor T : A — B, diremos que A (resp. B)
es el dominio (resp. codominio) de T. En general, un funtor preserva ciertas
propiedades de los morfismo de su dominio.

Definicién 1.1.8 Un funtor contravariante T : A — B es una asig-
nacion de un objeto T(A) € B, para cada objeto A € A, y un morfismo
T(«a) € Homg(T(A"),T(A)), para cada morfismo o« € Hompy (A, A"), tal que
se satisfacen las sigquientes condiciones.

(a) Invierte la composicion, esto es, si o/ o« estd definida en A, entonces

T(d'a) =T(a)T(a).

(b) Preserva las identidades, esto es, para cada A € A se tiene que T'(14) =
Lra

Ejemplos de funtores.

(1) El funtor covariante 14 : A — A, tal que 14(A) = A para toda A
€ Ay la(a) = a para todos los morfismos o € A, es llamado el funtor
identidad sobre A.

(2) Sea A’ una subcategoria de A, el funtor I : A’ — A tal que I(A) = A
para toda A € A’ y I(a) = « para todos los morfismos a € A’ es llamado
el funtor inclusién de A’ en A.

(3) El funtor olvido F : Ab — Sets, de la categoria de grupos abelianos a
la categoria de conjuntos, es el funtor que olvida la estructura de grupo
abeliano sobre los objetos de Ab. Es decir, si G es un grupo abeliano,
entonces F(G) = G como conjunto; y si « es un morfismo de grupos
abelianos, entonces F(a) = « es la funcion subyacente a «.

1.1.2. Morfismos y subobjetos

Definicion 1.1.9 Un morfismo 0 : A — B es un monomorfismo que se
escinde si exviste 0/ : B — A tal que 0’0 = 14. Decimos que 0 es un epimor-
fismo que se escinde si existe un morfismo 0” : B — A tal que 00” = 15. Si
0 es un epimorfismo que se escinde y un monomorfismo que se escinde decimos
que 0 es un tsomorfismo y que A es isomorfo a B, en simbolos A = B.

Observacion 1.1.10 Notemos que, en el caso de un isomorfismo se tiene que
9/ — 9/13 — 9/(99//) — (9/9)0// — 1A0// — 9//

Por lo tanto, se dice que ' = 0" es el inverso de 0 y se denota por 6~ 1.
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Definicién 1.1.11 Un morfismo o € Home(A, B) es un monomorfismo si
af = ag implica que f = g para todo par de morfismos f y g con codominio en
A. Un morfismo a es un epimorfismo si fa = ga implica que f = g para todo
par de morfismo f y g con dominio B.

Los siguientes resultados son bésicos y son faciles de demostar, por lo que
omitimos su demostracion.

Lema 1.1.12 Para una categoria arbitraria C, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Sia y B son monomorfismos y Ba estd definida, entonces Sa es un mo-
nomorfismo.

(b) Sia yp son epimorfismos y fa estd definida, entonces Sa es un epimorfis-
mo. (I

Lema 1.1.13 Para una categoria arbitaria C y f,g € Mor(C), las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Si fg es un monomorfismo, entonces g es monomorfismo.

(b) Si fg es epimorfismo, entonces f es un epimorfismo. O

Lema 1.1.14 Para una categoria C. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Siaw: A — B es un monomorfismo que se escinde, entonces a es un
monomorfismo.

(b) SiB:C — D esun epimorfismo, que se escinde entonces 3 es un epimor-
fismo. O

Definicion 1.1.15 Una categoria C es balanceada si todo morfismo que es un
epimorfismo y es un monomorfismo es un isomorfismo.

Definicién 1.1.16 Si o : A’ — A es un monomorfismo, decimos que A’ es
un subobjeto de A y que o es una inclusion de A’ en A.

A veces escribiremos A’ C A para indicar que A’ es un subobjeto de A, y diremos
que A’ estad contenido en A o que A contiene a A’.

Si el monomorfismo « : A’ — A no es un isomorfismo diremos que A’ es un
subobjeto propio de A. La composicién de un monomorfismo a : A" — A
con un morfismo f : A — B es denotado por f|a y se dice que f|4/ es una
restricciéon de fen A'.

Definicion 1.1.17 Dada una categoria A, definimos la categoria dual A* de
A como sigue:
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(a) Obj(A”) := Obj(A) y,
(b) Homy« (B, A) := Homy(A,B) V A,B € A.

La composicion fg en A* estd definida como la composicion gf en A.

Notaciéon 1.1.18 Sea A una categoria y A* la categoria dual. Para evitar con-
fusion escribimos A* = A para A € Obj(A) y diremos que f* : B* — A* es
un morfismo en A* si y sdlo si f : A — B es un morfismo en A. Usando esta
convencion, la composicion de morfismos en A* es:

ffg" =gf V f€Homy(A,B) y Vg € Homu(B,C).

1.1.3. Pullback y pushouts

Definicion 1.1.19 Dados dos morfismos a; : Ay — A yag : Ay — A en
una categoria C, diremos que el diagrama conmutativo

P 4,

Al?A

es un pullback de a1 y aa, si satisface lo siguiente: para todo par de morfismos
By : Pl — Ay y By PP — Ay tales que anf] = aofh, existe un tnico
morfismo v : P' — P tal que el siguiente diagrama conmuta

Lema 1.1.20 Sea
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un pullback de oy y as. Si el siguiente diagrama

P 4,

Ik

Al?A

es también un pullback de oy y an, entonces existe un tinico isomorfismo 7' :
P — P’ tal que B1 = B y B2 = B3y

Demostraciéon. Dado que el segundo cuadrado conmutativo es un pullback,
existe un inico morfismo v’ : P — P’ tal que el siguiente diagrama conmuta

A1 ?A

De manera analoga, existe un tnico morfismo v : P/ — P tal que el siguiente
diagrama conmuta

Al ?Aa

Entonces tenemos que 517y = 817 = 81 = p1lp, y similarmente Sy’ = B21p.
Luego, por la unicidad de las facrizaciones a través del pullback, se tiene que
vy = 1p. De manera analoga, se tiene que 7'y = 1ps, por lo que v es un
isomorfismo.

O

Proposicion 1.1.21 Consideremos el siguiente diagrama pullback

P 4,

Al TA
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Siay : Ay — A es un monomorfismo entonces By : P — Ao también es un
monomorfismo.
Demostracion. Sean f,g: B — P tales que 2 f = $29. Entonces

a1819 = azf2g9 = asfaf = ai1fig

Por la propiedad universal del pullback, existe una tnica ¢ : B — P tal que
el siguiente diagrama conmuta

Al?A

Como a7 es un monomorfismo, tenemos que 51 f = (19, es decir, el siguiente
diagrama conmuta

Dado que el cuadrado es un pullback, existe un tnico morfismo tal que el dia-
grama anterior conmuta, dado que f y g tienen dicha propiedad, por la unicidad
de dicho morfismo se tiene que f = g. Por lo tanto 2 es un monomorfismo. [

Lema 1.1.22 Considere el siguiente diagrama

A*f>B$C

e b

A/H[B/HICI
g

donde ambos cuadrados son pullback y o es un monomorfismo. Entonces

A——=C
|
A C’



1.1. TEORIA BASICA DE CATEGORIAS 9

es un pullback.

Demostracion. Una demostracion de este hecho se encuentra en [8, pag. 13].
O
La nocién dual de pullback es el pushout.

Definicion 1.1.23 Dados dos morfismos o : A — Ay yas : A — Ay en
una categoria C, diremos que el diagrama conmutativo

Ai>141

Ay ——P
B2
es un pushout de oy y «o si para todo par de morfismo B; : Ay — P’y
B4 : Ay — P’ tales que By = Bhas, existe un inico morfismo v : P — P’
tal que el siguiente diagrama conmuta

1.1.4. Objetos cero

Definicion 1.1.24 Un objeto 0 en una categoria C, es llamado objeto nulo si
existe un inico morfismo o : A — 0 para todo A € C. Dualmente 0 es un
objeto conulo si existe un tinico morfismo §: 0 — A para todo A € C.

Lema 1.1.25 Sila categoria A tiene un objeto nulo (resp. conulo) éste es inico
salvo isomorfismos.

Demostraciéon. Supongamos que 0 y 0’ son objetos nulos de A, entonces
los conjuntos Homy (0,0") y Hom4(0’,0) tienen cada uno un sélo morfismo,
digamos 6 y 0 espectivamente. Luego 6’0 = 1y puesto que Hom 4 (0, 0) tiene un
solo elemento, y andlogamente 66’ = 1o, 0O

Definicioén 1.1.26 Diremos que O es un objeto cero para C si es nulo y conulo.
En este caso, diremos que un morfismo o : A — B es un morfismo cero si
se factoriza a través de un objeto cero.
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Observacion 1.1.27 Si 0 es un objeto cero, entonces 0 es inico salvo isomor-
fismos.

Lema 1.1.28 Sea C una categoria con objeto cero. Entonces cada conjunto
Home (A, B) tiene un tnico morfismo cero que se denotard por O4p o simple-
mente por 0.

Demostracion. Sea 0 un objeto cero en €. Como 0 es nulo y conulo existen
morfismos a: A — 0y #:0 — B en Clo cual implica que 045 := fa es un
morfismo cero.

Veamos que es unico. En efecto, sea 0" otro objeto ceroen Cy 0’y 5 = 8¢, donde
o A— 0 yp :0 — B son morfismos en C. Por ser 0’ un objeto cero,
existe un nico morfismo h : 0/ — 0 tal que el siguiente diagrama conmuta

Por lo tanto, 0y = f'a/ = Bha/ = fa = 04p5. O

1.1.5. Kerneles

Definicion 1.1.29 Sea C una categoria con objeto cero y a« : A — B un
morfismo en C. Diremos que un morfismo p: K — A es un kernel de a si

(a) ap =0,y

(b) para todo morfismo ' : K' — A tal que ap’ = 0, existe un inico mor-
fismo v : K' — K tal que el siguiente diagrama conmuta

K - A

N A

Observaciéon 1.1.30 (a) Se puede verificar de una manera sencilla, que el
kernel u: K — A de un morfismo a: A — B estd dado por el siguiente
diagrama de pullback
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En particular, p es un monomorfismo y cualesquiera dos kerneles son
subobjetos isomorfos de A. El objeto K serd denotado por Ker(a).

(b) Dada una categoria C con objeto cero y un morfismo o : A — B, deno-
taremos por o : Ker(a) — A a una eleccion de un kernel de f.

Definicion 1.1.31 Decimos que una categoria A tiene kerneles, si
(a) C tiene objeto cero.
(b) Todo morfismo de A tiene un kernel.

Definicion 1.1.32 Sean C una categoria con objeto cero y o : A — B un
morfismo en C. Diremos que un morfismo p: B — C' es un cokernel de « si

(a) pa =0,y

(b) para todo morfismo p’ : B — C" tal que p'a = 0 existe un inico morfismo
~v:C — C' tal que el siguiente diagrama conmuta

84>C”

N A

En el caso de que todo morfismo en una categoria € tenga cokernel, diremos que
C tiene cokerneles.

1.1.6. Producto y coproducto

Definicion 1.1.33 Sea {A;}icr una familia de objetos en una categoria arbi-
traria C. Un producto para {A;}ic; es una familia de morfismos {p; : A —
Aitier con la siguiente propiedad. Para cualquier otra familia {a; : A\ —
A;}ier de morfismos, existe un tinico morfismo o : A’ — A que hace conmutar

al siguiente diagrama
A & > A
N
A

Observacion 1.1.34 (o) Si la famila {a; : A' — A;}icr es también un
producto de {A;}icr, entonces el morfismo o : A — A del diagrama
anterior es un isomorfismo. Esto es, el producto, si existe, es inico salvo
isomorfismo. En caso de que exista, denotaremos por {p; : [[,c; Ai —
Aitier a uno de estos productos; y cada morfismo p; : Hiel A, — A
serd llamado la i-€sima proyeccion del producto sobre A;.

para todo i € 1.
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(b) Un objeto 0 € C, es un objeto nulo en C si y sdlo si sirve como producto
para la familia vacia.

Definicién 1.1.35 Un coproducto de la familia {A;}ic; de objetos en una
categoria arbitraria C es un producto de dicha familia en la categoria dual. Esto
es, un coproducto es una familia de morfismos {u; : A; — A}ier llamados
inclusiones, con la siguiente propiedad. Para cualquier otra familia {o; : A; —
A'}icr existe un inico morfismo o : A — A’ que hace conmutar al siguiente

diagrama
A ks > A’
A;

Observacion 1.1.36 Como en el caso del producto, si el coproducto existe éste
es unico salvo isomorfismos. En el caso que exista, denotaremos por {u; : A; —
[lic; Aiticr a uno de estos coproductos; y cada morfismo p; : Ay — ], A
serd llamado la 1-éstma inclusion de A; en el coproducto.

para todo i € I.

1.2. Categorias preaditivas y aditivas.

Definicion 1.2.1 Diremos que una categoria C es preaditiva si las siguientes
condiciones se satisfacen:

(a) Para cada pareja de objetos (X,Y) en C, el conjunto Home(X,Y) tiene
estructura de grupo abeliano y la composicion

0(X,Y,Z) : Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z)

es bilineal. Es decir, para todo par de morfismos f, ' € Home(X,Y) y
9,9 € Home(Y, Z) tenemos que

0X, Y, Z)(f+ [,9) =0(X,Y,Z)(f.9) + 0(X. Y, Z) (", 9),
0(XY,Z)(f,9+9) =0(XY, Z)(f,9) + (X, Y, Z)(f.9)
donde X,Y,Z son objetos arbitrarios en la categoria C.
(b) C tiene objeto cero.

Observacion 1.2.2  (a) Si definimos 0(X,Y, Z)(f,q9) := go f, entonces las
dltimas igualdades toman la siguiente forma

g(f +f)=9f +gf
9+ =9f+9df



1.2. CATEGORIAS PREADITIVAS Y ADITIVAS. 13

(b) Para cada pareja (X,Y) de objetos, denotamos por exy (o simplemente 0,
si no existe confusion) al elemento neutro del grupo abeliano Home(X,Y).

Entonces, para cualesquiera tres objetos (X,Y, Z) en C, tenemos que ey zexy =

exz- En efecto, para cada morfismo f € Home(X,Y), tenemos
eyzf =eyvz(exy + f) =evzexy +evzf.
Por lo tanto, exz = eyzexy.

(¢) Dado que C tiene objeto cero, tenemos que para cada objeto X en C, el gru-
po abeliano Home (0, X) (respectivamente el grupo abeliano Home(X,0))
contiene solo al elemento egx = 0px (respectivamente exo = 0xg). Pero,
por 1.1.27 sabemos que

Oxy = 0gy o0x0 = egy o exo = exy.

Es decir, para cada par de objetos X,Y € C se tiene que el neutro aditivo
de Home(X,Y) y el morfismo cero de Home(X,Y) coinciden.

Ejemplo 1.2.3

(1) La categoria Ab de grupos abelianos es una categoria preaditiva. Ademds
st X,Y son dos grupos abelianos, entonces el conjunto Hom 45(X,Y") tiene
estructura candnica de grupo abeliano: para f,g € Hom 4,(X,Y") tenemos
f+g: X — Y un morfismo de grupos abelianos definido por (f+g)(x) :=
f(z)+ g(z). Es inmediato que la composicion de morfismo es bilineal.

(2) Sea A un anillo conmutatico con 1. Entonces A se puede pensar como
una categoria preaditiva que denotamos por Ca (ver ejemplo 1.3.5). En
efecto, como Obj(C4) = {x} y Home , (x,x) = A, concluimos que C4 es
preaditiva.

(3) Si C es preaditva entonces C*es preaditva.

Teorema 1.2.4 Sea {X;}1<,<n un conjunto finito de objetos en una categoria
preaditiva C. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El conjunto de objetos dado tiene coproducto.

(b) El conjunto dado de objetos tiene producto.

(c) Existe un objeto X en C y morfismos u; : X; — X, p; : X — X, con
1 <i < n, tales que
(c1) Y25 wipi = 1x,

[ 0sii#j,
(62) plu]_{ 1X1 SZZ:j
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Mas ain, si {u; : X; — X} | es un coproducto, la familia {p; : X — X;}1,
del inciso () es un producto de {X}I_,.

Demostracion. Una demostracion de este hecho se encuentra en [6, pag. 18] O

Definicién 1.2.5 Sea C una categoria preaditiva. Decimos que la categoria C
es una categoria aditiva si la siguiente condicion se satisface.

a) Para cada par de objetos X,Y € C existe el coproducto X [[Y.

Ejemplo 1.2.6

(1) La categoria Ab de grupos abelianos, es una categoria aditiva. En efecto, si
X, Y son dos grupos abelianos consideramos el producto cartesiano X [[Y
donde la suma de los elementos estd dada componente a componente. Sean
p: X[IY — X, q: X[]Y — Y las proyecciones naturales. Entonces
XT1Y, p y q definen un producto de los grupos abelianos X y Y. Por el
Teorema 1.2.4 Ab tiene coproductos.

(2) Si C es aditiva, entonces C* es aditiva.

1.3. Categoria preabeliana.

Definicion 1.3.1 Sea C una categoria aditiva. Decimos que C es una categoria
preabeliana si para cada morfismo f en C existe Coker(f) y Ker(f).

Ejemplo 1.3.2

(a) La categoria Ab es preabeliana. En efecto, si f : X — Y es un morfismo
de grupos abelianos, denotamos por Ker(f) al subconjunto de X que con-
siste de los elementos z tal que f(x) = 0. También denotamos la inclusion
por i : Ker(f) — X. Es fdcil ver Ker(f) es un subgrupo de X y que
i : Ker(f) — X es un kernel de f. El cokernel de f se define de la si-
guiente manera: consideremos el subgrupo f(X) deY ym:Y — Y/ f(X)
la proyeccion candnica. Se puede ver que w es un cokernel de f.

(b) Sea R un anillo conmutativo con 1. Entonces, la categoria Mod(R) de
R-mddulos es preabeliana.

(c) El dual de una categoria preabeliana es preabeliana.
(d) Consideremos la categoria C, definida de la siguiente manera.

(d1) Los objetos de C son los grupos topoldgicos abelianos Hausdorff.
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(d2) Los morfismos de C son homomorfismos continuos de grupos abelia-
n0S.

Se puede ver que C es una categoria preaditiva. Por otro lado, dados dos
grupos topoldgicos Hausdorff, el producto cartesiano con la topologia pro-
ducto es un grupo topoldgico abeliano y Hausdorff. Luego C tiene productos
y por el Teorema 1.2.4, C tiene coproductos.

Ahora sea f : X — Y en C. Consideremos K = {z € X|f(z) = 0} e
i: K — X la inclusion. Entonces K es un subgrupo abeliano Hausdorff
y se puede ver que i : K — X es un kernel de f en C.

El cokernel de [ se define de la siguiente manera: consideremos m la
cerradura de f(X) enY. Se puede ver que m es un subgrupo abeliano
y Hausdorff de Y, y que ademds la proyeccion candnican:Y — Y/ f(X)
es un cokernel de f.

Proposicion 1.3.3 Sean C una categoria preaditiva y f : X — Y un morfismo
en C. Supongamos que existen Ker(f), Coker(f), Coker(Ker(f)) y Ker(Coker(f)).
Entonces, existe un tnico morfismo f : Coker(Ker(f)) — Ker(Coker(f)) tal
que el siguiente diagrama conmuta

r—t xS y_ v .y

L

Coker(t) ? Ker(u)

donde t = Ker(f), m = Coker(t), u = Coker(f) y i = Ker(u).

Demostraciéon. Como t = Ker(f), se tiene que ft = 0. Entonces existe 7 :
Coker(t) — Y tal que f = 7w, pues m = Coker(f). Luego 0 = uf = uwm; y
como 7 es un epimorfismo se tiene que um = 0. Dado que i = Ker(u), existe un
tinico morfismo f : Coker(t) — Ker(u) tal que if = 7. Luego, f = 7w = ifm.
Veamos que f es tnico tal que f = ifn. En efecto, supongamos que existe
f': Coker(t) — Ker(u) tal que f =if'n. Entonces if'm = ifr y como i es un
monomorfismo y 7 un epimorfismo, concluimos que f' = f.

O

Definicion 1.3.4 Sean C una categoria preaditiva y f : X — Y un morfismo
en C tal que Ker(f), Coker(f), Coker(Ker(f)) y Ker(Coker(g)) ezisten. El inico
morfismo, f : Coker(Ker(f)) — Ker(Coker(f))de la Proposicién 1.3.3, tal que
f =ifm, se llama el morfismo paralelo a f: y la factorizacion f = ifr de f
es llamada la factorizacion canonica de f.
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Proposicion 1.3.5 Sea C una categoria preabeliana. Entonces, para f: A —
B y g: C — B morfismos en C existe el pullback.

Demostraciéon. Una demostracion de este hecho se encuentra en [6, pag. 26].
O

Proposicion 1.3.6 Sea C una categoria preabeliana. Entonces para cualesquie-
ra dos morfismos f: A — By g: A— C existe el pushout.

Demostracion. Una demostracion de este hecho se encuentra en [6, pag.26]
O

1.4. Categorias abelianas.

Definicion 1.4.1 Sea C una categoria preabeliana. Se dice que C es una cate-
goria abeliana si para cada morfismo f : X — Y en C, el morfismo paralelo,
f : Coker(Ker(f)) — Ker(Coker(f)) es un isomorfismo.

Ejemplo 1.4.2

(a) La categoria de grupos abelianos Ab es abeliana (esto se sigue del Primer
Teorema de Isomorfismo).

(b) El dual de una categoria abeliana es abeliana.

(¢) Si R es un anillo. La categoria de R-mddulos izquierdos pMod y categoria
de R-mddulos derechos Modg son abelianas (ver [7, pdg. 308]).

(d) Si K es un campo. La catgoria Veck de los K—espacios vectoriales es
abeliana.

(e) Sea C categoria abeliana. La categoria de gavillas Sh(X,C) es abeliana
(ver [7, pdg 309]).

Definicion 1.4.3 Sean C una categoria preaditiva y f : X — Y un mor-
fismo en C tal que Ker(Coker(f)) existe. Definimos Im(f) como el subobjeto
Ker(Coker(f)), es decir,

Im(f) = Ker(Coker(f))

Observacion 1.4.4 Sean C una categoria abeliana y f : X — Y un morfismo
en C. Consideremos la factorizacion candnica de f

t X f )% u

-

Coker(t) ? Ker(u).

T
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Dado que C es abeliana, tenemos que Coker(t) = Ker(u). Pero por definicidn,
i = Ker(u) = Ker(Coker(f)). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo con ™ un epimorfismo e i un monomorfismo

N~ A

Im(f).

Definicion 1.4.5 Sea C una categoria abeliana y f : X — Y un morfismo
en C. La factorizacion f = iw como en la observacion anterior, se llama la
factorizacion de f a través de su imagen.

Notaciéon 1.4.6 Al morfismo © comunmente lo denotamos por f', y al morfis-
mo © por f”, esto para facilitar la notacién y hacer referencia que f' y f" estdn
relacionados con f.

Algunas veces se define la imagen de un morfismo f : A — B como el
subobjeto mas pequenio de B que factoriza a f ( Ver [8, pag. 19]). Sin embargo,
la definicién dada es equivalente a esta ultima.

Proposicion 1.4.7 Sean C una categoria abeliana y f : A — B un morfismo
en C. Sea

la factorizacion de f a través de su imagen. Entonces se cumple la siguiente
propiedad. Para cualquier otra factorizacion f = uv, con v un monomorfismo,
existe un unico 0 : I — K tal que el siguiente diagrama conmuta

1
f//

0 B

/

K.

Demostracién. Ver [8, pag. 19]. O
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Lema 1.4.8 Sean C una categoria abeliana y f : A — B morfismo en C.
Consideremos la factorizacion de f a través de su imagen

Si k: B — Coker(f) es el cokernel de f, entonces (k, Coker(f)) es el cokernel
de f".

Demostracion. Dado que k = Coker(f) se tiene que kf = 0. Lo cual implica
que kf"” ' =0; y como f’ es un epimorfismo, entonces kf” = 0.

Ahora supongamos que existe un morfismo w : B — W tal que wf” = 0.
En conconsecuencia, wf = wf”f’ = 0. Asi por la propiedad del cokernel de
f, existe un tnico morfismo ¢ : W — Coker(f) tal que el siguiente diagrama

conmuta

A-t.p & Coker(f)

wvlv/

Por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo para el morfismo f”

Im(f) 2 B —% Coker(f)

wl /
©
w.
La unicidad se sigue inmediatamente, pues k£ es un epimorfismo. Por lo tanto

k = Coker(f"). O

Lema 1.4.9 Sean C una categoria abeliana y f : A — B morfismo en C.
Consideremos la factorizacion de f a través de su imagen

Si k : Ker(f) — A es el kernel de f. Entonces k : Ker(f) — A es el kernel
de f'.

Demostraciéon. La demostracion es anédloga a la del Lema 1.4.8. [J



1.4. CATEGORIAS ABELIANAS. 19

Definicion 1.4.10 Sea una categoria abeliana. Consideremos la siguiente su-
cesion de morfismos en C

Qj—1 a;

/R Ay — A;

Qi1

Ai+1

Aiyo

Decimos que n es una sucesion exacta si Ker(a;11) = Im(a;) como subobjetos

Proposicion 1.4.11 Para una categoria abeliana C, las siguientes condiciones
se satisfacen.

[e3 . P .
(a) 0——= A——= B es exacta en C si y solo si a es un monomorfismo.

(b)) A—">B—>0 es evacta en C si y silo si o es un epimorfismo.

[e3 . , . .
(¢c) O A B 0 es exacta en C si y sélo si o es un isomorfis-
mo.

Demostracion. Ver [5, prop. 15.1 en pag. 18.] O

Lema 1.4.12 Sea C una categoria abeliana. Consideremos el siguiente diagra-

ma conmutativo
f

X——Y
0 X' Y’ A
g h

con el renglon inferior exacto. Entonces el cuadrado del diagrama anterior es
un pullback si y sélo si la sucesion

f hv

0 X Y A

es exacta.
Demostracion. Una demostracion de esto se encuentra en [6, pag. 35]. O

Lema 1.4.13 Sea C una categoria abeliana. Entonces, todo diagrama

D
g’l
A

que es pullback, se puede completar al siguiente diagrama conmutativo

f/

— = C

@

R

!

’

Kerf’L>D$-C

\LlKerf’ g'l lg

Kerfl ? A ? B.
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Demostracién. Ver [5, 13.1 en la pag. 15]. O

El siguiente lema muestra la relacion que existe entre el kernel y cokernel de
dos morfismos f y ¢ con el kernel y cokernel de la composicién gf, respectiva-
mente. Para un resultado parecido en algebra conmutativa, se puede consultar
[3, pag. 40].

Lema 1.4.14 Sean C una categoria abeliana y f : A — B, g : B — C
morfismos en C. Entonces se tiene la siguiente sucesion ezxacta

7 0— Ker(f) — Ker(g) ——= Ker(g)
5
£ Coker(f) —— Coker(gf) —— Coker(g) — 0.

Demostraciéon. Veamos la existencia de 7.
Sea i : K — B con i = Ker(g).Consideremos el siguiente diagrama donde el
cuadrado es un pullback

Ker(g) = K,—>B—g>C’.

3

Como i = Ker(g), por el Lema 1.4.12 se tiene que i’ = Ker(gf) ( es decir,

K’ =Ker(gf)).
Ahora bien, considerando el cuadrado de pullback

f/

K ——
A——B
f
sea j : K" — A con j = Ker(f) ( es decir, K" = Ker(f)). Entonces por el

Lema 1.4.13 se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A '

0 K" K’ K
0 K" A B
!
Luego 0 K" K’ K es la sucesion 7.

La construcién de la sucesion e se realiza utilizando los resultados duales de
1412y 1.4.13. O
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Lema 1.4.15 Sea C una categoria abeliana. Consideremos la siguiente sucesion

A 4f> B—Y-C
donde f es un monomorfismos y g es un epimorfismo. Entonces f = Ker(g) si
y solo si g = Coker(f). En este caso la sucesidn anterior es exacta.

Demostracion. (=)Supongamos que f es el kernel de g. Como g es un
epimorfismo tenemos que Coker(g) = 0. De manera que tenemos el siguiente
diagrama para la factorizacién canénica de g

A d B J C 0 Coker(g) =0

Coker(f) —= Ker(Coker(g)).

Se puede ver facilmente que Ker(Coker(g)) = C'y u = 1¢. Dado que C es abelia-
na tenemos que g es un isomorfismo. En consecuencia, Coker(f) = Ker(Coker(g)) =
C. Por lo tanto, t y g son objetos cocientes isomorfos. Por lo tanto, podemos
suponer que g = Coker(f).

(«<=) Supongamos que g = Coker(f). De esta manera tenjemos el siguiente
diagrama conmutativo para la factorizacién canénica de f

es el cokernel de f. Dado que f es un monomorfismo tenemos el siguiente
diagrama para la factorizacion a través de la imagen de f

0 A—L .p_ 9 . ¢
1A\L Tu
A?Ker(g)
ya que f es un monomorfismo y 14 = Coker(0). Como € es abeliana f es

isomorfismo y entonces f : A — Ker(g) es isomorfismo.
Por lo tanto, f y u son isomorfos como subobjetos. Por lo tanto podemos suponer
que f = Ker(g). O

Proposicion 1.4.16 Sea C una categoria abeliana. Consideremos el siguiente
diagrama de pullback

D#A
|
C —— B.

!
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Entonces el diagrama anterior se puede completar al siguiente diagrama con-
mutalivo y exacto

L>A*7r>/Coker(f’)*>0

D
g'J/ g J{C
C?B —— Coker(f) ——0,

donde ¢ es un monomorfismo.

Demostracidon. Consideremos la factorizacion a través de su imagen de los
morfismos g y f respectivamente

Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo de 4 pullbacks

7—L sy 7 o4
el v V\L III v
' —2 > x— % Tm(g)
5i Ir ul I ~'
C

B B
donde ', 0, o,  y 0 son monomorfismos y v, v, € 3, ¢ y p son epimorfismos
por el Lema 1.1.21. Del Lema 1.1.22 tenemos que el rectangulo formado por (I)
y (II) es un pullback.

Como +'(vf") = f¢’, existe un tinico morfismo ¢ : D — C’ tal que el siguiente
diagrama conmuta
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Por otro lado, considerando el diagrama de pullback III y que vf' = 0(p)),
tenemos que existe un tnico morfismo A : D — Y tal que el siguiente diagrama

conmuta

A

~

b

7Im(g).

Considerando el cuadrado de pullback IV y que v\ = ¢, tenemos que existe
N @ D — Z tal que el siguiente diagrama conmuta

Por otro lado, por hipétesis, tenemos un pullback

D A
|
C——>B.

Considerando el cuadrado exterior formado por el diagrama de los 4 pullbacks,
entonces existe un dnico morfismo N’ : Z — D tal que el siguiente diagrama

f/

_—

_

!

conmuta
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Veamos que el siguiente diagrama conmuta

En efecto, ¢'A'N = deN =6 = ¢ y f'A"N = op)N = oA = f'. Por la
propiedad universal del pullback, tenemos que A”\ = 1p. Concluyendo que A"’
es un epimorfismo.

Entonces por 1.4.8 tenemos que Coker(f’) = Coker(f'\’) = Coker(cp) =
Coker(c), pues A’ y p son epimorfismos. Como 3’ es un monomorfismo, por
1.4.9, tenemos el siguiente diagrama de pullback

[ea
[

Y A
f“’l J{g—v’v
7 . B.

Im(f) 2

Como f = B8 y B es un epimorfismo, tenemos que Coker(f) = Coker(5’).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 — Im(f) ——= B —= Coker(f) —= 0,

donde mg = (7’ es la factorizacién a través de su imagen de wg. Por el Lema
1.4.12 tenemos que o = Ker(wg) = Ker({n’). Pero ¢ es un monomorfismo y por
lo tanto, ¢ = Ker(n’). Como 7’ es un epimorfismo, por el Lema 1.4.15, conclui-
mos que 7' = Coker(c). Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y
exacto, donde ¢ es un monomorfismo

0 — Im(f) — B —> Coker(f) —= 0.
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Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

D
g’l
C

ya que Coker(f’) = Coker(c) y Coker(f) = Coker(5’). O

f 7’ I 0

)

— B ——— Coker(f) —0,

1.5. Propiedades que preservan los funtores
Definicion 1.5.1 Sea T : € — D un funtor covariante.

(a) Sean C y D categorias con objeto cero, se dice que T preserva objetos
cero (resp. morfismos cero) si T(0) es un objeto cero (resp. morfismo
cero) en D siempre que 0 lo sea en C .

(b) T preserva kerneles si T(u) : T(K) — T(A) es el kernel de T(a) :
T(A) — T(B) siempre que u: K — A es el kernel de « : A — B.

Dualmente se tiene la nocion que T preserva cokerneles.

(c) T preserva cokerneles si T(w): T(B) — T(L) es el cokernel de T () :
T(A) — T(B) siempre que 7 : B — L es el cokernel de o : A — B.

Definicion 1.5.2 Sean C y D categorias abelianas. Decimos que el funtor T :

T(a) T(B)

C — D es exacto, si T(A) —>T(B) ——=T(C) es una sucesion exacta

en D para toda sucesion exacta A —>> B LN C enC.

Proposicion 1.5.3 Sean C y D categorias abelianas y T : € — D un funtor
covariante. Entonces:

(a) T preserva kerneles si y sdlo si para toda sucesion exacta corta

0 A—s>p-.c 0

T(a) T(B)

en C la sucesion 0 —— T(A)

T(B) T(C) es exacta en D.

(b) T preserva cokerneles si y sélo si para toda sucesion exacta corta como la

T(« T
anterior, la sucesion T(A) ) T(B) ) T(C) 0 es exacta.
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(c) T es exacto si y sélo si para toda sucesion exacta corta

la sucesion

es exacta D.

Demostracién. Consultar [8, pag. 76]. O



Capitulo 2

Localizacion

El término localizaciéon se origina en geometria algebraica: si R es un ani-
llo de funciones definido en algtin objeto geométrico (variedad algebraica) V', y
uno quiere estudiar esta variedad localmente cerca de un punto p, entonces se
considera el conjunto S de todas las funciones que no son cero en p y se localiza
R con respecto a S. El anillo resultante S~'R contiene solamente informacién
sobre el comportamiento de V' cerca de p. Para mas detalles, vea [2].

El concepto de localizacién para anillos conmutativos se generaliza a cierto
tipo de categorias durante este capitulo y durante el mismo se estudian propie-
dades que la localizacion Cy, hereda de la categoria original C, el capitulo se ha
desarrollado en gran parte de [6].

2.1. Categoria de fracciones y sistemas calcula-
bles

Una motivaciéon para la localizacion en categorias es generalizar el concepto
de localizacién de anillos conmutativos con identidad.

Definicion 2.1.1 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un subconjunto
S C A se dice multiplicativo si:

(a) 14 €S,
(b) sis,s' €S entonces ss' € S.

Sobre el conjunto
SxA:={(s,a)] s€ S, ac A}

27
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definimos una relacién: (s,a) ~ (s',a’) si existe s” € S tal que s”(as’ —a's) =
0. La relacién ~ resulta ser de equivalencia. Denotamos por ¢ a la clase de

equivalencia de (s, a), es decir,
a ! ! / i
g = {(8 70')‘(8 70') ~ (S,CL)}

Denotaremos por S~!A a las clases de equivalencia dadas por la relacién ante-

rior. Es decir,

S71A = {gm €A, se 8}

Observacién 2.1.2 El conjunto S~'A es un anillo conmutativo con identidad,

con las operaciones siguientes:

’ ’ ’
(a) a + a _ as+ta’s
s s’ ss’ 7

(b) (2)(%) =2,

(c) La identidad en S~ A es el elemento 1.
Con lo anterior tenemos una funcién ¢ : A — S™A tal que p(a) = %.
Resulta sencillo ver que ¢ es un morfismo de anillos conmutativos con identidad.

Mas atn se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.3 Sean A un anillo conmutativo con 1 y S un subconjunto
multiplicativo de A. Entonces, el par (o, S™1A) satisface lo siguiente:

(a) ¥V s €S, p(s) es una unidad en S~ A.

(b) Sea ) : A — B un morfismo de anillos tal que 1(s) es unidad en B, para
todo s € S. Entonces, existe un tinico morfismo de anillos § : ST'A — B

tal que el siguiente diagrama

conmuta.
Demostracién. Ver [2, pag 36]. O

Definicion 2.1.4 Sean A anillo conmutativo con 1 y S C A un sistema multi-
plicativo. El par (p,S™'A) se llama la localizacion de A respecto a S.

Ejemplo 2.1.5
(a) Sea A =7 el anillo de los nimeros enteros y S = Z —{0}. Entonces S™'Z =
Qyv:Z — Q es definido por v(a) = §.
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(b) Sea A =7 y consideremos el ideal primo generado por el primo 5, es decir,
P =< 5>. Definimos S = Z— < 5 >, entonces S™'A = Zs), donde

Zisy ={q € Qlg= % con a,b €7 y 5 no divide a b}.

De manera mds general se tiene el siguiente ejemplo

(¢c) Sea A un anillo conmutativo con 1 y P un ideal primo de A, definimos
S =A— P. Entonces S™'A := Ap donde

AP={§GK\f,geAyg¢P}.

con K = frac(A). El anillo Ap es llamado la localizacion de A en P.

Motivados en esta contrucciéon para anillos conmutativos ( ver [2, pag. 41]) es
que se tiene la siguiente definiciéon. En la siguiente definiciéon y durante todo el
capitulo la pabra funtor se refiere a funtor covariante a menos que se especifique
lo contrario.

Definicion 2.1.6 Sean C una categoria y X una clase de morfismos de C. Se di-
ce que la pareja (T, Cx), donde Cx; es una categoria y T : C — Cx un funtor, es
una categoria de fracciones de C relativa a X si las siguientes condiciones
se satisfacen:

(a) Para cada s € X, T(s) es un isomorfismo en Cx

(b) Si T : € — €', es un funtor tal que para cada s € ¥, T'(s) es un
isomorfismo en € entonces existe un tnico funtor T : Cx — € tal que
el siguiente diagrama conmuta:

e L. ey

BN

e
Ejemplo 2.1.7

(a) La categoria derivada de una categoria abeliana es muy utilizada en dlgebra
homoldgica. Es la localizacion de la categoria de complejos de cadena (hasta
homotopia) con respecto a los cuasi-isomorfismos.

(b) En teoria de mddulos sobre un anillo conmutativo R, cuando R tiene una
dimension de Krull > 2, puede ser util tratar mddulos M y N como pseudo-
isomorfos si M /N tiene soporte de codimension al menos dos. Esta idea es muy
utilizada en la teoria de Iwasawa.
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(¢) Una isogenia de una variedad abeliana A a otra B es un morfismo suprajec-
tivo con nicleo finito. Algunos teoremas sobre variedades abelianas requieren la
idea de variedad abeliana hasta isogenia para su declaracion conveniente. Por
ejemplo, dada una subvariedad abeliana Ay de A, hay otra subvariedad As de
A tal que Ay X As es isogeno a A (Teorema de Poincaré). Para llamar a es-
to una descomposicion de la suma directa, debemos trabajar en la categoria de
variedades abelianas hasta la isogenia.

Definicion 2.1.8 Sean C una categoria y ¥ una clase de morfismos en C. Se
dice que ¥ es un sisterna multiplicativo si:

(a) para s: X — Y y s : Y — Z morfismos en X, se tiene que la compo-
sicion s’ os € X,

(b) 1x €SV X € Obj(€).

Definicién 2.1.9 Sean C una categoria y ¥ C Mor(C) un sistema multiplica-
tivo. Se dice que ¥ es calculable a derecha si:

(a) ¥ es permutable a derecha, es decir, cada diagrama en C

con s’ €.

(b) ¥ es simplificable a derecha, es decir, para cada par de morfismos
fig : X — Y para los cuales existe s : Y — Y’ con s € ¥ tal que
sf = sg, existe s € ¥ tal que fs' = gs'.

Dualmente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.10 Sean C una categoria y X C Mor(C) un sistema multiplica-
tivo. Se dice que X es calculable a izquierda si:
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(a) ¥ es permutable a izquierda, es decir, cada diagrama en C

X —X
Y

con s € X puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X —X
Yy —Y'
con s’ € X.

es simplificable a izquierda, es decir, para cada par de morfismos
b) ¥ smplificabl Lzquierd deci d d
fig : X — Y para los cuales existe s : X' — X con s € ¥ tal que
fs=gs, existe s € ¥ tal que s'f = 5'g.

Definicion 2.1.11 Se dice que 3 es calculable si ¥ es simultaneamente cal-
culable a izquierda y a derecha.

2.1.1. Ejemplos de sistemas calculables

Ejemplo 2.1.12 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Entonces, cada
subcongunto multiplicativo de A es un sistema calculable.

Demostracion. Recordemos que a A lo podemos pensar como una categoria C,
donde Obj (€) = {a} la categoria con un sélo objeto y Mor( C) := Homy(a,a) =
A. La ley de composicién

o: Homy(a,a) x Homy(a,a) — Homa(a, a),

estd definida como g o f = gf donde gf denota la multiplicacion del anillo A.
Sea ¥ C A = Mor(C) multiplicativo. Veamos que ¥ es un sistema calculable.

(a) Sean f,g € X, veamos que go f € ¥.
En efecto, tenemos que go f = gf € ¥, ya que como ¥ es multiplicativo,
es cerrado por multiplicacion.

(b) Como X es multiplicativo por definicién en 2.1.1,1 € ¥. Luego 14 : a —> a
pertenece a ..

Afirmamos que X es permutable a derecha.
En efecto, tomemos el diagrama en C con s € ¥



32 CAPITULO 2. LOCALIZACION

a
|
a——a,
S

necesitamos f’, s’ € Mor(C) tales que so f' = fos’. Dado que la composicion se
defini6 como la multiplicacién en el anillo, tenemos que so f' = sf'y fos' = fs'.
Debido a que el anillo A es conmutativo tenemos que fs = sf. Tomando f' = f
y s’ = s, se tiene que so f' = sf' = sf = fs = f's = f' o s. Por lo tanto, el
siguiente diagrama conmuta
<
if
—a.
S

f

E=<—2

Ahora veamos que X es simplificable a derecha. Sean f, g : ¢ — a morfismos
tales que existe s : a — a tal que sf = sg, es decir, el siguiente cuadrado
conmuta:
a
gi
S
a

—_—

l*

Q=<—2

S

Verifiquemos que existe k : a — a tal que fk = gk, con k € X, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta

k
—_

a a
kl if
g

a — a.
En efecto, tomando & = s tenemos que fk = fs = sf = sg = gs = gk. Pro-

bandose que X es calculable a derecha. De manera andloga se obtiene que X es
calculable a izquierda. Asi X es un sistema calculable. [J

El siguiente ejemplo de sistema calculable que desarrollamos se encuentra en
la categoria de grupos abelianos Ab. Sin embargo, para tener una prueba clara
se requiere de unos resultados previos y de recordaremos una clase particular
de grupos.

Definicion 2.1.13 Sea G un grupo abeliano. Se dice que un subgrupo H de G
es un subgrupo de torsion si para cada a € G existe n > 0 tal que o™ = Og,
es decir, todos los elementos de H tiemen orden finito.

Ejemplo 2.1.14 (a) Cualquier grupo abeliano finito es de torsion.
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(b) El grupo abeliano Q/Z es de torsion.
(¢c) Z(p>)-

Lema 2.1.15 Sea Ab la categoria de grupos abelianos. Consideremos la siguien-
te sucesion exacta

f g

0 A B C 0

Entonces B es un grupo de torsion si y solo si A y C los son.

Demostracion. La demostracion de este resultado no es dificil, por lo que se
omite. [

Ejemplo 2.1.16 Sean Ab la categoria de grupos abelianos y
Y :={f € Mor(Ab) | Ker(f) y Coker(f) son de torsion}.
Entonces ¥ es un sistema calculable.

Demostraciéon. Para ver que X es un sistema calculable, tenemos que demos-
trar que X es calculable a izquierda y a derecha. Primero veremos que la clase
de morfismos ¥ es un sistema calculable a derecha.

(a) ¥ es multiplicativo. Sean f,g € 3, donde f: A — By g: B — C son
morfismos de grupos abelianos. Veamos que gf € X.
En efecto, por el Lema 1.4.14 tenemos la existencia de las siguientes suce-
siones exactas

n: 0 — Ker(f) —= Ker(gf) —— Ker(g)

€: Coker(f) —> Coker(gf) —— Coker(g) —= 0

De las sucesiones 7 y € se obtienen las siguientes sucesiones exactas cortas

n: 0——1 —wﬁ>Ker(g)i>Ker(g)/Il —0
g’ : 0 ——Ker(t') — s Coker(f) L I, ——0

donde I := Im(w) y I := I'm(t). Luego como g € X, Ker(g) es de torsion
por el Lema 2.1.15 tenemos que I es de torsion. Andlogamente, dado que
Coker(f) es de torsion entonces I es de torsion. Considerando ahora las
siguientes sucesiones exactas

n': O—>Ker(f)—u>Ker(gf)L>Il—>O
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e’ 0——=1, - Coker(gf) —— Coker(g) —=0

por el Lema 2.1.15, tenemos que Ker(gf) y Coker(gf) son de torsion. Por
lo tanto, gf € X.

Todos los morfismo identidad estan en 3.

En efecto, dado que 14 : A — A es un isomorfismo para cada A € Ab
se tiene que Ker(14) = Coker(14) = {0}. En consecuencia, Ker(14) y
Coker(14) son grupos de torsion. Por lo tanto, 14 € X.

El sistema multiplicativo 3 es permutable a derecha.
En efecto, consideremos el diagrama en C

A
|
C——8B
!

con f e 3.

Consideremos el pullback del par (f, g)

D
g’l
C

Dado que f € X, Ker(f) es un grupo de torsiéon; y por el Lema 1.4.13,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

1!

R

b

-
)

R

!

Sy

’

KerfL>DL>A

] d |

Kerf’%C?B

En consecuencia, Ker(f) = Ker(f’). Por lo tanto Ker(f’) es un grupo abe-
liano de torsién. Por la Proposicién 1.4.16, podemos considerar el siguiente
diagrama

AP & Coker(f') ——=0

D
g/l 9 lc
C

?Bﬁ-Coker(f) —0
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donde ¢ es un monomorfismo. Dado que f € ¥, Coker(f) es de torsion. Del
Lema 2.1.15, tenemos que Coker(f’) es de torsiéon. Por lo tanto, f' € ¥.

(d) El sistema X es simplificable a derecha.
En efecto, sean f,g: X — Y morfismosen Cy s: Y — Y’ con s € &
tales que sg = sf. Consideremos el morfismo g — f : X — Y. Como
sg = sf, tenemos que s(g — f) = 0.
Consideremos r : Ker(g — f) — X el kernel del morfismo g — f. Clara-
mente tenemos que (g — f)r = 0, lo cual implica que gr = fr. Solo falta
ver que r € 3.

Veamos que r € X..

En efecto, dado que r es un monomorfismo tenemos que Ker(r) = 0, por lo
que Ker(r) es un grupo de torsion. Por otro lado, tenemos que s(g— f) =0
lo cual implica que Im(g—f) C Ker(s), por lo tanto Im(g—f) es de torsion.

Consideremos el cokernel del morfismo 7, es decir, w : X — Coker(r), el
cual es parte del siguiente diagrama conmutativo

0 —— Ker(g — f) — X =S Y % Coker(g — f)

Coker(r) Tf> Ker(e),
=

donde w un epimorfismo y z un monomorfismo.

Dado que la categoria de grupos abelianos es abeliana, tenemos que g — f
es un isomorfismo; y por lo tanto,

Im(g — f) = Ker(e) = Coker(r) = X/Ker(g — f).
En consecuencia, Coker(r) es un grupo abeliano de torsiéon por que I'm(g—

f) lo es.

Para demostrar que X es un sistema, calculable a izquierda, se usan los resultados
duales de la Proposicién 1.4.16 y el Lema 1.4.13.
O

2.2. Categorias conexas y casi-directas

Definicion 2.2.1 Sea F una categoria arbitraria. Decimos que F es una cate-
goria casi-directa a izquierda si cumple las siguientes condiciones:
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(a) Cualquier diagrama en F
B

|

A——C,

se puede completar a un cuadrado conmutativo

B——D

]

A——C

(b) Para cada pareja de morfismos u,v : A — B en F existe un morfismo
w: B — C tal que wu = wv.

Definicion 2.2.2 Sea C una categoria. Una subcategoria plena C' de C es lla-
mada cofinal si para cada objeto A € C existe un morfismo u : A — A’ con
Alec.

Lema 2.2.3 Sean F una categoria casi-directa izquierda, ' una subcategoria
cofinal pequenia de F y T : F — C un funtor covariante. Sea f = {f; : T(i) —
X}ies una familia de morfismos en C tal que el siguiente diagrama conmuta
Vm:i— jenJ

TG) —— X
T(m)i /

Entonces, la familia f se extiende a una unica familia f' = {f! : T(i) — X }icr
tal que f! = f; Vi € F; ytal queV n : i — j en F el siguiente diagrama conmuta

Demostracion. Para i € F definimos f/ := f;.
Sea i € F — F. Como F es cofinal, existe un morfismo o : 4 — k con k € F'.
Consideremos el morfismo fj : T(k) — X . Definimos

fi=fiT(a) : T(GE) — X.
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Veamos que la definicién de f/ no depende del morfismo « : i — k. En
efecto, supongamos que o : i — k'’ es otro morfismo con k' € F. Como F
es casi-directa izquierda existen 8 : k — [y 3’ : ¥ — [ tal que el siguiente

N
N A

Como F es cofinal, existe v : [ — ', con I’ € F', tal que
Y

diagrama conmuta en F

VB =B

Notemos quev3 : k — ' yy8’ : k' — I’ son morfismos en F' pues k,l’, k' € F'.
Luego tenemos los siguientes diagramas conmutativos

fr fr

T(k) > X Tk)——=X
T(wﬁ)l y T(v8") /
() ().

DAdo que vBa = vB'a’, tenemos que
fuT(vBa) = fuT(v8'a).

Pero por un lado, fi/T(yBa) = firT(v8)T(a) = fiT ().

Por otro lado, f; T(v8'a’) = fu T(v)T (/) = fiwT (). Por lo tanto, f,T(«a) =
fwT(a') y entonces la definicién de f] no depende del morfismo & : i — j con
k € 3. Con esto tenemos la familia {f/ : T(i) — X }ic7-

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta Vn:i — jen &F

T() s X
T(n)l () 4
J
T(j)-

En efecto, checaremos varios casos posibles:

(a) Sean i y j en F'. Entonces, el diagrama (%) conmuta, pues en este caso

fi=hyti=1
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(b) Seani e F'y jeF—7J.
En este caso, tenemos que f; = f,T(a) con a : j — 7, r € F’. Consi-
deremos an : i — r morfismo en F. Como 4,7 € F’ tenemos el siguiente
digrama conmutativo

T(i) —> X
]

Luego f/T(n) = (£T(a))T(n) = f,T(an) = f, = f! (pues i € ).

(c) Seani & F'y j € F'. En este caso tenemos n : i —> j con j € F’. Entonces
fI = f;T(n), pues vimos que la definicion de f; no depende del morfismo
a:i—kconked.

Por lo tanto, f; = f;T(n) = f;T(n) (pues j € I").

(d) Seani ¢ F'y j ¢ F'. Como F es casi-directa izquierda, existe un morfismo
a:j—kcon k€ F. Luego tenemos el siguiente morfismo an : i — k.
Dado que f] y f; estan bien definidos, tenemos que:

fi == fiT(an) y también f:= fi,T(a).
Por lo tanto, fiT(n) = (fiT(a))T(n) = fiT(an) = f;.
Veamos la unicidad de la familia f’.

Seag={g;:T(i) — X}iegtalque g; = f; Vie F ytalqueVn:i — j en
J el siguiente diagrama conmuta

Veamos que g = f’. Basta ver que para i ¢ ¥’ se tiene que g; = f!. En efecto,
sea i € F'. Como F' es cofinal, existe « : ¢ —> k, con k € F'. Entonces por
hipétesis, el siguiente diagrama conmuta

Es decir, g; = grT(a), pero g = fr pues k € F'. Por lo tanto, g; = gxT(a) =
[T () = fj.
Probéandose que g = f.

O
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Definicion 2.2.4 Sea I una categoria y F : I — C un funtor covariante. El
limite directo de F denotado por h_I}nF es una familia de morfismos {\; :
F(i) — X}ier que satisface las siguientes condiciones.

(a) Es compatible con F, es decir, V f : i — j en I el siguiente diagrama

conmuta
F(i) s X
T(f
( >i /

(b) Si{u;: F(i) — Y}ier es otra familia compatible, existe un inico mor-
fismo 0 : X — Y tal que

conmuta Vi € 1.

Observacion 2.2.5 Se puede ver facilmente que cualesquiera dos limites direc-
tos somn isomorfos. Luego, al objeto X de la definicion anterior lo denotamos por

lig F.
Teorema 2.2.6 Sea F una categoria casi-directa izquierda, ' una subcategoria

cofinal pequenia de F y H : F — F el funtor inclusién. Entonces, el funtor
T : F — C tiene limite directo si y sélo si TH tiene limite directo. Ademds

lién T = %ﬂ TH.
Demostraciéon. (=) Supongamos que el limite del funtor T : F — C existe,

por lo que existe una familia de morfismos {n; : T(i) — @T}ieg tal que
V k :i —> j morfismo en JF el siguiente diagrama conmuta

T(i)

\

T (k) @T =M
T(j)

Por lo tanto, para todo morfismo k : ¢ — j en F’ se tiene el siguiente diagrama
conmutativo
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TH(i) = T(z)\‘
T (k) ligT =M
TH(j) =1T(j)

De esta manera liﬂT es candidato a ser el ligTH.

Veamos que la familia {n; : T(i) — @T}iegl es el limite directo de TH.
Para esto falta ver que {n; : T(i) — @T}ieg/ satisface la propiedad universal.
En efecto, sea {g; : T(i) — X }ico otra familia de morfismos tal que g; =
g;T(k), es decir, el siguiente diagrama conmuta V k:¢ — jen F

(i) |
s
T(j).

Por el Lema 2.2.3 existe una familia {g}}.cs tal que ¢, = g; Vi € F. Por la
propiedad universal de ling existe un tnico © : M — X tal que el siguiente

diagrama conmuta Vi € F
M ° X
T(i)

para cada i € F, en particular para i € F'.

Verifiquemos ahora la unicidad de © en F'.
En efecto, supongamos que existe ©' : M — X tal que ©’n; = g} para cada
ieF.

Veamos que 0'n =g, V1€ F - 7.
En efecto, como JF es casi-directa a izquierda , existe o : | — k con k € F'. Por
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definicion de g; tenemos que g; = gxT (o). Como k € F', tenemos que g = 0'ny,
y por lo tanto,
91 = gxT () = 0'mT(a) = 0'my
pues {n; : T(i) — M};cq es el limite directo. Luego entonces 6'n; = g} Vi € F.
Por la unicidad del limite {n;}, concluimos que ®" = ©.
(«<=) Supongamos que ligTH existe, es decir, existe una familia n = {n; :
T(i) — L}icq tal que V k : 7 — j en F' el siguiente diagrama conmuta

TH(i) L~ L

TH(k)i /

TH(j)

Por el Lema 2.2.3, existe ' = {n} : T'(i) — L}ies tal que n, =n; Vi€ F y si
k :i — j es un morfismo en F entonces el siguiente diagrama conmuta

Afirmamos que 7' = {1} }ic es el limite directo de T
En efecto, sea {g; : T(i1) — X };c5 morfismos en C tal que si k: i — j es un
morfismo en F entonces g; = ¢;T'(k). En particular, g = gg.T(k) Vk:i—j
en F. Como n = {n;} es limite directo de TH, tenemos que existe un morfismo
0: L — X tal que

On; = g; Vi € F.

Veamos que 01, = g; Vi € F. Como n, =n; Vi € F, basta ver que 0n, = g;
para i € F — F'. Como JF es casi-directa a izquierda, existe a : ¢ — k con
k € . Por definicion de 7, en el Lema 2.2.3, n; = niT(«).

Luego entonces 0n; = 0n,T(«) = grT(«) = ¢;, donde la ultima igualdad es
porque {g;} es compatible.
Por lo tanto, 6 = g; V i € F. La unicidad es facil. O

Definicion 2.2.7 Sea C una categoria. Se dice que C es conexa si para cua-
lesquiera dos objetos A, B € C existe una catidad finita de objetos Ay, A1, -- -,
A, y un diagrama de la forma

AO\Al/AQ\A3 / . .\AH/A,I

con Ag = A y A, = B para alguin n.
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Observacion 2.2.8 (a) Notemos que en la definicidn anterior n tiene que
ser par. Es decir, n = 2m para m > 1.

(b) Si existe morfismo f : A — B entonces podemos completar a un diagrama

Ag Ao
\ Y
Ay
CO"A0:A7 A1:B,Ol:fyA2:B,ﬂ:1B,

(c) Si existe morfismo f : B — A podemos completar a un diagrama de la

forma
A B
NS
A

Lema 2.2.9 Sea C una categoria cuasi-directa izquierda. Entonces, C es conexa
si y sélo si para cada par de objetos A, B € C existe un objeto K € C y un
diagrama de la forma

A B

NS

K

Demostracion. Sea A, B € €. Como € es conexa existen objetos Ag, Ay, -, Ap
y un diagrama de la forma

NN

Por la observacion 2.2.8 i) sabemos que n = 2m con m > 1.

Ag =

Demostraremos por induccién sobre m que existe un diagrama de la forma
A B
K

con K € C. Si m =1, tomamos K = A;.
Supongamos que el resultado se satisface para m — 1. Veamos que se cumple
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Ap=A A Agim-1) Ao
Y
8
Ar As Ag(m-1)-1 Azm-1
para m. En efecto. sean A, B € C tales que existen objetos Ag, Ay, -+, Aom v

un diagrama de la forma
Tomamos A’ = Ay B’ = A —2(m — 1), tenemos por hipétesis de induccion
quee xiste K’ € € y un diagrama de la forma

A=A B’

N

K'.

.. . . ) B vy
Como € es cuasi-directa a izquierda, el codngulo K' <—— B’ —— Ay, 1 se

puede completar al siguiente diagrama conmutativo

A B Ay,
Y
a B 5
K/

A27n— 1
X %
K

Luego, entonces tenemos el siguiente diagrama

A B
N
K.

Probéandose el resultado para m. O

Teorema 2.2.10 Sea I una categoria conexa, pequena y casi-directa izquierda.
Sea M : I — Sets un funtor covariante. Entonces h_r}nM existe.

Demostracion. Dado M : I — Sets covariante, denotamos por M; := M ()
Vi € I. Consideremos [, ; M; la union disjunta de la familia {M;}ic; y las
inclusiones canénicas ¢; : M; — [[;.; M;. Consideremos el siguiente diagrama
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paracada f:i — j

el cual no necesariamente conmuta. A partir del diagrama anterior construimos
un diagrama que si conmute.

Sean m,m’ € [[;c; M;, dado que m € [[,.; M; entonces m € M; para
alguna ¢ € I, analogamente tenemos que m’ € M; para alguna j € I. Dado
que I es conexa por el Lema 2.2.9; existe £ € I junto con morfismos f; :
i — ky fjr : § — k que conectan a los objetos i y j los cuales inducen
morfismos M (fix) : My — My y M(fji) : M; — M. Con esto tenemos que
M(flk)(m) € My, y también M(f]k)(m’) € M.

Definimos un relacién sobre el conjunto [, ; M; de la siguiente manera. Dados
m,m’ € [[;c; Ms con m € M; y m' € M;. Declaramos que m esté relacionado
con m’ (en simbolos, m ~ m'); de la siguiente manera:

m~m' < 3 kel ymorfismos fi, : i — k, fjx: 7 — k tal que
M(fir)(m) = M(fji)(m’).

Afirmamos que ~ es una relaciéon de equivalencia. En efecto,

(a) Simétrica. Sea m € [[;c; M;, con m € M;. Considerando 1; : i — i
tenemos que M (1;)(m) = M (1;)(m). Por lo tanto, m ~ m.

(b) Reflexiva. Supongamos que m ~ m/, con m € M;, m' € M;, es decir,
existe k € I y morfismos fix, : 4 — k, fijr : j — k tal que M(fir)(m) =
M(fr)(m’). Como la igualdad es reflexiva, tenemos que M(f;x)(m') =
M (fix)(m) y por lo tanto, m’ ~ m.

(¢) Transitiva. Supongamos que m ~ m' y m’ ~ m” con m € M;, m' € M;
y m" € M,. Como m ~ m/, existe k € I y morfismos [ : i — k,
fik + j — k tal que M(fix)(m) = M(f;x)(m’). De la misma manera,
como m’ ~ m” existe r € I y morfismos fj, : j — r, for 1 s —> 7 tal
que M(fir)(m') = M(fsr)(m”). Como I es casi-directa izquierda existen

morfismos frq : K — qy frq : 7 — ¢ tal que el siguiente diagrama
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\f‘i::

k
N
J q
T

a

s
Consideremos v = frqfir : ¢ —> qy w: frqfsr : s — ¢. Entonces

conmuta

M(v)(m) = M(frqfir)(m) = M(frg)M(fix)(m)
= M(frq)M(fjr)(m')
= M(frqfjr)(m')
= M(f,-qu,.)(m/)
= M(frq)M(er)(m/)
= M(frg) M(for)(m")
= M(frqfsr)(m")
= M(w)(m").

En consecuencia, m ~ m/. Por lo tanto, ~ es una relaciéon de equivalencia.

Consideremos ahora la funcion m : [[,c; M; — ([I,c; Mi)/ ~ tal que
w(m;) := m; ( donde m; denotara la clase de equivalencia de m;). Afirmamos
que el siguiente diagrama conmuta V f:i — jen [

donde \; :==mp; y Aj := m;.
En efecto, sea m € M; entonces \;(m) = wp;(m) = w(p;(m)) = ¢;(m), como
©; es la inclusion canonica se tiene que A;(m) =m en B =],
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Por otro lado, tenemos que

(A M(f)(m) = X (M(f)(m)) = 7w (M(f)(m))
= W
M(f)(m)
donde la dltima igualdad se da por ser ¢; es la inclusiéon canénica.

Veamos que m ~ M (f)(m).
En efecto consideremos el diagrama

i J
J

Tenemos que M(f)(m) = 1, (M(f)(m)) = M(1])<M(f)(m)) Esto nos dice

que m ~ M(f)(m). En consecuenia, m ~ M (f)(m).
Por lo tanto, m ~ M (f;;)(m) y asi, @ = M(f;;)(m). Por lo tanto, el siguiente
diagra conmuta V f :4 — jen [

M;

Veamos ahora que la familia de funciones {\; : M; — B};¢; tiene la propiedad
universal de la definicion 2.2.4.

En efecto, sea {o; : M; — D};ecr otra familia compatible de funciones. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta V f:i — jen I

Requerimos una funcién 6 : B — D tal que o; = 0A; V ¢ € I. Definimos

0(m) := o;(m)



2.2. CATEGORIAS CONEXAS Y CASI-DIRECTAS 47

param € B con m € M;.

Veamos que 6 esta bien definida.

En efecto, sea m,m’ € (I[;c; M;) / ~, con m € M;, m' € M; tal que m ~ m’
por lo que existen morfismos f;, : i — k'y fjr : j — k tal que

M(fie)(m) = M(fx)(m') € M.

Luego, entonces
(M (fix)(m)) = o (M (fj)(m")).

Como {0;}ier es compatible

oi(m) = ox(M(fix)(m)) = on(M(fjx)(m')) = oj(m’).

Asi, §(m) = 0(m’), lo que implica que 6 esta bien definida. Por contruccion,
tenemos que O\; = o; Vi € 1.

Veamos que 6 es tnica.

En efecto, supongamos que existe ' : (I[;c; M;) / ~— D tal que 0'\; = o;
para toda i € I, entonces 6'\; = 0\, es decir, §/(T;) = 0(m;) para m; € B. En
consecuencia, f es tnica. Por lo tanto, hﬂMZ existe, méas ann,

lim M, = (HM:-)/M

i€l
g

Teorema 2.2.11 Sea I una categoria conexa, pequena y casi-directa izquierda.
Sea M : I — Ab un funtor covariante. Entonces th eziste.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.10 sabemos que el limite directo de un
funtor covariante M : I — Sets existe. Para verificar que el limite directo
del funtor M : I — Ab existe, veamos primero que el objeto (]_L.GI MZ) / ~
tiene estructura de grupo abeliano y que las funciones \; del Teorema 2.2.10
son homomorfismos de grupos abelianos.

Definimos una operacién binaria
+: ([ M/ ~) x ([ Mif ~) — T M/ ~
icl iel iel

como sigue. Sean 7, m; € | |M;/ ~ con m; € M; = M (i) y m; € M; = M(j).
Como I es casi-directa izquierda, existen morfismos en I, fir : 4 — k'y fji :
j — k para alguna k € I. Luego, definimos

mm; + 7y = M (fix)(ma) + M (fjr)(m;).
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Veamos que esta operacion esté bien definida. Para simplificar la notacion, dado
un morfismo f;; : i — j, hacemos ¢;; := M(f;;)-
Primero notemos que como @;,(m;) y @;x(m;) estdn en My y M}, es un grupo
abeliano, tenemos que

m; + My =m; +m;.

Sean my;, My, ms € [[;c; Mi/ ~ tal que m; = ;. Veamos que m; + m; =
ms +m;. En efecto, por definicién sabemos que

; + 75 = i (mi) + ik (my)

para algunos morfismos fi; : i — ky fjr : 7 — k. Por otro lado, por definicién

M +Mj = psr(Mms) + @jr(my)

para algunos morfismos fs, : s — 7y fjr : j — r. Como I es cuasi-directa
izquierda, existen morfismos frq : ¥ — q y frq :  — ¢ tal que el siguiente

diagrama conmuta
w
k
N
J q
T
e

S
Por otro lado, como ™; = T, tenemos que existen morfismos f;; : i —> ¢
y fst © s —> t tal que @;:(m;) = @st(ms). Como I es casi directa izquierda,
tenemos que el coangulo formado por los morfismos fit : 4 — ty frgfir 11 — g
se pueden completar al diagrama conmutativo

. fkquk

j—
fz’tl/
t

Ahora bien, consideremos los morfismos fyp, frqfsr : S —> DY fipfst 1 5 — p.
Como I es casi-directa izquierda, existe p : p — w tal que pfyp frqfsr = tfipfot-

fap

"<

R

Jep
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Definamos o := pfopfrg : k — wy B8 = pufegpfrq : ¥ — w. Entonces tenemos
que

Por otro lado

M (@) (ps(my)) = M(@) (M(f)(m5)) = Mt fup f fi2) (m5)

(
(fap frqfir)(my)
(1fap fra) M (fi7) (my)
(B)(M(f3r)(my)
(8) (e (my))

Por lo tanto como M («) y M () son morfismos de grupos abelianos, tenemos
que

M
M
M
M

M(a) (%‘k(mi) + @jk(mj)) = M(B) <<Psr(ms) + %‘r(mj))

Probandose que

Pik(mi) + pjk(my) = @sr(ms) + @i (my)
Por lo tanto, tenemos que
m; +m; = ms +m;.

Esto demuestra que la suma esta bien definida. Ya que si m; = m, y my = my,
entonces por lo hecho anteriormente, tenemos que

mi + My =M, + My =m; +M,; =M + M, =M +m

Afirmamos que (B := ([[;c; Mi) / ~,+) es un grupo abeliano.
En efecto, verifiquemos que las condiciones de grupo abeliano se cumplen:
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Neutro. Dado que M; es un grupo abeliano existe 0; € M, tal que m;+0; =
m; ¥V m; € M;. Notemos que como cada M(f;;) : M; — M;j es un
morfismo de grupos abelianos, entonces M (f;;)(0;) = 0; V fi; : i — j.
Dado que I es conexa, para ¢,j € I existe k € I y un diagrama de la forma

1 J
N
k.

Luego, M (fix)(0;) = M(f;x)(0;). Es decir 0; ~ 0; ¥V 4,j € I. Denotemos
por 0 :=0; Vi € I. Entonces m+0 =m VY € [[,.; M;/ ~. En efecto,m =
m; para alguna ¢ € I, luego m+0 = m+0; = m;+0;, =m; + 0; =m; =m.
Por lo tanto, 0 = 0; Vi € I, es el neutro aditivo.

Inverso. Sea m; € [[;c; M;/ ~. Como m; € M; y M; es grupo abeliamo,
existe —m,; € M; tal que m; + (—m;) = 0;. Entonces —(m;) = —m;. En
efecto, m; + (—(M;)) = m; + —m; = m; + (—=my;) = 0; = 0. Por lo tanto
el inverso de m; es —m,;.

Asociatividad. Sean m;, m;,m; € ([1;c; M;) / ~. Veamos que (m; +7;) +
ms = m; + (m; + ;). En efecto, por definicion

m; + 1y = Pir(mg) + @jr(my)

para algunos morfismos f;. : 4 — ry fjr : j — 7, luego tenemos que

(mi +my) +ms = @ir(mi) + 0jr(my) + M5

= rt(@ir(mi) + @jr(My)) + st (ms)

para algunos morfismos fr; : 7 —ty fs: 5 — t.
Por otro lado, por definicion

WJ+WS — SDju(mj) + Spsu(ms)

para algunos morfismos fj, : j — u y feu : s — u. Luego entonces

m; + (M + ) = 5 + ju(mj) + psu(ms))
= Piw(Mi) + Puw(Pju (M) + Guw(Psu(ms))

para algunos morfismos fi, 11 — Wy fuw : 4 — w.

Como I es una categoria casi-directa izquierda existen morfismos fy, :
W—2, fta :t — T, fry 1t — y ¥ fuy : w— y tales que los siguientes
diagramas conmutan
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. Srefir fst
1 ——>1 §———>1
fin/ lftz fuwfsul \Lfty
wW——> —> 1.
fwax w Fuy Yy

Nuevamente por ser I casi-directa izquierda, tenemos que el codngulo for-
mado por los morfismos fuz : W — Ty fuy : w —> y se puede completar
al siguiente diagrama conmutativo

w
Y

Como [ es casi-directa izquierda por la segunda condicién existe p: 2 —> ¢
tal que

H’fa:zftzfrtfjr = ufyszyfuwfjuv
de manera analoga existe 6 : ¢ — n tal que
Opfo:fra = a.ufyzfty-

Definimos a := Opfr.fro 1t — ny B8 = Opfy.fuwy : w — n. Entonces
tenemos que

M(Ouotio) (M fir) (mi))

Huf:czftwfrtfir)(mi)

M(@) (prispir(ma)) = M(a) (M (Frufir) (mi) ) = M(
(
(O frz fron fiw)(Mm4)
(
(

O4ef =y i) ()
01 Fy= ) (M (i) (mo))
(O1f 2 fun) (0 (m2))

(B) (@i (m2))

M
M
M
M
M
M

Por otro lado,
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M(Opfotie) (M(Srefir)(m;))

H,Mfmzfta:frtij)(mj)

M (@) (repsr(my)) = M(@) (M(frefy) (my)) = M(

(

(O1fyz fuy fuw fiu) (m;)
(

(

(

01 f = Fu) (M (Fuw ) ()
O1fyzfuwy) (@uw(pju(mj))
B) (Puwpju(my))

M
M
M
M
M

y de manera analoga tenemos

M(a) (pur(m.)) = M(@) (M(fu)(ms)) = M(Bpfos frr) (M (Fur) (m.) )

(
M(eﬂfrzftzfst)(ms)
M (Opfyzfuyfse)(ms)
(
(

MOt fye Fuy fus ) 115)
MOy ) (M (Fuo fou) ()
M(Opfy= ) (2w pou(ms))

= M(B)(Puwpsu(ms))

Por lo tanto, como M (a) y M () son morfismos de grupos abelianos, te-
nemos que

M(a) (%t%r(mi) + %ts@jr(mj) + %t(ms))
= M(B) (90 (me) +eunrn(ms) +Punesu(ms))

Probandose que

(Prepir(mg) + @Tt‘Pjr(mj)) + st (ms) = @iw(mi> + (@uw‘»@ju(mj) + PuwPsu(ms))-
Por lo tanto, tenemos que
m; + (M + M) = (M + M) + M.

Conmutatividad. Sean T;, m; € [[,.; M;/ ~, por definiciéon de la suma

tenemos que

icl

m; + Ty = M(fir)(mi) + M(fjr)(m;) = @ir(mi) + @0 (m;)
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para morfismos fi. 14 — 1y fir:j— 1.
Dado que M(fir)(m;), M(fjr)(m;) € M, y M, es un grupo abeliano te-
nemos que

Pir(mi) + @jr(mj) = @jr(my) + pir(mi),

es decir,

M(fir)(mi) + M(fjr)(m;) = M(fjr)(m;) + M(fir)(mi)-

Por lo tanto, m; +my; = m; + m;.

Por lo tanto, (B,+) es un grupo abeliano.

Veamos ahora que {\; : M; — B};c; es el limite directo de M : I — Ab.
En efecto, sea {o; : M; — D};c; una familia de morfismos de grupos abelianos
compatible con M : I — Ab. En particular es una familia compatible de
conjuntos con M : I — Sets. Luego por el Teorema 2.2.10 existe una tnica
funciéon 6 : B — D atl que O\; = o; Vi€ I.

Veamos que 6 es un morfismo de grupos abelianos. Para esto, sean m,n € B,
entonces m € M; y n € M; para algunos ¢,j € I. Como I es conexa, existe

k € I y un diagrama
i J
N
k.
Entonces

m+n= fie(m) + fir(n) = fie(m) + fir(n) = M (fir(m) + fix(n)).

Por lo tanto,

0(m +n) = O\, (fik(m) + fix(n)) = o (fi(m) + fix(n))
= opfik(m) + ox fir(n)
=oi(m) + 0;(n)
=0\ (m) + 0X;(n)
=0(m) + 0(n).

Probandose que 6 es un morfismo de grupos abelianos. La unicidad de € en la
categoria Ab, se sigue de la unicidad de 6 en la categoria Sets.

Por lo tanto, {\; : M; — B}icr es el limite directo de M y més aun,

lim M; = [ Mi/ ~ .

el
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2.3. Categoria de fracciones

Definicion 2.3.1 Sea C una categoria preaditiva y sea X un objeto de C, deno-
tamos por X/C la categoria cuyos objetos son parejas de la forma (f,Y), con
Y € 0bj(C) y f € Home(X,Y) y un morfismo g : (f,Y) — (f,Y') en X/C,
es un morfismo g: Y — Y’ en C tal que el siguiente diagrama conmuta

La composicion en X/C coincide con la composicion en C. De manera totalmente
andloga se define la categoria C/X.

Definicion 2.3.2 Sea X una clase de morfismos en C. Para X € C denotaremos
por X/X a la subcategoria plena de X/C cuyos objetos son los objetos de X/C
de la forma (s,Y) con s € X.

Lema 2.3.3 Sea X un sistema calculable a izquierda de morfismos de C. En-
tonces, para cada objeto X de C, la categoria X/¥ es cuasi-directa izquierda y
conexa.

Demostraciéon. Veamos primero que X/Y es cuasi-directa a izquierda.

(a) Sea (s,Y), (¢,Y"), (s",Y") € X/X, veamos que cada coangulo

(S’ Y) *f> (8/’ Y/)

|

(S/I7 Y/I)

se puede completar a un cuadrado conmutativo.

En efecto, consideramos los morfismos f : (s,Y) — (s, Y )y g: (s,Y) —
(s”,Y") en la categoria X/¥. Entonces fs = s’y gs = s”,donde s, ¢/, s” €
3. Dado que X es calculable a izquierda existen morfismos u : Y/ — Y,
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v:Y"” — Y tales que el siguiente diagrama conmuta

X > Y’

Y/l — Yl//

con u € X. Luego u(fs) = us’ = vs” = v(gs). En consecuencia, (uf)s =
(vg)s, por lo tanto s es un igualador derecho. Por ser X calculable a iz-
quierda, existe v : Y — Z con v € X tal que y(uf) = y(vg) y asi, el
siguiente diagrama conmuta

e

YN———= 7.
yv

Por lo tanto, (yvs”,Z) € X/¥ y tenemos morfismos yv : (s”,Y") —
vs", Z), yu i (8, — (yws"”,Z) en pues yus' = ~yvs'”)tales que
s, Z ' s, Z X/C yus' = yus” )tal

el siguiente diagrama conmuta

(SH’YH) = ('Y’US”,Z),

es decir, (yu)f = (yv)g en X/C.
(b) Veamos que existe un igualador izquierdo.

En efecto, sean f,g: (s,Y) — (s, Y’) morfismos en X/, con s,s € X.
Luego, los siguientes diagramas conmutan en €
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Y’ Y.

Es decir, s’ = fsy s’ = gs, por lo que s es un igualador para f y g. Dado
que X es calculable a izquierda, existe s’ : Y/ — Y con s” € ¥ tal que
s"f = s"g. Definimos el morfismo © := s" : (¢, Y') — (s"s',Y") que
hace conmutar el siguiente diagrama

X%Y’

En consecuencia, los siguientes diagramas conmutan en C

of s Qg

Ademas, ©f = Og. Por lo tanto, © = s” : (s, Y') — (s"s,Y") es un
igualador izquierdo de f y g.

Por lo tanto, X /3 es una categoria casi-directa a izquierda.

Veamos ahora que la categoria X/% es conexa.

En efecto, sean (s,Y),(s',Y’) € X/X. Dado que s,s’ € 3 forman un codngulo
y X es calculable a izquierda entonces existen K € €y morfismos u : Y — K
€3, v:Y' — K tales que el siguiente diagrama conmuta

Y — =K.
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Dado que u,s € ¥ tenemos que us = vs’ € X. En consecuencia, tenemos el
siguiente diagrama en X /¥

(s,Y) (s',Y")

(us, K)
Por lo tanto, X/ es conexa por el Lema 2.2.9 O

Sea ¥ C Mor(C) calculable a izquierday X,Y € 0bj(C). Definimos un funtor
covariante
th Y/ — Ab

como sigue.
(a) Asignacion en objetos. Para cada objeto (s, Z) en Y/Y definimos t¥ (s, Z) :=
Home (X, Z). Esqueméticamente:

Y

s |1 Home (X, Z).

Z

(b) Asignacion en morfismos. Sea f : (s,Z) — (s', Z’) un morfismo en Y/%,
esto es, f hace conmutar el siguiente diagrama en C

z'.

Definimos t%(f) : Home(X,Z) — Home(X, Z’) como la funcién que
tiene por regla de correspondencia t% (f)(k) = fok V k € Home(X, Z).
Esqueméticamente:
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Z Home (X, Z2)
Y f tx ()
\x 7! Home (X, Z')

Es facil ver que t¥% es un funtor covariante.

Lema 2.3.4 Sean F una categoria casi-directa a izquierda y coneza, y ¥ una
subcategoria cofinal de F. Entonces, ' es una categoria casi-directa a izquierda
y conezxa.

Demostraciéon. Veamos que F’ es casi-directa izquierda. En efecto, conside-
remos el coangulo formado por los morfismos a : U — V, 5: U — W en F,
es decir, U, V,W € F'. Entonces

U—>V

|

w

es un coangulo en F. Como ¥ es casi-directa izquierda existen morfismos 3’ :
V—Xyd: W — X tal que el siguiente diagrama conmuta

U—2>V

1)

con X € F. Dado que F es cofinal, existe v : X — Z con Z € F. En
consecuencia el siguiente diagrama

U
Wﬁ
Yo

o

=

conmuta en F'.

Ahora, sean «, 8 : A — B morfismos en F'. Como F es casi-directa a izquierda,
existe un morfismo u : B — C en ¥ tal que ua = uB. Como F es cofinal, existe
u' : C — C" con C' € €. Luego, v'u : B — C’ es un morfismo en F’ tal que
(v'u)a = (v'u)B. Por lo tanto, F' es casi-directa izquierda.
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Verifiquemos ahora que ¥’ es conexa.
Sean A, B € ¥, como F es conexa, existe K € F y un diagrama de la forma

A\Ki/g

Como F es cofinal, existe v : K — K’ con K’ € F. Luego, tenemos un

diagrama
A B
K.

en F'. Por el Lema 2.2.9 concluimos que F’ es conexa. [J

2.4. Descripcion del limite del funtor t%

Sea ¥ C Mor(C) un sistema calculable a izquierda. Supongamos que Y/%
tiene una subcategoria cofinal y pequena que denotamos por F(Y). Sea H :
F(Y) — Y/% el funtor inclusion.

Por el Lema 2.3.3 y el Lema 2.3.4, tenemos que F(Y') es una subcategoria
pequena casi-directa a izquierda y conexa de Y/X. Por el Teorema 2.2.11, tene-
mos que h%m(t§ o H) existe. Por el Teorema 2.2.6 tenemos que limt¥ existe y
ademas los objetos limites coinciden. Es decir, hﬂty = h_ng(t% o H).

Por el Teorema 2.2.11 tenemos que el objeto limite es:

limty =lim@ty o H)= | [[ X(s2)]/~.

(s,2)eF(Y)

Donde dados f,g € limty = (H(s,z)eF(Y) % (s, Z)) / ~, con f € tk(s,Z) =
Home (X, Z) y g € t%(s', Z") = Home(X, Z'), tenemos que

f~g e Ju:Z—2Z"yv:Z — Z" morfismos en F(Y) tal que

tx (u)(f) = tx (v)(9).

Reinterpretamos lo anterior en términos de diagramas:
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(a) Que u: (s,Z) — (s”,Z") sea un morfismo en F(Y) quiere decir que el
siguiente diagrama conmuta en C

4
N

"
S

Z

Y

u

z'.

(b) Que v : (s/,Z") — (s, Z") sea un morfismo en F(Y) significa que el
siguiente diagrama conmuta en C

Z/

P

Y v

"

zZ".

(c) t%(u)(f) =tk (v)(g) significa que uf = vg (recordar definicién de la regla
de correspondencia de t¥ (u) y t%(v)).

Entonces i) y i) significan que existen u: Z — Z"” y v : Z' — Z" tales que
s =wus =wvs con s’ € ¥ y iii) que uf = vg.

También notemos que al tomar f € H(s,z)eF(Y) t¥ (s, Z) necesitamos decir que
f eti(s,Z) = Home(X, Z) para algtn (s, Z) € F(Y). Entonces a un elemento
f €U zyer) t¥ (s, Z) lo podemos pensar como un diagrama de la forma

X\Z/Y

cons € Xy fe€Home(X,Z2).

De esta forma que f ~ g lo podemos pensar en términos de diagramas como
sigue.

Decimos que los siguientes dos diagramas

X Y X Y
\ / x /
Z A
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son equivalentes < I u : Z — 2", v : Z — Z" tal que us = vs’ € T y
uf = vg. Es decir, si y s6lo si existe un diagrama

A z'

tal que el siguiente diagrama conmuta

X Y

g S /
f s’
VA A
Z//
con us = vs € 3.

Sea {\(s.z) : tX(s,2) — hgt§}(s7z)ep(y) el limite directo del funtor t}. Por
el Teorema 2.2.11, tenemos que para f € t% (s, Z) = Home (X, Z) se tiene que
As,z)(f) = [f] denota la clase de equivalencia de f en h_rr)nf}? Es decir, en
términos de diagramas, tenemos que

Asp)(f) = | X Y
L Z -
donde el corchete | | significa la clase de equivalencia del diagrama correspon-
diente.
Notacion 2.4.1 A los diagramas X Y selesllama ¥ — techos izquierdos.
Z
A la clase | X Y | lo denotaremos por (s/f).
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Con esta notacion, tenemos que A5 z)(f) := (s/f). Al elemento (s/f) lo
llamaremos wna fraccion a izquierda. (Estamos utilizando la notacion (s/ f)
para fraccion a izquierda pues utilizaremos (f/s) para fraccion a derecha, ver
seccion 2.7).

Notemos que por el Teorema 2.2.11 tenemos que la relacion definida en tér-
minos de diagramas es una relaciéon de equivalencia. Sin embargo, para tomar
practica con el uso de diagramas, demostramos diagramaticamente que la rela-
cion es de equivalencia.

Lema 2.4.2 La relacion definida anteriormente es una relacion de equivalen-
cia.
Demostracion.

(a) Simetria. Veamos que (s/f) ~ (s/f). Basta considerar el siguiente dia-
grama conmutativo

X Y

f s
f S
Z Z
A A
Z
vaque lyos=s€ X.

(b) Refleziva. Sean (s/f),(t/g) tales que (s/f) ~ (t/g). Por lo que existe
K € € y morfismos v : Z — K, v : Z/ — K tales que el siguiente
diagrama es conmutativo

X Y

N A

A A

oA

K.

con us = vt € Y. Reacomodando el diagrama tenemos
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con us = vt € ¥, de donde, (t/g) ~ (s/f).

(¢) Transitividad. Consideremos (s/f), (t/g),(q/h) tales que (s/f) ~ (t/g) y
(t/g) ~ (q/h). La primera condicién implica que existe K € € y morfismos
u:Z — K,v:Z — K tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X Y

g S
f t
7 A
K
con us = vt € 2.

Por otro lado, como (t/g) ~ (¢/h) existe Q € € y morfismos v’ : Z' — Q,
v’ 1 R — Q@ tales que el siguiente diagrama es conmutativo

con v'g =u't € X.

Pegando ambos diagramas en uno solo tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

Z A
K.

Dado que X es un sistema calculable a izquierda, para el coangulo formado
por v'q y vt existe P € € y morfismos o : Q — P, 8: K — P tales que
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el siguiente cuadrado conmuta

y#@

vt @

con B € X, ya que v'qg € X.

En consecuencia, obtenemos que «o(u't) = «(v'q) = B(vt). Por lo que
(o)t = (Bu)t, asi t es un igualador de estos morfismos. Como o es cal-
culable a izquierda, existe T' € € y un morfismo v: P — T con vy € &

tal que y(au') = v(Bv) y entonces y(au')g = y(Bv)g.

Afirmamos que el siguiente diagrama

conmuta.
En efecto,

(vBu) f = (vB)(vg)
=v(au')g
=7a(u'g)
=ya(v'h)
= (yav')h.

Por otro lado,
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Ademés como us € ¥y 5,7 € ¥ tenemos que yPBus € X. Probandose que

(s/f) ~ (a/h).

Por lo tanto, ~ es una relaciéon de equivalencia. [

Dado ¥ C Mor(C) calculable a izquierda definimos una categoria, que de-

notaremos por CL, como sigue:

(a)

(b)

Objetos de C, : Definimos Obj(€L):= Obj(€). Es decir, los objetos de €
son los mismos que los objetos de €. Dado X € €, utilizaremos la notacién
X para denotar cuando el objeto lo estamos considerando en GZE.

Morfismos de CL: Sean X,Y € CL definimos
v v LY
Home: (X,Y) := limty € Ab
donde t¥ es el funtor definido anteriormente.
Ley de composicion: Dado X,Y,Z € (‘ff2 queremos definir una funcion
o : Home (X,Y) x Home: Y,Z) — Home:. (X,2).

Para esto, consideremos (s/f) : X — Y, (t/g) : Y — Z con (s/f) €
Home (X,Y) y (t/g9) € Homey (Y,Z). Recordemos que las fracciones
(s/f)y (t/g) se representan con los siguientes diagramas, respectivamente

X Y Y 7
NS NS
Y’ VAR

Consideremos el coangulo formado por los morfismos s : ¥ — Y’ y
g:Y — Z'. Como ¥ es calculable a izquierda, existen morfismos s :
7' — Hygqg :Y — Hcon s € X tal que el siguiente diagrama

NSNS
N,

Como t,s' € X, tenemos que s’ ot € X y por lo tanto, tenemos que
(s't/g'f) € Homey (X, 7). De esta manera definimos:

(t/g)o(s/f) = (s"t/d ).

conmuta
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Lema 2.4.3 La construccion anterior no depende de la manera en que se com-

plete el coangulo

y_ 92 g

Y’

Demostracién. Sean (s/f) : X — Y y (t/g) : Y — Z morfismos en €.
Consideremos la composiciéon de ambos morfismos, es decir, consideremos el

siguiente diagrama
X Y Z
NN
Y’ z'

como ¥ es calculable izquierdo, para el codngulo

y -7

|

Y/
existe H € € y morfismos ¢’ : Y’ — H, s’ : Z/ — H con s’ € X tales que el
siguiente diagrama conmuta

Y/ﬁH
g

Supongamos que el codngulo anterior lo completamos de otra forma. Es decir,
supongamos que existe W’ € € y morfismos v’ : Y — W', V' : Z/ — W’ tal
que el siguiente diagrama conmuta

yv_9Y .7

Y — W
ul
con v' € X. Consideremos el coangulo

7 W

]

H,



2.4. DESCRIPCION DEL LIMITE DEL FUNTOR TY 67

por ser X calculable a izquierda, podemos completar al siguiente diagrama con-
mutativo

con « € ¥ de manera que Sv’ = as’, entonces Sv'g = as’g. Lo que implica
que B(u’'s) = B(v'g) = (Bv')g = (as')g = a(s'g) = a(g’s), por lo que s es un
igualador derecho de Su y ag’. Dado que X es calculable a izquierda, existe un
igualador izquierdo, esto es, existe k € X con k : R — Z” tal que k(Bu') =
k(ag’'). En consecuencia, (kf)u'f = (ka)d'f y (kB)v't = (ka)(s't). Por lo que
el siguiente diagrama conmuta

con (kB)(v't) = (ka)(s't) € X pues k,a,s',t € X. Por lo tanto, (s't/g’'f) ~
(W't/u'f). O

Los siguientes resulados nos muestran que podemos componer con cualquier
representante de la clase, es decir, que la composicion esta bien definida.

Lema 2.4.4 Sean (s/f) : X — Y y (t/g),(q/h) : Y — Z tales que (t/g) ~
(¢/h). Entonces

(t/9)(s/f) ~ (q/h)(s/ ).

Demostracién. Dado que (¢/g) ~ (g/h), existen morfismos € : Z” — Py
~: Z' — P tales que el siguiente diagrama conmuta
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con e¢ = ~t € 3. Entonces tenemos que vt = eq y vg = eh. Construyamos
primero (yt/vg)(s/f). Consideremos el coangulo formado por s y g, como X
es calculable a izquierda tenemos el siguiente diagrama conmutativo

NN
N A

con 3 € 3. De esta manera tenemos el siguiente diagrama
X Y Z
NN
Y’ A
R
con Syt € ¥ y por lo tanto por el Lema 2.4.3 tenemos que (t/g) o (s/f) =

(Bt/af).

Por otro lado, como vg = €h, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

NSNS
N A

con fBeq € ¥ y por lo tanto, por el Lema 2.4.3 tenemos que (q/h)(s/f) =

(Beq/ocf).
Pero como vt = feq, tenemos que (Bvt/af) = (Byq/af). Por lo tanto,

(t/g) o (s/f) = (a/h) o (s/f).
O El siguiente corolario nos dice que la composicion esta bien definida.

Corolario 2.4.5 Sean (s/f),(s'/f") : X — Y y (t/9),(t'/)d) : ¥ — Z
morfismos en Ck tales que (s/f) ~ (s'/f") y (t/g) ~ (t'/g"). Entonces

(t/9)(s/f) ~ (t'/g")(s"/ 1.
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Demostracion. Aplicando el Lema 2.4.4 tenemos que (t/g)(s/f) ~ (t'/g")(s/f).
Aplicando el resultado anélogo a 2.4.4, pero fijando el primer morfismo ('/g’)
tenemos que (t'/g")(s/f) ~ (t'/¢')(s'/f"). Como ~ es de equivalencia, tenemos

que (t/g)(s/f) ~ ¥'/g)(s'/f). O

Lema 2.4.6 Sean (s/f): X — Y, (t/9):Y — Z, (r/h) : Z — W morfis-
mos en CL. Entonces

(r/B)[(t/9)(s/ )] = [(r/R)(E/9))(s/ f),
es decir, la composicion de morfismos es asociativa.

Demostracion. Consideramos los siguientes diagramas, primero para la aso-
ciatividad (r/ h)[(t/g)(s/f)] tenemos el siguiente diagrama conmutativo

\<>/\/

con s yueX.

Por otro lado, para la asociatividad [(r/h)(t/g)](s/f) tenemos el siguiente

diagrama conmutativo
X Y Z w
z' w’
(1) x /
Y’ P
\ /
Q

con t',m € 3. Consideramos el siguiente codngulo

W/ mt’ Q

:

K/
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dado que m,t’ € ¥ y ¥ es calculable a izquierda existen morfismos a : K/ — A
vy B:Q — A con a € ¥ tales que el siguiente diagrama conmuta

W, mt’ Q

! g

K ——= A.
«

De esta manera tenemos que S(mt')h = auh, lo cual implica que (Bmh')t =
(Bm)(R't) = (Bm)(t'h) = auh = a(vs't) = (avs’)t, por lo que ¢ es un igualador
derecho y t € X, entonces existe un igualador izquierdo v : A — B tal que
y(Bmh') = y(avs’), con v € X.

Ahora componiendo con g tenemos que v8mh'g = yawvs’'g. Por lo tanto, de
los diagramas anteriores tenemos que v83ls = yfmh'g = yavs'g = vyavg's. De
manera que s resulta ser un igualador derecho con s € ¥, entonces como X es
calculable a izquierda, existe £ : B — C tal que &(vfl) = £(yavg’) con £ € X.

Al componer con el morfismo f : X — Y’ tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

l
X f

Q

vg'f VB

K ——=C.
Eva

De los diagramas anteriores concluimos que

conmuta, con ({ya)(ur) = (§y8)(mt'r) € ¥ pues u, r, a, 7y, £ € X.

En consecuencia,
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es equivalente a

X w
DN
K/

Por lo tanto, (r/h)[(t/g)(s/f)] = [(r/h)(t/9)(s/f). O

Proposicion 2.4.7 Sean C una categoria preaditiva y ¥ un sistema de morfis-
mos de C tal que las siguientes considiones se satisfacen.

(a) ¥ es calculable a izquierda.

(b) Para cada objeto X de C la categoria X /3 contiene una subcategoria pe-
quena cofinal.

Entonces CL es una categoria.

Demostracién. En efecto, los objetos de CL son los mismos que los de C.
Recordemos que por notacién, escribimos X para decir que a X lo estamos
considerando como objeto de CL..

Por lo hecho previamente tenemos que un morfismo © : X — Y puede ser
interpretado como la clase de equivalencia de un diagrama de la siguiente forma
forma

con s € X.
Por el Lema 2.4.6 sabemos que la composicién es asociativa.
Por dltimo, dado que X es un sistema calculable a izquierda 1x : X — X € X
para cada X € C. Por lo que para cada objeto X € (312 existe el morfismo
identidad 1% : X — X representado por el diagrama

A

X.



72 CAPITULO 2. LOCALIZACION

En efecto, dado (s/f) : X — Y del siguiente diagrama

X X Y
1x f
1x s
X Y’
N A
Y/

concluimos que (s/f)(1x/1x) = (s/f).
Por lo tanto, CL es una categoria. O

Teorema 2.4.8 Sean C una categoria preaditiva y X un sistema de morfismos
de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) ¥ es calculable a izquierda.

(b) Para cada objeto X de C la categoria X /X contiene una subcategoria pe-
quenia cofinal denotada por F(X).

Entonces la categoria de fracciones de C relativa a ¥ existe.

Demostracién. Definimos una asignacion T': € —» €4, Para X € C, definimos
T(X)=Xysif:X —Y esun morfismo en €, entonces

T(f) =y /f)

que se representa mediante la clase del diagrama

X Y
Y

con ly € X.

Afirmamos que T es un funtor covariante. En efecto,

(a) Dados f, g € C veamos que T'(gf) = T(g)T(f).
En efecto, si f: X — Y yg:Y — Z, tenemos que gf : X — Z es
mandado bajo T a la fraccion (1z/gf).
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Por otro lado, para la composicion de los morfismos T'(¢)T(f) = (12z/9)(1y /f)
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

NN
N

Por lo tanto, T(9)T(f) = (1z/9f) v ast, T(gf) = T(9)T(f)-
(b) Por definicion tenemos que T'(1x) = (1x/1x), por lo tanto, T'(1x) = 1.

Ahora veamos que si s € X, entonces T'(s) es un isomorfismo. Sea s : X — Y
con s € ¥, la fraccion T'(s) = (1y/s) es representada por el diagrama

X %
%

Veamos que la fraccion (s/1y) es el inverso de (1y /s). Dado que s,1y € 3, en-
tonces (s/1y) € €, parala composicién (s/1y)(1y /s) consideramos el siguiente
diagrama conmutativo

NN
N, A

Luego del diagrama tenemos que (s/1y)(1y/s) = (s/s). Por el siguiente diagra-
ma tenemos que (s/s) ~ (1x/1x)
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En consecuencia, (s/1y)(ly/s) = (1x/1x). Calculamos ahora (ly/s)(s/ly)
mediante el siguiente diagrama conmutativo

NN A
N A

De esta manera (1y /s)(s/1y) = (1y/1ly).
Por lo tanto, T'(s) es un isomorfismo para toda s € 3.

Veamos ahora que el funtor T : ¢ — GlE tiene la propiedad universal, es
decir, para cualquier otro funtor F : € — D tal que F(s) es un isomorfismo
en D para cada s € X, entonces existe un unico funtor Q : GIE — D tal que el
siguiente diagrama

conmuta.

En efecto, sea F' : € — D tal que F(s) es un isomorfismo en D para ca-
da s € X. Definimos @ : €&, — D como Q(X) = F(X) y para un morfismo

(s/f) € €%, Q(s/f) = F(s)"'F(f).

Veamos primero que la asignacion esta bien definida.
Sean (s/f), (s'/f') € CL tales que (s/f) ~ (s'/f'), por lo que existen morfismos
a:Y' —Y" b:Y" — Y tales que el siguiente diagrama conmuta
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donde 5,58’ € ¥y as = bs’ € 3, lo cual implica que F(s), F(s'), F(as) = F(bs')
son isomorfismos. Dado que F es un funtor F(as) = F(a)F(s), de donde
F(a) = F(as)F(s)™!, por lo que F(a) es un isomorfismo y de manera aniloga
F(b) es también un isomorfismo.

De esta manera tenemos que

Qs/f)=F

S

)TLE(f)
)" Fla

'F(a)" F(a)F(f)

as)”

(

(

(as) "' F(af)
(bs) T F (b
(

(

(

$)TE ()T FO)F(f)
) TIR(f)
/1)

I
I s I B B

En consecuencia, () esté bien definido.
La asignacion @Q : € — €4, es un funtor covariante.
En efecto,

(a) Por definicion Q(1x/1x) = F(1x) 'F(1x) dado que F es un funtor tene-
mos que F'(1x) = 1p(x). Por lo tanto, Q(1x/1x) = 1ox)lox) = lox):

(b) Sean (s/f) : X — Y y (t/g) : Y — Z morfismos en CL, veamos
que Q((t/g)(s/f)) = Q(t/9)Q(s/[). Para esto, componemos (t/g)(s/[)

en CL, por lo que existen morfismos s’ : Z' — Ky ¢’ : Y/ — K tal que
el siguiente diagrama conmuta

NN A
N A

con s € X. Asi, (¢/9)(s/f) = (s't/¢'f). Por lo tanto,
Q((t/g)(s/f)) = Q(s't/g'f)

F(s't)™'F(g'f)
F(t)~'F(s") "' F(g)F(f)
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Por otro lado, Q(t/9)Q(s/f) = F(t)"'F(9)F(s) 1 F(f). Como ¢'s = s'g
entonces F(¢g')F(s) = F(s')F(g), y ast F(g)F(s)™! = F(s')"'F(g'). Por
lo tanto tenemos que

Q(t/9)Q(s/f) = F(t) ' F(s") "' F(¢")F(f)
(s't) ' F(g'f)

(s't/g'f)

((t/9)(s/))-

F
Q
Q

Por lo tanto, @ : €5, — D es un funtor.

Afirmamos que el siguiente diagrama

conmuta.

En efecto, si X € €, T(X) = X y por definicién del funtor Q tenemos que
Q(X) = F(X). Por lo tanto QT(X) = F(X) VX € €.

Ahorasi f: X — Y € € tenemos que

QT(f) =Q(ly/f)
= F(ly)"'F(f)
=1lpm)F(f)
= F(f)

En consecuencia, F' = QT.

Ahora veamos que ) es tnico. Supongamos que existe otro funtor G :
€L, — D tal que F = GT. Luego F(X) = GT(X) = G(X) y por lo tanto
G(X) = Q(X), por lo que G y Q coinciden en objetos.

Veamos que Q(s/f) = G(s/f) para (s/f): X — Y en C. Sea f: X —
Y’ € €, dado que G hace conmutar el diagrama tenemos que F(f) = GT(f) =
G(ly//f). Observemos que (s/f) = (s/1y+)(1y//f), esto debido al siguiente
diagrama conmutativo
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X Y’ Y
NN A
f S
Y’ Y’
1Y/ 1Y/

Y.

Ahora como G es funtor, tenemos que

G(s/f) = G((s/1y )Ly / [)) = G(s/1y)G(Ly: | f) = G(s /1y ) F ().

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X Y’ X
\ 1% Y/ /
Y’ Y’

N A
Y/

de donde tenemos que (s/1y)(ly:/s) = (s/s) ~ (1x/1x) y de manera analo-
ga (1y+/s)(s/1y) = (1y//1y/). Por lo tanto, (s/lyr) (1y//s)"t en €. E
consecuencia, G(s/1y/) = G((1y/s)™Y) = G(1y//s) "' = (GT (s )) = F(s)*l.
Por lo tanto, G(s/f) = F(s) " F(f) = Q(s/f) para cada (s/f) € CL, de donde
concluimos que G = Q.

Por lo tanto, la categoria de fracciones existe bajo estas condiciones. [

2.5. Categoria preaditiva de fracciones

En lo que sigue demostraremos propiedades que la categoria de fracciones
hereda de la categorfa original. Primero demostraremos que la categoria € es
una categoria preaditiva si la categoria € lo es. Para lo cual requeriremos de los
siguientes resultados. En toda esta seccion supondremos que C es una categoria
aditiva y ¥ C Mor(C) que satisface a) y b) de la proposiciéon 2.4.7.

Lema 2.5.1 Sean X y Y objetos de CL. Entonces, el conjunto Homezz(Y, Y)
tiene estructura natural de grupo abeliano.

Demostraciéon. Recordemos que Hom@zE (X,Y) = hglt}/( y por el Teore-
ma 2.2.11 tenemos que h_n>1t§ € Ab. Por lo tanto Homey (X,Y) es un grupo
abeliano. Para fines préacticos necesitamos la estructura de grupo abeliano de
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Hom@zZ (X,Y) en términos de diagramas. Para esto, primero reinterpretamos la
suma dada en 2.2.11 para lim . Tenemos que

ligt§=( H t?;((svz))/'\’-
(s,Z2)eF(Y)

Sean f,g € hgt% con f € t%(s,Z) = Home(X,Z) y g € t%(s',2") =
Home (X, Z') para algunos (s, Z)(s’,Z') € F(Y). Por el Teorema 2.2.11, te-
nemos que

F+g:=t%W)(f) +tx(v)(9)
para ciertos morfismos u : (s, 2) — (s, Z2")yv: (s, Z") — (8", Z") en F(Y).
Notemos que la suma t¥ (u)(f)+t% (v)(g) esté tomada en t% (s”, Z") = Home (X, Z")
con la estructura de grupo abeliano que tiene Home(X, Z”). Luego, por de-
finicion de t¥ (u) y t%(v) tenemos que t%(u)(f) + t%(v)(g) = uf + vg en
Home (X, Z").

Ahora reinterpretamos la suma anterior en términos de diagramas. Recor-
demos que f lo podemos representar por un diagrama

sz/,

a g lo podemos representar por

X Y
N
Z/

y a t¥ (u)(f) + t%(v)(g) lo representamos por

X Y
zZ".

Como u: (8,2) — (8", Z") yv:(s,2") — (§",Z") son morfismos en F(Y),
tenemos que los siguientes diagramas conmutan en C

Z z'

A

Y U Y v

1" 1"

Z/I Z/I .
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De la prueba del Lema 2.3.3, recordemos que la existencia de u y v se construye

de la siguiente manera:
Consideramos el coangulo

Yy 2257

Zl/

y entonces completamos al diagrama

y =2 s7

1

Z/ ? Z//.

Luego, se define s’ := vs’ = us € X y entonces tenemos u :

yv:(s,2')— (s,2").
Es decir, en términos de diagramas tenemos que

(s,2) — (§",2")

X

N

Z

Y

X

N

Z/

Y

donde para construir X Y lo que hacemos es considerar coan-

Z//

gulo formado por s y s’ y lo completamos al siguiente diagrama conmutativo

Yy —~°s7

it

! 1!
y asi tomamos s” =us =vs': Y — Z” y en Home(X, Z”) tomamos la suma

uf + vg.
Para recordar la construccién anterior lo que hacemos es que al siguiente dia-

NNA

grama
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lo completamos al siguiente diagrama conmutativo

y de ahi obtenemos la informacién necesaria para construir

X Y

Uf-k /’_us

z".

Interpretamos la estructura de grupo abeliano que tiene t§, dada en el Teorema
2.2.11.

(a) Neutro. Recordemos del Teorema 2.2.11 que el cero en Homezz(f, Y) es
la clase del cero, que denotamos por 0, donde 0 € t¥.(s, Z) = Home(X, Z)
para cualquier (s, Z) € F(Y).

En particular, podemos tomar (1y,Y) € F(Y) (recordemos que F(Y) es
una subcategoria de Y/X) y 0 € t%(1y,Y) = Home(Y,Y). Es decir, el
cero lo podemos representar con la clase del diagrama

X Y
N
Y.

(b) Inverso. De 2.2.11, tenemos que si f € Homer (X,Y) con f €ti(s,2) =
Home (X, Z) entonces —(f) = —f. Es decir, el inverso de la clase del

diagrama
X Y
Z,

lo podemos representar con la clase del diagrama

Xf\z/y
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(c) Asociatividad y conmutatividad. No la interpretamos pues no necesitamos
esto en términos de diagramas. Solo usamos la asociatividad y conmuta-
tividad, en abstracto.

Por lo tanto, Hom@zE(X, Y) es un grupo abeliano, puesto que C es preaditiva.
O

Observacién 2.5.2 Tenemos que (s/0) ~ (1y/0) V s € X. En efecto, conside-
remos el siguiente diagrama conmutativo

X Y

0 s
0 1y
Y’ Y
N A
Y'.

De donde tenemos que (s/0) ~ (1y /0).
Lema 2.5.3 Para X,Y, Z objetos en la categoria C, la composicion
o(X,Y,Z): Home (X,Y) x Homezz(?, Z) — Home (X,Z)

es bilineal. Es decir, si f, € HomeﬁS

( Homezz(?,f), entonces
ho(f+g)=hof+hogy(h+k)of=

Demostracién. Consideramos f = (s/f),g = (t/g) y h = (r/h), donde f y g
estan representados por los siguientes diagramas

X Y X Y
Y’ Y”.
Para calcular f + g, consideremos el siguiente diagrama conmutativo
X Y X
s t
f g
Y/ Y//
A
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donde t' f+s'g € Home(X, A), t's = s't € X. Por lo que tenemos (s/f)+(t/g) =
(s't/t'f + s'g). Para componer con (r/h) consideramos el siguiente diagrama
conmutativo

X Y A
t'f+s'g r
A Z'
X %
K

con B € X. De esta manera la composicion (r/h)[(s/f) + (t/g)] es representada
mediante el siguiente diagrama

X Z
a(t’ers’gX A
K

con a(t'f+s'g) =at'f+as'ge Cy pr e .

Ahora, calculamos la composicion (r/h)(s/f). Recordemos que para realizar
la composicién tenemos que completar un coangulo y se probé en 2.4.3 que no
depende de la forma en que se complete el coangulo.

En particular, como Sh = (at’)s, por los diagramas anteriores, tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

NSNS
N A

Por lo tanto, (r/h)(s/f) = (Br/at’f).

De forma andloga, para calcular (r/h)(t/g), consideremos el siguiente dia-
grama conmutativo
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SNA
NA

Por lo tanto, (r/h) o (t/g) = (Br/as’g).
De esta manera queremos sumar las fracciones (Sr/as’g) y (8r/at’f) represen-
tados por los diagramas

X 7 X Z
ak A ak{ A
K K.

Del siguiente diagrama conmutativo

X Y Z
as’g Br
K K
K

Tenemos que (8r/as’g) + (Br/at’ f) esté representada por el diagrama

X Z
as'ngak A
K

de donde se concluye que (r/h)((s/f) + (t/9)] = (r/h)(t/g) + (r/h)(s/f) =
(r/h)(s/ ) + (r/h)(t/g)-

De manera analoga se prueba la distribucién por la izquierda. [J

Corolario 2.5.4 Sea C una categoria preaditiva y ¥ C Mor(C) que satisface
a) yb) de 2.4.7. Entonces (i’lZ es preaditiva.

Demostracion. Se sigue de los Lemas 2.5.1 y 2.5.3. [

Proposicion 2.5.5 Sea C una categoria con las mismas hipdtesis del Teorema
2.4.8. Para un morfismo f : X — Y de C, las siguientes condiciones son
equivalentes.
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(a) T(f) =0 en CL.
(b) Existe un morfismo s:Y — Z, s € X tal que sf =0 en C.
Demostracion. (a) = (b). Supongamos primero que T'(f) = 0. Ahora como

T(f) = (1y/f) = 0 = (1y/0) existen morfismos v : Y — Kyv:Y — K,
con v =vly = uly € X tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X Y

f 1y
0 1y
Y Y
K,

es decir, vf = 0. Tomando s :=v: Y — Z se tiene lo deseado.

(b) = (a). Supongamos que existe s : Y — Z con s € ¥ tal que sf = 0.
Entonces T'(s)T(f) = T(0) = 0. Como s € 3, se tiene que T'(s) es un isomorfis-
mo, por lo tanto, T(f) =0. O

2.6. Categoria de fracciones derechas

Las proposiciones y teoremas demostrados en las seccién anteriores tienen
resultados duales. Analogo a la construccion dada en el Teorema 2.4.7 de frac-
ciones a izquierda se puede emular la construcciéon para construir la categoria
de fracciones derechas.

Para construir las fracciones a derecha, construimos las fracciones izquierdas
en la categoria dual €* (ver seccion 1.6). Sea ¥ C Mor(C), consideramos

S o={f" X" —=Y"f:Y — X con f € X} C Mor(C").

Dado X* € C* construimos X*/¥* (ver definicion 2.3.2).

Observacion 2.6.1 Notemos que X*/¥* = (X/X)*.

Definicion 2.6.2 Sea C una categoria arbitraria
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(a) Se dice que C es casi-directa a derecha si cualquier codngulo en C

C

|

A—— B,
se puede completar a un cuadrado conmutativo

D——C

o

A——B

y para cualquier par de morfismos u,v : B — C en C existe un morfismo
a: A— B tal que ua = va.

(b) Sea C" una subcategoria plena de C. Se dice que C' es una subcategoria
final de C < VA € C, existe un morfismo u: A’ — A con A’ € C'.

Observacion 2.6.3 Sea C una categoria arbitraria y ¥ C Mor(C) un sistema
de morfismos.

(a) Con la definicion anterior, tenemos que X*/¥* es casi-directa a izquierda
< X/ X es casi-directa a derecha. Ademds (X*/5*) tiene una subcategoria
cofinal & X /X tiene una subcategoria final.

(b) £ C Mor(C) es calculable a derecha en C < X* C Mor(C*) es calculable
a izquierda en C*.

Sea C una categoria preaditiva y ¥ C Mor(C) un sistema de morfismos que
satisface las siguientes condiciones

a) X es calculable a derecha.
b) Para cada X € C, ¥/X tiene una subcategoria final pequena.

Por la observacién anterior, tenemos que X* C Mor(C*) es calculable a
izquierda en C* y X*/¥* tiene una subcategoria cofinal pequena para cada
X* e e

Por el Teorema 2.4.8 sabemos que podemos contruir la categoria de frac-
ciones izquierdas de C* que denotamos por (C%.)".
En este caso tenemos que

(a) Obj((CL.)Y = Obj(C*) = Obj(€), dado X* € Obj(C*) utilizamos la nota-

cién X* para decir que estamos considerando al objeto en (C%.)".
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(b) Mor((€4.)!). Un morfismos del objeto Y* a X* en (€%.)! lo podemos

interpretar como una clase de equivalencia de un diagrama de la siguiente
forma en C*

con f*: Y* —Z"enC*ys: X* — Z" en ¥*.

Pasando el diagrama anterior a € tenemos que un morfismos de Y* a
X* en (G*E*)l lo podemos representar con la clase de equivalencia de un

diagrama de la forma
Y X
Z

En base a la discusién anterior, podemos definir la categoria de fracciones dere-
chas.

con f: Z—YyseX.

Sea C una categoria preaditiva y 3 C Mor(C) un sistema de morfismos tal que
satisfacen las siguientes condiciones

a) X es calculable a derecha.
b) Para cada X € €, ¥/X tiene una subcategoria final pequena.

Entonces definimos la categoria de fracciones a derecha C§, como sigue.

(a) Obj(CL) = Obj(€) y dado X € Obj(€) utilizamos la notacion X para
decir que a X lo estamos considerando como objeto de C%..

(b) Mor(€%). Dados dos objetos X, Y € Obj(C%) definimos

Es decir, un morfismo f : X — Y en C% lo representamos con la clase de
equivalencia de un diagrama en € de la forma

X/Z\Y

con s € Xy f € Home(Z,Y). Donde la relacion de equivalencia esta dada
como sigue: los siguientes dos diagramas estan relacionados
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7z

SN N

X Y

si y solo si existen morfismos, o : W — Z y f: W — Z’ tal que el
siguiente diagrama conmuta

w
SN
Z A

con s’ € 3.

Al morfismo f : X — Y representado por el diagrama

PN

X Y

lo denotaremos por (f/s) y la llamamos fraccién a derecha.

De forma analoga a como se define la composiciéon de fracciones a izquierda
definimos la composicién de fracciones a derecha

Consiremos dos fracciones a derecha (f/s) : X — Y y (g/t) : ¥ — Z
representadas por los diagramas

SN N

Consideremos el codngulo formado por los morfismos f: X' — Y yt: Y —
Y. Como X es calculable a derecha, existen morfismos ¢/ : W — X' cont’' € &

X
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y /i W — Y tal que el siguiente diagrama conmuta

/\
/\/\

Como st’ € X, tenemos que (gf'/st’) € Homey (X, Z). De esta manera definimos

(g/t) o (f/s) = (gf'/st).

Con esto es facil ver que C%, es una categoria.

También tenemos que Homer, (X,Y) es un grupo abeliano donde la suma esta
definida como sigue:

Z/
N N B
L X Y
Donde para construir
Z//
z,,/ Xﬂ%
X Y,

lo que hacemos es considerar el coangulo formadopor s: Z — Xy s : 7/ —
X y como ¥ es calculable a derecha tenemos el siguiente diagrama conmutativo

7
VNN

conueXys’' :=su=svel.
Con esto tenemos que C%, es una categoria preaditiva.

Teorema 2.6.4 Sean C una categoria preaditiva y X un sistema de morfismos
de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) ¥ es calculable a derecha.

(b) Para cada objeto X de C la categoria X/X contiene una subcategoria pe-
quenia cofinal denotada por F(X).

Entonces la categoria de fracciones de C relativa a ¥ eziste, esta categoria es
denotada por CY, y es llamada categoria de fracciones derechas.

Demostraciéon. La demostracion es anédloga a la del Teorema 2.4.8. [J

2.7. Categoria aditiva de fracciones

En esta seccién revisaremos las condiciones necesarias para que la catego-
ria de fracciones de una categoria dada resulte ser una categoria aditiva. Por
supuesto que antes probaremos algunos resultados basicos.

Lema 2.7.1 Sea C una categoria preaditiva ¥ C Mor(C) que satisfacen a) y
b) de la Proposicion 2.4.7. Sean (1y/f) : X — Y y (t/g) : Y — Z tal que
(t/g9)(1y /f) = 0 en CL. Entonces, existe (r/h):Y — Z con (t/g) ~ (r/h) tal
que (r/) o (1y/f) = (r/hf) y hf =0 en €.

Demostracion. Supongamos que (1y/f) y (¢t/g) estan representadas por los
siguientes diagramas

X Y Y A

N A WA

Y AR

Para calcular la composicion (t/g)(1ly/f), consideremos el siguiente diagrama

conmutativo
X Y Z
g
f ly t
Y zZ'
w

con s € X. De donde tenemos que (t/g) o (1y/f) = (st/¢'f). Como (t/g) o

(1y/f) =0, tenemos que (st/g’'f) ~ (12/0).
Por lo tanto, existen morfismos ao: W — Ly 8: Z — L tal que el siguiente
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diagrama conmuta

Es decir, ag’'f =0y = ast € .
Por otro lado, del siguiente diagrama conmutativo

Y Z
\ asg t /
g ast
A L
L.

tenemos que (t/g) ~ (ast/asg).
Ademés, del siguiente diagrama conmutativo

X Y A
f 1y ast
Y L
L

tenemos que (ast/asg)(ly/f) = (ast/(asg)f), con (asg)f = ag'f = 0.
Por lo tanto, (r/h) := (ast/asg) es la fraccion buscada. O

Proposicion 2.7.2 Sea C una categoria preaditiva ¥ C Mor(C) que satisfa-
cen a) y b) de la Proposicion 2.4.7. Si C tiene cokerneles, entonces C?lz tiene
cokerneles y el funtor T : C — GZE es exacto a derecha.

Demostracion.

Primero veamos que si f: X — Y en € esta representado por la fraccion
(1y/f) con f: X — Y, entonces f tiene cokernel en C..
En efecto, seap : Y — K el cokernel de f. Afirmamos que (1x /p) es el cokernel

de (1y/f).
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(a) Veamos que (1x/p)(ly/f) = 0. Para esto, consideremos el siguiente dia-
grama conmutativo

SNA N A
N A

De donde concluimos que (1x/p)(ly/f) = (1x/pf). Pero pf = 0 pues
p = Coker(f). Por lo tanto, (1x/p)(1y/f) = (1x/0).

(b) Sea (t/g) : Y — Z representado por

Y VA
N A
Z/

tal que (t/g)(1y/f) = 0. Por el Lema 2.7.1, podemos suponer que (t/g)(1y/f) =
(t/gf) con gf =0, como p = Coker(f), existe un unico morfismo 6 : K —
7' tal que el siguiente diagrama conmuta

Z/

e

0

X—Y —K.
f P

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

SN A
N, A

Por lo tanto, tenemos (¢/60)(1x/p) = (t/0p) = (t/g). Es decir, se factorizo
(t/g) a través de (1x/p).

Ahora, veamos que (1 /p) es un epimorfismos en CL. Como C es preaditi-
va, basta ver que si (r/h) : Y — Z es un morfismo tal que (r/h)(1x/p) =
0, entonces (r/h) = 0.
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En efecto, por el Lema 2.7.1, podemos suponer 0 = (r/h)(1x/p) = (r/hp)
con hp = 0. Como p es un epimorfismo en € pues p = Coker(f), tenemos
que h = 0. Por lo tanto, (r/h) = (r/0) ~ (1z/0) =0 en CL.

Por lo tanto, (1x/p) es un epimorfismo y entonces la factorizacion de (¢/g)
a través de (1x/p) es tnica. Por tanto, (1x/p) = Coker(ly/f).
Es decir, si tenemos la siguiente sucesion exacta

x-toy_"?

K 0 en C.
entonces tenemos la siguiente sucesién exacta

T(f) T(p)
e e

T(X) T(Y) T(K) —=0en €.
Por lo tanto, T" es un funtor exacto a derecha.

Ahora sea (s/f) = f : X — Y morfismo arbitrario en €4, representado por

X Y
Y’.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X Y’ Y
\ 1ys 1y/ /
f S
Y’ Y’
DN A
Y.

En consecuencia, (s/1%) o (1y//f) = (s/f). Pero (s/1y+) es un isomorfismo en
CL ((s/1y)~t = (1y+/s)). Por lo hecho anteriormente, sabemos que (1y//f)
tiene cokernel. Sea (1x/p) : Y’ — K el cokernel de (1y//f), es facil ver que
(1 /p) o (s/1y)"1 Y — K es el cokernel de (s/f).

el diagrama

O

Los resutados anteriores tiene sus respectivos duales, los cuales solo enucia-
mos puesto que la prueba es totalmente analoga.
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Corolario 2.7.3 Sea C una categoria preaditiva y ¥ C Mor(C) que satisface
las condiciones a) y b) de la proposicion 2.4.7. Si C tiene kerneles, entonces C%
tiene kerneles y el funtor T : € — CY, es ezacto a izquieda.

Demostracion. Es totalmente analoga a la del corolario 2.7.2 [

Lema 2.7.4 Sean C una categoria preaditiva y X C Mor(C) que satisface las
condiciones a) y b) de la Proposicion 2.4.7. Entonces, el funtor T : € — (?lz de
localizacion, es un funtor covariante aditivo.

Demostracion. Sean f,g € C, con f,g: X — Y, por lo que tenemos f + g :
X — Y. Por lo tanto, tenemos que T(f + g) = (1ly/f + g) esta representada
por la clase del siguiente diagrama

X Y
o~
Y

Por otro lado, tenemos que T'(f) = (1y/f) y T(g9) = (1y/g). Para calcular
T(f)+T(g), consideramos el siguiente diagrama conmutativo

NN A
N A

Porlo que T'(f) +T(g9) = (1y /) + (Iv /g) = (Iy Iy /Iy f + 1yg) = (Iy /f + g)-
Por lo tanto, T(f +¢) =T(f) +T(g). O

Teorema 2.7.5 Sean C una categoria preaditiva y ¥ C Mor(C) que satisface
las condiciones a) y b) de la proposicion 2.4.7. Si C es una categoria aditiva,
entonces CL es aditiva.

Demostracién. Solo resta ver que €, tiene coproductos finitos. Sea {X;}7 ;
una familia de objetos en €L. Por nuestra convencién, tenemos una familia de
objetos {X;}_, en €. Como C es aditiva, por el Teorema 1.2.4, existe un objeto
X € € y morfismos u; : X; — X, p; : X — X tales que

(@ )
Zuipi =1x
i=1
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0 sit#j
piuj:{ 7

1X1~ Sl’L:j

Consideremos X = T(X) € Cx. Al aplicar el funtor T : € — €L a los
morfismos anteriores obtenemos los morfismos u; = T'(u;) : X; — X, p; :
X — X, para cada i. Dado que T es aditivo por el Lema 2.7.4, tenemos

n

T wps) = > T()T(pi) = Y i = T(1x) = lrox) = 1x

i=1 i=1

donde

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.4 tenemos que CL; es una categoria aditiva.
O

2.8. Categoria abeliana de fracciones

En la presente secciéon estudiaremos que la categoria de fracciones de un
sistema calculable de morfismos es abeliana si la categoria original es abeliana.
Para realizar lo anterior necesitamos unos resultados previos.

Lema 2.8.1 Sean C una categoria con cokerneles, f : X — Y wun morfismo
en Cya:Y — Y un isomorfismo. Entonces, coker(f) = coker(af) o a.

Demostraciéon. Sea v : Y’ — W el cokernel de af, es decir, y(af) =0y v
tiene la propiedad universal.

Afirmamos que coker(f) =voa.

En efecto, dado que 0 = y(af) = (ya)f, solo falta ver que v o « tiene la
propiedad universal. Sea g : Y — K un morfismo tal que gf = 0. Como
a:Y — Y’ es un isomorfismo tenemos o~ ! : Y/ — Y y consideramos el
morfismo ga~! : Y/ — K. Luego ga~(af) = gf = 0. Como v es el cokernel
de af tenemos que existe un inico morfismo ¢ : W — K tal que el siguiente
diagrama conmuta
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X Y’ w.

Entonces ¢ = ¢(ya). Veamos que ¢ es tnica con tal propiedad. En efecto,
supongamos que existe ¢’ tal que pya = g = ¢'va. Como « es un isomorfismo,
tenemos que @y = ¢’y y como 7 es un epimorfismo (pues v = Coker(af))
tenemos que ¢ = ¢’. Por lo tanto, coker(f) = ya = coker(af)oa. O

Proposicion 2.8.2 Sea C una categoria con kerneles y cokerneles. Considere-
mos f: X — Y enC, a:Y — Y un isomorfismo y v = coker(af) con
v:Y — K. Sii:Q —Y el kernel de ya, entonces «i es el kernel de .

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama

! a

X Y Y’

Q

donde i : Q — Y es el kernel del morfismo ya. Por lo que (ya)i = 0y y ademas
1 tiene la propiedad universal.

Veamos que Ker(y) = ai.

En efecto, como (ya)i = 0, se tiene que (i) = 0. Solo falta checar la propiedad
universal. Sea g : Q" — Y’ tal que vg = 0, dado que « es un isomorfismo
podemos considerar a~'g: Q' — Y y tenemos que ya(a"lg) = vg = 0. Como
~va = Ker(2), por la propiedad del kernel existe un tnico morfismo ¢ : Q' — @
tal que el siguiente diagrama conmuta

X / Y v i

—1

Q" Q
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es decir, ip = a~lg, lo cual implica (ai)p = g.
Veamos que ¢ es Unica. Supongamos que existe ¢’ : Q' — @ tal que i@’ =
a~lg, lo cual implica que i@’ = ip. Como i es un monomorfismo, entonces

» = ¢'. En consecuencia, ¢ es unica. Por lo tanto, Ker(y) = ai = a o Ker(ya).
O

Proposicion 2.8.3 Sea C una categoria preabeliana. Consideremos la descom-
posicion candnica del morfismo f : X — Y dada por el siguiente diagrama
conmutativo

X Y

-

Coker(t) ? Ker(u).

Sea o :' Y — Y’ un isomorfismo en C, entonces la descomposicion candnica
del morfismo af : X — Y’ estd dada por el siguiente diagrama conmutativo

@ ua !
tLx Ty U

LT

Coker(t) ? Ker(u).

T

Demostracion. Consideremos el diagrama canénico de la descomposiciéon del
morfismo f: X — Y

X Y

L

Coker(t) ? Ker(u)

donde 7 : X — Coker(t) es el cokernel de t, Ker(u) = i, f es el tinico morfismo
que se contruye de la propiedad universal del kernel y el cokernel.

Sea v := Coker(af). Por el el Lema 2.8.1, tenemos que Coker(a f) = Coker(f)a~! =
ua~!. Por el Lema 2.8.2, tenemos que Ker(y) = ai. Asi tenemos el siguiente
diagrama conmutativo
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donde t = Ker(af) pues « es un isomorfismo, m = Coker(t), ua~! = Coker(af)

y ai = Ker(ua™1).

Como el morfismo paralelo de af es el tnico morfismo, Coker(t) — Ker(t) que

hace conmutar el diagrama anterior. Tenemos que el diagrama anterior nos da

la, descomposicién canénica del morfismo af y f es el morfismo paralelo de af.
O

Lema 2.8.4 Sea C preaditiva, ¥ C Mor(C) un sistema calculable tal que para
cada X € C la categoria X /Y. tiene una subcategoria cofinal pequena y la catego-
ria /X tiene una subcategoria final pequenia. Entonces existe un isomorfismo
de categorias

Q:CL — L.

Demostracién. Sean 7 : C — CL y F : € — €% los funtores de localizacion
de fracciones izquierdas y derechas respectivamente. Dado que F' es un funtor
tal que para cada s € 3, F(s) es un isomorfismo, por la propiedad universal de
€L, existe un tnico funtor @ : €L, — CL tal que el siguiente diagrama conmuta

T
e—Lsel

i

er.

De manera anéloga, como C%, tiene la misma propiedad universal, existe un
tinico morfismo P : €5 — C4 tal que el siguiente diagrama conmuta

F s
c—Eser

|

eL.

Por lo tanto, (PQ)T = T. De las misma manera, por la propiedad universal de
T : € — €L, existe un tinico morfismo M : €L — €} tal que el siguiente

diagrama conmuta

G$6l2

|

Pero el funtor Iet : € — €4 hace conmutar el diagrama anterior y también
P@. De donde concluimos que M = ICZE = PQ.
De manera anéloga se prueba que QP = Iey.. Por lo tanto, GZE =Cy. O
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Recordemos que una categoria aditiva € es abeliana si y s6lo si todo morfismo
tiene kernel y cokernel, y para cualquier morfismo f : X — Y el morfismo
paralelo f es un isomorfismo (ver definicién 1.4.1).

Ahora veamos que Cyx: resulta abeliana bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.8.5 Sean C una categoria abeliana y X C Mor(C) un sistema de
morfismos en C tal que satisface las siguientes condiciones:

(a) X es calculable.
(b) Para cada X € C la categoria X/¥ tiene una subcategoria cofinal pequeria.
(¢) Para cada X € C la categoria /X tiene una subcategoria final pequetia.

Entonces CL, = €L, y ademds C% es abeliana.

Demostraciéon. Como C es aditiva, entonces por el Lema 2.7.5, la categoria
€, es aditiva. Por el Lema 2.8.4 tenemos que CL = CL. Sea (s/f) un morfismo
en C representada por el diagrama

X Y
Z,

por los Lemas 2.7.3 y 2.7.2 tenemos que (s/f) posee kernel y cokernel y ademas
el funtor 7' : C — €L, = €% es exacto.

Como € es abeliana, para el morfismo f : X — Z € C que forma parte de
(s/f) tenemos el siguiente diagrama conmutativo que nos da la descomposicion
canénica de f

R 4 X Z—" U

L

Coker(r) ? Ker(u)

donde i = Ker(u), u = Coker(f), r = Ker(f), 7 = Coker(r) y f es un iso-
morfismo. Aplicando el funtor 7' al diagrama anterior, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

5 T TW) o

T(uw —
(u) U

lT(W) T(3)

Coker(r) — Ker(u),
() = Kerw)
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donde T'(i) = Ker(T(u)), T(u) = Coker(T(f)), T(r) = Ker(T'(f)), T'(m) =
Coker(T(r)) y T(f) es isomorfismo (pues T es exacto).

Por lo tanto, el diagrama anterior nos da la descomposicion canénica de T'(f)
en C,.

Notemos que (s/f) = (s/1z)(1z/f) donde T(s)~! := (s/1z) : Z — Y es un
isomorfismo.

Por la proposicién 2.8.3 tenemos que la factorizacion canoénica de (s/f) esta

. . . . l
dada por el siguiente diagrama conmutativo en Cs;

E T(r) y (s/f) 7 T(u)T(s) U
iT(‘n’) TT(S)_lT(i)
Coker(r) — Ker(u).

T(f)

Luego entonces el morfismo paralelo de (s/f) es T(f), el cual es un isomorfismo.
Por lo tanto, €, es abeliana. O
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