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Introduccion

Todos los dias estamos rodeados de innumerables conexiones y redes: carreteras
y vias férreas, lineas telefénicas e internet, circuitos electrénicos e incluso enlaces
moleculares. También hay redes sociales entre amigos y familias. Todos estos
sistemas se pueden modelar por medio de puntos, llamados vértices, los cuales estan
conectados por lineas, llamadas aristas. En matematicas, todas estas configuraciones
se llaman graficas.

La teoria de graficas estudia las graficas y sus propiedades. Es una de las dreas
mas visuales de la matematica que tiene innumerables aplicaciones importantes.
La teoria de graficas tuvo sus inicios en problemas de matematicas recreativas,
pero se ha convertido en un area significativa de investigacion, con aplicaciones en
quimica, investigacién de operaciones, ciencias sociales y ciencias de la computacion.

La historia de la teoria de graficas se puede remontar especificamente a 1735,
cuando el matematico suizo Leonhard Euler resolvié el problema de los puentes de
Konigsberg, el cual era un viejo rompecabezas sobre la posibilidad de encontrar un
camino sobre cada uno de los siete puentes que abarcan un rio bifurcado que fluye
mas alla de una isla, pero sin cruzar ningtin puente dos veces. Euler argumenté
que no existe tal camino. Su prueba implicaba soélo referencias a la disposicion fisi-
ca de los puentes, pero esencialmente probo el primer teorema en la teoria de graficas.

En esta teoria existen muchas lineas de investigacion, una de ellas es la teoria
de las graficas perfectas, la cual relaciona el concepto de coloracion por vértices
con el concepto del nimero de clan. Se dice que una grafica G es perfecta
si para toda subgrafica inducida H de G se cumple que su nimero cromatico
es igual a su numero de clan. Adem&s de tener una estructura interesante,
las graficas perfectas son consideradas importantes por tres razones: primero,
se sabe que varias clases comunes de graficas son siempre perfectas; segundo,
una serie de algoritmos importantes trabajan solo en graficas perfectas; tercero,
las graficas perfectas pueden ser usadas en una amplia variedad de aplicaciones,
que van desde la programacion de la teoria de orden hasta la teoria de comunicacion.
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La teoria de graficas perfectas se desarrollé a partir de un resultado de Tibor
Gallai en 1958, que en lenguaje moderno puede ser interpretado como establecer que
el complemento de una grafica bipartita es perfecto; este resultado también puede
ser visto como una simple equivalencia al teorema de Konig, un resultado mucho
mas antiguo relacionando con apareamientos y cubiertas por vértices en graficas
bipartitas. El teorema de Koning en teoria de graficas establece que una cubierta por
vértices minima en una grafica bipartita corresponde a un apareamiento méaximo,
y viceversa; ésto puede ser interpretado como la perfeccion de los complementos de
las graficas bipartitas.

El primer uso del término “grafica perfecta” aparece en 1961 en un articulo de
Claude Berge [7]. En ese articulo, Berge unific6 el resultado de Gallai con algunos
resultados similares al definir las graficas perfectas, y propuso la “Conjetura Fuerte
de Graficas Perfectas”, probablemente la pregunta abierta mas hermosa en teoria de
graficas, dicha conjetura dice que una grafica es perfecta si y sélo si es una grafica
Berge, es decir, si no contiene hoyos impares o antihoyos impares como subgraficas
inducidas. Después de dicho resultado, las gréaficas perfectas son también llamadas
graficas Berge.

En 1999 Peter Sarnak (quien en ese entonces era el presidente del departamento
de matematicas de Princeton) se reunié con Paul Seymour y le propuso que se
postulara para una beca del AIM (American Institute of Mathematics). Rober-
tson, Seymour y Thomas, habian trabajado juntos antes en algunos proyectos,
y querian hacerlo nuevamente, asi que aquello parecia la oportunidad ideal para ellos.

En aquel entonces, habian dos problemas abiertos de clase mundial: la conjetura
de Hadwiger y la conjetura fuerte de graficas perfectas de Berge. El grupo alrededor
de Gérard Cornuéjols pensaba que toda grafica Berge podia ser construida a partir
de unas pocas clases bésicas de graficas mediante algunas construcciones razonables.

A pesar de que Robertson, Seymour y Thomas no tenfan experiencia en gréaficas
perfectas, decidieron poner ambos problemas en la propuesta para conseguir la beca,
la cual finalmente obtuvieron.

De esta forma, en enero del 2000, Robertson y Thomas llegaron a Princeton
para empezar a trabajar junto con Seymour casi de tiempo completo. Tiempo des-
pués, en el verano del 2001 se unirfa una estudiante de Seymour, Maria Chudnovsky.

La conjetura de Berge duré poco mas de 40 anos, hasta que finalmente, después
de atacar dicha conjetura durante 28 meses, en mayo del 2002 (justo antes de
la muerte de Berge) Maria Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour y Robin
Thomas anunciaron que habian demostrado la famosa “Conjetura Fuerte de
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Gréficas Perfectas” y posteriormente, en 2006 publicaron su resultado en [14]. La
demostracion es dificil y consiste de unas 150 paginas, y una visién general puede
dar solamente una vaga idea de ella. Dicho resultado se conoce como el Teorema
Fuerte de Graficas Perfectas (SPGT por sus siglas en inglés).

En 1961, Claude Berge también propuso la “Conjetura Débil de Graficas
Perfectas”, la cual establece que una gréfica es perfecta si y sélo si su complemento
también es una grafica perfecta. Primero se atacd el problema considerando
diversos tipos de graficas de manera particular y se obtuvo que algunas familias
de graficas son perfectas: graficas completas, graficas bipartitas, complementos
de graficas bipartitas, graficas de lineas de graficas bipartitas, complementos de
graficas de lineas de graficas bipartitas, graficas comparativas, complementos de
graficas comparativas, etcétera. Finalmente, Lovdsz demostré en 1972 en [16] la
Conjetura Débil de Graficas Perfectas. Para demostrar la conjetura, Lovasz utilizo
una operacion, la cual consiste en reemplazar cada vértice de una grafica por un
clan; Berge ya sabia que, si una grafica es perfecta, la grafica formada por este
proceso de reemplazo también es perfecta. Al resultado demostrado por Lovasz se
le conoce como el Teorema Débil de Gréficas Perfectas.

Mas tarde, las gréaficas nucleo solubles fueron introducidas por Berge y Duchet,
quienes notaron que los hoyos impares y los antihoyos impares no son nicleo solu-
bles. De esta forma, en 1983, Berge y Duchet conjeturaron que las graficas nicleo
solubles y las graficas perfectas son equivalentes. Las siguientes dos conjeturas fue-
ron establecidas en [8]: “Las gréficas perfectas son nicleo solubles” y “Las gréficas
nicleo solubles son perfectas”. La primera conjetura fue previamente demostrada
para algunos casos especiales de clases de gréaficas perfectas, incluyendo las graficas
de lineas [17, 19], las multigréficas de lineas [9], las graficas cordales, las gréficas de
Gallai [15, 18] y el complemento de graficas fuertemente perfectas [5].

La demostraciéon del caso general fue dada por Boros y Gurvich en 1996 en [10],
la cual estd basada en varios resultados de teoria de juegos cooperativos.

La segunda conjetura, se puede deducir del Teorema Fuerte de Graficas Perfec-
tas y de observar que las subgraficas inducidas de una grafica nicleo soluble, son
también nucleo solubles. Demostraciones independientes son conocidas sélo para
algunas clases especiales de graficas, incluyendo las gréficas de lineas [17, 19] y las
multigraficas de lineas [9].

Finalmente, con base en los resultados obtenidos por Chudnovsky y su equipo de
trabajo, en 2013 Stephan Andres y Winfried Hochstéttler dieron una extensién de
dichos resultados en digraficas. Andres y Hochstéattler dieron una caracterizacion de
digraficas perfectas a partir de un conjunto de subdigraficas inducidas prohibidas.
Esto resulta en que las digraficas perfectas son exactamente los complementos
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de stper orientaciones clan aciclicas de graficas perfectas. Asi, obtuvieron como
corolario que los complementos de digraficas perfectas tienen nicleo.

El objetivo de esta tesis es presentar algunos de los resultados antes mencionados
y principalmente, mostrar la extension del concepto de grafica perfecta a la teoria
de digraficas. Veremos qué es una digrafica perfecta y como se caracteriza a partir
del Teorema Fuerte de Graficas Perfectas y del Teorema Débil de Graficas Perfectas.

En el primer capitulo de esta tesis, se dardn algunas definiciones bésicas de la
teoria de graficas, asi como resultados basicos que se utilizaran en las demostraciones
de los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo, daremos resultados importantes de las graficas bipar-
titas, los cuales nos ayudaran a demostrar el teorema de Gallai y el teorema de
Konig, éste tltimo sera esencial para demostrar en el capitulo 4 que toda grafica
cuyo complemento es bipartito es perfecta.

En el tercer capitulo hablaremos sobre la coloracion por vértices y se dara la
definiciéon del nimero cromatico, ademas encontraremos el nimero cromatico de
algunas familias de gréaficas ya conocidas.

En el cuarto capitulo se relacionan los conceptos de ntimero cromatico y ntimero
de clan para introducir la definicion de una grafica perfecta. Veremos cudles familias
de graficas son perfectas y ademas, introduciremos el Teorema Débil de Graficas
Perfectas y el Teorema Fuerte de Graficas Perfectas y daremos una demostracion
del Teorema Débil.

Por otra parte, analizaremos las graficas que no son perfectas, es decir, las
graficas imperfectas y las graficas imperfectas minimales.

En el quinto y tdltimo capitulo, daremos algunas definiciones basicas de la teoria
de digraficas y usando el Teorema Fuerte de Graficas Perfectas visto en el capitulo
4, daremos los resultados matematicos obtenidos por Stephan Andres y Winfried
Hochstattler en digréaficas perfectas.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran las definiciones basicas de la teoria de graficas, veremos
algunos tipos de graficas y resultados que seran ttiles para capitulos posteriores,
mas especificamente, veremos que si GG es una grafica tal que todos sus vértices
tienen grado mayor o igual a 2, entonces G contiene un ciclo. Ademas que todo
camino cerrado de longitud impar contiene un ciclo de longitud impar. Los ciclos
impares seran de gran importancia en nuestro trabajo de tesis.

Demostraremos una caracterizacién de las gréficas bipartitas, es decir, si G es
una grafica no trivial, G es bipartita si y sélo si G no contiene ciclos de longitud
impar y como corolario obtendremos que todo arbol T' es bipartito.
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1.1. Definiciones basicas

Una grdfica G es una pareja (V(G), A(G)), donde V(G) denota a un conjunto
finito no vacio de objetos llamados vértices y A(G) es un conjunto de pares no
ordenados de distintos elementos de V(G) cuyos elementos son llamados aristas.
Si a=(u,v)€A(G), entonces decimos que u y v son adyacentes; o bien, decimos
que u y v son vértices extremos de la arista a y que a tncide en u y en v.

Un lazo es una arista de la forma (u, u). Las aristas madltiples o paralelas
son aquellas que tienen los mismos vértices extremos.

Ejemplo: Sea G=(V(G), A(G)) donde V(G)={x1,x2,23, 24,25} ¥
A(G):{(l’1,$2),(CBl,ZE4),($1,l‘5),($Q,ZL'3),($2,l‘5),(%3,1’5),($4,1’5)}.

Siempre es posible asignar una representacion geométrica de una grafica G en

el plano como sigue: a cada vértice de G le asociamos un punto en el plano y
dibujamos una linea entre dos puntos si los vértices correspondientes son adyacentes

en G.

La figura 1.1 exhibe una representacién grafica del ejemplo anterior.

G: .

X2 xs3
C\ )
5
T4 T5

Figura 1.1: Ejemplo de una grafica.

Una grdfica simple es aquella que no tiene lazos ni aristas multiples. Para
fines practicos, a lo largo de este trabajo el término grafica significara grafica simple.

Cuando una grafica G consiste de un sélo vértice, se dice que G es trivial, en
otro caso G es no trivial.

El orden de G es la cardinalidad de V(G) y el tamano de G es la cardinalidad
de A(G), los cuales son denotados por p y ¢, respectivamente.
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Sea S un subconjunto de V(G). Definimos la vecindad de S, denotado por
N(S), como {z€V(G) : (z, y)€A(G) para algin y en S}.

En particular, si v es un vértice de G, definimos la vecindad de v, denotada
por N(v), como {ueV(G) : (u, v)€A(G)}. Definimos el grado de v, denotado por
0 (v), como la cardinalidad de N(v), es decir, §(v)=|N(v)|. Si §(v)=0, entonces a v
le llamaremos vértice atslado.

Sean GG y G5 dos gréficas. Diremos que 7 y G5 son tsomorfas, denotado por
G12G5, si existe una funcién f:V(G1)—V (G2) biyectiva tal que (u, v)€A(G;) siy
solo si (f(u), f(v))€A(Gs).

La figura 1.2 muestra dos graficas isomorfas G; y Ga.

Gy: o o Gy : o -
O O

O O

V4 U3 Wy W2

Figura 1.2: Ejemplo de dos gréaficas isomorfas G; y G.

Una subgrdfica H de G, es una grafica tal que V(H)CV(G) y A(H)CA(G).
Sean GG una grafica y H una subgrafica de G. Diremos que:

1. H es generadora si V(H)=V(G).

2. H es inducida si para todo subconjunto {u,v} de V(H) se tiene que
(u,v)EA(H) siy solo si (u,v)€A(G).

Sean GG una grafica y S un subconjunto de V(G). La grdfica inducida por S,
denotada por G[S], es la gréfica tal que:

1. V(G[S])=S,
2. AG[S])={(u,v)€A(G) : {u,v}CS}.

Ejemplo: La figura 1.3 muestra una grafica Gy sus respectivas subgraficas.
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Hy: =
O O
TgO £y
O
€Ty €Ly
Generadora
.[’13 2 T2
(@)
-I",
O
Iy €Iy

Inducida por S = {x2, x4, x5, x4}

Figura 1.3: Ejemplos de subgraficas.

Analogamente también podemos definir a la grafica inducida por un conjunto de

1. A(G[S])=5",

2. V(G[S']))={veV(G) :

aristas. Sean GG una grafica y S’ un subconjunto de A(G). La grdfica inducida
por S’ denotada por G[S'], es la grafica tal que:

(v,u)eS’ para algin v en V(G)}.

Decimos que un subconjunto S de V(G) es un conjunto independiente si

A(G[S])=0.
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Sea G un grafica y v en V(G). La gréifica G-v se define como la grafica
GIV(G)-{v}].

Sean Gy y G5 dos gréficas. Definimos la union de Gy y G5, denotado por G1UGx,
como la gréfica tal que V(G1UG2)=V (G1)UV (Gs) v A(G1UG2)=A(G1)UA(Gs).

1.2. Tipos de graficas

Existen distintas familias de graficas, de las cuales algunas de ellas seran de
gran importancia a lo largo de este trabajo.

El complemento de una grafica G, denotado por G¢, es la grafica tal que
V(G)=V(G) y (u,v)€A(G®) siy sélo si (u,v)EA(G).

Decimos que una gréfica G de orden p, es completa si 6(v)=p — 1 para todo
vértice v de G y la denotamos por K.

Un clan de una grafica G es una subgrafica K de G tal que K es completa.
Definimos el nimero de clan de G, denotado por w (G), como el orden méximo
de un clan K de G, es decir, w(G)=méax{|V(K)| : K es un clan de G}.

Una grafica G es k-partita si existe una particion de los vértices de G en k
conjuntos independientes. Una gréafica 2-partita sera llamada bipartita.

A una grafica G le asociamos una nueva grafica, llamada la grdfica de lineas,
denotada por L(G), en la cual V(L(G))=A(G) y para todo subconjunto {u,v} de
V(L(G)) se tiene que (u,v)€A(L(G)) siy sélo si u y v inciden en el mismo vértice
como aristas en G.

1.3. Caminos

Diremos que una sucesion W=(u = xg, 1,22, ..., Tn_1, T, = v) de vértices de
G es un camino si (z;, x;11)€A(G) para cada ¢ en {0,...,n — 1}. Un camino que
no repite aristas recibe el nombre de paseo. Un camino que no repite vértices y
por lo tanto tampoco aristas, recibe el nombre de trayectoria. Si xo=x,, entonces
W es llamado un camino cerrado. Dado un camino W=(zy, ..., ), definimos la
longitud de W como n, denotado por [ (W).
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Si W=(u=xg, 21, ..., x,=v) es un camino (trayectoria), entonces W es llamado
un uv-camino (uv-trayectoria). El vu-camino (v = x,,Zp_1, ..., T2, T1,To = u) Sera
denotado por W1,

Si W=(xo, 1, ...,2,) es un camino y {z;,z;} es un subconjunto de V (W), con
i<j, entonces el camino (z;, Tit1, ..., Tj_1, ;) serd denotado por (x;, W, x;).

Si Wi=(u=xy, ..., x,=v) y Wo=(v=yo, ..., ym=w) son dos caminos, entonces el
uw-camino (U=, ..., Tp= vV =Yo, ..., Ym) sera denotado por W3UWs.

Un ciclo C' es un camino cerrado que sélo repite el primer y el iltimo vértice,
con [(C)>3. Al ciclo de longitud n lo denotaremos por C,.

Definimos la distancia entre u y v, denotada por d(u,v), como la minima de
las longitudes de todas las uv-trayectorias en G.

Diremos que una gréfica G es conexa si para todo subconjunto {u,v} de V(G)
existe una uv-trayectoria. En caso contrario, diremos que G es no conexa o inco-
nexra.

Diremos que H es una componente conexa de G si H es una subgréfica
inducida de G méaxima con la propiedad de ser conexa. Notemos que si G es no
conexa, entonces existe una particién de V(G) en componentes conexas.

Un drbol T es una grafica conexa y aciclica, es decir, sin ciclos.

1.4. Resultados basicos

Teorema 1.1. Si G es una grifica tal que 6(v)>2 para cada v en V (G), entonces
G contiene un ciclo.

Demostracion. Sea G una grafica tal que 6(v)>2 para cada v en V (G). Consideremos
T=(vg,v1, ..., Un_1,v,) una trayectoria de longitud méxima de G. Como 0(v,)>2,
entonces existe w en V(G), con w#v,_1, tal que (v, w)€A(G).

Afirmamos que w=wv; para algin ¢ en {0,..,n — 2}. En caso contrario,
T'=(vy, T, v, )U(vy,, w) es una trayectoria tal que [(77)>I[(T), lo cual contradice que
T es de longitud maxima. Por lo tanto, C=(w = v;, T, v,)U(v,, v; = w) es un ciclo

de G. OJ
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Teorema 1.2. Todo camino cerrado de longitud impar contiene un ciclo de longitud
mpar.

Demostracion. Sea W un camino cerrado de longitud n tal que n es impar y n>3.
Procederemos por induccién sobre {(IW)=n tal que n es impar, con n>3.

Base de induccion. Si l(W)=3, entonces el camino cerrado W=(ug, u1, g, ug=uo)
es un ciclo ya que sélo repite el primer y el iltimo vértice y ademas, es de longitud
impar.

Hipdtesis de induccion. Supongamos que si W’ es un camino cerrado de longitud
impar tal que [(W')<n, entonces W' contiene un ciclo de longitud impar.

Paso inductivo: Sea W un camino cerrado tal que ((W)=n, con n impar.
Consideremos W=(zg, x1, ..., t,=T0), entonces tenemos los siguiente dos casos.

Caso 1: W sélo repite el primer y el ultimo vértice.
Entonces W es un ciclo y ademas, [(W) es impar.

Caso 2: W repite al menos dos vértices.

Sea z; el primer vértice de W distinto de ¢ tal que z;=x; para algin i<j, con
{i,j} un subconjunto de {0, ...,n}.

Ahora, consideremos los caminos cerrados W; y W, tales que
le(l'o, L1yeeey Tj—1, Li=Tjy Tjg1ye-ey 1‘0) y W2:<I'Z‘, Lig1y ooy Tj—1, JTJZI‘Z)

Por construccion sabemos que [(W;)+1(Ws)=I(W). Puesto que la longitud de W
es impar, entonces [(W7) es impar o [(Ws) es impar.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad supongamos que [(W;) es impar. Como
[(W7)<n, entonces por hipétesis de induccién tenemos que Wi contiene un ciclo v
de longitud impar.

Analogamente se demuestra cuando {(WW3) es impar.

Puesto que 7 estda contenido en W; y W; estda contenido en W, entonces W
contiene un ciclo de longitud impar, a saber 7, que era lo que se queria demostrar. []

Teorema 1.3. Sea G una grdfica conexa no trivial. G es bipartita si y solo si G no
contiene ciclos de longitud impar.

Demostracion. Supongamos que G es bipartita.

(=) Sea {Vi, Va} una particién de V(G) en conjuntos independientes.

Si G no tiene ciclos, en particular G no tiene ciclos de longitud impar. Suponga-
mos entonces que G contiene un ciclo y=(z1, ..., x,, z1) y sin pérdida de generalidad
x1€V1. Dado que V; y V5 son conjuntos independientes, entonces xo€Vs, 236V, ...,
etcétera. De esta forma, zop€V5 v 29,1 €V). Como (x4, 2,)€A(G), entonces x, V5,



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

lo cual implica que n es par y por lo tanto ~ tiene longitud par.

(<) Supongamos que G no tiene ciclos de longitud impar. Sea xy un vértice de
G. Definimos los siguientes conjuntos:

Vi = {z€V(G) : d(z, zo) es par} y

Vo = {z€V(G) : d(x, xp) es impar}.

Demostraremos que {Vj, V2} es una particiéon de V(G) en conjuntos indepen-
dientes.

V10 pues d(zg, £9)=0 y entonces zo€V]. Por otro lado, como p>1y G es conexa,
entonces (xg)>1, lo cual implica que existe x1 en V(G) tal que (zg, x1)€A(G). Por
lo tanto, z1€V5 y asi, Vo#£).

Ahora, veamos que ViUVL=V(G). Por definicién de V; y V, tenemos que
(ViUV,2)CV(G), por lo tanto resta demostrar que V(G)C(V1UV,). Sea w en V(G).
Como G es conexa, entonces existe T' una wxy-trayectoria. Si T' es de longitud par,
entonces weV; si T es de longitud impar, entonces weVs. Por lo tanto, we(V1UV;)
y asi, V(G)C(V1UVa).

Se sigue que ViUVL=V(G).

Ademds, ViNVo=(), de lo contrario existirfa 7} una xgz-trayectoria de longitud
minima par y 7T» una xgz-trayectoria de longitud minima impar para algin x
en ViNVa, lo cual implica que T1UT, ' es un camino cerrado de longitud impar,
el cual contiene un ciclo de longitud impar (por el teorema 1.2), lo cual no es posible.

Demostraremos que Vi y V, son conjuntos independientes en . Supongamos
sin pérdida de generalidad que Vi no es un conjunto independiente, entonces existe
un subconjunto {1, 22} de Vi tal que (x1,x2)€A(G). Por definicién de V;, existe
T una xyx;-trayectoria de longitud minima par y existe 7, una xgro-trayectoria de
longitud minima par. Asi, T,U(x1, 29)UT, ' es un camino cerrado de longitud impar,
el cual contiene un ciclo de longitud impar (por el teorema 1.2), contradiciendo la
hipétesis. Por lo tanto, V; es independiente. De manera analoga se demuestra que
V5 es independiente.

Asi, concluimos que {V;,V2} es una particién de V(G) en conjuntos indepen-
dientes. Por lo tanto, G es bipartita. O]

Corolario 1.3.1. Sea G una grdfica no trivial. G es bipartita si y solo si G no
contiene ciclos de longitud tmpar.

Demostracion. Supongamos que G es bipartita.
(=) Procediendo como en la demostracién del teorema anterior podemos
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concluir que G no contiene ciclos de longitud impar.

(<) Sea G sin ciclos de longitud impar. Si G es conexa, terminamos. De otra
forma, sean Gy, G, ..., G las componentes conexas no triviales de GG. Por el teorema
anterior sabemos que cada componente conexa es bipartita. Por lo tanto, sea {X;, Y;}
una particién de V(G;) en conjuntos independientes para cada i en {1,...,k}. Su-
pongamos que Gy, ..., Gy, son las componentes triviales de G.

Sin pérdida de generalidad, consideremos los siguientes conjuntos:

X= XjU..UXpUV(Gi1)U..UV(G,,) vy Y= Y1U..UY}.
Podemos concluir que {X, Y} es una particién de los vértices de G en conjuntos
independientes y por lo tanto, GG es bipartita. O
Corolario 1.3.2. Todo arbol T es bipartito.

Demostracion. Por definicion de arbol, T es conexo y no contiene ningun ciclo, en
particular, no contiene ningun ciclo de longitud impar. Por lo tanto, T es bipartito.

]






Capitulo 2

Graficas Bipartitas

A pesar de que existen distintos tipos de gréficas, las gréaficas bipartitas seran
de gran importancia para las demostraciones de algunos resultados en los capitulos
posteriores.

En este capitulo, primero estudiaremos un poco de la teoria de apareamientos,
definiremos apareamientos maximos y apareamientos perfectos. Demostraremos un
resultado de Claude Berge aplicado a la teoria de apareamientos.

Posteriormente veremos conjuntos independientes y cubiertas en graficas,
especificamente en graficas bipartitas. Estableceremos una relacion entre el niimero
de independencia por aristas y el nimero de cubierta por vértices.

Por ultimo, veremos de qué manera los apareamientos se relacionan con el nimero
de independencia por aristas y el nimero de cubierta por vértices. Demostraremos
el teorema de Konig, el cual nos servira para demostrar un teorema importante en
el capitulo 4.

15
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2.1. Apareamientos

Sean G una grafica y M un subconjunto de A(G). Diremos que M es un
apareamiento si para cada subconjunto {a,b} de M se tiene que a y b no tienen
un vértice extremo un comun.

Sean GG una grafica y M un apareamiento en G.

a) Diremos que un vértice v de G es M-saturado si existe una arista en M que
incide en v. En caso contrario diremos que v es no M-saturado.

b) Sea {u, v} un subconjunto de V(G), diremos que u y v estin M-apareados
si (u, v)EM.

c¢) Diremos que M es un apareamiento mdximo si no existe un apareamiento
M’ tal que |M|<|M'|.

d) Diremos que M es perfecto si M satura a cada vértice de G.

Ejemplo: En la figura 2.1 se muestra un apareamiento M={(vy,vg), (vs,v4),
(vs,v6) }. Tenemos que vy es M-saturado mientras que v; es no M-saturado, y vy y
vg estan M-apareados. Ademdas, M es maximo y no es perfecto ya que no satura a
todos los vértices de G.

G : 2 U5

V3 Uy

(%1 Vg
O O
Vg Ug U7

Figura 2.1: Ejemplo de una grafica G’y un apareamiento M.

Para presentar una caracterizaciéon de apareamientos maximos en una grafi-
ca, introduciremos dos nuevas definiciones. Diremos que una trayectoria T es
M-alternante si va alternando aristas en M y M€ y diremos que T es M-
aumentante si es M-alternante y empieza y termina en vértices no M-saturados.
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Sean M un apareamiento y T'=(zg, x1, X2, ..., T,) una trayectoria M-alternante.
Observemos qué sucede si T empieza con una arista de M y termina con una arista
de M€, qué sucede si T' empieza y termina con aristas de M€ y, andlogamente, qué
sucede si T empieza y termina con aristas de M.

Observacion 1: Si {(x1, x2), (x3,24), ..., (Xpn_1,2,) }SM (ver figura 2.2), enton-
ces notemos que el nimero de aristas de T' que estan en M es el mismo nimero de
aristas que estan en M€. Por lo tanto, n es par, es decir, T" es de longitud par.

Anélogamente, si T' empieza con una arista que estda en M y termina con una
arista que esta en M€, entonces el nimero de aristas de T que estan en M y en M€
son el mismo. Por lo tanto, 7" es de longitud par.

M¢€ M M¢ M M¢ M
O
Xy x1 ) €3 Xy Tp—2 Tp—1 Ty

Figura 2.2: Ejemplo de una trayectoria M-alternante de longitud par, la cual empieza
con una arista de M€ y termina con una arista de M.

Observacion 2: Si {(xy,z2), (z3,24), .oy (Tp_2,2n_1)}CM (ver figura 2.3), en-
tonces considerando la subtrayectoria T"=(xq, T, z,_1), por la observacién anterior,
n—1 es par y por lo tanto, n es impar, es decir, T" es de longitud impar. Supongamos
que n=2k+1, entonces |MNA(T)|=k, lo que implica que |A(T) — M|=k+1.

Andalogamente, si T empieza y termina con aristas de M, entonces |A(T) — M |=k
y |MNA(T)|=k+1.

TZO__ALLC_OLO__J%C_.OLO oLo.__‘M_C_.O

X( T T2 T3 Xy Tp—2 Tn-1 Ty

Figura 2.3: Ejemplo de una trayectoria M -alternante de longitud impar, la cual
empieza y termina con aristas de M*°.

Notemos que toda grafica contiene un apareamiento, a saber, M=0(. Si A(G)#0,
entonces M={a}, con a€A(G), es un apareamiento. Lo interesante seria preguntar-
nos cual es el nimero maximo de aristas en un apareamiento. El siguiente resultado
nos da respuesta al planteamiento anterior.

Teorema 2.1 (Berge). Sean G una grifica y M un apareamiento de G. M es
mdaximo st y solo st G no tiene trayectorias M -aumentantes.

Demostracion. Supongamos que M es un apareamiento maximo de G, con |M|=m.
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(=) Por contradiccién, supongamos que G contiene al menos una trayecto-
ria M-aumentante, digamos T=(xq, 1, T2, ..., T,). Como Mi={(z1,x2), (x3,24), ...,
(Tp—2, Tn_1)} M, entonces por la observacién 2 concluimos que n=2k+1 para algin
k en Ny ademas |MNA(T)|=k y |[A(T) — M|=k+1.

Consideremos MyCA(G), donde My=A(T)-{(x1,x2), (x3,24), ..., (Tor—1,T2x)}
= {(zo, 1), (z2,23), ..., (Tog,Tog+1)}. Por lo tanto, M'=(M — M;)UM; es un
apareamiento tal que |M'|=(m-k)+(k + 1)>|M|=m, lo cual contradice que M es
un apareamiento maximo. Concluimos que G no tiene trayectorias M-aumentantes.

(<) Por contradiccién, supongamos que G no tiene trayectorias M- aumentantes
y que M es un apareamiento de GG tal que no es maximo.

Entonces existe M’ un apareamiento de G tal que |M'|>|M|.

Sea H=G[(M — M")U(M' — M)]. Observe que en H cada vértice tiene grado 1 o
2 ya que a cada vértice le puede incidir a lo mas una arista de M y una arista de M’.
Entonces cada componente conexa de H es un ciclo (teorema 1.1) o una trayectoria
que alternan aristas de M y M'.

Por lo anterior, cada componente de H que es un ciclo es de longitud par, lo
cual implica que la mitad de las aristas de esos ciclos son de M y la otra mitad
son de M'. Pero como |M'|>|M]|, entonces existe una componente de H que es
una trayectoria 7' de longitud impar, la cual empieza y termina con aristas de M’
(observacién 2), es decir, T' empieza y termina en vértices M’-saturados en H pero
que son no M-saturados en GG. Por lo tanto, T" es una trayectoria M-aumentante de
G, contradiciendo que G no tiene trayectorias M-aumentantes. Concluimos que M
es maximo. O

A pesar de que los apareamientos son interesantes en todas las graficas, para
nuestro trabajo nos enfocaremos en los apareamientos en las graficas bipartitas.

2.2. Independencia y cubiertas

Recordemos que un subconjunto S de V(G) es independiente si cuales-
quiera dos vértices de S son no adyacentes. Notemos que toda grafica tiene un
conjunto independiente, a saber, el conjunto vacio o el que consiste de un sélo
vértice. Lo interesante seria preguntarnos cudl es el nimero méaximo de vértices
en un conjunto independiente. El nimero maximo de vértices en un conjunto in-
dependiente es llamado el nidmero de independencia de G y se denota por a(G).

Analogamente, un subconjunto I de A(G) es independiente por aristas
si cualesquiera dos aristas de I no tienen extremos en comun. Por lo tanto, un
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apareamiento M es un conjunto independiente por aristas. Como ya habiamos
mencionado antes, lo interesante seria preguntarnos cual es el nimero maximo de
aristas en un conjunto independiente por aristas. El nimero maximo de aristas en
un conjunto independiente por aristas es llamado el nimero de independencia
por aristas de G y se denota por o’ (G).

Ejemplo: En la figura 2.4 se muestra una grafica G tal que a(G)=3 y o’'(G)=3

(los vértices negros son un conjunto independiente méximo y las aristas gruesas son
un conjunto independiente por aristas maximo).

GZ U1

VY U3 V4
D, ]
U5 (3 U7

Figura 2.4: Grafica G con o(G)=3 y o’(G)=3.

Notemos que todo conjunto independiente por vértices en GG induce una subgrafi-
ca completa en G°. Sea W un conjunto independiente por vértices tal que |W|=a(G),
entonces W induce una subgréfica completa de orden maximo en G¢ y viceversa.
Por lo tanto, para toda grafica G se cumple que

a(G) = w(GY). (2.1)

Una cubierta por vértices de una grafica G (o simplemente cubierta) es un
subconjunto C' de V(G) tal que toda arista de G tiene al menos un extremo en
C. Notemos que toda gréafica tiene una cubierta, a saber, el conjunto de todos los
vértices de G. Definimos el nimero de cubierta de G, denotado por 3(G), como
el minimo numero de vértices en una cubierta de G.

Una cubierta por aristas de una gréifica G' es un subconjunto C’ de A(G)
tal que todo vértice de G es extremo de al menos una arista de C’, es decir, una
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cubierta por aristas es un subconjunto de aristas tal que la unién de los extremos de
las aristas de C” es igual a V(G). Por lo tanto, sélo las gréaficas sin vértices aislados
tienen cubiertas por aristas. Notemos que toda grafica (sin vértices aislados) tiene
una cubierta por aristas, a saber, el conjunto de todas las aristas de G. Definimos
el nimero de cubierta por aristas de G, denotado por 5'(G), como el minimo
numero de aristas en una cubierta por aristas de G.

Ejemplo: En la figura 2.5 se muestra una grafica G tal que 8(G)=4y 8'(G)=3

(los vértices negros son una cubierta minima y las aristas gruesas son una cubierta
por aristas minima).

G i V1 V2

(%] U3

U5 V4

Figura 2.5: Grafica G con 5(G)=4y ('(G)=3.

Teorema 2.2 (Gallai). Si G es una grdfica de orden p, entonces a(G)+8(G)=p.

Demostracion. Sea I un conjunto independiente en G tal que |I|=a(G).

Consideremos C=V (G)-I. Afirmamos que C' es una cubierta de G.

Supongamos que C' no es cubierta, entonces existe una arista (u, v) en G tal que
u¢C' y v¢C. Esto implica que {u,v}CI, lo cual contradice que I es independien-
te. Por lo tanto, C' es una cubierta de Gy entonces B(G)<|C|. De esta manera,
BG)<IV(G)]-|T].

Por lo tanto,

a(G) + B(G) <p.

Ahora, sea C una cubierta de G tal que |C|=5(G). Consideremos I=V(G)-C.
Afirmamos que I es un conjunto independiente de G.

Supongamos que I no es independiente, entonces existe un subconjunto {u, v} de
I tal que (u,v)€A(G). Como ug¢C' y v¢C, entonces encontramos una contradiccion
con el hecho de que C' es cubierta de G. Por lo tanto, I es un conjunto independiente
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de G y entonces |I|<a(G). Asi, |V(G)|-|C|<a(G), lo que implica que

p < o(G) + B(G).
Concluimos que a(G)+6(G)=p. O

Notemos que si C' es una cubierta de G y M es un apareamiento de GG, entonces
C contiene al menos un extremo de cada una de las aristas de M. Por lo tanto,
para cualquier apareamiento M y cualquier cubierta por vértices C, se cumple que
|M|<|C|. De hecho, si M es un apareamiento maximo y C' es una cubierta minima,
entonces

o/(G) < B(G). 2.2
Teorema 2.3. Si G es una grdfica de orden p, entonces o’(G)<B(G).

Demostracion. Sean C' una cubierta minima de G tal que |C|=£(G) e I un conjunto
independiente maximo de aristas tal que |/|=a’(G). Como C es cubierta, entonces
para cada arista a en I, existe un vértice v en C tal que v es extremo de a. Ademas,
para cualesquiera dos aristas distintas b y ¢ en [ se tiene que sus vértices extremos
son distintos. Por lo tanto, |I|<|C], lo cual implica que o’ (G)<B(G). O

En general, la igualdad en (2.2) no se cumple (ver figura 2.5, en donde o’(G)=3
y B(G)=4). Sin embargo, si G es bipartita entonces la igualdad se cumple. Este
resultado fue descubierto independientemente por Konig y Eugene Egervary.

Teorema 2.4 (Konig). Si G es una grdfica bipartita, entonces a’(G)=0(G).

Demostracion. Sea {V},V,} una particién de V(G) en conjuntos independientes.

Por el teorema 2.3 sabemos que o’(G)<f((G), entonces resta probar que

B(G)<a’(G).

Sea M un apareamiento G tal que |M|=a'(G).

Si M satura a todos los vértices de Vi, entonces |M|=|V;]|. Por otro lado, como
V1 es una cubierta por vértices de G, entonces 5(G)<|Vi|=|M|=a’(G).

Andlogamente llegamos a que B(G)<|Va|=|M|=a’(G) si M satura a todos los
vértices de V5.

Por lo tanto, supongamos que existen vértices no M-saturados en Vi y en V5.
Denotemos por U al conjunto de todos los vértices no M-saturados en V;. Notemos
que [M[=[V1|-[U].

Ahora, sea W el conjunto de todos los vértices de GG que estan conectados a algin
vértice de U mediante una trayectoria M-alternante.
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Observacién: UCW ya que P=(a) es una aa-trayectoria M-alternante para
cada a en U.

Afirmaciéon 1: Todo vértice en W — U es M-saturado.

Sea x en W — U. Supongamos que x es no M-saturado, por definicion existe
u en U tal que u y x estdn conectados por una trayectoria M-alternante, como w
es no M-saturado, entonces la ux-trayectoria es una trayectoria M-aumentante, lo
cual contradice que M es maximo (teorema 2.1).

Ahora definimos los conjuntos S=WnNV; y T=WnNV,.

Afirmacién 2: Para todo vértice w en S — U existe ¢t en T tal que (w,t)€M.

Como (S — U)CW, entonces weW. Por definicién de W, existe una ww-
trayectoria M-alternante, digamos P=(u = xq, 21, Ta, ..., Tan_1, T2, = W) para algin
wen U. Como u es no M-saturado, entonces {(x1, z2), (z3,24), ..., (Tan_1, T2,) }TM.
Puesto que P'=(x¢, P, r9,_1) es una trayectoria M-alternante, entonces xs, €W y
como x9, €V, se deduce que x5, 1E€V,. Por lo tanto, xq, 1€(WNV3)=T}; asi, xo,_1
es el vértice buscado.

Afirmacién 3: Para todo vértice t en T existe w en S — U tal que (t,w)eEM.

Como teT, en particular, teW. Por definicién de W, existe una ut-trayectoria
M-alternante, digamos P=(u = xg, 1, T2, ..., Ton, Tanr1 = t) para algin u en U.
Como u es no M-saturado, entonces {(z1,x2), (x3,24), ..., (Ton_1,%2,)} M. Por
la afirmacién (1) tenemos que ¢ es M-saturado, entonces existe y en V(G) tal que
(t,y)€M. Notemos que y¢V (P) ya que todo vértice de P, excepto u, es M-saturado.

Puesto que P'=(zg, P,x2,+1 = t)U(t,y) es una uy-trayectoria M-alternante,
entonces yeW. Como t€Vs, se deduce que yeV; y por lo tanto, ye(WNV;)=S. Asi,
y es el vértice buscado.

Afirmacién 4: N(S)CT.
Sea x en N(S). Por definicién, existe s en S tal que (z,s)€A(G). Como SCW,
entonces s€W. Por definiciéon de W, existe una wus-trayectoria M-alternante,

digamos P=(u = zg,x1,%2, ..., Ton_1, T2, = S) para algin u en U. Como u es
no M-saturado, entonces {(xi,z3), (r3,%4), ..., (Ton_1,22,)} M. Por lo tanto,
si ¢V (P), entonces P'=PU(xs, = s,z) es una trayectoria M-alternante, lo

que implica que z€(WNV,)=T. De otra forma, si x=x; para algin i en {0, ...,
2n-1}, entonces P'=(xq, P,z; = ) es una trayectoria M-alternante y por lo tanto,
xe(WnNV,)=T. Concluimos que N(S)CT.

Afirmacién 5: C=(V}-S)UT es una cubierta de G (ver figura 2.6).



2.2. INDEPENDENCIA Y CUBIERTAS 23

Sea (x,y) en A(G). Por demostrar que z€C o yeC'. Supongamos sin pérdida de
generalidad que z€V].

Supongamos que z€S, demostraremos que yeC. Como z€S y (x,y)€A(G),
entonces yeN(S), lo que implica que y€T (porque N(S)CT). Por lo tanto, yeC.
Concluimos que C=(V;-S)UT es una cubierta de G.

Notemos que las afirmaciones (2) y (3) implican que |T'|=|S|-|U|. Por lo tanto,
junto con la afirmacién (5) tenemos que:

Cl = VAl = S|+ [T = Wi = [S] + (IS| = [U]) = W] = [U] = |M].
Es decir, |C|=|M| y entonces B(G)<|C|=|M|=a’(G).

G: .
A
—
Y " Vi-s
‘/1 ===
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- J
NS CT

Figura 2.6: Gréfica G con cubierta C'=(V;-S)UT.

Concluimos que o’(G)=0(G).






Capitulo 3

Coloracién por vértices

La coloracién de graficas se ha convertido en un tema de gran interés. Los
problemas que se ocupan de la coloracion de graficas que han recibido la mayor
atencién involucran la coloracién de los vértices de una grafica.

En este capitulo daremos algunas definiciones para entender la coloracién por
vértices y el nimero croméatico de una grafica.

Empezaremos definiendo qué es una k-coloracion, qué es una coloracién propia
y qué es el nimero cromatico de una grafica.

Caracterizaremos a las graficas con nimero cromatico igual a 1 y a las graficas
con numero cromatico igual a 2. Ademads, veremos cuél es el nimero cromatico de
las gréaficas completas y cudl es el nimero cromatico de los ciclos C),, dependiendo
de la paridad de n.

También, dada una grafica G y una subgrafica de ella, veremos como se
relacionan sus respectivos ntiimeros cromaticos.

Daremos una cota inferior para el nimero cromatico de una grafica que involucra

su numero de clan, y otra cota inferior para el niimero cromatico de cualquier gréafica
G que depende de su orden y su ntimero de independencia por vértices.
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Una k-coloracion c es una asignacién de k colores a los vértices de G, es decir,
es una funcién c:V(G)—{1,..., k}.
Notemos que podriamos asignar el mismo color a vértices adyacentes.

Decimos que ¢ es una coloracion propia si cualesquiera dos vértices adyacentes
en G tienen asignado un color distinto, esto es, si c(u)#c(v) para u y v vértices
distintos de G tales que (u,v)€A(G). G es k-coloreable si existe una k-coloracién
propia de los vértices de G.

Notemos que una k-coloracién propia de V(G) parte a los vértices de G en k
conjuntos independientes Vi, V5, ..., Vi; donde en V; estan todos los vértices con
color i. Cada uno de estos conjuntos es llamado clase de color.

Asignandole un color distinto a cada vértice de una gréafica G, obtenemos que
toda grafica de orden p es p-coloreable. A dicha p-coloracién le llamaremos la
coloracion trivial. Lo interesante sera encontrar el menor niimero de colores que
podemos utilizar para asignar una coloracién propia a V(G).

El nimero cromdtico de G, denotado por x(G), es el minimo nimero de
colores necesarios para dar una coloracién propia a V(G).

Notemos que de la definicién se sigue que G es k-coloreable si y sélo si x(G)<k.
Diremos que G es k-cromdtica si x(G)=k.

En la figura 3.1 se muestra una grafica G' con diferentes coloraciones. En (a) G
tiene una 2-coloracién, en (b) G tiene una 5-coloraciéon propia y en (¢) G tiene una
3-coloracién propia minima, es decir, x(G)=3.

G : U2 G : U G : Yo

Y v U3
(%1} ) (%] 3 U1 C
® ® %fr ?})
Vs (0) (% Vs (b) (% 5 (C) 4

Figura 3.1: Grafica G con distintas coloraciones.
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3.1. Numero cromatico de algunas familias de
graficas ya conocidas

Primero notemos que si G contiene al menos una arista, entonces necesitamos al
menos dos colores para colorear a G.

Proposicion 3.1. Sea G una grdfica de orden p.
a) x(G)=1 siy sélo si GEK |

b) x(Kp)=p-

Demostracion. Sea G una gréfica de orden p.

a) Supongamos que y(G)=1.
Sea ¢ una l-coloracién propia de V(G). Como c¢(u)=c(v)=1 para todo subconjunto
{u,v} de V(G), se tiene que u y v no son adyacentes. Y asi, G consiste inicamente
de vértices aislados, es decir, GEK.
Por otro lado, ahora supongamos que G=Ky. Como G no tiene aristas, entonces
podemos colorear a cada vértice con un sélo color y asi obtenemos una 1-coloracion
propia de V(G). Lo que implica que x(G)=1.

b) Sea GG una grafica completa de orden p. Entonces necesitamos al menos tantos
colores como el nimero de vértices, pero sabemos que todos los vértices son adya-
centes entre si. Por lo tanto, necesitamos exactamente p colores para obtener una
coloracién propia de V(K,,), es decir, x(K,)=p.

O]

Proposicion 3.2. Sean G y H grdficas. Si H es una subgrdfica de G, entonces
X(H)<x(G).

Demostracion. Sea ¢ una coloracién propia de V(G) que utiliza x(G) colores. Como
c restringida a V/(H) también es una coloracién propia para H, entonces se sigue de
la definicién de nimero cromatico que x(H)<x(G). O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la proposicién 3.2.
Corolario 3.2.1. Toda grifica G cumple w(G)<x(G).

Demostracion. Sean G una gréafica y K un clan de G de orden w(G). Puesto que K
es una subgréfica de G, se sigue de la proposicién anterior que x(K)<x(G). Luego,
de la proposicién 3.1 inciso (b) se sabe que x(K)=|V(K)| y como |V (K)|l=w(G),
entonces w(G)<x(G). O
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Proposicién 3.3. Sea G una grdfica con ¢>1. G es bipartita si y sélo si x (G)=2.

Demostracion. Supongamos que GG es bipartita.

(=) Sea {V4, Vo} una particién de V(G) en conjuntos independientes.

Como ¢>1, entonces 2<x(G). Ahora, asignamos una 2-coloracién propia a
V(G) de la siguiente manera: c(v)=1 si veV;] y ¢(v)=2 si veV;. Como Vi y Vs son
conjuntos independientes, se tiene que vértices adyacentes tienen asignado un color
distinto, asi x(G)<2. Por lo tanto, x(G)=2.

(«<)Supongamos que x (G)=2. Sean ¢ una 2-coloracién propiade V(G) y V; y Vs
las clases de color de G. Notemos que ViUVL,=V(G) y ViNV2=0 ya que ¢ es funcién;
ademds, V1240 y Vo#£0D ya que ¢ es minima. Por lo tanto, {V;,V2} es una particién
de V(@) en conjuntos independientes. Con ésto concluimos que G es bipartita. [

Una consecuencia inmediata de la proposicién 3.3 es que si T es un arbol no
trivial, entonces x(71")=2.

Proposicién 3.4. El nimero cromdtico de C,, es 2 sin es par, y es 3 sin es impar.

Demostracion. Sea C,, un ciclo de longitud n.

Primero notemos que todo ciclo tiene al menos una arista y por lo tanto,
2<x(Ch)-

Cuando n es par, entonces el ciclo es bipartito y por la proposicién anterior, el
numero cromatico es 2.

Cuando n es impar, al no ser C,, una grafica bipartita, entonces x(C,)>2. Sea
v un vértice de €, y consideremos H=C),-v. Notemos que H es bipartita por ser
una trayectoria, por lo tanto, por la proposicién anterior podemos asignar una 2-
coloracién propia a V' (H). Asignando un tercer color a v, distinto a los dos utilizados
en H, obtenemos una 3-coloracién propia de C,. Por lo tanto, x(C,)<3. Se sigue
que x(C,)=3. O

Teorema 3.1. Para toda grdfica G, ‘Z((g))‘ <x(G).

Demostracion. Sean G una graficay ¢:V(G)—{1, ..., x(G)} una x(G)-coloracion pro-
pia. Consideremos Vi, ..., V() las clases de color de G. Puesto que cada clase de
color es un conjunto independiente y o(G) es el tamano del conjunto independiente
de vértices més grande de G, entonces se cumple que |V;|<«a(G) para cada ¢ en
{1, ..., x(G)}. Por lo tanto,

x(G) x(@)

V(&) = Z Vil < a(@) = X(G)a(G).

i=1
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Lo que implica que |V(G)|<x(G)a(G). Como «(G)>1, concluimos que

PEL<x(G). -

A pesar de que se han mencionado algunos ejemplos de graficas para las cuales
se puede determinar facilmente su niimero cromatico, es importante mencionar que
en general determinar el niimero cromatico de una grafica no es un problema trivial.






Capitulo 4

Graficas Perfectas

En el corolario 3.2.1 del capitulo anterior, vimos que el nimero de clan de una
grafica GG es una cota inferior para el nimero cromatico. Mientras que hay algunos
ejemplos de gréficas para las cuales x(G)=w(G), como las gréficas completas y las
graficas bipartitas, también hay algunas graficas cuyo nimero cromatico excede su
numero de clan, tales como los ciclos impares de longitud al menos 5. Dichas graficas
tienen numero cromatico igual a 3 y ntumero de clan igual a 2.

En este capitulo, nos enfocaremos en las graficas que cumplen que x(G)=w(G) y
que ademas, todas sus subgraficas inducidas propias también cumplen la igualdad.
Demostraremos que las graficas completas y las graficas bipartitas cumplen la
propiedad anterior, ademas de sus correspondientes complementos.

Utilizaremos resultados de capitulos anteriores para poder deducir y demostrar
el Teorema Débil de Graficas Perfectas.

Ademas, daremos la definicién de una grafica imperfecta y demostraremos que
los ciclos impares de longitud al menos 5 son graficas imperfectas, entre otras
graficas.

Analizaremos todas las graficas no isomorfas con 1, 2, 3, 4 y 5 vértices, para pos-
teriormente construir una gréfica que cumplira la igualdad x(G)=w(G), pero que sin

embargo, serd imperfecta y minima por contencién con las propiedades mencionadas.

Finalmente, a partir de los resultados vistos a lo largo del capitulo, podremos
deducir la “Conjetura” Fuerte de Gréficas Perfectas.

31
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Proposicién 4.1. Sean G una grifica y K un clan de G. Si ¢ es una coloracion
propia de G, entonces c¢ asigna un color distinto a cada vértice de K.

Demostracion. Sean G una grafica y K un clan de G. Supongamos que el orden de
K es m. Como K es una grafica completa, de la proposicién 3.1 inciso (b), se deduce
que x(K)=m. Por lo tanto, ¢ debe asignar un color distinto a cada vértice de K. [

Proposicién 4.2. Sean G una grifica y ¢ una k-coloracion propia de V(G). Si
w (G)=k, entonces w(G)=x(G).

Demostracion. Por definicién de nimero cromadtico se tiene que x(G)<k y por
hipétesis w(G)=k, lo que implica que x(G)<w(G). Del corolario 3.2.1 se sigue que
w(G)=x(G). O

Como podemos observar, el nimero cromético y el nimero de clan son de gran
importancia en nuestro estudio, por lo tanto, es natural que surja la pregunta: ;qué
graficas G cumplen la igualdad anterior?, es decir, que w(G)=x(G). Consideremos
la gréfica de la figura 4.1, donde G= C5 U Cs.

Ty

Ty Ty

Figura 4.1: Grafica G= C3 U (5.

Notemos que por la proposicién 3.4, x (C3)=3 y x (C5)=3 ya que ambos son
ciclos de longitud impar. Ademas, la subgrafica completa més grande de G es Cj,
es decir, w (G)=3. De esta forma, x (G)=3=w (G).

Existen varias graficas para las cuales se cumple la igualdad anterior, sin embar-
go, lo interesante seria que también toda subgréfica inducida de G cumpliera dicha
igualdad. Por ejemplo, la grafica G' de la figura 4.1 cumple que x (G)=w (G); sin
embargo, para Cs como subgréfica inducida de G se tiene que y (C5)=3>w (C5)=2.

Para mantener el interés en este tipo de graficas, el matematico francés Claude
Berge propuso que la propiedad x (G)=w (G) fuera hereditaria para toda subgrafica
de G, dando pie a la siguiente definicion.

Una grafica G es perfecta si x(H)=w(H) para toda subgréfica inducida H de G.
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Observemos que si H es una subgrafica inducida de G, toda subgrafica inducida
de H también es una subgrafica inducida de G. Por lo tanto, si G es perfecta,
entonces toda subgrafica inducida de G también es perfecta. Ademads, si G y F
son graficas tales que G=F', entonces se cumple que G es perfecta si y sélo si F' es
perfecta.

Teorema 4.1. Toda grafica completa es perfecta.

Demostracion. Sea G una grafica completa de orden p. Entonces w(G)=p y por
la, proposicién 3.1 inciso (b) sabemos que x(G)=p, lo que implica que x(G)=w(G).
Ademas, toda subgrafica inducida H de una grafica completa, es también una grafica
completa, lo que nos lleva a que x(H)=w(H). Por lo tanto, toda grafica completa
es perfecta. O

Teorema 4.2. Toda grdfica bipartita es perfecta.

Demostracion. Sean G una grafica bipartita y H una subgrafica inducida de G.

Si |V(H)|=1, entonces sabemos que H es perfecta. Por lo tanto, supongamos que
|V (H)|>2. Note que en este caso H es bipartita. Si H tiene al menos una arista, en-
tonces x(H)=2 (proposicién 3.3) y w(H)=2; si |A(H)|=0, entonces x(H)=w(H)=1
(proposicién 3.1 inciso (a)). En cualquier caso se cumple que x(H)=w(H) y por lo
tanto GG es perfecta. n

Corolario 4.2.1. Toda grifica cuyo complemento es bipartito es perfecta.

Demostracion. Sea GG una grafica de orden p tal que G° es bipartita.

Como toda grafica completa no trivial es perfecta (teorema 4.1) y su comple-
mento es bipartito, entonces supongamos que G no es una grafica completa.

Recordemos que la gréafica trivial es perfecta. Como el complemento de cada
subgrafica inducida no trivial de G es también bipartita, para verificar que G es
perfecta, basta con probar que x(G)=w(G).

Supongamos que x(G)=k y w(G)=l. Sabemos por el corolario 3.2.1 que
w(G)<x(G), entonces resta probar que x(G)<w(G).

Sea ¢ una k-coloracién propia de V(G). Notemos que cada clase de color de G
consiste ya sea de uno o dos vértices; de otra forma, si G contiene una clase de
color con tres o mas vértices, entonces G¢ contiene un Cj3, lo cual no es posible ya
que G°¢ es bipartita.

Sean Vi, ..., V} las k clases de color, en donde todos los vértices de V; tienen color
1. Supongamos que m clases contienen un sélo vértice y las n=k-m clases restantes
contienen dos vértices, entonces k=m+n y m+2n=p.
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Sean S={s1, S2, ..., S;m} el conjunto de vértices de G tales que s;€V; para
cada i en {1,....m} y T=V,, 11UV, 10U...UV} tal que V;={u;, v;} para cada j en
{m+1, ..., k} (ver figura 4.2).

G

Vm+ 1 Vm+ 2 Vk

Figura 4.2: Ejemplo gréfico de los conjuntos S'y 7'

Afirmacién 1: G[S|=K,,.

Supongamos que existe un subconjunto {z,y} de S, con x#y, tal que
(x,y)¢A(G), entonces podemos asignar el color ¢(x) a y y al resto de los vértices les
dejamos el mismo color que asigné originalmente c. De esta manera obtenemos una
(k-1)-coloracién propia para G, lo que implica que x(G)<k-1, lo cual no es posible.
Por lo tanto, todo par de vértices de S son adyacentes en G, entonces G[S|=K,, y

asi, G°[S|=K,.

Afirmacién 2: Ninguna coloracién propia de V(G) resulta en més de n clases
de color que contienen dos vértices.
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Primero notemos que k=m+n=(p-2n)+n, por lo tanto, k=p-n.

Sea ¢’ una k’-coloracién propia de V(G). Supongamos que existen n + 1 clases
de color (1, ..., C,11 que contienen dos vértices y las p-2(n + 1) clases restantes
contienen un sélo vértice (ver figura 4.3). Considerando esta particién de V(G)
en clases de color, vamos a dar una nueva coloracion propia a los vértices de G.
Asignemos una coloracién trivial a V(G)-(C1U...UC,41) y a los vértices en C; les
dejamos su color original dado por ¢ de tal manera que los colores utilizados en
V(G)-(C1U...UC,,41) son distintos a los representados por las clases de color C; para
cada i en {1,...,n + 1}. Asi, la nueva coloracién ¢’ es propia.

G:

l:r-'.'i—'J

('j.k' I

Figura 4.3: Ejemplo de una k’-coloracién propia de V(G) en la afirmacion 2.

OC
OC

Chi2 Chn+s
|

p—2(n+1)

Supongamos que ¢’ es una k”-coloracién. Entonces, k"=(n + 1)+(p-2(n + 1)) y
por lo tanto, k”=p-(n + 1). Pero ésto implica que k"=p-(n + 1)<k=p-n, lo cual no
es posible ya que k£ es minima.

Por lo tanto, ninguna coloracién propia de V(G) resulta en més de n clases de
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color que contienen dos vértices.

Afirmacion 3: Todo apareamiento M en G° induce una coloracién propia en
G.

Sea M={(uy,v1), (ug,v2), ..., (u,,v.)} un apareamiento en G¢. Consideremos el
conjunto C;={u;,v;} para todo ¢ en {1,...,r}. Como (u;,v;)€A(G) implica que
(u;,v;)¢A(G), entonces C; es un conjunto independiente en G para todo i en
{1,....,r}.

Ahora procedamos a dar una coloracién propia a V(G) como sigue: a los
vértices de C; les asignamos el color ¢ para cada i en {1,...,7} y a los vértices de
V(G)-(C1U...UC,) les damos una coloracién trivial con colores distintos a los del
conjunto {1,....7}.

Observacién: La coloraciéon propia para G que induce el apareamiento M de
la afirmacién (3) produce r clases de color que contienen dos elementos.

Afirmacién 4: o/(G°)<n.

Procediendo por contradiccién, supongamos que n<a/(G¢). Esto implica que
existe un apareamiento M en G¢ con n + 1 elementos (porque G tiene un aparea-
miento maximo con al menos n+ 1 elementos). De la observacién anterior se deduce
que M induce una coloracion propia para GG que produce n + 1 clases de color que
contienen dos elementos, lo cual contradice la afirmacién (2).

Por lo tanto,

' (G°) < n. (4.1)

Ahora, sabemos por el teorema 2.2 que a(G°)+5(G°)=p y ademds como G°
es bipartita, por el teorema de Konig (teorema 2.4) se cumple que o’(G°)=p(G°).
Sustituyendo en la primera ecuacién tenemos que a(G¢)+a’(G°)=p y entonces

a(G%) =p—d(G°). (4.2)
Por lo tanto, (4.1) y (4.2) implican que
a(G)=p—d(G°) >p—n. (4.3)
Como p=m-+2n, entonces a(G°)>(m+2n)-n=m+n y asi, a(G°)>m-+n. Por
otro lado, sabemos que w(G)=a(G°), lo cual implica que w(G)>m+n, pero
m+n=k=x(G), es decir, w(G)>x(G).
Se sigue que x (G)=w (G).

Concluimos que G es perfecta. n
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4.1. Teorema Débil de Graficas Perfectas

Como ya hemos visto, si G es una grafica completa o una grafica bipartita,
entonces G'y G¢ son perfectas. De hecho, en 1961 Claude Berge propuso la siguiente
conjetura.

Conjetura Débil de Graficas Perfectas: Una grifica es perfecta si y solo si
su complemento es perfecto.

En 1972, Laszlé Lovasz demostrd que esta conjetura es cierta.

Antes de exhibir la demostracion del Teorema Débil de Graficas Perfectas es
necesario introducir algunas definiciones y establecer algunos resultados previos.

Sean GG una grafica y v un vértice de G. La grdfica de replicacion de G (con
respecto a v), denotada por R,(G), es la grafica obtenida a partir de G’ de forma
que V(R,(G)=V(G)UH{v'} v A(R,(G))=A(G)U{(v,v") }U{(v,z) : = es vecino de v
en G}. Decimos que R,(G) es obtenida a partir de G mediante la replicacion del
vértice v.

Ejemplo: La figura 4.4 muestra una grafica G y la grafica obtenida al replicar
el vértice v, R,(G).

(2 v

G: R,(G):

O

Figura 4.4: Ejemplo de una grafica G y R,(G).

Antes de demostrar la conjetura, necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Lema de Replicacién). Si G es una grifica perfecta, entonces R, (G)
es perfecta para todo vértice v de G.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre el orden p de una grafica perfecta

G.
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Base de induccion. Para p=1 tenemos que G=K; la cual es perfecta por ser
completa y R,(G)=K, también es perfecta por ser completa.

Hipdtesis de induccion. Ahora, supongamos que si G’ es una grafica perfecta de
orden menor o igual que p, entonces R, (G") es perfecta para cualquier vértice v de G'.

Paso inductivo. Sean G una gréfica perfecta de orden p+ 1, v en V(G) v R,(G)
la gréfica obtenida al replicar el vértice v. Demostraremos que R,(G) es perfecta, es
decir, que x(H)=w(H) para toda subgréfica inducida H de R,(G).

Primero notemos que por hipétesis G es perfecta y por lo tanto

X(F) = w(F) para toda subgrafica inducida F de G. (4.4)

Ahora, procederemos a demostrar los tres posibles casos para cuando H es una
subgrafica inducida propia de R,(G).

Primero demostraremos que toda subgréfica inducida propia H de R,(G)
cumple la igualdad (4.4).

Caso 1: v' no estda en V(H).
Por construccién de R,(G) se tiene que H es subgrafica inducida de G y por
(4.4) tenemos que x(H)=w(H).

Caso 2: v es vértice de H pero v no lo es.
Como H=G[(V(H)-{v'}) U {v}] y G'=G[(V(H)-{v'}) U {v}] es una subgrifica
inducida de G, entonces x(G')=w(G"). Por lo tanto, x(H)=w(H).

Caso 3: {v,v'}CV(H).

En este caso H es la grafica de replicaciéon (respecto a v) de la gréfica
H'=G[V(H)-{v'}], pero H' tiene orden menor o igual que p y por hipdtesis de
induccién, H es perfecta. Por lo tanto, x(H)=w(H).

Ahora, vamos a demostrar que x(R,(G))=w(R,(G)). Por el corolario 3.2.1 sabe-
mos que X(R,(G))>w(R,(G)), por lo tanto, sélo resta demostrar que

X(By(G)) < w(Ry(G)). (4.5)

Consideremos dos casos sobre v.

Caso I: v pertenece a algin clan K de G de orden w(G).

Primero notemos que como v pertenece a un clan maximo K, al replicar v te-
nemos que también v’ pertenece a un clan K’ de orden w(G)+1 en R,(G). De esta
forma

w(R,(@)) =w(G) + 1. (4.6)
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Ahora, sea ¢:V(G)—{1,...,k} una k-coloracién propia de G tal que k=x(G).
Consideremos ¢:V(R,(G))—{1,...,k,k + 1} una (k + 1)-coloracién de R,(G) como
sigue:

oy fe(u) st oueV(G)

c(u) = {k+1 si ue V(G).
Veamos que ¢’ es una (k + 1)-coloracién propia para G. Sean x y y dos vértices
distintos en R,(G) tales que (z,y)€A(R,(G)). Consideremos dos casos sobre z y .

» Caso 1: {z,y}CV(G).

Entonces ¢ (z)=c(z)#c(y)=c (y) ya que ¢ es una coloracién propia.

» Caso 2: z€V(G) y y¢V (G).

Como y¢V (G), entonces ¢’ (y=v")=k+1. Por lo tanto, ¢ (y)#c(z)=c(z) ya que
k 41 es un color distinto de los £ colores utilizados en c.
Se argumenta de manera andloga cuando ¢V (G) y yeV(G).

Por lo tanto, x(R,(G))<k+ 1=x(G)+1. Entonces por (4.6) y por ser G perfecta
tenemos que

X(R(G) < x(G) +1=w(G) +1 = w(R(G)). (4.7)
Se sigue que x(R,(G))=w(R,(G)).

Caso II: v no pertenece a algin clan K de G de orden w(G).
Observacién: Como todo clan de G es también un clan de R,(G), entonces

w(G) < w(Ry(G)). (4.8)

Supongamos que x(G)=w(G)=Fk (por ser G perfecta). Sean c:V(G)—{1, ..., k}
una k-coloracion propia de G y Vi, ..., Vi las k clases de color, donde todos los
vértices de V; tienen color i. Supongamos sin pérdida de generalidad que c(v)=1, es
decir, v estd en Vi (ver figura 4.5).

Para demostrar el caso II necesitamos la siguiente afirmacion.

Afirmacion: Si K* es un clan de G de orden w(G), entonces V (K*)NV;#0) para
todo i en {1,...,k}.

Como K* es una subgrafica inducida de G, entonces K* es también perfecta, es
decir, x(K*)=w(K*)=w(G)=k y puesto que c utiliza exactamente k colores, enton-
ces todo vértice de K* pertenece a una clase de color distinta. Asi, V(K*)NV;#0
para todo ¢ en {1, ..., k}.

Ahora, puesto que v no pertenece a algun clan de orden w(G), entonces por la
afirmacion anterior |V;|>2.
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1

Figura 4.5: Ejemplo de una gréfica G' con una x(G)-coloracién.

Consideremos V'=Vi-{v} y G*=G[V(G)-V’] (ver figura 4.6).

3
G*: v

S
2 3 2
Figura 4.6: Ejemplo de G*=G[V (G)-V"].
Ya que todo clan de orden w(G) contiene un vértice de V', se sigue que

w(G*)=w(G)-1=k-1. Como G es perfecta y G* es una subgréfica inducida de G,
entonces G* también es perfecta. Por lo tanto, x(G*)=w(G*)=k-1.

Sea ¢*:V(G*)—{1, ...,k — 1} una (k-1)-coloracién propia de G* (ver figura 4.7).
Consideremos ¢:V(R,(G))—{1, ...,k — 1, k} una k-coloracién de R,(G) como sigue:

oy fct(u) sitoue V(GY)
C<“>—{ ks oué VG,

Veamos que ¢ es una k-coloracién propia (ver figura 4.8). Sean x y y dos vértices
distintos en R,(G) tales que (x,y)€A(R,(G)).

» Caso 1: {z,y}CV(G¥).
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1
G v

N
2 1 2
Figura 4.7: Ejemplo de G* con una (k — 1)-coloracién propia.

R.(G): 1 B 4 3

4

Figura 4.8: Ejemplo de R,(G) con una k-coloracién propia.

Entonces ¢ (z)=c*(x)#c*(y)=c (y) ya que c¢* es una coloracién propia.

n Caso 2: z€V/(G™) y y¢V (G™).

Como y¢V (G*), entonces ¢ (y)=Fk. Por lo tanto, ¢ (y)#c*(x)=c(z) ya que k
es un color distinto de los (k — 1) colores utilizados en c*.
Se argumenta de manera analoga cuando ¢V (G*) y yeV (G*).

» Caso 3: {z,y}ZV(G*).

Entonces {z,y}C(V'U{v'}). Puesto que V; es un conjunto independiente de
vértices en G, entonces V'U{v'} también es independiente por la definicién de
R,(G). Por lo que este caso no es posible porque (z,y)€A(R,(G)).

Asi, ¢ es una coloracién propia.

Por lo tanto, x(R,(G))<k.
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Por lo anterior y por (4.8) tenemos que
X(1y(G)) <k = w(@) < w(R(G)). (4.9)
Se sigue que x(R,(G))=w(R,(Q)).

Concluimos que R,(G) es perfecta ya que x(H)=w(H) para toda subgrifica
inducida H de R,(G).
[

Teorema 4.4 (Teorema Débil de Gréficas Perfectas). Una grdfica G es perfecta si
y solo st G¢ es perfecta.

Demostracion. Como toda grafica G cumple que (G¢)°=G, basta demostrar que si
G es perfecta, entonces G¢ es perfecta.
Procederemos por induccién sobre el orden p de una grafica perfecta G.

Base de induccion. Para p=1 tenemos que G=K; la cual es perfecta por ser
completa. Ademads, como G=G¢, se sigue que G¢ es perfecta.

Hipotesis de induccion.Ahora supongamos, para un entero p>2, que el comple-
mento de toda grafica perfecta de orden menor que p, es perfecta.

Paso inductivo. Sea G una grafica perfecta de orden p. Si GG es completa, entonces
el tamano de G¢ es 0, lo cual implica que G¢ es perfecta por ser bipartita. Por lo
tanto, supongamos que G no es completa. Demostraremos que G¢ es perfecta, es
decir, x(F)=w(F') para toda subgréfica inducida F' de G°.

Notemos que para toda subgrafica inducida propia F' de G, existe una subgréfica
inducida propia H de G tal que H°=F', a saber, H=F*°. Como G es perfecta, enton-
ces H es perfecta, ademéas como H tiene orden menor que p por ser propia, se sigue
por hipétesis de induccién que F=H® es perfecta y entonces x(F)=w(F') para to-
da subgrafica inducida propia F' de G°. Por lo tanto, resta probar que x(G°)=w(G°).

Como x(G¢)>w(G°) por el corolario 3.2.1, sélo tenemos que demostrar que
X(6%) < w(G¥). (4.10)

Consideremos los conjuntos S y T definidos como S={CCV(G): G[C] es un
clan} y T={ICV(G): I es un conjunto independiente y |I|=a(G)}. Notemos que de
la definiciéon de S, tenemos que si UES, entonces U es un conjunto independiente
de vértices en G°.
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Afirmamos que existe algin conjunto U en S con la propiedad de que
UNW #0 para todo W en T. (4.11)

Supongamos lo contrario, es decir, que para todo conjunto U en S, existe algin
conjunto Wy en T tal que UNWy=0.

Para todo z en V(G), definimos m,=|{U€S : xz€Wy}|. Notemos que, a
partir de nuestra suposicion, m, es el nimero de los distintos U en S a los
cuales no pertenece x. Ahora, a partir de G y m,, construiremos una nueva
grafica G’ como sigue: todo vértice z de G para el cual m,=0 es removido de
G; si m,>0, entonces = es reemplazado en G por una grafica completa G, de
orden m,. Si z y y son dos vértices adyacentes de G tales que m;>0 y m,>0,
entonces todo vértice de G, es unido a cada vértice de G, en G'. Observe-

mos que todo clan de G’ es de la forma G’[U V(G;)] para algin C en S.
xeC

Afirmacion 1: Existe algtin vértice u de G tal que m, 0.

Consideremos sin pérdida de generalidad Wy, v sea z un vértice de Wy, .

Notemos que U;e{U€S : zeWy }. Por definicién, m,=|{UeS : zeWy }|>1. Por
lo tanto, m.=#0. Asi, z es el vértice buscado.

Ahora, sea H=G[{z€V (G) : m;>0}]. Como H es una subgrafica inducida de la
grafica perfecta (G, se sigue que H es perfecta. Como la grafica G' puede ser obtenida
a partir de H mediante una secuencia de replicaciones de vértices de (G, se sigue por
el teorema 4.3 que G’ es perfecta y entonces

X(G) =w(@). (4.12)

Primero consideremos w(G’). Sea H' un clan de G’ tal que |V (H')|=w(G"). Como
H’:G’[U V(G,)] para algin Y en S, entonces

yey
(@) =|VHE) =) IV(G)l=> my=) {UeS:yeWy}
yey yey yey
= YW= ( Y YW+ [y nWyl. (4.13)
ves UeS—{Y}

Note que |[YNWy|<1 para todo U en S; de otra manera, existirian dos vértices
distintos x y y en Wy tal que {z,y}CY, ésto nos lleva a una contradiccién ya que
G[Y] es completa y Wy es un conjunto independiente en G. Ademds, se sigue de
nuestra suposicién que |YNWy|=0. Por lo tanto,
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w@)= > YnWwyl< > 1=I[5-1

UeS—{v} UesS—{Y}
Es decir,
w(G) < |5 - 1. (4.14)

Ahora consideremos x(G’). Notemos que

V@)= > ma= Y, HUeStaeWy}=)_ [V(ENWyl=) Wyl

2V (G) 2V (G) Ues ves

Por otro lado, como Wy estd en T, entonces |Wy|=a(G), lo que implica que

> Wyl = [S|a(@).

ves

Por lo tanto,

V(G| = |S]a(G). (4.15)

Afirmacién 2: o(G')<a(G).

Sea I" un conjunto independiente de vértices en G’ tal que |I'|=a(G"). Considere-
mos I'={v1, vy, ..., Va(c) }. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v;€V (Gy,) y
z;€V(G) para todo i en {1,2,...,a(G")}. Notemos que para v; y v; con i#j, se tiene
que G, es distinto de G,;. De otra manera, si G,,=G,, entonces por ser G, una
grafica completa, implica que (v;, v;)€A(G’), contradiciendo que I’ es independiente.

Demostraremos que [={x1, 22, ..., Zoc)} €s un conjunto independiente en G.
Supongamos lo contrario, es decir, que existen vértices distintos z; y z; tales que
(z;, z;)€A(G), para algin subconjunto {7, j} de {1,2, ..., a(G") }. Por la construccién
de G, entonces (v;, v;)€A(G") para v;€V (Gy,) v v;€V(Gy,), lo cual contradice que
I’ es un conjunto independiente en GG’. Por lo tanto,

a(G) = I' = I < a(G). (4.16)
Del teorema 3.1, de (4.15) y (4.16), tenemos que

V(G > V(G

@2 5@ * @

= |9 (4.17)
Se sigue de (4.14) y (4.17) que

X(G) = [S] >[5 =1 > w(@)
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y asi x(G')>w(G"), lo cual contradice (4.12).

Por lo tanto, existe algin conjunto U en S tal que UNW#( para todo W en
T, es decir, U es un clan que intersecta a cada conjunto independiente maximo de
cardinalidad «(G). Notemos que |WNU|=1 para todo WeT. Por otro lado, como
G no es completa, entonces |IW|>2 para todo W en T.

Consideremos G[V(G)—U]. Como G es perfecta, entonces G[V(G)-U] es
perfecta por ser una subgrafica inducida propia, ademéas es de orden menor que p,
entonces por hipdtesis de induccién, (G[V(G) — U])¢ es perfecta.

Afirmacién 3: a(G[V(G)-U])=a(G)-1.

Sea. W un conjunto independiente en G tal que |W|=a(G). Ya que
[WNU|=1 para cada W en T, entonces al quitar a U de la grafica G, a cada
conjunto independiente le estamos quitando un elemento.

Primero veremos que o(G[V(G)—U])<a(G)-1.

Sea W’ un conjunto independiente en G[V (G)—U] tal que |W'|=a(G[V (G)-U]).
Notemos que W' es también un conjunto independiente en G, por lo tanto,
(W |=a(G[V(G)-U])<a(G). Por otro lado, se deduce que |W'|#£«a(G), ya que
W'NU=0 y |[WNU|=1 para cada W en T. Entonces |[W'|<a(G), es decir,
|[W'|<a(G)-1, lo que implica que a(G[V (G)—-U])<a(G)-1.

Ahora demostraremos que a(G[V(G)-U])>a(G)-1.

Sea W un conjunto independiente en G tal que |IW|=a(G). Como W'=W-(WNU)
es un conjunto independiente en G[V(G)—U], entonces |W’'|<a(G[V (G)—U]). Lo
que implica que a(G)-1=|W|-1=|W'|<a(G[V (G)-U]), ya que |[WNU|=1.

Concluimos que o(G[V (G)—-U])=a(G)-1.

Por lo tanto, la afirmacién (3) y (2.1) implican que

W((GIV(G) = U])") = a(GIV(G) = U]) = a(G) — 1 = w(G) — L.

Se sigue que

W((GIV(G) = U])) + 1 = w(G). (4.18)

Afirmacién 4: x(G°)<x((G]V(G) — U])¢)+1.
Sea ¢:V((G[V(G) — U])*)—{1, ..., k} una k-coloracién propia de (G[V(G) — U])° tal
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que k=x((G[V(G) — U))). Consideremos ¢:V(G°)—{1,...,k,k + 1} una (k + 1)-

coloracion de G como sigue:
¢ (u) = { clu) st weV((GV(G)—-U]))
E+1 si uwé¢ V({(GIV(G)—U])).

Veamos que ¢ es una (k + 1)-coloracién propia. Sean u y v dos vértices distintos
en G tales que (u,v)€A(G°).

= Caso 1: ueV((G[V(G) = U])) y veV((GIV(G) = U])).

Entonces ¢ (u)=c(u)#c(v)=c(v) ya que ¢ es una coloracién propia.

» Caso 2: Sin pérdida de generalidad, uweV((G[V(G) — U] vy
vV ((GIV(G) = U])%).
Como v¢V((G[V(G) — UJ])°), entonces c(v)=k + 1. Por lo tanto,
d(v)#c(u)=c(u) ya que k + 1 es un color distinto de los k colores utiliza-
dos en c.

Se argumenta de manera andloga cuando uéV((G[V(G) — U))°) vy
veV((GIV(G) = U])9).

Notemos que si u¢V ((G[V(G) —U))°) y v¢V((G[V(G) — U])¢), entonces uelU y
veU, lo cual no es posible ya que U es un conjunto independiente en G°.

Por lo tanto, x(G°)<k+1=x((G — U)°)+1
Puesto que (G[V(G) — U])° es perfecta, entonces
X((GV(G) = U])) = w((GIV(G) = U])Y).
La afirmacién (4) y (4.18) implican que
X(G°) < x((GIV(G) = U))) + 1 = w((G[V(G) = U])*) + 1 = w(G).
Se sigue que x(G¢)<w(Ge).

Concluimos que G°¢ es perfecta. n
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4.2. Graficas imperfectas y graficas imperfectas
minimales

Una gréafica tmperfecta es aquella que no es perfecta, es decir, una grafica G es
imperfecta si existe una subgrafica inducida H de G tal que w(H)<x(H).

Proposicion 4.3. Cualquier ciclo impar de longitud al menos cinco es imperfecto.
De hecho se cumple que, para t >2, x (Cory1) > w (Copy1).

Demostracion. Sabemos por la proposicién 3.4 que x (Cqiy1)=3 y ademés para cual-
quier ciclo de longitud impar, en particular para cualquier ciclo impar de longitud
al menos cinco, se tiene que w (Cy1)=2. Se sigue que x (Copi1)>w (Cori1). O

Una grafica muy conocida es la grdfica de Petersen (GP), debido a que
sirve como un util ejemplo y contraejemplo en la teoria de graficas. Defini-
mos a la grafica de Petersen de la siguiente manera: el conjunto de vértices es
{uy, ug, us, uy, us, vy, ve,v3,04,v5} y su conjunto de aristas es {(u1,uq), (uz,us),
(us, ua), (ug,us), (us,u1), (v1,03), (V3,05), (Vs,v2), (Va,va), (va;v1), (ur,v1), (U2, v2),
(uz; v3), (ug,va), (us, v5)}

GP: th

Figura 4.9: Grafica de Petersen.

En la figura 4.9 se exhibe una representacion geométrica de la gréfica de Petersen.
Consideremos la siguiente proposicion respecto a esta grafica.

Proposicion 4.4. La grdfica de Petersen es imperfecta.

Demostracion. Consideremos la grafica de la figura 4.9.
Primero notemos que GP tiene mas de una arista y por lo tanto, el ntimero
cromdtico debe de ser al menos 2. Sea H=G[{u1, ug, us, u4, us}|. Como H es un ciclo



48 CAPITULO 4. GRAFICAS PERFECTAS

de longitud impar, entonces su nimero cromatico es 3. Asi, por la proposicion 2,
3<x (GP). Como en la figura 4.9 se muestra una 3-coloracién propia de V(GP), se
sigue que x (GP)=3.

Por otro lado, la subgréfica completa mas grande es K, es decir, w (GP)=2. De
esta forma, w (GP)<x (GP) y por lo tanto, GP es imperfecta. O

Ahora analicemos las siguientes graficas no isomorfas con 1, 2, 3, 4 y 5 vértices,
respectivamente, mostradas en las figuras 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 y 4.15, las
cuales tienen asignada una x (G)-coloracion.

Notemos que para p=1y p=2 (ver figura 4.10) tenemos que G1=K; y Go=K,,

entonces por el teorema 4.1, son perfectas. Para (G3 tenemos que no contiene ciclos
de longitud impar, es decir, es bipartita y por el teorema 4.2, es perfecta.

G1 : Gg : G3 .

—
—

Figura 4.10: Gréficas no isomorfas con p=1 y p=2.

Ahora, para p=3 (ver figura 4.11), andlogamente al razonamiento anterior, para
G1, G5 vy G3, tenemos que son bipartitas y por lo tanto, son perfectas. Como G4 es
completa, por el teorema 4.1 también es perfecta. Asi, se sigue que todas las graficas
con 3 vértices son perfectas.

1 1
O O
GLI Gg:
O O o, O
1 1 1 2
1 1
G;}Z G-i:
2 ? 3 2

Figura 4.11: Graficas no isomorfas con p=3.
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Para p=4 (ver figura 4.12), notemos que de G hasta Gy, son graficas bipartitas
y nuevamente por el teorema 4.2, son perfectas. Para Gg, Gg v Gy¢ tenemos que
la subgréfica completa mas grande es K3, lo que implica que w(G)=3 y puesto
que cada grafica tiene una 3-coloracién propia, tenemos que x(G)=3. Ademas, toda
subgrafica inducida propia tiene 1, 2 6 3 vértices, pero ya vimos que dichas graficas
son perfectas. Por lo tanto, Gg, Gg y G son perfectas. Finalmente, G1; es completa
y por el teorema 4.1, es perfecta. Concluimos que todas las graficas con 4 vértices
son perfectas.

O
Q
)
I\o
Q)
X

1
G1:O

=0
=0
~0
~0
o]

(%]
—
[av]
—

G(; B

v w0
—
—
—
[ )

R Q
- NO———M——————— O~
1 [ O~
J@V %
) O~
g}

—
1]

o
—
(%)

5}
:”)

o———O
2 3 4 3

Figura 4.12: Graficas no isomorfas con p=4.

Para p=5 (ver figuras 4.13, 4.14 y 4.15), veamos que de GG; hasta G13, son graficas
bipartitas y por el teorema 4.2, son perfectas. Para G145 hasta GGog tenemos que la



50 CAPITULO 4. GRAFICAS PERFECTAS

subgrafica completa més grande es K3, lo que implica que w(G)=3 y x(G)=3 ya que
cada gréafica tiene una 3-coloracién propia. Y para Gag, G3o, G31 v G32 tenemos que
la subgrafica completa més grande es Ky, lo que implica que w(G)=4y x(G)=4 ya
que cada grafica tiene una 4-coloracion propia. Ademads, toda subgrafica inducida
propia de G4 hasta G3o tiene 1, 2, 3 6 4 vértices, pero ya vimos que dichas graficas
son perfectas. Por lo tanto, de G'14 hasta G35 son perfectas. Como (33 es completa,
por el teorema 4.1, es perfecta.

Finalmente, G34 es un ciclo de longitud 5, por la proposicién 4.3 sabemos que
(34 es imperfecta.

Concluimos que todas las graficas con 5 vértices, a excepcion de G3,=Cj, son
perfectas.

1
Gh: o Gy: / Gy: /\
10 o1 2 o1 1 1

O o] O O O O
il 1
1
Gy: Gs: Ge: A
2 q: 1 O1 il i
Q o——0
ik 2 1 2
1 1
G7 : G;; : Gq :
24 1
1 2 ik 2

Figura 4.13: Graficas no isomorfas con p=>5.
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1
Gio: Gt 3 Glgs L
1

—_
(3]

1 2 1 2
1 1
G13 . G14 : i G15 .
2 2 3 2 3 1
O
1 1 ? ? 2 1
1 1 1
Gis: o Gir: i Gig:
2 3 i % 2 2
1 1 1
Gy : Gao Go :
3 2 3 2 3 2
1 2 2 1
1 1 1
G Gay: Gog
2 1 1 2 2 2
1 3 b 3 3

Figura 4.14: Graficas no isomorfas con p=>5.
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1
Gos G Gor
3 2 2 2 3 2

2 3 I 2 3
1 1 1
G : G o Gy :
3 1 4 1 4 1
1 2 : 3 2
2 4 1
Gl Gz G
4 1 4 1 5 2
3 2 : 4 e
1
G34 =
3 2
2 1

Figura 4.15: Gréficas no isomorfas con p=5.

Puesto que Gs4 es imperfecta y toda subgrafica inducida propia de Gs4 es
perfecta (porque toda subgréfica inducida propia tiene 1, 2, 3 6 4 vértices), entonces
ésto nos lleva a establecer la siguiente definicién.

Una grafica G es tmperfecta minimal si no es perfecta pero todas sus
subgraficas inducidas propias son perfectas.

Como Cj cumple la definicién anterior, tenemos que Cy es imperfecta minimal.

Ahora, retomando nuevamente la grafica G de la figura 4.1 y la grafica GP
de la figura 4.9, tenemos que G=C3 U (5 es inconexa y ademds demostramos
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que x (G)=w (G). Por otro lado, GP es conexa; sin embargo, demostramos que
w(GP)=2#x(GP)=3.Notemos que ambas graficas son imperfectas ya que contienen
a 05.

Por lo tanto, lo que haremos serda encontrar una grafica H imperfecta, la cual
serd conexa, cumplird con x (H)=w (H) y ademas, serd minima por contencién con
estas propiedades.

Como ya vimos, C5 es una gréafica imperfecta minimal tal que x(C5)=3 y
w(C5)=2. Entonces partiremos de ella para construir la grifica H que queremos.

Supongamos que Cs=(x1,x2, T3, x4, 5,6 = x1). Como todas las gréficas con 5
vértices, a excepcion de C5 son perfectas, entonces agregaremos al menos un vértice
a (5. Por la conexidad de la gréfica que buscamos, agregaremos un vértice, digamos
v, el cual debera ser adyacente a al menos un vértice de Cj, pero si agregamos una
arista de v a cualquier vértice de Cj, se sigue cumpliendo que en la nueva grafica,
el niimero cromatico es 3 y el nimero de clan es 2 (ver figura 4.16 inciso (a)).

Por lo tanto, tendriamos que agregar al menos dos aristas entre v y C5. Vemos
en la figura 4.16 inciso (b), que si v es adyacente a cualesquiera dos vértices no
consecutivos en Cj, se sigue cumpliendo que el niimero cromatico es 3 y el nimero
de clan es 2.

Higl

Ty T3

Iy I3 v
(a) (b)

Figura 4.16: Gréficas con niimero cromatico igual a 3 y nimero de clan igual a 2.

Finalmente, si v es adyacente a cualesquiera dos vértices consecutivos en Ci,
ahora en esta grafica se cumple que el niimero cromatico es 3 y el nimero de clan
es 3.

Por lo tanto, la grafica H mostrada en la figura 4.17 es la grafica imperfecta
conexa buscada.
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H: )

Iy I3 v

Figura 4.17: Gréfica H imperfecta conexa y minima por contencion.

4.3. Teorema Fuerte de Graficas Perfectas

Ahora, consideremos nuevamente los ciclos impares de longitud al menos cinco, a
dichos ciclos los llamaremos hoyos impares. Y a sus complementos los llamaremos
antithoyos tmpares.

Decimos que una grafica G es Berge si y sélo si no contiene hoyos impares o
antihoyos impares como subgraficas inducidas.

Por la proposicion 4.3 sabemos que los hoyos impares son graficas imperfectas,
entonces por el Teorema Débil de Gréficas Perfectas (teorema 4.4), sus complemen-
tos también son imperfectos, es decir, los antihoyos impares también son graficas
imperfectas.

Por lo tanto, observamos que si una grafica contiene un hoyo impar o un
antihoyo impar como subgrafica inducida, entonces no es perfecta. Esta observacion
llevé a establecer una conjetura, a la cual se le llamé la Conjetura Fuerte de
Grdficas Perfectas, ésta también fue propuesta en 1961 por Claude Berge.

Conjetura Fuerte de Graficas Perfectas: Una grifica G es perfecta si y
solo st G es una grafica Berge.

Después de atacar esta conjetura durante 28 meses, en 2002 Maria Chudnovsky,
Neil Robertson, Paul Seymour y Robin Thomas demostraron que es cierta. Dando
como resultado el siguiente teorema.
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Teorema 4.5 (Teorema Fuerte de Graficas Perfectas). Una grdfica G es perfecta si
y solo si G es una grdfica Berge.

Debido a la extensién de la demostracion del Teorema Fuerte de Gréficas Perfec-
tas, en este trabajo no analizaremos dicha prueba, ya que la prueba original abarca

144 péginas. Si el lector estd interesado en revisar la demostracién, lo puede consultar
en [14].






Capitulo 5

Digraficas Perfectas

En este capitulo trabajaremos con digréaficas, para ésto, primero daremos todas
las definiciones béasicas necesarias para las demostraciones de nuestros resultados.

Con base en los resultados obtenidos por Chudnovsky y su equipo de trabajo,
en 2013 Stephan Andres y Winfried Hochstattler dieron una extensién de dichos
resultados en digraficas, al definir qué es una digrafica perfecta a partir de su
nimero dicroméatico y su nimero de clan.

En este capitulo daremos los resultados matemaéaticos obtenidos por Stephan An-
dres y Winfried Hochstéttler en [3].

o7
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5.1. Definiciones basicas

Una digrdfica D es una pareja ordenada (V (D), F(D)), donde V(D) denota
a un conjunto finito no vacio de objetos llamados vértices, y F(D) es un conjunto
de pares ordenados de distintos elementos de V(D) cuyos elementos son llamados
flechas.

Dada una digrafica D podemos dar una representacién geométrica de ella en el
plano, en donde a cada vértice se le asocia un punto en el plano y vamos a dibujar
una flecha del punto asociado al vértice u hacia el punto asociado al vértice v si
(u,v)eF (D).

Ejemplo: Sea D=(V(D), F(D)) donde V(D)={vy,vs,v3,04,05,06} ¥

F<D):{(v27 /03)7 (U37 ’U4), (v47 U3)7 (/047 U5)7 (U@, /05)7 (v67 U2)7 <U27 Uﬁ)a (/067 /Ul)a (Ub 1]6)}-
La figura 5.1 muestra una representacién geométrica de la digrafica del ejemplo.

O & -0
A A
Y y
®) > O = O
Vg Vs U4

Figura 5.1: Ejemplo de una digréafica D.

El orden de D, denotado por p, es la cardinalidad de V(D) y el tamarno de
D, denotado por g, es la cardinalidad de F(D).

Nota: En este capitulo una arista sera denotada por [u,v] y una flecha serd
denotada por (u,v).

Si f=(u,v) es una flecha de D, llamaremos a u y a v los extremos de f. Nos
referiremos a u como vértice inicial y a v como vértice final de f. Si f=(u,u),
decimos que f es un lazo. Dada f=(u,v) en F(D) tenemos dos tipos de flechas: f
es stmétrica si también (v,u)€F(D); f es asimétrica si (v,u)¢F (D). A partir
de estas definiciones, decimos que una digrafica D es simétrica si todas sus flechas
son simétricas, y diremos que D es asimétrica si todas sus flechas son asimétricas.
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La parte simétrica de una digréfica D, denotada por Sim(D), es la digrafica
que tiene como conjunto de vértices a V(D) y su conjunto de flechas es el conjunto
de todas las flechas simétricas de D. Analogamente, la parte asimétrica de D,
denotada por Asim(D), tiene como conjunto de vértices a V(D) y sus flechas son
todas las flechas asimétricas de D.

Las figuras 5.2 y 5.3 muestran la parte simétrica y asimétrica de la digrafica
mostrada en la figura 5.1, respectivamente.

Sim(D) :
U1 1012 83
\ |
O O O
Vg Vs V4

Figura 5.2: Ejemplo de Sim(D).

Asim(D) :
V1 V2 U3
o o — 0
0 o 0
Vg Us Uy

Figura 5.3: Ejemplo de Asim(D).

Observaciéon 5.1. Una grdfica G puede ser considerada como la digrdfica simétrica
D¢ con V (Dg )=V (G) y existe una flecha simétrica entre u y v en D¢ si y sélo si
[u, v]€A(G). De esta forma, de ahora en adelante no se hard distincion entre G y
Dg.

La invecindad de un vértice v es el conjunto {ueV (D) : (u, v)eF (D)},
que denotaremos por N~ (v). La exvecindad de v, que denotaremos por NT(v),
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es el conjunto {ueV(D) : (v, u)eF(D)}. La vecindad de v es el conjunto
N(v)=N~(v)UN*(v). El ingrado de v es |[N~(v)|, denotado por 6~ (v); el exgrado
de v es |[NT(v)|, denotado por 6 (v); y el grado de v es [N~ (v)|4+|NT(v)|, denotado
por §(v). Si 6(v)=0, entonces a v le llamaremos vértice aislado.

Una subdigrdfica H de D, es una digrafica tal que V(H)CV(D) y
F(H)CF(D).

Sean D una digrafica y S un subconjunto de V(D). La subdigrdfica
inducida por S, denotada por DI[S], es la digréfica tal que V(D[S])=S y
F(D[S)={(u,v)eF (D) : {u, v}<S}.

Decimos que una digrafica D de orden p, es completa si para cualesquiera dos
vértices distintos, u y v, se tiene que (u,v)EF (D) y (v,u)EF (D).

Un clan de una digrafica D es una subdigrafica K de D tal que K es completa.
Definimos el nimero de clan de D, denotado por &(D), como el orden méximo

de un clan K de D.

Sea D una digréfica, definimos a la grdfica subyacente de D, denotada por
Sub(D), en la cual V(Sub(D))=V (D) y existe exactamente una arista entre u y v
en Sub(D) siy sélo si (u,v)€F(D) o (v,u)EF (D), es decir, la grafica subyacente es
aquella que se obtiene al reemplazar cada flecha (simétrica o asimétrica) de D por
su arista correspondiente (ver figura 5.4).

V2 U3

D : O ———=0 Sub(D) :

REANERN
N

Figura 5.4: Ejemplo de Sub(D).

V2 V3

Oovy V1 V4

Vg Us

El complemento de una digrafica D, denotado por D¢ es una digrafica tal
que V(D)=V (D) y (u,v)eF(D°) siy sblo si (u,v)¢F(D).

Diremos que una sucesion W=(zg,z1,...,T,_1,%,) de vértices de D es un
camino no dirigido si (v;, x;41)€F(D) o (x4, x;)€F(D) para cada i en
{0,....,n —1}.
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Diremos que W es un camino dirigido si (x;, x;11)€F (D) para cada i en
{0,...,n — 1}. El ntimero n es llamado la longitud del camino, denotado por
[ (W). Si xy=x,, entonces W es llamado un camino dirigido cerrado. Una
trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices. Un ciclo
dirigido de n vértices, denotado por C;, es un camino dirigido cerrado, de longitud
al menos 2, que sélo repite el primer y el ultimo vértice. Llamaremos ciclo no
dirigido a un camino no dirigido cerrado que sélo repite el primer y tltimo vértice.

Si W=(zo, 1, ...,x,) es un camino dirigido y {z;,z;} es un subconjunto de
V(W), con i<j, entonces el camino dirigido (x;, i1, ..., j_1, ;) serd denotado por
(IL‘Z', W, ZL‘j).

Si Wi=(u=xog, ..., z,=v) y Wa=(v=yo, ..., ym=w) son dos caminos dirigidos,
entonces el uw-camino dirigido (u=zg,...,z,= v =yo, ..., Ym) serd denotado por

WiUWs.

Una cuerda de un ciclo dirigido C,, es una flecha que une dos vértices no
consecutivos de C,,.

Nota: De ahora en adelante, cuando hablemos de ciclos dirigidos inducidos, con
n>3, nos referiremos a ciclos asimétricos y sin cuerdas.

Un hoyo lleno impar es una digrafica H tal que Sim(H) vista como una
grafica es un hoyo impar, es decir, D¢, =Sim(H), para algin n impar mayor o igual
a 5. Por otro lado, un antihoyo lleno impar es una digrafica H tal que Sim(H)

vista como una grafica es un antihoyo impar, es decir, D¢, )e=Sim(H ), para algin
n impar mayor o igual a 5.

\75(/

Figura 5.5: Ejemplo de un hoyo lleno impar.

m

Sim(Ds) :

U3

Las figuras 5.5 y 5.6 muestran un ejemplo de un hoyo lleno impar y un antihoyo
lleno impar, respectivamente; en donde Sim(D;) y Sim(Ds) son vistas como
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7ANN

o o
Uy U3 Uy v3

Sim(Ds) : ]

vy Uy Vo

Figura 5.6: Ejemplo de un antihoyo lleno impar.

graficas, y Sim(D1)=Dc¢, y Sitm(Dy)=Dcy)e.

El nidimero dicromadtico de D, denotado por \(D), es la minima cardinalidad
de un conjunto de colores C', tal que es posible asignar un color de C' a cada vértice
de D con la propiedad de que para cada color ¢ en ' la subdigrafica inducida
por los vértices con color ¢ es aciclica, es decir, que no contiene ciclos dirigidos. A
dicha coloracién que cumple con la propiedad anterior la llamaremos coloracion
minima; ademas a cada conjunto V; que contiene todos los vértices con color 7 le
llamaremos clase de color.

Ejemplo: La figura 5.7 muestra una digrafica D con nimero dicromatico igual

a 3.
D : U1 V9 _ U3
O > O o NG
A A
Y Y
Q@ = O
(Y% V4

Figura 5.7: Ejemplo de una digrafica D con x(D)=3.

Veamos que en efecto, el nimero dicromatico de la digrafica anterior es igual a
3. A continuacién se muestran las subdigraficas inducidas por cada clase de color,
las cuales claramente son aciclicas (ver figura 5.8). Esto implica que x(D)<3.
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Dy, . Ds: Dy:
@ = O Q@ = ® (@)

Figura 5.8: Ejemplo de las subdigraficas inducidas por las clases de color de la
digrafica anterior.

Por otro lado, como (vy,v3) es una flecha simétrica y en particular es un ciclo
dirigido, entonces Y(D)>2. Ademds, como éz(vg,vg,v4,v2) es también un ciclo
dirigido simétrico de 3 vértices, entonces x(D)>3.

Por lo tanto, \/(D)=3.

Notemos, en el ejemplo anterior, que si asignamos la misma coloracién de V(D)
a V(Sub(D)), dicha coloracién no necesariamente es propia ya que existen vértices
adyacentes en Sub(D) que tienen asignado el mismo color.

Observacion 5.2. Si D es una digrafica simétrica, entonces una coloracion minima
de D es también una coloracion propia y viceversa.

En efecto, sea C' una coloraciéon minima de D. Vamos a demostrar que C' es una
coloracién propia, es decir, para cualesquiera dos vértices distintos u y v tales que
(u,v)EF(D), se tiene que C'(u)#C(v). Consideremos al ciclo dirigido (u, v, u), como
C' es una coloracién minima, entonces C'(u)#C (v).

Ahora, sea C una coloracion propia de D. Consideremos ¢ un color en C'y sea H
la subdigrafica inducida en D por los vértices con color c. Demostraremos que H es
aciclica. Supongamos que existe un ciclo dirigido 7 en H y sean dos vértices distintos
uy v en 7 tales que (u,v)€F (7). Como todos los vértices de H tienen asignado
el mismo color, en particular, C(u)=C(v), contradiciendo el hecho de que C' es
una coloracion propia. Por lo tanto, H es aciclica y D es una coloracién minima de D.

Observacién 5.3. El numero dicromadtico de todo clan de orden p es igual a p.

Sean K un clan de orden p vy C una coloracién minima de K , como todo clan es
una digrafica simétrica, entonces por la observacion anterior tenemos que C' es una
coloracién propia de K. Ademas, como todos los vértices de K estén relacionados
entre si, C' usa exactamente p colores.

Decimos que una digrifica D es perfecta si y sblo si W(H)=x(H) para toda
subdigrafica inducida H de D.
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Observemos que si H es una subdigréifica inducida de D, toda subdigrafica
inducida de H también es una subdigrafica inducida de D. Por lo tanto, si D es
perfecta, entonces toda subdigrafica inducida de D también es perfecta.

Un subconjunto I de V(D) es independiente si para todo subconjunto {u, v} de
I se cumple que {(u,v), (v, u) }NF(D)=(. Un subconjunto A de V(D) es absorbente
si para todo u en V(D)-A existe v en A tal que (u,v)eF (D).

Decimos que un subconjunto N de V(D) es un nicleo si N es independiente y
absorbente.

Una digrafica D es una sdper orientacion de una grifica G si G=5Sub(D).
En la figura 5.9 D es una super orientacién de G.

G . U1 V2 D . U1 V9 Sub(D) . V1 Vo
@ 0O O __—_—_———*0 O 0O
& O
V4 U3 V4 U3 (2 U3

Figura 5.9: Ejemplo de una siper orientacion.

Una super orientacion D de una grafica G es clan aciclica si no exis-
te un clan de G tal que es inducido por el conjunto de vértices de un ciclo
dirigido de Asim(D), es decir, D es clan aciclica si para todo clan K de G, la
digrafica inducida por el conjunto de vértices que inducen K, D[V (K)], tiene niicleo.

Notemos que la stper orientacion del ejemplo anterior es clan aciclica ya que
G[{v1,v2,v4}] y G[{va,v3,v4}] son clanes de G; sin embargo, no son inducidos por
el conjunto de vértices de algun ciclo dirigido de Asim(D).

Finalmente, decimos que una gréafica G es nicleo soluble si toda siper orien-
tacion clan aciclica de G tiene ntcleo.
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5.2. Resultados previos

Lema 5.1. Sean D y H digrdficas. Si H es una subdigrdfica de D, entonces
X(H)<X(D).

Demostracion. Sean H una subdigrafica de D y C' una coloracién minima de V(D)
que utiliza (D) colores. Como C restringida a V' (H) también es una coloracién tal
que para cada color ¢ en C, la subdigrafica inducida por los vértices con color ¢ es

aciclica, entonces se sigue de la definicién de ntimero dicromatico que Y(H)<y/(D).
0

Corolario 5.1.1. Toda digrdfica D cumple &(D)<X (D).

Demostracion. Sean D una digrafica y K un clan de D de orden &(D). Puesto que
K es una subdigrafica de D, se sigue de la proposicién anterior que X(K)<xX(D).
Luego, de la observacién 5.3 sabemos que Y(K)=|V(K)| y como |V (K)|=&(D),
entonces W(D)<x(D). O

Lema 5.2. Si D es una digrdfica, entonces & (D )=i(Sim(D)).

Demostracién. Sean D una digrafica y K un clan de D de orden &(Sim(D)). Como
Sim(D) es una subdigréfica de D, entonces J(Sim(D))<d(D).

Ahora, seca K* un clan de D de orden @(D). Por definicién, K* es una
subdigrafica completa de D tal que tiene orden maximo, la cual es simétrica;

lo que implica que K* es una subdigrafica completa de Sim(D). Por lo tanto,
J(D)<d(Sim(D)).

De esta forma, &(D)=wd(Sim(D)). O

Observacién 5.4. A partir de la observacion 5.1, notemos que dada una grdfica
G, el nimero dicromdtico de D¢ es igual al nimero cromdtico de G, x (G). Andlo-
gamente, el nimero de clan de D¢ es igual al nimero de clan de G, w(G). Por lo
tanto, Dg es perfecta si y solo si G es perfecta.

Ahora, analicemos el caso contrario. Como ya hemos mencionado, las digréaficas
simétricas pueden ser vistas como graficas al intercambiar cada flecha simétrica por
una arista. Esto es equivalente a decir que si D es una digrafica simétrica, entonces

Stm(D)=D gup(sim(D))-
Lema 5.3. Si D es una digrdfica simétrica, entonces (D )=w (Sub(D)).

Demostracion. Sea D una digrafica simétrica.
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Sea K un clan de Sub(D) de orden w(Sub(D)). Por definicién de Sub(D) y por
ser D una digrifica simétrica, entonces K’=D[V(K)] es un clan en D de orden

w(Sub(D)). Por lo tanto, w(Sub(D))<d(D).

Ahora, sea K un clan de D de orden @(D), entonces Sub(K) es un clan de
Sub(D). Por lo tanto, &(D)<w(Sub(D)).

Concluimos que &J(D)=w(Sub(D)). O
Lema 5.4. Si D es una digrdfica simétrica, entonces X(D)=x(Sub(D)).

Demostracion. Sea D una digrafica.

Sea C' una coloracion minima de D. Por la observacién 5.2 sabemos que C

es una coloracién propia. Por lo tanto, C' también es una coloracién propia para
Sub(D). Esto implica que x(Sub(D))<x(D).

Ahora, sea ¢ una coloracién propia de Sub(D) y supongamos que ¢ no es una
coloracion minima para D, es decir, existe una clase de color V; tal que induce un
ciclo dirigido C'en D. Por 10 tanto, todos los vértices de C tienen asignado el mismo
color. Esto implica que todos los vértices de G[V(C’ )] tienen asignado el mismo color,
lo cual es una contradiccién ya que ¢ es una coloracién propia y en G [V(é)] hay al
menos dos vértices adyacentes. Asi, ¢ es una coloracién minima para D.

Por lo tanto, x/(D)<x(Sub(D)).

Concluimos que X(D)=x(Sub(D)). O

Lema 5.5. Sea D una digrdfica simétrica. D es perfecta si y sdlo si Sub(D) es
perfecta.

Demostracion. Sea D una digréfica simétrica.
(=) Sean D una digrafica perfecta y H una subgrafica inducida de Sub(D).

Como D es perfecta, entonces D[V (H)] también es perfecta y por lo tanto,
G(D[V(H)))=x(D[V (H)]).

Por los lemas 5.3 y 5.4 tenemos que
w(Sub(D[V (H)])) = G(D[V (H)]) = X(D[V(H)]) = x(Sub(D[V(H)])).  (5.1)

Afirmacién: H=Sub(D[V (H))).
Como V(H)=V(D[V(H)]) y por definicion de grafica subyacente
V(DI[V(H)])=V (Sub(D[V(H)])), entonces V(H)=V (Sub(D[V (H)])).
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Ahora veremos que [u,v]€A(H) siy sélo si [u,v]€ A(Sub(D[V (H)])).

Sea [u,v] una arista de H. Como H es una subgrafica inducida en Sub(D),
entonces [u,v|€A(Sub(D), lo que implica que (u,v)eF(D) o (v,u)eF (D). Como
D es simétrica, tenemos que (u,v) es una flecha simétrica en D[V (H)|. Luego, por
definicién de grafica subyacente, [u, v]€ A(Sub(D[V (H)])).

Por otro lado, sea [u,v] una arista de Sub(D[V(H)]. Como D[V (H)]) es
subdigrafica de D, entonces Sub(D[V (H)|) es subgréfica de Sub(D), lo que implica
que [u,v]€A(Sub(D)). Como {u,v}CV(H) y H es inducida en Sub(D), se concluye
que [u,v]€A(H).

Se sigue que H=Sub(D[V (H)]).
Por lo tanto, se deduce de (5.1) que
w(H) = w(Sub(D[V (H)])) = x(Sub(D[V(H)])) = x(H)
para toda subgréfica inducida H de Sub(D). Concluimos que Sub(D) es perfecta.

(«<) Sean Sub(D) una gréfica perfecta y H una subdigrafica inducida de D.
Como Sub(D) es perfecta, entonces Sub(D[V(H)]) también es perfecta (porque

—

Sub(D[V (H)]) es una subgrafica inducida de Sub(D)) y por lo tanto,
w(Sub(D[V (H)))) = x(Sub(D[V (H)])).
Por los lemas 5.3 y 5.4 tenemos que
S(D[V(H))) = w(Sub(D[V (H)])) = x(Sub(D[V (H)])) = X(D[V (H)).

De manera similar como se procedié anteriormente, tenemos que H=D[V (H)).
Por lo tanto, &J(H)=x(H) para toda subdigréfica inducida H de D. Se sigue que
D es perfecta. O

Notemos que a partir de la definicién del complemento y de la parte simétrica de
una digrafica D, podemos afirmar que (Sim(D))¢ es también una digréfica simétrica
(ver figura 5.10).

Lema 5.6. Para cualquier digrdfica D se cumple que (Sim(D))° es una digrdfica
simétrica.

Demostracion. Sean D una digréfica y (u,v) una flecha en (Sim(D))¢. Vamos a
demostrar que (v, u)eF ((Sim(D))°).
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Uy U3

Sim(D)): &

Figura 5.10: Ejemplo de (Sim(D))c.

Supongamos lo contrario, es decir, que (v,u)¢F((Sim(D))). Entonces, por
definicién, (v,u)eF(Sim(D)) y por ser una digrafica simétrica tenemos que
(u,v)€F(Sim(D)), lo cual no es posible ya que (u,v)€F((Sim(D))¢). Por lo tan-
to, (v,u)eF((Sim(D))¢). Concluimos que (Sim(D))¢ es una digrafica simétrica. [

Sean D una digrafica y G=Sub(D¢), entonces por la observacién 5.1 sabemos
que Sub(D¢) puede ser considerada como una digrafica, digamos D¢, al reemplazar
cada arista por una flecha simétrica. Por lo tanto, tenemos el siguiente lema.

Lema 5.7. Si D es una digrdfica y G=Sub(D¢), entonces (Sim(D))*=Dg.

Demostracion. Consideremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1: V((Sim(D))°)=V(Dg).

Por definicién de complemento y parte simétrica tenemos que V (((Sim(D))¢)=
V(Sim(D))=V (D).

Por otro lado, por definicién de la grafica subyacente tenemos que

V(D)=V(D®)=V (Sub(D))=V (Dg). Por lo tanto, V((Sim(D))*)=V (Dg).

Afirmacién 2: (u,v)eF((Sim(D))¢) siy sélo si (u,v)eF(Dg).
Primero demostraremos que si (u,v)€F((Sim(D))¢), entonces (u,v)EF(Dg).

Supongamos lo contrario, es decir, que (u,v)¢F(Dg). Como D¢ es simétrica,
entonces (v,u)¢F(Dg). Esto implica, por definicién de D¢, que [u, v]¢A(Sub(D*)).
Por lo tanto, (u,v)¢F (D) y (v,u)¢ F(D¢). Por definicién de complemento, entonces
(u,v) es una flecha simétrica en D, lo cual es una contradiccion con el hecho de que

(u,v)EF((Sim(D))°).
Se sigue que (u,v)e€F(Dg).

Ahora demostraremos que si (u,v)€F(Dg), entonces (u, v)EF((Sim(D))°).
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Si (u,v)eF(Dg), entonces (v,u)eF(Dg) ya que D¢ es simétrica. Luego de
la definicién de Dg se tiene que [u,v]€A(Sub(D¢)). Por definicién de la gréfica
subyacente tenemos que (u,v)€F (D) o (v,u)eF(D°).

Caso 1: (u,v) es una flecha simétrica en D°.

Entonces (u,v)¢F (D) y (v,u)¢F (D). Por lo tanto, (u,v)¢F(Sim(D))
y  (v,u)¢F(Sim(D)). Por definicibn de complemento tenemos que
(u, v)€F((Sim(D))%) y (v,u)€F((Sim(D))).

Caso 2: (u,v) es una flecha asimétrica en D°.

Entonces (u,v)¢F (D) y (v,u)eF (D). Por definicién de Sim(D) tenemos que
(u,v)¢F(Sim(D)) y (v,u)¢F(Sim(D)); y por definicién de complemento tenemos
que (u,v)eF((Sim(D))) y (v, u)eF((Sim(D))*).

En cualquiera de los casos (u,v)€F((Sim(D))°).

Por lo tanto, (u,v)eF ((Sim(D))¢) siy sélo si (u,v)eF(Dg).

Concluimos que (Sim(D))*=Dg. O

En la figura 5.11 ejemplificamos el resultado del lema 5.7.

Corolario 5.7.1. Si D es una digrdfica, entonces Sub((Sim(D))¢)=Sub(D*).

Demostracion. Sean G=Sub(D*) y D¢ su digrafica asociada.

Observacién: Por el lema 5.7 tenemos que (Sim(D))°=Dg, es decir,
V((Sim(D))*)=V(D¢) vy (u,v)eF((Sim(D))°) siy sélo si (u,v)eF(Dg).

Por definicién de gréfica subyacente tenemos que
V((8im(D))*) = V(Sub((Sim(D)) )). (5:2)
Por lo tanto, por la observacién y por (5.2), se tiene que
V(Sub(D%)) = V(G) = V(Dg) = V((Sim(D))") = V(Sub((Sim(D)))),
es decir, V(Sub(D))=V (Sub((Sim(D))°)).

Ahora  demostraremos que  [u,v]€A(Sub((Sim(D))¢)) si y sélo si
[u, v]€ A(Sub(D°)).
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Figura 5.11: Ejemplo de D y sus digraficas asociadas.

Si [u,v]€A(Sub((Sim(D)))), entonces (u,v)EF((Sim(D))¢) (recuerde que
(Sim(D))° es una digrafica simétrica). Por la observacion tenemos que (u, v)EF(Dg);
como Dg es la digréfica asociada a Sub(D€), entonces [u, v]€ A(Sub(D°)).

Andlogamente, si [u,v]€A(Sub(D°)), es decir, si [u,v]€A(G), entonces
(u,v)EF(Dg) y por ser D¢ la digréfica asociada a D¢ tenemos que (u,v)€F (D).
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Luego, por la observacién tenemos que (u,v)€F((Sim(D))); y por definicién de
grafica subyacente obtenemos que [u, v]€ A(Sub((Sim(D)))).

Por lo tanto, [u,v]€ A(Sub((Sim(D))°)) siy sélo si [u, v]€ A(Sub(D?)).

Concluimos que Sub((Sim(D))¢)=Sub(D°c). O

5.3. Un Teorema Fuerte de Digraficas Perfectas

Decimos que una digrafica D es imperfecta si no es perfecta, es decir, si existe
alguna subdigrafica inducida H de D tal que J(H)<X(H).

En esta secciéon demostraremos que los ciclos dirigidos C),, con n>3, no son
perfectos.

Teorema 5.1. Los ciclos dirigidos 6n, con n>3, son imperfectos.

Demostracion. Sea C,, un ciclo dirigido, con n>3.

Afirmacién 1: El ntumero de clan de CTn es 1.
Por el lema 5.2 tenemos que &J(C,,)=w(Sim(C,)). Como n>3, entonces C,, no
tiene flechas simétricas y por lo tanto, la parte simétrica de C), consiste de vértices

aislados. Esto implica que &(Sim(C,,))=1.
Se sigue que &J(C,,)=1.

Afirmacion 2: El numero dicromético de CTn es 2.

Supongamos que )Z(CTTL):L como la subdigrafica inducida por los vértices con
color 1 es igual a C7n, entonces no cumple con ser aciclica, contradiciendo la definicién
de nimero dicromaético. Por lo tanto, )Z(dn)>1.

Ahora, etiquetemos los vértices de C, del 1 a n. Asignando un color « a los
vértices del 1 a n-1 y un color 3 al vértice n obtenemos una coloracién minima ya
que T1=(1,2,...,n—1) y To=(n) son trayectorias dirigidas inducidas por los vértices

con colores « y [, respectivamente, que cumplen con ser aciclicas. Por lo tanto,

—

X(Cn)<2.
Se sigue que X (C),)=2.

Por lo tanto, obtenemos que &(C,)=1<x(C,)=2. Concluimos que los ciclos di-
rigidos, con n>3, son imperfectos. O

Recordemos que el Teorema Fuerte de Graficas Perfectas nos dice que una
grafica GG es perfecta si y sélo si no contiene ciclos impares de longitud al me-
nos cinco o a sus complementos como subgraficas inducidas. ;Serd suficiente
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con pedir que una digrafica D no contenga ciclos dirigidos impares de longitud
al menos cinco o a sus complementos como subdigraficas inducidas para ser perfecta?

En la figura 5.12 podemos ver que C3 no es perfecta por el teorema 5.1 y D no es
perfecta ya que su nimero dicromatico es 3 y su nimero de clan es 2. Por lo tanto,
dichas digraficas no contienen ciclos dirigidos impares de longitud al menos cinco o
a sus complementos como subdigraficas inducidas y sin embargo no son perfectas.

Cs: o' D o
/ \ V5@ (SX3))
[ @ \. @
U3 V9 Uy U3

Figura 5.12: Ejemplo de digréaficas imperfectas.

El siguiente resultado es el Teorema Fuerte de Digraficas Perfectas.

Teorema 5.2. Sea D una digrifica. D es perfecta si y sélo si Sim(D) es perfecta y D
no contiene ciclos dirigidos, con al menos 3 vértices, como subdigrdficas inducidas.

Demostracion. Sea D una digrafica.

(=) Sea D perfecta. Procediendo por contradiccién, supongamos que Sim(D)
no es perfecta o D contiene ciclos dirigidos, con al menos 3 vértices, como sub-
digraficas inducidas. Veremos que existe una subdigrafica inducida D’ de D tal que
G(D)<xX(D).

Supongamos que Sim(D) no es perfecta. Entonces existe una subdigrafica
inducida H de Sim(D) tal que W(H)<x(H).

Afirmacién 1: Sim(D[V (H)])=H.
Para demostrar esta afirmaciéon veremos que V(Sim(D[V (H)]))=V(H) y que
(u,v)EF(Sim(D[V (H)])) siy solo si (u,v)eF(H).

Afirmacién 1.1: V(Sim(D[V(H)]))=V (H).
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Por definiciéon de la parte simétrica tenemos que V(Sim(D[V(H)]))=
V(D[V(H)]). Ademds, por definicion de subdigrifica inducida tenemos que
V(DY (H)))=V(H).

Por lo tanto, V (Sim(D[V (H)]))=V (H).

Afirmacién 1.2: (u,v)eF(Sim(D[V(H)])) siy sélo si (u,v)eF(H).
Primero veamos que si (u,v)€F(Sim(D[V (H)])), entonces (u,v)eF (H).

Supongamos lo contrario, es decir, que (u,v)¢F(H). Como H es simétrica
por estar en la parte simétrica de D, entonces (v,u)¢F(H). Esto implica que
(u, 0)¢ F(D[V (H)]) y (v,u)¢ F(D[V(H)]); y por lo tanto, (u,v)¢F(Sim(D[V(H)]))
y (v,u)¢F(Sim(D[V(H)])), lo cual es una contradiccién. Se sigue que (u,v)eF(H).

Ahora veamos que si (u,v)€F(H), entonces (u,v)eF(Sim(D[V(H)])).

Sea (u,v) una flecha en H, como H es una subdigréfica inducida de Sim(D),
entonces (v,u)€F(H). Por definicion de subdigrifica inducida, tenemos que
(u,v)eF(D[V(H)]) vy (v,u)eF(D[V(H)]). Por lo tanto, como (u,v) es una flecha
simétrica, entonces (u,v)eF (Sim(D[V(H)])).

Por lo tanto, Sim(D[V (H)])=H.

Por el lema 5.2 tenemos que:
G(DV(H)]) = &(Sim(D[V(H)])) = &(H) < X(H) = X(Sim(D[V (H)])).

Ademads, como Sim(D[V(H)]) es una subdigréfica de D[V (H)], entonces por el
lema 5.1 tenemos que X(Sim(D[V (H)]))<X(D[V (H))).

Por lo tanto, J(D[V(H)))<X(D[V(H)]) y asi, D[V (H)] es la digrédfica D’
buscada, lo cual contradice que D es perfecta ya que D[V (H)] es una subdigréfica
inducida de D.

Ahora, supongamos que D contiene algin ciclo dirigido C:L, con n>3, como
subdigréafica inducida. Sabemos por el teorema 5.1 tenemos que C), es una digrafica
imperfecta. Por lo tanto, D no es perfecta, lo cual es una contradiccion.

Se sigue que Sim(D) es perfecta y D no contiene ciclos dirigidos, con al menos
3 vértices, como subdigraficas inducidas.

(<) Sea D tal que no contiene ciclos dirigidos, con al menos 3 vértices, como
subdigréficas inducidas y tal que Sim(D) es perfecta.
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Supongamos que D no es perfecta, es decir, existe una subdigrafica inducida H
de D tal que &(H)<Y(H). Veremos que D contiene un ciclo dirigido, con al menos
3 vértices, como subdigrafica inducida.

Afirmacién: Sim(H) es una subdigrifica inducida de Sim(D).

Como H es una subdigréfica de D, es facil ver que Sim(H) es una subdigrafica de
Sim(D). Por lo tanto, resta probar que Sim(H) es inducida en Sim(D), es decir, da-
dos u y v dos vértices de Sim(H), si (u,v)eF (Sim(D)), entonces (u,v)eF (Sim(H)).

Sean u y v dos vértices de Sim(H) tales que (u,v)eF(Sim(D)), por definicién
de la parte simétrica de D, entonces (u,v) y (v,u) son flechas de D. Como
V(Sim(H))=V(H) y H es subdigrafica inducida de D, entonces (u,v) es también
una flecha simétrica de Sim(H), lo que implica que (u,v)€F (Sim(H)).

Ahora, como Sim(D) es perfecta, tenemos que Sim(H) también es perfecta,
es decir, x(Sim(H))=d(Sim(H)). Recordemos que toda coloraciéon minima en
una digrafica simétrica es también una coloraciéon propia, por lo tanto, existe una
coloracion propia C' de Sim(H) con &(Sim(H)) colores, es decir, por el lema 5.2, con
W(H) colores. Como W(H)<Y(H), entonces dicha coloracién C', no es una coloracién
minima para H. Esto implica que existe un ciclo dirigido (no necesariamente
inducido) C,,, con m>3, en Asim(H) tal que todos sus vértices tienen asignado el
mismo color c.

Consideremos 6n, con n>3, un ciclo dirigido de longitud minima en H tal
que todos sus vértices tienen asignado el mismo color. Supongamos que c, no es

inducido en H, entonces existe (u,v) en F(H) tal que (u,v) es una cuerda de C,,.

Caso 1: (u,v) es una cuerda simétrica de C,.

Como todos los vértices de C’:l tienen asignado el mismo color, en particular,
C'(u)=C(v), lo cual contradice que Sim(H) tiene una coloracién propia.

Caso 2: (u,v) es una cuerda asimétrica de C,.

Entonces existe ¢’ un ciclo dirigido tal que C" es de longitud menor que 677“ a
saber, C'=(u,v)U(v, Cy,, u) o C"=(v, Cy,, u)U(u,v), lo cual contradice que C,, es
minimo (ver figura 5.13).

En ambos casos en los que (u,v) es una cuerda de C), llegamos a una contradic-
cién. Por lo tanto, C), es un ciclo dirigido inducido, con n>3, en H.

Como H es una subdigrafica inducida de D, entonces C),, también es una
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l

v

Figura 5.13: Ejemplo de C,, con una cuerda (u, v).

subdigrafica inducida de D, lo cual contradice el hecho de que D no contiene ciclos
dirigidos, con al menos 3 vértices, como subdigraficas inducidas.

Por lo tanto, D es perfecta.

Concluimos que D es perfecta si y sélo si Sim(D) es perfecta y D no contiene
ciclos dirigidos, con al menos 3 vértices, como subdigraficas inducidas. [

Nota: Observemos que si D es una digrafica perfecta, entonces cualquier
coloraciéon minima de Sim(D) es también una coloracién minima para D.

En efecto, sea D una digrafica perfecta y C' una coloraciéon minima de Sim(D).
Consideremos c un color en C'y H la subdigrafica inducida por los vértices con color
c en D. Demostraremos que H no contiene ciclos dirigidos.

Por contradiccion, supongamos que existe un ciclo dirigido 4 en H.

Notemos que 7 es un ciclo dirigido en Asim(H), ya que por la observacién 5.2
tenemos que toda coloracién minima de Sim(H) también es una coloracién propia
de Sim(H).

Consideremos C,, con n>3, un ciclo dirigido de longitud minima en Asim(H)
y supongamos que C., no es inducido en D. Procediendo como en la demostracién
del teorema 5.2, obtenemos que C., es un ciclo dirigido inducido, con n>3, en D.
Lo cual es una contradiccién, ya que por el teorema anterior, D no contiene ciclos
dirigidos, con al menos 3 vértices, como subdigréaficas inducidas por ser D perfecta.

Por lo tanto, C' es una coloracién minima para D.

Ahora, retomando la digréfica D de la figura 5.12, podemos notar que Sim(D)
no es perfecta y ademas, D es un hoyo lleno impar. Por lo tanto, por el Teorema
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Fuerte de Digraficas Perfectas se deduce que los hoyos llenos impares y los antihoyos
llenos impares también son imperfectos.

Teorema 5.3. Los hoyos llenos impares son imperfectos.

Demostracién. Sea C un hoyo lleno impar. Por definicion, sabemos que
Sim(@):Dcn para algin n impar mayor o igual que 5. Por el Teorema Fuerte de
Gréficas Perfectas tenemos que C,=Sub(D¢,) es imperfecta. Por lo tanto, por el
lema 5.5 se tiene que D¢, es imperfecta. Lo que implica que Szm(C) es imperfecta.
Como Szm(C) es imperfecta, por el teorema 5.2 se tiene que C es imperfecto.
Concluimos que los hoyos llenos impares son imperfectos. O

Teorema 5.4. Los antihoyos llenos impares son imperfectos.

Demostracién. Sea C' un antihoyo lleno impar. Por definicion, sabemos que
Sim(C")=D(c,)- para algin n impar mayor o igual que 5. Por el Teorema Fuerte
de Gréficas Perfectas tenemos que (C,)*=Sub(D(c,)) es imperfecta. Por lo tanto,

por el lema 5.5 se tiene que D¢, es imperfecta. Lo que implica que Sim(é’) es
imperfecta.
Como Sim(C_’”) es imperfecta, por el teorema 5.2 se tiene que C' es imperfecto.
Concluimos que los antihoyos llenos impares son imperfectos. O

Como mencionamos al inicio del capitulo, daremos una caracterizacién de digrafi-
cas perfectas mediante un conjunto de subdigréaficas inducidas prohibidas. Por los
teoremas 5.1, 5.3 y 5.4 tenemos que las siguientes digraficas son imperfectas:

1. Hoyos llenos impares.
2. Antihoyos llenos impares.

3. Ciclos dirigidos C7n, con n>3.

Notemos que basta con que una digrafica D contenga alguna de las tres
digraficas anteriores como subdigrafica inducida para ser imperfecta. Por lo tanto,
a las tres digraficas anteriores las llamaremos estructuras prohibidas.

Corolario 5.4.1. Sea D una digrafica. D es perfecta si y solo si D no contiene
ninguna de las siguientes estructuras como subdigraificas inducidas:

1. Hoyos llenos impares.
2. Antihoyos llenos impares.

3. Ciclos dirigidos CTn, con n>3.
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Demostracion. Sea D una digréfica.

(=) Sea D perfecta y supongamos que D contiene alguna de las tres estructuras
prohibidas. Como dichas estructuras no son perfectas y son subdigraficas inducidas
de D, se sigue que D no es perfecta, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, D no contiene ninguna de las estructuras prohibidas como
subdigraficas inducidas.

(<) Sea D tal que no contiene ninguna de las estructuras prohibidas como
subdigraficas inducidas. Como Sim(D) es una subdigréfica de D, entonces Sim(D)
tampoco contiene hoyos llenos impares ni antihoyos llenos impares. Esto es equi-
valente a decir que si a Sim(D) la vemos como una grafica, entonces Sim(D) no
contiene hoyos impares ni antihoyos impares. Por lo tanto, por el Teorema Fuerte de
Gréficas Perfectas tenemos que Sim(D) es perfecta vista como grafica. Concluimos
que Sim(D) es perfecta como digrafica.

Finalmente, ya que Sim (D) no contiene ninguna de las estructuras prohibidas y
en particular no contiene ciclos dirigidos C7n, con n>3, se sigue por el teorema 5.2
que D es perfecta. O

5.4. Un Teorema Débil de Digraficas Perfectas

Como podemos observar, a comparacion de la perfeccién en graficas a partir
del Teorema Fuerte de Graficas Perfectas, en digraficas tenemos que pedir mas
condiciones para poder llegar a un teorema equivalente para la perfeccion en
digraficas. La pregunta ahora seria ;qué condiciones hay que pedir para obtener un
teorema en digraficas equivalente al Teorema Débil de Graficas Perfectas?

En la figura 5.14 podemos ver que el complemento de C, (CT4)C7 es una digrafica
perfecta, sin embargo, Cy no es perfecta (por corolario 5.4.1).

— —

c
04 . Vo U1 (O4> N U1
o} - 1O O - O
| i
| y
O O O > O
V3 V2 U3 Vo

Figura 5.14: C y (64)0.
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También en la figura 5.14 y en la figura 5.15 podemos ver que si

. c
Crn=(vg,v1,...,0, = vg) es un ciclo dirigido de n vértices, entonces (C,) consiste
de (C,) =(vn,Vn_1,...,U0 = v,) y todas las cuerdas simétricas incluidas en (C,,)

O
V3 P U3 (%]

ot

Figura 5.15: Cs y (d:,)c.

Observacién 5.5. Si C,,=(vg,v1,...,0, = vg) es un ciclo dirigido de n vértices,
entonces:

1. VIC) )=V (C,)y

2. F((@n)c):{(vi,vj) {i, 5340, ...,n — 1} con i£j}-F(C,).

Lema 5.8. Sea D una digrdfica. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) D no contiene ciclos dirigidos como subdigrdficas inducidas.
(i) D¢ no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigrdficas inducidas.

(11i) D€ es clan aciclica.

Demostracion. Sea D una digrafica.

(i)=-(4i) Si D no contiene ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas, entonces
D* no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas.

Sea D tal que no contiene ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas y por con-
tradiccion supongamos que D¢ contiene un complemento de un ciclo dirigido como

subdigréfica inducida. Sea (C7n)c el complemento de un ciclo dirigido tal que (CTn)c es
una subdigréfica inducida de D¢. Sabemos por la observacién 5.5 que ((C,,) )=C,,
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pero C,, es una subdigréfica inducida de (D¢)°=D, lo cual es una contradiccién ya
que D no contiene ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas.

Por lo tanto, D¢ no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigraficas
inducidas.

(7)=(i) Si D no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigréficas
inducidas, entonces D no contiene ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas.

Sea D¢ tal que no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigréficas
inducidas y por contradiccién supongamos que D contiene un ciclo dirigido como
subdigrafica inducida. Sea C., un ciclo dlrlgldo de n vértices tal que C., es una
subdigrafica inducida de D. Entonces (C’n) es una subdigrafica inducida de D¢, lo
cual es una contradiccion ya que D¢ no contiene complementos de ciclos dirigidos
como subdigraficas inducidas.

Por lo tanto, D no contiene ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas.

(7)=(741) Si D° no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigraficas
inducidas, entonces D¢ es clan aciclica.

Sea D¢ tal que no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigréficas
inducidas y por contradiccién supongamos que D¢ no es clan aciclica, es decir,
supongamos que existe un ciclo dirigido en D¢ tal que es inducido por los vértices
de un clan de Sub(D°).

Consideremos C7n, con n>3, un ciclo dirigido de longitud minima en D¢ tal que
es inducido por los vértices de un clan de Sub(D¢) y sea (u,v) en F'(D¢) una cuerda
de C,.

Supongamos que (u v) es una cuerda asimétrica, entonces existe ¢’ un ci-
clo dirigido tal que C' es de longitud menor que C., en Aszm(D) a saber,
C'=(u, v)U(v,Cpu) 0 C'=(v,C,y,u)U(u, v), lo cual contradice que C, es mmimo (ver
figura 5.13). Por lo tanto, todas las cuerdas de C, son cuerdas simétricas en DC.

Notemos que como C,, es un ciclo dirigido inducido por los vértices de un clan
de Sub(Dc), entonces para cualesquiera dos vértices no consecutivos u y v en C7n,
se tiene que [u, v]€A(Sub(D*)) y por lo tanto, existe una flecha entre u y v en D¢,
Asi, por lo mencionado anteriormente, tenemos que para cualesquiera dos vértices
no consecutivos v y v de C7n, (u,v) es una flecha simétrica en D¢. Por lo tanto, por
la observacién 5.5, C:L induce el complemento de un ciclo dirigido en D¢, lo cual es
una contradiccion.

Concluimos que D¢ es clan aciclica.
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(73)=(71) Si D¢ es clan aciclica, entonces D no contiene complementos de
ciclos dirigidos como subdigraficas inducidas.

Sea D¢ una digrafica clan aciclica y por contradiccién supongamos que D¢
contiene un complemento de algin ciclo dirigido como subdigrafica inducida.

Consideremos C,, un ciclo dirigido inducido de D y sea (CTn)C el complemento

de C,,. Por la observacién 5.5, tenemos que V(Asim((@n)c)) inducen un clan en
Sub(D¢). Lo cual es una contradiccién ya que D¢ es clan aciclica.

Concluimos que D* no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigrafi-
cas inducidas. O

El lema anterior nos servird para demostrar el siguiente teorema que puede ser
considerado como un Teorema Débil de Digréficas Perfectas.

Teorema 5.5. Sea D una digrdfica. D es perfecta si y solo si D¢ es una super
orientacion clan aciclica de una grdfica perfecta.

Demostracion. Sea D una digréfica.

Por el Teorema Fuerte de Digréficas Perfectas (teorema 5.2) tenemos que D
es perfecta si y sélo si Sim(D) es perfecta y D no contiene ciclos dirigidos, con al
menos 3 vértices, como subdigraficas inducidas. Por el lema 5.8, lo anterior es equi-
valente a decir que D es perfecta si y sélo si Sim(D) es perfecta y D¢ es clan aciclica.

Por otra parte, por el lema 5.5 tenemos que Sim(D) es perfecta como digrafica
si y s6lo si Sub(Sim(D)) es perfecta. Por el Teorema Débil de Gréficas Perfectas,
Sub(Sim(D)) es perfecta si y sélo si (Sub(Sim(D)))¢ es perfecta.

Nuevamente, por el lema 5.5, (Sub(Sim(D)))¢ es perfecta si y sélo si (Sim(D))¢
es perfecta como digrafica. Por el lema 5.7, lo anterior es equivalente a decir que
(Sub(Sim(D)))¢ es perfecta si y sélo si D¢ es perfecta, con G=Sub(D¢). Por lo tan-
to, por definicion, D¢ es una siper orientacion de una grafica perfecta, a saber, de G.

De lo anterior, se sigue que Sim(D) es perfecta si y sélo si D¢ es una siper
orientacién de una grafica perfecta.

Finalmente, se deduce que D es perfecta si y sélo si D¢ es una stper orientacion
de una grafica perfecta y D¢ es clan aciclica.
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Concluimos que D es perfecta si y sélo si D¢ es una stiper orientacién clan aciclica
de una grafica perfecta.

]

5.5. Ncleos y nucleo solubilidad

La nocién de nicleo en una digrafica fue introducida por primera vez por von
Neumann y Morgenstern para proporcionar un concepto abstracto de solucion en la
teoria de juegos cooperativos. Desde entonces la teoria de nicleos ha sido estudiada
extensivamente por los tedricos de digréficas.

La teoria de ntcleos es muy importante, ésto debido a las multiples aplicaciones
que tiene. Sin embargo, Chvatal demostré que en general, decidir si una digréfica
tiene nucleo es un problema N P-completo. Por otro lado, si una digréafica tiene
ntcleo, el problema ahora es saber cudl es o como encontrarlo. Por esta razon, cada
resultado que se exhibe respecto a la teoria de nicleos es muy significativo ya que
contribuye al estudio de la teoria.

La nocién de nucleo solubilidad tiene importantes aplicaciones en combinatoria,
listas de coloracién y teoria de juegos. Resulta que la nicleo solubilidad es equiva-
lente a la perfeccion, como fue conjeturado por Berge y Duchet en 1983.

Recordando la definicién, decimos que una grafica G es micleo soluble si
toda super orientacion clan aciclica de G tiene nicleo, observamos que la ntcleo
solubilidad es una propiedad hereditaria.

Las graficas niicleo solubles fueron introducidas por Berge y Duchet en [8], quie-
nes establecieron los siguientes resultados.

Proposicion 5.1. Toda subgrifica inducida de una grdfica nicleo soluble es también
nicleo soluble.

El siguiente corolario es consecuencia de la proposicién anterior.

Corolario 5.1.1. Toda super orientacion clan aciclica de una grdfica nicleo soluble
es también nicleo soluble.

Berge y Duchet también establecieron que los hoyos impares y antihoyos impares
no son nucleo solubles. Estos autores, motivados por estos resultados, propusieron la
conjetura de que las graficas nicleo solubles y las graficas perfectas son equivalentes.
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Conjetura: Sea GG una gréfica. G es perfecta si y solo si G' es nticleo soluble.

La conjetura fue demostrada previamente para algunas clases especiales de
graficas, por ejemplo, para la grafica de lineas [17, 19]. Una demostracién de que
las graficas de lineas cumplen la conjetura de Berge y Duchet se puede encontrar
en el trabajo de tesis escrito por Laura Pastrana Ramirez [20].

En [10] Boros y Gurvich demostraron lo siguiente:
Teorema 5.6. Toda grafica perfecta es nicleo soluble.

La demostracién general del teorema 5.6 en [10] estd basada en algunos resul-
tados de teoria de juegos cooperativos. Una demostracion mas sencilla, dada por
Aharoni y Holzman [2], estd basada en una generalizacién de niicleos. Sin embargo,
esta tultima demostracion tampoco es independiente de la teoria de juegos, ya que
utiliza fuertemente un resultado dado por Scarf [21]. Una demostracién del teorema
5.6 se puede encontrar en el trabajo de tesis escrito por Maria del Pilar Valencia
Saravia en [23].

El teorema 5.6 nos dice que si G es una gréfica perfecta, entonces G es nicleo
soluble. Por definicién, lo anterior es equivalente a decir que si G es una gréfica
perfecta, entonces toda stiper orientacién clan aciclica de G tiene ntcleo.

Corolario 5.6.1. Sea D una digrdfica. St D es perfecta, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica perfecta. Por el teorema 5.5, se sigue que D€ es
una super orientacién clan aciclica de una gréfica perfecta GG. Entonces usando el
resultado de Boros y Gurvich (teorema 5.6), tenemos que D¢ tiene nucleo. [

Para todos nuestros resultados de perfeccion en digraficas se han dado equiva-
lencias, por lo tanto, es natural preguntarnos: jse cumplird que si D¢ tiene nucleo,
entonces D es perfecta?

En la figura 5.16 tenemos que N={vs} es nicleo de D¢ sin embargo,
D[{vy,v3,v4}] es un ciclo dirigido de longitud 3 en D y por el corolario 5.4.1, D
no es perfecta. Por lo tanto, si D¢ tiene ntcleo, no necesariamente se cumple que D
sea perfecta.

Finalmente, notemos que el corolario anterior exhibe una condiciéon para garan-
tizar que una digrafica tiene ntcleo, y que ademas, une los resultados de gréficas y
digraficas perfectas a partir de nuestro Teorema Débil de Digraficas Perfectas, ésto
mediante la teoria de nicleo solubilidad.
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Conclusion

A partir de las condiciones que se necesitan para que una grafica G sea perfecta,
a lo largo de este trabajo lo que estudiamos es lo siguiente.

Teorema 5.7. Sea G una grifica. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.

S T

G es perfecta.
G° es perfecta.
G no contiene ciclos de longitud al menos 5 ni a sus complementos.
G° no contiene ciclos de longitud al menos 5 ni a sus complementos.

G es nicleo soluble.

Por otra parte, para las digraficas hemos demostrado lo siguiente.

Teorema 5.8. Sea D una digrdafica. Las siquientes proposiciones son equivalentes:

1.
2.

3.

/.
5.

D es perfecta.

Sim(D) es perfecta y D no contiene ciclos dirigidos, con al menos 3 vértices,
como subdigrdficas inducidas.

D no contiene hoyos llenos impares.
D no contiene antihoyos llenos impares.

D¢ no contiene complementos de ciclos dirigidos como subdigrdficas inducidas.

Y finalmente, el resultado que relaciona la teoria de graficas y digraficas perfectas
es el siguiente.
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Teorema 5.9. Sea G una grdfica y D una super orientacion de G.
1. D es perfecta.
2. D¢ es clan aciclica.
3. D¢ es una super orientacion clan aciclica de una grifica perfecta.

Asimismo, en nuestro ltimo resultado vimos que unicamente se satisface que si
D es una digréfica perfecta, entonces D€ tiene nicleo.

Como ya hemos visto, las graficas completas, las graficas bipartitas, y sus respec-
tivos complementos, son graficas perfectas. A partir de las caracterizaciones dadas
en el trabajo de tesis, ahora seria interesante saber especificamente qué otras fa-
milias de graficas, ademas de las ya conocidas, son perfectas. Andlogamente, seria
interesante saber especificamente qué familias de digréficas son perfectas.
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