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Introduccion

En la primera mitad del siglo diecinueve, el intento de George Boole de formali-
zar la légica proposicional condujo al concepto de algebras Booleanas. Al final del
siglo diecinueve, mientras investigaba la axiomatica de las algebras Booleanas, Char-
les A. Pierce y Ernst Schroder encontraron til introducir el concepto de reticula.
Independientemente la investigacién de Richard Dedekin sobre ideales de ntimeros
algebraicos lo llevé al mismo descubrimiento. De hecho, Dedekind también introdujo
el concepto de modularidad, una forma débil del concepto de distributividad. Aun
cuando algunos de los primeros resultados de estos mateméticos y de Edward V.
Huntington son muy elegantes y estan muy lejos de ser triviales, estos no atrajeron
la atencion de la comunidad matematica.

El desarrollo de la teorfa de reticulas comenzo con el trabajo de Garret Birkhoff en
la mitad de los treinta. En una brillante serie de articulos demostré la importancia
de esta teoria y probd que ésta provee un marco de trabajo unificador para muchas
disciplinas matematicas. Birkhoff junto con Valere Glivenko, Karl Menger, John von
Neumann, Oystein Ore y otros, desarrollaron suficientemente la teoria de reticulas
como para convencer a la comunidad matematica de su importancia. En la actuali-
dad la teoria de reticulas tiene aplicaciones en Logica, Teoria de conjuntos, Analisis
funcional, Geometria y Algebra (Teoria de anillos y médulos).

La Teorfa de reticulas estd basada en una unica relacién (<). Dicha relacién es un

orden parcial, es decir, satisface las siguientes propiedades:
1. Para todo z, x < x (Reflexividad).

2. Siz <yyy<uxentonces x =y (Antisimetria).

3. Six <yyy<zentonces r < z (Transitividad).
Cuando adicionalmente satisface que:

4. Para todo x y z, se tiene que x < z 0 z < .
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INTRODUCCION IV

diremos que se trata de un orden lineal o cadena. Dados dos ordenes parciales, una
funcién entre ellos es un morfismo de érdenes si y sélo preserva el orden de ida y
vuelta. También recordemos que el supremo de un conjunto S (en un orden parcial),
si existe, se denota por \/ S y es la cota superior minima, de forma similar se define
el infimo (se denota por A S. A lo largo de este trabajo utilizaremos estos conceptos.
Esta tesis estd basada en el articulo Notherian and Artinian Lattices, y se divide en
cuatro capitulos. El primer capitulo contiene las nociones bésicas de reticulas y un
panorama general acerca de la reticulas compactamente generadas; en el segundo
estudiamos el concepto de radical y zoclo de una reticula; en el tercero trabajamos
con el concepto de conjuntos independientes, asi como el concepto de dimension.
Estos tres capitulos contienen la teoria necesaria para entender y dar solucién a los

resultados expuestos en el articulo, los cuales se tratan en el capitulo cuatro.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1.1 Decimos que un COPO (L, <) es una reticula si cumple que para
todo a,b € L

a) existe ¢ € L tal que ¢ < a, ¢ < by para todo d € L, si d < a, d < b entonces
d <c,

b) existe ¢* € L tal que a < ¢*, b < ¢* y para todo d € L, sia < d, b <d entonces
¢t <d.

Los elementos descritos en los incisos a) y b) son inicos, los denotaremos por a \'b

y a Vb respectivamente.

Proposicién 1.1.2 Dada una reticula (L, <) tenemos que para todo a,b,c € L se

cumplen:

a) aNa=a,aVa=a.

b) aNb=bAa,aVb=>bVa.

c) anN(bANc)=(aNb)Ac,aV (bVe)=(aVDb)Ve.
d) aN(bVa)=(aANb)Va=a.

e) a<bsiysdilosia=aNbsiysdlosib=aVb.

Demostracion.

a), b) y c) se siguen directamente de la Definicion 1.1.1.
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d) Tenemos que a A (bV a) < a, ademds a < bVa ya < a, de donde se sigue que
a<aA(bVa). Porlo tanto,a=aA (bV a).

La prueba de la otra igualdad es andloga.

e) Veamos que sia < b entonces aANb = a. Comoa <bya < aentoncesa < alb
y claramente a A b < a, de donde se concluye la igualdad deseada.
Ahora supongamos que a A'b = a y probemos que a N b = b. Por d) tenemos
que bV (a A b) = b, pero a Nb = a por hipdtesis, luego por b) a Vb =b.
Finalmente, supongamos que a V' b = b. Entonces como a < (a V b), se tiene

que a < b. m
Notacién. De aqui en adelante denotaremos (L, <, A, V) por L.

Lema 1.1.3 Dada una reticula L tenemos que para todo a,b,c,d € L se cumplen:
a) Sia <bentoncesaVec<bVcyaAc<bAec.

b) Sia<byc<dentoncesaNc<bANdyaVe<bVd.

c) (anb)V(anc)<aAN(bVec).

d) av(bAne)<(aVDb)A(aVec).

Demostracion. Todas se siguen de la Definicion 1.1.1 y la Proposicion 1.1.2. m

Definicién 1.1.4 Sea L una reticula. Decimos que L tiene un elemento menor si
existe z € L tal que z < a para todo a € L. De manera similar, decimos que L tiene

un elemento mayor si existe u € L tal que a < u para todo a € L.

Observacion 1.1.5 Si L tiene elemento menor y elemento mayor éstos son unicos

y los denotaremos por 0 y 1 respectivamente.

Lema 1.1.6 Si L es una reticula finita entonces L tiene elemento mayor y elemento
menor.
Demostracion.
Como L es finita entonces L = {x,...,x,}. Consideremos la siguiente sucesion en
L:

N =T1,02=q@ VLo G = G V Ty (1.1)

Veamos que para todo a € L, a < q,. Claramente ¢1 < q2 < q3 < ... < g, por (1).
Sea a € L, entonces a = xy, para algin k € {1,...,n}. Por (1.1) tenemos que xy < gy

Y qk < qn, por lo tanto tenemos que a < qy.
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Para probar que L tiene un elemento menor, consideremos la siguiente sucesion en
L:
P1=1T1,Pp2 =P1 A\ T2, o, Pp = Pn1 N T (1.2)

De la construccion tenemos que p; < p; sii < j coni,j € {1,...,n}. Ahora dado
a € L, entonces a = xy, para algin k € {1,...,n}, de donde a = x) > x) N\ pr_1 =

Dk = Pn- Entonces para todo a € L tenemos que p, < a. m

Definicién 1.1.7 Decimos que L es una reticula completa si todo S C L tiene un
elemento infimo (denotado por \ S) y un elemento supremo (denotado por \/ S) en

L, en el sentido de orden parcial.

Proposicién 1.1.8 Sea L una reticula completa. Dados S, T C L con S,T # () se

cumplen:
i) Para todo s€ S, s <\ SyNA\S<s.
it) Dado x € L, entonces x < \ S si y solamente si x < s para todo s € S.
iii) Dado x € L, entonces \| S < x si y solamente si s < x para todo s € S.
i) VS < NA\T siysdlo sis<tparatodose S yteT.
v) Si S CT, entonces \| S <NVT yANT <AS.

Demostracion.

Todas son directas a partir de la definicion de infimo y supremo. m
Lema 1.1.9 Sean L una reticula completa y O # S, T C L. Entonces:
a) V(SUT) =V S)V(VT).

b) A(SNT) = (AS)AAT).

Demostracion.

a) Sea b€ SUT. Si b€ S entonces, por i) de la proposicion 1.1.8, b < \/ S y por
la transitividad del orden, b < \/ SV \/T. De manera similar, si b € T' tenemos
que b < \/ SV \/T. Poriii) de la proposicion 1.1.8 \/(SUT) <\/ SV VT.
Por otro lado, como S, T C SUT, por v) de la proposicion 1.1.8, \|] S,\V T <
V(SUT), de donde se sigue que \/ SV /T < \/(SUT). Por lo tanto se da la
1qualdad.

b) La prueba es similar a la de a). m
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Lema 1.1.10 Sea L una reticula y F C L finito. Entonces\| F y \ F existen.
Demostracion.

Como F' es finito entonces F = {ay, as, ..., a,}. Consideremos la siguiente sucesion:
1 =01,42 =q1VQ2,....,qn = qn—1V Gy

Por construccion a; < q, para i € {1,..,n}. Ahora, dado ¢ € L tal que a; < ¢ para
toda i, tenemos que q1 < ¢, ast g = q1 V as < ¢, e inductivamente q, < c. Por lo

tanto \/ F' = q,. De manera similar se construye \ F. m
Corolario 1.1.11 Toda reticula finita es completa. u

Definicién 1.1.12 Sean L una reticula y B C L. B se llama subreticula si para
cada b,b € B tenemos que bAb bV € B.

Definicién 1.1.13 Sean L una reticula y a,b € L con a < b. Definimos el intervalo
[a,b] ={zr € L:a <z <b}.

Observacién 1.1.14 Sean L una reticula y a,b € L con a < b, entonces |a,b] es
una subreticula.

Demostracion.

Sean x,y € [a,b]. Como a < x,y entonces a < x Ay. Por otro lado, como x,y < b

entonces tVy <b. m

Definicién 1.1.15 Sean L y M reticulas. Decimos que f : L — M es un morfismo
de reticulas si f(aANb) = f(a) N f(b) y f(aVb) = f(a)V f(b) para todo a,b € L. Un

morfismo de reticulas biyectivo se llama un isomorfismo de reticulas.

Lema 1.1.16 Cada morfismo de reticulas es un morfismo de drdenes.
Demostracion.

Sean L,M reticulas y f : L — M un morfismo de reticulas. Consideremos a,b € L
con a < b. Entonces, por la Proposicion 1.1.2, a = a Ab, de aqui f(a) = f(a Nb) =
fla) A f(b) < f(b). Por lo tanto f(a) < f(b), es decir, f: L — M es morfismo de

ordenes. m

Lema 1.1.17 Toda funcion inversa de un isomorfismo de reticulas es también un
1somorfismo.

Demostracion.

Sean L, M reticulas y f : L — M un isomorfismo de reticulas. Consideremos
[~V M — L la funcién inversa a f. Para todo u,v € M tenemos que [~ (uAv) =
S AL W) = T ) A fH ) = fHu) A f7H (). La prueba de

que [~ (u V)= fu)V f1(v) es similar a la anterior. w



CAPITULO 1. PRELIMINARES )

Teorema 1.1.18 Sean L y M reticulas. Entonces f : L — M es un isomorfismo
de reticulas si y solo si es un isomorfismo de ordenes.

Demostracion.

=) Se sigue del Lema 1.1.16.

<) Veamos que para todo a,b € L, f(a ANb) = f(a) A f(b). Como f es morfismo
de drdenes tenemos que f(a Ab) < f(a), f(b). Ahora, consideremos ¢ € M tal que
d < fla) yd < f(b). Como f: L — M es una funcion biyectiva existe un inico
c € L tal que f71(¢) = c. Ya que f~' : L — M también es un isomorfismo de

ordenes), tenemos que

f7HE) < FU(f(a) y f7HE) < FHf)).

De aqui podemos concluir que

c=fTHd) < fTHfla) =ayc=fTH) < fTHfD) =0,

por lo que ¢ < a A'b. Usando el hecho de que f es morfismo de ordenes tenemos
que ¢ = f(c) < f(a AD). Entonces f(a Ab) < f(a), f(b) y para todo ¢ € M con
d < f(a), f(b) tenemos que ¢ < f(a Ab), por lo que f(a) A f(b) = f(a AD).

La prueba de que f(aVb) = f(a)V f(b) es dual. m

Definicién 1.1.19 Sea L una reticula. Decimos que L es modular si para todo
a,b,c € L con b < a tenemos que a A (bV ¢c) =bV (aAc).

Teorema 1.1.20 Sean L una reticula modular y a,b € L. Entonces los intervalos
[a Ab,a] y[b,aV b son isomorfos como reticulas.

Demostracion.

Por el Teorema 1.1.18, basta probar que existe un isomorfismo de drdenes entre los
intervalos. Para cada x € [a A\ b, a], definamos ¢¥(x) =xVb. Como x < a, tenemos
que b <xVb<aVb, porlo que i estd bien definida.

Para cada y € [b,a V b] consideremos a Ny € L. Ya que b < y, entonces a ANb <
aNy < a, porlo que a Ny € [aANb,a]. Comoy < aVb, entoncesy =y A (aVb),
ademds como L es modular y b <y tenemos que y =y A (aVb) =bV (a ANy). Por
lo tanto, dado y € [b,a V b] tenemos que Y(a ANy) = (aANy)V b=y, de manera que
Y es sobreyectiva.

Consideremos x1,xs € [a Ab,a]. Como a Nb < x1,xs tenemos que x1 V (a Ab) = 1
y x2V (a Ab) = x9. Supongamos que p(x1) = V(x3), entonces x1 Vb = x5V b. De
aqui a A\ (x1 Vb)) = a A (2 V b) y como L es modular y x1,29 < a, tenemos que
ry=x1V (aANb) =22V (a Ab) = x9. Porlo tanto ¢ es inyectiva.

Finalmente, veamos que ¢ es un morfismo de ordenes. Consideremos x1,xs € [a A
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b,a] con x1 < o, entonces Y(x1) = 1 Vb < x93 Vb = (x3). Por otro lado,
supongamos que Y(x1) < P(xg). Por lo que hicimos antes, 1 = a AN ¥(xy) < a A

Y(xg) = x9. De manera que ¥ es un isomorfismo de drdenes. m

Definicién 1.1.21 Sea L una reticula con 0y 1.

a) Dado a € L decimos que un elemento b € L es un complemento de a si aNb =0
yaVb=1.

b) Decimos que L es complementada si para todo a € L existe al menos un

elemento a* € L tal que a* es complemento de a.

Definiciéon 1.1.22 Sea L una reticula con 0y 1.

a) Sean |a,b] C L y x € [a,b]. Si existe y € L tal que x ANy =a yxVy=D0,

entonces y es un complemento de x relativo al intervalo [a,b].

b) L es relativamente complementada si para cada v € L y cada intervalo |a, b

que lo contenga, x tiene al menos un complemento relativo.

Proposicion 1.1.23 Sea L una reticula modular con 0y 1. Entonces L es comple-
mentada si y solo si L es relativamente complementada.

Demostracion.

Para la suficiencia supongamos que L es complementada. Sean [a,b] C L y x € [a, b].
Como L es complementada existe x* € L tal que x Ax* =0 yx VvV x* = 1. Conside-

remos el elemento (aV x*) A'b. Usando la modularidad de L tenemos que
zA((aVa*)Ab)=(xAb)A(aVz)=xzA(aVz)=aV (" Nz)=aV0=a.
Por otro lado,

zV((aVa)Ab)=(xV(aVz)Ab=((zxVa)Va*)Ab=(zVa*)ANb=1Ab=b.

Por lo tanto un complemento relativo a x en [a,b] es (aV x*) Ab, de manera que L
es relativamente complementada.

La necesidad es directa usando el hecho de que L = [0,1]. m

1.2. Reticulas compactamente generadas

Definicién 1.2.1 Sea L una reticula. Decimos que {c; : i € I} C L es un conjunto

directo (inverso) si para toda i,j € I, existe k € I con ¢; V ¢; < ¢ (¢, < ¢ N¢j).
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Observacion 1.2.2 Sea L una reticula y S C L una cadena, entonces S es un

congunto directo e inverso.

Definicién 1.2.3 Sea L una reticula. L es continua superiormente si para todo
subconjunto directo {c; :i € I} y a € L, tenemos que a A (\,c;¢) = Ver(a A ).
Por otro lado, L es continua inferiormente si para todo conjunto inverso {c; :i € I}

ya € L, tenemos que aV (N,c;¢i) = Nies(a V ci).

Definicién 1.2.4 Dada una reticula L, decimos que f € L es finitamente generado
(o compacto) si siempre que f <\/S, para algin conjunto directo S C L, entonces

existe v € S de manera que f < x.

Lema 1.2.5 Sea L una reticula completa y D C L no vacio. St D es un conjunto
directo y F' C D es finito entonces existe dy € D de manera que \| F < dy.
Demostracion. (Por induccion sobre el cardinal de F')

Si F' = {a}, claramente \| F =a ya € D.

Supongamos la afirmacion vdlida para n. Sea F' C D de manera que F = {ay, az, ..., ay11}.
Podemos ver a F = {ay,...,a,} U {an41}. Usando el Lema 1.1.9 tenemos que
VF = (Vi ,a) V any1. Aplicando la hipdtesis de induccion a {ay,...,a,} tene-
mos que existe dy € D tal que \/;_, a; < dy. Como D es un conjunto directo, dados
dyi,a,41 € D, entonces existe dy € D tal que dy V a,yq < do. Ast, por la transitividad

del orden, \| F < dy. m

Proposicion 1.2.6 Sea L una reticula completa y f € L. Entonces f es finitamen-
te generado si y sdlo si para todo U C L no vacio con f < \J U existe F C U finito
tal que f <\/ F.

Demostracion.

=) Sea f € L finitamente generado y X C L no vacio con f < \/ X. Conside-
remos F = {\/ F : FF C X y F finito}. Veamos que F es un conjunto directo en
L. Sean s,t € F entonces s = \/ Fy yt = \/ Fy con Fy,Fy C X finitos. Conside-
remos Fy U Fy que es un subconjunto finito de X. Por el Lema 1.1.9 tenemos que
V(FLUFE) =(VF)V(VFE,). Porlo tanto \/(F1 U Fy) € F ysVt<\/(F1UF).
Ahora, para cada F C X finito tenemos que \/ FF < \/ X, de manera que \|] F <
\/ X. Por otro lado, para cada x € X tenemos que v < \/{z} y \/{z} € F. En-
tonces por la transitividad del orden © < \/ F para toda x € X. Concluimos, por la
Proposicion 1.1.8, que \| X <\/ F.

Finalmente, como f < \/ X = \/F y f es finitamente generado eziste t' € F tal
que [ <. Entonces f <\/ F con FF C X finito.
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<) Sea D un conjunto directo en L. Si f < \/ D entonces existe F C D finito
tal que f < \/ F. Ahora, por el Lema 1.2.5, existe dy € D con \| F < dy y por la
transitividad del orden f < dy. m

Proposicién 1.2.7 Sean L una reticula completa y S C L finito. Si todos los ele-
mentos de S son compactos entonces \/ S es compacto.

Demostracion.

Basta probarlo para S = {a,b} con a,b compactos (la generalizacion se sigue por
induccion). Sabemos por el Lema 1.1.9 que \/ S =a V b.

Sea D C L un conjunto directo tal que a vV b <\/ D. Por la transitividad del orden
a,b < \/ D. Como a y b son compactos existen dy,d; € D tales que a < dy y b < d.
Ahora, como D es un conjunto directo, exviste d € D tal que dy V di < d. De esta
manera \/ S=aVb<dyVd <d. m

Definicién 1.2.8 Sea L una reticula completa. Decimos que L es compacta (o fi-

nitamente generada) si 1 € L es compacto (finitamente generado).

Proposicién 1.2.9 Sean L una reticula compacta y 1 # a € L. Entonces la su-
breticula [a, 1] tiene al menos un elemento mdzximo distinto de 1.

Demostracion.

Consideremos S = [a,1] — {1} # &. Veamos que S tiene un elemento mdximo. Sea
C C S una cadena, veamos que \/ C' € S. Para todo ¢ € C' tenemos que a < ¢ < 1,
por lo tanto a < \/ C < 1. Afirmamos que \/] C' # 1. En caso contrario, como C' es
un congunto directo (al ser cadena) y L es compacta, existe ¢y € C tal que 1 < cq.
Luego ¢y = 1, pero esto contradice el hecho de que ¢y € S. Por lo tanto \/ C € S y

por el Lema de Zorn existe al menos un elemento mdzimo distinto de 1 en |a,1]. m

Definicién 1.2.10 Sea L una reticula completa. Decimos que L es compactamente
generada (o algebraica) si para todo ¢ € L existe S C L tal que todo s € S, s es
compacto y c =\ S.

Observacion 1.2.11 Sean L una reticula compactamente generada y a,b € L. En-
tonces a < b si y solo si para cada ¢ € L compacto tal que ¢ < a se tiene que
c <b.

Teorema 1.2.12 Toda reticula compactamente generada es continua superiormen-
te.
Demostracion.

Sean L una reticula compactamente generada, a € L y D C L un conjunto directo.
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Veamos que a A (\/ yjep d) =V yepla AN d).
Consideremos a/\d con d € D. Claramente d < \/ ., d. Usando el Lema 1.1.3 a) te-

nemos que aNd < aN(\ opd). De esto se concluye que \/ ;e p(aNd) < an(\ epd).
Para probar la otra desigualdad usemos la observacion 1.2.11. Sea ¢ € L compacto
tal que ¢ < a N (\yep d). Por definicion tenemos que ¢ < a y ¢ <\ ,opd. Como D
es un conjunto directo y ¢ es compacto en L existe dy € D con ¢ < dy. Se sigue que
c<aNdy <\ yeplaNd). Porla observacion 1.2.11, aAN(\ ;epd) < Vyepland). m

Lema 1.2.13 Sean L una reticula compactamente generada y a,b € L tales que
a < b. Entonces k € [a,b] es compacto en la subreticula [a,b] siy sdlo si existe ¢ € L
compacto tal que k =aVcyaVce<hb.

Demostracion.

=) Sea k € |a,b] compacto, como L es una reticula compactamente generada, eziste
una familia de elementos compactos {c;}icr tales que k = \/,c; c;.
Claramente, k = aV k = aV (V,c;¢) = Ve (a V), conaVe € [a,bl pues
ci <k <b. Al ser k compacto en [a,b] existe J C I finito tal que k = \/,.,(aV ¢;) =
aV (V,ey6) =aVe<b, dondec=\
1.2.7.

<) Sean ¢ € L compacto y X C [a,b] con aVc <\ X, entonces ¢ < \/ X. Como
¢ es compacto existe F C X finito con ¢ < \/ F, ademds F C la,b]. Por lo tanto

aVe<\/F yentonces aV c es compacto en [a,b]. m

ey Ci es compacto en L por la proposicion

Lema 1.2.14 Sean L una reticula completa y continua superiormente y a € L. Los
elementos compactos en la subreticula [0, a] son exactamente los elementos compac-
tos de L que pertenecen a |0, a).

Demostracion.

=) Sic € [0,a] es compacto en L entonces es claramente compacto en [0, a).

<) Sean c € [0,a] compacto en [0,a] y D un conjunto directo en L con c < \/ ,cpd.
Como ¢ € [0,a] tenemos que c = aNc < aN(Vyepd) = Vyepla Nd), por ser L
continua superiormente. Ahora, ¢ < \/,.p(a A d), donde {a ANd : d € D} es un
conjunto directo en [0,al, de manera que existe dy € D tal que ¢ < aNdy < dy. Por

lo tanto ¢ es compacto en L. m

Proposicién 1.2.15 Sean L una reticula compactamente generada y a € L. En-
tonces [0, a] es también compactamente generada.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.2.12 y el Lema 1.2.1}. u

Proposicion 1.2.16 Sean L una reticula completa y a € L.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

i) Sic es compacto en L, entonces ¢V a es compacto en [a, 1].

it) Si L es una reticula compacta, entonces |a, 1] es también una reticula compac-

ta.

iii) Si L es una reticula compactamente generada, entonces la subreticula |a, 1] es

compactamente generada.
Demostracion.

i) Sean c,a € L y c compacto en L. Supongamos que cV a < \/,.; a; con {a; : i €
I} C [a,1]. Por transitividad ¢ < \/,.; a; luego existe F' C I finito de manera

que ¢ < \;cp @i Y
cVa<(Vipai)Va=\,cpla;Va)=\,pa

ii) Se sigue de i) tomando ¢ = 1 pues L es compacta.

i) Si L es compactamente generada y x € |a, 1], entonces x = \/,; ¢;, donde c; es
compacto en L para todai € I. Entonces v = aVa = aV(V,;c; ¢i) = Vier(aVe).

Por i) cada a V ¢; es un elemento compacto en [a,1]. m



Capitulo 2

El zoclo y el radical de una

reticula

Definiciéon 2.0.1 Sea L una reticula con 0 y 1.

a) Sean b,c € L, decimos que ¢ es un seudocomplemento de b en L sibANc=10y

c es mdximo con esta propiedad.

b) Una reticula L es seudocomplementada si todo elemento en L tiene al menos

un seudocomplemento relativo en cada intervalo que lo contenga.

Lema 2.0.2 Sea L una reticula modular con 0,1. Entonces cada complemento es
un seudocomplemento.

Demostracion.

Sea a € L con complemento b, entoncesa ANb=0 yaVb=1. Ahora, sea b € L tal
que b <V yaNb =0. Usando el hecho de que L es modular tenemos que

V=UAN1=bUA(aVb)={B'ANa)Vb=0Vb=0.
Por lo tanto b es un seudocomplemento. m

Definicién 2.0.3 Sea L una reticula. Decimos que L es una reticula inductiva si
todos los intervalos [a,b] en L satisfacen la siguiente condicion: para toda cadena
{bi}ier C [a,b] y para todo ¢ € [a,b] tal que ¢ Nb; = 0 para toda i € I, se tiene que
¢ A (Vierb) = 0.

Observaciéon 2.0.4 De la definicion 2.0.3 se desprenden las siguientes afirmacio-

nes:

i) Todo intervalo de una reticula inductiva es inductivo.

11
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it) Toda reticula continua superiormente es inductiva.
iii) Toda reticula compactamente generada es inductiva.

Lema 2.0.5 Toda reticula inductiva es seudocomplementada.

Demostracion.

Sea L una reticula inductiva. Mostraremos que si a AN'b =0 para a,b € L entonces
existe un seudocomplemento ¢ € L tal que b < c. (En este caso L es llamada una
reticula con suficientes seudocomplementos.)

Sea C ={x el :aNz=00b<z}, C#puesbe C. Sea {b;}ic; C C una
cadena. Consideremos \/,.; b;. Claramente es cota superior de {b;}icr y tenemos
que a A\ b; = 0 para toda i € I. Como L es una reticula inductiva a A (\/,c; b;) = 0,
de manera que \/,.;b; € C. Aplicando el Lema de Zorn existe ¢ € C mdzimo con
las propiedades a ANc=0 y b < c.

Aplicando el argumento anterior con b = 0, tenemos que eziste ¢ € C mdximo tal

queaANc=0.n

Corolario 2.0.6 Toda reticula continua superiormente es seudocomplementada. m
Definicién 2.0.7 Sean L una reticula con 0y 1, y a,b,c € L.

a) Sia<bya<c<bimplicac=a, diremos que a estd cubierto por b.

b) Si el 0 estd cubierto por a, diremos que a es un dtomo.

c) Si a estd cubierto por el 1 de L, diremos que a es un codtomo.

Lema 2.0.8 Sea L una reticula modular y complementada. Un elemento a € L es
atomo si y solo si cada complemento de a es un codtomo en L.

Demostracion.

Sea a € L un atomo y a* un complemento de a, entonces aAa* =0 yaVa* = 1.

Ahora utilizando el Teorema 1.1.20 tenemos el siguiente isomorfismo de reticulas
0,a] = [aAa* a] =[a*,aVa*] =[a*1].

Entonces [0, a] tiene el mismo nimero de elementos que [a*,1]. Como a es dtomo
2 =[0,a]] = |
b=1.

El reciproco es andlogo. m

[a*,1]|. Por lo tanto, si a* < b entonces b € [a*,1] de aqui b = a* o

Definicién 2.0.9 Sea L una reticula con 0 y 1. Un elemento e € L es un elemento
esencial si e N x # 0 para toda x € L distinta de cero. El conjunto de todos los

elementos esenciales en L se denota por E(L).
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Proposicion 2.0.10 Sean L una reticula modular, completa y a,b € L. Entonces b
es un seudocomplemento de a en L si y sdlo siaANb=0 yaVb es esencial en [b,1].
Demostracion.

La prueba se sigue de la equivalencia entre las siguientes afirmaciones:

a) b es un seudocomplemento de a en L.

b) a Nb=0 y para todo c € L tal que b < ¢ se tiene que a N\ ¢ # 0.

¢) aNb=0 y para todo ¢ € [b,1], ¢ # b se tiene que a A ¢ £ b.

d) a Nb=0 y para todo c € [b,1], c # b se tiene que b < bV (a Ac) = (aVb)Ac.
e) aNb=0yaVb es esencial en [b,1].

La prueba de todas estas equivalencias es directa a partir de la Definicion 2.0.1 y la
Definicion 2.0.9.

Corolario 2.0.11 Si L es una reticula modular con 0y b es un pseudo-complemento
de a en L entonces a Vb es esencial en L.

Demostracion.

Si 0 # x <b, entonces claramente (aVb) ANz =1z #0. Si x £ b entoncesb <bV x
por lo que bV x € [b,1]. Usando la equivalencia d) de la proposicion 2.0.10 y la
modularidad de L, tenemos que b < bV (aA(bVx)) = (bVa)A(bVzx) = ((bVa)Az) VD).
Por lo tanto (bV a) Nz #0. m

Lema 2.0.12 En una reticula modular, compactamente generada y complementada
cada elemento es el supremo de un conjunto de datomos.

Demostracion.

Sea L una reticula modular, compactamente generada y complementada. Primero
veamos que para todo ¢ € L compacto, distinto de cero y que no sea atomo, hay un
codtomo en el intervalo [0, c].

Consideremos el conjunto X = {x € L :x < c}, X # & pues 0 € X. Consideremos
una cadena C' C X. Afirmamos que \| C' € X. En caso contrario, \] C = ¢ y como
¢ es compacto y C' es un conjunto directo (por ser una cadena) existe ' € C' tal que
c = 1a, esto contradice el hecho de que ¥’ € X. Por el Lema de Zorn, se obtiene que
la reticula [0, c| tiene un codtomo.

Ahora, por el Lema 2.0.8, hay al menos un dtomo menor a c. Como L es compac-
tamente generada se sigue que cada a # 0 contiene al menos un dtomo. Esto es,

existe un dtomo s que es menor o igual a a.
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Sean0#aecLyS={seL:s<avys esdlomo}. Seau=\/S, entonces u < a.
Supongamos que u < a. Como L es modular y complementada, por la Proposicion
1.1.23, L es relativamente complementada. Luego podemos tomar un complemento
relativo v de u en el intervalo [0, a]. Por el pdrrafo anterior, existe un dtomo b < v
en el intervalo [0,al. De esta manera b < u A v, lo que contradice el hecho de que v

es complemento relativo de u en [0,a]. Por lo tanto a = u. m

Definicién 2.0.13 Sea L una reticula con 0. El supremo de todos los dtomos en L

se llama el zoclo de L, y se denota por Zoc(L).

Lema 2.0.14 Sea L una reticula con 0. Entonces el zoclo de L es menor o igual
que el infimo de todos los elementos esenciales en L.

Demostracion.

Sean 0 # s € L un dtomo y 0 # e € L un elemento esencial. Como s es atomo
tenemos que e A s € {0,s}. Ahora, como e es esencial en L, e As # 0, por lo que
e Ns =s. Entonces s < e, de aqui Zoc(L) < e para todo e esencial en L. Por lo
tanto Zoc(L) < N{e € L : e es esencial}. m

Teorema 2.0.15 Sea L una reticula modular y compactamente generada. Entonces
el zoclo de L es igual al infimo de todos los elementos esenciales.

Demostracion.

Sea s = N{e € L : e es esencial}, por el Lema 2.0.14 tenemos que Zoc(L) < s.
Para obtener la otra desigualdad veamos que el intervalo [0,s] es una subreticula
complementada.

Sea a € [0, s]. Por el Corolario 2.0.6 sabemos que L es pseudo-complementada. Sea c
el pseudo-complemento de a en L. Entonces, por el Corolario 2.0.11, aVc es esencial
en L, por lo que s < aV c. Tenemos ahora que ¢ \'s es un complemento para a en
[0,s] puesaN(cANs)=(aNc)ANs=0yaV(cAs)=(aVec)ANs=s yaqueL es
modular y a < s.

Finalmente, como [0,s] es una reticula complementada, por el Lema 2.0.12, cada
elemento en [0, s] es el supremo de un conjunto de dtomos, asi s < Zoc(L). Por lo
tanto s = Zoc(L). m

Definicién 2.0.16 Sea L una reticula con 0 y 1. Decimos que a € L es superfluo
st a NV b# 1 para todo b # 1. El conjunto de todos los elementos superfluos en L se
denota por S(L).

Lema 2.0.17 Sea L una reticula con 0 y 1. El conjunto S(L) cumple lo siguiente:
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a) Sia€ S(L) yb<a entonces b S(L)
b) Si{a;}-y, C S(L) entonces \/;_, a; € S(L)
Demostracion.

a) Sean a € S(L), b<a y1#cé€ L. Entonces tenemos que bV ¢ < aV ¢ < 1. Por

tanto bV ¢ < 1, es decir, b es superfluo en L.

b) Lo haremos para dos elementos, la prueba se sigue por induccion. Sean ay,as €
S(L) y1# ce L, entonces (ay V az) Ve =ayV(azVec). Como ay es superfluo

as Vc# 1y como ay es superfluo y ag Ve # 1, tenemos que a1 V (a3 Ve) # 1. m

Lema 2.0.18 Sea L una reticula modular con 0 y 1. Si b < ¢ y b es superfluo en
[0, c] entonces para toda a € L, a\V b es superfluo en [a,a V c].

Demostracion.

Sea x € [a,a V ] y supongamos que (a Vb))V x = aV c. De la igualdad anterior
tenemos que (bV (aVz))ANc= ((aVb)Vz)Ac= (aVec)Ac=c. Porla modularidad,
bV ((aVz)Ac)=c. Comob es superfluo en [0, c] entonces (aV x)Ac = c, por tanto

c<aVx=ux, de donde concluimos que aV c=1x. u

Lema 2.0.19 Sean L una reticula completa y a < b elementos de L. Entonces b es
superfluo en L si y sélo si a es superfluo en L y b es superfluo en |a, 1]
Demostracion.

=) Supongamos primero que a\V ¢ =1, como a < b tenemos que 1 =aVc < bV c.
De aqui bV c =1y como b es superfluo, c = 1. Claramente, si b es superfluo en L
entonces es superfluo en |a, 1].

<) SibVe=1, entonces bV (aVc) =1. De aqui aV ¢ =1 pues b es superfluo en

[a,1]. Entonces ¢ =1 pues a es superfluo en L. m

Definicién 2.0.20 Sea L una reticula completa. El infimo de todos los elementos

mazimos (# 1) en L se llama radical de L, y se denota por Rad(L).

Lema 2.0.21 Sea L una reticula con 0 y 1. Sia € S(L) entonces a < Rad(L).
Demostracion.

Sean m € L—{1} mdzimo ya € S(L). Como a es superfluo avVm # 1 ym < aVm.
Por ser m mazrimo a V. m = m, por lo tanto a < m. De aqui conclutmos que
a<Rad(L). m
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Lema 2.0.22 Sean L una reticula completa y a € L compacto. Si a < Rad(L)
entonces a € S(L).

Demostracion.

Supongamos que a no es superfluo en L. Entonces existe b # 1 tal que a Vb = 1.
Consideremos el conjunto D = {x € L : a £ z,x # 1,aV z = 1}. Como a £ b,
be D porlo que D # &.

Sea C C D wuna cadena. Entonces a £ \/ C, pues en caso contrario, como a es
compacto y C' es un conjunto directo existe cg € C' tal que a < ¢y, lo cual es una
contradiccion. Ademds, \| C #1 yaV \/ C =1 porlo que \/ C € D. Por el l Lema
de Zorn existe un elemento maximo b € D.

Entonces b es mdzrimo en L también, pues si ¢ € L es tal que b < ¢, por ser b
mdximo en D tenemos que a < c. Entonces 1 = a Vb < ¢, por lo tanto c = 1. De
aqui, a < Rad(L) < b, esto contradice el hecho de que a £ b. m

Teorema 2.0.23 Sea L una reticula compactamente generada. Entonces Rad(L) es
el supremo de todos los elementos superfluos en L.

Demostraccion.

Siu es el supremo de todos los elementos superfluos en L entonces u < Rad(L) por
el Lema 2.0.21.

Siu < Rad(L), como L es compactamente generada existe un elemento compacto a
tal que a < Rad(L) y a % u. Por el Lema 2.0.22 a es superfluo en L y esto es una

contradiccion pues a £ u. Por lo tanto w = Rad(L). m



Capitulo 3
Conjuntos independientes

En todo este capitulo L es una reticula modular con 0 y 1.

Definicién 3.0.1 Un subconjunto finito S C L es independiente si a A (\/(S —
{a})) =0 para cada a € S. Un subconjunto arbitrario de L — {0} es independiente

st todos sus subconjuntos finitos son independientes.

Proposicién 3.0.2 Sea L una reticula y {a;}ie; un subconjunto independiente fi-
nito. Si I = F UK, donde FN K = &, entonces

(V a) A\ a)=0

fer keK

Demostracion.

Supongamos que I ={1,...,n}, F ={1,...p} y K ={p+1,...,n}. La demostracion
es por induccion sobre p.

St p =1 entonces por definicion de conjunto independiente se cumple. Supongamos
la afirmacion vdlida para p — 1.

Sea b = (ViZy ai) A (Vi—py1 @)- Tenemos que a, < \/7_, a;, por lo que usando la

modularidad obtenemos

p n p n P n
ap\/b:ap\/((\/a,i)/\(\/ ak)):\/ai/\(ap\/ \/ ak):\/ai/\\/ak.
i=1 k=p+1 i=1 k=p+1 i=1 k=p
Por lo tanto,
p—1 p—1 p n p—1 n
(Va) A vd) =\ a) A\ an\ a)=\anr\ a.
i=1 i=1 i=1 k=p i=1 k=p

Usando la hipdtesis de induccion concluimos que

I
—

(p a;) A (a, Vb) =0.

i

Il
—

17
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Por otro lado,

p—1 p*l D n
\/al az)\/(\/ai/\ \/ ai) =
i=1 i=1 i=1 k=p+1

||<~s
<
§
<
<
£
I
.2%
8
>
<
£
AN
<
£

i=1 k=p+1 =1 t#p t#p
Concluimos que
p—1
ap/\((\/az)\/b) Sap/\(\/at) =0
i=1 t#p

Ahora, usando la modularidad tenemos que

p

(ap\/b)/\(\/a,)—(ap\/b ap\/\/al

i=1

a, V ((a, Vb) A \/ ) =a,V0=aq,,

y también

p—1 p—1 p—1
V aiVvi(an((\/a)vb)=\avo=\/a.
i=1 j i=1 i=1

Para concluir tenemos que

< ((\/ag Vo) A\ a) = \/a

=1

Con esto tenemos que b < a, N\ (\/f:_l1 a;) = 0, por la independencia. Asi, b=0. m

Proposicién 3.0.3 Sean L una reticula y A C L—{0} independiente. Sia € L—{0}
cumple que para cualquier conjunto finito X C A, a A (\V,cx®) = 0 entonces el
conjunto AU {a} es independiente.

Demostracion.

Sea B C AU{a} finito. St B C A no hay nada que probar pues A es independiente.

Supongamos que B = A" U {a} con A" C A finito. Terminamos si vemos que para



CAPITULO 3. CONJUNTOS INDEPENDIENTES 19

cualquier a* € A', a* A (aV \/meA/_{a*} x) = 0. Esto se sigue de la modularidad de L

y las siguientes igualdades:

(Von V ava=( \ 2aver(\ )=

beA’ zeA'—{a*} zeA' —{a*} beA’
(V ovo= \/ =«
ze A’ —{a*} zeA' —{a*}

De lo anterior se sigue que

a* A (aV( \/ x)):(a*/\(\/b))/\(a\/( \/ x)) =

zcA' —{a*} be A’ zcA' —{a*}

A\ DAV \ o)=an( \/ over(\/b)=
be A zeA' —{a*} zeA' —{a*} be A’
an(( ) ovo=anr( \/ =z)=0,
z€ A’ —{a*} zcA' —{a*}

pues A" C A y A es independiente. m

Observacion 3.0.4 Por la Proposicion 3.0.3 y el Lema de Zorn, tenemos que cual-
quier conjunto independiente de L—{0} estd contenido en un conjunto independiente
mdzximo, pues dado A C L independiente entonces F = {C C L —{0}: ACCy
C' es independiente} es un conjunto no vacio y (F,C) es un conjunto parcialmente

ordenado.

Definicién 3.0.5 Sean L una reticula y a,b € L. Si a < b y a es esencial en
la reticula [0,b] entonces decimos que b es una extension esencial de a en L y lo

denotamos por a <. b.

Proposicion 3.0.6 Sea L una reticula. Sean a; <. b; para cualquieri=1,....,n. Si
{b1,...,b,} es independiente entonces \/;_; a; <¢ iy bi.

Demostracion.

Basta probarlo para n = 2 ya que el resultado se obtiene por induccion. Como
a1 Vay < ayVby < by Vby, entonces nuestro problema se reduce a probar que bV ¢ es
una extension esencial de aV ¢, donde b es una extension esencial de a y b A\ c= 0.
ComoaNc<bAc=0, tenemos que a N\ c = 0.

Sea 0 < x < bV ¢ y demostremos que x A (a V ¢) # 0. Supongamos primero que
xAc#0. Entonces 0 <z ANec<xzA(aVc), porlo tanto x A (aV c) # 0.

St x N c =0 entonces c < x 'V ¢, pues en caso contrario tenemos que r < ¢ y por

ello 0 = x A c=x. Ahora, como L es modular, por el Teorema 1.1.20, tenemos un
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isomorfismo de reticulas entre [c,bV ¢| y [b A ¢, b] = [0,b], dado por f(y) =y Ab.
Entonces f(xVe) = (xVe)Ab#0. Como b es una extension esencial de a, tenemos
que ((xVe)Ab)ANa #0, pero ((xVe)Ab)ANa=(xVe)AN(bAa)=(xVc)ANa#0.
Sis=(xVc)Aa entonces s < (xVe)A(aVe)=cV((aVe)Az). Siocurre que
(aVec) Nz =0 entonces s < ¢ y como s < a se tiene que s < aAc =0, de donde
tenemos que s = 0, lo que es una contradiccion. De esta manera, (aVc)ANx # 0y

por lo tanto bV ¢ es una extension esencial de aV c. m

Proposicion 3.0.7 Sean L una reticula y a,b,c € L con a < b < c. Sic es una
extension esencial de b y b es una extension esencial de a entonces ¢ es una extension
esencial de a.

Demostracion.

Sea x € [0,c] distinto de 0. Tenemos que x AN'b # 0 pues b <. c. Ahora, como
x Ab € [0,b] es distinto de 0 y a <. b se tiene que (x ANb) ANa # 0, pero x Na =
zA(aNb)=(xAb)ANa#0. Luego a <. c. m

Definicién 3.0.8 Sea L una reticula. Un elemento a € L—{0} es uniforme, si para

cualesquiera x,y € [0, a] tales que 0 <z y 0 <y se tiene que 0 < x A y.

Teorema 3.0.9 Sean {ay,...,an} y {b1,...,b,} subconjuntos independientes de L —
{0}. Siay,...,an son uniformes y \/\", a; es esencial en L entonces n < m.
Demostracion.

Supongamos que m < n. Veamos que

{Cll, wey Ay, bj+17 7bn}

es independiente para cada j =0, ...,m usando induccion.

Si j = 0 no hay nada que probar pues por hipdtesis {by, ..., b, } es independiente. Su-
pongamos el resultado vdlido para 0 < j y consideremos ¢ = a1 V...V a;jVbjaV...Vb,.
Si para cualquier s = 1,...,m, as A ¢ # 0 entonces as N ¢ es esencial en la reticula
0, as], pues si 0 # x € [0,a4], por ser as uniforme se tiene que (as N\ c) A x # 0.
Entonces por la Proposicion 3.0.6, se tiene que a1 V ...V a,, es una extension esen-
cial de (a1 A c)V ...V (ay A ¢). Por la Proposicion 3.0.7, (a1 Ac)V ...V (ay, Ac) es
esencial en L y como (ay A c¢)V ...V (ay, A c) < ¢ tenemos que ¢ es esencial en L.
Esto contradice el hecho de que c Abjy1 = 0, lo cual es nuestra hipdtesis inductiva.
Ast, existe s € {1,...,m} tal que as A ¢ = 0. Obviamente s # 0, ..., j pues para ellos
as A\ ¢ =as. Sea s = j+ 1, el conjunto {ai,...,a;,bj42,....b,} U{a;i1} es indepen-
diente por la proposicion 3.0.3, con lo que concluimos que {a, ..., 4y, bmit, .., by}

es independiente, pero esto contradice que \/}-, a; sea esencial en L. m
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Corolario 3.0.10 Consideremos los conjuntos independientes {ay, ..., an} y {b1, ..., b, }
cuyos elementos a;,b; son uniformes en L. Si\/}" a; y \/;l:1 b; son esenciales en L

entonces m = n.

Definicién 3.0.11 Decimos que una reticula L tiene dimension uniforme (o di-
mension de Goldie) si existe una familia {ai, ..., a,} independiente cuyos elementos
son uniformes y \/i_, a; es esencial en L, a dicha familia la llamaremos conjunto
de Goldie.

En este caso, denotamos la dimension uniforme de la reticula L como uw—dim(L) =

n, notemos que por el Corolario 3.0.10 estd bien definida.

Teorema 3.0.12 Sea L una reticula. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) No ezisten subconjuntos infinitos independientes;
b) u—dim(L) < co;

¢) La cardinalidad de los subconjuntos independientes de L estd acotada por un

entero no negativo m.

Demostracion

a) = b) Afirmamos que para cualquier b € L distinto de cero, existe ¢ € L distinto
de cero y uniforme tal que ¢ < b. En efecto, en caso contrario existe 0 # b € L tal
que para cualquier 0 #£ ¢ € L, si ¢ < b entonces ¢ no es uniforme. Denotemos por
c <_. b el caso en que b no es una extension esencial de c. Asi, existen ¢y <_. b,
c1 #0 yay <b tales que ¢y Aa; = 0. Como a; no es uniforme existe co <_. aq,
ca # 0 tal que c1 A ey = ¢1 ANay = 0. Por lo tanto {c1,co} es independiente. De
manera inductiva construimos un conjunto independiente infinito {ci, ..., cn, ...}, lo
cual es una contradiccion.

Ahora, parab =1 consideremos ¢, < 1 uniforme, sic; <. 1 entonces u—dim(L) = 1.
Si 1 <. 1 entonces tomamos ay; < 1,a1 # 0, tal que a; A ¢y = 0. Luego aplicamos
la propiedad a ay, con lo que existe co < ay uniforme con c; ANcg =0. Sicq Ve <, 1
entonces u—dim(L) = 2. En caso contrario, procediendo por induccion construimos
un congunto independiente {ci, ..., ¢, } y tiene que existirn € N tal que \/}_, ¢; <. 1,
pues no hay subconjuntos independientes infinitos.

b) = ¢) Por b) y la proposicion 3.0.9 los conjuntos independientes estin acotados
por m, con u — dim(L) = m.

c) = a) Supongamos que existe S C L infinito e independiente. Ahora sea n € IN,

como S es infinito tomemos {x1,...,Tp1} C S con x; # x; sii # j. Este conjunto
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es claramente independiente y [{x1,...,xn41}| = n+ 1 > n. Lo anterior vale para
cualquier n € IN, por lo que la cardinalidad de los subconjuntos finitos independientes

de L no estd acotada. m



Capitulo 4

Reticulas Noetherianas y

Artinianas

En este capitulo todas las reticulas seran completas y modulares.

4.1. Conceptos basicos

Definicién 4.1.1 Una reticula L es noetheriana (respectivamente artiniana) si sa-

tisface la condicion de cadena ascendente (descendente) sobre sus elementos.

Lema 4.1.2 Sea L una reticula. Entonces los siguientes enunciados son equivalen-

tes:
a) L es noetheriana (artiniana).

b) Todo A C L y A+# &, tiene un subconjunto finito F tal que \| A =\/ F (respec-
tivamente, N A= \F).

Demostracion.

a) = b) Consideremos U = {\| F': FF C A, F finito}. Veamos que al ser L noethe-
riana U tiene un elemento mdximo.

Supongamos lo contrario. Como A # @& existe [y C A finito tal que \/ F} no es
mdzximo en U. Luego eziste Fy C A finito tal que \/ F1 < \/ Fy. Repitiendo nuestro

argumento podemos construir inductivamente la sucesion

VESVES . .SVE <.

donde cada F; es finito. Pero dicha sucesion no se estaciona, por lo que L no seria

noetheriana. Por lo tanto eziste Fy C A tal que \/ Fy es mdzimo en U. Como Fy C A

23
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tenemos que \/ Fy < \/ A.

Sea a € A, tenemos que (\/ Fy) V a = \/(Fo U {a}) =\ Fy por la mazimalidad de
\ Fy. Por lo tanto, \| Fy =\/ A.

b) = a) Consideremos una sucesion no decreciente ay < as < ... < ay... de elementos

en L. Por hipotesis existe N € N tal que

N
Vo=V an=ay
n=1

nelN

De aqui concluimos que ay = a, para todon > N. Por lo tanto, L es noetheriana.

La prueba para L artiniana es dual. m

Lema 4.1.3 Sean L una reticula y a,b,c € L. SiaNb=0y (aVb)Ac =0 entonces
aN(bVe)=D0.

Demostracion.

Notemos que aN(bVe) < (aVb)A(bVc). Ahora, usando el hecho de que L es modular
y que (aVb) ANc=0, tenemos que (aVb) A (bVec)=((aVb) Ac)Vb)=0Vb=D.
Entonces a AN(bVec)=(anNa)N(bVe)=an(aN(bVe) <(aAb)=0.m

Lema 4.1.4 Si L es una reticula artiniana (noetheriana) entonces L tiene dtomos
(codtomos).

Demostracion.

Sea L una reticula artiniana y consideremos el conjunto S = {x € L : 0 < x}.
Claramente S # &. Supongamos que S no tiene elementos minimos. Entonces dado
0 < a; como no es minimo existe ay € L tal que 0 < ay < ay. De forma recursiva

podemos construir la sucesion
0<. .. <ap < ...<ay<a

la cual no se estaciona, hecho que contradice que L sea una reticula artiniana.
Entonces existen elementos minimos en S y esos elementos minimos son claramente
atomos.

La prueba para reticulas noetherianas es dual. m

Proposicién 4.1.5 Sean L una reticula y a € L. Entonces L es artiniana (noethe-
riana) si y solo si [0,a] y [a,1] son artinianas (respectivamente, noetherianas).
Demostracion.

=) Si L es artiniana (noetheriana) entonces claramente cada subreticula de L es
artiniana (noetheriana).

<) Sea {a;}ien una sucesion no creciente de elementos en L.
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Consideremos la sucesion {a; \ a}ien. Tenemos que 0 < a; Aa < a para toda i € IN.
Por lo tanto, {a; Na}tien C [0,a]. Como [0,a] es una reticula artiniana y la sucesion
es no creciente, tenemos que existe l; € IN tal que a;, A a = a, A\ a para todon > 1.
Por otro lado, consideremos la sucesion {a;Va}ien. Tenemos que a < a;Va < 1 para
toda i € N. Concluimos que {a; V a}ien C [a, 1]. Como [a, 1] es una reticula artinia-
na y la sucesion es no creciente, tenemos que existe ls € IN tal que a;, Va =a, V a
para todo n > Is.

Sea N = max{ly,ly}. Sabemos que las sucesiones {a; N a}iew y {a; V a}ien se esta-
cionan paran > N. Seanb=ay Na =anyy 1 ANa=..yc=ayVa=ayy1Va=...
Entonces b < any1 < ay < ¢ y usando la modularidad de L tenemos que ani1 =
anriANc=an1 N(ayVa)=ayV(aNayy1) =any V(aNay) = ay. Similarmente
probamos que ay = ani1 = AN42 = ....

El caso para L noetheriana es dual. m

4.2. Reticulas Noetherianas

Proposicion 4.2.1 Sea L una reticula. Todo elemento a € L es compacto si y solo
st la reticula es noetheriana.

Demostracion.

=) Supongamos que todo elemento en L es compacto y sea a1 < as < ... una sucesion
no decreciente en L. Sea A = {a, : n € N} y tomemos ¢ = \/ A =\, ey @n. Como
c < \/nelN a, y ¢ es compacto existe I C A finito tal que ¢ < \/ F. Como F es
finito y subconjunto de una cadena existe ay € F tal que \| F' = ay. Entonces
Vne]N a, =c < ay, de donde ay = a, para todan > N.

<) Seace Lya #U C L tal quec < \/U. Por el Lema 4.1.2 existe Fy C U finito
tal que \/ Fo = \/ U. Entonces ¢ < \/ Fy, por lo tanto ¢ es compacto. m

Definicién 4.2.2 Una reticula L es E-complementada si para cada a € L, existe
be L tal queaNb=0yaVbe E(L).

Lema 4.2.3 Sea L una reticula. Consideremos los siguientes enunciados:
a) L es noetheriana.
b) L tiene dimension uniforme finita.

c) L es E-complementada.

Entonces a) = b) = ¢)
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Demostracion.
a) = b) Supongamos que L es noetheriana pero que L mo tiene dimension uni-
forme finita. Por el Teorema 3.0.12 existe un subconjunto no vacio independiente

{Zn}new € L. Consideremos la cadena ascendente en L
1 <x Vg < (r1 V) Vas < ..

Como L es noetheriana existe n € IN donde la sucesion se estaciona. En particu-
lar, T4V ...V x, = (x1 V ...V T,) V Tpi1 Yy como Ty < Tpaq, concluimos que
Tpi1 < (21 V.oV a,) Az = 0 por ser {z,}new un conjunto independiente. Se
sigue que Tny1 = 0, lo cual contradice que {x,},en sea un conjunto independiente.

Por lo tanto, L tiene dimension uniforme finita.

b) = ¢) Consideremos a € L. Si a € E(L) ya terminamos pues 0 € L y a A0 = 0,
aV0=a€ E(L).

Sia ¢ E(L) existe 0 # by € L tal que a ANby = 0. Ahora si aV by € E(L) ya
terminamos, en otro caso existe by # 0 tal que (aV b)) Aby =0. Como aANby =0y
(aV b)) Nby =0, por Lema 4.1.13, tenemos que a A (by Vby) =0 y by A (aVby) =0.
Por lo tanto el conjunto {a, by, by} es independiente.

Repitiendo este argumento podemos construir el conjunto {a, by, bs, ...}, el cual es in-
dependiente por la Proposicion 3.0.3. Por b) existe k € N tal que aA(byV...Vb) =0
yaV (b V..Vb)€EL).

Proposicién 4.2.4 Sea L una reticula tal que para todo x € E(L) tenemos que x

es compacto. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
a) L es noetheriana.

b) L tiene dimension uniforme finita.

c) L es E-complementada.

Demostracion.

Por el Lema 4.2.3 resta probar ¢) = a).

Sea a € L, de ¢) tenemos que a tiene E-complemento, es decir, existe b € L tal que
aNb=0yaVbe E(L). Por hipdtesis aV b es compacto.

Consideremos & # S C L tal que a =\/ S, entonces aVb= (\/ S)Vb=\/(SU{b}).
Como aV'b es compacto, existe F' C S finito tal que aV b= (\/ F) V b. Observemos
que \| F' < a pues F C S y\/ S = a. Usando la modularidad en la ultima igualdad

tenemos que
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a=aVv0 = aV(aAb) = (aVb)Aa = ((\} F)Vb)Aa = (\/ F)V(anb) = (\/ F)VO=\/F.

Por lo tanto todo elemento en L es compacto. Por la Proposicion 4.2.1, L es una

reticula noetheriana. m

Corolario 4.2.5 Sea L una reticula. Entonces L es noetheriana si y sélo si L es

E-complementada y todo elemento esencial de L es compacto. m

Lema 4.2.6 Sea L una reticula continua superiormente. Entonces L es E-complementada.
Demostracion.

Sea a € L. Consideremos S = {b € L : aANb =0}, S # & pues 0 € S. Sean
{ci:i €1} €S una cadena en S yc=\/,,;

riormente tenemos que a Ac = a N (\,c;¢) = Vier(a Ne;) = 0. Por el Lema de

¢i. Ahora, como L es continua supe-

Zorn, existe un elemento mdximo u € S. Afirmamos que a V u es esencial en L.

Supongamos que (aVu) ANz =0 para algin x € L. Como aANu =0, por el lema 4.1.5,
tenemos que a A (uVx) = 0. De lo anterioruVx € S, perou < xVu yu es mdrimo
en S, por lo tanto x V u = u, de donde x < u. Finalmente, v = (a Vu) ANz = 0, por

lo que aV u € E(L), de manera que L es E-complementada. m

Corolario 4.2.7 Sea L una reticula continua superiormente. Entonces L es noet-

heriana si y solo si todo elemento esencial en L es compacto. m

Lema 4.2.8 Sean L una reticula y k un entero positivo. Entonces
i) Site S(L), entonces s € S(L) para todo s < t;
ii) Si s1,...,8: € S(L), entonces s1V sV ...V sp € S(L)
Demostracion.

i) Seant € S(L) y s < t. Consideremos uw € L — {1}, como s <t tenemos que
sVu<tVuz#1 puest es superfluo. Por lo tanto para todo u <1 sVu <1,
es decir, w € S(L).

it) Lo haremos para k = 2, el resto se sigue por induccion. Sean s1,s2 € S(L)
yu € L — {1}, entonces (s1V sa) Vu =51V (s2Vu). Como sy es superfluo
SsoVu# 1y como sy es superfluo y soV u # 1, tenemos que s1V (so Vu) # 1.

Proposicion 4.2.9 Sea L una reticula compactamente generada. Entonces la su-

breticula [0, Rad(L)] es noetheriana si y sdlo si L satisface la condicion de cadena
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ascendente sobre sus elementos superfluos.

Demostracion.

=) Como L es compactamente generada, por el Teorema 2.0.23, Rad(L) =\/ S(L).
Por definicion de supremo tenemos que s < Rad(L) para todo s € S(L). Sea {s;}ien
una cadena ascendente de elementos superfluos en L, entonces esta es una cadena
ascendente en [0, Rad(L)] que es noetheriano, por lo tanto la cadena se estaciona.
<) Como L satisface la condicion de cadena ascendente sobre los elementos super-
fluos, existe un elemento superfluo mdzimo x € L.

Como x € S(L) y L es compactamente generada tenemos que v < Rad(L). Supon-
gamos que x # Rad(L). Entonces existe s € S(L) tal que s ¢ [0,z]. Por el Lema
4.2.81), xVs € S(L)ycomox < xVs, porla maximalidad tenemos que xV s = x.
Entonces s € [0, x] y esto es una contradiccion, de manera que x = Rad(L). Enton-
ces dado y € [0, Rad(L)], tenemos que y < Rad(L) y por el Lema 4.2.8 i),y € S(L).
Por lo tanto [0, Rad(L)] C S(L).

Finalmente, como todos los elementos en [0, Rad(L)| son superfluos y L satisface
la CCA sobre sus elementos superfluos, podemos concluir que [0, Rad(L)] es noethe-

riano. m

Proposicion 4.2.10 Sea L una reticula compactamente generada. Entonces los si-

guientes enunciados son equivalentes:
i) [0, Rad(L)] tiene dimension uniforme finita.

it) Eziste un entero positivo k tal que para todo s € S(L) tenemos que u —
dim[0, s] < k.

iti) L no contiene un subconjunto independiente infinito de elementos superfluos

distintos de cero.

Demostracion.

i) = i) Sea s € S(L). Como L es compactamente generada, por el teorema
2.0.23, tenemos que Rad(L) = \/S(L), por lo que s < Rad(L). Se sigue que
u — dim|0,s] < u — dim|0, Rad(L)]. Sea k = u — dim|0, Rad(L)], entonces [0, s]
tiene dimension uniforme acotada por k.

i) = i) Sea {s1,S2,...} € S(L) un subconjunto independiente infinito de elemen-
tos no cero en L. Sea k un entero positivo. Por el Lema 4.2.8 ii), tenemos que
$1V ...V sk € S(L) y ademds u — dim[0, 51 V ... V sgy1] > k pues al menos tiene
un subconjunto independiente de k + 1 elementos. Esto contradice el hecho de que

u — dim|0, s] es acotada para todo s € S(L).
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i11) = 1) Supongamos que [0, Rad(L)] no tiene dimension uniforme finita. Por el
teorema 3.0.12, existe un conjunto infinito e independiente con elementos no cero
{z1,29,...} €0, Rad(L)].

Como L es compactamente generada, [0, Rad(L)| también es compactamente gene-
rado. Entonces dado x; < Rad(L) existen k;, compactos en [0, Rad(L)] tales que
Vjer ki, = @i Tomemos ki < x; con k; € {ki; : j € I}.

Por el Lema 2.0.22, como k; < Rad(L) y k; es compacto entonces k; € S(L). Afirma-
mos que {ky, ko, ...}, donde k; < x; para cada i € N, es un subconjunto independiente
de elementos superfluos.

Sea {kmys s km, } C {k1,...} un subconjunto finito. Por construccion ky,, < x,,, para

i €1,...,m, por lo que dado 1 < j < n tenemos que \/#j km, < \/i#j T, Luego

K, /\\/kmi < Ty, /\\/xmi =0
i#] i#]
pues {Tmyy -y Tm, } €8 un subconjunto independiente. Por lo tanto {ki,...} es un

subconjunto independiente infinito de elementos superfluos. m

4.3. Reticulas Artinianas

Definicién 4.3.1 Una reticula completa L es una reticula semiatomica si el 1 es el

supremo de un conjunto de dtomos en L.

Definicién 4.3.2 Una reticula L es finitamente cogenerada (o cocompacta), si para
todo X C L tal que N\ X =0 eziste F C X finito tal que \ F = 0.

Lema 4.3.3 Sea L una reticula. Entonces L es artiniana si y sélo si para todo
1 # a € L la subreticula [a, 1] es cocompacta.

Demostracion.

=) Cada subreticula de una reticula es artiniana es artiniana, por lo tanto cocom-
pacta.

<) Consideremos {an}nenw una cadena de elementos en L descendente. Sea a =
Anen @n, entonces {an}new €s un subconjunto de [a,1]. La subreticula [a,1] es co-
compacta, por lo que existe FF C N finito tal que a = N, cp @n. Como N\, cp Gn = ap,
con m € F, por ser una cadena finita, tenemos que a,, = a y con €sto Ay = Ay,

para toda | € IN, por lo que L es artiniana. m

El siguiente resultado, cuya prueba omitiremos, se encuentra en [3]. El lector puede
consultar ahi la prueba. Sea L una reticula semiatémica y compactamente generada.

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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i) L es compacta.
ii) L es finitamente cogenerada.

iii) 1 es el supremo de un conjunto finito e independiente de dtomos. m

Corolario 4.3.4 Sea L reticula semiatomica y compactamente generada. Los si-

guientes enunciados son equivalentes:
i) L es compacta.
it) L es finitamente cogenerada.
iii) 1 es el supremo de un conjunto finito e independiente de dtomos.
i) L es artiniana.

Demostracion.

i) = i) Es clara.

iii) = ) Supongamos que 1 = \/}_, a; donde {ay,...,a,} es un conjunto indepen-
diente de dtomos. Procedamos por induccion sobre n.

Para n = 1 no hay nada que probar. Hagamos la prueba para n = 2. Supongamos

que 1 = ay V ay con ay,as dtomos. Tenemos que [a; A as,a;] = [0,a1] que es una
reticula artiniana pues ay es dtomo. Por la modularidad, [0,as] = [ay A ag,as] =
la1, a1V as] = [a1, 1]. Por lo tanto, la reticula [aq, 1] es artiniana. Por la proposicion

4.1.5, L es una reticula artiniana.

Supongamos el resultado vdlido para n y probémoslo para n + 1. Supongamos que

1=V a; con {a; )15} un conjunto de dtomos independientes.

Consideremos la reticula [0,\/]_, a;], tenemos que {a;}}; es un conjunto indepen-

diente de dtomos en [0, \/._, a;]. Por hipdtesis de induccion, [0,\/\_, a;] es una reticu-

la artiniana.

Por otro lado, tenemos que [0, ant1] = [(Vie; @) Aans1, ans1] pues {a; }i 4! es un con-

junto independiente. Por la modularidad, [(\/;_, a;i)Aans1, @nia] = [Viey ais (Vi @)V
ant1] = [V, ai, 1], de manera que [0, api1] = [\, @i, 1]. Concluimos que [\, a;, 1]
es una reticula artiniana.

Finalmente, como [0,\/}_, a;] y [V, ai, 1] son reticulas artinianas, por la Proposi-

cion 4.1.5, L es artiniana.

Lema 4.3.5 Sea L una reticula compactamente generada que satisface la condicion
de cadena descendente (CCD) sobre sus elementos superfluos. Si f es compacto en
[0, Rad(L)], entonces [0, f] es artiniana.
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Demostracion.

Sea f un elemento compacto en [0, Rad(L)]. Como L es compactamente genera-
da, Rad(L) = \/ S(L). Concluimos que f < \/S(L). Como f es compacto en
0, Rad(L)], existen s1,...,s, € S(L) tales que f < \/i_,s;. Usando la parte ii)
del Lema 4.2.8 tenemos que \/;_, s; € S(L). Ahora, por la parte i) del mismo Lema,
[ es superfluo. Finalmente, como todo elemento en [0, f] es superfluo tenemos que

0, f] es artiniana pues por hipdtesis cumple la CCD. u

Lema 4.3.6 Sea L una reticula compactamente generada que satisface la CCD sobre
sus elementos superfluos. Entonces, para todo k < Rad(L), el zoclo de [k, Rad(L)]
es un elemento esencial de [k, Rad(L)].

Demostracion.

Sea k < Rad(L) y supongamos que Zoc(lk, Rad(L)]) = t. Sea h € [k, Rad(L)] tal
que t N h = k. Veamos que h = k.

Supongamos que k < h. Como [0, Rad(L)] es compactamente generada, existe un
elemento compacto no cero x € [0, Rad(L)] tal que x < h pero x ¢ [0,k]. Por el
Lema 4.3.4, [0, x] es una reticula artiniana. Ahora, por el Teorema 1.1.20, [x Nk, x| =
[k, x\V k], por lo tanto [k,zV k| es una reticula artiniana no cero. Por el Lema 4.1.5,
[k, kV x| tiene un dtomo p. Notemos que k < p < xV k < h por construccion. Como
p es dtomo en [k, Rad(L)], tenemos que p < t. Por lo tanto k < p < t A h, lo cual
contradice que t N h = k. Entonces k = h y t es esencial en [k, Rad(L)|. m

Lema 4.3.7 Sean L una reticula compactamente generada y a € L. Si a es com-
pacto en [0,a] entonces a es compacto en L.

Demostracion.

Como L es compactamente generada, a = \/ U, donde U es un conjunto de elemen-
tos compactos en L. Como a es compacto en [0,a], a = \/;_,a; con a; € U para

1 <4 < n. Por la Proposicion 1.2.7, a es compacto en L. u

Lema 4.3.8 Sea L una reticula compactamente generada que satisface la CCD sobre

sus elementos superfluos. Supongamos que el conjunto
Q={a;:0<a; <Rad(L) y [a;, Rad(L)] no es finitamente cogenerado}
es no vacio. Entonces:
i) Q tiene un elemento minimo p, que es un elemento superfluo en L.

ii) Si Zoc([p, Rad(L)]) = s, entonces s no es compacto en [p, Rad(L)| y s es

superfluo en L.
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Demostracion.

)

Sea T una cadena en Q. Consideremos ¢ = N\, .pci, si ¢ ¢ € entonces
[c, Rad(L)] es finitamente cogenerado. Luego, ya que ¢; € [c, Rad(L)] para
todo ¢; € T', tenemos que existe F C I' finito tal que ¢ = /\CieF c;. Como
I' es una cadena ewiste c; € I tal que ¢; = /\CieF ¢;. Por lo tanto ¢ = ¢,
y esto contradice el hecho de que [cj, Rad(L)] es finitamente cogenerado pues
[cj, Rad(L)] = [c, Rad(L)]. Por el dual al Lema de Zorn, € tiene un elemento
minimo p.
Sea Zoc(|p, Rad(L)]) = s. Por el Lema 4.3.6, tenemos que s es esencial en
[p, Rad(L)]. Por lo tanto s no es un elemento compacto de [p, Rad(L)]. En
caso contrario, por ser s esencial y compacto, por [3, Teorema 11.2], tenemos
que [p, Rad(L)] es finitamente cogenerado lo que contradice que p € €.
Sea q € L tal que pVq = 1. Entonces como p < s, por la modularidad, tenemos
que s =sAN1=sAN(pVq) =pVI(sAq). Delo anterior y el Lema 1.1.20 se
Sigue que

p.s]=[p.pV(sng=[pNgsNd (4.1)
Supongamos que p N\ q # p, entonces p A q < p y por la definicion de §2
[p A q, Rad(L)] es una reticula finitamente cogenerada.
Sea a = Zoc([qgAp, Rad(L)]). Como [pAq, Rad(L)] es finitamente cogenerada,
tenemos que « es compacto y esencial en [q A p, Rad(L)] por [3, Teorema 11.2].
Observemos que [pAq, ] es compactamente generada, semiatdmica y compacta.
Por el Corolario 4.3.4, [p A q,a] es una reticula artiniana. Como [p, Rad(L)]
es una subreticula de [p A q, Rad(L)] entonces a es esencial en [p, Rad(L)].
Luego, tenemos que, por Teorema 2.0.15, s < a.
Usando la modularidad tenemos que s\q < pV(sAq) = sA(pVq) = sA1 = s <
a < Rad(L), porlo que [pAq, sA\q] también es una reticula artiniana. Usando el
isomorfismo (3) tenemos que [p, s| también es una reticula artiniana. Entonces
por el Corolario 4.5.4, s es un elemento compacto en |p, s|. Como [p, Rad(L)]
es compactamente generada, por el Lema 4.3.7, s también es compacto en
[0, Rad(L)], lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto p A q = p y entonces p < q, de aqui ¢ = qV p = 1. Concluimos
que p € S(L).

Que s no es compacto en [p, Rad(L)] lo probamos en 1). Sea v € L tal que
sV v = 1. Ademds como |p,s] es una reticula semiatémica y compactamente
generada, por [3,Corolario 6.3], tenemos que [pV (s A v),s| también es una

reticula semiatomica. Por el Teorema 1.1.20 y la modularidad tenemos que
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[pVu, 1] =[pVu,sVu]=[pVu,sV(pVo)=Z[sA(pVu),s=[pV(sAv),s]|.

Se sigue que [pV v, 1] es semiatdmica. Supongamos que 1 # p\V v. Por [3,Lema
6.12], eziste un elemento mdzimo w € [p V v, 1]. Claramente w es mdximo en
L yv < w. Porlotanto 1 = sV v < sV w. Pero s < Rad(L) < w pues
Rad(L) = N\{t : t es mdximo en L}. Concluimos que w = 1, lo cual es una
contradiccion. Entonces 1 = pV v y como p es superfluo tenemos que v = 1,

por lo que s € S(L). m

Teorema 4.3.9 Sea L una reticula compactamente generada. Entonces los siguien-

tes enunciados son equivalentes.
i) [0, Rad(L)] es una reticula artiniana.
ii) Para todo elemento superfluo a de L la subreticula [0,a] es artiniana.
iii) L satisface la CCD sobre sus elementos superfluos.

Demostracion.

i) = ii) Se sigue de que Rad(L) = \/ S(L), y por lo tanto para cada a € S(L),
tenemos que [0,a] C [0, Rad(L)] y de aqui [0,a] es artiniana.

it) = ii1) Consideremos a; > ag > .... una cadena descendente de elementos su-
perfluos en L. Ahora a; € [0,a1] para toda i € N y como [0,a;] es artiniana, existe
k € N tal que ar, = ay4; para toda i, es decir, la cadena {a;}ien se estaciona.

i1i) = 1) Supongamos que [0, Rad(L)] no es artiniano. Por Lema 4.3.3, existe g € L
con g < Rad(L) tal que [g, Rad(L)] no es finitamente cogenerado. Esto implica que

Q={a;:0<a; <Rad(L) y |a;, Rad(L)] no es finitamente cogenerado}

es no vacio. Luego, por el Lema 4.3.7, existe un elemento minimo p € € tal que
Zoc(|p, Rad(L)]) = s € S(L) y s no es compacto en [p, Rad(L)]. Como s € S(L), por
i11), la subreticula [0, s] es artiniana. Entonces, por el Corolario 4.3.4, [0, s] es com-
pacta y por el Lema 4.3.7, s es compacto en [p, Rad(L)]. Esto es una contradiccion,

de manera que [0, Rad(L)] es una reticula artiniana. m

Corolario 4.3.10 Sea L una reticula compactamente generada. Si [s,1] es finita-
mente cogenerado para todo s € S(L), entonces [0, Rad(L)] es una reticula artiniana.
Demostracion.

Consideremos la cadena descendente

I Z i) Z
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de elementos superfluos en L. Sea x = \,c @i, entonces x es superfluo en L por el
Lema 4.2.8 i). Por hipdtesis [x,1] es finitamente cogenerado, luego existe n € N tal
que x = \;_, x; = . Entonces L cumple la CCD sobre sus elementos superfluos,

y por el Teorema 4.3.8, [0, Rad(L)] es una reticula artiniana. w
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