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Introducción

En la primera mitad del siglo diecinueve, el intento de George Boole de formali-

zar la lógica proposicional condujo al concepto de álgebras Booleanas. Al final del

siglo diecinueve, mientras investigaba la axiomática de las álgebras Booleanas, Char-

les A. Pierce y Ernst Schröder encontraron útil introducir el concepto de ret́ıcula.

Independientemente la investigación de Richard Dedekin sobre ideales de números

algebraicos lo llevó al mismo descubrimiento. De hecho, Dedekind también introdujo

el concepto de modularidad, una forma débil del concepto de distributividad. Aun

cuando algunos de los primeros resultados de estos matemáticos y de Edward V.

Huntington son muy elegantes y están muy lejos de ser triviales, estos no atrajeron

la atención de la comunidad matemática.

El desarrollo de la teoŕıa de ret́ıculas comenzó con el trabajo de Garret Birkhoff en

la mitad de los treinta. En una brillante serie de art́ıculos demostró la importancia

de esta teoŕıa y probó que ésta provee un marco de trabajo unificador para muchas

disciplinas matemáticas. Birkhoff junto con Valère Glivenko, Karl Menger, John von

Neumann, Oystein Ore y otros, desarrollaron suficientemente la teoŕıa de ret́ıculas

como para convencer a la comunidad matemática de su importancia. En la actuali-

dad la teoŕıa de ret́ıculas tiene aplicaciones en Lógica, Teoŕıa de conjuntos, Análisis

funcional, Geometŕıa y Álgebra (Teoŕıa de anillos y módulos).

La Teoŕıa de ret́ıculas está basada en una única relación (≤). Dicha relación es un

orden parcial, es decir, satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo x, x ≤ x (Reflexividad).

2. Si x ≤ y y y ≤ x entonces x = y (Antisimetŕıa).

3. Si x ≤ y y y ≤ z entonces x ≤ z (Transitividad).

Cuando adicionalmente satisface que:

4. Para todo x y z, se tiene que x ≤ z o z ≤ x.

III
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INTRODUCCIÓN IV

diremos que se trata de un orden lineal o cadena. Dados dos ordenes parciales, una

función entre ellos es un morfismo de órdenes si y sólo preserva el orden de ida y

vuelta. También recordemos que el supremo de un conjunto S (en un orden parcial),

si existe, se denota por
∨
S y es la cota superior mı́nima, de forma similar se define

el ı́nfimo (se denota por
∧
S. A lo largo de este trabajo utilizaremos estos conceptos.

Esta tesis está basada en el art́ıculo Notherian and Artinian Lattices, y se divide en

cuatro caṕıtulos. El primer caṕıtulo contiene las nociones básicas de ret́ıculas y un

panorama general acerca de la ret́ıculas compactamente generadas; en el segundo

estudiamos el concepto de radical y zoclo de una ret́ıcula; en el tercero trabajamos

con el concepto de conjuntos independientes, aśı como el concepto de dimensión.

Estos tres caṕıtulos contienen la teoŕıa necesaria para entender y dar solución a los

resultados expuestos en el art́ıculo, los cuales se tratan en el caṕıtulo cuatro.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos básicos

Definición 1.1.1 Decimos que un COPO (L,≤) es una ret́ıcula si cumple que para

todo a, b ∈ L

a) existe c ∈ L tal que c ≤ a, c ≤ b y para todo d ∈ L, si d ≤ a, d ≤ b entonces

d ≤ c,

b) existe c∗ ∈ L tal que a ≤ c∗, b ≤ c∗ y para todo d ∈ L, si a ≤ d, b ≤ d entonces

c∗ ≤ d.

Los elementos descritos en los incisos a) y b) son únicos, los denotaremos por a∧ b
y a ∨ b respectivamente.

Proposición 1.1.2 Dada una ret́ıcula (L,≤) tenemos que para todo a, b, c ∈ L se

cumplen:

a) a ∧ a = a, a ∨ a = a.

b) a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a.

c) a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c.

d) a ∧ (b ∨ a) = (a ∧ b) ∨ a = a.

e) a ≤ b si y sólo si a = a ∧ b si y sólo si b = a ∨ b.

Demostración.

a), b) y c) se siguen directamente de la Definición 1.1.1.

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

d) Tenemos que a∧ (b∨ a) ≤ a, además a ≤ b∨ a y a ≤ a, de donde se sigue que

a ≤ a ∧ (b ∨ a). Por lo tanto, a = a ∧ (b ∨ a).

La prueba de la otra igualdad es análoga.

e) Veamos que si a ≤ b entonces a∧b = a. Como a ≤ b y a ≤ a entonces a ≤ a∧b
y claramente a ∧ b ≤ a, de donde se concluye la igualdad deseada.

Ahora supongamos que a ∧ b = a y probemos que a ∨ b = b. Por d) tenemos

que b ∨ (a ∧ b) = b, pero a ∧ b = a por hipótesis, luego por b) a ∨ b = b.

Finalmente, supongamos que a ∨ b = b. Entonces como a ≤ (a ∨ b), se tiene

que a ≤ b. �

Notación. De aqúı en adelante denotaremos (L,≤,∧,∨) por L.

Lema 1.1.3 Dada una ret́ıcula L tenemos que para todo a, b, c, d ∈ L se cumplen:

a) Si a ≤ b entonces a ∨ c ≤ b ∨ c y a ∧ c ≤ b ∧ c.

b) Si a ≤ b y c ≤ d entonces a ∧ c ≤ b ∧ d y a ∨ c ≤ b ∨ d.

c) (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c).

d) a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Demostración. Todas se siguen de la Definición 1.1.1 y la Proposición 1.1.2. �

Definición 1.1.4 Sea L una ret́ıcula. Decimos que L tiene un elemento menor si

existe z ∈ L tal que z ≤ a para todo a ∈ L. De manera similar, decimos que L tiene

un elemento mayor si existe u ∈ L tal que a ≤ u para todo a ∈ L.

Observación 1.1.5 Si L tiene elemento menor y elemento mayor éstos son únicos

y los denotaremos por 0 y 1 respectivamente.

Lema 1.1.6 Si L es una ret́ıcula finita entonces L tiene elemento mayor y elemento

menor.

Demostración.

Como L es finita entonces L = {x1, ..., xn}. Consideremos la siguiente sucesión en

L:

q1 = x1, q2 = q1 ∨ x2, ..., qn = qn−1 ∨ xn (1.1)

Veamos que para todo a ∈ L, a ≤ qn. Claramente q1 ≤ q2 ≤ q3 ≤ ... ≤ qn por (1).

Sea a ∈ L, entonces a = xk para algún k ∈ {1, ..., n}. Por (1.1) tenemos que xk ≤ qk

y qk ≤ qn, por lo tanto tenemos que a ≤ qn.
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Para probar que L tiene un elemento menor, consideremos la siguiente sucesión en

L:

p1 = x1, p2 = p1 ∧ x2, ..., pn = pn−1 ∧ xn (1.2)

De la construcción tenemos que pj ≤ pi si i ≤ j con i, j ∈ {1, ..., n}. Ahora dado

a ∈ L, entonces a = xk para algún k ∈ {1, ..., n}, de donde a = xk ≥ xk ∧ pk−1 =

pk ≥ pn. Entonces para todo a ∈ L tenemos que pn ≤ a. �

Definición 1.1.7 Decimos que L es una ret́ıcula completa si todo S ⊆ L tiene un

elemento ı́nfimo (denotado por
∧
S) y un elemento supremo (denotado por

∨
S) en

L, en el sentido de orden parcial.

Proposición 1.1.8 Sea L una ret́ıcula completa. Dados S, T ⊆ L con S, T 6= ∅ se

cumplen:

i) Para todo s ∈ S, s ≤
∨
S y

∧
S ≤ s.

ii) Dado x ∈ L, entonces x ≤
∧
S si y solamente si x ≤ s para todo s ∈ S.

iii) Dado x ∈ L, entonces
∨
S ≤ x si y solamente si s ≤ x para todo s ∈ S.

iv)
∨
S ≤

∧
T si y sólo si s ≤ t para todo s ∈ S y t ∈ T .

v) Si S ⊆ T , entonces
∨
S ≤

∨
T y

∧
T ≤

∧
S.

Demostración.

Todas son directas a partir de la definición de ı́nfimo y supremo. �

Lema 1.1.9 Sean L una ret́ıcula completa y ∅ 6= S, T ⊆ L. Entonces:

a)
∨

(S ∪ T ) = (
∨
S) ∨ (

∨
T ).

b)
∧

(S ∩ T ) = (
∧
S) ∧ (

∧
T ).

Demostración.

a) Sea b ∈ S ∪ T . Si b ∈ S entonces, por i) de la proposición 1.1.8, b ≤
∨
S y por

la transitividad del orden, b ≤
∨
S ∨

∨
T . De manera similar, si b ∈ T tenemos

que b ≤
∨
S ∨

∨
T . Por iii) de la proposición 1.1.8

∨
(S ∪ T ) ≤

∨
S ∨

∨
T .

Por otro lado, como S, T ⊆ S ∪ T , por v) de la proposición 1.1.8,
∨
S,

∨
T ≤∨

(S ∪ T ), de donde se sigue que
∨
S ∨

∨
T ≤

∨
(S ∪ T ). Por lo tanto se da la

igualdad.

b) La prueba es similar a la de a). �
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Lema 1.1.10 Sea L una ret́ıcula y F ⊆ L finito. Entonces
∨
F y

∧
F existen.

Demostración.

Como F es finito entonces F = {a1, a2, ..., an}. Consideremos la siguiente sucesión:

q1 = a1, q2 = q1 ∨ a2, ..., qn = qn−1 ∨ an

Por construcción ai ≤ qn para i ∈ {1, .., n}. Ahora, dado c ∈ L tal que ai ≤ c para

toda i, tenemos que q1 ≤ c, aśı q2 = q1 ∨ a2 ≤ c, e inductivamente qn ≤ c. Por lo

tanto
∨
F = qn. De manera similar se construye

∧
F . �

Corolario 1.1.11 Toda ret́ıcula finita es completa. �

Definición 1.1.12 Sean L una ret́ıcula y B ⊆ L. B se llama subret́ıcula si para

cada b, b
′ ∈ B tenemos que b ∧ b′ , b ∨ b′ ∈ B.

Definición 1.1.13 Sean L una ret́ıcula y a, b ∈ L con a ≤ b. Definimos el intervalo

[a, b] = {x ∈ L : a ≤ x ≤ b}.

Observación 1.1.14 Sean L una ret́ıcula y a, b ∈ L con a ≤ b, entonces [a, b] es

una subret́ıcula.

Demostración.

Sean x, y ∈ [a, b]. Como a ≤ x, y entonces a ≤ x ∧ y. Por otro lado, como x, y ≤ b

entonces x ∨ y ≤ b. �

Definición 1.1.15 Sean L y M ret́ıculas. Decimos que f : L→M es un morfismo

de ret́ıculas si f(a∧ b) = f(a)∧ f(b) y f(a∨ b) = f(a)∨ f(b) para todo a, b ∈ L. Un

morfismo de ret́ıculas biyectivo se llama un isomorfismo de ret́ıculas.

Lema 1.1.16 Cada morfismo de ret́ıculas es un morfismo de órdenes.

Demostración.

Sean L,M ret́ıculas y f : L → M un morfismo de ret́ıculas. Consideremos a, b ∈ L
con a ≤ b. Entonces, por la Proposición 1.1.2, a = a ∧ b, de aqúı f(a) = f(a ∧ b) =

f(a) ∧ f(b) ≤ f(b). Por lo tanto f(a) ≤ f(b), es decir, f : L → M es morfismo de

órdenes. �

Lema 1.1.17 Toda función inversa de un isomorfismo de ret́ıculas es también un

isomorfismo.

Demostración.

Sean L,M ret́ıculas y f : L −→ M un isomorfismo de ret́ıculas. Consideremos

f−1 : M −→ L la función inversa a f . Para todo u, v ∈M tenemos que f−1(u∧v) =

f−1(ff−1(u)∧ ff−1(v)) = f−1(f(f−1(u)∧ f−1(v)) = f−1(u)∧ f−1(v). La prueba de

que f−1(u ∨ v) = f−1(u) ∨ f−1(v) es similar a la anterior. �
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Teorema 1.1.18 Sean L y M ret́ıculas. Entonces f : L → M es un isomorfismo

de ret́ıculas si y sólo si es un isomorfismo de órdenes.

Demostración.

⇒) Se sigue del Lema 1.1.16.

⇐) Veamos que para todo a, b ∈ L, f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b). Como f es morfismo

de órdenes tenemos que f(a ∧ b) ≤ f(a), f(b). Ahora, consideremos c′ ∈ M tal que

c′ ≤ f(a) y c′ ≤ f(b). Como f : L → M es una función biyectiva existe un único

c ∈ L tal que f−1(c′) = c. Ya que f−1 : L → M también es un isomorfismo de

órdenes), tenemos que

f−1(c′) ≤ f−1(f(a)) y f−1(c′) ≤ f−1(f(b)).

De aqúı podemos concluir que

c = f−1(c′) ≤ f−1(f(a)) = a y c = f−1(c′) ≤ f−1(f(b)) = b,

por lo que c ≤ a ∧ b. Usando el hecho de que f es morfismo de órdenes tenemos

que c′ = f(c) ≤ f(a ∧ b). Entonces f(a ∧ b) ≤ f(a), f(b) y para todo c′ ∈ M con

c′ ≤ f(a), f(b) tenemos que c′ ≤ f(a ∧ b), por lo que f(a) ∧ f(b) = f(a ∧ b).

La prueba de que f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) es dual. �

Definición 1.1.19 Sea L una ret́ıcula. Decimos que L es modular si para todo

a, b, c ∈ L con b ≤ a tenemos que a ∧ (b ∨ c) = b ∨ (a ∧ c).

Teorema 1.1.20 Sean L una ret́ıcula modular y a, b ∈ L. Entonces los intervalos

[a ∧ b, a] y [b, a ∨ b] son isomorfos como ret́ıculas.

Demostración.

Por el Teorema 1.1.18, basta probar que existe un isomorfismo de órdenes entre los

intervalos. Para cada x ∈ [a ∧ b, a], definamos ψ(x) = x ∨ b. Como x ≤ a, tenemos

que b ≤ x ∨ b ≤ a ∨ b, por lo que ψ está bien definida.

Para cada y ∈ [b, a ∨ b] consideremos a ∧ y ∈ L. Ya que b ≤ y, entonces a ∧ b ≤
a ∧ y ≤ a, por lo que a ∧ y ∈ [a ∧ b, a]. Como y ≤ a ∨ b, entonces y = y ∧ (a ∨ b),

además como L es modular y b ≤ y tenemos que y = y ∧ (a ∨ b) = b ∨ (a ∧ y). Por

lo tanto, dado y ∈ [b, a ∨ b] tenemos que ψ(a ∧ y) = (a ∧ y) ∨ b = y, de manera que

ψ es sobreyectiva.

Consideremos x1, x2 ∈ [a ∧ b, a]. Como a ∧ b ≤ x1, x2 tenemos que x1 ∨ (a ∧ b) = x1

y x2 ∨ (a ∧ b) = x2. Supongamos que ψ(x1) = ψ(x2), entonces x1 ∨ b = x2 ∨ b. De

aqúı a ∧ (x1 ∨ b) = a ∧ (x2 ∨ b) y como L es modular y x1, x2 ≤ a, tenemos que

x1 = x1 ∨ (a ∧ b) = x2 ∨ (a ∧ b) = x2. Por lo tanto ψ es inyectiva.

Finalmente, veamos que ψ es un morfismo de órdenes. Consideremos x1, x2 ∈ [a ∧
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b, a] con x1 ≤ x2, entonces ψ(x1) = x1 ∨ b ≤ x2 ∨ b = ψ(x2). Por otro lado,

supongamos que ψ(x1) ≤ ψ(x2). Por lo que hicimos antes, x1 = a ∧ ψ(x1) ≤ a ∧
ψ(x2) = x2. De manera que ψ es un isomorfismo de órdenes. �

Definición 1.1.21 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1.

a) Dado a ∈ L decimos que un elemento b ∈ L es un complemento de a si a∧b = 0

y a ∨ b = 1.

b) Decimos que L es complementada si para todo a ∈ L existe al menos un

elemento a∗ ∈ L tal que a∗ es complemento de a.

Definición 1.1.22 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1.

a) Sean [a, b] ⊆ L y x ∈ [a, b]. Si existe y ∈ L tal que x ∧ y = a y x ∨ y = b,

entonces y es un complemento de x relativo al intervalo [a, b].

b) L es relativamente complementada si para cada x ∈ L y cada intervalo [a, b]

que lo contenga, x tiene al menos un complemento relativo.

Proposición 1.1.23 Sea L una ret́ıcula modular con 0 y 1. Entonces L es comple-

mentada si y sólo si L es relativamente complementada.

Demostración.

Para la suficiencia supongamos que L es complementada. Sean [a, b] ⊆ L y x ∈ [a, b].

Como L es complementada existe x∗ ∈ L tal que x ∧ x∗ = 0 y x ∨ x∗ = 1. Conside-

remos el elemento (a ∨ x∗) ∧ b. Usando la modularidad de L tenemos que

x ∧ ((a ∨ x∗) ∧ b)) = (x ∧ b) ∧ (a ∨ x∗) = x ∧ (a ∨ x∗) = a ∨ (x∗ ∧ x) = a ∨ 0 = a.

Por otro lado,

x∨ ((a∨ x∗)∧ b)) = (x∨ (a∨ x∗))∧ b = ((x∨ a)∨ x∗)∧ b = (x∨ x∗)∧ b = 1∧ b = b.

Por lo tanto un complemento relativo a x en [a, b] es (a ∨ x∗) ∧ b, de manera que L

es relativamente complementada.

La necesidad es directa usando el hecho de que L = [0, 1]. �

1.2. Ret́ıculas compactamente generadas

Definición 1.2.1 Sea L una ret́ıcula. Decimos que {ci : i ∈ I} ⊆ L es un conjunto

directo (inverso) si para toda i, j ∈ I, existe k ∈ I con ci ∨ cj ≤ ck (ck ≤ ci ∧ cj).
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Observación 1.2.2 Sea L una ret́ıcula y S ⊆ L una cadena, entonces S es un

conjunto directo e inverso.

Definición 1.2.3 Sea L una ret́ıcula. L es continua superiormente si para todo

subconjunto directo {ci : i ∈ I} y a ∈ L, tenemos que a ∧ (
∨

i∈I ci) =
∨

i∈I(a ∧ ci).

Por otro lado, L es continua inferiormente si para todo conjunto inverso {ci : i ∈ I}
y a ∈ L, tenemos que a ∨ (

∧
i∈I ci) =

∧
i∈I(a ∨ ci).

Definición 1.2.4 Dada una ret́ıcula L, decimos que f ∈ L es finitamente generado

(o compacto) si siempre que f ≤
∨
S, para algún conjunto directo S ⊆ L, entonces

existe x ∈ S de manera que f ≤ x.

Lema 1.2.5 Sea L una ret́ıcula completa y D ⊆ L no vaćıo. Si D es un conjunto

directo y F ⊆ D es finito entonces existe d0 ∈ D de manera que
∨
F ≤ d0.

Demostración. (Por inducción sobre el cardinal de F )

Si F = {a}, claramente
∨
F = a y a ∈ D.

Supongamos la afirmación válida para n. Sea F ⊆ D de manera que F = {a1, a2, ..., an+1}.
Podemos ver a F = {a1, ..., an} ∪ {an+1}. Usando el Lema 1.1.9 tenemos que∨
F = (

∨n
i=1 ai) ∨ an+1. Aplicando la hipótesis de inducción a {a1, ..., an} tene-

mos que existe d1 ∈ D tal que
∨n

i=1 ai ≤ d1. Como D es un conjunto directo, dados

d1, an+1 ∈ D, entonces existe d0 ∈ D tal que d1∨an+1 ≤ d0. Aśı, por la transitividad

del orden,
∨
F ≤ d0. �

Proposición 1.2.6 Sea L una ret́ıcula completa y f ∈ L. Entonces f es finitamen-

te generado si y sólo si para todo U ⊆ L no vaćıo con f ≤
∨
U existe F ⊆ U finito

tal que f ≤
∨
F .

Demostración.

⇒) Sea f ∈ L finitamente generado y X ⊆ L no vaćıo con f ≤
∨
X. Conside-

remos F = {
∨
F : F ⊆ X y F finito}. Veamos que F es un conjunto directo en

L. Sean s, t ∈ F entonces s =
∨
F1 y t =

∨
F2 con F1, F2 ⊆ X finitos. Conside-

remos F1 ∪ F2 que es un subconjunto finito de X. Por el Lema 1.1.9 tenemos que∨
(F1 ∪ F2) = (

∨
F1) ∨ (

∨
F2). Por lo tanto

∨
(F1 ∪ F2) ∈ F y s ∨ t ≤

∨
(F1 ∪ F2).

Ahora, para cada F ⊆ X finito tenemos que
∨
F ≤

∨
X, de manera que

∨
F ≤∨

X. Por otro lado, para cada x ∈ X tenemos que x ≤
∨
{x} y

∨
{x} ∈ F . En-

tonces por la transitividad del orden x ≤
∨
F para toda x ∈ X. Concluimos, por la

Proposición 1.1.8, que
∨
X ≤

∨
F .

Finalmente, como f ≤
∨
X =

∨
F y f es finitamente generado existe t′ ∈ F tal

que f ≤ t′. Entonces f ≤
∨
F con F ⊆ X finito.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 8

⇐) Sea D un conjunto directo en L. Si f ≤
∨
D entonces existe F ⊆ D finito

tal que f ≤
∨
F . Ahora, por el Lema 1.2.5, existe d0 ∈ D con

∨
F ≤ d0 y por la

transitividad del orden f ≤ d0. �

Proposición 1.2.7 Sean L una ret́ıcula completa y S ⊆ L finito. Si todos los ele-

mentos de S son compactos entonces
∨
S es compacto.

Demostración.

Basta probarlo para S = {a, b} con a, b compactos (la generalización se sigue por

inducción). Sabemos por el Lema 1.1.9 que
∨
S = a ∨ b.

Sea D ⊆ L un conjunto directo tal que a ∨ b ≤
∨
D. Por la transitividad del orden

a, b ≤
∨
D. Como a y b son compactos existen d0, d1 ∈ D tales que a ≤ d0 y b ≤ d1.

Ahora, como D es un conjunto directo, existe d ∈ D tal que d0 ∨ d1 ≤ d. De esta

manera
∨
S = a ∨ b ≤ d0 ∨ d1 ≤ d. �

Definición 1.2.8 Sea L una ret́ıcula completa. Decimos que L es compacta (o fi-

nitamente generada) si 1 ∈ L es compacto (finitamente generado).

Proposición 1.2.9 Sean L una ret́ıcula compacta y 1 6= a ∈ L. Entonces la su-

bret́ıcula [a, 1] tiene al menos un elemento máximo distinto de 1.

Demostración.

Consideremos S = [a, 1]− {1} 6= ∅. Veamos que S tiene un elemento máximo. Sea

C ⊆ S una cadena, veamos que
∨
C ∈ S. Para todo c ∈ C tenemos que a ≤ c < 1,

por lo tanto a ≤
∨
C ≤ 1. Afirmamos que

∨
C 6= 1. En caso contrario, como C es

un conjunto directo (al ser cadena) y L es compacta, existe c0 ∈ C tal que 1 ≤ c0.

Luego c0 = 1, pero esto contradice el hecho de que c0 ∈ S. Por lo tanto
∨
C ∈ S y

por el Lema de Zorn existe al menos un elemento máximo distinto de 1 en [a, 1]. �

Definición 1.2.10 Sea L una ret́ıcula completa. Decimos que L es compactamente

generada (o algebraica) si para todo c ∈ L existe S ⊆ L tal que todo s ∈ S, s es

compacto y c =
∨
S.

Observación 1.2.11 Sean L una ret́ıcula compactamente generada y a, b ∈ L. En-

tonces a ≤ b si y sólo si para cada c ∈ L compacto tal que c ≤ a se tiene que

c ≤ b.

Teorema 1.2.12 Toda ret́ıcula compactamente generada es continua superiormen-

te.

Demostración.

Sean L una ret́ıcula compactamente generada, a ∈ L y D ⊆ L un conjunto directo.
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Veamos que a ∧ (
∨

d∈D d) =
∨

d∈D(a ∧ d).

Consideremos a∧d con d ∈ D. Claramente d ≤
∨

d∈D d. Usando el Lema 1.1.3 a) te-

nemos que a∧d ≤ a∧(
∨

d∈D d). De esto se concluye que
∨

d∈D(a∧d) ≤ a∧(
∨

d∈D d).

Para probar la otra desigualdad usemos la observación 1.2.11. Sea c ∈ L compacto

tal que c ≤ a ∧ (
∨

d∈D d). Por definición tenemos que c ≤ a y c ≤
∨

d∈D d. Como D

es un conjunto directo y c es compacto en L existe d0 ∈ D con c ≤ d0. Se sigue que

c ≤ a∧ d0 ≤
∨

d∈D(a∧ d). Por la observación 1.2.11, a∧ (
∨

d∈D d) ≤
∨

d∈D(a∧ d). �

Lema 1.2.13 Sean L una ret́ıcula compactamente generada y a, b ∈ L tales que

a ≤ b. Entonces k ∈ [a, b] es compacto en la subret́ıcula [a, b] si y sólo si existe c ∈ L
compacto tal que k = a ∨ c y a ∨ c ≤ b.

Demostración.

⇒) Sea k ∈ [a, b] compacto, como L es una ret́ıcula compactamente generada, existe

una familia de elementos compactos {ci}i∈I tales que k =
∨

i∈I ci.

Claramente, k = a ∨ k = a ∨ (
∨

i∈I ci) =
∨

i∈I(a ∨ ci), con a ∨ ci ∈ [a, b] pues

ci ≤ k ≤ b. Al ser k compacto en [a, b] existe J ⊆ I finito tal que k =
∨

i∈J(a∨ ci) =

a ∨ (
∨

i∈J ci) = a ∨ c ≤ b, donde c =
∨

i∈J ci es compacto en L por la proposición

1.2.7.

⇐) Sean c ∈ L compacto y X ⊆ [a, b] con a ∨ c ≤
∨
X, entonces c ≤

∨
X. Como

c es compacto existe F ⊆ X finito con c ≤
∨
F , además F ⊆ [a, b]. Por lo tanto

a ∨ c ≤
∨
F y entonces a ∨ c es compacto en [a, b]. �

Lema 1.2.14 Sean L una ret́ıcula completa y continua superiormente y a ∈ L. Los

elementos compactos en la subret́ıcula [0, a] son exactamente los elementos compac-

tos de L que pertenecen a [0, a].

Demostración.

⇒) Si c ∈ [0, a] es compacto en L entonces es claramente compacto en [0, a].

⇐) Sean c ∈ [0, a] compacto en [0, a] y D un conjunto directo en L con c ≤
∨

d∈D d.

Como c ∈ [0, a] tenemos que c = a ∧ c ≤ a ∧ (
∨

d∈D d) =
∨

d∈D(a ∧ d), por ser L

continua superiormente. Ahora, c ≤
∨

d∈D(a ∧ d), donde {a ∧ d : d ∈ D} es un

conjunto directo en [0, a], de manera que existe d0 ∈ D tal que c ≤ a∧ d0 ≤ d0. Por

lo tanto c es compacto en L. �

Proposición 1.2.15 Sean L una ret́ıcula compactamente generada y a ∈ L. En-

tonces [0, a] es también compactamente generada.

Demostración. Se sigue del Teorema 1.2.12 y el Lema 1.2.14. �

Proposición 1.2.16 Sean L una ret́ıcula completa y a ∈ L.
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i) Si c es compacto en L, entonces c ∨ a es compacto en [a, 1].

ii) Si L es una ret́ıcula compacta, entonces [a, 1] es también una ret́ıcula compac-

ta.

iii) Si L es una ret́ıcula compactamente generada, entonces la subret́ıcula [a, 1] es

compactamente generada.

Demostración.

i) Sean c, a ∈ L y c compacto en L. Supongamos que c∨a ≤
∨

i∈I ai con {ai : i ∈
I} ⊆ [a, 1]. Por transitividad c ≤

∨
i∈I ai luego existe F ⊆ I finito de manera

que c ≤
∨

i∈F ai y

c ∨ a ≤ (
∨

i∈F ai) ∨ a =
∨

i∈F (ai ∨ a) =
∨

i∈F ai.

ii) Se sigue de i) tomando c = 1 pues L es compacta.

iii) Si L es compactamente generada y x ∈ [a, 1], entonces x =
∨

i∈I ci, donde ci es

compacto en L para toda i ∈ I. Entonces x = a∨x = a∨(
∨

i∈I ci) =
∨

i∈I(a∨ci).

Por i) cada a ∨ ci es un elemento compacto en [a, 1]. �



Caṕıtulo 2

El zoclo y el radical de una

ret́ıcula

Definición 2.0.1 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1.

a) Sean b, c ∈ L, decimos que c es un seudocomplemento de b en L si b ∧ c = 0 y

c es máximo con esta propiedad.

b) Una ret́ıcula L es seudocomplementada si todo elemento en L tiene al menos

un seudocomplemento relativo en cada intervalo que lo contenga.

Lema 2.0.2 Sea L una ret́ıcula modular con 0, 1. Entonces cada complemento es

un seudocomplemento.

Demostración.

Sea a ∈ L con complemento b, entonces a ∧ b = 0 y a ∨ b = 1. Ahora, sea b′ ∈ L tal

que b ≤ b′ y a ∧ b′ = 0. Usando el hecho de que L es modular tenemos que

b′ = b′ ∧ 1 = b′ ∧ (a ∨ b) = (b′ ∧ a) ∨ b = 0 ∨ b = b.

Por lo tanto b es un seudocomplemento. �

Definición 2.0.3 Sea L una ret́ıcula. Decimos que L es una ret́ıcula inductiva si

todos los intervalos [a, b] en L satisfacen la siguiente condición: para toda cadena

{bi}i∈I ⊆ [a, b] y para todo c ∈ [a, b] tal que c ∧ bi = 0 para toda i ∈ I, se tiene que

c ∧ (
∨

i∈I bi) = 0.

Observación 2.0.4 De la definición 2.0.3 se desprenden las siguientes afirmacio-

nes:

i) Todo intervalo de una ret́ıcula inductiva es inductivo.

11
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ii) Toda ret́ıcula continua superiormente es inductiva.

iii) Toda ret́ıcula compactamente generada es inductiva.

Lema 2.0.5 Toda ret́ıcula inductiva es seudocomplementada.

Demostración.

Sea L una ret́ıcula inductiva. Mostraremos que si a ∧ b = 0 para a, b ∈ L entonces

existe un seudocomplemento c ∈ L tal que b ≤ c. (En este caso L es llamada una

ret́ıcula con suficientes seudocomplementos.)

Sea C = {x ∈ L : a ∧ x = 0, b ≤ x}, C 6= ∅ pues b ∈ C. Sea {bi}i∈I ⊆ C una

cadena. Consideremos
∨

i∈I bi. Claramente es cota superior de {bi}i∈I y tenemos

que a ∧ bi = 0 para toda i ∈ I. Como L es una ret́ıcula inductiva a ∧ (
∨

i∈I bi) = 0,

de manera que
∨

i∈I bi ∈ C. Aplicando el Lema de Zorn existe c ∈ C máximo con

las propiedades a ∧ c = 0 y b ≤ c.

Aplicando el argumento anterior con b = 0, tenemos que existe c ∈ C máximo tal

que a ∧ c = 0. �

Corolario 2.0.6 Toda ret́ıcula continua superiormente es seudocomplementada. �

Definición 2.0.7 Sean L una ret́ıcula con 0 y 1, y a, b, c ∈ L.

a) Si a � b y a ≤ c � b implica c = a, diremos que a está cubierto por b.

b) Si el 0 está cubierto por a, diremos que a es un átomo.

c) Si a está cubierto por el 1 de L, diremos que a es un coátomo.

Lema 2.0.8 Sea L una ret́ıcula modular y complementada. Un elemento a ∈ L es

átomo si y sólo si cada complemento de a es un coátomo en L.

Demostración.

Sea a ∈ L un átomo y a∗ un complemento de a, entonces a ∧ a∗ = 0 y a ∨ a∗ = 1.

Ahora utilizando el Teorema 1.1.20 tenemos el siguiente isomorfismo de ret́ıculas

[0, a] = [a ∧ a∗, a] ∼= [a∗, a ∨ a∗] = [a∗, 1].

Entonces [0, a] tiene el mismo número de elementos que [a∗, 1]. Como a es átomo

2 = |[0, a]| = |[a∗, 1]|. Por lo tanto, si a∗ ≤ b entonces b ∈ [a∗, 1] de aqúı b = a∗ o

b = 1.

El rećıproco es análogo. �

Definición 2.0.9 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1. Un elemento e ∈ L es un elemento

esencial si e ∧ x 6= 0 para toda x ∈ L distinta de cero. El conjunto de todos los

elementos esenciales en L se denota por E(L).
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Proposición 2.0.10 Sean L una ret́ıcula modular, completa y a, b ∈ L. Entonces b

es un seudocomplemento de a en L si y sólo si a∧ b = 0 y a∨ b es esencial en [b, 1].

Demostración.

La prueba se sigue de la equivalencia entre las siguientes afirmaciones:

a) b es un seudocomplemento de a en L.

b) a ∧ b = 0 y para todo c ∈ L tal que b < c se tiene que a ∧ c 6= 0.

c) a ∧ b = 0 y para todo c ∈ [b, 1], c 6= b se tiene que a ∧ c � b.

d) a ∧ b = 0 y para todo c ∈ [b, 1], c 6= b se tiene que b < b ∨ (a ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c.

e) a ∧ b = 0 y a ∨ b es esencial en [b, 1].

La prueba de todas estas equivalencias es directa a partir de la Definición 2.0.1 y la

Definición 2.0.9. �

Corolario 2.0.11 Si L es una ret́ıcula modular con 0 y b es un pseudo-complemento

de a en L entonces a ∨ b es esencial en L.

Demostración.

Si 0 6= x ≤ b, entonces claramente (a ∨ b) ∧ x = x 6= 0. Si x � b entonces b < b ∨ x
por lo que b ∨ x ∈ [b, 1]. Usando la equivalencia d) de la proposición 2.0.10 y la

modularidad de L, tenemos que b < b∨(a∧(b∨x)) = (b∨a)∧(b∨x) = ((b∨a)∧x)∨b).

Por lo tanto (b ∨ a) ∧ x 6= 0. �

Lema 2.0.12 En una ret́ıcula modular, compactamente generada y complementada

cada elemento es el supremo de un conjunto de átomos.

Demostración.

Sea L una ret́ıcula modular, compactamente generada y complementada. Primero

veamos que para todo c ∈ L compacto, distinto de cero y que no sea átomo, hay un

coátomo en el intervalo [0, c].

Consideremos el conjunto X = {x ∈ L : x < c}, X 6= ∅ pues 0 ∈ X. Consideremos

una cadena C ⊆ X. Afirmamos que
∨
C ∈ X. En caso contrario,

∨
C = c y como

c es compacto y C es un conjunto directo (por ser una cadena) existe x′ ∈ C tal que

c = x′, esto contradice el hecho de que x′ ∈ X. Por el Lema de Zorn, se obtiene que

la ret́ıcula [0, c] tiene un coátomo.

Ahora, por el Lema 2.0.8, hay al menos un átomo menor a c. Como L es compac-

tamente generada se sigue que cada a 6= 0 contiene al menos un átomo. Esto es,

existe un átomo s que es menor o igual a a.
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Sean 0 6= a ∈ L y S = {s ∈ L : s ≤ a y s es átomo}. Sea u =
∨
S, entonces u ≤ a.

Supongamos que u < a. Como L es modular y complementada, por la Proposición

1.1.23, L es relativamente complementada. Luego podemos tomar un complemento

relativo v de u en el intervalo [0, a]. Por el párrafo anterior, existe un átomo b ≤ v

en el intervalo [0, a]. De esta manera b ≤ u ∧ v, lo que contradice el hecho de que v

es complemento relativo de u en [0, a]. Por lo tanto a = u. �

Definición 2.0.13 Sea L una ret́ıcula con 0. El supremo de todos los átomos en L

se llama el zoclo de L, y se denota por Zoc(L).

Lema 2.0.14 Sea L una ret́ıcula con 0. Entonces el zoclo de L es menor o igual

que el ı́nfimo de todos los elementos esenciales en L.

Demostración.

Sean 0 6= s ∈ L un átomo y 0 6= e ∈ L un elemento esencial. Como s es átomo

tenemos que e ∧ s ∈ {0, s}. Ahora, como e es esencial en L, e ∧ s 6= 0, por lo que

e ∧ s = s. Entonces s ≤ e, de aqúı Zoc(L) ≤ e para todo e esencial en L. Por lo

tanto Zoc(L) ≤
∧
{e ∈ L : e es esencial}. �

Teorema 2.0.15 Sea L una ret́ıcula modular y compactamente generada. Entonces

el zoclo de L es igual al ı́nfimo de todos los elementos esenciales.

Demostración.

Sea s =
∧
{e ∈ L : e es esencial}, por el Lema 2.0.14 tenemos que Zoc(L) ≤ s.

Para obtener la otra desigualdad veamos que el intervalo [0, s] es una subret́ıcula

complementada.

Sea a ∈ [0, s]. Por el Corolario 2.0.6 sabemos que L es pseudo-complementada. Sea c

el pseudo-complemento de a en L. Entonces, por el Corolario 2.0.11, a∨c es esencial

en L, por lo que s ≤ a ∨ c. Tenemos ahora que c ∧ s es un complemento para a en

[0, s] pues a ∧ (c ∧ s) = (a ∧ c) ∧ s = 0 y a ∨ (c ∧ s) = (a ∨ c) ∧ s = s ya que L es

modular y a ≤ s.

Finalmente, como [0, s] es una ret́ıcula complementada, por el Lema 2.0.12, cada

elemento en [0, s] es el supremo de un conjunto de átomos, aśı s ≤ Zoc(L). Por lo

tanto s = Zoc(L). �

Definición 2.0.16 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1. Decimos que a ∈ L es superfluo

si a ∨ b 6= 1 para todo b 6= 1. El conjunto de todos los elementos superfluos en L se

denota por S(L).

Lema 2.0.17 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1. El conjunto S(L) cumple lo siguiente:
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a) Si a ∈ S(L) y b ≤ a entonces b ∈ S(L)

b) Si {ai}ni=1 ⊆ S(L) entonces
∨n

i=1 ai ∈ S(L)

Demostración.

a) Sean a ∈ S(L), b ≤ a y 1 6= c ∈ L. Entonces tenemos que b ∨ c ≤ a ∨ c < 1. Por

tanto b ∨ c < 1, es decir, b es superfluo en L.

b) Lo haremos para dos elementos, la prueba se sigue por inducción. Sean a1, a2 ∈
S(L) y 1 6= c ∈ L, entonces (a1 ∨ a2) ∨ c = a1 ∨ (a2 ∨ c). Como a2 es superfluo

a2 ∨ c 6= 1 y como a1 es superfluo y a2 ∨ c 6= 1, tenemos que a1 ∨ (a2 ∨ c) 6= 1. �

Lema 2.0.18 Sea L una ret́ıcula modular con 0 y 1. Si b < c y b es superfluo en

[0, c] entonces para toda a ∈ L, a ∨ b es superfluo en [a, a ∨ c].
Demostración.

Sea x ∈ [a, a ∨ c] y supongamos que (a ∨ b) ∨ x = a ∨ c. De la igualdad anterior

tenemos que (b∨ (a∨x))∧ c = ((a∨ b)∨x)∧ c = (a∨ c)∧ c = c. Por la modularidad,

b∨ ((a∨x)∧ c) = c. Como b es superfluo en [0, c] entonces (a∨x)∧ c = c, por tanto

c ≤ a ∨ x = x, de donde concluimos que a ∨ c = x. �

Lema 2.0.19 Sean L una ret́ıcula completa y a < b elementos de L. Entonces b es

superfluo en L si y sólo si a es superfluo en L y b es superfluo en [a, 1]

Demostración.

⇒) Supongamos primero que a ∨ c = 1, como a < b tenemos que 1 = a ∨ c ≤ b ∨ c.
De aqúı b ∨ c = 1 y como b es superfluo, c = 1. Claramente, si b es superfluo en L

entonces es superfluo en [a, 1].

⇐) Si b ∨ c = 1, entonces b ∨ (a ∨ c) = 1. De aqúı a ∨ c = 1 pues b es superfluo en

[a, 1]. Entonces c = 1 pues a es superfluo en L. �

Definición 2.0.20 Sea L una ret́ıcula completa. El ı́nfimo de todos los elementos

máximos (6= 1) en L se llama radical de L, y se denota por Rad(L).

Lema 2.0.21 Sea L una ret́ıcula con 0 y 1. Si a ∈ S(L) entonces a ≤ Rad(L).

Demostración.

Sean m ∈ L−{1} máximo y a ∈ S(L). Como a es superfluo a∨m 6= 1 y m ≤ a∨m.

Por ser m máximo a ∨ m = m, por lo tanto a ≤ m. De aqúı concluimos que

a ≤ Rad(L). �
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Lema 2.0.22 Sean L una ret́ıcula completa y a ∈ L compacto. Si a ≤ Rad(L)

entonces a ∈ S(L).

Demostración.

Supongamos que a no es superfluo en L. Entonces existe b 6= 1 tal que a ∨ b = 1.

Consideremos el conjunto D = {x ∈ L : a � x, x 6= 1, a ∨ x = 1}. Como a � b,

b ∈ D por lo que D 6= ∅.

Sea C ⊆ D una cadena. Entonces a �
∨
C, pues en caso contrario, como a es

compacto y C es un conjunto directo existe c0 ∈ C tal que a ≤ c0, lo cual es una

contradicción. Además,
∨
C 6= 1 y a ∨

∨
C = 1 por lo que

∨
C ∈ D. Por el l Lema

de Zorn existe un elemento máximo b ∈ D.

Entonces b es máximo en L también, pues si c ∈ L es tal que b < c, por ser b

máximo en D tenemos que a ≤ c. Entonces 1 = a ∨ b ≤ c, por lo tanto c = 1. De

aqúı, a ≤ Rad(L) ≤ b, esto contradice el hecho de que a � b. �

Teorema 2.0.23 Sea L una ret́ıcula compactamente generada. Entonces Rad(L) es

el supremo de todos los elementos superfluos en L.

Demostracción.

Si u es el supremo de todos los elementos superfluos en L entonces u ≤ Rad(L) por

el Lema 2.0.21.

Si u < Rad(L), como L es compactamente generada existe un elemento compacto a

tal que a ≤ Rad(L) y a � u. Por el Lema 2.0.22 a es superfluo en L y esto es una

contradicción pues a � u. Por lo tanto u = Rad(L). �



Caṕıtulo 3

Conjuntos independientes

En todo este caṕıtulo L es una ret́ıcula modular con 0 y 1.

Definición 3.0.1 Un subconjunto finito S ⊆ L es independiente si a ∧ (
∨

(S −
{a})) = 0 para cada a ∈ S. Un subconjunto arbitrario de L− {0} es independiente

si todos sus subconjuntos finitos son independientes.

Proposición 3.0.2 Sea L una ret́ıcula y {ai}i∈I un subconjunto independiente fi-

nito. Si I = F ∪K, donde F ∩K = ∅, entonces

(
∨
f∈F

af ) ∧ (
∨
k∈K

ak) = 0

Demostración.

Supongamos que I = {1, ..., n}, F = {1, ..., p} y K = {p+ 1, ..., n}. La demostración

es por inducción sobre p.

Si p = 1 entonces por definición de conjunto independiente se cumple. Supongamos

la afirmación válida para p− 1.

Sea b = (
∨p

i=1 ai) ∧ (
∨n

k=p+1 ak). Tenemos que ap ≤
∨p

i=1 ai, por lo que usando la

modularidad obtenemos

ap ∨ b = ap ∨ ((

p∨
i=1

ai) ∧ (
n∨

k=p+1

ak)) =

p∨
i=1

ai ∧ (ap ∨
n∨

k=p+1

ak) =

p∨
i=1

ai ∧
n∨

k=p

ak.

Por lo tanto,

(

p−1∨
i=1

ai) ∧ (ap ∨ b) = (

p−1∨
i=1

ai) ∧ (

p∨
i=1

ai ∧
n∨

k=p

ak) =

p−1∨
i=1

ai ∧
n∨

k=p

ak.

Usando la hipótesis de inducción concluimos que

(

p−1∨
i=1

ai) ∧ (ap ∨ b) = 0.

17
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Por otro lado,

(

p−1∨
i=1

ai) ∨ b = (

p−1∨
i=1

ai) ∨ (

p∨
i=1

ai ∧
n∨

k=p+1

ak) =

(

p∨
i=1

ai) ∧ ((

p−1∨
i=1

ai) ∨ (
n∨

k=p+1

ak)) = (

p∨
i=1

ai) ∧ (
∨
t6=p

at) ≤
∨
t6=p

at.

Concluimos que

ap ∧ ((

p−1∨
i=1

ai) ∨ b) ≤ ap ∧ (
∨
t6=p

at) = 0.

Ahora, usando la modularidad tenemos que

(ap ∨ b) ∧ (

p∨
i=1

ai) = (ap ∨ b) ∧ (ap ∨
p−1∨
i=1

ai) =

ap ∨ ((ap ∨ b) ∧ (

p−1∨
i=1

ai)) = ap ∨ 0 = ap,

y también

((

p−1∨
i=1

ai) ∨ b) ∧ (

p∨
i=1

ai) = ((

p−1∨
i=1

ai) ∨ b) ∧ (ap ∨ (

p−1∨
i=1

ai)) =

p−1∨
i=1

ai ∨ (ap ∧ ((

p−1∨
i=1

ai) ∨ b)) =

p−1∨
i=1

ai ∨ 0 =

p−1∨
i=1

ai.

Para concluir tenemos que

b ≤ (ap ∨ b) ∧ (

p∨
i=1

ai) = ap

y

b ≤ ((

p−1∨
i=1

ai) ∨ b) ∧ (

p∨
i=1

ai) =

p−1∨
i=1

ai.

Con esto tenemos que b ≤ ap ∧ (
∨p−1

i=1 ai) = 0, por la independencia. Aśı, b = 0. �

Proposición 3.0.3 Sean L una ret́ıcula y A ⊆ L−{0} independiente. Si a ∈ L−{0}
cumple que para cualquier conjunto finito X ⊆ A, a ∧ (

∨
x∈X x) = 0 entonces el

conjunto A ∪ {a} es independiente.

Demostración.

Sea B ⊆ A∪{a} finito. Si B ⊆ A no hay nada que probar pues A es independiente.

Supongamos que B = A
′ ∪ {a} con A

′ ⊆ A finito. Terminamos si vemos que para
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cualquier a∗ ∈ A′, a∗ ∧ (a∨
∨

x∈A′−{a∗} x) = 0. Esto se sigue de la modularidad de L

y las siguientes igualdades:

(
∨
b∈A′

b) ∧ ((
∨

x∈A′−{a∗}

x) ∨ a) = (
∨

x∈A′−{a∗}

x) ∨ (a ∧ (
∨
b∈A′

b)) =

(
∨

x∈A′−{a∗}

x) ∨ 0 =
∨

x∈A′−{a∗}

x.

De lo anterior se sigue que

a∗ ∧ (a ∨ (
∨

x∈A′−{a∗}

x)) = (a∗ ∧ (
∨
b∈A′

b)) ∧ (a ∨ (
∨

x∈A′−{a∗}

x)) =

a∗ ∧ ((
∨
b∈A′

b) ∧ (a ∨ (
∨

x∈A′−{a∗}

x))) = a∗ ∧ ((
∨

x∈A′−{a∗}

x) ∨ (a ∧ (
∨
b∈A′

b))) =

a∗ ∧ ((
∨

x∈A′−{a∗}

x) ∨ 0) = a∗ ∧ (
∨

x∈A′−{a∗}

x) = 0,

pues A
′ ⊆ A y A es independiente. �

Observación 3.0.4 Por la Proposición 3.0.3 y el Lema de Zorn, tenemos que cual-

quier conjunto independiente de L−{0} está contenido en un conjunto independiente

máximo, pues dado A ⊆ L independiente entonces F = {C ⊆ L − {0} : A ⊆ C y

C es independiente} es un conjunto no vaćıo y (F ,⊆) es un conjunto parcialmente

ordenado.

Definición 3.0.5 Sean L una ret́ıcula y a, b ∈ L. Si a ≤ b y a es esencial en

la ret́ıcula [0, b] entonces decimos que b es una extensión esencial de a en L y lo

denotamos por a ≤e b.

Proposición 3.0.6 Sea L una ret́ıcula. Sean ai ≤e bi para cualquier i = 1, ..., n. Si

{b1, ..., bn} es independiente entonces
∨n

i=1 ai ≤e

∨n
i=1 bi.

Demostración.

Basta probarlo para n = 2 ya que el resultado se obtiene por inducción. Como

a1∨ a2 ≤ a1∨ b2 ≤ b1∨ b2, entonces nuestro problema se reduce a probar que b∨ c es

una extensión esencial de a ∨ c, donde b es una extensión esencial de a y b ∧ c = 0.

Como a ∧ c ≤ b ∧ c = 0, tenemos que a ∧ c = 0.

Sea 0 < x ≤ b ∨ c y demostremos que x ∧ (a ∨ c) 6= 0. Supongamos primero que

x ∧ c 6= 0. Entonces 0 < x ∧ c ≤ x ∧ (a ∨ c), por lo tanto x ∧ (a ∨ c) 6= 0.

Si x ∧ c = 0 entonces c < x ∨ c, pues en caso contrario tenemos que x ≤ c y por

ello 0 = x ∧ c = x. Ahora, como L es modular, por el Teorema 1.1.20, tenemos un



CAPÍTULO 3. CONJUNTOS INDEPENDIENTES 20

isomorfismo de ret́ıculas entre [c, b ∨ c] y [b ∧ c, b] = [0, b], dado por f(y) = y ∧ b.
Entonces f(x∨ c) = (x∨ c)∧ b 6= 0. Como b es una extensión esencial de a, tenemos

que ((x ∨ c) ∧ b) ∧ a 6= 0, pero ((x ∨ c) ∧ b) ∧ a = (x ∨ c) ∧ (b ∧ a) = (x ∨ c) ∧ a 6= 0.

Si s = (x ∨ c) ∧ a entonces s ≤ (x ∨ c) ∧ (a ∨ c) = c ∨ ((a ∨ c) ∧ x). Si ocurre que

(a ∨ c) ∧ x = 0 entonces s ≤ c y como s ≤ a se tiene que s ≤ a ∧ c = 0, de donde

tenemos que s = 0, lo que es una contradicción. De esta manera, (a ∨ c) ∧ x 6= 0 y

por lo tanto b ∨ c es una extensión esencial de a ∨ c. �

Proposición 3.0.7 Sean L una ret́ıcula y a, b, c ∈ L con a ≤ b ≤ c. Si c es una

extensión esencial de b y b es una extensión esencial de a entonces c es una extensión

esencial de a.

Demostración.

Sea x ∈ [0, c] distinto de 0. Tenemos que x ∧ b 6= 0 pues b ≤e c. Ahora, como

x ∧ b ∈ [0, b] es distinto de 0 y a ≤e b se tiene que (x ∧ b) ∧ a 6= 0, pero x ∧ a =

x ∧ (a ∧ b) = (x ∧ b) ∧ a 6= 0. Luego a ≤e c. �

Definición 3.0.8 Sea L una ret́ıcula. Un elemento a ∈ L−{0} es uniforme, si para

cualesquiera x, y ∈ [0, a] tales que 0 < x y 0 < y se tiene que 0 < x ∧ y.

Teorema 3.0.9 Sean {a1, ..., am} y {b1, ..., bn} subconjuntos independientes de L−
{0}. Si a1, ..., am son uniformes y

∨m
i=1 ai es esencial en L entonces n ≤ m.

Demostración.

Supongamos que m < n. Veamos que

{a1, ..., aj, bj+1, ..., bn}

es independiente para cada j = 0, ...,m usando inducción.

Si j = 0 no hay nada que probar pues por hipótesis {b1, ..., bn} es independiente. Su-

pongamos el resultado válido para 0 < j y consideremos c = a1∨...∨aj∨bj+2∨...∨bn.

Si para cualquier s = 1, ...,m, as ∧ c 6= 0 entonces as ∧ c es esencial en la ret́ıcula

[0, as], pues si 0 6= x ∈ [0, as], por ser as uniforme se tiene que (as ∧ c) ∧ x 6= 0.

Entonces por la Proposición 3.0.6, se tiene que a1 ∨ ... ∨ am es una extensión esen-

cial de (a1 ∧ c) ∨ ... ∨ (am ∧ c). Por la Proposición 3.0.7, (a1 ∧ c) ∨ ... ∨ (am ∧ c) es

esencial en L y como (a1 ∧ c) ∨ ... ∨ (am ∧ c) ≤ c tenemos que c es esencial en L.

Esto contradice el hecho de que c ∧ bj+1 = 0, lo cual es nuestra hipótesis inductiva.

Aśı, existe s ∈ {1, ...,m} tal que as ∧ c = 0. Obviamente s 6= 0, ..., j pues para ellos

as ∧ c = as. Sea s = j + 1, el conjunto {a1, ..., aj, bj+2, ..., bn} ∪ {aj+1} es indepen-

diente por la proposición 3.0.3, con lo que concluimos que {a1, ..., am, bm+1, ..., bn}
es independiente, pero esto contradice que

∨m
i=1 ai sea esencial en L. �
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Corolario 3.0.10 Consideremos los conjuntos independientes {a1, ..., am} y {b1, ..., bn}
cuyos elementos ai, bj son uniformes en L. Si

∨m
i=1 ai y

∨n
j=1 bj son esenciales en L

entonces m = n.

Definición 3.0.11 Decimos que una ret́ıcula L tiene dimensión uniforme (o di-

mensión de Goldie) si existe una familia {a1, ..., an} independiente cuyos elementos

son uniformes y
∨n

i=1 ai es esencial en L, a dicha familia la llamaremos conjunto

de Goldie.

En este caso, denotamos la dimensión uniforme de la ret́ıcula L como u−dim(L) =

n, notemos que por el Corolario 3.0.10 está bien definida.

Teorema 3.0.12 Sea L una ret́ıcula. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) No existen subconjuntos infinitos independientes;

b) u− dim(L) <∞;

c) La cardinalidad de los subconjuntos independientes de L está acotada por un

entero no negativo m.

Demostración

a) ⇒ b) Afirmamos que para cualquier b ∈ L distinto de cero, existe c ∈ L distinto

de cero y uniforme tal que c ≤ b. En efecto, en caso contrario existe 0 6= b ∈ L tal

que para cualquier 0 6= c ∈ L, si c ≤ b entonces c no es uniforme. Denotemos por

c ≤¬e b el caso en que b no es una extensión esencial de c. Aśı, existen c1 ≤¬e b,
c1 6= 0 y a1 ≤ b tales que c1 ∧ a1 = 0. Como a1 no es uniforme existe c2 ≤¬e a1,

c2 6= 0 tal que c1 ∧ c2 = c1 ∧ a1 = 0. Por lo tanto {c1, c2} es independiente. De

manera inductiva construimos un conjunto independiente infinito {c1, ..., cn, ...}, lo

cual es una contradicción.

Ahora, para b = 1 consideremos c1 ≤ 1 uniforme, si c1 ≤e 1 entonces u−dim(L) = 1.

Si c1 ≤¬e 1 entonces tomamos a1 ≤ 1, a1 6= 0, tal que a1 ∧ c1 = 0. Luego aplicamos

la propiedad a a1, con lo que existe c2 ≤ a1 uniforme con c1 ∧ c2 = 0. Si c1 ∨ c2 ≤e 1

entonces u−dim(L) = 2. En caso contrario, procediendo por inducción construimos

un conjunto independiente {c1, ..., cn} y tiene que existir n ∈ N tal que
∨n

i=1 ci ≤e 1,

pues no hay subconjuntos independientes infinitos.

b) ⇒ c) Por b) y la proposición 3.0.9 los conjuntos independientes están acotados

por m, con u− dim(L) = m.

c) ⇒ a) Supongamos que existe S ⊆ L infinito e independiente. Ahora sea n ∈ N,

como S es infinito tomemos {x1, ..., xn+1} ⊆ S con xi 6= xj si i 6= j. Este conjunto
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es claramente independiente y |{x1, ..., xn+1}| = n + 1 > n. Lo anterior vale para

cualquier n ∈ N, por lo que la cardinalidad de los subconjuntos finitos independientes

de L no está acotada. �



Caṕıtulo 4

Ret́ıculas Noetherianas y

Artinianas

En este caṕıtulo todas las ret́ıculas serán completas y modulares.

4.1. Conceptos básicos

Definición 4.1.1 Una ret́ıcula L es noetheriana (respectivamente artiniana) si sa-

tisface la condición de cadena ascendente (descendente) sobre sus elementos.

Lema 4.1.2 Sea L una ret́ıcula. Entonces los siguientes enunciados son equivalen-

tes:

a) L es noetheriana (artiniana).

b) Todo A ⊆ L y A 6= ∅, tiene un subconjunto finito F tal que
∨
A =

∨
F (respec-

tivamente,
∧
A =

∧
F ).

Demostración.

a) ⇒ b) Consideremos U = {
∨
F : F ⊆ A,F finito}. Veamos que al ser L noethe-

riana U tiene un elemento máximo.

Supongamos lo contrario. Como A 6= ∅ existe F1 ⊆ A finito tal que
∨
F1 no es

máximo en U . Luego existe F2 ⊆ A finito tal que
∨
F1 �

∨
F2. Repitiendo nuestro

argumento podemos construir inductivamente la sucesión∨
F1 �

∨
F2 � ... �

∨
Fn � ...

donde cada Fi es finito. Pero dicha sucesión no se estaciona, por lo que L no seŕıa

noetheriana. Por lo tanto existe F0 ⊆ A tal que
∨
F0 es máximo en U . Como F0 ⊆ A

23
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tenemos que
∨
F0 ≤

∨
A.

Sea a ∈ A, tenemos que (
∨
F0) ∨ a =

∨
(F0 ∪ {a}) =

∨
F0 por la maximalidad de∨

F0. Por lo tanto,
∨
F0 =

∨
A.

b)⇒ a) Consideremos una sucesión no decreciente a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an... de elementos

en L. Por hipótesis existe N ∈ N tal que

∨
n∈N

an =
N∨

n=1

an = aN

De aqúı concluimos que aN = an para todo n ≥ N . Por lo tanto, L es noetheriana.

La prueba para L artiniana es dual. �

Lema 4.1.3 Sean L una ret́ıcula y a, b, c ∈ L. Si a∧ b = 0 y (a∨b)∧c = 0 entonces

a ∧ (b ∨ c) = 0.

Demostración.

Notemos que a∧(b∨c) ≤ (a∨b)∧(b∨c). Ahora, usando el hecho de que L es modular

y que (a ∨ b) ∧ c = 0, tenemos que (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) = ((a ∨ b) ∧ c) ∨ b) = 0 ∨ b = b.

Entonces a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ a) ∧ (b ∨ c) = a ∧ (a ∧ (b ∨ c)) ≤ (a ∧ b) = 0. �

Lema 4.1.4 Si L es una ret́ıcula artiniana (noetheriana) entonces L tiene átomos

(coátomos).

Demostración.

Sea L una ret́ıcula artiniana y consideremos el conjunto S = {x ∈ L : 0 < x}.
Claramente S 6= ∅. Supongamos que S no tiene elementos mı́nimos. Entonces dado

0 < a1 como no es mı́nimo existe a2 ∈ L tal que 0 < a2 < a1. De forma recursiva

podemos construir la sucesión

0 < .... < an < ... < a2 < a1

la cual no se estaciona, hecho que contradice que L sea una ret́ıcula artiniana.

Entonces existen elementos mı́nimos en S y esos elementos mı́nimos son claramente

átomos.

La prueba para ret́ıculas noetherianas es dual. �

Proposición 4.1.5 Sean L una ret́ıcula y a ∈ L. Entonces L es artiniana (noethe-

riana) si y sólo si [0, a] y [a, 1] son artinianas (respectivamente, noetherianas).

Demostración.

⇒) Si L es artiniana (noetheriana) entonces claramente cada subret́ıcula de L es

artiniana (noetheriana).

⇐) Sea {ai}i∈N una sucesión no creciente de elementos en L.
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Consideremos la sucesión {ai ∧ a}i∈N. Tenemos que 0 ≤ ai ∧ a ≤ a para toda i ∈ N.

Por lo tanto, {ai∧a}i∈N ⊆ [0, a]. Como [0, a] es una ret́ıcula artiniana y la sucesión

es no creciente, tenemos que existe l1 ∈ N tal que al1 ∧ a = an ∧ a para todo n ≥ l1.

Por otro lado, consideremos la sucesión {ai∨a}i∈N. Tenemos que a ≤ ai∨a ≤ 1 para

toda i ∈ N. Concluimos que {ai∨a}i∈N ⊆ [a, 1]. Como [a, 1] es una ret́ıcula artinia-

na y la sucesión es no creciente, tenemos que existe l2 ∈ N tal que al2 ∨ a = an ∨ a
para todo n ≥ l2.

Sea N = max{l1, l2}. Sabemos que las sucesiones {ai ∧ a}i∈N y {ai ∨ a}i∈N se esta-

cionan para n ≥ N . Sean b = aN ∧ a = aN+1 ∧ a = ... y c = aN ∨ a = aN+1 ∨ a = ....

Entonces b ≤ aN+1 ≤ aN ≤ c y usando la modularidad de L tenemos que aN+1 =

aN+1 ∧ c = aN+1 ∧ (aN ∨ a) = aN ∨ (a ∧ aN+1) = aN ∨ (a ∧ aN) = aN . Similarmente

probamos que aN = aN+1 = aN+2 = ....

El caso para L noetheriana es dual. �

4.2. Ret́ıculas Noetherianas

Proposición 4.2.1 Sea L una ret́ıcula. Todo elemento a ∈ L es compacto si y sólo

si la ret́ıcula es noetheriana.

Demostración.

⇒) Supongamos que todo elemento en L es compacto y sea a1 ≤ a2 ≤ ... una sucesión

no decreciente en L. Sea A = {an : n ∈ N} y tomemos c =
∨
A =

∨
n∈N an. Como

c ≤
∨

n∈N an y c es compacto existe F ⊆ A finito tal que c ≤
∨
F . Como F es

finito y subconjunto de una cadena existe aN ∈ F tal que
∨
F = aN . Entonces∨

n∈N an = c ≤ aN , de donde aN = an para toda n ≥ N .

⇐) Sea c ∈ L y ∅ 6= U ⊆ L tal que c ≤
∨
U . Por el Lema 4.1.2 existe F0 ⊆ U finito

tal que
∨
F0 =

∨
U . Entonces c ≤

∨
F0, por lo tanto c es compacto. �

Definición 4.2.2 Una ret́ıcula L es E-complementada si para cada a ∈ L, existe

b ∈ L tal que a ∧ b = 0 y a ∨ b ∈ E(L).

Lema 4.2.3 Sea L una ret́ıcula. Consideremos los siguientes enunciados:

a) L es noetheriana.

b) L tiene dimensión uniforme finita.

c) L es E-complementada.

Entonces a)⇒ b)⇒ c)
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Demostración.

a) ⇒ b) Supongamos que L es noetheriana pero que L no tiene dimensión uni-

forme finita. Por el Teorema 3.0.12 existe un subconjunto no vaćıo independiente

{xn}n∈N ⊆ L. Consideremos la cadena ascendente en L

x1 ≤ x1 ∨ x2 ≤ (x1 ∨ x2) ∨ x3 ≤ ...

Como L es noetheriana existe n ∈ N donde la sucesión se estaciona. En particu-

lar, x1 ∨ ... ∨ xn = (x1 ∨ ... ∨ xn) ∨ xn+1 y como xn+1 ≤ xn+1, concluimos que

xn+1 ≤ (x1 ∨ ... ∨ xn) ∧ xn+1 = 0 por ser {xn}n∈N un conjunto independiente. Se

sigue que xn+1 = 0, lo cual contradice que {xn}n∈N sea un conjunto independiente.

Por lo tanto, L tiene dimensión uniforme finita.

b) ⇒ c) Consideremos a ∈ L. Si a ∈ E(L) ya terminamos pues 0 ∈ L y a ∧ 0 = 0,

a ∨ 0 = a ∈ E(L).

Si a /∈ E(L) existe 0 6= b1 ∈ L tal que a ∧ b1 = 0. Ahora si a ∨ b1 ∈ E(L) ya

terminamos, en otro caso existe b2 6= 0 tal que (a ∨ b1) ∧ b2 = 0. Como a ∧ b1 = 0 y

(a∨ b1)∧ b2 = 0, por Lema 4.1.13, tenemos que a∧ (b1 ∨ b2) = 0 y b1 ∧ (a∨ b2) = 0.

Por lo tanto el conjunto {a, b1, b2} es independiente.

Repitiendo este argumento podemos construir el conjunto {a, b1, b2, ...}, el cual es in-

dependiente por la Proposición 3.0.3. Por b) existe k ∈ N tal que a∧(b1∨...∨bk) = 0

y a ∨ (b1 ∨ ... ∨ bk) ∈ E(L). �

Proposición 4.2.4 Sea L una ret́ıcula tal que para todo x ∈ E(L) tenemos que x

es compacto. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

a) L es noetheriana.

b) L tiene dimensión uniforme finita.

c) L es E-complementada.

Demostración.

Por el Lema 4.2.3 resta probar c)⇒ a).

Sea a ∈ L, de c) tenemos que a tiene E-complemento, es decir, existe b ∈ L tal que

a ∧ b = 0 y a ∨ b ∈ E(L). Por hipótesis a ∨ b es compacto.

Consideremos ∅ 6= S ⊆ L tal que a =
∨
S, entonces a∨ b = (

∨
S)∨ b =

∨
(S∪{b}).

Como a ∨ b es compacto, existe F ⊆ S finito tal que a ∨ b = (
∨
F ) ∨ b. Observemos

que
∨
F ≤ a pues F ⊆ S y

∨
S = a. Usando la modularidad en la última igualdad

tenemos que
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a = a∨0 = a∨(a∧b) = (a∨b)∧a = ((
∨
F )∨b)∧a = (

∨
F )∨(a∧b) = (

∨
F )∨0 =

∨
F .

Por lo tanto todo elemento en L es compacto. Por la Proposición 4.2.1, L es una

ret́ıcula noetheriana. �

Corolario 4.2.5 Sea L una ret́ıcula. Entonces L es noetheriana si y sólo si L es

E-complementada y todo elemento esencial de L es compacto. �

Lema 4.2.6 Sea L una ret́ıcula continua superiormente. Entonces L es E-complementada.

Demostración.

Sea a ∈ L. Consideremos S = {b ∈ L : a ∧ b = 0}, S 6= ∅ pues 0 ∈ S. Sean

{ci : i ∈ I} ⊆ S una cadena en S y c =
∨

i∈I ci. Ahora, como L es continua supe-

riormente tenemos que a ∧ c = a ∧ (
∨

i∈I ci) =
∨

i∈I(a ∧ ci) = 0. Por el Lema de

Zorn, existe un elemento máximo u ∈ S. Afirmamos que a ∨ u es esencial en L.

Supongamos que (a∨u)∧x = 0 para algún x ∈ L. Como a∧u = 0, por el lema 4.1.3,

tenemos que a∧ (u∨x) = 0. De lo anterior u∨x ∈ S, pero u ≤ x∨u y u es máximo

en S, por lo tanto x ∨ u = u, de donde x ≤ u. Finalmente, x = (a ∨ u) ∧ x = 0, por

lo que a ∨ u ∈ E(L), de manera que L es E-complementada. �

Corolario 4.2.7 Sea L una ret́ıcula continua superiormente. Entonces L es noet-

heriana si y sólo si todo elemento esencial en L es compacto. �

Lema 4.2.8 Sean L una ret́ıcula y k un entero positivo. Entonces

i) Si t ∈ S(L), entonces s ∈ S(L) para todo s ≤ t;

ii) Si s1, ..., sk ∈ S(L), entonces s1 ∨ s2 ∨ ... ∨ sk ∈ S(L)

Demostración.

i) Sean t ∈ S(L) y s ≤ t. Consideremos u ∈ L − {1}, como s ≤ t tenemos que

s ∨ u ≤ t ∨ u 6= 1 pues t es superfluo. Por lo tanto para todo u < 1 s ∨ u < 1,

es decir, u ∈ S(L).

ii) Lo haremos para k = 2, el resto se sigue por inducción. Sean s1, s2 ∈ S(L)

y u ∈ L − {1}, entonces (s1 ∨ s2) ∨ u = s1 ∨ (s2 ∨ u). Como s2 es superfluo

s2 ∨ u 6= 1 y como s1 es superfluo y s2 ∨ u 6= 1, tenemos que s1 ∨ (s2 ∨ u) 6= 1.

�

Proposición 4.2.9 Sea L una ret́ıcula compactamente generada. Entonces la su-

bret́ıcula [0, Rad(L)] es noetheriana si y sólo si L satisface la condición de cadena
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ascendente sobre sus elementos superfluos.

Demostración.

⇒) Como L es compactamente generada, por el Teorema 2.0.23, Rad(L) =
∨
S(L).

Por definición de supremo tenemos que s ≤ Rad(L) para todo s ∈ S(L). Sea {si}i∈N
una cadena ascendente de elementos superfluos en L, entonces esta es una cadena

ascendente en [0, Rad(L)] que es noetheriano, por lo tanto la cadena se estaciona.

⇐) Como L satisface la condición de cadena ascendente sobre los elementos super-

fluos, existe un elemento superfluo máximo x ∈ L.

Como x ∈ S(L) y L es compactamente generada tenemos que x ≤ Rad(L). Supon-

gamos que x 6= Rad(L). Entonces existe s ∈ S(L) tal que s /∈ [0, x]. Por el Lema

4.2.8 ii), x∨ s ∈ S(L) y como x ≤ x∨ s, por la maximalidad tenemos que x∨ s = x.

Entonces s ∈ [0, x] y esto es una contradicción, de manera que x = Rad(L). Enton-

ces dado y ∈ [0, Rad(L)], tenemos que y ≤ Rad(L) y por el Lema 4.2.8 i), y ∈ S(L).

Por lo tanto [0, Rad(L)] ⊆ S(L).

Finalmente, como todos los elementos en [0, Rad(L)] son superfluos y L satisface

la CCA sobre sus elementos superfluos, podemos concluir que [0, Rad(L)] es noethe-

riano. �

Proposición 4.2.10 Sea L una ret́ıcula compactamente generada. Entonces los si-

guientes enunciados son equivalentes:

i) [0, Rad(L)] tiene dimensión uniforme finita.

ii) Existe un entero positivo k tal que para todo s ∈ S(L) tenemos que u −
dim[0, s] ≤ k.

iii) L no contiene un subconjunto independiente infinito de elementos superfluos

distintos de cero.

Demostración.

i) ⇒ ii) Sea s ∈ S(L). Como L es compactamente generada, por el teorema

2.0.23, tenemos que Rad(L) =
∨
S(L), por lo que s ≤ Rad(L). Se sigue que

u − dim[0, s] ≤ u − dim[0, Rad(L)]. Sea k = u − dim[0, Rad(L)], entonces [0, s]

tiene dimensión uniforme acotada por k.

i) ⇒ ii) Sea {s1, s2, ...} ⊆ S(L) un subconjunto independiente infinito de elemen-

tos no cero en L. Sea k un entero positivo. Por el Lema 4.2.8 ii), tenemos que

s1 ∨ ... ∨ sk+1 ∈ S(L) y además u − dim[0, s1 ∨ ... ∨ sk+1] > k pues al menos tiene

un subconjunto independiente de k + 1 elementos. Esto contradice el hecho de que

u− dim[0, s] es acotada para todo s ∈ S(L).
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iii) ⇒ i) Supongamos que [0, Rad(L)] no tiene dimensión uniforme finita. Por el

teorema 3.0.12, existe un conjunto infinito e independiente con elementos no cero

{x1, x2, ...} ⊆ [0, Rad(L)].

Como L es compactamente generada, [0, Rad(L)] también es compactamente gene-

rado. Entonces dado xi ≤ Rad(L) existen kij compactos en [0, Rad(L)] tales que∨
j∈I kij = xi. Tomemos ki ≤ xi con ki ∈ {kij : j ∈ I}.

Por el Lema 2.0.22, como ki ≤ Rad(L) y ki es compacto entonces ki ∈ S(L). Afirma-

mos que {k1, k2, ...}, donde ki ≤ xi para cada i ∈ N, es un subconjunto independiente

de elementos superfluos.

Sea {km1 , ..., kmn} ⊆ {k1, ...} un subconjunto finito. Por construcción kmi
≤ xmi

para

i ∈ i, ..., n, por lo que dado 1 ≤ j ≤ n tenemos que
∨

i 6=j kmi
≤

∨
i 6=j xmi

. Luego

kmj
∧
∨
i 6=j

kmi
≤ xmj

∧
∨
i 6=j

xmi
= 0

pues {xm1 , ..., xmn} es un subconjunto independiente. Por lo tanto {k1, ...} es un

subconjunto independiente infinito de elementos superfluos. �

4.3. Ret́ıculas Artinianas

Definición 4.3.1 Una ret́ıcula completa L es una ret́ıcula semiatómica si el 1 es el

supremo de un conjunto de átomos en L.

Definición 4.3.2 Una ret́ıcula L es finitamente cogenerada (o cocompacta), si para

todo X ⊆ L tal que
∧
X = 0 existe F ⊆ X finito tal que

∧
F = 0.

Lema 4.3.3 Sea L una ret́ıcula. Entonces L es artiniana si y sólo si para todo

1 6= a ∈ L la subret́ıcula [a, 1] es cocompacta.

Demostración.

⇒) Cada subret́ıcula de una ret́ıcula es artiniana es artiniana, por lo tanto cocom-

pacta.

⇐) Consideremos {an}n∈N una cadena de elementos en L descendente. Sea a =∧
n∈N an, entonces {an}n∈N es un subconjunto de [a, 1]. La subret́ıcula [a, 1] es co-

compacta, por lo que existe F ⊆ N finito tal que a =
∧

n∈F an. Como
∧

n∈F an = am

con m ∈ F , por ser una cadena finita, tenemos que am = a y con esto am+l = am

para toda l ∈ N, por lo que L es artiniana. �

El siguiente resultado, cuya prueba omitiremos, se encuentra en [3]. El lector puede

consultar ah́ı la prueba. Sea L una ret́ıcula semiatómica y compactamente generada.

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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i) L es compacta.

ii) L es finitamente cogenerada.

iii) 1 es el supremo de un conjunto finito e independiente de átomos. �

Corolario 4.3.4 Sea L ret́ıcula semiatómica y compactamente generada. Los si-

guientes enunciados son equivalentes:

i) L es compacta.

ii) L es finitamente cogenerada.

iii) 1 es el supremo de un conjunto finito e independiente de átomos.

iv) L es artiniana.

Demostración.

iv)⇒ ii) Es clara.

iii) ⇒ iv) Supongamos que 1 =
∨n

i=1 ai donde {a1, ..., an} es un conjunto indepen-

diente de átomos. Procedamos por inducción sobre n.

Para n = 1 no hay nada que probar. Hagamos la prueba para n = 2. Supongamos

que 1 = a1 ∨ a2 con a1, a2 átomos. Tenemos que [a1 ∧ a2, a1] = [0, a1] que es una

ret́ıcula artiniana pues a1 es átomo. Por la modularidad, [0, a2] = [a1 ∧ a2, a2] ∼=
[a1, a1∨ a2] = [a1, 1]. Por lo tanto, la ret́ıcula [a1, 1] es artiniana. Por la proposición

4.1.5, L es una ret́ıcula artiniana.

Supongamos el resultado válido para n y probémoslo para n + 1. Supongamos que

1 =
∨n+1

i=1 ai con {ai}n+1
i=1 un conjunto de átomos independientes.

Consideremos la ret́ıcula [0,
∨n

i=1 ai], tenemos que {ai}ni=1 es un conjunto indepen-

diente de átomos en [0,
∨n

i=1 ai]. Por hipótesis de inducción, [0,
∨n

i=1 ai] es una ret́ıcu-

la artiniana.

Por otro lado, tenemos que [0, an+1] = [(
∨n

i=1 ai)∧an+1, an+1] pues {ai}n+1
i=1 es un con-

junto independiente. Por la modularidad, [(
∨n

i=1 ai)∧an+1, an+1] ∼= [
∨n

i=1 ai, (
∨n

i=1 ai)∨
an+1] = [

∨n
i=1 ai, 1], de manera que [0, an+1] ∼= [

∨n
i=1 ai, 1]. Concluimos que [

∨n
i=1 ai, 1]

es una ret́ıcula artiniana.

Finalmente, como [0,
∨n

i=1 ai] y [
∨n

i=1 ai, 1] son ret́ıculas artinianas, por la Proposi-

ción 4.1.5, L es artiniana.

Lema 4.3.5 Sea L una ret́ıcula compactamente generada que satisface la condición

de cadena descendente (CCD) sobre sus elementos superfluos. Si f es compacto en

[0, Rad(L)], entonces [0, f ] es artiniana.
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Demostración.

Sea f un elemento compacto en [0, Rad(L)]. Como L es compactamente genera-

da, Rad(L) =
∨
S(L). Concluimos que f ≤

∨
S(L). Como f es compacto en

[0, Rad(L)], existen s1, ..., sn ∈ S(L) tales que f ≤
∨n

i=1 si. Usando la parte ii)

del Lema 4.2.8 tenemos que
∨n

i=1 si ∈ S(L). Ahora, por la parte i) del mismo Lema,

f es superfluo. Finalmente, como todo elemento en [0, f ] es superfluo tenemos que

[0, f ] es artiniana pues por hipótesis cumple la CCD. �

Lema 4.3.6 Sea L una ret́ıcula compactamente generada que satisface la CCD sobre

sus elementos superfluos. Entonces, para todo k < Rad(L), el zoclo de [k,Rad(L)]

es un elemento esencial de [k,Rad(L)].

Demostración.

Sea k < Rad(L) y supongamos que Zoc([k,Rad(L)]) = t. Sea h ∈ [k,Rad(L)] tal

que t ∧ h = k. Veamos que h = k.

Supongamos que k < h. Como [0, Rad(L)] es compactamente generada, existe un

elemento compacto no cero x ∈ [0, Rad(L)] tal que x ≤ h pero x /∈ [0, k]. Por el

Lema 4.3.4, [0, x] es una ret́ıcula artiniana. Ahora, por el Teorema 1.1.20, [x∧k, x] ∼=
[k, x∨k], por lo tanto [k, x∨k] es una ret́ıcula artiniana no cero. Por el Lema 4.1.5,

[k, k∨x] tiene un átomo p. Notemos que k < p ≤ x∨k ≤ h por construcción. Como

p es átomo en [k,Rad(L)], tenemos que p ≤ t. Por lo tanto k < p ≤ t ∧ h, lo cual

contradice que t ∧ h = k. Entonces k = h y t es esencial en [k,Rad(L)]. �

Lema 4.3.7 Sean L una ret́ıcula compactamente generada y a ∈ L. Si a es com-

pacto en [0, a] entonces a es compacto en L.

Demostración.

Como L es compactamente generada, a =
∨
U , donde U es un conjunto de elemen-

tos compactos en L. Como a es compacto en [0, a], a =
∨n

i=1 ai con ai ∈ U para

1 ≤ i ≤ n. Por la Proposición 1.2.7, a es compacto en L. �

Lema 4.3.8 Sea L una ret́ıcula compactamente generada que satisface la CCD sobre

sus elementos superfluos. Supongamos que el conjunto

Ω = {ai : 0 ≤ ai ≤ Rad(L) y [ai, Rad(L)] no es finitamente cogenerado}

es no vaćıo. Entonces:

i) Ω tiene un elemento mı́nimo p, que es un elemento superfluo en L.

ii) Si Zoc([p,Rad(L)]) = s, entonces s no es compacto en [p,Rad(L)] y s es

superfluo en L.



CAPÍTULO 4. RETÍCULAS NOETHERIANAS Y ARTINIANAS 32

Demostración.

i) Sea Γ una cadena en Ω. Consideremos c =
∧

ci∈Γ ci, si c /∈ Ω entonces

[c, Rad(L)] es finitamente cogenerado. Luego, ya que ci ∈ [c, Rad(L)] para

todo ci ∈ Γ, tenemos que existe F ⊆ Γ finito tal que c =
∧

ci∈F ci. Como

Γ es una cadena existe cj ∈ F tal que cj =
∧

ci∈F ci. Por lo tanto c = cj,

y esto contradice el hecho de que [cj, Rad(L)] es finitamente cogenerado pues

[cj, Rad(L)] = [c, Rad(L)]. Por el dual al Lema de Zorn, Ω tiene un elemento

mı́nimo p.

Sea Zoc([p,Rad(L)]) = s. Por el Lema 4.3.6, tenemos que s es esencial en

[p,Rad(L)]. Por lo tanto s no es un elemento compacto de [p,Rad(L)]. En

caso contrario, por ser s esencial y compacto, por [3,Teorema 11.2], tenemos

que [p,Rad(L)] es finitamente cogenerado lo que contradice que p ∈ Ω.

Sea q ∈ L tal que p∨q = 1. Entonces como p ≤ s, por la modularidad, tenemos

que s = s ∧ 1 = s ∧ (p ∨ q) = p ∨ (s ∧ q). De lo anterior y el Lema 1.1.20 se

sigue que

[p, s] = [p, p ∨ (s ∧ q)] ∼= [p ∧ q, s ∧ q] (4.1)

Supongamos que p ∧ q 6= p, entonces p ∧ q < p y por la definición de Ω

[p ∧ q, Rad(L)] es una ret́ıcula finitamente cogenerada.

Sea α = Zoc([q∧p,Rad(L)]). Como [p∧q, Rad(L)] es finitamente cogenerada,

tenemos que α es compacto y esencial en [q∧p,Rad(L)] por [3,Teorema 11.2].

Observemos que [p∧q, α] es compactamente generada, semiatómica y compacta.

Por el Corolario 4.3.4, [p ∧ q, α] es una ret́ıcula artiniana. Como [p,Rad(L)]

es una subret́ıcula de [p ∧ q, Rad(L)] entonces α es esencial en [p,Rad(L)].

Luego, tenemos que, por Teorema 2.0.15, s ≤ α.

Usando la modularidad tenemos que s∧q ≤ p∨(s∧q) = s∧(p∨q) = s∧1 = s ≤
α ≤ Rad(L), por lo que [p∧q, s∧q] también es una ret́ıcula artiniana. Usando el

isomorfismo (3) tenemos que [p, s] también es una ret́ıcula artiniana. Entonces

por el Corolario 4.3.4, s es un elemento compacto en [p, s]. Como [p,Rad(L)]

es compactamente generada, por el Lema 4.3.7, s también es compacto en

[0, Rad(L)], lo cual es una contradicción.

Por lo tanto p ∧ q = p y entonces p ≤ q, de aqúı q = q ∨ p = 1. Concluimos

que p ∈ S(L).

ii) Que s no es compacto en [p,Rad(L)] lo probamos en 1). Sea v ∈ L tal que

s ∨ v = 1. Además como [p, s] es una ret́ıcula semiatómica y compactamente

generada, por [3,Corolario 6.3], tenemos que [p ∨ (s ∧ v), s] también es una

ret́ıcula semiatómica. Por el Teorema 1.1.20 y la modularidad tenemos que
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[p∨ v, 1] = [p∨ v, s∨ v] = [p∨ v, s∨ (p∨ v)] ∼= [s∧ (p∨ v), s] = [p∨ (s∧ v), s].

Se sigue que [p∨v, 1] es semiatómica. Supongamos que 1 6= p∨v. Por [3,Lema

6.12], existe un elemento máximo w ∈ [p ∨ v, 1]. Claramente w es máximo en

L y v ≤ w. Por lo tanto 1 = s ∨ v ≤ s ∨ w. Pero s ≤ Rad(L) ≤ w pues

Rad(L) =
∧
{t : t es máximo en L}. Concluimos que w = 1, lo cual es una

contradicción. Entonces 1 = p ∨ v y como p es superfluo tenemos que v = 1,

por lo que s ∈ S(L). �

Teorema 4.3.9 Sea L una ret́ıcula compactamente generada. Entonces los siguien-

tes enunciados son equivalentes.

i) [0, Rad(L)] es una ret́ıcula artiniana.

ii) Para todo elemento superfluo a de L la subret́ıcula [0, a] es artiniana.

iii) L satisface la CCD sobre sus elementos superfluos.

Demostración.

i) ⇒ ii) Se sigue de que Rad(L) =
∨
S(L), y por lo tanto para cada a ∈ S(L),

tenemos que [0, a] ⊆ [0, Rad(L)] y de aqúı [0, a] es artiniana.

ii) ⇒ iii) Consideremos a1 ≥ a2 ≥ .... una cadena descendente de elementos su-

perfluos en L. Ahora ai ∈ [0, a1] para toda i ∈ N y como [0, a1] es artiniana, existe

k ∈ N tal que ak = ak+i para toda i, es decir, la cadena {ai}i∈N se estaciona.

iii)⇒ i) Supongamos que [0, Rad(L)] no es artiniano. Por Lema 4.3.3, existe g ∈ L
con g ≤ Rad(L) tal que [g,Rad(L)] no es finitamente cogenerado. Esto implica que

Ω = {ai : 0 ≤ ai ≤ Rad(L) y [ai, Rad(L)] no es finitamente cogenerado}

es no vaćıo. Luego, por el Lema 4.3.7, existe un elemento mı́nimo p ∈ Ω tal que

Zoc([p,Rad(L)]) = s ∈ S(L) y s no es compacto en [p,Rad(L)]. Como s ∈ S(L), por

iii), la subret́ıcula [0, s] es artiniana. Entonces, por el Corolario 4.3.4, [0, s] es com-

pacta y por el Lema 4.3.7, s es compacto en [p,Rad(L)]. Esto es una contradicción,

de manera que [0, Rad(L)] es una ret́ıcula artiniana. �

Corolario 4.3.10 Sea L una ret́ıcula compactamente generada. Si [s, 1] es finita-

mente cogenerado para todo s ∈ S(L), entonces [0, Rad(L)] es una ret́ıcula artiniana.

Demostración.

Consideremos la cadena descendente

x1 ≥ x2 ≥ ....
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de elementos superfluos en L. Sea x =
∧

i∈N xi, entonces x es superfluo en L por el

Lema 4.2.8 i). Por hipótesis [x, 1] es finitamente cogenerado, luego existe n ∈ N tal

que x =
∧n

i=1 xi = xn. Entonces L cumple la CCD sobre sus elementos superfluos,

y por el Teorema 4.3.8, [0, Rad(L)] es una ret́ıcula artiniana. �
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