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Resumen

Una estructura geométrica uniformizable ortogonal es una estructura geométrica local-
mente modelada en una cuádrica, dada por la acción de un grupo kleiniano. Uno de los
primeros ejemplos de una variedad compacta de dimensión compleja tres con una estructura
geométrica uniformizable ortogonal fue construido por A. Guillot. En esta tesis encontra-
mos otras estructuras geométricas uniformizables ortogonales en la misma variedad que son
perturbaciones de ésta. Encontramos también un caso análogo para estructuras geométricas
proyectivas.
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Capítulo 1

Introducción

Desde el punto de vista geométrico, el estudio de grupos kleinianos es interesante, entre
otras razones, porque nos ayuda a encontrar variedades cociente de la misma dimensión a la
del espacio original.

Dado un grupo actuando en un espacio topológico, G ◊ X æ X, el espacio de órbitas
G \ X hereda siempre la topología cociente de manera que la aplicación cociente X æ G \ X
es continua. Una situación más interesante surge si nos preguntamos si otras estructuras
también se heredan, por ejemplo X, puede ser una variedad topológica, diferenciable, com-
pleja o estar localmente modelada en alguna geometría. Es bien sabido que si G es un grupo
discreto que actúa en un abierto invariante U de X preservando la estructura (es decir, por
homeomorfismos, difeomorfismos, biholomorfismos o preservando localmente la geometría)
y de manera libre y propiamente discontinua, entonces el espacio de órbitas G \ U hereda
la estructura local de X (es decir, es una variedad topológica, diferenciable, compleja o lo-
calmente modelada en la geometría) de manera que la aplicación cociente U æ G \ U es un
cubriente y preserva localmente la estructura.

Geométricamente, uno de los principales problemas en la teoría de grupos kleinianos con-
siste en encontrar un abierto invariante, tan grande como sea posible, en el que un grupo
actúa de manera propiamente discontinua.

Los ejemplos más estudiados hasta ahora de grupos kleinianos, que en esta tesis llamamos
clásicos, son los subgrupos discretos de transformaciones de Möbius actuando en la esfera de
Riemann y en el espacio hiperbólico. Esta teoría nos regala una receta para calcular el abierto
invariante más grande donde un grupo discreto actúe de manera propiamente discontinua,
el complemento del conjunto límite clásico, que se define como la cerradura de la unión de
los puntos límite de todas las órbitas. Este abierto se llama dominio de discontinuidad del
grupo y lo denotamos como �.

Las tranformaciones de Möbius son las transformaciones conformes de la esfera de Rie-
mann que preservan la orientación, los biholomorfismos del espacio proyectivo complejo de
dimensión uno y las tranformaciones proyectivas que preservan la cuádrica no degenerada
del espacio proyectivo complejo de dimensión dos (ver el Apéndice A y el Teorema A.0.16).

9
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Entonces existen, al menos, tres generalizaciones naturales a dimensiones más altas de los
grupos kleinianos clásicos:

Un grupo kleiniano conforme es un subgrupo discreto del grupo Conf+(Sn) de auto-
morfismos conformes de la esfera Sn que preservan la orientación, que actúa de manera
propiamente discontinua en algún abierto invariante no vacío de Sn.

Un grupo kleiniano complejo es un subgrupo del grupo PSL(n+1,C) de transformacio-
nes proyectivas del plano proyectivo complejo CPn, que actúa de manera propiamente
discontinua en algún abierto invariante no vacío de CPn.

Un grupo kleiniano ortogonal es un subgrupo discreto del grupo PO(n + 2,C) de trans-
formaciones proyectivas que preservan la cuádrica no degenerada Q

n

de CPn+1 (ver el
Apéndice A y el Teorema A.0.16) y que actúa de manera propiamente discontinua en
algún abierto invariante no vacío de esta cuádrica.

Decimos que un grupo kleiniano � de cualquiera de los tipos anteriores es de Schottky si
existe un conjunto finito {s1, . . . , s

g

} de generadores de � y una colección {C1, D1, . . . , C
g

, D
g

}
de abiertos de Sn, CPn o Q

n

, respectivamente, con cerraduras ajenas, tales que para todo
i = 1, . . . , g, s

i

(Cc

i

) = D
i

.

La estructura geométrica (ver a Goldman en [8]) determinada por el cociente de un grupo
kleiniano conforme, complejo u ortogonal, es llamada estructura geométrica uniformizable
conforme, compleja u ortogonal, respectivamente.

El estudio geométrico de los grupos kleinianos complejos y de los grupos kleinianos orto-
gonales es complicado porque no existe una buena definición de dominio de discontinuidad
para estos casos. Intentos de definirlo como el complemento del conjunto límite clásico o el
abierto más grande en el que la acción es discontinua, producen ejemplos sencillos en los que
falla la maximalidad; o bien, en los que la acción no es propiamente discontinua. También
es difícil construir ejemplos de grupo discretos.

Los grupos kleinianos conformes son los más entendidos hasta ahora. Un resumen com-
pleto se puede encontrar en [15].

Algunos de los primeros ejemplos de grupos kleinianos complejos fueron dados por Kato
en [17], Lárusson en [21], Nori en [26] y J. Seade y A. Verjovsky en [31]. Desde entonces,
muchos han estudiado la geometría y dinámica de los grupos kleinianos complejos. En esta
tesis encontramos ejemplos de grupos kleinianos complejos de dimensión tres.

Los grupos kleinianos ortogonales han sido los menos estudiados hasta ahora. Uno de los
primeros ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimensión tres fue dado por A. Guillot
en [12, p. 224]. Llamamos la variedad de Guillot y la estructura geométrica de Guillot a la
variedad cociente y a la estructura geométrica correspondientes de los ejemplos de Guillot.

En esta tesis encontramos otros ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimensión
tres y un resultado análogo para grupos kleinianos complejos. Mientras se preparaba esta
tesis, de manera independiente y utilizando otras técnicas, F. Guéritaud, O. Guichard, F.
Kassel y A. Wienhard encontraron ejemplos similares a algunos de los ejemplos que encon-
tramos en esta tesis de grupos kleinianos ortogonales de dimensión tres (ver Teorema 4.1 y
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Observación 4.3 de [11, p. 68]).

Mostramos también que los ejemplos encontrados en esta tesis de grupos kleinianos orto-
gonales inducen estructuras geométricas ortogonales que son perturbaciones de la estructura
geométrica de A. Guillot. Encontramos también un resultado análogo para estructuras geo-
métricas proyectivas.

A continuación, enunciaremos los resultados principales de esta tesis.

Teorema 1.0.1 Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano clásico, convexo-cocompacto, sin tor-
sión y con dominio de discontinuidad � en CP1. Consideremos la única extensión de la
acción de SL(2, C) ◊ SL(2, C) en SL(2, C) dada por

1
(g, h), x

2
‘æ gxh≠1 a la cuádrica no

degenerada y de dimensión tres del espacio proyectivo complejo, definida por la ecuación
z1z5 ≠z2z4 ≠z2

3 = 0. Entonces, existe un abierto U� de esta cuádrica tal que para todo homo-
morfismo de grupos u : � æ SL(2,C) suficientemente cercano al homomorfismo constante,
U� es un abierto maximal en el que �

u

:=
;1

“, u(“)
2

: “ œ �
<

actúa de manera propiamente
discontinua. Además, para todos los homomorfismos de grupos u, todos los cocientes �

u

\ U�
son compactos y difeomorfos entre sí.

Los ejemplos construidos por Guillot corresponden al cociente �
I

\ U�, donde I es el
homomorfismo identidad.

El grupo SL(2, C) ◊ SL(2, C) es un recubrimiento doble de un subgrupo en PO(5,C)
isomorfo a SO(4,C). El grupo �

u

se inyecta en este último, por lo que se puede considerar
como subgrupo de PO(5,C). La acción de SL(2, C) ◊ SL(2, C) en la cuádrica no degenerada
Q3 de CP4 (ver el Apéndice A y el Teorema A.0.16) es, en realidad, una acción de SO(4,C).

Si � es un grupo kleiniano clásico, se puede ver que, mediante la inclusión de SL(2, C) a
SL(2, C) ◊ SL(2, C) como el primer factor y la proyección subsecuente a SO(4,C), el grupo
� se puede considerar como un subgrupo de PO(5,C).

En esta tesis, demostraremos que si � es un grupo de Schottky clásico, actúa como grupo
de Schottky ortogonal en Q3.

Teorema 1.0.2 Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano clásico, convexo-cocompacto, sin tor-
sión y con dominio de discontinuidad � en CP1. Consideremos el espacio CP3 como la
proyectivización de las matrices complejas de 2 ◊ 2 y la acción de SL(2, C) ◊ SL(2, C) en
él dada por

1
(g, h), [x]

2
‘æ gxh≠1. Entones, existe un abierto V� µ CP3 tal que para todo

morfismo de grupos u : � æ SL(2,C) suficientemente cercano del morfismo constante, V�

es un abierto maximal en el que �
u

:=
;1

“, u(“)
2

: “ œ �
<

actúa de manera propiamente
discontinua. Además, para todos estos morfismos u, los cocientes �

u

\ U� son difeomorfos
entre sí.

La variedad �
u

\ V� con su correspondiente estructura compleja ortogonal, fue también
encontrada por A. Guillot.

El grupo SL(2, C)◊SL(2, C) es un recubrimiento cuatro a uno de un subgrupo en PO(4,C)
isomorfo a PSO(4,C). El grupo �

u

se inyecta en este último, por lo que se puede considerar
como subgrupo de PSO(4,C). La acción de SL(2, C) ◊ SL(2, C) en CP3, en realidad, es una
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acción de PSO(4,C).

La topología en el espacio de morfismos de � en SL(2,C) considerada en los Teoremas
1.0.1 y 1.0.2 es la topología compacto-abierta. Claramente, si el homomorfismo u es cercano al
homomorfismo constante, el homomorfismo “ ‘æ

1
“, u(“)

2
es cercano al homomorfismo “ ‘æ

1
“, I

2
. Entonces el grupo �

u

del Teorema 1.0.1 determina una única estructura geométrica
ortogonal uniformizable, en la variedad de Guillot, cercana a la de Guillot.

Si u y v son cercanos al homomorfismo constante, las estructuras geométricas determina-
das por �

u

y �
v

son la misma si y sólo si u y v son conjugados. El mismo fenómeno sucede
en el contexto del Teorema 1.0.2.

Para demostrar el Teorema 1.0.1 consideraremos la acción de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en Q3,
un grupo � µ SL(2,C), un homomorfismo u : � æ SL(2,C) y el grupo �

u

, como en la
hipótesis de este Teorema. Luego seguiremos los siguientes pasos:

Paso I: Mostraremos primero que la cuádrica de dimensión dos Q2 (ver el Apéndice A
y el Teorema A.0.16) está contenida en Q3, que

� := Q3 ≠ Q2

es biholomorfo a SL(2,C) y Q2 es biholomorfo a CP1 ◊ CP1.

Paso II: Generalizaremos el Lema 2.1 de E. Ghys en [7, p. 119] para mostrar que �
u

ac-
túa de manera uniformemente propiamente discontinua en � (con esto queremos decir que,
para todo compacto, las longitudes de los �

u

-trasladados de este compacto que lo intersecan
están acotadas y la cota no depende de u), para todo u suficientemente cercano al morfismo
constante.

Paso III: Luego consideraremos la acción
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
◊

1
CP1 ◊ CP1

2
æ

1
CP1 ◊ CP1

2

1
(g, h), (z, w)

2
‘æ

1
g(z), h(w)

2
. (1.1)

Recordaremos que existe un biholomorfismo
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
-equivariante de Q2

sobre CP1 ◊ CP1. Por lo tanto, la preimagen de � ◊ CP1 bajo este biholomorfismo es un
abierto invariante de Q2 en el que �

u

actúa uniformemente propiamente discontinua.

Paso IV: Luego generalizaremos y desarrollaremos algunas ideas de Ch. Frances en [6]
para estudiar la dinámica de compactos de Q3 bajo sucesiones divergentes de �

u

. En par-
ticular, mostraremos que �

u

actúa de manera uniformemente propiamente discontinua en
U� :=� fi

1
� ◊ CP1

2
, si u es un homomorfismo suficientemente cercano al homomorfismo

constante. Denotemos por Hom
1
�, SL(2,C)

2
al espacio de homomorfismos de � en SL(2,C).

Como � actúa en Hom
1
�, SL(2,C)

2
◊ U� (en cada fibra vertical sobre u actúa como lo hace
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�
u

en U�). Con esto hemos mostrado entonces, que existe una vecindad abierta V del mor-
fismo constante tal que � actúa de manera propiamente discontinua en V ◊ U�.

Paso V: Si V no tiene singularidades, entonces � \
1
V ◊ U�

2
æ V es un fibrado lo-

calmente trivial y se sigue el Teorema 1.0.1. Si V tiene singularidades, consideraremos una
resolución r : X æ V de una vecindad V del morfismo constante para construir una fibración
localmente trivial sobre X cuyas fibras son los cocientes �

u

\ U� y el Teorema 1.0.1 estará
mostrado en el caso general.

Para mostrar el Teorema 1.0.2 mostraremos que existe un biholomorfismo
1
SL(2,C) ◊

SL(2,C)
2
-equivariante, continuo y propio y una función abierta de Q3 sobre CP3. Finalmente,

empujaremos el conjunto U� del Teorema 1.0.1 para obtener el conjunto V� del Teorema 1.0.2.

Finalmente, construiremos también una función ” : Q3 æ H3 fi CP1 continua, abierta y
SL(2,C)-equivariante y mostraremos que es posible jalar cualquier grupo de Schottky clásico
de SL(2,C) a un grupo de Schottky ortogonal de dimensión tres.
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Capítulo 2

Acciones propiamente discontinuas

Es bien sabido que si un grupo discreto actúa de manera libre y propiamente discontinua
en una variedad, entonces, el espacio de órbitas es una variedad con la misma estructura que
la original, de manera que la aplicación cociente preserva la estructura.

En este Capítulo veremos las definiciones y los resultados básicos relacionados con las
acciones propiamente discontinuas, que utilizaremos más adelante en esta tesis.

2.1. Variedades cociente
Salvo que se especifique lo contrario, en esta Sección G será un subgrupo discreto de un

grupo de Lie G. También, a lo largo de esta Sección M será siempre una variedad diferenciable
y G ◊ M æ M una acción por difeomorfismos.

Decimos que G actúa en M de manera propiamente discontinua si para todo compacto
K µ M se tiene que {g œ G : gK fl K ”= ÿ} es finito.

Decimos que una sucesión (g
n

) de G es casi constante si es constante salvo, quizá, por un
número finito de índices. Al igual que Ch. Frances en [6, p. 889 ], decimos que una sucesión
(g

n

) de G diverge si se escapa de cualquier compacto, es decir, para todo compacto K µ G,
se tiene que g

n

œ K sólo para un número finito de n œ N. Decimos que la sucesión (y
n

) de
un espacio topológico es finita si toma sólo un número finito de valores y que es infinita si
toma un número infinito de valores.

Notemos que una sucesión divergente no puede tener subsucesiones casi constantes ya
que el conjunto formado por la constante asociada es un compacto K que cumpliría que
g

n

œ K para un número infinito de n œ N. Además, no es difícil verificar que las sucesiones
divergentes son infinitas.

Definición 2.1.1 Decimos que x œ M está dinámicamente relacionado con y œ M si existe
una sucesión divergente (g

n

) de G y una sucesión convergente (x
n

) de M , tales que x = ĺım x
n

y y = ĺım g
n

x
n

.

15
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Observación: Queremos aclarar que un elemento x œ M puede no estar relacionado
consigo mismo. De hecho, esta relación no es necesariamente reflexiva ni transitiva, pero sí
es simétrica. Para ver esto último, supongamos que x está dinámicamente relacionado con
y, entonces x = ĺım g

n

y
n

donde (g
n

) es divergente y (y
n

) es convergente. Sea y := ĺım y
n

y
z

n

:= g
n

y
n

, entonces y = ĺım g≠1
n

z
n

, donde x = ĺım z
n

y (g≠1
n

) es divergente, por lo que y
está dinámicamente relacionado con x. Lo anterior nos permite decir sin ambiguedad que
dos puntos están dinámicamente relacionados.

Definición 2.1.2 Decimos que y œ M es un punto de acumulación de la G-órbita del
compacto K µ M si toda vecindad de y interseca infinitos G-trasladados del compacto K.

El objetivo de esta Sección es mostrar el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.3 Si G es un grupo discreto que actúa por difeomorfismos en la variedad
diferenciable M , se tienen las siguientes equivalencias:

1. G actúa en M de manera propiamente discontinua.

2. Se tienen las siguientes dos condiciones:

a) Para todo x œ M existe una vecindad U de x tal que gU fl U = ÿ para todos
excepto para un número finito de elementos g œ G.

b) Para todo x, y œ M que no estén en la misma G-órbita, existen vecindades U de
x y V de y tales que gU fl V = ÿ para todo g œ G.

3. Para toda sucesión convergente (x
n

) de M y para toda sucesión divergente (g
n

) de G,
la sucesión (g

n

x
n

) es divergente.

4. No hay puntos dinámicamente relacionados en M , i.e. para toda sucesión convergen-
te (x

n

) de M y para toda sucesión divergente (g
n

) de G, se tiene que (g
n

x
n

) no es
convergente.

5. No hay puntos de acumulación de G-órbitas de compactos de M .

Empezaremos mostrando algunos resultados que nos ayudarán.

Proposición 2.1.4 Si G es un grupo discreto de un grupo de Lie G. Una sucesión de G es
divergente si y sólo si no tiene subsucesiones convergentes en G.

Demostración: Tenemos que una sucesión (g
n

) de G tiene subsucesiones convergentes
en G si y sólo si existe una sucesión creciente (n

i

)
i

de naturales tales que (g
ni)i

converge
en G. Esto sucede si y sólo si existe un compacto K de G y una sucesión creciente (n

i

)
i

de
naturales tales que para toda i œ N, g

ni œ K. Lo anterior sucede si y sólo si (g
n

) no es
divergente. ⇤

Proposición 2.1.5 Si G es un grupo discreto de un grupo de Lie G, se tiene que G es
cerrado; de hecho no tiene puntos de acumulación en G y toda sucesión de elementos distintos
de G es divergente.
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Demostración: Como G es discreto, no contiene ningún punto de acumulación en G.
Veremos ahora que tampoco tiene ninguno de estos puntos en G. Consideremos en G una
métrica riemanniana invariante bajo la multiplicación a la izquierda, denotemos por e a la
identidad del grupo y por d a la métrica de G inducida por la métrica riemanniana, sea

‘ := 1
2 ı́nf

“œG,“ ”=e

Ó
d(“, e)

Ô
.

Como � es discreto, entonces ‘ > 0. Entonces, si B
‘

(e) denota a la bola de radio ‘ y
centro en e, B

‘

(e) fl G = {e} y para todo “ œ G, la bola B
‘

(“) de radio ‘ y centro en “ es
igual a “B

‘

(e) y B
‘

(“) fl � = {“}. Se tiene que, para todo “, Â“ œ G, d(“, Â“) Ø 2‘, por lo
que ninguna sucesión infinita de G es de Cauchy. Por tanto, ninguna sucesión de elementos
distintos de G converge en G, i.e. toda sucesión de elementos distintos de G es divergente.
⇤

Recordemos que una función entre dos espacios topológicos es propia si la preimagen de
cualquier compacto es compacta.
Proposición 2.1.6 Una función continua f : M æ N entre dos espacios métricos es propia
si y sólo si para toda sucesión (x

n

) divergente, se tiene que (f(x
n

)) es divergente.
Demostración ∆) Supongamos que f : M æ N es propia. Supongamos que existe

una sucesión (x
n

) divergente tal que (f(x
n

)) no es divergente, entonces existe un compacto
K µ M tal que para un número infinito de índices n œ N, f(x

n

) œ K, entonces para un
número infinito de índices n œ N se tiene que x

n

está contenido en el compacto f≠1(K);
contradiciendo la hipótesis de que (x

n

) diverge.
≈) Supongamos que para toda sucesión divergente (x

n

) se tiene que (f(x
n

)) es divergen-
te. Sea K µ N un compacto cualquiera. Probaremos que toda sucesión infinita en f≠1(K)
contiene una subsucesión convergente en f≠1(K). Sea (x

n

) una sucesión infinita en f≠1(K),
entonces existe una subsucesión convergente, es decir, existe y œ K y una sucesión infinita
de enteros (n

i

)
i

tales que f(x
ni) æ y œ K, por lo que

1
f(x

n

)
2

no es una sucesión divergente
de N . Por lo tanto, por las hipótesis, (x

n

) no es divergente en M , es decir, contiene una
subsucesión (x

mj )j

convergente en M . Afirmamos que tal límite está en K. Para verlo, su-
pongamos x

mj æ x, entonces por continuidad f(x
mj ) æ f(x). Aunque no podemos afirmar

que y = f(x) ya que, en principio, la sucesión (x
ni) es diferente a la sucesión (x

mj )j

, sí
podemos afirmar que f(x) œ K, ya que K es un compacto de un Hausdor� y, por tanto,
cerrado y f(x) es el límite de puntos en K, por lo que x œ f≠1(K). Por lo tanto, f≠1(K) es
compacto. ⇤

Sea (g
n

) una sucesión divergente de G, x œ X, definimos el conjunto

D(gn)(x) :=
€

(xn),(kn): xnæx,

(gkn xn) converge

{y = ĺım
n

g
knx

n

},

donde la unión es tomada sobre todas las sucesiones (x
n

) que convergen a x y todas las
sucesiones crecientes de naturales (k

n

) tales que (g
knx

n

) es convergente. Si E µ X, definimos

D(gn)(E) :=
€

xœE

D(gn)(x), D
G

(E) :=
€

(gn)µG

D(gn)(E),
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donde, en este último, la unión es tomada sobre todas las sucesiones divergentes (g
n

) de
G. El conjunto D

G

(E) es llamado el conjunto dinámico de E y es el conjunto de todos los
puntos de E que están dinámicamente relacionados con algún punto de E, posiblemente él
mismo (ver la Definición 2.1.1). Si M es compacto, entonces D

G

(M) = M .

Proposición 2.1.7 Para todo abierto invariante U µ M se tiene que D
G

(U) es el conjunto
de todos los puntos de acumulación de órbitas de compactos contenidos en U .

Demostración: Supongamos que y œ D
G

(U), entonces existe una sucesión convergente
(x

n

) de U y una sucesión divergente (g
n

) de G tal que y = ĺım g
n

x
n

. Sea x := ĺım x
n

y
K := fi

n

{x
n

} fi {x}, entonces y es un punto de acumulación de la G-órbita del compacto K.
Supongamos que y es un punto de acumulación de la órbita de un compacto K µ U .

Recordemos que una base local numerable de y œ U es una colección numerable {B
n

} de
abiertos de U , tales que para todo abierto V de U que contenga a y, existe un elemento B

m

de la colección {B
n

} tal que y œ B
m

µ V . Sea {B
n

} una base local numerable de y œ U ,
supongamos B

n+1 µ B
n

, entonces, existe g1 œ G, tal que B1 fl g1K ”= ÿ y, para toda n Ø 2,
existe g

n

œ G, tal que B
n

flg
n

K ”= ÿ y, para todo j = 1, . . . , n≠1, g
n

”= g
j

. Sea x
n

œ K tal que
g

n

x
n

œ B
n

fl g
n

K, entonces y = ĺım g
n

x
n

donde (g
n

) es sucesión de elementos distintos. Por
la Proposición 2.1.5, (g

n

) es divergente y como (x
n

) está contenida en K podemos suponer
que (x

n

) es convergente, por lo tanto, y œ D
G

(U). ⇤

Demostración del Teorema 2.1.3:
1) ∆ 2) Supongamos que G actúa de manera propiamente discontinua en M . Sea x œ M ,

entonces como M es localmente compacto, existe un compacto K µ M y un abierto U µ M
tal que x œ U µ K. Entonces, como G actúa de manera propiamente discontinua en M , el
abierto U interseca a lo más a un número finito de sus G-trasladados; por lo que se satisface
la condiciónn (b) del inciso (2).

Sean x, y œ M dos puntos en diferentes órbitas. Como M es localmente compacto y
Hausdor�, existen abiertos ajenos U1 y U2 que contienen a x y a y, respectivamente y
un compacto K µ M , tal que, U1 fi U2 µ K. Como G actúa de manera propiamente
discontinua en M , se tiene que sólo un número finito de los G-trasladados de U1 intersecan
a U2. Sean g1, . . . , g

k

œ G los únicos elementos no triviales de G tales que para todo j =
1, . . . k, U2 fl g

j

U1 ”= ÿ. Como M es Hausdor�y x y y no están en la misma órbita, para
cada j = 1, . . . , k, existen abiertos ajenos U1,j

y U2,j

de M , tales que, g
j

x œ U1,j

y y œ U2,j

.
Entonces

U1 := U1
k

fl
j=1

g≠1
j

U1,j

, U2 := U2
k

fl
j=1

U2,j

,

son abiertos de K que contienen a x y a y, respectivamente, tales que U2 no interseca a
ningún G-trasladado de U1.

2) ∆ 1) Supongamos que se satisfacen las condiciones (a) y (b) del inciso (2). Supongamos
también que existe un compacto K µ M que es intersecado por una infinidad de sus G-
trasladados. Por lo tanto, existe una sucesión (g

n

) de elementos distintos de G tales que
g

n

x
n

œ K fl g
n

K. Como K es compacto podemos suponer que estas sucesiones convergen.
Sean x := ĺım x

n

y y := ĺım g
n

x
n

. Tenemos dos casos:



2.1. VARIEDADES COCIENTE 19

Si x y y están en la misma G-órbita, entonces existe g œ G tal que x
n

æ x y g≠1g
n

x
n

æ
x. Entonces, toda vecindad infinita de x interseca a infinitos de sus G-trasladados,
contradiciendo la condición (a) del inciso (2).

Si x y y no están en la misma G-órbita, supongamos que U y V son vecindades de x y
y, respectivamente. Entonces, V interseca a infinitos trasladados de U , contradiciendo
la condición (b) del inciso (2).

1) ∆ 3) Supongamos que existe una sucesión convergente (x
n

) de M y una sucesión
divergente (g

n

) de G, tal que (g
n

x
n

) es convergente. Sean x := ĺım
n

x
n

, y := ĺım
n

g
n

x
n

y
U y V vecindades abiertas de x y y, respectivamente, tales que sus cerraduras U y V son
compactas y sea K := U fi V . Se tiene, entonces, que existen N1, N2 œ N, tal que para toda
n Ø N1, x

n

œ K, y para toda n Ø N2, g
n

x
n

œ K, por lo que para toda n Ø máx{N1, N2}
tenemos que g

n

x
n

œ g
n

K fl K. Finalmente, como toda sucesión divergente es infinita, tene-
mos que, para un número infinito de elementos g œ G, gK fl K ”= ÿ, por lo que la acción no
es propiamente discontinua .

3) ≈ 1) Supongamos que existe un compacto K µ M y una sucesión de elementos dis-
tintos (g

n

) de G, tal que para todo n œ N, K fl g
n

K ”= ÿ, entonces, existen sucesiones (no
necesariamente infinitas) (x

n

) y (y
n

) de K y una sucesión (g
n

) de G, tal que y
n

= g
n

x
n

. Por
la Proposición 2.1.5, tenemos que (g

n

) es divergente. Tomando subsucesiones si es necesario,
podemos suponer que x

n

æ x, y
n

æ y, por lo que g
n

x
n

æ y.

3) ∆ 4) Ya que toda sucesión divergente no es convergente.

3) ≈ 4) Si existe una sucesión (x
n

) de M y una sucesión divergente (g
n

) de G tal que
(g

n

x
n

) no es divergente, entonces, por la Porposición 2.1.4, existe una subsucesión (g
nixni)

de (g
n

x
n

) que es convergente. Por lo tanto, la sucesión convergente (x
ni) de M y la sucesión

divergente (g
ni) de G satisfacen que (g

nixni) es convergente.

4) ≈∆ 5) Se sigue directamente de la Proposición 2.1.7. ⇤

Aunque la Proposición anterior nos da una caracterización sencilla de las acciones pro-
piamente discontinuas para grupos discretos, no nos da una receta para calcular un abierto
en el que la acción de un grupo discreto sea propiamente discontinua, como la que tenemos
para en el caso clásico de grupos kleinianos, en el que sólo hay que calcular el complemento
del conjunto límite (límites de órbitas, ver a B. Maskit [24, p.21]).

La siguiente Sección está dedicada a describir tres técnicas para encontrar abiertos don-
de la acción es propiamente discontinua. Ahora veremos algunos resultados técnicos que
utilizaremos en el Capítulo 8.

Proposición 2.1.8 Si G es un grupo discreto, sin torsión y que actúa en M de manera
propiamente discontinua, entonces actúa de manera libre.
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Demostración: Supongamos que G no actúa de manera libre, es decir, que existe x œ M
y un elemento g, distinto de la identidad, en el estabilizador St(x) de x, tal que g(x) = x.
Entonces, para todo n œ N, gn(x) = x, i.e. gn œ St(x) y, como � no tiene torsión, entonces la
sucesión (gn) es una sucesión de elementos distintos. Por lo que se contradice la hipótesis de
que la acción es propiamente discontinua en M ya que el compacto {x} interseca a infinitos
de sus trasladados. ⇤

Consideremos una métrica d compatible con la topología de M , si C, F µ M son cerrados,
definimos

d(C, F ) := ı́nf{d(c, f) : c œ C, f œ F}.

Es claro que d(C, F ) Ø 0; sin embargo, la función d no define una métrica en el espacio
de subconjuntos cerrados de M ; no es difícil encontrar ejemplos en los que d(C, F ) = 0 y
C ”= F y ejemplos en los que no se satisface la desigualdad triangular.

Recordemos que un espacio métrico es llamado propio si todas sus bolas cerradas son
compactas.

Proposición 2.1.9 Si M es un espacio métrico propio y � un grupo discreto que actúa en
M de manera propiamente discontinua y por isometrías, si definimos ‚d

1
[x], [y]

2
:= d(�x, �y),

entonces ‚d define una métrica en � \ M compatible con la topología de � \ M . Si � actúa de
manera libre entonces la proyección M æ � \ M es una isometría local.

Demostración: De la definición tenemos que, para todo x, y œ M , ‚d([x], [y]) = ‚d([y], [x]),
Afirmamos primero que para todo x, y œ M , tenemos que

d(x, �y) = mı́n
“œ�

Ó
d(x, “y)

Ô
.

Esto debido a que si no fuese cierto, se tendría un punto de acumulación de la órbita de
un compacto, pero esto último no puede suceder por la Proposición 2.1.3. Como � actúa por
isometrías, para todo “ œ �, se tiene que d(x, �y) = d(�x, �y). Por lo que

‚d
1
�x, �y

2
= mı́n

“œ�

Ó
d(x, “y)

Ô
.

Como � actúa de manera propiamente discontinua en X, si [x], [y] œ � \ X, [x] ”= [y],
tenemos que ninguna órbita de y se acumula en ningún trasladado de x, por lo que ‚d([x], [y]) >
0. Si [x], [y] œ � \ M , entonces ‚d([x], [y]) Ø 0.

Falta sólo mostrar la desigualdad triangular; supongamos [x], [y], [z] œ �\M y ‚d([x], [y]) =
d(x,“

k

y), ‚d([x], [z]) = d(x,“
l

z), para algunos “
k

, “
l

œ �, entonces, existen dos posibilidades:

1. Se tiene que ‚d([z], [y]) = d(“
l

z,“
k

y). En este caso la desigualdad triangular de d, apli-
cada a x,“

k

y y a “
l

z implica directamente la desigualdad triangular de ‚d.

2. No es cierto (1), en cuyo caso existe “
h

œ � tal que d([z], [y]) = d(“
l

z,“
h

y) < d(“
l

z,“
k

y).
En este caso, se tiene que

‚d([x], [y]) Æ d(x,“
h

y) Æ d(x,“
l

z) + d(“
l

z,“
h

y) = ‚d([x], [z]) + ‚d([z], [y]).
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Se tiene de las definiciones que la topología inducida por ‚d es la misma que la topología
cociente de � \ M y que, si la acción es libre, entonces la proyección es una isometría local.
⇤

Proposición 2.1.10 Si M es una variedad diferenciable con métrica d compatible con la
topología y � es un grupo que actúa de manera propiamente discontinua, cocompacta (i.e.
� \ M es compacto) y por isometrías en M , entonces existe un compacto K µ M tal que
�K = M

Demostración: Sea ‚d la métrica en � \ M considerada en la Proposición 2.1.9. Como
la función ‚d : � \ M ◊ � \ M æ R fi {0} es continua y de dominio compacto, entonces es
acotada, por lo que existe N > 0 tal que d

1
�x, �y

2
Æ N para todo [x], [y] œ � \ M . Sea K

la d-bola con centro en cualquier elemento fijo x œ M y radio N , entonces para todo y œ M ,
se tiene que existe “ œ � tal que “y œ K, por lo que y œ “≠1K. ⇤

Finalizaremos esta Sección generalizando la definición de una acción propiamente discon-
tinua que dimos para grupos discretos actuando en variedades. Dado un grupo de Lie G, no
necesariamente discreto, actuando en M , decimos que G actúa en M de manera propiamente
discontinua si la función G ◊ M æ M ◊ M dada por (g, p) ‘æ (g · p, p) es propia.
Se tiene que G actúa de manera propiamente discontinua en M si y sólo si para cualquier
compacto K de M , se tiene que {g œ G : gK fl K ”= ÿ} es compacto.
Además, se tiene que G actúa en G de manera propiamente discontinua mediante la multi-
plicación. Si H es un subgrupo de Lie de G, entonces H actúa en G de manera propiamente
discontinua mediante la multiplicación de H en G.

Se tienen los siguientes resultados, las pruebas se pueden consultar por ejemplo en [22,
pp. 544, 552].

Teorema 2.1.11 Si M es una variedad diferenciable y G actúa en M de manera diferen-
ciable, libre y propiamente discontinua, entonces el espacio de órbitas G\M es una variedad
topológica de dimensión igual a dimM ≠ dimG, y tiene una única estructura diferenciable
con la propiedad de que el mapeo cociente M æ G \ M es una submersión.

Teorema 2.1.12 Sea M un G-espacio homogéneo y p cualquier punto de M . Entonces el
estabilizador St(p) de p es un subgrupo de Lie cerrado de G y F : G

p

\ G æ M , definida por
F (G

p

g) := p · g, es un difeomorfismo G-equivariante con respecto a la acción natural de G
en G

p

\ G.

2.2. Técnicas para encontrar un abierto en el que la
acción de un grupo discreto es propiamente dis-
continua

A lo largo de esta Sección M será una variedad diferenciable y G ◊ M æ M una acción
continua de un grupo discreto.
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En “general”, la acción G ◊ M æ M no es propiamente discontinua, pero sí es posible en-
contrar un abierto en el que la acción lo sea.

En esta Sección veremos algunas técnicas generales y particulares para encontrar abiertos
invariantes en los que la acción de un grupo discreto es propiamente discontinua.
Veremos que si un grupo discreto actúa de manera equicontinua en M (por ejemplo, si la
acción es por isometrías), el complemento del conjunto

�cl :=
Ó
y = ĺım g

n

x : x œ M, (g
n

) sucesión infinita de G, (g
n

x) convergente
Ô
, (2.1)

que llamaremos conjunto límite clásico ya que generaliza el caso clásico de grupos discretos
de transformaciones de Möbius actuando en la esfera de Riemann, es el abierto más grande
en el que la acción es propiamente discontinua.

Nos gustaría aclarar que, en esta Definición de conjunto límite clásico, podemos, sin
alterarla, pedir que la sucesión (g

n

) sea divergente en lugar de infinita. Así mismo, en la
Definición 2.1.1 de puntos dinámicamente relacionados podemos, sin alterarla, pedir que la
sucesión (g

n

) sea infinita en lugar de divergente.

Del Teorema 2.1.3 se podría pensar que la solución a este problema es simplemente qui-
tar todos los puntos de acumulación de órbitas de los compactos de M . Sin embargo, es
fácil convencerse de que son demasiados puntos los que se estarían quitando, en particular,
si el espacio es compacto, nos quedamos sin puntos. Kulkarni debió notar esto al definir
en [20, p. 255] el conjunto límite de Kulkarni que, como veremos, es igual a la unión de �cl

y la cerradura de los puntos de acumulación de órbitas de compactos que no intersecan a �cl.

En esta Sección veremos que es posible jalar (empujar) bajo tranformaciones continuas
(propias) y equivariantes, abiertos invariantes donde la acción es propiamente discontinua,
para encontrar abiertos con la misma propiedad. Este resultado se puede encontrar en [32,
p. 156].

También veremos que, si encontramos un dominio fundamental con cerradura compacta,
entonces podemos concluir que la acción es propiamente discontinua y cocompacta.

Al igual que Kulkarni, definimos L0(M) como la cerradura en M del conjunto de puntos
con isotropía infinita; L1(M), como la cerradura en M del conjunto de todos los puntos de
acumulación de órbitas de puntos en M ≠ L0(M) y, L2(M), como la cerradura en M del
conjunto de puntos de acumulación de órbitas de compactos contenidos en M ≠ (L0(M) fi
L1(M)).

Llamamos al conjunto

�K(M) := L0(M) fi L1(M) fi L2(M)

el conjunto límite de Kulkarni. Kulkarni muestra en [20, p. 255] que si �
K

:= M ≠ �K no es
vacío, entonces G actúa siempre de manera propiamente discontinua �.
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Por lo anterior y, pese a que no podemos asegurar que su complemento sea maximal,
el conjunto límite de Kulkarni es muy usado por gente que trabaja en grupos kleinianos
complejos de dimensiones altas (ver por ejemplo [2]).

La relación entre el conjunto límite clásico y el de Kulkarni está dada por la siguiente
proposición:

Proposición 2.2.1 Se tiene que �cl = L0(M) fi L1(M).

Demostración: Si x œ L0(M) fi L1(M), tenemos dos casos:

Si x œ L0(M) es un punto de isotropía infinita, entonces existe una sucesión infinita
(g

n

) de G tal que g
n

(x) = x; entonces x = ĺım g
n

x, por lo que x œ �cl. Como �cl es
cerrado en M , entonces L0(M) µ �cl.

Si x œ L1(M) es un punto de acumulación de (“z)
“œG

para z /œ L0(M), entonces existen
una sucesión infinita (g

n

) de G y z /œ L0(M) tal que (g
n

z) es infinita y x = ĺım g
n

z;
por lo tanto, x œ �cl. Como �cl es cerrado en M , entonces L1(M) µ �cl.

Por lo tanto, L0(M) fi L1(M) µ �cl.
Si x œ �cl, entonces existe z œ X y una sucesión infinita (g

n

) de G tal que (g
n

z) es
convergente y x = ĺım g

n

z. Tenemos dos casos:

Si (g
n

z) es una sucesión finita, entonces existe N œ N tal que para todo n Ø N se tiene
que g

n

z = x. Como (g
n

) es infinita, entonces (g
n

g≠1
N

) es infinita; por lo tanto, para toda
n Ø N , g

n

g≠1
N

x = x. Entonces x œ L0(M).

Si (g
n

z) es una sucesión infinita, tenemos dos casos:

• a) Si z œ M \ L0(M), entonces, por definición, se tiene x œ L1(M).

• b) Si z œ L0(M), entonces, como L0(M) es cerrado, se tiene que x œ L0(M).

Por lo tanto, �cl µ L0(M) fi L1(M). ⇤

El conjunto de todos los x œ M para los cuales existe una vecindad que sólo interseca
a un número finito de sus trasladados es, por definición, un abierto invariante; lo llamamos
dominio de discontinuidad de G en M y lo denotamos por �d. Como M es localmente
compacto, tenemos que, si G actúa de manera propiamente discontinua en algún abierto
invariante U µ M , entonces, actúa de manera discontinua en U . De las definiciones se sigue
que

�d µ M ≠ �cl. (2.2)

Si G ◊ N æ N es una acción continua de un grupo discreto en un espacio métrico,
decimos que G actúa en N de manera equicontinua si, para toda x œ N , para toda ‘ > 0,



24 CAPÍTULO 2. ACCIONES PROPIAMENTE DISCONTINUAS

existe ” > 0, tal que, para toda g œ G y para toda y œ N con d(x, y) < ”, se tiene que
d

1
g(x), g(y)

2
< ‘.

Si G actúa por isometrías en N , como para toda x, y œ N y para toda g œ G,

d(x, y) = d
1
g(x), g(y)

2
;

entonces, G actúa de manera equicontinua en N .

Proposición 2.2.2 Si G actúa de manera equicontinua en M ≠ �cl, entonces M ≠ �cl es el
abierto invariante más grande en el que la acción es propiamente discontinua.

Demostración: Mostraremos primero que G actúa de manera propiamente discontinua en
M ≠ �cl. Supongamos que no es cierto, que G no actúa de manera propiamente discontinua
en M ≠ �cl, entonces por la Proposición 2.1.3 existen x, y œ M ≠ �cl, una sucesión (x

n

) que
converge a x y una sucesión divergente (g

n

), tal que (g
n

x
n

) converge a y, i.e. x = ĺım
n

x
n

,
y = ĺım

n

g
n

x
n

.
Sea ‘ > 0. Por lo anterior existe N1 œ N tal que para toda n Ø N1,

d(g
n

x
n

, y) <
‘

2 .

Por equicontinuidad de G y como x
n

æ x, tenemos que existe N2 œ N tal que para toda
n Ø N2,

d(g
n

x, g
n

x
n

) <
‘

2 .

Entonces si N := máx{N1, N2}, tenemos que para todo n Ø N ,

d(g
n

x, y) Æ d(g
n

x, g
n

x
n

) + d(g
n

x
n

, y) <
‘

2 + ‘

2 = ‘.

Esto es
y = ĺım g

n

x.

Por lo que concluimos que y œ �cl, lo cual es una contradicción.
Hemos mostrado que G actúa de manera propiamente discontinua en M ≠�cl, por lo tanto

actúa de manera discontinua y M ≠ �cl está contenido en �d. Además, por (2.2) tenemos
que M ≠ �cl = �d.

Supongamos ahora que U es otro abierto invariante en el que la acción es propiamente
discontinua, entonces G actúa de manera discontinua en U . Por tanto U está contenido en
�d. Entonces U µ (M ≠ �cl). ⇤

Nos gustaría aclarar que si el grupo no actúa de manera equicontinua, en general, no
podemos garantizar ni la existencia del abierto más grande donde la acción sea propiamente
discontinua (es decir, que contiene a cualquier abierto invariante donde la acción es pro-
piamente discontinua), ni el que la acción sea propiamente discontinua en el complemento
del conjunto límite clásico. Un ejemplo sencillo de este hecho es la acción en R2 del grupo
generado por la transformación (x, y) ‘æ (2x, 1

2y).

Si G actúa en M y en N , decimos que una función f : M æ N es G-equivariante si para
todo g œ G y para todo x œ M , se tiene que f(gx) = gf(x).
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Proposición 2.2.3 Supongamos que el grupo discreto G actúa de manera continua en M y
en N y f : M æ N es G-equivariante, se tiene entonces que:
1) Si f es continua y G actúa de manera propiamente discontinua en N , entonces G actúa
de manera propiamente discontinua en M .
(2) Si f es sobreyectiva y propia y G actúa de manera propiamente discontinua en M ,
entonces G actúa de manera propiamente discontinua en N .

Demostración: (1) Supongamos que f es continua y G actúa de manera propiamente
discontinua en N . Si existiera un compacto K µ M y un número infinito de g œ G tal que
K fl gK ”= ÿ, como

f(K fl gK) µ f(K) fl f(gK) = f(K) fl gf(K),

entonces, un número infinito de G-trasladados del compacto f(K) lo intersecarían, contra-
diciendo la hipótesis.

(2) Notemos primero que f≠1(gK) = gf≠1(K). Esto ya que si y œ gf≠1(K), entonces
existen x œ f≠1(K) y k œ K tal que y = gx y f(x) = k. Por lo que

g≠1y = x, g≠1f(y) = f(g≠1y) = f(x) = k,

entonces y œ f≠1(gK). Si y œ f≠1(gK), entonces f(y) œ gK, por lo que existe k œ K tal que
f(y) = gk. Por lo que

f(g≠1y) = g≠1f(y) = g≠1gk = k œ K,

y por lo tanto, g≠1y œ f≠1(K).
Si existiera un compacto K µ N tal que para un número infinito de g œ G, se tiene que

K fl gK ”= ÿ, como

f≠1(K fl gK) = f≠1(K) fl f≠1(gK) = f≠1(K) fl gf≠1(K),

entonces un número infinito de G-trasladados del compacto f≠1(K) lo intersecarían, contra-
diciendo la hipótesis. ⇤

Proposición 2.2.4 Si G actúa en un abierto invariante U µ M de manera propiamente
discontinua y cocompacta y M ≠ U tiene interior vacío, entonces U es un abierto maximal
en el que la acción es propiamente discontinua.

Demostración: Supongamos que existe otro abierto invariante V µ M tal que U µ V
y G actúa de manera propiamente discontinua en V , entonces, G \ U es un compacto conte-
nido en el Hausdor� G \ V , por tanto, es un cerrado y su complemento es abierto. Por tanto,
V ≠ U es abierto, pero esto es una contradicción ya que, como M ≠ U tiene interior vacío y
(V ≠ U) µ (M ≠ U), entonces, V ≠ U tiene interior vacío. ⇤

Definición 2.2.5 Decimos que un abierto D µ M es un dominio fundamental para la acción
de G en M si se satisface lo siguiente:
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i) D contiene, a lo más, un representante de cada órbita.
ii) La variedad M se descompone como

M = fi
gœG

gD.

iii) Para todo g œ G distinto de la identidad, D fl gD = ÿ.

Proposición 2.2.6 Supongamos que G es un grupo discreto. Si D es un dominio funda-
mental cuya cerradura es compacta e interseca sólo a un número finito de sus G-trasladados,
entonces G actúa de manera propiamente discontinua y cocompacta en M .

Demostración: Sea S cualquier subconjunto finito de G y F := fi
gœS

gD. Probaremos
primero que F interseca sólo a un número finito de sus G-trasladados.

Si g œ G, entonces F fl gF ”= ÿ si y sólo si existen s, Âs œ S, tales que gÂsD fl sD ”= ÿ.
Como para toda s, Âs œ S, la cantidad de G-trasaldados de D que intersecan a D es finita
e igual a la cantidad de G-trasaldados de sD que intersecan a sD, e igual a la cantidad de
G-trasaldados de ÂsD que intersecan a sD; entonces, sólo un número finito de G-trasladados
de F intersecan a F .

Como cualquier compacto K µ M está contenido en t
gœS

gD para algún conjunto finito
S µ G, la acción es propiamente discontinua en M . Como cualquier cociente de un compacto
es compacto, entonces la acción de G en M es cocompacta.



Capítulo 3

Grupos kleinianos clásicos

En este Capítulo damos un breve repaso de algunos resultados básicos de grupos kleinia-
nos clásicos que utilizaremos más adelante en esta tesis. Si se desean estudiar los detalles, se
pueden consultar [30] y [28].

3.1. Resultados básicos
Sea H3 el espacio formado por todos los puntos de R3 que tienen tercera coordenada

mayor que cero; es claro que H3 es un abierto en R3. Sean H2 el espacio de todos los puntos
de R2 que tienen segunda coordenada mayor que cero y H2

≠ el espacio de todos los puntos
de R2 que tienen segunda coordenada menor que cero.

Sea S2 la esfera de Riemann, la cual se identifica vía la proyección estereográfica con
R2 = R2 fi{Œ} . Sea B3 la bola unitaria abierta de R3. Es fácil ver que H3 es la imagen de B3

bajo dos proyecciones estereográficas. Sea Mob(S2) el grupo de transformaciones de Möbius
de S2.

Las transformaciones de Möbius distintas de la identidad se clasifican de la siguiente
manera:

1. Una transformación es loxodrómica si es conjugada a una de la forma z ‘æ ⁄2z, donde
⁄ œ C, |⁄2| ”= 1. Si ⁄2 œ R, decimos que es hiperbólica.

2. Una transformación es elíptica si es conjugada a una de la forma z ‘æ ⁄2z, donde
|⁄2| = 1, ⁄ ”= 1.

3. Una transformación es parabólica si es conjugada a z ‘æ z + 1.

Como toda transformación de Möbius es una composición de un número par de inversio-
nes en círculos y toda inversión en un círculo determina de manera única una inversión en
una esfera ortogonal a R2, se tiene que, toda transformación de Möbius se extiende de manera
única a una tranformación de B3. Esta extensión es llamada la extensión de Poincaré. Se tiene
que el espacio H3 admite una métrica riemanniana, llamada métrica hiperbólica de manera
que todas las isometrías de éste son generadas de tal manera, es decir, Mob(S2) = Isom(H3).

27
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Es fácil ver que el grupo de transformaciones

A :=
; A

a b
0 a≠1

B

: a > 0, b œ C
<

actúa transitivamente en H3 con isotropía trivial y que el grupo especial unitario

SU(2,C) :=
; A

– ≠—
— –

B

: –,— œ C, |–|2 + |—|2 = 1
<

actúa transitivamente en la esfera de Riemann.
El homomorfismo

SL(2,C) æ Mob(S2)
A

a b
c d

B

‘æ A,

donde
A(z) := az + b

cz + d
,

es sobreyectivo y tiene kernel igual a {I, ≠I}, donde I es la matriz identidad. Por lo tanto,
induce un isomorfismo entre

PSL(2,C) := {I, ≠I} \ SL(2,C)

y el grupo Mob(S2).
Sea

PSL(2,R) = {I, ≠I} \ SL(2,R).
Se tiene que PSL(2,R) actúa en H2 y en H2

≠ y, como para toda g œ PSL(2,R), g(z) = g(z),
entonces, cada una de las acciones anteriores es el reflejo de la otra con respeco al eje real.

Un grupo kleiniano clásico de PSL(2,C) es un subgrupo discreto del grupo de transforma-
ciones de Möbius que actúa de manera propiamente discontinua en algún abierto invariante
no vacío de la esfera de Riemann.

Decimos que � µ PSL(2,C) actúa de manera discontinua en un punto x de la esfera de
Riemann si existe una vecindad abierta U de x de manera que g(U) fl U = ÿ para todo,
excepto un número finito de elementos g œ �. Recordemos que, en el Capítulo 1, definimos
el dominio de discontinuidad de � como el abierto más grande de la esfera de Riemann en
el que � actúa de manera discontinua. Denotamos a este último como �.

Un punto x es un punto límite de � si existe un punto z œ � y una sucesión (g
n

) de
elementos distintos de � tal que g

n

(z) æ x. Recordemos, también, que, en el Capítulo 1,
definimos el conjunto límite (clásico) de � como el conjunto de todos los puntos límite de �.
Denotaremos a éste último por �.

Se sabe que un subgrupo � de PSL(2,C) (PSL(2,R)) es discreto si y sólo si actúa de
manera propiamente discontinua en H3 (H2). Es fácil ver que todo grupo kleiniano clásico
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de PSL(2,C) es discreto. Además, si � es un grupo kleiniano y sin torsión, entonces � es
el abierto más grande de la esfera de Riemann en el que � actúa de manera propiamente
discontinua. Se tiene que � actúa, también, de manera propiamente discontinua en � fi H3.
Por lo tanto �\� es una superficie de Riemann, �\H3 es una variedad de dimensión real tres
con una estructura geométrica hiperbólica y � \

1
H3 fi �

2
es una variedad real de dimensión

tres con frontera M .
Decimos que un grupo kleiniano clásico � es fuchsiano si es conjugado, en PSL(2,C), a

algún subgrupo de PSL(2,R) .
El siguiente Teorema, que relaciona la geometría y la dinámica de los grupos kleinianos

clásicos, nos dice que todo grupo kleiniano parte a la esfera de Riemann en dos conjuntos:
el conjunto límite y el dominio de discontinuidad.

Teorema 3.1.1 Si � es un grupo kleiniano clásico de PSL(2,C), con dominio de disconti-
nuidad � y conjunto límite �, entonces la esfera de Riemann es igual a la unión disjunta de
� y �.

Se tiene que la dinámica de un grupo kleiniano está concentrada en el conjunto límite
y la geometría en el dominio de discontinuidad; en particular, para cada grupo kleiniano
clásico y sin torsión existe una receta para construir una superficie de Riemann (el espacio
de órbitas del dominio de discontinuidad)

Consideremos la proyección P : SL(2,C) æ PSL(2,C). Un levantamiento de un elemento
g de PSL(2,C) a SL(2,C) es un elemento A de SL(2,C) tal que P(A) = g. Un levantamiento
de un subgrupo Â� de PSL(2,C) a SL(2,C) es un monomorfismo j : Â� æ SL(2,C) tal que
P ¶j es la identidad. Un grupo kleiniano clásico de SL(2,C) es un levantamiento de un grupo
kleiniano clásico de PSL(2,C) a SL(2,C).

Consideremos un grupo kleiniano clásico y sin torsión Â� de PSL(2,C) y tomemos un
levantamiento � de éste a PSL(2,C) (I. Kra en [19] demuestra que esto siempre es posible).
Se sigue que � actúa en CP1:

� ◊ CP1 æ CP1

(“, z) æ P(“)(z).

Además, si � es el dominio de discontinuidad de Â� en CP1, entonces � actúa de manera
propiamente discontinua en �fiH3 y todas las propiedades de Â� siguen siendo válidas para �.

Mostraremos ahora que, para todo grupo kleiniano � de SL(2,C), ≠I /œ �. Por definición,
P(≠I) = Id, donde I es la matriz identidad e Id es la transformación identidad. Suponga-
mos que existe un elemento a œ PSL(2,C) tal que j(a) = ≠I, como P ¶ j es la identidad y
P(≠I) = Id, entonces a = I, pero esto es una contradicción porque, como j es un monomor-
fismo, se tiene que j(I) = I. Entonces ≠I /œ �. Utilizando argumentos similares, se muestra
que si A œ �, entonces ≠A /œ �.

Si C es un subconjunto cerrado (distinto de un punto) de la esfera de Riemann, sea
Hull(C) su casco convexo o envolvente convexa, es decir el subconjunto cerrado y convexo
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más pequeño H de H3 tal que
clH3fiS2(H) fl S2 = C.

Supongamos que � es el conjunto límite del grupo kleiniano clásico �, el cociente
� \ Hull(�) es llamado el núcleo convexo de �.

Definición 3.1.2 Decimos que un grupo kleiniano clásico � que no tiene elementos parabó-
licos es convexo-cocompacto si la variedad � \ (� fi H3) es compacta.

El siguiente Teorema se puede consultar en [15, p. 490].

Teorema 3.1.3 Si � es un grupo kleiniano clásico de PSL(2,C) que no contiene elementos
parabólicos, entonces � es convexo-cocompacto si y sólo si � \ Hull(C) es compacto.

El siguiente Teorema, llamado el Teorema de Ahlfors (cuya demostración constituye la
totalidad del artículo ver [1]) nos será de vital importancia para mostrar los resultados
principales de esta tesis.

Teorema 3.1.4 ?? El conjunto límite de un grupo kleiniano clásico geométricamente finito
es la esfera de Riemann o tiene medida cero.

Entonces, si el conjunto límite de un grupo kleiniano no es toda la esfera de Riemann, tiene
interior vacío. No es difícil ver que las transformaciones de Möbius preservan los conjuntos
de medida cero.

3.2. Ejemplos
Ahora veremos algunos ejemplos de grupos kleinianos clásicos convexos-cocompactos y

sin torsión. Estos ejemplos son interesantes para nosotros porque satisfacen las condiciones
para que la variedad de Guillot (construida por Guillot en [12, p.3], ver Capítulo 9) sea
compacta.

Ejemplo 3.2.1 El grupo generado por una transformación hiperbólica.

Consideremos la transformación g(z) := ⁄2z,⁄ œ R, |⁄| > 1 y sea � el grupo generado
por g, i.e. �:= ÈgÍ. Consideremos la única geodésica hiperbólica E en H2 que une los puntos
0 e Œ (i.e. la recta vertical que pasa por el origen). Para cada punto x œ E, existe una única
geodésica C

x

ortogonal a E que pasa por el punto x (la semicircunferencia hiperbólica de
radio x); la familia C := {C

x

}
xœE

es ajena y

fi
xœE

C
x

= H2.

Como, además, las transformaciones de Möbius mandan círculos en círculos (en particu-
lar geodésicas hiperbólicas en geodésicas hiperbólicas), son conformes y g fija al cero y al
infinito, entonces E es invariante bajo g y g manda geodésicas de la familia C en geodésicas
de la misma familia. La geodésica E es llamada el eje de la transformación hiperbólica ya
que, para cada z œ H2, existe un único x œ E y un único w œ C

g(x) consistente con el
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�

�
�������

�

�
g(z)=2z

Figura 3.1: Dinámica del grupo generado por la transformación hiperbólica g(z) = 2z en B3

Figura 3.2: Un dominio fundamental del grupo generado por una tranformación hiperbólica
en B3 es un platillo volador.

hecho de que las transformaciones de Möbius preservan la orientación, tal que z œ C
x

y
d(z, x) = d

1
w, g(x)

2
(donde d es la distancia hiperbólica), por lo que w = g(z).

La extensión de Poincaré de � está dada por f(x) = ⁄2x, x œ R3. En particular, manda
toda esfera ortogonal a R2 centrada en el cero en otra esfera ortogonal a R2 de mayor radio;
es decir, la aleja de un polo acercándola al otro polo.

Con esto es claro que � tiene como dominio de discontinuidad a � = CP1 ≠ {0, Œ} en
CP1, como un dominio fundamental en CP1, un anillo y, como un dominio fundamental en
B3, un “platillo volador"(ver las figuras 3.1 y 3.2). Se tiene que, topológicamente, �\� es el
toro, �\B3 es el toro sólido abierto y � \ (� fi B3) es el toro sólido cerrado.

Ejemplo 3.2.2 Un grupo fuchsiano de género g Ø 2.

Se pueden estudiar los detalles de la construcción del grupo fuchsiano que describiremos
a continuación en [18, p. 95].

Existe un grupo fuchsiano que tiene como un dominio fundamental en H2 un octágono
regular, con lados formados por geodésicas hiperbólicas, tal que la suma de sus ángulos
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g1
g2

g5

6g

Figura 3.3: Construcción de un grupo fuchsiano de género 2

interiores es 2fi. Enumeremos los lados en sentido contrario a las manecillas del reloj. El
grupo tiene como generadores cuatro funciones hiperbólicas g1, g2, g5, g6, tal que g1 manda
el lado 1 en el lado 3; g2, el lado 2 en el 4; g5, el lado 5 en el 7 y g6, el lado 6 en el 8 (ver
dibujo 3.3).

El dominio de discontinuidad del grupo �:= Èg1, g2, g5, g6Í actuando en CP1 es igual a
C≠R; un dominio fundamental es la unión de dos octágonos (uno en H2 y otro su reflejado
en H2

≠) y �\� es difeomorfo a la unión de dos toros. Por esto, decimos que el grupo fuchsiano
� es de género 2. La construcción de este grupo fuchsiano se puede generalizar para obtener,
de esta manera, superficies cerradas de cualquier género g Ø 2, en las que, los grupos fuch-
sianos correspondientes, se dice que son de género g.

Consideremos las semibolas cerradas C1, . . . , C8 ortogonales a S2 y contenidas en B3 fi �
determinadas por los lados del octágono; se tiene que una “manzana mordida"

D := (B3 fi �) ≠ fi8
i=1Ci

es un dominio fundamental de la acción de � en B3 fi � (ver figura 3.4). Podemos imaginar
a D bajo la acción de � en B3 fi � trasladándose por todo B3 fi �, viajando por los ejes de
traslación determinados por los generadores de �. Se sabe que �\B3 es homeomorfo a T2 ◊R
(donde T2 es el toro), y que �\(B3 fi �) ¥ T2 ◊ [0, 1] (ver [23, p.74]) .

Ejemplo 3.2.3 Un grupo de Schottky de género g Ø 1

Se puede consultar la existencia de los grupos de Schottky en [3, pag. 45]; aquí sólo
los describiremos. Consideremos una colección D := {D1, D

Õ
1, . . . , D

g

, D
Õ
g

} de g Ø 1 pares
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Figura 3.4: Un dominio fundamental del grupo fuchsiano en �fiB3 es una manzana mordida.

de discos con cerraduras ajenas en CP1 y supongamos que, para cada índice i, existe una
transformación de Möbius A

i

tal que

A
i

1
Ext(D

i

)
2

= DÕ
i

El grupo �:= ÈA1, . . . , A
g

Í es llamado un grupo de Schottky de género g. El Lema del
Ping Pong (ver [4, p. 25]) nos dice que todo grupo de Schottky es un grupo libre.

Se tiene que � actúa en CP1 con dominio de discontinuidad � = CP1 ≠ K, donde K es
un conjunto de Cantor; un dominio fundamental de � en CP1 es

CP1 ≠
g

fi
i=1

(D
i

fi DÕ
i

)

y � \ � es topológicamente la superficie compacta orientable de género g.
Si ‚D := {„D1, „D

Õ
1, . . . , „D

p

, „D
Õ
p

} es la colección de todas las semibolas abiertas en B3 fi �,
ortogonales a S2 y determinadas por los discos de D, entonces, un dominio fundamental de
� en B3 fi � es igual a

(B3 fi �) ≠
g

fi
i=1

(„D
i

fi „DÕ
i

)

(ver la figura 3.5). Por lo que, topológicamente, �\B3 es el g-toro sólido abierto y �\(B3 fi�)
es el g-tóro sólido cerrado. Es tal vez por esto que el grupo de Schottky � se dice que es de
género g.
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Figura 3.5: Un dominio fundamental del grupo de Schottky en � fi B3.



Capítulo 4

Estructuras geométricas en variedades

En este Capítulo recordamos las estructuras geométricas en variedades; el lector que desee
profundizar en este tema puede consultar [9]. En este Capítulo, G denotará a un grupo de
Lie actuando de manera transitiva y analítica en una variedad analítica real X y M a una
variedad diferenciable de la misma dimensión que la de X.

Un (X, G)-atlas en M es una pareja (U , �), donde U es una cubierta abierta de M y
� = {„

–

: U
–

æ X}
U–œU es una colección de cartas coordenadas tales que, para cada

pareja (U
–

, U
—

) œ U ◊ U y para cada componente conexa C de U
–

fl U
—

, existe g
C,–,—

œ G,
tal que g

C,–,—

¶ „
–

= „
—

. Una (X, G)-estructura en M es un (X, G)-atlas maximal y una
(X, G)-variedad es una variedad junto con una (X, G)-estructura en ella. Es claro que una
(X, G)-variedad tiene una estructura de variedad analítica real heredada por X.

Supongamos que M y N son dos (X, G)-variedades y que f : M æ N es un mapeo;
decimos que f es un (G, X)-mapeo si, para cada par de cartas „

–

: U
–

æ X y Â
—

: V
—

æ X
(de M y N , respectivamente) y para cada componente conexa C de U

–

fl f≠1(V
—

), existe
g = g(C, –,— ) œ G tal que la restricción de f a C es igual a Â≠1

—

¶ g ¶ „
–

. En particular, sólo
nos interesan (G, X)-mapeos que son difeomorfismos locales. Es fácil ver que si f : M æ N
es un difeomorfismo local, donde M y N son variedades diferenciables; entonces, para toda
(X, G)-estructura en N , existe una única (X, G)-estructura en M para la cual f es un
(X, G)-mapeo. En particular, cualquier espacio cubriente de una (X, G)-variedad tiene una
(X, G)-estructura canónica. En la dirección opuesta, si � µ G es un subgrupo discreto que
actúa de manera libre y propiamente discontinua en X, entonces � \ X hereda de manera
natural una (X, G)-estructura en la que el cociente X æ G\X es un (G, X)-mapeo; decimos
que esta estructura geométrica es completa. Lo anterior se puede generalizar de la siguiente
forma

Definición 4.0.1 Si � es un grupo discreto de G que actúa de manera libre y propiamen-
te discontinua en un abierto �-invariante U de X. Una (G, X)-estructura geométrica es
uniformizable si puede ser construida mediante el cociente � \ U . En este caso, el cociente
U æ G \ U es un (G, X)-mapeo.

Sea ÊM el cubriente universal de M , decimos que una función f : ÊM æ X suave y no
singular es un mapeo desarrollador y un homomorfismo fl : fi1(M) æ G es una holonomía si
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para todo “ œ fi1(M),
f ¶ “ = fl(“) ¶ f.

La pareja (f,fl ) es llamada una pareja desarrolladora.

W. Goldman muestra en [9, pp. 8-10] que toda (X, G)-estructura en M induce una pareja
desarrolladora, la cual es una útil globalización de la (X, G)-estructura definida por coorde-
nadas locales. Goldman muestra también que el par desarrollador (f,fl ) está determinado de
manera única por M , salvo por la acción diagonal de G obtenida por la composición de f
y la conjugación de fl. Además, una pareja desarrolladora de M determina de manera única
una (X, G)-estructura en M .

Sea fi1 := fi1(M, m0), m0 œ M , definimos

DÕ

(X,G)(M) :={(f,fl ) : fl œ Hom(fi1, G),
f : ÊM æ X es una función suave no singular y fl ≠ equivariante}.

Consideremos la topología compacto-abierta en el espacio Hom(fi1, G). Como fi1 es fini-
tamente generado, esta topología es igual a la topología dada por la convergencia puntual
de homomorfismos; consideremos, también, la topología CŒ en el espacio de mapeos desa-
rrolladores, entonces DÕ

(X,G)(M) es un espacio topológico y

hol
Õ : DÕ

(X,G)(M) æ Hom(fi1, G)
(f,fl ) ‘æ fl,

es continua.
Se puede consultar en [9, pp. 11-13] que la componente Di�0(M, m0) de la identidad del

grupo de difeomorfismos de M , que fijan m0 actúa de manera libre y propiamente discon-
tinua en DÕ

(X,G)(M) y hol
Õ es invariante bajo esta acción; además que, el grupo G actúa en

DÕ
(X,G)(M) mediante la composición del mapeo desarrollador y la conjugación de la holo-

nomía. Sea D(X,G)(M) el espacio cociente de DÕ
(X,G)(M) por Di�0(M, m0). Al igual que W.

Goldman en [9, p. 11],

Definición 4.0.2 Decimos que el cociente

I(X,G)(M) := G \
1
D(X,G)(M)

2
. (4.1)

es el espacio de deformación de las (X, G)-estructuras en M .



Capítulo 5

Geometría de SL(2,C)

En este Capítulo construiremos un fibrado trivial SL(2,C) æ H3, con fibra SU(2), que
es SL(2,C)-equivariante. También construiremos una métrica riemanniana en SL(2,C) inva-
riante bajo multiplicación a la izquierda. Estos resultados los utilizaremos en el Capítulo 9
para construir una función continua, abierta y SL(2,C)-equivariante de Q3 sobre H3 fi S2 y,
en el Capítulo 6, para mostrar que, para todo grupo kleiniano clásico � convexo-cocompacto
y sin torsión, la función identidad � æ SL(2,C), “ ‘æ “ es un encaje cuasiisométrico, con
respecto a la métrica de palabras de �.

5.1. El grupo SL(2,C) fibra sobre H3 con fibra SU(2)
Recordemos que en el Capítulo 3 definimos al grupo

A =
Y
]

[

A
a b
0 a≠1

B

: a > 0, b œ C

Z
^

\ µ SL(2,C). (5.1)

Como A actúa de manera transitiva en H3 con isotropía trivial; por el Teorema 2.1.12
tenemos que existe un difeomorfismo A-equivariante entre A y H3.

Por los Teoremas 2.1.11 y 2.1.12, sabemos que SL(2,C)/SU(2) es una variedad diferen-
ciable de dimensión tres tal que

fl : SL(2,C)/SU(2) æ H3

[g] ‘æ g(i) (5.2)

es un difeomorfismo SL(2,C)-equivariante y

SL(2,C) æ SL(2,C)/SU(2)
g ‘æ [g] (5.3)

es una submersión propia. Su composición ÷ : SL(2,C) æ H3 es una submersión propia
SL(2,C)-equivariante y, por el Lema de Fibración de Ehresmann (ver el Apéndice B), es un
fibrado localmente trivial. De hecho, es un fibrado trivial, SL(2,C) ¥ H3 ◊SU(2); como H3 es
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difeomorfo a A, un isomorfismo es, por ejemplo, el inducido por la siguiente descomposición
de SL(2,C)

A
a b
c d

B

=
A

|a1| b1a1
|a1|

0 |a1|≠1

B Q

a
|a1|–

a1
≠—|a1|

a1
|a1|—

a1
|a1|–

a1

R

b

donde si c ”= 0, entonces — = (|d

c

|2 + 1)≠ 1
2 , – = d—c≠1, a1 = a– ≠ b—, b1 = a— + b–̄ y si d ”= 0;

entonces – = (| c

d

|2 + 1)≠ 1
2 , — = c̄–̄d̄≠1, a1 = a– ≠ b—̄, b1 = a— + b–̄,

Entonces ÷ : SL(2,C) æ H3 está dado por

SL(2,C) æ C ◊ R+
A

a b
c d

B

æ (b1a1, |a1|2), (5.4)

donde a1 y b1 son como antes.
Sea � un grupo kleiniano clásico de SL(2,C), entonces ÷ induce un fibrado localmente

trivial

� \ SL(2,C) æ � \ H3

[x] ‘æ [÷(x)]. (5.5)

5.2. Una métrica riemanniana en SL(2,C)
En esta Sección construiremos una métrica riemanniana en SL(2,C). Recordemos que,

en un grupo de Lie, todas las métricas invariantes bajo multiplicación a la zquierda son
cuasiisométricas ([4, p. 86]).

Como H3 es difeomorfo a A, podemos considerar a A ¥ A ◊ {I} µ A ◊ SU(2) con la
métrica hiperbólica; denotémosla por g1.

Extenderemos ahora esta métrica a todo SL(2,C) de manera que sea invariante por la
multiplicación a la izquierda.

Como variedades
SL(2,C) ¥ A ◊ SU(2),

entonces
T

I

SL(2,C) = T
I

A ü T
I

SU(2).
Sea

g1
I

: T
I

A ◊ T
I

A æ R
el producto interno en T

I

A determinado por la métrica riemanniana g1 de A en la identidad
I. Sea

g2
I

: T
I

SU(2) ◊ T
I

SU(2) æ R
un producto interno cualquiera. Definamos

g
I

: T
I

SL(2,C) ◊ T
I

SL(2,C) æ R
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mediante

g
I

(v + u, l + p) := g1
I

(v, l) + g2
I

(u, p), v, l œ T
I

A, u, p œ T
I

SU(2). (5.6)

Claramente
g

I

(v, l) = g1
I

(v, l) para todo v, l œ T
I

A. (5.7)
A continuación, veremos que g

I

es una forma bilineal definida positiva y simétrica en
T

I

SL(2,C), por lo que g
I

determina una única métrica riemanniana invariante a la izquierda
en SL(2,C).

Si v, l, Âv œ T
I

A, u, p, Âu œ T
I

SU(2), x = v + u, y = l + p, w = Âv + Âu,

g
I

(x + w, y) = g
I

((v + Âv) + (u + Âu), l + p) = g1
I

(v + Âv, l) + g2
I

(u + Âu, p) =
g1

I

(v, l) + g1
I

(Âv, l) + g2
I

(u, p) + g2
I

(Âu, p) = g
I

(x, y) + g
I

(w, y),
g

I

(x, y) = g
I

(v + u, l + p) = g1
I

(v, l) + g2
I

(u, p) = g1
I

(l, v) + g2
I

(p, u) =
g

I

(l + p, v + u) = g
I

(y, x),
g

I

(x, x) = g
I

(v + u, v + u) = g1
I

(v, v) + g2
I

(u, u) > 0.

Se tiene también que

g
I

(ax, y) = g
I

(av + au, l + p) = g1
I

(av, l) + g2
I

(au, p)
= ag1

I

(v, l) + ag2
I

(u, p) = ag
I

(v + u, l + p) = ag
I

(x, y).

Observemos, por la definición (5.6), que estamos declarando al espacio T
I

A ortogonal al
espacio T

I

SU(2).
Definimos, de la manera usual en la teoría de grupos de Lie, en SL(2,C) la métrica

riemanniana g invariante bajo multiplicación a la izquierda, mediante

g
s

(u, v) := g
I

1
D

s

L
s

≠1(u), D
s

L
s

≠1(v)
2
,

donde u, v œ T
s

SL2(C), L
s

≠1 : G æ G es la mutiplicación a la izquierda por s≠1 y D
s

denota
la diferencial de una función en el punto s.
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Capítulo 6

Teoría geométrica de SL(2,C)

En este Capítulo mostraremos que, para todo grupo kleiniano clásico � sin torsión y
convexo-cocompacto, la función identidad � æ SL(2,C), “ ‘æ “ es un encaje cuasiisométrico,
con respecto a cualquier métrica invariante bajo multiplicación a la izquierda en SL(2,C) y
a cualquier métrica de palabras de �.

Este resultado lo utilizaremos para probar el Lemma 8.2.1, el cual es fundamental en la
prueba del Teorema 1.0.1.

6.1. Definiciones básicas de la teoría geométrica de gru-
pos

Decimos que una función f : X æ Y , no necesariamente continua, entre dos espacios
métricos es un encaje cuasiisométrico si existen constantes A > 0, B > 0, tales que para
todo x, y œ X,

A≠1d
X

(x, y) ≠ B Æ d
Y

1
f(x), f(y)

2
Æ Ad

X

(x, y) + B.

Decimos que f : X æ Y tiene imagen cuasidensa si existe una constante D > 0 tal que
para todo y œ Y , existe x œ X tal que

d
Y

1
f(x), y

2
Æ D.

Decimos que una función f : X æ Y entre dos espacios métricos es una cuasiisometría
si es un encaje cuasiisométrico con imagen cuasidensa. Dos espacios métricos son cuasiiso-
métricos si existe una cuasiisometría entre ellos. Ser cuasiisométrico induce una relación de
equivalencia en el conjunto de espacios métricos.

Sea G un grupo finitamente generado y S µ G un conjunto generador de G (cerrado
bajo inversos) que no contenga a la identidad. La gráfica de Cayley C de G con respecto al
conjunto generador S es la gráfica Cay(G, S) construida de la siguiente manera:

1. Consideramos un vértice por cada elemento g œ G.

2. Consideramos una arista entre g œ G y gs, para todo g œ G, s œ S.
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La métrica de palabras en G con respecto a un conjunto generador S (cerrado bajo
inversos) se define como

d
s

(g, h) := mı́n{n œ N : ÷ s1, . . . , s
n

œ S, g≠1 · h = s1 · · · s
n

}
= mı́n{n œ N : ÷ un camino de longitud n conectando g y h en C}

y la longitud de g œ G se define como l(g) := d
s

(g, e), donde e es la identidad de G.
Nos gustaría aclarar que si S Õ es otro conjunto finito de generadores del grupo G y dÕ es

la métrica de palabras de G con respecto a S Õ, entonces (G, d) y (G, dÕ) son cuasiisométricos.

6.2. El fibrado trivial ÷ : SL(2,C) æ H3 es una cuasiiso-
metría

Consideremos a SL(2,C) con la métrica riemanniana construida en la Sección 5.2 y a H3

con la métrica hiperbólica.

Proposición 6.2.1 El fibrado trivial ÷ : SL(2,C) æ H3 es una cuasiisometría.

Demostración: En el Capítulo 5, definimos al grupo afín A y vimos que existe un di-
feomorfismo A-equivariante entre H3 y A. Sean h y d las distancias en A y en SL(2,C),
respectivamente, inducidas por las métricas riemannianas g1 y g, respectivamente, conside-
radas en la Sección 5.2.

Deseamos comparar

L(“) =
⁄ 1

0

3
g

“(t)
1
“Õ(t), “Õ(t)

24 1
2
dt

con
L

1
÷(“)

2
=

⁄ 3
g1

÷¶“(t)
1
(÷ ¶ “)Õ(t), (÷ ¶ “)Õ(t)

24 1
2
dt,

para toda curva “ : [0, 1] æ SL(2, C) en SL(2,C).

Para esto realizaremos la comparación de sus respectivos integrandos. En particular,
mostraremos primero que existen constantes R1 > 0, R2 > 0, tales que, para todo x œ
SL(2,C) y para todo w œ T

x

SL(2,C), se tiene que:

R1gx

(w, w) Æ g1
÷(x)

1
D

x

÷(w), D
x

÷(w)
2

Æ R2gx

(w, w). (6.1)

Primero mostraremos la fórmula anterior para el caso en el que x es un elemento de
SL(2,C) y w está en el tangente unitario TU

x

(SL(2,C)) de SL(2,C).

De la continuidad de la métrica riemanniana y de la diferencial y de la compacidad
de aSU(2), para todo a œ A µ SL(2,C), se tiene que: para todo a œ A, existen constantes
R1 > 0, R2 > 0 tales que, para todo x œ aSU(2) y para todo u œ TU

x

(SL(2,C)), se satisfacen
las desigualdades (6.1). Mostraremos ahora que R1 y R2 no dependen de a œ A.
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Para toda a œ A, sean

L1
a

: A æ A,

L
a

: SL(2,C) æ SL(2,C)

las multiplicaciones a la izquierda por a en A y en SL(2,C), respectivamente. Si v œ
TU

ax

(SL(2,C)), entonces como D
x

L
a

es un isomorfismo, existe u œ TU
x

(SL(2,C)), tal que
v = D

x

L
a

u. Entonces, como D
÷(x)L

1
a

preserva el producto interior, por la regla de la cadena
y como ÷ ¶ L

a

= L1
a

¶ ÷, tenemos que

g1
÷(x)

1
D

x

÷(u), D
x

÷(u)
2

= g1
a÷(x)

1
D

÷(x)L
1
a

D
x

÷(u), D
÷(x)L

1
a

D
x

÷(u)
2

= g1
a÷(x)

1
D

ax

÷ D
x

L
a

(u), D
ax

÷ D
x

L
a

(u)
2

= g1
a÷(x)

1
D

ax

÷(v), D
ax

÷(v)
2
.

Por lo anterior y como g
x

(u, u) = g
ax

(v, v) = 1, se tiene que las constantes R1 y R2 no
dependen de x œ SL(2,C).

Con esto hemos mostrado la fórmula (6.1) para el caso en el que x œ SL(2,C) y u está
en el tangente unitario TU

x

1
SL(2,C)

2
de SL(2,C).

Mostraremos ahora la fórmula (6.1) para el caso en el que x œ SL(2,C) y u es unelemento
no nulo del tangente T

x

(SL(2,C)) de SL(2,C).
Supongamos que x œ SL(2,C) y w œ T

x

SL(2,C), entonces

w = ||w|| u,

para algún vector unitario u œ TU
x

SL(2,C), donde la norma anterior es con respecto al
producto interior g

x

. Sabemos que la fórmula (6.1) es válida para u; multiplicándola por
||w||2, por linealidad de la derivada y por bilinealidad del producto interior, obtenemos la
fórmula (6.1) para w.

Finalmente si x œ SL(2,C) y w es un vector nulo del tangente T
x

SL(2,C) de SL(2,C),por
bilinealidad del productor interior y linealidad de la derivada, se tiene que g

x

(w, w) =
g1

÷(x)

1
D

x

÷(w), D
x

÷(w)
2

= 0, por lo tanto la fórmula (6.1) también es válida.

Sea “ : [0, 1] æ SL(2,C) cualquier curva en SL(2,C) que una los puntos a y b de SL(2,C).
Por la fórmula (6.1) tenemos que

L(“) =
⁄ 1

0

3
g

“(t)
1
“Õ(t), “Õ(t)

24 1
2
dt

Æ 1
R1

⁄ 1

0

Q

ag1
÷¶“(t)

3
D

“(t)÷
1
“Õ(t)

2
, D

“(t)÷
1
“Õ(t)

24R

b

1
2

dt

= 1
R1

⁄ 1

0

Q

ag1
÷¶“(t)

1
(÷ ¶ “)Õ(t), (÷ ¶ “)Õ(t)

2
R

b

1
2

dt = 1
R1

L
1
÷(“)

2
,
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y que

L
1
÷(“)

2
=

⁄ 1

0

Q

ag1
÷¶“(t)

1
(÷ ¶ “)Õ(t), (÷ ¶ “)Õ(t)

2
R

b

1
2

dt

=
⁄ 1

0

Q

ag1
÷¶“(t)

3
D

“(t)÷
1
“Õ(t)

2
, D

“(t)÷
1
“Õ(t)

24R

b

1
2

dt

Æ R2

⁄ 1

0

3
g

“(t)
1
“Õ(t), “Õ(t)

24 1
2
dt = R2L(“).

Como SL(2,C) es difeomorfo a H3◊SU(2), toda curva en H3 se puede levantar a una curva en
SL(2,C); es decir, toda curva en H3 es de la forma ÷

1
“(t)

2
, para alguna curva “ en SL(2,C).

Como las desigualdades anteriores valen para toda curva “ en SL(2,C) que una los puntos
a y b en SL(2,C), tenemos que si

m := máx
; 1Ô

R1
,
Ò

R2

<
,

entonces
1
m

h
1
÷(a), ÷(b)

2
Æ 1Ô

R2
h

1
÷(a), ÷(b)

2
Æ d(a, b) Æ 1Ô

R2
h

1
÷(a), ÷(b)

2
Æ m h

1
÷(a), ÷(b)

2

6.3. Lema de S̆varc-Milnor
En esta Sección, veremos uno de los Lemas más importantes de la teoría geométrica

de grupos, el Lema de S̆varc-Milnor (ver [4, p. 87]), y un Corolario que utilizaremos en el
Capítulo 8 . Sea X un espacio métrico y L > 0, una geodésica de longitud L en X es un
encaje isométrico “ : [0, L] æ X, donde consideramos el intervalo [0, L] como subespacio
métrico de R. Decimos que X es un espacio geodésico si para todo x, xÕ œ X existe una
geodésica en X que empieza en x y termina en xÕ. Recordemos que un espacio métrico es
propio si sus bolas cerradas son compactas.

Teorema 6.3.1 (S̆varc-Milnor) Supongamos que X es un espacio métrico geodésico y pro-
pio, � un grupo discreto que actúa en X de manera cocompacta (es decir, �\X es compacto),
de manera propiamente discontinua y por isometrías, entonces:

1. � es finitamente generado.

2. Si consideramos a � como espacio métrico con la métrica de palabras, para toda x0 œ X,
el mapeo f : � æ X, f(“) := “ · x0 es una cuasiisomtería.

Demostración: Sea x0 œ X, por la Proposición 2.1.10, tenemos que existe R > 0 tal
que la bola cerrada de radio R y centro x0, B := B

R

(x0) cubre a X, i.e. �B = X. Por tanto,
f tiene imagen cuasidensa. Sea

S :=
Ó
“ œ � : “ ”= I, B fl “B ”= ÿ

Ô
< Œ



6.3. LEMA DE S̆VARC-MILNOR 45

y
r := ı́nf

“ /œS,“ ”=I

Ó
d(B,“ B)

Ô
= ı́nf

“ /œS,“ ”=I

{máx
x,yœB

d(x, “y)}.

Como � actúa de manera propiamente discontinua en X, entonces r > 0. Sea “ œ �,
“ /œ S,“ ”= 1; como existe una única k œ Z tal que

R + (k ≠ 1)r Æ d(x0, “ x0) < R + kr, (6.2)

entonces, existe una curva c de longitud finita que une x0 y “x0 tal que su longitud L(c)
satisface

R + (k ≠ 1)r Æ L(c) < R + kr.

Sea x1 un punto en la curva c tal que d(x0, x1) = R y, para toda i Ø 2 sea x
i

un punto
en la curva c tal que d(x

i

, x
i≠1) = r. Afirmamos que este proceso debe terminar, ya que, si

no lo hace, entonces, para todo n œ N, se tendría que
nÿ

i=1
d(x

i

, x
i+1) = rn Æ L(c).

Lo cual, evidentemente, no puede ocurrir ya que la curva es de longitud finita. Por lo
que existe n œ N con la propiedad de que es el natural más grande tal que existe una
sucesión finita S := {x1, x2, x3, . . . , x

n

} de puntos distintos en la curva, tal que d(x0, x1) =
R, d(x1, x2) = r, . . . , d(x

n≠1, x
n

) = r.
Por lo que, por definición de longitud de una curva,

R + nr Æ L(c)

y n es el natural más grande con tal propiedad. Por (6.2) tenemos que n = k ≠ 1. Modifi-
quemos un poco la sucesión, agreguemos un punto x

k

y definamos x
k+1 := “x0, escojámosla

tal que d(x0, x1) < R, d(x1, x2) < r, . . . , d(x
k≠1, x

k

) < r, d(x
k

, “ x0) < r.
Como �B = X, sea {“

j

}k

j=0 una sucesión de � tal que “0 := 1, . . . , “
k

= “ y x
i+1 œ “

i

B̄,
para toda i = 0, . . . , k. Definamos también s

i

:= “≠1
i≠1“i

, para todo i = 1, . . . , k + 1 se tiene
que

s1 · · · s
k

= “1“
≠1
1 . . . “

k≠1“
≠1
k≠1“ = “. (6.3)

Como “≠1
i≠1xi

œ B̄ y s
i

“≠1
i

x
i+1 œ s

i

B̄, entonces, por lo anterior, y como � actúa por
isometrías,

d(B̄, s
i

B̄) Æ d(“≠1
i≠1xi

, s
i

“≠1
i

x
i+1) = d(“≠1

i≠1xi

, “≠1
i≠1xi+1) = d(x

i

, x
i+1) < r.

Por lo anterior, y por la definición de r, se tiene que S genera a �. Por las ecuaciones
(6.2) y (6.3), tenemos que

l(“) Æ 1
r

d(x0, “ x0) + 1. (6.4)

Además, si “ œ S ó “ = 1, la desigualdad anterior es una igualdad. Si definimos

⁄ := máx
sœS

Ó
d(x0, sx0)

Ô
,
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como S genera a �, por la desigualdad triangular y, como � actúa por isometrías, tenemos
que

d(x0, “ x0) = d(x0, s1 · · · s
k

x0)
Æ d(x0, s1x0) + d(s1x0, s1s2x0) + . . . d(s1 · · · s

k≠1x0, s1 · · · s
k

x0)
= d(x0, s1x0) + d(x0, s2x0) + . . . d(x0, s

k

x0) Æ ⁄l(“). (6.5)

Afirmamos que ⁄ ”= 0, ya que si ⁄ = 0, la desigualdad anterior implicaría que, para todo
“ œ �, se tendría que d(x0, “ x0) = 0, lo cual contradice el hecho de que � actúe de manera
propiamente discontinua en X.

Juntando las desigualdades (6.4) y (6.5) tenemos que para todo “ œ �

1
⁄

d(x0, “ x0) Æ l(“) Æ 1
r

d(x0, “ x0) + 1. ⇤

Si � es un grupo kleiniano convexo-cocompacto, entonces la envolvente convexa del con-
junto límite � satisface las condiciones del Teorema de S̆varc-Milnor; por lo que tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 6.3.2 Sea � un grupo kleiniano clásico convexo-cocompacto, entonces existe un
cerrado invariante F de B3, tal que

1. El grupo � es finitamente generado.

2. Si consideramos a � como espacio métrico con la métrica de palabras, para toda x0 œ F ,
el mapeo � æ F,“ ‘æ “ · x0 es una cuasiisometría.

6.4. La identidad de � en SL(2,C) es un encaje cuasii-
sométrico

Consideremos la métrica riemanniana de SL(2,C) construida en la Sección 5.2.

Proposición 6.4.1 Si � es un grupo kleiniano clásico convexo-cocompacto, entonces, la
identidad � æ SL(2,C), “ ‘æ “ es un encaje cuasiisométrico con respecto a la métrica de
palabras en �.

Demostración: Consideremos la métrica riemanniana de A construida en la Sección 5.2.
Por la Proposición 6.2.1 y por el Corolario 6.3.2, existen constantes R2 > 0, K > 0, ⁄ > 0 y
r > 0 tales que

1Ô
R2

h
1
÷(“), I

2
Æ d(“, I) Æ h

1
÷(“), I

2
+ 2K,
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y

1
⁄

h(x0, “ x0) Æ l(“) Æ 1
r

h(x0, “ x0) + 1,

donde x0 œ C(�) fl H3. Como

SU(2) \ SL(2,C) æ H3

÷(“) = [“] ‘æ “x0,

es, por definición, una isometría y h
1
÷(“), I

2
= h(“x0, x0), se tiene que

rÔ
R2

l(“) ≠ r

R2
Æ d(“, I) Æ ⁄l(“) + 2K.

Entonces, existen constantes B := máx{⁄, rÔ
R2

, 1} > 1 y C := máx{ rÔ
R2

, 2K} Ø 0 tales
que, para toda “ œ �

B≠1l(“) ≠ C Æ d(“, Id) Æ Bl(“) + C. ⇤ (6.6)
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Capítulo 7

La cuádrica de CP4

En el Apéndice A recordamos algunas definiciones y resultados básicos de la teoría de
formas bilineales y formas cuadáticas en Cn y de cuádricas en CPn≠1. En particular, el
Teorema A.0.16 nos dice que todas las formas cuad�aticas no degeneradas de CPn≠1 son
equivalentes.

La forma cuadrática no degenerada

q(z1, z2, z3, z4, z5) := z1z5 ≠ z2z4 ≠ z2
3 (7.1)

de C5 define una forma cuadrática no degenerada

qú(z1, z2, z4, z5) := q(z1, z2, 0, z4, z5)

de C4.
Consideremos la cuádrica no degenerada

Q3 :=
Ó
[z1 : z2 : z3 : z4 : z5] œ CP4 : q(z1, z2, z3, z4, z5) = 0

Ô
,

de CP4 y la cuádrica no degenerada

C4 :=
Ó
(z1, z2, z3, z4, z5) œ C5 ≠ {0} : q(z1, z2, z3, z4, z5) = 0

Ô
(7.2)

de C5.
Sea H el hiperplano de C5 definido por z3 = 0,

fi : C5 ≠ {0} æ CP4, fi
1
z1, z2, z3, z4, z5

2
:= [z1, z2, z3, z4, z5]

y
Q2 := Q3 fl fi(H).

Proposición 7.0.1 Se tiene lo siguiente:

1. La cuádrica Q3 es una subvariedad diferenciable encajada cerrada en CP4 de dimen-
sión compleja 3, por lo tanto, compacta. La cuádrica Q2 es una subvariedad compacta
encajada en Q3 de dimensión compleja 2.

49
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2. La función

f : SL(2,C) Òæ CP4
A

a b
c d

B

‘æ [a : b : 1 : c : d]

es un encaje. Denotamos por � a la imagen de SL(2,C) bajo f .

3. Se tiene que
Q3 = �, Q3 = � fi Q2, � fl Q2 = ÿ.

4. La función

B : Q2 æ CP1 ◊ CP1

[a : b : 0 : c : d] æ
Q

a

S

UIm

A
a b
c d

B T

V,

S

UKer

A
a b
c d

B T

V

R

b (7.3)

está bien definida y es un biholomorfismo.

Demostración: Empezaremos mostrando el inciso (1). Supongamos que

z = [z̄1 : z̄2 : z̄3 : z̄4 : z̄5] œ Q3.

Como no todos los z̄
i

pueden ser cero, supongamos que z̄5 ”= 0. Consideremos la carta
usual (U,Â ) de CP4 que contiene a z; esto es

U := {[z0 : z1 : z2 : z3 : 1] œ CP4,

Â : U æ C4, Â([z1 : z2 : z3 : z4 : 1]) := (z1, z2, z3, z4).
Consideremos la función

f : C4 æ C4, f(z1, z2, z3, z4) := (z1 ≠ z2z4 ≠ z2
3 , z2, z3, z4).

Como para todo Z œ C4 det(D
Z

f) = 1, entonces f un biholomorfismo local, mas aún,
su inversa es

f≠1(y1, y2, y3, y4) := (y1 + y2y4 + y2
3, , y2, y3, y4),

por lo que f es un biholomorfismo.
Entonces,

fl : U æ C4, fl := f ¶ Â

es un biholomorfismo; además

fl(U fl Q3) = fl(U) fl {y1 = 0},

por lo que Q3 es una subvariedad encajada de CP4 de dimensión compleja 3. También

fl(U fl Q2) = {y1 = 0} fl {y2 = 0} fl fl(U),
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por lo que Q2 es una subvariedad encajada de Q3 de dimensión compleja 2 .

Sea
p : C5 ≠ {0} æ C, p(z1, z2, z3, z4, z5) := z1z5 ≠ z2z4 ≠ z2

3 .

Se tiene que Q3 es un espacio cerrado de CP4 ya que es un cociente del conjunto cerrado
p≠1(0). Además, Q2 es cerrado en Q3 ya que fi(H) es cerrado en CP4.

Mostraremos ahora el inciso (2). Notemos que f está bien definida, ya que como

ad ≠ bc = 1,

entonces [a : b : 1 : c : d] œ Q3. La función f en unas coordenadas en las que x ”= 0 se expresa
como:

(a, b, c) æ
3

a, b, c,
1 + bc

a

4
æ

5
x : y : 1 : z : 1 + bc

a

6
æ

3
x, y, z

4
.

Entonces f es una inmersión inyectiva y, por tanto, un encaje.

Mostraremos ahora el inciso (3). Como {[a : b : 1 : c : d] œ CP4} es abierto en CP4 y
� = {[a : b : 1 : c : d] œ CP4} fl Q3, entonces � es abierto en Q3. Como todo abierto de
C5 que contenga un punto cuya tercera coordenada sea cero contiene puntos cuyas terceras
coordenadas son distintas de cero, entonces � es denso en Q3.

Por definición � y Q2 son ajenos. Además, se tiene que

Q3 = {[0 : x1 : x2 : x3 : x4] : x1x4 ≠ x2x3 = 0} fi {[1 : x1 : x2 : x3 : x4] : x1x4 ≠ x2x3 = 1}
= Q2 fi �.

Finalmente, mostraremos el inciso (4). Si [a : b : 0 : c : d] œ Q2, sea

M =
A

a b
c d

B

.

Como M es una matriz no nula cuyo determinante es cero, entonces la dimensión de su
kernel (y de su imagen) es uno. Entonces (7.3) está bien definida.

Notemos que (7.3) se puede representar también como

[a : b : 0 : c : d] ‘æ

Y
______]

______[

1
[a : c], [≠b : a]

2
a ”= 0,1

[b : d], [≠b : a]
2

b ”= 0,1
[a : c], [≠d : c]

2
c ”= 0,1

[b : d], [d : ≠c]
2

d ”= 0.

.

Tenemos que éste es un biholomorfismo local ya que, si suponemos que [bc : b : 0 : c :
1] œ Q2, B se representa en coordenadas como

(b, c) ‘æ (b, ≠c).
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Se tiene que (7.3) es sobreyectiva ya que, si suponemos que tenemos
1
[1 : x], [y : 1]

2
œ CP1 ◊ CP1,

entonces
[1 : ≠y : 0 : x : ≠xy] œ Q2

y su imagen bajo B es
1
[1 : x], [y : 1]

2
(los otros casos son similares).

Finalmente, (7.3) es inyectiva ya que, si suponemos que

[1 : b : 0 : c : bc], [Âa : Âa Âd : 0 : 1 : Âd]

y 1
[1 : c], [≠b : 1]

2
=

1
[Âa : 1], [≠ Âd : 1]

2
,

entonces Âa = 1
c

y Âd = b, por lo que

[1 : b : 0 : c : bc] = [Âa : Âa Âd : 0 : 1 : Âd]

(los otros casos son similares). Por tanto, (7.3) es un biholomorfismo. ⇤

7.1. El grupo de automorfismos de la cuádrica y algu-
nos subgrupos

Los grupos O(4,C) y O(5,C) son los grupos de matrices que preservan qú y q, respec-
tivamente. El grupo SO(4,C) es el subrgupo de O(4,C) que contiene a las matrices de
determinante uno.

Decimos que dos matrices en O(n,C) (n = 4, 5) distintas de cero están relacionadas si
una es un múltiplo escalar de la otra y denotamos por PO(n,C) al conjunto de clases de
equivalencia. Se tiene que PO(5,C) es el grupo de transformaciones proyectivas que preser-
van Q3, por esto, decimos que PO(5,C) es el grupo de automorfismos de la cuádrica Q3.

El encaje de O(4,C) en O(5,C), que corresponde a añadir a una matriz de O(4,C)
un renglón (y una columna) en medio de los otros renglones (y columnas), añadir 1 a la
entrada central y ceros a las demás entradas añadidas, es un monomorfismo holomorfo.
Puesto que la composición de este encaje y la proyección de O(5,C) sobre PO(5,C) define
un monomorfismo holomorfo „ de O(4,C) en PO(5,C), denotamos, también, por O(4,C), a
la imagen de este monomorfismo y, por SO(4,C), a la imagen de SO(4,C). Por definición,
tenemos que el grupo O(4,C) preserva Q2.

Proposición 7.1.1 Se tiene lo siguiente:

1. La acción:
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
◊ SL(2,C) æ SL(2,C)
1
(g, h), x

2
‘æ gxh≠1 (7.4)
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define una acción holomorfa de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en � que se extiende de forma
única a una acción en Q3.

2. La extensión del inciso anterior define un homomorfismo holomorfo Â de SL(2,C) ◊
SL(2,C) sobre SO(4,C) con kernel

Ó
(I, I), (≠I, ≠I)

Ô
y, por tanto, una acción fiel del

grupo SO(4,C) en Q3. Existen coordenadas de Q2 en las que esta acción se representa
como

(x, y) ‘æ
1
g(x), h(y)

2
. (7.5)

3. El biholomorfismo (7.3) es SO(4,C)-equivariante con respecto a la acción definida en
el inciso (1) y a la acción (1.1) definida en el cociente SO(4,C):

SO(4,C) ◊
1
CP1 ◊ CP1

2
æ

1
CP1 ◊ CP1

2

3Ë
(g, h)

È
, (z, w)

4
‘æ

1
g(z), h(w)

2
. (7.6)

4. Si � es un grupo kleiniano clásico sin torsión, para todo morfismo de grupos u : � æ
SL(2,C), la restricción del homomorfismo Â, definido en el inciso (2), a �

u

, es inyec-
tiva; por lo tanto, �

u

es un subgrupo de SO(4,C). Además �
u

es libre de torsión.

Demostración: Empezaremos mostrando el inciso (1). Como, por definición, SL(2,C) y
� son biholomorfos, entonces, la acción (7.4) de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en SL(2,C) define una
acción de SL(2,C)◊SL(2,C) en �. Además, es fácil definir una acción de SL(2,C)◊SL(2,C)
en Q3 siguiendo (7.4) y fijando la tercera coordenada:

1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
◊ Q3 æ Q3

Q

a
A

a b
c d

B A
‚a ‚b
‚c ‚d

B

, [z1 : z2 : z3 : z4 : z5]
R

b

‘æ [a ‚dz1 + b ‚dz4 ≠ a‚cz2 ≠ b‚cz5 : ≠a‚bz1 ≠ b‚bz4 + a‚az2 + b‚az5 : z3

: c ‚dz1 + d ‚dz4 ≠ c‚cz2 ≠ d‚cz5 : ≠c‚bz1 ≠ d‚bz4 + c‚az2 + d‚az5].

Esta acción no es fiel ya que (≠I, ≠I) actúa como la identidad (I, I).

Mostraremos ahora el inciso (2). La acción de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en Q3 del inciso (1)
define un homomorfismo holomorfo.

Â : SL(2,C) ◊ SL(2,C) æ PO(5, C)

Q

a
A

a b
c d

B

,

A
‚a ‚b
‚c ‚d

B R

b ‘æ

Q

cccccca

a ‚d ≠a‚c 0 b ‚d ≠b‚c
≠a‚b a‚a 0 ≠b‚b b‚a

0 0 1 0 0
c ‚d ≠c‚c 0 d ‚d ≠d‚c

≠c‚b c‚a 0 d‚b d‚a

R

ddddddb
. (7.7)
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Como cualquier elemento de la imagen de Â tiene determinante 1 y todas sus entradas
de la tercera columna o fila son cero, salvo la entrada (3, 3), entonces, la imagen de Â está
contenida en SO(4,C). Como SL(2,C) ◊ SL(2,C) es conexo, entonces, la imagen de Â es un
subgrupo conexo de SO(4,C). Como Â

1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
y SO(4,C) son de la misma

dimensión (ver [8, p. 82]), entonces, tienen que ser iguales. Por lo tanto, la imagen de Â es
SO(4,C).

Además, si igualamos el lado derecho de (7.7) con la identidad, notamos fácilmente que
los únicos elementos de SL(2,C) ◊ SL(2,C) que van a la identidad son (I, I) y (≠I, ≠I),
donde I es la matriz identidad de dos por dos. De manera equivalente, notamos que el grupo

Ó
(I, I), (≠I, ≠I)

Ô

es el estabilizador de todos los puntos de SL(2,C); las parejas de la forma (A, A) con A œ
SL(2,C) estabilizan a I y, si ABA≠1 = B, entonces A está en el centro de SL(2,C). Entonces
el kernel de Â es

Ó
(I, I), (≠I, ≠I)

Ô
.

Como PO(5,C) actúa en Q3 de manera fiel y SO(4,C) µ PO(5,C), entonces SO(4,C)
actúa de manera fiel en Q3.

Por lo que Â induce un isomorfismo biholomorfo de
1
SL(2,C)◊SL(2,C)

2
/

Ó
(I, I), (≠I, ≠I)

Ô

sobre SO(4,C).

Con respecto a las cartas
(z, s) ‘æ [zs : z : 0 : s : 1]

y
(z, s) ‘æ [z : ≠zs : 0 : 1 : ≠s],

la acción de SO(4,C) en Q2 se representa como (7.5).

Probaremos ahora el inciso (3). Identificamos a Q2 con las matrices de determinante cero.
Sean

M =
A

z1 z2
z4 z5

B

œ Q2, (g, h) œ SL(2,C) ◊ SL(2,C)

y B el biholomorfismo definido en (7.3), entonces

B
3Ë

(g, h)
È
[M ]

4
= B

1
[gMh≠1]

2
=

3Ë
Im(gMh≠1)

È
,
Ë
Ker(gMh≠1)

È4

=
A

g
3Ë

Im(Mh≠1)
È4

,
Ë
Ker(Mh≠1)

ÈB

=
A

g
3Ë

Im(M)
È4

, h
3Ë

Ker(M)
È4B

=
Ë
(g, h)

È
B

1
[M ]

2
.

Por lo tanto, el biholomorfismo (7.3) es SL(2,C) ◊ SL(2,C)-equivariante.

Finalmente, probaremos el inciso (4). En el Capítulo 3, mostramos que todo grupo
kleiniano clásico � de SL(2,C) no contiene a ≠I, donde I es la identidad; por lo tanto,
(≠I, ≠I) /œ �

u

y Â restringido a �
u

es inyectivo, por lo que �
u

µ SO(4,C). Además, como �
no tiene torsión, entonces �

u

tampoco tiene torsión. ⇤
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En el Teorema 10.6.1 mostraremos que los grupos �
u

del inciso (4) del Teorema anterior
son grupos kleinianos ortogonales, si u : � æ SL(2,C) es un homomorfismo suficientemente
cercano al homomorfismo constante.

7.2. La geometría de la cuádrica
Sea B la forma bilineal asociada a la cuádrica q. Un subespacio vectorial W de C5 es

llamado isotrópico si está contenido en la cuádrica C4, es decir, si para todo w œ W , q(w) = 0,
los vectores de W son llamados isotrópicos.

Existen C-planos isotrópicos en C5, por ejemplo Èe1, e2Í, donde e1 := (1, 0, 0, 0, 0) y
e2 := (0, 1, 0, 0, 0, 0) son los vectores usuales de la base canónica.

Sin embargo, no existen subespacios isotrópicos de C5 de dimensión compleja 3 ya que
la identidad de polarización nos dice que, para todo u, v œ C5, se tiene que

2B(u, v) = q(u + v) ≠ q(u) ≠ q(v) = 0,

por lo que W µ W ‹. Entonces por el Lema 22 de [27] (viene enunciado para espacios
vectoriales reales pero, en la demostración de este Lema, no se utiliza este hecho, por lo que
es la misma demostración para el caso complejo), tenemos que

2 dim W Æ dim W + dim W ‹ = dimC5 = 5.

Por lo tanto, dim W Æ 5
2 , esto es, dim W Æ 2.

Definición 7.2.1 Llamamos geodésica de luz a la proyectivización de un C-plano isotrópico
de C5.

Es claro que toda geodésica de luz es biholomorfa a CP1 y que PO(5,C) manda geodésicas
de luz en geodésicas de luz.

Si p œ Q3, definimos el cono de luz de p en Q3, denotado por C(p), como la unión de
todas las geodésicas de luz que pasan por p.

Recordemos que, anteriormente, hemos denotado por fi a la proyección de C5 ≠ {0} en
CP4. Sea p œ Q3 y fi(Âp) = p. Mostraremos ahora que

C(p) = fi(Âp‹ fl C4).

Si P es un plano isotrópico que pasa por Âp, entonces, para todo u œ P , se tiene que

q(u) = q(Âp) = q(u + Âp) = 0;

entonces, por la identidad de polarización, B(u, Âp) = 0. Por lo tanto, u es un vector isotrópico
ortogonal a Âp, esto es, u œ C4 fl Âp‹. Si u œ C4 fl Âp‹, entonces q(u) = 0 y B(u, Âp) = 0.

Nuevamente, por la identidad de polarización, para todo a, b œ C, se tiene que

0 = 2abB(u, Âp) = 2B(au, bÂp) = q(au + bÂp) ≠ q(au) ≠ q(bÂp)
= q(au + bÂp) ≠ a2q(u) ≠ b2q(Âp) = q(au + bÂp).
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Por lo tanto, el plano generado por u y Âp es isotrópico, es decir, u está contenido en un
plano isotrópico que pasa por Âp, obteniendo lo deseado.

Si p œ Q3, consideremos la siguiente relación de equivalencia en C(p) ≠ {0}: decimos que
x, y œ C(p) ≠ {0} están relacionados si pertenecen a la misma geodésica de luz que contiene
a p. Denotemos por ÂC(p) al espacio de clases de equivalencia. Entonces ÂC(p) es el espacio
de todas las geodésicas de luz que contienen a p.

Recordemos que en la Proposición 7.0.1 mostramos que Q2 es biholomorfo a CP1 ◊CP1.

Proposición 7.2.2 Si p œ Q3, entonces el espacio de todas las geodésicas de luz de Q3 que
contienen a p es una variedad compleja biholomorfa a CP1. Las geodésicas de luz de Q3 que
están contenidas en Q2 son de la forma {z} ◊ CP1 y CP1 ◊ {w}, donde z, w œ CP1.

Demostración: Recordemos que la forma cuadrática no degenerada de CP2

Q1 :=
Ó
[0 : z2 : z3 : z4 : 0] œ CP2 : z2z4 + z2

3 = 0
Ô

es biholomorfa a CP1.

Tenemos que

C
1
fi(e1)

2
= fi(e‹

1 fl C4) =
Ó
[z1 : z2 : z3 : z4 : 0] œ CP4 : z2z4 + z2

3 = 0
Ô
.

Las preimágenes de la función

p : C
1
fi(e1)

2
≠

Ó
fi(e1)

Ô
=

€

[z2:z3:z4]œQ1

fi
1
C ◊ {z2} ◊ {z3} ◊ {z4} ◊ {0}

2
æ Q1

[z1 : z2 : z3 : z4 : 0] ‘æ [0 : z2 : z3 : z4 : 0]

son las geodésicas de luz que contienen a fi(e1), menos el punto fi(e1).
Entonces, el espacio de geodésicas de luz que contienen a fi(e1) es una variedad compleja

biholomorfa a CP1.

De forma similar, para toda g œ PO(5,C), la función

p
g

: C
3

fi
1
g(e1)

24
≠

;
fi

1
g(e1)

2<
=

€

[z2:z3:z4]œQ1

g
3

fi
1
C ◊ {z2} ◊ {z3} ◊ {z4} ◊ {0}

24
æ g(Q1)

g
1
[z1 : z2 : z3 : z4 : 0]

2
‘æ g

1
[0 : z2 : z3 : z4 : 0]

2
,

hace al espacio de geodésicas de luz que contienen a fi
1
g(e1)

2
una variedad compleja biho-

lomorfa a CP1. Además, g induce un biholomorfismo ḡ de ÂC
1
fi(e1)

2
sobre ÂC

3
fi

1
g(e1)

24
.

Recordemos que definimos H como el hiperplano z3 = 0. Las geodésicas de luz contenidas
en Q2 son

C
1
fi(e1)

2
fl fi(H) =

Ó
[z1 : z2 : 0 : z4 : 0] œ CP3 : z2z4 = 0

Ô
.
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Definamos la función

q :
3

C
1
fi(e1)

2
fl fi(H)

4
≠

Ó
fi(e1)

Ô
æ

Ó
[0 : 1], [1 : 0]

Ô

[z1 : z2 : z4 : 0] ‘æ [z2 : z4].

Entonces, q≠1
1
[0 : 1]

2
fi

Ó
fi(e1)

Ô
= fi

1
Èe1, e4Í

2
y q≠1

1
[1 : 0]

2
fi

Ó
fi(e1)

Ô
= fi

1
Èe1, e2Í

2
son

las geodésicas de luz que contienen a fi(e1). Bajo el biholomorfismo (7.3), estas geodésicas
de luz son

Ó
[1 : 0]

Ô
◊ CP1 y CP1 ◊

Ó
[0 : 1]

Ô
.

Existen dos foliaciones naturales de CP1 ◊ CP1, las foliaciones horizontal y vertical,
cuyas hojas son de la forma CP1 ◊ {z}, z œ CP1 y {w} ◊ CP1, w œ CP1, respectivamente.
Por la definición de la acción (7.6), SO(4,C), preserva estas foliaciones y actúa de manera
transitiva en CP1 ◊ CP1, entonces, las hojas de estas foliaciones son todas las geodésicas
de luz contenidas en CP1 ◊ CP1. Decimos que estas geodésicas de luz son horizontales y
verticales, respectivamente. Dos geodésicas de luz horizontales (o verticales) son llamadas
paralelas.
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Capítulo 8

Representaciones uniformemente
admisibles

Este Capítulo está dedicado a demostrar algunos resultados técnicos que utilizaremos en
los Teoremas 10.6.1 y 1.0.1 para encontrar ejemplos de grupos kleinianos ortogonales y de
estructuras geométricas ortogonales, respectivamente, de dimensión tres.
Entre otras cosas, demostraremos el Lema 8.2.1, el cual es una generalización del Lema
2.1 de E. Ghys en [7, p.115]. Existe un resultado más débil que éste, dado por Fanny Kas-
sel en [16, p.3]; sin embargo, éste no es suficiente para mostrar el Teorema 10.6.1 de esta tesis.

Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano clásico con dominio de discontinuidad � en CP1 y
u : � æ SL(2,C) un morfismo de grupos. Definimos al grupo

�
u

:=
;1

“, u(“)
2

: “ œ �
<

µ SL(2,C) ◊ SL(2,C), (8.1)

el cual es isomorfo a �.
Por el Capítulo 7, sabemos que �

u

se encaja de manera sobreyectiva en SO(4,C) µ
PO(5,C), por lo que �

u

actúa en los espacios Q3, Q2, SL(2,C) y CP1◊CP1. Sea X cualquiera
de estos espacios; decimos que u es admisible en X si, a través de este encaje, �

u

actúa de
manera propiamente discontinua en X. Decimos que un abierto W µ Hom

1
�, SL(2,C)

2
es

uniformemente admisible en X si

� ◊
1
W ◊ X

2
æ W ◊ X

1
“, (u, x)

2
‘æ

3
u,

1
“, u(“)

2
x)

4

es propiamente discontinua. Decimos que u es localmente uniformemente admisible en X
si existe una vecindad V de u en Hom

1
�, SL(2,C)

2
con respecto a la topología compacto

abierta, que es uniformemente admisible en X.

Si � es un grupo de Schottky de género g (ver ejemplo 3.2.3), entonces el espacio
Hom(�, SL(2,C)) es una variedad diferenciable biholomorfa a SL(2,C)g de dimensión 3g.
Como la conjugación le resta a este espacio un parámetro de dimensión tres, tenemos que

59
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existe, incluso módulo conjugación, una familia infinita de homomorfismos tan cercanos al
homomorfismo constante como queramos.

Si � es un grupo fuchsiano (ver ejemplo 3.2.2), entonces, como cualquier matriz conmuta
consigo misma, para toda matriz A y C en SL(2,C) se satisface la ecuación [A, A][C, C] = I
que define al grupo fuchsiano (ver [10, p. 567]). Como tenemos dos parámetros libres de
dimensión tres y la conjugación le resta un parámetro de dimensión tres, existe, incluso
módulo conjugación, una familia infinita de homomorfismos tan cercanos al homomorfismo
constante como queramos.

8.1. El espacio Hom
3
�, SL(2,C)

4
es uniformemente admi-

sible en � ◊ CP1

Recordemos que, en (1.1), definimos la acción:
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
◊

1
CP1 ◊ CP1

2
æ

1
CP1 ◊ CP1

2
.

1
(g, h), (z, w)

2
‘æ

1
g(z), h(w)

2

Lema 8.1.1 El espacio Hom
1
�, SL(2,C)

2
es uniformemente admisible en � ◊ CP1.

Demostración: La proyección

p :
3

Hom
1
�, SL(2,C)

2
◊

1
� ◊ CP1

24
æ �

1
u, (z, w)

2
‘æ z,

es una función continua y �-equivariante con respecto a la acción de � en � por transforma-
ciones de Möbius y a la acción:

� ◊
3

Hom
1
�, SL(2,C)

2
◊

1
� ◊ CP1

24
æ Hom

1
�, SL(2,C)

2
◊

1
� ◊ CP1

2

3
“,

1
u, (z, w)

24
‘æ

3
u,

1
“z, u(“)w

24
.

Por lo tanto, por la Proposición 2.2.3, obtenemos que � actúa de manera propiamente
discontinua en p≠1(�). ⇤

8.2. El homomorfismo constante es localmente unifor-
memente admisible en SL(2,C)

Recordemos la acción:
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
◊ SL(2,C) æ SL(2,C)
1
(g, h), x

2
‘æ gxh≠1,
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definida en (7.4).

En [7, p.115] E. Ghys mostró que si � µ SL2(C) es un grupo kleiniano cocompacto,
entonces el homomorfismo constante es localmente uniformemente admisible en SL(2,C).
Como todo grupo kleiniano clásico cocompacto es un grupo kleiniano convexo-cocompacto,
entonces el Lema que demostraremos en esta sección es una generalización del Lema de E.
Ghys.

En [16, p.3], F. Kassel mostró que si � µ SL2(C) es un grupo kleiniano convexo-
cocompacto, entonces todo morfismo suficientemente cercano al homomorfismo constante
es admisible en SL(2,C). El siguiente Lema, que transforma este resultado de F. Kassel so-
bre admisibilidad en un resultado sobre admisiblidad uniforme, nos es necesario ya que lo
utilizaremos para demostrar que el morfismo constante es localmente uniformemente admi-
sible en � fi (� ◊ CP1) (Teorema 10.6.1).

Lema 8.2.1 Si � µ SL(2,C) es un grupo kleiniano sin torsión y convexo-cocompacto, en-
tonces el morfismo constante es localmente uniformemente admisible en SL(2,C).

Demostración: Modificaremos la prueba de Ghys [7, p.119], quien muestra el mismo
resultado pero para grupos discretos y cocompactos de SL(2,C).

Sea S un conjunto finito de generadores de � (cerrado bajo inversos) y, para todo “ œ �,
sea l(“) la longitud de la curva “ con respecto a la métrica de palabras inducida por S. Por
la Proposición 6.4.1. existen constantes B, C > 0 tales que para todo “ œ �,

B≠1l(“) ≠ C Æ d(“, Id) Æ Bl(“) + C.

Es bien sabido (ver [7]) que existe una constante A Ø 1 tal que la distancia d satisface
que para todo x œ SL(2,C):

A≠1d(x, I) Æ ln
1
1 + ||x ≠ I||

2
Æ Ad(x, I).

Por lo que, para todo “ œ �,

A≠1
1
B≠1l(“) ≠ C

2
Æ ln

1
1 + ||“ ≠ I||

2
.

Por otro lado, sea ÷ > 0 tal que 0 < ÷ < A≠1B≠1. El conjunto

V
e

÷≠1(I) :=
Ó
||u(s) ≠ I|| < e÷ ≠ 1

Ô

es un abierto en Hom
1
�, SL

1
2,C)

2
que contiene al morfismo constante. Sea u œ V

e

÷≠1(I),
entonces, para todo s œ S, ||u(s)|| < e÷ . Como para todo “ œ �, existe s1, . . . , s

l(“) œ S tal
que “ = s1 · · · · · s

l(“), tenemos, entonces, que

||u(“)|| = ||u(s1 · . . . · · · s
l(“))|| = ||u(s1) · · · · · u(s

l(“))|| Æ|| u(s1)|| · · · · · · · ||u(s
l(“))||Æ e÷l(“).

Para todo compacto K µ SL(2,C), sea

L := {“ œ � : K fl “Ku(“)≠1 ”= ÿ}.
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Entonces, para todo “ œ L existen x, y œ K, tal que y = “xu(“)≠1. Como la función
SL(2,C) æ SL(2,C), a ‘æ a≠1 es continua, entonces K≠1 := {z≠1 : z œ K} es compacto.
Por lo que D := máx

zœ(KfiK

≠1)

Ó
||z||2

Ô
< Œ. Por lo tanto, para todo “ œ �,

||“|| = ||yu(“)x≠1||Æ D||u(“)||Æ De÷l(“).

Por todo lo anterior, tenemos que, para todo “ œ �,

A≠1
1
B≠1l(“) ≠ C

2
Æ ln(2 + De÷(l(“))).

Como para toda x Ø D, 2 + x Æ
1

2+D

D

2
x y como De÷l(“) Ø D, entonces

ln(2 + De÷l(“)) Æ ln(2 + D

D
) + ln(D) + ÷l(“).

Por lo que
(A≠1B≠1 ≠ ÷)l(“) Æ ln(2 + D) + CA≠1.

Esto es,
l(“) Æ ln(2 + D) + CA≠1

A≠1B≠1 ≠ ÷
(8.2)

Sea C ◊ K µ V
e

÷≠1(I) ◊ SL
1
2,C

2
un compacto, donde C µ Hom

1
�, SL(2,C)

2
y K µ

SL(2,C) son compactos. Como

C ◊ K = fi
uœC

1
{u} ◊ K

2
,

y, como el lado derecho de (8.2) sólo depende del compacto K y de las métricas en A y en
SL(2,C) y no del morfismo u œ C, entonces � actúa de manera propiamente discontinua en
V

e

÷≠1(I) ◊ SL(2,C).

Por la Proposición 2.1.8 y, como � no tiene torsión y actúa de manera propiamente
discontinua, entonces actúa de manera libre en SL(2,C). ⇤



Capítulo 9

Clásico implica ortogonal

En este Capítulo recordaremos un resultado de A. Guillot (ver [12, p.225]) que dice que
todo grupo kleiniano clásico de SL(2,C) actúa, a través de un encaje de éste en PO(5,C),
como grupo kleiniano ortogonal de dimensión tres. En este Capítulo, mostraremos que, si el
grupo kleiniano clásico es un grupo de Schottky clásico, entonces, también es un grupo de
Schottky ortogonal.

9.1. Grupos kleinianos de Guillot

Recordemos que, en el Capítulo 7, definimos la cuádrica no degenerada Q3 de CP4 y el
grupo PO(5,C) de transformaciones proyectivas que la preservan.

Recordemos que, en el Capítulo 1, definimos un grupo kleiniano ortogonal de dimensión
tres como un subgrupo discreto de PO(5,C) que actúa de manera propiamente discontinua
en algún abierto invariante no vacío de la cuádrica Q3.

Por el Capítulo 7, sabemos que el grupo SL(2,C) ◊ SL(2,C) es un recubrimiento doble
de un subgrupo en PO(5,C) isomorfo a SO(4,C). Consideremos la inclusión de SL(2,C) a
SL(2,C) ◊ SL(2,C) como el primer factor y la proyección subsecuente a SO(4,C). Se tiene
que si � es un grupo kleiniano clásico de SL(2,C), entonces, se inyecta a SO(4,C) por lo que
se puede considerar como subgrupo de PO(5,C).

En este Capítulo, recordaremos (ver [12, p. 225]) que si � es un grupo kleiniano clásico de
SL(2,C) y sin torsión, entonces � actúa a través de este encaje como grupo kleiniano orto-
gonal; en este sentido, diremos informalmente que los grupos kleinianos clásicos son grupos
kleinianos ortogonales. Además, si � es convexo-cocompacto, entonces, el espacio cociente
correspondiente es compacto.

El fibrado trivial y SL(2,C)-equivariante ÷ : SL(2,C) æ H3 construido en (5.4) determina
un fibrado trivial y SL(2,C)-equivariante de � en H3; llamemos a este último también ÷.

Consideremos la acción de {I} ◊ SU(2) µ SL(2,C) ◊ SL(2,C) en Q3, el espacio cociente
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1
{I} ◊ SU(2)

2
\ Q3 y el mapeo cociente

” : Q3 æ
1
{I} ◊ SU(2)

2
\ Q3

z ‘æ [z].

Proposición 9.1.1 La función ” es continua, abierta, SL(2,C)-equivariante y puede ser
representada como

” : Q3 æ H3 fi CP1 (9.1)

”([z1 : z2 : z3 : z4 : z5]) =

Y
______]

______[

÷

Q

a
A

z1 z2
z4 z5

B R

b, [z1 : z2 : z3 : z4 : z5] œ �,

S

UIm

A
z1 z2
z4 z5

B T

V, [z1 : z2 : 0 : z4 : z5] œ Q2.

Demostración: Por la definición de la acción de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en Q3 (inciso 1 de
la Proposición 7.1.1), ” es SL(2,C)-equivariante. Por la definición de mapeo cociente, ” es
continua.

Si U µ Q3 es un abierto, entonces

”(U) = fi
gœ({I}◊SU(2))

gU/ ≥,

donde ≥ es la relación de equivalencia definida por estar en la misma órbita. Entonces, como
”(U) es un cociente de un conjunto abierto y saturado, entonces, es abierto; por lo que ” es
una función abierta.

Por otro lado, por el Capítulo 3, sabemos que A actúa libre y transitivamente en H3;
entonces, por el Teorema 2.1.12,

A æ H3

g ‘æ g(i),

es un difeomorfismo A-equivariante.
Por lo anterior, de la definición de ÷ : SL(2,C) æ H3 y, como SL(2,C) es difeomorfo a A◊

SU(2), tenemos que fl|SL(2,C) = ÷. Por todo esto, por el biholomorfismo
1
SL(2,C)◊SL(2,C)

2
-

equivariante definido en (7.3), por la definición (1.1) de la acción de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en
CP1 ◊ CP1 y, como SU(2) actúa en CP1 transitivamente, obtenemos (9.1) ⇤.

El siguiente Teorema fue probado por A. Guillot en [12, p. 225]

Teorema 9.1.2 Si � es un grupo kleiniano clásico, sin torsión y con dominio de disconti-
nuidad � en CP1, entonces U� :=� fi

1
� ◊ CP1

2
es un abierto maximal en el que � actúa

de manera propiamente discontinua.

Demostración: Por el Capítulo 3, sabemos que H3 fi � es un abierto de H3 fi CP1 en
el que � actúa de manera propiamente discontinua. Entonces, por las Proposiciones 9.1.1 y
2.2.3, se tiene que U� := ”≠1(H3 fi �) =� fi (� ◊ CP1) es un abierto en el que � actúa
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de manera propiamente discontinua. Finalmente, por la Proposición 2.2.4, U� es maximal.
⇤

Entonces, el espacio de órbitas
Z� :=� \U�,

dado por la Proposición anterior, es una variedad compleja que, como mencionamos en el
Capítulo 1, llamamos la variedad de Guillot.

Como � y � ◊ CP1 son �-invariantes y � actúa en Q2 sólo en el primer factor, entonces

�\U� ¥ �\� fi �\(� ◊ CP1) ¥ �\� fi
1
�\� ◊ CP1

2
.

9.2. Cocientes de Guillot
Recordemos que, en (3.1.2), definimos un grupo kleiniano convexo-cocompacto como un

grupo kleiniano clásico � en el que � \ (H3 fi �) es compacto, donde � es el dominio de
discontinuidad de � en CP1 .

Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano clásico, convexo-cocompacto, libre de torsión y
con dominio de discontinuidad � en CP1. En esta Sección, recordaremos un resultado de
A. Guillot en [12, p. 225]. En particular, utilizaremos los resultados del Apéndice 3 para
encontrar condiciones equivalentes a que la variedad de Guillot Z� sea compacta.

Proposición 9.2.1 Si � es un grupo kleiniano clásico y sin torsión. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

1. La variedad Z� es compacta.

2. La variedad � \ � es compacta y el número de puntas de � \ H3 es igual al número de
componentes conexas de � \ �.

3. El grupo � es convexo-cocompacto.

Demostración: Sea � un grupo kleiniano clásico sin torsión. Como H3 y � son conexos,
se tiene que �\H3 y �\� son conexos. Como SL(2,C) es denso en U�, entonces, � \ � es
denso en Z� y, por tanto, Z� es conexo.

Si Z� es compacta, como � \ (� ◊ CP1) = Z� fl
1
� \ (� ◊ CP1)

2
, entonces, � \ � es

compacta. Entonces, tanto en el punto (1) como en el (2), la subvariedad �\� es compacta.

1) ≈∆ 2) Supongamos que la la subvariedad �\� es compacta, entonces, tiene un
número finito de componentes conexas. Por (5.5), existe un fibrado localmente trivial �\� æ
�\H3, con fibra compacta y conexa, entonces, por la Proposición D.0.8, los espacios de puntas
de �\� y de �\H3 son homeomorfos.

Por lo anterior, (�\�) ◊ CP1 es una subvariedad encajada compacta de Z� y, por la
Proposición D.0.7, Z� es compacto si y sólo si el número de puntas de � \ SL(2,C) es igual
al número de componentes conexas de (� \ �) ◊ CP1. Por lo que Z� es compacto si y sólo
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si el número de puntas de �\H3 es igual al número de componentes conexas de �\�. Con lo
que mostramos la equivalencia entre los incisos (1) y (2).

3 ∆ 2) Supongamos que � es convexo-cocompacto. Dado que

� \ � = � \ (� fi B3) fl � \ S2,

entonces, � \ � es compacto. Por las Proposiciones D.0.4 y D.0.7, el espacio de puntas de
�\B3 es finito y su número de elementos es igual al número de componentes conexas de �\�.

2 ∆ 3) Se sigue directamente de las Proposiciones D.0.4 y D.0.6. ⇤

Como ejemplos de grupos kleinianos convexos-cocompactos y sin torsión tenemos al grupo
generado por una transformación hiperbólica (ejemplo 3.2.1), a los grupos fuchsianos de
género g (ejemplo 3.2.2) y a los grupos de Shottky de género g (ejemplo 3.2.3), todos ellos
estudiados en la Sección 3.2.

9.3. Schottky clásico es Schottky ortogonal
Recordemos que, en el Capítulo 1, definimos un grupo de Schottky ortogonal de género g

como un subgrupo discreto � de PO(5,C) tal que existe una colección {C1, D1, . . . , C
g

, D
g

} de
conjutos abiertos de Q3, con cerradura ajena, y un conjunto finito {s1, . . . , s

g

} de generadores
de �, tales que para todo i = 1, . . . , g,

s
i

(Cc

i

) = D
i

.

En la Sección 9.2, vimos que todo grupo kleiniano clásico de SL(2,C) convexo-cocompacto
y sin torsión es un grupo kleiniano ortogonal de dimensión tres; en esta Sección, mostraremos
que si, además, el grupo kleiniano clásico es de Schottky, entonces, es un grupo de Schottky
ortogonal.

Si � es un grupo de Schottky ortogonal como el de la definición, entonces

D := Q3 ≠
g€

i=1

1
C

i

fi D
i

2

es un dominio fundamental de cerradura compacta para la acción de � en

U :=
€

“œ�
gD.

Y, por la Proposición 2.2.6, � es un grupo kleiniano de ortogonal de dimensión tres; en
particular, � actúa de manera propiamente discontinua y cocompacta en U .

Empezaremos mostrando dos proposiciones técnicas. Recordemos que, en el Capítulo 9,
construimos una función ” : Q3 æ CP1 fi H3, abierta, continua y SL(2,C)-equivariante.
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Proposición 9.3.1 Para todo conjunto A µ Q3 tenemos que ”≠1(A) µ ”≠1(A):

Demostración: Si y œ ”≠1(A) y y /œ ”≠1(A), entonces ”(y) œ A y existe un conjunto
abierto U que contiene a y y que no interseca a ”≠1(A). Como ” es abierta, tenemos que
”(U) es un conjunto abierto que no interseca a A y que contiene a ”(y). Pero ésta es una
contradicción porque ”(y) œ A. ⇤

Proposición 9.3.2 Se tiene que para toda g œ G y para todo A µ M , g”≠1(A) = ”≠1(gA).

Demostración: Si y œ g”≠1(A), entonces existe x œ ”≠1(A) y a œ A tal que y = gx y
”(x) = a, entonces g≠1y = x, g≠1”(y) = ”(g≠1y) = ”(x) = a, por lo que ”(y) = ga œ gA,
y œ ”≠1(gA). Si y œ ”≠1(gA), entonces ”(y) œ gA, por lo que existe a œ A tal que ”(y) = ga,
entonces ”(g≠1y) = g≠1”(y) = g≠1ga = a œ A, por lo que g≠1y œ ”≠1(A). ⇤

Teorema 9.3.3 Si � is un grupo de Schottky clásico de género g, entonces � es un grupo
de Schottky ortogonal de género g.

Observación: Esta Proposición se puede generalizar y mostrar que es posible jalar gru-
pos de Schottky bajo funciones continuas, abiertas y equivariantes definidas en variedades.

Demostración: Consideremos un grupo de Schottky clásico � µ SL(2,C) de género g
de CP1, entonces por definición existe un conjunto finito de generadores S = {s1, . . . , s

g

}
de � y una colección A1, B1 . . . , A

g

, B
g

de conjuntos abiertos de CP1 cuyas cerraduras son
ajenas y tales que para todo i = 1, . . . , g,

s
i

(Ac

i

) = B
i

.

Por la Proposición 9.3.1, para toda i = 1, . . . , g, ”≠1(A
i

) = ”≠1(A
i

), ”≠1(B
i

) = ”≠1(B
i

).
Definamos entonces para toda i = 1, . . . , g,

C
i

:= ”≠1(A
i

), D
i

:= ”≠1(B
i

).

Por lo anterior, por las hipótesis y por la Proposición 9.3.2 tenemos que

s
i

(Cc

i

) = s
i

31
”≠1(A

i

)
2

c

4
= s

i

1
”≠1(Ac

i

)
2

= ”≠1
1
s

i

(Ac

i

)
2

= ”≠1(B
i

) = ”≠1(B
i

) = C
i

.

Entonces por definición, � es un grupo de Schottky ortogonal de dimensión tres y de
género g. ⇤
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Capítulo 10

Grupos kleinianos ortogonales de
dimensión tres

10.1. Introducción
Recordemos que, en el Capítulo 7, definimos la cuádrica no degenerada Q3 de CP4 y al

grupo PO(5,C) de transformaciones proyectivas que la preservan.
Recordemos también que, en el Capítulo 1, definimos un grupo kleiniano ortogonal de

dimensión tres como un subgrupo discreto de PO(5,C) que actúa de manera propiamente
discontinua en algún abierto invariante no vacío de la cuádrica Q3.

Los grupos kleinianos ortogonales son generalizaciones de los grupos kleinianos clásicos
ya que estos últimos se pueden ver como subgrupos discretos del grupo PO(3,C) de trans-
formaciones proyectivas que preservan la cuádrica no degenerada de CP2 y que actúan de
manera propiamente discontinua en algún abierto invariante de ésta.

En este Capítulo, construiremos ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimensión
tres. Mientras se preparaba esta tesis, de manera independiente y utilizando otras técnicas, F.
Guéritaud, O. Guichard, F. Kassel y A. Wienhard encontraron ejemplos similares a algunos
de los ejemplos que encontramos en esta tesis de grupos kleinianos ortogonales de dimensión
tres (ver Teorema 4.1 y Observación 4.3 de [11, p. 68]).

Los grupos kleinianos ortogonales encontrados por F. Guéritaud, O. Guichard, F. Kassel
y A. Wienhard generalizan al grupo �

u

, donde � es un grupo kleiniano clásico convexo-
cocompacto y sin torsión y u : � æ SL(2,C) es un morfismo suficientemente cercano al
constante. Mientras que los grupos kleinianos de esta tesis corresponden al grupo �

u

, donde
� es un grupo kleiniano clásico geométricamente finito y sin torsión, u : � æ SL(2,C) es
un morfismo suficientemente cercano al constante, tal que �

u

actúa de manera propiamente
discontinua en � (por ejemplo, si � es convexo-cocompacto).

Unos de los primeros ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimensión tres fueron
construidos por A. Guillot en [12, p. 225] (ver el Capítulo 5). En particular, A. Guillot mos-
tró que todo grupo kleiniano clásico de SL(2,C) es un grupo kleiniano ortogonal y que, si
el grupo kleiniano clásico es convexo-cocompacto, entonces es un grupo kleiniano ortogonal
cocompacto.

69
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En el Capítulo 9, definimos los grupos de Schottky ortogonales; vimos que son grupos
kleinianos ortogonales y mostramos que los grupos de Schottky clásicos de SL(2,C) son gru-
pos de Schottky ortogonales de dimensión tres.

Recordemos que, en el Capítulo 7, mostramos que SO(4,C) µ PO(5,C) es isomorfo a

{(I, I), (≠I, ≠I)} \
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
.

En particular, éste actúa en Q3, extendiendo la acción (7.4) de la siguiente manera:

{(I, I), (≠I, ≠I)} \
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
◊ Q3 æ Q3

Q

a
A

a b
c d

B A
‚a ‚b
‚c ‚d

B

, [z1 : z2 : z3 : z4 : z5]
R

b

‘æ [a ‚dz1 + b ‚dz4 ≠ a‚cz2 ≠ b‚cz5 : ≠a‚bz1 ≠ b‚bz4 + a‚az2 + b‚az5 : z3

: c ‚dz1 + d ‚dz4 ≠ c‚cz2 ≠ d‚cz5 : ≠c‚bz1 ≠ d‚bz4 + c‚az2 + d‚az5],

donde A
a b
c d

B

,

A
ā b̄

c̄ d̄

B

œ SL(2,C).

En el mismo Capítulo, definimos una acción de este grupo en CP1 ◊ CP1 y mostramos
que existe un biholomorfismo

1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
-equivariante entre Q2 y CP1 ◊ CP1.

Sea � un grupo kleiniano clásico de SL(2,C) convexo-cocompacto y sin torsión y u : � æ
SL(2,C) un morfismo de grupos suficientemente cercano al morfismo constante. Recordemos
la definición

�
u

:=
Ó
(“, u(“)) : “ œ �

Ô
µ SL(2,C) ◊ SL(2,C),

dada en (8.1) y que, en (7.1.1), mostramos que �
u

µ SO(4,C). En este Capítulo, veremos
que �

u

es un un grupo kleiniano ortogonal de dimensión tres; en particular, actúa de manera
propiamente discontinua en � fi (� ◊ CP1) (independiente del morfismo u), donde � fue
definido en el inciso (2) de la Proposición 7.0.1 como Q3 ≠ Q2.

Para mostrar este resultado, utilizaremos los resultados del Capítulo 6 sobre representa-
ciones uniformemente admisibles, adaptaremos algunas definiciones de Ch. Frances en [6] y
generalizaremos algunos de sus resultados. En particular, estudiaremos los puntos de acumu-
lación de órbitas de los compactos de Q3 de todo subgrupo G µ SO(4,C) discreto. Surgirá
de manera natural un cerrado invariante formado por la cerradura de algunos puntos de acu-
mulación de órbitas de compactos. El complemento de este cerrado es un abierto invariante
que no contiene puntos de acumulación de órbitas de compactos y, por tanto, en el que el
grupo G actúa de manera propiamente discontinua.
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10.2. Convergencia de las sucesiones de funciones de
GL(n,C)

En esta Sección, estudiaremos diferentes tipos de convergencia de sucesiones de GL(m,C),
donde m œ N y algunas relaciones entre éstas. Este estudio nos es importante ya que,
como mencionamos en la Sección 10.1, mostraremos una fórmula que relaciona los puntos de
acumulación de órbitas de compactos de sucesiones Whitney equivalentes y la definición de
las sucesiones Whitney equivalentes refiere a la convergencia de sucesiones.

Para toda m œ N, denotemos, por GL(m,C) al grupo de matrices invertibles de m ◊ m.
Por simplicidad, probaremos los resultados de esta sección para n = 5; sin embargo, las
pruebas son iguales para todo m œ N. Recordemos que fi : Cm ≠ {0} æ CPm≠1 es la
proyección al proyectivo.

El grupo de matrices de m◊m con coeficientes complejos es homeomorfo a Cm

2 y contiene
a GL(m,C) como abierto. Considerémoslo con la topología de subespacio de Cm

2 .
Recordemos que definimos en (7.2) la cuádrica C4 de C5 y que fi(C4) = Q3.

Proposición 10.2.1 Sea g un punto y (g
n

) una sucesión de GL(m,C); considerémoslos
como automorfismos de Cm. Son equivalentes:

1. La sucesión (g
n

) converge a g con respecto a la topología de subespacio de Cm

2.

2. La sucesión (g
n

) converge a g uniformemente en compactos.

3. La sucesión (g
n

) converge a g con respecto a la topología compacto abierta.

4. La sucesión (g
n

) converge a g puntualmente.

Si g es un punto y (g
n

) una sucesión de O(4,C) y los consideramos como automorfismos
de la cuádrica C4, entonces estas equivalencias también son válidas.

Demostración: 1) ∆ 2) Supongamos que g es un punto y (g
n

) es una sucesión de
GL(5,C) y que g

n

æ g con respecto a la topología de subespacio de C25. Para toda i =
1, . . . , 5 se tiene que

A
i

:= |an

i1z1 + · · · + an

i5z5 ≠ (a
i1z1 + · · · + a

i5z5)| Æ |an

i1 ≠ a
i1||z1| + · · · + |an

i5 ≠ a
i5||z5|. (10.1)

Sea K un compacto de C5 y ‘ > 0, entonces existe M > 0 y N > 0, tal que, para toda
z = (z1, . . . , z5) œ K, |z

i

| < M y para todo n Ø N , para todo i, j = 1, . . . , 5, |an

ij

≠a
ij

| < ‘

52
M

.
Por lo anterior, y por (10.1), para toda n Ø N y para toda z œ K,

|g
n

z ≠ gz| =
Ò

A2
1 + · · · + A2

5 <

Û
‘2

5 + · · · + ‘2

5 = ‘.

Entonces, g
n

æ g uniformemente en compactos como sucesión de funciones de C5 en C5.
Si g es un punto y (g

n

) es una sucesión de O(4,C), utilizando los mismos argumentos, se
deduce la misma conclusión si se remplaza C5 por la cuádrica C4.
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2) ≈∆ 3) Es bien sabido y se sigue directamente de las definiciones que, para espa-
cios métricos localmente compactos, la convergencia uniforme en compactos de sucesiones es
equivalente a la convergencia local uniforme (ver [30, p. 96]).

2) ∆ 4) Es bien sabido y se sigue directamente de las definiciones que, para espacios
métricos, la convergencia local uniforme de sucesiones implica la convergencia puntual.

4) ∆ 1) Supongamos que g es un punto y (g
n

) una sucesión de GL(5,C) y que g
n

æ g
puntualmente como función de C5, entonces si z = (1, 0, 0, 0, 0), se tiene que g

n

z æ gz; esto
es (an

11, . . . , an

51) æ (a11, . . . , a51). Tomando

z = (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1),

se concluye que g
n

æ g con respecto a la topología de subespacio de C5.

Supongamos que g es un punto, (g
n

) es una sucesión de O(4,C) y que g
n

æ g puntual-
mente como función de la cuádrica C4. Utilizando los mismos argumentos que acabamos de
ver, podemos concluir que, para todo i, j = 1, . . . , 5, j ”= 3, an

ij

æ a
ij

.
Por lo que Q

cccccca

≠an

12 ≠ an

14
≠an

22 ≠ an

24
≠an

32 ≠ an

34
≠an

42 ≠ an

44
≠an

52 ≠ an

54

R

ddddddb
æ

Q

cccccca

≠a12 ≠ a14
≠a22 ≠ a24
≠a32 ≠ a34
≠a42 ≠ a44
≠a52 ≠ a54

R

ddddddb
.

Si z = (0, 1, 1, 1, 0) œ C4, como g
n

z æ gz, se tiene que
Q

cccccca

an

12 + an

13 + an

14
an

22 + an

23 + an

24
an

32 + an

33 + an

34
an

42 + an

43 + an

44
an

52 + an

53 + an

54

R

ddddddb
æ

Q

cccccca

a12 + a13 + a14
a22 + a23 + a24
a32 + a33 + a34
a42 + a43 + a44
a52 + a53 + a54

R

ddddddb
.

Entonces, sumando ambas sucesiones obtenemos que (an

13, . . . , an

53) æ (a13, . . . , a53) y, por
tanto, g

n

æ g con respecto a la topología de subespacio de C25. ⇤

Sea d es una métrica de CPm≠1 y g un punto y (g
n

) una sucesión de GL(m,C). Recordemos
que decimos que (g

n

) converge localmente uniformemente a g en CPm≠1 si para todo z œ
CPm≠1, existe una vecindad U

z

de z tal que (g
n

) converge a g uniformemente en U
z

, es decir,
si para todo z œ CPm≠1 existe una vecindad U

z

de z y N œ N, tal que, para todo n Ø N y,
para todo x œ U

z

, d
1
g

n

(x), g(x)
2

< ‘.

Proposición 10.2.2 Sea g un punto y (g
n

) una sucesión de GL(m,C). Si g
n

æ g con
respecto a la topología de subespacio de Cm

2 y, si consideramos a g y a g
n

, para toda n œ N,
como automorfismos de CPm≠1, entonces:

1. La sucesión (g
n

) converge a g localmente uniformemente en CPm≠1.
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2. La sucesión (g
n

) converge a g con respecto a la topología compacto abierta.

Si g y para toda n œ N, g
n

œ O(4,C), el enunciado anterior es cierto también si los
consideramos como automorfismos de la cuádrica Q3.

Demostración: Empezaremos mostrando el inciso (1). Sea g un punto y (g
n

) una suce-
sión de GL(5,C) y g

n

æ g con respecto a la topología de subespacio de C25. Sea

g
n

(x) :=
1
gn

1 (x), . . . , gn

5 (x)
2
, g(x) :=

1
g1(x), . . . , g5(x)

2
,

entonces, por la Proposición 10.2.1, g
n

æ g localmente uniformemente en C5.
Para todo z œ C5 \ {0}, fi(z) œ CP4, como fi(g(z)) œ CP4, g(z) ”= 0. Supongamos que

g1(z) ”= 0, Sea d1 la distancia en A1 inducida por la carta afín usual

„ : A1 æ C4

[z1 : z2 : z3 : z4 : z5] ‘æ
3

z2
z1

,
z3
z1

,
z4
z1

,
z5
z1

4
.

Es suficiente mostrar que, para todo z œ CPm≠1, existe una vecindad U
z

de z en
1
A1, d1

2
y

N œ N, tal que, para todo n Ø N y para todo x œ U
z

, d1
1
g

n

(x), g(x)
2

< ‘.

Como g1(z) ”= 0, entonces, existen R
i

> 0, i = 1, . . . , 5, tal que

g(z) œ A := {|z1| > R1} ◊{| z2| < R2} ◊ · · · ◊{| z5| < R5}.

Por continuidad de g y como g
n

æ g localmente uniformemente en C5, tenemos que
existe un abierto U1 µ C5 que contiene a z y N1 œ N tal que para toda n Ø N1 y para toda
x œ U1, g(x), g

n

(x) œ A. Entonces, para toda x œ U1, R1 Æ |g1(x)|, R1 Æ |gn

1 (x)| y para toda
i = 2, . . . , 5, |g

i

(x)| < Q := máx{R2, R3, R4, R5}.
Sea

‘ := mı́n
I

R1”

4 ,
”R2

1
4Q

J

.

Como g
n

æ g localmente uniformemente, existe un abierto U2 µ C5 que contiene a z y
N2 œ N, tal que, para toda n Ø N2, para toda x œ U2 y para toda i = 1, . . . , 5,

|gn

i

(x) ≠ g
i

(x)| Æ
Ò

|gn

1 (x) ≠ g1(x)|2 + · · · + |gn

5 (x) ≠ g5(x)|2 = |g
n

(x) ≠ g(x)| < ‘ . (10.2)

Entonces, si x œ U1 fl U2 y n Ø máx{N1, N2}, para todo i = 2, . . . , 5,
------
gn

i

(x)
gn

1 (x) ≠ g
i

(x)
g1(x)

------
Æ |gn

i

(x) ≠ g
i

(x)|
|gn

1 (x)| + |gn

1 (x) ≠ g1(x)||̇g
i

(x)|
|gn

1 (x)g1(x)|

Æ |gn

i

(x) ≠ g
i

(x)|
R1

+ Q|gn

1 (x) ≠ g1(x)|
R2

1
<

”

2 .

Como

d1([gn

1 (x) : · · · : gn

5 (x)], [g1(x) : · · · : g5(x)]) =
ı̂ııÙ

5ÿ

i=2

------
gn

i

(x)
gn

1 (x) ≠ g
i

(x)
g1(x)

------

2

< ” ,
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entonces, g
n

æ g localmente uniformemente en fi(U1). Como esto vale para cualquier
z œ C5 ≠ {0}, concluimos que g

n

æ g localmente uniformemente en CP4.

Utilizando los mismos argumentos, si suponemos que g es un punto y (g
n

) una sucesión
de O(4,C) y que g

n

æ g en la topología de O(4,C) de subespacio de C25, concluimos que
g

n

æ g localmente uniforme en la cuádrica C4.

Finalmente, mostraremos el inciso (2). Por el inciso anterior y por la Proposición C.0.1 del
Apéndice, que afirma que para sucesiones de homeomorfismos en espacios métricos la topo-
logía compacto abierta y la convergencia local uniforme coinciden, obtenemos directamente
este inciso. ⇤

10.3. Sucesiones divergentes
10.3.1. Introducción

Decimos que una sucesión (g
n

) de GL(m,C) es divergente si, eventualmente, se escapa
de cualquier compacto, es decir, para todo compacto K µ GL(m,C), existe N œ N tal que,
para todo n Ø N , g

n

/œ K.

Decimos que dos sucesiones divergentes (g
n

) y (‚g
n

) de GL(m,C) son Whitney equivalentes
si existe un compacto K de GL(m,C) y dos sucesiones (u

n

) y (‚u
n

) de K, convergentes en la
topología usual de matrices, tales que, para toda n œ N, „g

n

= u
n

g
n

‚u
n

.

Recordemos que, en el Capítulo 2, definimos un punto de acumulación de la órbita de
un compacto como un punto tal que toda vecindad que lo contiene interseca infinitos trasla-
dados del compacto y mostramos que una acción es propiamente discontinua si y sólo si no
contiene ninguno de estos puntos.

Empezaremos esta Sección mostrando la siguiente Proposición:

Proposición 10.3.1 (Una descomposición KAK de SO(4,C)) Sea A+ el grupo de ma-
trices de la forma Q

cccccca

e⁄ 0 0 0 0
0 eµ 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µ 0
0 0 0 0 e≠⁄

R

ddddddb
, (10.3)

donde ⁄, µ œ R. Entonces, existe un compacto K µ SO(4,C) tal que

SO(4,C) = KA+K. (10.4)

En las Proposiciones 3, 4 y 5 de [6], Ch. Frances afirma de forma implícita, en que las
dinámicas de los puntos de acumulación de órbitas de compactos de sucesiones Whitney
equivalentes son iguales; sin embargo, no aclara ni justifica esta afirmación. En esta Sección



10.3. SUCESIONES DIVERGENTES 75

mostraremos la siguiente fórmula que, no sólo aclara la afirmación de Frances, sino además
proporciona una herramienta que está mostrando ser muy poderosa en el estudio de grupos
kleinianos en dimensiones altas.

Proposición 10.3.2 Sea m œ N, supongamos que u, Âu œ GL(m + 1,C), para toda n œ N,
g

n

, u
n

, Âu
n

también pertenecen a GL(m + 1,C), u
n

æ u, Âu
n

æ Âu, (g
n

) es una sucesión
divergente de GL(m + 1,C) y U es un conjunto abierto de CPm, entonces

D(Âungnun)(U) = Âu
3

D(gn)
1
u(U)

24
.

Esta fórmula es interesante ya que, con ella y con la descomposición KAK de SL(m,C),
de la Proposicicón 10.3.1, calcularemos en esta Sección todos los puntos de acumulación
de órbitas de compactos de Q3 de sucesiones divergentes de SO(4,C). Esto nos permitirá
encontrar, en la Sección 10.4, para cada grupo discreto de SO(4,C), un abierto invariante
de Q3 en el que la acción es propiamente discontinua.

En esta Sección, definiremos y clasificaremos un tipo especial de sucesiones divergentes de
SO(4,C) y daremos una clasificación. Veremos también, que esta clasificación es interesante
ya que determina la dinámica de las órbitas de los compactos de la cuádrica Q3.

Todo lo anterior nos permitirá calcular los puntos de acumulación de las órbitas de
compactos de sucesiones divergentes a partir de los puntos de acumulación de órbitas de
compactos de sucesiones diagonales.

Demostración de la Proposición 10.3.1: Sea B+ µ SL(2,C) el grupo de matrices de
la forma A

e⁄ 0
0 e≠⁄

B

,

con ⁄ œ R. Por el Corolario 1.1.2 de [14, p. 16],

SL(2,C) = SU(2) B+ SU(2).

Por lo tanto, tenemos que

SL(2,C) ◊ SL(2,C) =
1
SU(2) ◊ SU(2)

2 1
B+ ◊ B+

2 1
SU(2) ◊ SU(2)

2
.

Finalmente, recordando el epimomorfismo Â : SL(2,C)◊SL(2,C) æ SO(2,C) construido
en el inciso (2) de la Proposición 7.1.1, tenemos que

K := Â
1
SU(2) ◊ SU(2)

2
,

satisface (10.4). ⇤

A continuación, definiremos una subclase de sucesiones divergentes que es suficiente con-
siderar para calcular el conjunto de puntos de acumulación de órbitas de compactos de
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grupos discretos de SO(4,C). Daremos una clasificación de este tipo de sucesiones que más
adelante (ver Proposiciones 10.3.3, 10.3.4 y 10.3.5) mostrará ser de vital importancia porque
determinará las distintas dinámicas de las órbitas de los compactos.

Consideremos las compactificaciones R fi{ ≠Œ} fi{ +Œ} y R := R fi{Œ} de R. En
este sentido, la segunda de éstas (la compactificación por un punto), se obtiene a partir de la
primera, identificando a +Œ con ≠Œ, denotamos como Œ el resultado de esta identificación.

Sea (g
n

) una sucesión de SO(4,C), sea g
n

= u
n

Âa
n

Âu
n

, con u
n

, Âu
n

œ K, Âa
n

œ A+ la descom-
posición KAK construida en la Proposición 10.3.1.

Entonces, existe i œ O(4,C) tal que

a
n

:= i≠1Âa
n

i =

Q

cccccca

e⁄n 0 0 0 0
0 eµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µn 0
0 0 0 0 e≠⁄n

R

ddddddb
, (10.5)

donde si (⁄
n

) o (µ
n

) convergen a Œ, entonces convergen a +Œ. Además i es la matriz
identidad, o bien es un elemento de O(4,C)≠SO(4,C) que, restringido a Q2 y en coordenadas,
se representa como

(x, y) ‘æ
1
g(y), f(x)

2
, (10.6)

donde f, g œ SL(2,C). En particular, en este último caso, intercambia la dirección de las
geodésicas de luz contenidas en Q2.

Daremos un ejemplo para ilustrar a la función i del párrafo anterior. Supongamos que

Âa
n

=

Q

ccccccca

eÂ
⁄n 0 0 0 0
0 eÂµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠Âµn 0
0 0 0 0 e≠Â

⁄n

R

dddddddb

,

donde Â⁄
n

æ Œ y Âµ
n

æ ≠Œ; entonces, ≠Âµ
n

æ Œ. Como
Q

ccccccca

eÂ
⁄n 0 0 0 0
0 eÂµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠Âµn 0
0 0 0 0 e≠Â

⁄n

R

dddddddb

=

Q

cccccca

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

R

ddddddb

Q

ccccccca

e≠Â
⁄n 0 0 0 0

0 eÂµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠Âµn 0
0 0 0 0 eÂ

⁄n

R

dddddddb

Q

cccccca

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

R

ddddddb
,



10.3. SUCESIONES DIVERGENTES 77

entonces, en este ejemplo, la transformación i es igual a
Q

cccccca

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

R

ddddddb
,

que representa a la función

Q3 æ Q3

[z1 : z2 : z3 : z4 : z5] æ [z1 : z4 : z3 : z2 : z5].

Esta función, restringida a Q2 y en coordenadas, se ve como
1
z2, z4

2
æ

1
z4, z2

2
.

Decimos que (g
n

) tiende de manera simple al infinito si (g
n

) es divergente y
1. Las sucesiones (u

n

) y (Âu
n

) convergen, y
2. Las sucesiones (⁄

n

), (µ
n

) y (⁄
n

≠ µ
n

) convergen en R.

De las definiciones, es fácil convencerse de que, para calcular el conjunto de puntos de
acumulación de órbitas de compactos, es suficiente restringirse a las sucesiones que divergen
de manera simple; por lo tanto, sólo éstas nos interesarán.

Sea (g
n

) una sucesión de SO(4,C) que tiende de manera simple al infinito. Siguiendo
a Ch. Frances en [6], decimos que es de distorsión balanceada si (⁄

n

) y (µ
n

) convergen a
+Œ y (⁄

n

≠ µ
n

) converge a un punto de R. Decimos que es de distorisón acotada si una de
las sucesiones (⁄

n

) y (µ
n

) converge a +Œ y la otra, a un punto de R. Decimos que es de
distorsión mixta si (⁄

n

) y (µ
n

) convergen a +Œ y (⁄
n

≠ µ
n

) converge a Œ.
Claramente, toda sucesión de SO(4,C) que diverja de manera simple al infinito es de

alguno de los tres tipos que acabamos de definir.

10.3.2. Fórmula para sucesiones Whitney equivalentes
Demostración de la Proposición 10.3.2: Por la Proposición 10.2.2, como u

n

æ u
y Âu

n

æ Âu convergen en la topología usual de matrices, entonces, convergen localmente
uniformemente en CP4.

Probaremos primero que

D(gnun)
1
u≠1(U)

2
= D(gn)(U). (10.7)

Supongamos que z œ D(gnun)
1
u≠1(U)

2
, entonces, podemos suponer que existe una su-

cesión convergente (y
n

) de u≠1(U) tal que (g
n

u
n

(y
n

)) es convergente y z = ĺım g
n

u
n

(y
n

).
Sea

y := ĺım y
n

œ u≠1(U).
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Para probar que z œ D(gn)(U), es suficiente mostrar que u
n

(y
n

) æ u(y).
Sea ‘ > 0, como u

n

æ u localmente uniformemente, y
n

æ y y u es continua, existe M œ N,
tal que, para toda n Ø M , se tiene que

d
1
u

n

(y
n

), u(y)
2

Æ d
1
u

n

(y
n

), u(y
n

)
2

+ d
1
u(y

n

), u(y)
2

< ‘ .

Entonces, u
n

(y
n

) æ u(y).
Supongamos ahora que w œ D(gn)(U), entonces, podemos suponer que existe una sucesión

convergente (z
n

) de U tal que (g
n

z
n

) es convergente y w = ĺım g
n

z
n

. Sea z := ĺım z
n

œ U ;
queremos probar que w œ D(gnun)

1
u≠1(U)

2
, para ello, mostraremos que

u≠1
n

(z
n

) æ u≠1(z).

Sea ‘ > 0, como u≠1
n

æ u≠1 localmente uniformemente, z
n

æ z y u≠1 es continua, existe
N œ N tal que para toda n Ø N ,

d
1
u≠1

n

(z
n

), u≠1(z)
2

Æ d
1
u≠1

n

(z
n

), u≠1(z
n

)
2

+ d
1
u≠1(z

n

), u≠1(z)
2

< ‘ .

Entonces u≠1
n

(z
n

) æ u≠1(z). Esto prueba (10.7).

Mostraremos ahora
D(Âungn)(U) = Âu

1
D(gn)(U)

2
. (10.8)

Consideremos z œ D(Âungn)(U), entonces, podemos suponer que existe una sucesión conver-
gente (x

n

) de U tal que
1

Âu
n

g
n

(x
n

)
2

es convergente y z = ĺım Âu
n

g
n

(x
n

). Para probar que
z œ Âu

1
D(gn)(U)

2
, es suficiente mostrar que existe y œ D(gn)(U) tal que z = Âu(y).

Sea ‘ > 0 y para toda n œ N, sea z
n

:= Âu
n

g
n

(x
n

). Como Âu≠1
n

æ Âu≠1 localmente unifor-
memente en CPm, Âu≠1 es continua y z

n

æ z, existe N œ N, tal que para toda n Ø N ,

d
1

Âu≠1
n

(z
n

), Âu≠1(z)
2

Æ d
1

Âu≠1
n

(z
n

), Âu≠1(z
n

)
2

+ d
1

Âu≠1(z
n

), Âu≠1(z)
2

< ‘ .

Por lo que si y := Âu≠1(z), entonces g
n

(x
n

) æ y.
Supongamos ahora que z œ Âu

1
D(gn)(U)

2
, entonces, podemos suponer que existe una

sucesión convergente (x
n

) de U , tal que (g
n

(x
n

)) es convergente y si y := ĺım g
n

(x
n

), entonces
z = Âu(y); si no, tomemos una subsucesión. Para probar que z œ D(Âungn)(U), es suficiente
mostrar que

z = ĺım Âu
n

g
n

(x
n

).

Sea ‘ > 0, como Âu es continua, Âu
n

æ Âu localmente uniformemente y g
n

(x
n

) æ y, existe
N œ N, tal que para toda n Ø N

d
1
z, Âu

n

g
n

(x
n

)
2

Æ d
1
z, Âu(g

n

x
n

)
2

+ d
1

Âu(g
n

x
n

), Âu
n

(g
n

x
n

)
2

< ‘ .

Entonces Âu
n

g
n

(x
n

) æ z. Esto muestra (10.8).
Finalmente, (10.7) y (10.8) muestran la Proposición. ⇤
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10.3.3. Sucesiones de distorsión balanceada
Recordemos que, en la Introducción de esta Sección, definimos una sucesión de distorsión

balanceada de SO(4,C) como una sucesión divergente (g
n

) de la forma g
n

= u
n

i≠1a
n

iÂu
n

,
donde u

n

, Âu
n

son sucesiones convergentes de SO(4,C), i es la matriz identidad, o bien, es un
elemento de O(4,C) ≠ SO(4,C) que, restringido a Q2 y en coordenadas, se representa como
(10.6) y (a

n

) es una sucesión de SO(4,C) de la forma (10.5), donde las sucesiones (⁄
n

) y
(µ

n

) convergen a +Œ y (⁄
n

≠ µ
n

) es una sucesión que converge a un punto de R.

Proposición 10.3.3 (Sucesiones de distorsión balanceada) Si (g
n

) es una sucesión de
distorsión balanceada de SO(4,C), entonces existen dos geodésicas de luz �+ y �≠ paralelas
contenidas en Q2, tales que

1. Para toda y œ Q3 ≠ �≠, existe un punto p œ �+ tal que D(gn)(y) = {p}. Para toda
p œ �+, existe un punto y œ Q3 ≠ �≠ tal que D(gn)(y) = {p}.

2. Para toda q œ �+, existe una geodésica de luz l
q

µ Q2 que es transversal a �≠, tal que

l
q

≠ �≠ µ D(gn)(q).

Si p ”= q, entonces, l
q

fl l
p

= ÿ. La colección {l
q

}
qœ�+ es una foliación de Q2 ≠ �≠.

3. Si la sucesión (g
n

) es de la forma (10.5), entonces, la función que asigna a cada q œ �+

su l
q

correspondiente, construida en el inciso (2), es una transformación de Möbius.

Demostración: Consideremos primero sucesiones de la forma (10.5), es decir, sea

a
n

:=

Q

cccccca

e⁄n 0 0 0 0
0 eµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µn 0
0 0 0 0 e≠⁄n

R

ddddddb
,

donde (⁄
n

) y (µ
n

) son sucesiones de R̄ que convergen a +Œ y (⁄
n

≠ µ
n

) converge a algún
punto de R. Sean Ò+ y Ò≠ las geodésicas de luz fi

1
Èe1, e2Í

2
y fi

1
Èe4, e5Í

2
, respectivamente.

Sea ” := ĺım
næŒ

(⁄
n

≠ µ
n

). La submersión

s̄ : C4 ≠ Èe4, e5Í æ C2, s̄(x1, x2, x3, x4, x5) := (x1, e≠”x2),

está bien definida en el cociente s : Q3 ≠ Ò≠ æ Ò+, s
1
[x]

2
:=

Ë
s̄(x)

È
, donde C4 fue definido

en (7.2).
Consideremos y = [z1 : z2 : z3 : z4 : z5] /œ Ò≠; entonces, z1 ”= 0 o z2 ”= 0. Supongamos

que z1 ”= 0 (los otros casos son similares), entonces, podemos suponer que z1 = 1. Sea (y
n

)
cualquier sucesión en Q3 que converja a y, entonces, para toda n œ N,

y
n

= [1 : y(2)
n

: y(3)
n

: y(4)
n

: y(5)
n

],
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donde para todo j = 2, . . . , 5, ĺım
næŒ

y(j)
n

= z
j

. Entonces,

a
n

y
n

= [e⁄n : eµny(2)
n

: y(3)
n

: e≠µny(4)
n

: e≠⁄ny(5)
n

]
= [1 : eµn≠⁄ny(2)

n

: e≠⁄ny(3)
n

: e≠µn≠⁄ny(4)
n

: e≠2⁄ny(5)
n

]

y
ĺım

næŒ
a

n

y
n

= [1 : e≠”z2 : 0 : 0 : 0].

Por lo que, si [z1 : z2 : z3 : z4 : z5] /œ Ò≠, entonces

D(an)
1
[z1 : z2 : z3 : z4 : z5]

2
= [z1 : e≠”z2 : 0 : 0 : 0] = s

1
[z1 : z2 : z3 : z4 : z5]

2
. (10.9)

Además, cualquier punto p œ Ò+ es igual a [z1 : e≠”z2 : 0 : 0 : 0] para algún z1, z2 œ C.
Esto muestra el inciso (1) de la Proposición para sucesiones de la forma (10.5).

Recordemos el biholomorfismo SO(4,C)-equivariante (7.3). Sea

z2 œ C, p = [1 : z2 : 0 : 0 : 0] =
1
[1 : 0], [z2 : 1]

2
œ Ò+.

Si

l
p

:=
;

[1 : z2e
” : 0 : y4 : z2y4e

”] : y4 œ C
<

=
;1

[1 : y4], [≠z2e
” : 1]

2
: y4 œ C

<
,

entonces, por (10.9), tenemos que l
p

µ D(gn)(p). Esto prueba el inciso (2) para todas las
sucesiones de la forma (10.5).

Además, por lo anterior, es claro que existen parametrizaciones de Ò+ y del espacio
de geodésicas de luz horizontales, tales que la función que asigna a cada q œ �+ su l

q

correspondiente es de la forma:

CP1 æ CP1

z æ ≠ze”.

Esto prueba el inciso (3) para todas las sucesiones de la forma (10.5).

Para todo n œ N, sea g
n

= Âu
n

ia
n

i≠1u
n

la descomposición KAK de g
n

, construida en
la Proposición 10.3.1, donde (a

n

) es de la forma (10.5), con (⁄
n

) y (µ
n

) sucesiones que
convergen a +Œ y (⁄

n

≠ µ
n

) una sucesión que converge a un punto en R, (Âu
n

) y (u
n

) son
sucesiones convergentes de SO(4,C) e i es la matriz identidad, o bien, es un elemento de
O(4,C) ≠ SO(4,C) de la forma (10.6). Sean Âu := ĺım Âu

n

, u := ĺım u
n

, �+ := Âu
1
i(Ò+

22
y

�≠ := i
1
u≠1(Ò≠)

2
. Como Q2 es invariante bajo O(4,C), entonces �+ y �≠ son geodésicas

de luz contenidas en Q2. Por las propiedades de i (ver (10.6)) tenemos que �+ y �≠ son
ambas geodésicas de luz horizontales o ambas verticales. De la descomposición KAK de
g

n

y, por (10.6), tenemos que �+ y �≠ son ambas geodésicas de luz horizontales o ambas
verticales. Por la Proposición 10.3.2 y la ecuación (10.9), tenemos que si y /œ �≠, entonces

D(gn)(y) = Âu s u (p).
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Esto muestra el inciso (1) de la Proposición para todas las sucesiones.

Sea p œ �+, entonces q := i
1

Âu(p)
2

œ Ò+. Por el inciso (2) de esta Proposición para
sucesiones de la forma (10.5), existe una geodésica de luz l

q

µ Q3, que es transversal a Ò≠,
tal que l

q

≠Ò≠ µ D(an)(q). Además, la colección de todas las geodésicas de luz l
q

construidas
de esta forma es una foliación de Q3 ≠ Ò≠. Por la Proposición 10.3.2 y como O(4,C) manda
geodésicas de luz en geodésicas de luz, l

p

:= u
1
i(l

q

)
2

es una geodésica de luz transversal a
�≠, tal que l

p

≠ �≠ µ D(gn)(p) y la colección de todas las geodésicas de luz l
q

construidas
de esta forma es una foliación de Q3 ≠ �≠. Esto muestra el inciso (2) de la Proposición para
todas las sucesiones. ⇤

10.3.4. Sucesiones de distorsión acotada
Recordemos que, en la Introducción de esta Sección, definimos una sucesión de distor-

sión acotada de SO(4,C) como una sucesión divergente (g
n

) de la forma g
n

= u
n

i≠1a
n

iÂu
n

,
donde u

n

, Âu
n

son sucesiones convergentes de SO(4,C), i es la matriz identidad, o bien, es un
elemento de O(4,C) ≠ SO(4,C) que, restringido a Q2 y en coordenadas, se representa como
(10.6) y (a

n

) es una sucesión de SO(4,C) de la forma (10.5), donde una de las sucesiones
(⁄

n

) y (µ
n

) converge a +Œ y la otra a un punto de R. Ahora veremos la dinámica de este
tipo de sucesiones que divergen de manera simple al infinito. Como veremos más adelante,
en este Capítulo, el grupo �

u

, para u suficientemente cercano al homomorfismo identidad
(estudiado en el Capítulo 8), no contiene sucesiones de este tipo.

Recordemos también que, en el Capítulo 7, definimos a � como la imagen de SL(2,C)
bajo un biholomorfismo SL(2,C) ◊ SL(2,C)-equivariante.

Recordemos que en la Sección 7.2 definimos al cono de luz C(p) que pasa por p como
la unión de todas las geodésicas de luz que pasan por p. También definimos al espacio ÂC(p)
como el espacio de todas las geodésicas de luz que contienen a p y mostramos que es una
variedad compleja biholomorfa a la esfera de Riemann.

Proposición 10.3.4 Sea (g
n

) una sucesión de distorsión acotada de SO(4,C). Entonces
existen dos puntos p+, p≠ en Q2 y un biholomorfismo ḡŒ del espacio ÂC(p≠) sobre el espacio
ÂC(p+), tal que

1. Si q /œ C(p≠), entonces D(gn)(q) = {p+}.

2. Si q œ C(p≠) ≠ {p≠}, entonces D(gn)(q) está en la imagen, bajo ḡŒ, de la geodésica de
luz que contiene a p≠ y a q .

3. Existen puntos en � dinámicamente relacionados.

Demostración: Consideremos primero sucesiones de la forma (10.5), es decir, conside-
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remos

a
n

=

Q

cccccca

e⁄n 0 0 0 0
0 eµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µn 0
0 0 0 0 e≠⁄n

R

ddddddb
,

donde ⁄
n

æ +Œ y µ
n

æ µŒ œ R. Sea q≠ := [0 : 0 : 0 : 0 : 1] y q+ := [1 : 0 : 0 : 0 : 0]. La
función

hŒ :=

Q

cccccca

0 0 0 0 1
0 eµŒ 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µŒ 0
1 0 0 0 0

R

ddddddb

pertenece a SO(5,C) y, por la Proposición 7.2.2, induce un biholomorfismo

h̄Œ :=

Q

ca
eµŒ 0 0
0 1 0
0 0 e≠µŒ

R

db

de ÂC(q≠) sobre ÂC(q+) que manda las geodésicas de luz

fi
1
{0} ◊ {z2} ◊ {z3} ◊ {z4} ◊ C

2
,

que contienen a q≠ y a [0 : z2 : z3 : z4 : 0] sobre las geodésicas de luz

fi
1
C ◊ {z2eµŒ} ◊ {z3} ◊ {z4e≠µŒ} ◊ {0}

2
,

que contienen a q+ y a [0 : z2e
µŒ : z3 : z4e

≠µŒ : 0].

Sea q = [z1 : z2 : z3 : z4 : z5] /œ C(q≠), entonces z1 ”= 0, por lo que podemos suponer
que z1 = 1. Sea (y

n

) cualquier sucesión de Q3 que converja a q. Entonces, para todo n œ N
suficientemente grande,

y
n

= [1 : y(2)
n

: y(3)
n

: y(4)
n

: y(5)
n

].

Entonces,

a
n

y
n

= [e⁄n : y(2)
n

eµn : y(3)
n

: y(4)
n

e≠µn : y(5)
n

e≠⁄n ]
= [1 : y(2)

n

eµn≠⁄n : y(3)
n

e≠⁄n : y(4)
n

e≠µn≠⁄n : y(5)
n

e≠2⁄n ].

Por lo que si, q /œ C(q≠), entonces

ĺım
næŒ

a
n

y
n

= [1 : 0 : 0 : 0 : 0].

Por lo tanto,
D(an)

1
q

2
=

Ó
[1 : 0 : 0 : 0 : 0]

Ô
. (10.10)
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Esto muestra el inciso (1) de la Proposición para sucesiones de la forma (10.5).

Sea q = [0 : z2 : z3 : z4 : z5] œ C(q≠) ≠ {q≠}, entonces z2 ”= 0 o z4 ”= 0. Supongamos que
z2 ”= 0 (los otros casos son similares), entonces, podemos suponer que q = [0 : 1 : z3 : z4 : z5].

Consideremos cualquier sucesión (y
n

) en Q3 que converja a q, entonces, para n suficien-
temente grande y

n

= [y(1)
n

: 1 : y(3)
n

: y(4)
n

: y(5)
n

] y

y(1)
n

æ 0, y(3)
n

æ z3, y(4)
n

æ z4, y(5)
n

æ z5.

Tenemos que
a

n

y
n

= [e⁄ny(1)
n

: eµn : y(3)
n

: y(4)
n

e≠µn : y(5)
n

e≠⁄n ].
Supongamos que (a

n

y
n

) es convergente, entonces e⁄ny(1)
n

æ b, para algún b œ C, o
e⁄ny(1)

n

æ Œ.
Si e⁄ny(1)

n

æ b, entonces,

a
n

y
n

æ [b : eµŒ : z3 : e≠µŒz4 : 0].

Si e⁄ny(1)
n

æ Œ, entonces,
a

n

y
n

æ [1 : 0 : 0 : 0 : 0].
Por lo tanto,

D(an)(q) µ fi
1
C ◊ {z2e

µŒ} ◊ {z3} ◊ {z4e
≠µŒ} ◊ {0}

2
.

Consideremos cualquier b œ C y la sucesión (y
n

) de Q3 definida por

y
n

:= [be≠⁄n : 1 : z3 : y(4)
n

: z5],

donde y(4)
n

:= be≠⁄nz5 ≠ z2
3 .

Entonces,
a

n

y
n

æ
Ë
b : eµŒz2 : z3 : e≠µŒz4 : 0

È
.

Por lo tanto, obtenemos que

D(an)(q) = fi
1
C ◊ {z2e

µŒ} ◊ {z3} ◊ {z4e
≠µŒ} ◊ {0}

2
.

Esto prueba el inciso (2) de la Proposición para sucesiones de la forma (10.5). Además,
si q œ �, esto es z3 ”= 0, entonces D(an)(q) interseca a �, por lo tanto, tenemos el inciso (3)
para sucesiones también de la forma (10.5).

Para todo n œ N, sea g
n

= Âu
n

ia
n

i≠1u
n

la descomposición KAK de g
n

, construida en la
Proposición 10.3.1, donde a

n

es de la forma (10.5) con (⁄
n

), una sucesión que converge a +Œ
y (µ

n

) una sucesión que converge en R, (Âu
n

) y (u
n

) son sucesiones convergentes de SO(4,C)
e i es la matriz identidad, o bien, es un elemento de O(4,C) ≠ SO(4,C) de la forma (10.6).
Definamos p≠ := u≠1(q≠), p+ := Âu(q+), u := ĺım u

n

, Âu := ĺım Âu
n

y gŒ := Âu i hŒi≠1 u, el cual
es un elemento de O(4,C) e induce un biholomorfismo ḡŒ de ÂC(p≠) sobre ÂC(p+).

Entonces, por la Proposición 10.3.2, y como O(4,C) manda geodésicas de luz en geodési-
cas de luz y conos de luz en conos de luz, obtenemos el inciso (2) en el caso general. Además,
como Âui, i≠1u œ O(4,C), C(p+) y C(p≠) no están contenidas en Q2 y � es invariante bajo
O(4,C), por el inciso (3), para sucesiones de la forma (10.5), obtenemos el inciso (3) para
todas las sucesiones. ⇤
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10.3.5. Sucesiones de distorsión mixta
Recordemos que, en la Introducción de esta Sección, definimos una sucesión dedistorsión

balanceada de SO(4,C) como una sucesión divergente (g
n

) de la forma g
n

= u
n

i≠1a
n

iÂu
n

,
donde u

n

, Âu
n

son sucesiones convergentes de SO(4,C), i es la matriz identidad, o bien, es un
elemento de O(4,C) ≠ SO(4,C) que, restringido a Q2 y en coordenadas, se representa como
(10.6) y (a

n

) es una sucesión de SO(4,C) de la forma (10.5), donde las sucesiones (⁄
n

), (µ
n

)
convergen a +Œ y la sucesión (⁄

n

≠ µ
n

) converge a Œ.

Proposición 10.3.5 Supongamos que (g
n

) es una sucesión de distorsión mixta de SO(4,C).
Entonces, existen dos puntos p+ y p≠ en Q2 y dos geodésicas de luz paralelas �+ y �≠ en
Q2 que contienen a p+ y p≠, respectivamente, tales que

1. Si q /œ C(p≠), entonces D(gn)(q) = {p+}.

2. Si q œ C(p≠) ≠ �≠, entonces D(gn)(q) = �+.

3. Si q œ �≠ ≠ {p≠}, entonces D(gn)(q) = C(p+).

Demostración: La demostración del inciso (1) de la Proposición es la misma que la del
inciso (1) de la Proposición 10.3.4.

Para mostrar el inciso (2) de la Proposición, consideraremos primero sucesiones de la
forma (10.5), es decir, consideremos

a
n

:=

Q

cccccca

e⁄n 0 0 0 0
0 eµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µn 0
0 0 0 0 e≠⁄n

R

ddddddb
,

donde (µ
n

), (⁄
n

) convergen a +Œ y (⁄
n

≠ µ
n

) converge a Œ. Supongamos que (⁄
n

≠ µ
n

)
converge a +Œ; el otro caso es similar.

Sea q≠ := [0 : 0 : 0 : 0 : 1], q+ := [1 : 0 : 0 : 0 : 0] y Ò+ y Ò≠ las geodésicas de luz
fi

1
Èe1, e2Í

2
y fi

1
Èe4, e5Í

2
, respectivamente, contenidas en Q2.

Sea q œ C(q≠) ≠ Ò≠, supongamos que q = [0 : 1 : z3 : z4 : z5] œ Q3. Consideremos
cualquier sucesión (y

n

) en Q3 que converja a q, entonces, para n œ N suficientemente grande
y

n

= [y(1)
n

: 1 : y(3)
n

: y(4)
n

: y(5)
n

], donde

y(1)
n

æ 0, y(3)
n

æ z3, y(4)
n

æ z4, y(5)
n

æ z5.

Entonces, si q œ C(q≠) ≠ Ò≠,

a
n

y
n

= [e⁄ny(1)
n

: eµn : y(3)
n

: y(4)
n

e≠µn : y(5)
n

e≠⁄n ] =
[e⁄n≠µny(1)

n

: 1 : y(3)
n

e≠µn : y(4)
n

e≠2µn : y(5)
n

e≠⁄n≠µn ].

Si (a
n

y
n

) converge, entonces (e⁄n≠µny(1)
n

) converge en R fi{Œ} .
Si e⁄n≠µny(1)

n

æ Œ, entonces a
n

y
n

æ [1 : 0 : 0 : 0 : 0].
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Si e⁄n≠µny(1)
n

æ a œ R, entonces a
n

y
n

æ [a : 1 : 0 : 0 : 0].
Entonces, si q œ C(q≠) ≠ Ò≠,

D(an)
1
q

2
µ Ò+.

Consideremos cualquier a œ R y la sucesión

y
n

= [ae≠⁄n+µn : 1 : z3 : y(4)
n

: z5], y(4)
n

:= ae≠⁄n+µnz5 ≠ z2
3 ,

de Q3. Entonces, para n œ N suficientemente grande

a
n

y
n

= [aeµn : eµn : z3 : y(4)
n

e≠µn : e≠⁄nz5] = [a : 1 : e≠µnz3 : e≠2µny(4)
n

: e≠µn≠⁄nz5].

Entonces, a
n

y
n

æ [a : 1 : 0 : 0 : 0]. Por lo que,

D(an)
1
q

2
= Ò+.

Esto muestra el inciso (2) de la Proposición para sucesiones de la forma (10.5).
Para todo n œ N, sea g

n

= Âu
n

ia
n

i≠1u
n

la descomposición KAK de g
n

obtenida en la
Proposición 10.3.1, donde a

n

es de la forma (10.5) con (⁄
n

), (µ
n

) y (⁄
n

≠ µ
n

) sucesiones
que convergen a +Œ, (Âu

n

) y (u
n

) son sucesiones convergentes de SO(4,C). Definamos p+ :=
Âu(q+), p≠ := u≠1(q≠) y las geodésicas de luz �+ := Âu

1
i(Ò+)

2
y �≠ := i

1
u≠1(Ò≠)

2
. Como

Q2 es invariante bajo O(4,C), entonces �+ y �≠ son geodésicas de luz contenidas en Q2.
Por las propiedades de i (ver (10.6)) tenemos que �+ y �≠ son ambas geodésicas de luz
horizontales o ambas verticales. Por la Proposición 10.3.2, y como O(4,C) manda geodésicas
de luz en geodésicas de luz y conos de luz en conos de luz, obtenemos el inciso (2) de la
Proposición en el caso general.

La demostración del inciso (3) es similar a la del inciso (2). ⇤

10.4. Conjunto límite de Frances
En la Sección anterior, vimos que hay tres tipos de sucesiones que tienden de manera

simple al infinito: de distorsión balanceada, acotada y mixta. Mostramos que toda sucesión
de distorsión balanceada o mixta tiene asociadas dos geodésicas de luz, una atractora y otra
repulsora, de manera que los puntos de acumulación de órbitas de compactos, correspondien-
tes a esta sucesión y a la sucesión inversa, que no intersequen estas geodésicas, se acumulan
en puntos de estas geodésicas. Vimos, también, que, a cada sucesión de distorsión acotada,
podemos asociarle dos conos de luz, uno atractor y otro, repulsor, de manera que los puntos
de acumulación de órbitas de compactos, correspondientes a esta sucesión y a la sucesión
inversa, que no intersequen estos conos, se acumulan en puntos de estos conos.

En esta Sección, utilizaremos estos resultados para definir un conjunto límite en Q3 de
un grupo discreto de SO(4,C), de manera que su complemento es un abierto invariante en el
que la acción es propiamente discontinua. Veremos un ejemplo en el que el conjunto límite
de Kulkarni contiene de manera propia al conjunto límite de Frances.
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Sea G µ SO(4,C) un grupo discreto, definimos

�
A

:= fi
(gm)

1
�+(g

n

) fi �≠(g
n

)
2
,

donde la unión es tomada sobre todas las sucesiones (g
n

) de distorsión balanceada y mixta
de G y �+(g

n

), �≠(g
n

) son las geodésicas de luz límite correspondientes a la sucesión (g
n

).
Definimos también

�
B

:= fi
(gm)

1
C+(g

n

) fi C≠(g
n

)
2
,

donde la unión es tomada sobre todas las sucesiones (g
n

) de distorsión acotada de G y
C+(g

n

), C≠(g
n

) son los conos de luz límite correspondientes a la sucesión (g
n

).

Llamamos al conjunto
�F :=�

A

fi �
B

(10.11)
el conjunto límite de Frances de G en Q3.

Proposición 10.4.1 Se tiene que �F := Q3 ≠ �F es un abierto invariante en el que la
acción es propiamente discontinua.

Demostración: Empezaremos mostrando que �F es invariante. Sea y œ �F ; supongamos
que y œ �

A

(el otro caso es similar), entonces existe una sucesión divergente (g
n

) de G, dos
geodésicas de luz límite �+(g

n

) y �≠(g
n

) y una sucesión convergente (x
n

) de Q3 ≠
1
�+(g

n

)fi
�≠(g

n

)
2

tal que y = ĺım
næŒ

g
n

x
n

. Entonces, se tiene que gy = g ĺım
næŒ

g
n

x
n

= ĺım
næŒ

gg
n

x
n

está en
�+(gg

n

) = g
1
�+(g

n

)
2
, donde �≠(gg

n

) = �≠(g
n

), por lo tanto, y œ �
A

µ �F . Entonces �F

es invariante y, por tanto, su complemento �F también lo es.
Además �F es, por definición, un cerrado y, por construcción, tenemos que �F no contiene

puntos de acumulación de órbitas de compactos; por lo que G actúa de manera propiamente
discontinua en �F . ⇤

Es claro que, si �F ”= ÿ, entonces G es un grupo kleiniano ortogonal de dimensión tres.

Ejemplo 10.4.1 Existe un grupo formado por una sucesión de distorsión mixta para el cual
�F es un subconjunto propio del conjunto límite de Kulkarni.

Consideremos al grupo

G :=

Y
______]

______[

Q

cccccca

e3n 0 0 0 0
0 e2n 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠2n 0
0 0 0 0 e≠3n

R

ddddddb
: n œ N

Z
______̂

______\

,

que está formado por una sucesión de distorsión mixta, donde ⁄
n

= 3n, µ
n

= 2n,⁄
n

≠µ
n

= n.
Se tiene que sus únicos puntos fijos en Q3 son

[ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ], [ 0 : 1 : 0 : 0 : 0 ], [ 0 : 0 : 0 : 1 : 0 ], [ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 ],
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y sus únicos puntos de acumulación de órbitas son

[ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ] y [ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 ].

Además, por la Proposición 10.3.5,

D
gn(Èe1, e2Í \ {[ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ]}) = C([ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 ]) = fĭ(Èe2, e3, e4, e5Í)

y
D

gn(Èe4, e5Í \ {[ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 ]}) = C([ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ]) = fĭ(Èe1, e2, e3, e4Í).

Por lo tanto, el conjunto límite de Frances está contenido propiamente en el conjunto
límite de Kulkarni

�K = C([ 0 : 0 : 0 : 0 : 1 ]) fi C([ 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ]). ⇤

10.4.1. Conjunto límite de Kulkarni
Nos gustaría comentar que, no podemos utilizar la fórmula (10.3.2) y la descomposición

KAK de SL(2,C), de la Proposición 10.3.1, para calcular el conjunto límite de Kulkarni, ya
que las perturbaciones de sucesiones divergentes pueden cambiar puntos de L0 por puntos
de L1, como se ilustra a continuación en el siguiente ejemplo:

Sea (⁄
n

) una sucesión que converge a Œ y (µ
n

) una sucesión que converge en R. Recor-
demos que, en la Sección 2.2, definimos el conjunto límite de Kulkarni (ver [20]). Para toda
n œ N, sea

g
n

:=

Q

cccccca

e⁄n 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 e≠⁄n

R

ddddddb
,

y

h
n

:=

Q

cccccca

e⁄n 0 0 0 0
0 eµn 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 e≠µn 0
0 0 0 0 e≠⁄n

R

ddddddb
.

Entonces, las sucesiones (g
n

) y (h
n

) son Whitney equivalentes y de distorsión acotada.
Además, si G y H son los grupos formados por la sucesiones (g

n

) y (h
n

), respectivamente,
entonces, todos los puntos de la cuádrica Q3 de la forma [0 : z2 : z3 : z4 : 0] son puntos de
acumulación de órbitas de compactos correspondientes a ambos grupos. Sin embargo, son
puntos de L0 para el grupo G y de L1 para el grupo H.
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10.5. Grupos kleinianos sin sucesiones de distorsión
acotada

En la Sección 10.3 vimos que hay tres diferentes dinámicas de sucesiones que tienden
de manera si�mple al infinito: de distorsión balanceada, acotada y mixta. Estos resultados
los utilizamos en la Sección 10.4 para definir, dado un grupo discreto G de SO(4,C), un
conjunto límite y un abierto de Q3 en el que la acción es propiamente discontinua. En esta
Sección, caracterizaremos a los grupos discretos que no contienen sucesiones de distorsión
acotada. Estos grupos nos interesan ya que los ejemplos de grupos kleinianos ortogonales,
que construiremos en la siguiente Sección, son de este tipo.

Decimos que un grupo kleiniano G µ SO(4,C) de Q3 es del primer tipo si G actúa de
manera propiamente discontinua en �.

Proposición 10.5.1 Un grupo kleiniano G µ SO(4,C) es del primer tipo si y sólo si no
contiene sucesiones de distorsión acotada.

Demostración: ≈) Si G µ SO(4,C) es un grupo kleiniano de Q3 sin sucesiones de dis-
torsión acotada. Entonces, toda sucesión (g

n

) de G que tienda de manera simple al infinito es
de distorsión balanceada o mixta, entonces �

B

= ÿ y, por las Proposiciones 10.3.3 y 10.3.5,
tiene asociadas dos geodésicas límite �+ y �≠ contenidas en Q2. Por lo tanto, �

A

= �F está
contenido en Q2.

∆) Supongamos que G es un grupo kleiniano del primer tipo y que existe en él una
sucesión (g

n

) de distorsión acotada, entonces, por la Proposición 10.3.4, sabemos que existen
puntos dinámicamente relacionados en �, pero esto es una contradicción ya que sabemos que
G actúa de manera propiamente discontinua en �. Por lo tanto, G no contiene sucesiones
de distorsión acotada. ⇤

10.6. Ejemplos de grupos kleinianos ortogonales
En esta Sección veremos ejemplos de grupos kleinianos ortogonales.

Teorema 10.6.1 Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano clásico, libre de torsión, finitamente
generado y con dominio de discontinuidad � en CP1 y u : � æ SL(2,C) un homomorfismo
de grupos tal que �

u

actúa de manera propiamente discontinua en �. Entonces, �
u

actúa de
manera propiamente discontinua en U� :=� fi

1
� ◊ CP1

2
. Más aún, si � \ � es compacto,

entonces U� es maximal.y

Observación: Si � µ SL(2,C) es un grupo kleiniano clásico, convexo-cocompacto y sin
torsión, entonces, por definición, � \ � es compacto y, por la Proposición 7.4, si u : � æ
SL(2,C) es un homomorfismo de grupos suficientemente cercano al morfismo constante,
entonces �

u

actúa de manera propiamente discontinua en �. Ejemplos similares a éstos,
desarrollados a la par de esta tesis y utilizando otras técnicas, se encuentran en el Teorema
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4.1 de [11] de F. Guéritaud, O. Guichard, F. Kassel y A. Wienhard (ver también la Obser-
vación 4.3 del mismo artículo). Los casos de este Teorema en los que � µ SL(2,C) no es
convexo-cocompacto, no tienen equivalente en el trabajo de estos autores.

Demostración: Sea � un grupo kleiniano, finitamente generado y sin torsión con dominio
de discontinuidad � en CP1 y u : � æ SL(2,C) un homomorfismo de grupos. Recordemos
que, en (8.1), definimos �

u

=
;1

“, u(“)
2

: “ œ �
<

. Supongamos que �
u

actúa de manera
propiamente discontinua en �. Por la Proposición 10.5.1, todas las sucesiones de �

u

que
tienden de manera simple al infinito son de distorsión balanceada o mixta y �

u

actúa de
manera propiamente discontinua en Q3 ≠ �

F

, donde �
F

µ Q2.
Probaremos que U� µ Q3 ≠ �

F

, o equivalentemente que
1
� ◊ CP1

2
µ

1
Q2 ≠ �F

2
. (10.12)

Primero, probaremos que las geodésicas límite de �
F

son verticales, como en el caso
de A. A. Guillot en [12, pp. 224, 225] en el que u es el homomorfismo constante. Por las
Proposiciones (10.3.3) y (10.3.5), sabemos que éstas son verticales. Supongamos que �+ y
�≠ son las geodésicas límite correspondientes a la sucesión divergente

1
g

n

, u(g
n

)
2

y que �+

y �≠ son horizontales. Tenemos dos casos:

1. Supongamos que
1
g

n

, u(g
n

)
2

es de distorsión mixta, C(p+) y C(p≠) son los conos de
luz atractores y repulsores. Entonces, por la Proposición 10.3.5, cualquier punto x de1
� ◊ CP1

2
fl �≠, distinto de p≠, está dinámicamente relacionado con cualquier punto

en C+ fl
1
� ◊ CP1

2
. En particular, como �+ µ C+, entonces x está dinámicamente

relacionado con cualquier punto en �+ fl
1
� ◊ CP1

2
.

2. Supongamos que
1
g

n

, u(g
n

)
2

es de distorsión balanceada. Entonces, por la Proposición
10.3.3, para todo punto q en �+fl

1
�◊CP1

2
existe una geodésica de luz l

q

µ Q2 vertical
tal que q está dinámicamente relacionado con todo punto en l

q

≠ �≠. Probaremos que
existe q œ �+ fl

1
� ◊ CP1

2
, tal que l

q

µ � ◊ CP1.

Para todo n œ N, sea
1
g

n

, u(g
n

)
2

= Âu
n

ia
n

i≠1u
n

su descomposición KAK construida
en la Proposición 10.3.1, donde a

n

es de la forma (10.5) con ⁄
n

æ +Œ y µ
n

æ +Œ,
(Âu

n

) y (u
n

) son sucesiones convergentes de SO(4,C) e i es un elemento de O(4,C) que,
restringido a Q2 y en coordenadas, se puede representar como (10.6). A continuación,
trasladaremos lo que queremos probar al mismo problema pero, para la sucesión (a

n

).
Si q œ �+, recordemos la construcción de l

q

(ver la Proposición 10.3.3). Sea Âu := ĺım Âu
n

y u := ĺım u
n

. Entonces, existen y0, ȳ0 œ CP1 tales que

�+ =
Ó
(x, y0) : x œ CP1

Ô

y
�≠ =

Ó
(x, ȳ0) : x œ CP1

Ô
.
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De las propiedades de la función i antes mencionadas y, como Âu≠1 y u se pueden
representar, restringidos a Q2 y en coordenadas, como (7.5), tenemos que la función
i≠1 Âu≠1 es en coordenadas de la siguiente forma:

(x, y) ‘æ
1
v1(y), v2(x)

2
,

donde v1, v2 œ SL(2,C) y la función i≠1u es en coordenadas de la siguiente forma:

(x, y) ‘æ
1
w1(y), w2(x)

2
,

donde w1, w2 œ SL(2,C). Por lo tanto, de la fórmula dada por la Proposición 10.3.2,
es suficiente mostrar que existe un punto q en Ò+ fl

1
CP1 ◊ v2(�)

2
tal que, la l

q

que
le corresponde a la sucesión (a

n

), está contenida en CP1 ◊ w2(�). Por lo tanto, por
el inciso (3) de la Proposición 10.3.3, esto es equivalente a mostrar que existe algún
punto en

g v2(�) fl g w2(�),

donde g es alguna tranformación de Möbius. Pero esto es cierto ya que, por el Teorema
de Ahlfors (ver el Teorema ??), � tiene medida de Lebesgue cero y, como las transfor-
maciones de Möbius preservan los conjuntos de medida de Lebesgue cero, entonces

g v2(�) fi g w2(�)

tiene medida de Lebesgue cero.

En cualquier caso, existen puntos en � ◊ CP1 que están dinámicamente relacionados y
que corresponden a la sucesión

1
g

n

, u(g
n

)
2
.

Por otro lado, sabemos que �
u

actúa de manera propiamente discontinua en � ◊ CP1

(ya que así actúa en el primer factor), entonces, por la Proposición 2.1.3, no existen puntos
dinámicamente relacionados en � ◊ CP1, pero esto se contradice con el párrafo anterior.

Por lo tanto, todas las geodésicas límite de �
u

son verticales.

Supongamos ahora que (10.12) no es cierto, entonces existe un punto

(x, y) œ
1
� ◊ CP1

2
fl �F .

Como � es abierto en CP1, existe una geodésica de luz atractora �+ que corresponde a
una sucesión

1
g

n

, u(g
n

)
2

de distorsión balanceada o mixta de �
u

tal que �+ fl
1
�◊CP1

2
”= ÿ.

Como las geodésicas de luz límite de �
u

son verticales, entonces �+ µ
1
� ◊ CP1

2
.

Mostraremos ahora que existen puntos en �◊CP1 que están dinámicamente relacionados,
y esto será una contradicción porque sabemos que la acción es propiamente discontinua en
� ◊ CP1. Existen dos casos:
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1. Si
1
g

n

, u(g
n

)
2

es una sucesión de distorsión mixta, entonces, por la Proposición 10.3.5,
existe una geodésica de luz repulsora �≠ y dos conos de luz límite C≠, C+ correspon-
dientes a la sucesión

1
g

n

, u(g
n

)
2
, tales que �≠ µ C≠ y �+ µ C+ y si y œ C≠ ≠ �≠,

entonces
D1

gn,u(gn)
2(y) = �+.

Por la Proposición 7.2.2, sabemos que
1
C≠ fl Q2

2
≠ �≠ es una geodésica de luz de

la forma CP1 ◊ {z} (menos un punto), para algún z œ CP1. Esta geodésica de luz
(menos un punto) interseca a � ◊ CP1, y cualquier punto de esta intersección está
dinámicamente relacionado con cualquier punto de �+ µ

1
� ◊ CP1

2
.

2. Si
1
g

n

, u(g
n

)
2

es una sucesión de distorsión balanceada, entonces, cualquier punto de
1
�◊CP1

2
≠�≠ está dinámicamente relacionado con algún punto de �+ µ

1
�◊CP1

2
.

Esto prueba (10.12).

Ahora, supongamos que � \ � es compacto. Mostraremos que U� µ Q3 ≠ �
F

o de manera
equivalente, que (10.12) no es sólo una contención, sino una igualdad.
Recordemos el biholomorfismo (7.3), SO(4,C)-equivariante, entre Q2 y CP1 ◊CP1. Como la
acción de �

u

en �◊CP1 es propiamente discontinua en el primer factor de �◊CP1, entonces
�

u

actúa de manera propiamente discontinua en � ◊ CP1 y

�
u

\ (� ◊ CP1) æ � \ �,
Ë
(x, y)

È
‘æ [x]

es una fibración localmente trivial con fibra compacta, por lo tanto es una función propia.
Como � \ � es compacto, entonces �

u

\ (� ◊ CP1) es compacto.

Supongamos que existe un conjunto abierto e invariante U que contiene a U� y donde
�

u

actúa de manera propiamente discontinua. Entonces, �
u

\
1
� ◊ CP1

2
es un subespacio

compacto del espacio Hausdor� �
u

\
1
U fl Q2

2
; por lo que, �

u

\
1
� ◊ CP1

2
es cerrado, pero

su complemento �
u

\
1
U fl Q2

2
≠ �

u

\
1
� ◊CP1

2
tiene interior vacío (ver el Teorema ??), lo

cual es una contradicción.
Entonces U� es un abierto maximal en el que �

u

actúa de manera propiamente disconti-
nua, en particular U� = Q3 ≠ �F . ⇤

Queremos aclarar que, el caso real del Teorema anterior también es válido (la demos-
tración es la misma), por lo que también proporcionamos ejemplos de grupos kleinianos
lorentzianos:

En particular, denotemos por R2,n al espacio Rn+2 dotado de la forma cuadrática q2,n =
≠x2

1 ≠x2
2 +x2

3 + · · ·+x2
n+2. El cono isotrópico de q2,n es el subconjunto de R2,n en el que q2,n se

hace cero. Llamamos C2,n a este cono, sin el origen. Si fi es la proyección de R2,n a RPn+1, el
conjunto fi(C2,n) es una hipersuperficie � de RPn+1. Esta hipersuperficie está dotada de una
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estructura conforme lorentziana tal que el grupo de trasnsformaciones conformes es PO(2, n).
El universo de Einstein es la hipersuperficie � junto con esta estructura canónica conforme
y es denotado por Ein

n

.
Supongamos que � µ SL(2,R) es un grupo kleiniano clásico, libre de torsión, finitamente

generado y con dominio de discontinuidad � en S1 y u : � æ SL(2,R) un homomorfismo de
grupos, se tiene que

�
u

:=
;1

“, u(“)
2

: “ œ �
<

µ SL(2,R) ◊ SL(2,R)

es un subgrupo de PO(2, 2). Si �
u

actúa de manera propiamente discontinua en AdS3 :=
Ein3≠Ein2, entonces �

u

actúa de manera propiamente discontinua en W� := AdS3fi
1
�◊S1

2
.

Más aún, si � \ � es compacto, entonces W� es maximal.
Como el conjunto límite de � en S1 tiene medida cero (ver [33]), la prueba de esta

afirmación es esencialmente la misma prueba del Teorema anterior.



Capítulo 11

Estructuras geométricas ortogonales

Recordemos que, en el Capítulo 4, definimos las estructuras geométricas uniformizables
en variedades; en este Capítulo, estudiaremos estructuras geométricas ortogonales unifor-
mizables modeladas localmente en la cuádrica no degenerada de CP4, es decir, modeladas
localmente en

1
Q3, PO(5,C)

2
.

En el Capítulo 9, mostramos que si, � es un grupo de Schottky clásico, existe un en-
caje J : � æ PO(5,C) de este en PO(5,C) mediante el cual se representa como grupo de
Schottky ortogonal. No es difícil construir un abierto V de J en el espacio de homomorfismos
Hom

1
�, PO(5,C)

2
de � en PO(5,C) tal que, para toda v œ V , el grupo v(�) µ PO(5,C) es

un grupo de Schottky ortogonal. Más aún, se puede ver que todos estos grupos de Schottly
son difeomorfos y, por tanto, determinan estructuras geométricas ortogonales en la variedad
de Guillot.

Sea � un grupo kleiniano (clásico) sin torsión, convexo-cocompacto y u : � æ SL(2,C) un
homomorfismo de grupos suficientemente cercano al homomorfismo constante. Recordemos
que, en (8.1), definimos al grupo �

u

=
;1

“, u(“)
2

: “ œ �
<

y, que en la Proposición 7.1.1,
vimos que �

u

es un subgrupo de SO(4,C) µ PO(5,C) libre de torsión. Además, por la Propo-
sición 10.6.1, el cociente M(u, �) de la acción de �

u

en U� µ Q3 es una variedad compleja de
dimensión 3, donde U� fue definido en esta Proposición. En este Capítulo, mostraremos que
este cociente es, de hecho, compacto y difeomorfo a la variedad de Guillot, la cual fue definida
en el Capítulo 9. Por lo que estos cocientes nos propoprcionan una familia de estructuras
geométricas uniformizables ortogonales en la variedad de Guillot que son perturbaciones de
la estructura geométrica de Guillot (ver también el Capítulo 10). Este resultado, además
de ser interesante por sí mismo, lo utilizaremos en el siguiente Capítulo para construir es-
tructuras complejas proyectivas en ciertas variedades complejas compactas de dimensión tres.

Demostración del Teorema 1.0.1: Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano (clásico),
convexo-cocompacto y sin torsión. Por la Proposición 10.6.1, sabemos que existe una vecindad
abierta V del morfismo constante, tal que si u œ V, entonces el cociente M(u, �) de la acción

93
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de �
u

en U� es una variedad compleja. Empezaremos mostrando que la acción

� ◊ (V ◊ U�) æ V ◊U�
1
“, (u, x)

2
æ

3
u,

1
“, u(“)

2
x

4
(11.1)

es propiamente discontinua. Luego, consideraremos una resolución r : X æ V de singulari-
dades de V y definiremos una acción de � en X ◊ U� tal que la acción en {x} ◊ U� coincide
con la acción en {r(x)} ◊ U�. Finalmente, veremos que � actúa de manera propiamente dis-
continua en X ◊U� y que el cociente de la proyección de X ◊U� sobre su primer coordenada
es un fibrado localmente trivial cuyas fibras son las variedades M(u, �).

Consideremos un conjunto finito de generadores S de �, cualquier norma || · || en � =
Q3 ≠ Q2 y, para toda ” > 0, la vecindad

V
”

(I) :=
;

g œ Hom
1
�, SL(2,C)

2
: ’s œ S, ||g(s) ≠ I||Æ ”

<
,

del morfismo constante, con respecto a la topología compacto-abierta, donde I es la matriz
identidad.

Mostraremos que existe ‘ > 0, tal que, para toda sucesión convergente (u
n

, z
n

) en V
‘

(I)◊
U� y para toda sucesión divergente (g

n

) de �, tal que
1
g

n

, u
n

(g
n

)
2

diverge de manera simple
al infinito, entonces

11
g

n

, u
n

(g
n

)
2
z

n

2
no converge en U�. Esto implicará que si V := V

‘

(I),
entonces (11.1) es propiamente discontinua.

Notemos que, por la Proposición 10.6.1, lo anterior es cierto para sucesiones constantes
(u

n

).

Recordemos que, por definición de �, existe un biholomorfismo SO(4,C)-equivariante en-
tre � y SL(2,C). Por la Proposición 7.4, existe ‘ > 0 tal que, para toda sucesión convergente
1
u

n

, z
n

2
en V

‘

(I) ◊ � y para toda sucesión divergente (g
n

), la sucesión
31

g
n

, u
n

(g
n

)
2
z

n

4
no

converge en �.

Supongamos que (u
n

) es una sucesión de V
‘

(I), (g
n

) es una sucesión divergente de � y que1
g

n

, u
n

(g
n

)
2

diverge de manera simple al infinito en PO(4,C). Entonces, por el párrafo ante-
rior, no existen puntos en � dinámicamente relacionados consigo mismos que corresponden
a la sucesión

1
g

n

, u
n

(g
n

)
2
. Como las sucesiones de distorsión acotada tienen puntos dinámi-

camente relacionados en � (ver la Proposición 10.3.4) entonces,
1
g

n

, u
n

(g
n

)
2

es de distorsión
balanceada o mixta y, por las Proposiciones 10.3.3 y 10.3.5, tiene asociadas dos geodésicas
de luz límite contenidas en Q2, una atractora �+ y la otra, repulsora �≠. Afirmamos que �+

y �≠ son verticales y están contenidas en � ◊CP1; la prueba es esencialmente la misma que
(ver la Proposición 10.6.1) la prueba de que las geodésicas de luz límite de �

u

son verticales
y están contenidas en � ◊CP1 (sólo es necesario reemplazar a la sucesión

1
g

n

, u(g
n

)
2

por la
sucesión

1
g

n

, u
n

(g
n

)
2

y utilizar el resultado de uniformidad del Lema 8.1.1). Entonces, para



95

toda sucesión (z
n

) convergente en U�, la sucesión
11

g
n

, u
n

(g
n

)
2
z

n

2
no converge en U�.

La proyección de V ◊ U� sobre su primer factor define una función continua

t : � \
1
V ◊ U�

2
æ V

[(u, y)] ‘æ u.

Si la variedad algebraica V no tiene singularidades cerca del morfismo constante (por
ejemplo, si � es un grupo de Schottky clásico), entonces por el Lema de Fibración de Ehres-
mann, t es una fibración localmente trivial y, por lo tanto, todas las M(u, �) son difeomorfas
entre sí, para u suficientemente cercano al homomorfismo constante. Sin embargo, V puede
tener singularidades arbitrariamente cercanas al homomorfismo constante (ver, por ejemplo,
a los grupos fuchsianos en [10, p.567]).

Si V tiene singularidades, consideremos una resolución de singularidades (ver [13]) de V ,
es decir, consideremos una función holomorfa y propia r : X æ V , donde X es una variedad
compleja.

Consideremos la variedad compleja X ◊ U� y definamos la acción

� ◊
1
X ◊ U�

2
æ X ◊ U�

3
“,

1
x, y

24
‘æ

3
x,

1
“, r(x)(“)

2
(y)

4
, (11.2)

y la función

r ◊ I : X ◊ U� æ V ◊U�

(x, y) ‘æ
1
r(x), y

2
,

que es �-equivariante:
1
r ◊ I

21
“, (x, y)

2
=

3
r(x),

1
“, r(x)(“)

2
(y)

4
=

3
“,

1
r(x), y

24
=

1
“, (r ◊ I)(x, y)

2
.

Como � actúa de manera propiamente discontinua en V ◊ U�, entonces actúa de manera
propiamente discontinua en X ◊ U�. Como la proyección de X ◊ U� sobre su primer factor
es �-invariante, entonces define una submersión

s : � \
3

X ◊ U�

4
æ X

[(x, u)] ‘æ x.

Consideremos cualquier y œ r≠1(I), entonces como s≠1(y) es, por definición, la variedad
de Guillot t≠1(I), es compacto. Por lo tanto, por el Lema de Fibración de Ehreshmann, es
un fibrado trivial en una vecindad del origen U de y. Como cualquier fibra s≠1(u) de s sobre
u œ U es, por definición, igual a la fibra t≠1

1
r(u)

2
de t sobre r(u) y como r es abierta,

entonces r(U) es una vecindad abierta de I tal que para toda v œ r(U), t≠1(v) es compacta
y difeomorfa a la variedad de Guillot. ⇤
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Consideremos la geometría
1
Q3, PO(5,C)

2
, el cubriente intermedio U� de la variedad de

Guillot � \ U� y un mapeo desarrollador

D : U� æ Q3

x ‘æ x,

definido en este cubriente intermedio (en lugar de en el cubriente universal). Supongamos
que se satisfacen las hipótesis del Teorema anterior, sea u : � æ SL(2,C) un morfismo de
grupos suficientemente cercano del morfismo constante y

fl
u

: � æ SO(4,C) µ PO(5,C)
“ æ

1
“, u(“)

2
,

la representación de � inducida por u.
En (4.1), definimos el espacio de deformación de las

1
Q3, PO(5,C)

2
-estructuras geométri-

cas en la variedad de Guillot, entonces, (D,fl
u

) determina una única estructura geométrica
en la variedad de Guillot. Sea Di�0(M, m0) la componente de la identidad del grupo de
difeomorfismos de M que fijan a m0 y hol

Õ la función

hol
Õ : DÕ

(X,G)(M) æ Hom(fi1, G)
(D,fl ) ‘æ fl,

ambas definidas en el Capítulo 4. Si v : � æ SL(2,C) también es un morfismo suficientemente
cercano al homomorfismo constante que no es conjugado a u, entonces

hol
Õ(D,fl

u

) = fl
u

”= fl
v

= hol
Õ(D,fl

v

).

Como, en el Capítulo 4, vimos que hol
Õ es invariante bajo la acción de Di�0(M, m0), en-

tonces, Di�0(M, m0) no identifica a (D,fl
u

) con (D,fl
v

). Además, es claro que fl
u

es conjugado
a fl

V

si y sólo si u es conjugado a v.
Por lo tanto, las estructuras geométricas determinadas por (D,fl

u

) y(D,fl
v

) son iguales
si y sólo si u y v son conjugados.



Capítulo 12

Grupos kleinianos complejos y
estructuras geométricas proyectivas

Recordemos que, en el Capítulo 4, definimos las estructuras geométricas uniformizables
en variedades; en este Capítulo, estudiaremos estructuras geométricas complejas y uniformi-
zables modeladas localmente en

1
CP4, PGL(4,C)

2
. Estas estructuras geométricas las obten-

dremos considerando los resultados del Teorema 1.0.1.

Demostración del Teorema 1.0.2: Sea � µ SL(2,C) un grupo kleiniano (clásico),
convexo-cocompacto, libre de torsión y con dominio de discontinuidad � en CP1. Como
vimos en el inciso (4) de la Proposición 7.1.1, �

u

es libre de torsión. Mostraremos ahora
que �

u

es un subgrupo de PO(4,C) y que existe una función continua, abierta, propia y
�

u

-equivariante de Q3 sobre CP3. Por el Teorema 1.0.1, lo anterior implicará que existe una
vecindad V del morfismo constante, tal que si u œ V, entonces �

u

actúa de manera propia-
mente discontinua en V� := f(U�) y el cociente es compacto. Como I ◊f es propia, entonces
� actúa de manera propiamente discontinua en V ◊ V�, donde esta acción es la acción de �

u

en V� en las fibras {u} ◊ V�. Finalmente, consideraremos una resolución de singularidades
r : X æ V y seguiremos el mismo razonamiento del Teorema 1.0.1 para mostrar que para
toda u œ V, todos los cocientes �

u

\ V� son difeomorfos entre ellos.

Consideremos la involución

j : Q3 æ Q3

[z1 : z2 : z3 : z4 : z5] ‘æ [≠z1 : ≠z2 : z3 : ≠z4 : ≠z5],

y el grupo �:= ÈjÍ = {j, I} de O(4,C) µ PO(5,C) generado por ella. La composición del
mapeo cociente � \ Q3, definido por la acción de � en Q3 y el biholomorfismo

� \ Q3 æ CP3
---[z1 : z2 : z3 : z4 : z5]

--- ‘æ [z1 : z2 : z4 : z5],

es una función continua y propia f , donde |z| denota la clase de equivalencia de z. Notemos
que f restringida a � es el cubriente, 2 a 1, usual de SL(2, C) sobre PSL(2,C) y restringido
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a Q2, es la identidad.

La acción de SL(2,C)◊SL(2,C) en Q3 induce, en forma única, una acción del mismo grupo
en CP3 tal que f es SL(2,C) ◊ SL(2,C)-equivariante. Aunque esta acción no es fiel, define
un homomorfismo holomorfo · de SL(2,C) ◊ SL(2,C) en PSO(4,C) µ PO(4,C). De forma
similar al inciso (2) de la Proposición 7.1.1, como SL(2,C) ◊ SL(2,C) es conexo, entonces
la imagen de · es un subgrupo conexo de PSO(4,C). Como ambos, grupo y subgrupo, son
de la misma dimensión (ver [8, p. 82]), entonces tienen que ser iguales. Por lo tanto, · es
sobreyectivo. Además, el kernel de · es

Ó
(I, I), (≠I, I), (I, ≠I), (≠I, ≠I)

Ô
.

Por lo que · induce un isomorfismo biholomorfo de
1
SL(2,C) ◊ SL(2,C)

2
/

Ó
(I, I), (≠I, I), (I, ≠I), (≠I, ≠I)

Ô

sobre PSO(4,C).
Como PO(4,C) actúa en CP3 de manera fiel, entonces PSO(4,C) actúa de manera fiel en

Q3. De forma similar al inciso (2) y (4) de la Proposición 7.1.1, como ≠I /œ �, donde I es la
matriz identidad, entonces la restricción de · a �

u

es un monomorfismo. De manera usual,
identificaremos el dominio y la imagen, es decir, �

u

µ PSO(4,C).
Como �

u

actúa de manera propiamente discontinua en U�, por la Proposición 2.2.3,
tenemos que �

u

actúa de manera propiamente discontinua en f(U�). Por lo que �
u

\ f(U�)
es una variedad compleja y f define una función continua en el cociente

�
u

\ U� æ �
u

\ f(U�)
[w] ‘æ [f(w)].

De hecho, el cociente �
u

\f(U�) es un cociente de la variedad �
u

\U�: Para todo morfismo
u : � æ SL(2,C), la involución j conmuta con la acción de �

u

en Q3 y, por tanto, pasa al
cociente �

u

\ U�, esto es, define una transformación Âj; el grupo Â� generado por Âj actúa de
manera libre y propiamente discontinua en �

u

\U� y, como las acciones de � y �
u

conmutan,
entonces, los cocientes Â� \ (�

u

\ U�) y �
u

\
1
(� \ f(U�)

2
) son biholomorfos.

Por el Teorema 1.0.1 existe una vecindad V del morfismo constante tal que, para toda
u œ V, �

u

\ U� es compacto. Por lo que �
u

\ f(U�) es también compacto.
Definamos ahora la siguiente acción

� ◊
1
V ◊ V�

2
æ

1
V ◊ V�

2

1
“, (v, x)

2
‘æ

3
v,

1
“, v(“)

24
.

Como I ◊ f es propia, entonces la acción anterior es propiamente discontinua. Finalmen-
te, consideremos una resolución de singularidades r : X æ V (ver [13]), donde X es una
variedad compleja y r es holomorfa; entonces, por el mismo razonamiento que utilizamos
en la demostración del Teorema 1.0.1, para toda u œ V, todos los cocientes �

u

\ V� son
difeomorfos entre ellos. ⇤
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Consideremos la geometría
1
CP3, PGL(4,C)

2
, el cubriente intermedio f(U�) de la varie-

dad M :=� \ f(U�) y un mapeo desarrollador

D : f(U�) æ Q3

x ‘æ x,

definido en este cubriente intermedio (en lugar de en el cubriente universal). Supongamos
que se satisfacen las hipótesis del Teorema anterior, sea u : � æ SL(2,C) un morfismo de
grupos suficientemente cercano del morfismo constante y

fl
u

: � æ PSO(4,C) µ PGL(4,C)
“ æ

1
“, u(“)

2
,

la representación de � inducida por u.
En (4.1), definimos el espacio de deformación de las

1
CP3, PGL(4,C)

2
-estructuras geo-

métricas en la variedad M, entonces (D,fl
u

) determina una única estructura geométrica en
la variedad M. Por los mismos argumentos que se utilizaron después de la demostración del
Teorema 1.0.1 (ver página 95), pero aplicado a CP3 en lugar de a Q3, concluimos que, si
v : � æ SL(2,C) también es un morfismo suficientemente cercano al homomorfismo cons-
tante, las estructuras geométricas determinadas por (D,fl

u

) y (D,fl
v

) son iguales si y sólo si
u y v son conjugados.

Además, siguiendo casi el mismo análisis que el del Capítulo 10, pero aplicado a CP3 en
lugar de a Q3, concluimos que las geodésicas límite de � ◊ CP1 son atractoras y repulsoras
para la acción de �

u

en f(U�), donde f es como en el Teorema anterior.
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Apéndice A

Formas bilineales, formas cuadráticas
y cuádricas

En este Capítulo recordamos parte de la teoría de formas bilineales y cuadráticas en Cn

y de cuádricas en CPn≠1. En particular, veremos la identidad de polarización, que relaciona
una cuádrica de Cn con su forma bilineal simétrica asociada. Veremos también que todas las
cuádricas no degeneradas de CPn≠1 son equivalentes. Los resultados serán mencionados sin
demostración, el lector que desee consultarlas puede consultar por ejemplo [25, pp. 353-381].

Consideremos dos bases B = {E1, . . . , E
m

} y C = {F1, . . . , F
m

} de Cn. Si X œ V tiene la
forma X = x1E1 + . . . x

r

E
r

, entonces decimos que el vector x = (x1, . . . , x
r

) representa a X
con respecto a B; y escribimos

x = R(X; B).
Sea „(X, Y ) una función de dos variables X y Y, con X, Y œ Cn y supongamos que los

valores de la función „(X, Y ) son elementos de C. Si „(X, Y ) es lineal en ambas variables,
decimos entonces que „(X, Y ) es un operador bilineal en Cn.

Teorema A.0.1 Si „(X, Y ) es un operador bilineal en Cn, y si

x = R(X; B), y = R(X; C),

entonces
„(X, Y ) = xT Ay,

donde la matriz A de n ◊ n es definida por las relaciones

a
rs

= „(E
r

, F
s

) (r, s = 1, . . . , n).

Definición A.0.2 Cualquier polinomio de la forma
nÿ

r,s=1
a

rs

x
r

y
s

= xT Ay, (A.1)

donde A = (a
rs

) es una matriz compleja de n ◊ n, x = (x1, . . . , x
n

)T , y = (y1, . . . , y
n

)T , es
llamado una forma bilineal en Cn. La matriz A es llamada la matriz de la forma bilineal.
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Si con la notación del Teorema A.0.1, „(X, Y ) = xT Ay, decimos entonces que la forma
bilineal xT Ay (o alternativamente, la matriz A) representa al operador bilineal „(X, Y ) con
respecto a las bases B y C.

Teorema A.0.3 Para cada par de bases fijas B y C de Cn, existe una correspondencia
biunívoca entre operadores bilineales Cn, formas bilineales en Cn y matrices complejas de
n ◊ n.

Teorema A.0.4 Las matrices de coeficientes complejos A y B de n ◊ n representan al
mismo operador bilineal en Cn con respecto a algún par de bases si y sólo si existen matrices
complejas no singulares P y Q de orden n, tales que

B = P T AQ

Si P y Q son matrices complejas no singulares de n ◊ n, entonces las sustituciones
x = Px

Õ y y = Qy
Õ , para las variables de la forma bilineal A.1, son conjuntamente llamadas

una transformación lineal no singular de la forma bilineal.
El rango de la forma bilineal xT Ay es el rango de A. El rango de un operador bilineal es

el rango de la forma bilineal que lo repersenta.

Definición A.0.5 Sea „(X, Y ) es un operador bilineal en Cn. Si ambas variables son iguales
entre ellas, entonces la función que resulta „(X, X) es llamada un operador cuadrático en
Cn.

Del Teorema A.0.1 se sigue inmediatamente que

„(X, X) = xT Ax =
nÿ

r,s=1
a

rs

x
r

y
s

= xT Ax, (A.2)

donde x = (x1, . . . , x
n

)T y A = (a
rs

) es la matriz compleja de n ◊ n definida por las ecua-
ciones a

rs

= „(E
r

, E
s

), (r, s = 1, . . . , n).

A diferencia del Teorema A.0.3, no existe una correspondencia biunívoca entre operadores
cuadráticos y funciones cuadráticas (aún fijando la base en Cn). Sin embargo, esta dificultad
se puede resolver pidiendo que la matriz compleja que representa al operador cuadrático sea
simética; lo cual siempre es posible.

Definición A.0.6 Cualquier polinomio de la forma A.2, donde x = (x1, . . . , x
n

)T y A =
(a

rs

) es una matriz compleja simétrica, es llamado una forma cuadrática en Cn. La matriz
A es la matriz de esta forma y los números a

rs

son sus coeficientes.

Si „(X, X) es un operador cuadrático en Cn y „(X, X) = xT Ax, donde A es una matriz
compleja simétrica y x es el vector que representa a X con respecto a alguna base B de Cn,
decimos entonces que la forma cuadrática xT Ax (o alternativamente, la matriz A) representa
al operador cuadrático „(X, X) con respecto a B.
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Teorema A.0.7 Para cada base B de Cn, existe una correspondencia biunívoca entre ope-
radores cuadráticos en Cn y formas cuadráticas en Cn y matrices simétricas complejas.

Teorema A.0.8 Dos matrices complejas simétricas A y B de n ◊ n representan al mismo
operador cuadrático con respecto a algunas bases en Cn si y sólo si son congruentes, es decir,
si existe una matriz compleja P no singular de n ◊ n tal que B = P T AP .

Definición A.0.9 Decimos que una forma cuadrática es no degenerada o no singular si el
determinante de su matriz asociada no se hace cero.

La sustitución x
Õ = Px para las variables de la forma cuadrática xT Ax, donde P es una

matriz compleja no singular, es llamada una transformación lineal no singular de la forma
cuadrática.

Teorema A.0.10 La sustitución x = Px
Õ, donde P es una matriz compleja no singular de

n ◊ n, cambia a la forma cuadrática en Cn asociada a la matriz A en una forma cuadrática
en Cn asociada a la matriz P T AP . El rango de la forma cuadrática es invariante bajo tal
sustitución.

Si „(X, X) es un operador cuadrático en Cn y „(X, Y ) un operador bilineal que da
lugar al operador cuadrático „(X, X) cuando sustituimos Y = X, entonces, en general
„(X, Y ) ”= „(Y, X). Sin embargo,

Â(X, Y ) := 1
2{„(X, Y ) + „(Y, X)}

es el único operador bilineal simétrico Â(X, Y ) que da lugar a „(X, X). El operador Â(X, Y )
es llamado el operador polarizado de „(X, X) y satisface la igualdad

2Â(X, Y ) = „(X + Y, X + Y ) ≠ „(X, X) ≠ „(Y, Y ),

que es llamada la identidad de polarización.

No es difícil ver que si el operador cuadrático „(X, X) es representado por la forma
cuadrática xT Ax, entonces su operador polarizado Â(X, Y ) es representado, con respecto
a la misma base, por la forma bilineal xT Ay. La forma bilineal xT Ay es llamada la forma
polarizada de la forma cuadrática xT Ax. En términos de las formas que representan a los
operadores, la identidad de polarización se escribe como

2xT Ay = (x + y)T A(x + y) ≠ xT Ax ≠ yT Ay

Definición A.0.11 Si „ y Â son dos formas cuadráticas en Cn y Â es obtenida aplicando
una transformación lineal compleja y no singular a „, decimos entonces que „ y Â son
equivalentes.

Teorema A.0.12 Dos formas cuadráticas en Cn son equivalentes si y sólo si tienen el mis-
mo rango. En particular todas las formas cuadráticas no degeneradas en en Cn son equiva-
lentes.
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Definición A.0.13 Si xT Ax, donde A es una matriz compleja simétrica, es una forma
cuadrática en Cn; el conjunto

{z œ Cn : xT Ax = 0} (A.3)
es llamado una cuádrica de Cn

Definición A.0.14 La proyectivización de los puntos distintos de cero de la cuádrica A.3
en Cn,es llamada una cuádrica de CPn≠1. Decimos que la ecuación xT Ax = 0 es la ecuación
de la cuádrica de CPn≠1 y que la forma cuadrática xT Ax es la forma cuadrática asociada a
la cuádrica de CPn≠1.

Definición A.0.15 Decimos que dos cuádricas de CPn≠1 son equivalentes si la ecuación de
una de ellas puede ser transformada en la ecuación de la otra mediante una transformación
lineal x

Õ = Px compleja no singular de n◊n. De esta manera la equivalencia de las cuádricas
de CPn≠1 es igual a la equivalencia de las formas cuadráticas (de Cn) asociadas.

Teorema A.0.16 Dos cuádricas de CPn≠1 son equivalentes si y sólo si las formas cuadráti-
cas de Cn asociadas tienen el mismo rango. Por lo tanto, todas las cuádricas no degeneradas
de CPn≠1 son equivalentes.

De esta manera existen n clases de equivalencia de cuádricas de CPn≠1, las cuales están
representadas por:

x2
1 = 0

x2
1 + x2

2 = 0
... ...

x2
1 + · · · + x2

n

= 0



Apéndice B

Lema de fibración de Ehresmann

En este Capítulo enunciamos un Lema clásico de topología diferencial. La prueba de este
Lema se puede consulta enTeorema 9.5.6 de [5, p. 165]

Teorema B.0.1 (Lema de fibración de Ehresmann) Sea f : M æ N una submersión
propia. Entonces f es un fibrado localmente trivial.

A continuación enunciaremos una modificación del Lema anterior. La prueba de este
Lema es esencialmente la misma que la del Lema de fibración de Ehresmann.

Teorema B.0.2 Supongamos que f : M æ N es una submersión. Si f≠1(x) es compacto
para algún x œ N , entonces existe una vecindad de f≠1(x) en la que la restricción de f es
un fibrado trivial.
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Apéndice C

Topologías en espacios de funciones

En este Capítulo recordaremos la topología compacto-abierta en el espacio de funciones
continuas y la topología CŒ en el espacio de funciones infinitamente diferenciables.

Sea X un espacio métrico y C(X, X) el conjunto de todas las funciones continuas f :
X æ X. Para todo compacto K µ X y para todo abierto U µ X, sea V (K, U) el conjunto de
todas las funciones f œ C(X, X) tales que f(K) µ U . La colección de todos los V (K, U) es
una subbase para una topología en C(X, X), la cual es llamada la topología compacto-abierta.

Es fácil ver que f
n

æ f en la topología compacto-abierta si y sólo si para todo compacto
K µ X y para todo abierto U tal que f(K) µ U existe N œ N, tal que para toda n Ø N ,
f

n

(K) µ U .

Proposición C.0.1 Si X es un espacio métrico, f : X æ X es un homeomorfismo y para
toda n œ N, f

n

: X æ X es un homeomorfismo. Se tiene que f
n

æ f en la topología compacto
abierta si y sólo si f

n

æ f uniformemente en compactos.

Demostración: ∆) Sea K µ X un compacto cualquiera y ‘ > 0, consideremos la
cubierta abierta ;

B ‘
4

1
f(x)

2<

xœK

de K. Por lo que existe una subcubierta finita
;

B ‘
4
(f(x1)), . . . , B ‘

4
(f(x

k

))
<

de K. Entonces, se tiene que, para toda i = 1, . . . , k,

K
i

:= K fl f≠1
3

fl B ‘
4

1
f(x

i

)
24

es compacto, f(K
i

) µ B ‘
2

1
f(x

i

)
2

y

K =
k€

i=1
K

i

.
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Como f
n

æ f en la topología compacto abierta, correspondiente a K
i

y a B ‘
2

1
f(x

i

)
2
,

existe N
i

œ N, tal que para toda n Ø N
i

,

f
n

(K
i

) µ B ‘
2

1
f(x

i

)
2
.

Sea N := máx{N1, . . . , N
k

}. Entonces, para toda x œ K, se tiene que existe i œ {1, . . . , k}
tal que x œ K

i

, entonces, por lo anterior, f(x) œ f(K
i

) µ B ‘
2

1
f(x

i

)
2

y, para toda n Ø N ,
f

n

(x) œ f
n

(K
i

) µ B ‘
2

1
f(x

i

)
2
, por lo que, para toda n Ø N , d

1
f

n

(x), f(x)
2

< ‘.

≈) Sea K µ X un compacto cualquiera y U µ X un abierto cualquiera tal que f(K) µ U .
Como U ≠ X es un cerrado y f(K) es un compacto tal que (U ≠ X) fl f(K) = ÿ, entonces
d

1
f(K), X ≠ U

2
> 0. Sea ‘ := d

1
f(K), X ≠ U

2
, entonces

Ó
B

‘

1
f(x)

2Ô

xœK

es una cubierta
abierta del compacto f(K), tal que

€

xœK

B
‘

1
f(x)

2
µ U.

Como, por hipótesis f
n

æ f uniformemente, correspondiente a K y a ‘, existe N œ N,
tal que para toda n Ø N y para toda x œ K,

d
1
f

n

(x), f(x)
2

< ‘ ,

entonces f
n

(x) œ B
‘

1
f(x)

2
µ U . Por lo que, para toda n Ø N, f

n

(K) µ U ; por lo tanto,
f

n

æ f con respecto a la topología compacto-abierta.

A continuación definamos una topología en el espacio Cr(M, N) de funciones r-diferenciables
de la variedad diferenciable M en la variedad diferenciable N .

Sea f œ Cr(M, N), („, U) una carta de M , K µ U un compacto, (Â, V ) una carta de N ,
tal que f(K) µ V y ‘ > 0. Sea

Br

1
f ; („, U), K, (Â, V ), ‘

2

el conjunto formado por las funciones g œ Cr(M, N) tales que g(K) µ V y, para toda
x œ „(K), y para toda k = 0, 1 . . . , r,

||Dk(Âf„≠1)(x) ≠ Dk(Âg„≠1)(y)|| < ‘ ,

donde || · || es la norma euclidiana estándar.
La colección de todos los conjuntos de la forma Br

1
f ; („, U), K, (Â, V ), ‘

2
, sobre todas

las f œ Cr(M, N), cartas („, U) de M , cartas (Â, V ) de N , ‘ > 0 y compactos K µ U , tal
que f(K) µ V , es una subbase para una topología en Cr(M, N).

Consideremos el espacio CŒ(M, N) de funciones infinitamente diferenciables de M en
N . La unión de todas las topologías inducidas por las inclusiones CŒ(M, N) æ Cr(M, N)
es una topología en CŒ(M, N), llamada la topología CŒ.



Apéndice D

Compactificación por puntas de
variedades

En este Capítulo, estudiaremos la compactificación por puntas de variedades diferencia-
bles (ver [29] y [12]) ya que, en el Capítulo 9, estudiaremos la construcción de A. Guillot
de una compactificación de � \ SL(2,C), donde � µ SL(2,C) es un grupo kleiniano clásico
convexo-cocompacto y sin torsión.

A lo largo de este Capítulo, M será una variedad diferenciable y denotaremos por A(M) al
conjunto de todos los abiertos de M con cerradura compacta. Si U œ A(M), una componente
conexa de M ≠ U cuya cerradura en M no es compacta es llamada componente conexa no
acotada de M ≠ U .

Proposición D.0.1 Si M es una variedad diferenciable, entonces existe una sucesión cre-
ciente {U

n

} de elementos en A(M) tales que

1. M = t
n

U
n

= t
n

U
n

y U
n

µ U
n+1.

2. Se tiene que M es compacta si y sólo si esta unión es finita.

Demostración: Sabemos que, para toda variedad diferenciable M existe una función
suave y propia f : M æ R+ fi {0}. Por el Lema de Sard, sabemos que Lebesgue-casi todo
punto en R+ fi {0} es un valor regular. Sea n1 œ R+ fi {0} un valor regular de f , tal que
f≠1(n1) ”= ÿ; como f≠1

1
[0, n1)

2
y f≠1

1
(n1, Œ)

2
son abiertos en M , todos los puntos son

interiores, por lo que
Fr

3
f≠1

1
[0, n1]

24
µ f≠1

1
n1

2
.

Si z œ f≠1(n1) ≠ Fr
3

f≠1
1
[0, n1]

24
, entonces existe U µ M y z œ U tal que para todo

u œ U, f(z) Æ n1; pero esto no puede suceder ya que z sería un punto crítico, en contradicción
a como escogimos a n1. Entonces

f≠1
1
[0, n1)

2
= f≠1

1
[0, n1]

2
.
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Notemos que M es compacta si y sólo si f es acotada. Sea (n
l

) una sucesión estrictamente
creciente de valores regulares de f , tales que ĺım

læŒ
n

l

= Œ, entonces, como M es conexa, pue-
den suceder dos cosas: la primera es que exista L œ N, tal que para todo l Ø L, f≠1(n

l

) = ÿ
(si M es compacto) y la segunda es que, para todo l œ N, f≠1(n

l

) ”= ÿ (si M no es compacto).

Para todo l œ N sea U
nl

:= f≠1
1
[0, n

l

)
2
, entonces, por los mismos argumentos que para

n1, si f≠1(n
l

) ”= ÿ tenemos que U
n

= f≠1
1
[0, n

l

]
2
. Si f≠1(n

l

) = ÿ, entonces f≠1
1
[0, n

l

]
2

= M .
Además

M = f≠1
1
R+ fi {0}

2
= f≠1

3€

l

[0, n
l

]
4

=
€

l

U
nl

= f≠1
3€

l

[0, n
l

)
4

=
€

l

U
nl

,

y U
nl

= f≠1
1
[0, n

l

]
2

µ f≠1
1
[0, n

l+1)
2
.

Claramente, M es compacto si y sólo si la unión anterior es finita. ⇤

Lema D.0.2 Si V, U œ A(M) son tales que V µ U , entonces, a lo más un número finito de
componentes no acotadas de M ≠V intersecan a M ≠U . En particular, para toda V œ A(M),
existe, a lo más, un número finito de componentes conexas no acotadas de M ≠ V .

Decimos que el espacio M tiene al menos k puntas si existe V œ A(M) tal que M ≠ V
tiene al menos k componentes conexas no acotadas. El espacio M tiene exactamente k puntas
si tiene al menos k puntas pero no tiene al menos k + 1 puntas.

Si U, V œ A(X), V µ U , entonces cada componente conexa no acotada de M ≠ U está
contenida en una componente conexa no acotada de M ≠ V . Más aún, cada componente no
acotada de M ≠ V interseca, al menos, una componente conexa no acotada de M ≠ U . Si M
tiene exactamente k puntas, entonces, existe V œ A(M) tal que M ≠ V tiene exactamente k
componente conexas no acotadas y si V µ U œ A(M), entonces U tiene la misma propiedad.

Sea A un conjunto que indexa al conjunto A(M). Consideremos el orden parcial en A
definido por – < — si V

–

, V
—

œ A(X) y V
–

µ V
—

. Sea A
–

= {Ai

–

}i–
i=1 la colección de todas

las componentes conexas no acotadas de X ≠ V
–

. Si – < —, sea fi—

–

: A
—

æ A
–

el mapeo
inducido por la inclusión (X ≠V

—

) µ (X ≠V
–

), es decir, fi—

–

manda cada componente conexa
no acotada Ai

—

de X ≠V
—

en la única componente conexa no acotada de X ≠V
–

que contiene
a Ai

—

. Por el párrafo anterior es claro que fi—

–

es sobreyectiva. La colección {A
–

, fi—

–

} forma
un sistema inverso de conjuntos. Sea B el límite inverso del sistema, es decir,

B := ĺım
Ω≠

A
–

:= {(Ai

–

)
–

: ’ – Ai

–

œ A
–

, ’ “, —, “ < —A i

—

µ Ai

“

}

= {(Ai

–

)
–

: ’ – Ai

–

œ A
–

, ’ “, —, “ < — fi—

“

(Ai

—

) = Ai

“

}

que es claramente un subconjunto de r
–

A
–

. Los elementos de B los llamamos puntas de
M . El conjunto B es llamado el espacio de puntas de M . Para todo – œ A, consideremos la
topología discreta en el conjunto finito A

–

y la topología producto en B.



113

Si (a
–

) œ B, entonces, para todo – œ A, para todo “,— œ A, “ < — < –, fi—

“

(a
—

) = a
“

,
entonces (a

–

) œ B. Por lo que B es un subespacio cerrado de r
–

A
–

y por tanto, compacto.

Si a œ B, para toda – œ A, sea fi
–

: B æ A
–

la proyección en la –-ésima coordenada,
entonces, claramente, para todo –,— œ A, – < —,fi —

–

¶ fi
—

= fi
–

.

Para todo a œ B,– œ A, sea A–(a)
–

:= fi
–

(a) la componente no acotada de A
–

que es la
–-ésima coordenada de a, sea B–(a) el conjunto de puntas de b œ B tales que fi

–

(b) = A–(a)
–

.
La colección B que consiste de todos los abiertos de M y de todos los conjuntos de la forma
N–

a

:= A–(a)
–

fi B–(a) es una topología de M
Õ := M fi B .

Teorema D.0.3 El espacio M
Õ = M fi B es Hausdor�, conexo y compacto. La topología de

B como límite inverso es la topología de subespacio de M
Õ.

Demostración: Si consideramos dos puntos distintos de M , sabemos que existen vecin-
dades en M que los separan. Si x œ M y (a

–

) œ B, sea U
—

un elemento del conjunto A(M)
que contiene a x, entonces U

—

y N—

a

son vecindades en M
Õ de x y de (a

–

), respectivamente,
que los separan. Si a = (a

–

) y b = (b
–

) son dos puntos distintos de B, entonces, existe un
— œ A tal que a

—

”= b
—

; por lo tanto, N—

a

y N—

b

son dos vecindades en M
Õ de a y b, respecti-

vamente, que los separan. Por lo tanto, el espacio M
Õ es Hausdor�.

Supongamos que existen dos abiertos no vacíos U1 y U2 de M
Õ que lo separan. Como todo

abierto de M
Õ interseca a M , entonces U1 fl M y U2 fl M serían dos abiertos no vacíos de M

que lo separan. Como M es conexo, lo anterior no puede ser; por tanto, M
Õ es conexo.

Sea V una cubierta abierta de M
Õ . Afirmamos que existe – œ A tal que, para toda

i = 1, . . . , i
–

, Ai

–

está contenido en algún elemento de la cubierta V . Esto ya, que de lo
contrario, sería posible construir un elemento en B que no estuviera contenido en la cubierta
V . Entonces M

Õ = U
–

fi
i–fi

i=1
Ai

–

es una unión finita de compactos y, por tanto, compacto.

Si a = (a
–

) œ B y N–(a)
–

es una vecindad de a en M
Õ , entonces N–(a)

–

fl B = B–(a) son
todas las puntas cuya –-ésima coordenada es A–(a)

–

el cual es un básico de B con la topología
de límite inverso. Más aún la colección B–(a), sobre todas las a œ B, es una base para B
con la topología de límite inverso. Por lo tanto la topología de B como límite inverso es la
topología de B como subespacio de M

Õ . ⇤

Proposición D.0.4 M es compacto si y sólo si no tiene puntas (B = ÿ).

Demostración: Si M es compacta, entonces, para toda U
–

œ A(M) y para toda Ai

–

componente conexa de M ≠ U
–

, se tiene que Ai

–

es un cerrado contenido en un compacto;
por lo tanto, es compacto. Entonces, M no tiene puntas.

Si M no tiene puntas, entonces existe U
–

œ A(M) tal que toda componente conexa de
M ≠ U

–

es no acotada. Entonces M es una unión finita de compactos y, por tanto, es com-
pacto. ⇤
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Si M es una variedad diferenciable y K es una subvariedad encajada compacta de M ,
decimos que K no separa localmente a M si existe una vecindad tubular UK de K tal que
UK ≠ K es conexo.

Proposición D.0.5 Si K µ M es una subvariedad encajada compacta y conexa que no
separa localmente a M . Entonces, el espacio de puntas de M ≠ K es homeomorfo a la unión
del espacio de puntas de M más un punto aislado.

Demostración: Sea B
M

el espacio de puntas de M y B
M≠K

el espacio de puntas de
M ≠ K. Daremos una función F : B

M

æ B
M≠K

, mostraremos que es un homeomorfismo
sobre su imagen y que B

M≠K

≠ F (B
M

) es un punto aislado.

Por la Proposición D.0.1, existe una colección {U
n

} de A(M) tal que M = fi
n

U
n

y U
n

µ
U

n+1.
Para cada – œ A, sea n

–

el natural más grande tal que U
n– µ U

–

.
Sea UK una vecindad tubular de radio ‘ que no separa a K. Para toda n œ N, sea

UK
n

la vecindad tubular de K de radio ‘/n. Notemos que, para toda n œ N, UK
n

tampoco
separalocalmente a K.

Para cada – œ A, se tiene que V
–

:= U
–

fl [M ≠ UK
n– ] œ A(M ≠ K).

Como UK es un compacto, existe –
k

œ A tal que UK µ U
–k

. Por lo que, para todo
– Ø –

k

, UK µ U
–

.

Si a := (a
–

) = (A–(a)
–

)
–

œ B
M

. Definiremos F (a) œ B
M≠K

; para todo – Ø –
k

, A–(a)
–

=
fi

–

(a) es, tanto una componente conexa no acotada de M ≠U
–

, como una componente conexa
no acotada de (M ≠K)≠V

–

, entonces ’ – Ø –
k

sea (F (a))
–

:= A–(a)
–

. Para toda – < –
k

, sea
(F (a))

–

la única componente conexa no acotada de M ≠V
–

que contiene a A–(a)
–

; claramente
F (a) œ B

M≠K

.

Se tiene que F es inyectiva ya que si a, ā œ B, a ”= ā, entonces, existe – œ A tal que
a

–

”= ā
–

y, por construcción de las {A
–

}, tenemos que, para toda — Ø –, a
—

”= ā
—

. Por lo
tanto, F (a) ”= F (ā).

Supongamos a œ B y B–(a) = {b œ B : fi
–

(b) = –(a)} básico de B
M

que contiene
a a; si – Ø –

k

, entonces F (B–(a)) = B–(F (a)); si – < –
k

, sean A–k(a1)
a1 , . . . , A–k(ak)

ak
to-

das las componentes conexas de M ≠ U
–k

no acotadas contenidas en A–(a)
a

, para algunas
a1, . . . , a

k

œ B
M

, entonces B–(a) = fik

i=1B
–k(ai) y F (B–(a)) = fik

i=1B
–k(F (ai)), por lo que F es

abierta; sea F (a) œ B–(F (a)) un básico de M
M≠K

que contiene a F (a), si – Ø –
k

, entonces
F ≠1(B–(F (a))) = B–(a), si – < –

k

, sean A
–k(F (a1))
F (a1) , . . . , A

–k(F (ak))
F (ak) todas las componentes cone-

xas no acotadas contenidas en A
–(F (a))
F (a) , para algunas F (a1), . . . , F (a

k

) œ F (B
M

), entonces
B–(F (a)) = fik

i=1B
–k(F (ai)) y F ≠1(B–(F (a))) = fik

i=1B
–k(ai), por lo que F es continua; por tanto,

es un homeomorfismo sobre su imagen.
Como para todo – Ø –

k

hay exactamente una componente no acotada de M ≠V
–

distinta
de las provenientes de M , a saber, UK

n– ≠ K, entonces c := {UK
n– ≠ K}

–

es una punta de
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M ≠ K y (UK
–k

≠ K) fl B–k(c) es un básico de B
M≠K

tal que la única punta que contiene
es a c; por lo tanto, c es aislada.

Por lo que el espacio de puntas de M ≠ K es igual al espacio de puntas de M unión un
punto aislado. ⇤

Proposición D.0.6 Si en la Proposición anterior, K tiene k componentes conexas, en-
tonces, el espacio de puntas de M ≠ K es igual al espacio de puntas de M más k puntos
aislados.

Demostración: Para cada componente conexa compacta de K, escojamos vecindades tu-
bulares ajenas y utilicemos la misma idea de la Proposición anterior. ⇤

Proposición D.0.7 Si K es una subvariedad encajada compacta de M . Entonces, M es
compacta si y sólo si el número de puntas de M≠K es finito e igual al número de componentes
conexas de K.

Demostración: ≈) Supongamos que el número de puntas de M ≠ K es finito e igual al
número de componentes conexas de K. Por la Proposición D.0.6, M tiene también un número
finito de puntas. Sean P

M≠k

y P
M

el número de puntas de M ≠ K y de M , respectivamente.
Sabemos que toda subvariedad encajada compacta K tiene un número finito de componentes
conexas, denotemos por C

K

tal número. Entonces por la Proposición D.0.6, P
M≠K

= P
M

+C
K

y, por hipótesis, P
M≠k

= C
k

, entonces P
M

= 0, es decir, M es compacta.
∆) Si M es compacta, por la Proposición D.0.6 tenemos que M no tiene puntas. Entonces,

por la Proposición D.0.6, el espacio de puntas de M ≠ K es igual al número de componentes
conexas de K. ⇤

Proposición D.0.8 Si g : M æ N es un fibrado diferenciable con fibra compacta y conexa,
entonces los espacios de puntas de M y de N son homeomorfos.

Demostración : Sabemos que g es abierta, propia y la preimagen de conexos es conexo.
Mostraremos que g≠1(A) = g≠1(A). Si x œ g≠1(A), sea V abierto que contiene a g(x),

entonces, por continuidad, g≠1(V ) es un abierto que contiene a x, por lo que existe y œ
g≠1(V ) fl g≠1(A) y g(y) œ V fl A. Por lo tanto, x œ g≠1(A). Si x œ g≠1(A), sea U abierto que
contiene a x, entonces, como g es abierta, g(U) es un abierto que contiene a g(x), por lo que
existe a œ A fl g(U); esto es, existe u œ U tal que a = g(u), por lo que u œ U fl g≠1(A); esto
es, x œ g≠1(A).

Por lo anterior, y como g es propia y continua, para todo n œ N, j = 1, . . . , k; A
n

j

es
compacta si y sólo si g≠1(An

j

) = g≠1(An

j

) es compacto.
Por lo tanto, si U œ A(N), entonces g≠1(U) œ A(M). Además, para toda n œ N, si

A–

1 , . . . , A–

k

son las componentes conexas de M ≠ U
–

, entonces, como la preimagen de co-
nexos es conexo, g≠1(A–

1 ), . . . , g≠1(A–

k

) son conexos, ajenos dos a dos; como conexos van en
conexos, si g≠1(A–

i

) fi g≠1(A–

j

) fuese conexo, entonces A–

i

fi A–

j

sería conexo. Por lo tanto,
g≠1(A–

1 ), . . . , g≠1(A–

k

) son las componentes conexas de M ≠ g≠1(U
–

)
Por lo anterior, An

j

es una componente conexa no acotada de N ≠ U
–

si y sólo si g≠1(An

j

)
es una componente conexa no acotada de M ≠ g≠1(U

–

). Por lo que tenemos de manera
natural una biyección entre las puntas si B

M

, B
N

son los espacios de puntas de M y N ,
respectivamente, a := {A–(a)

a

}
–

œ B
N

¡ ‚a := {g≠1(A–(a)
a

)}
–

œ B
M

. Esta biyección entre
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B
M

y B
N

induce una biyección entre los básicos de los espacios de puntas B–(a) ¡ B–(‚a).
⇤
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