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Resumen

Una estructura geométrica uniformizable ortogonal es una estructura geométrica local-
mente modelada en una cuddrica, dada por la acciéon de un grupo kleiniano. Uno de los
primeros ejemplos de una variedad compacta de dimensién compleja tres con una estructura
geométrica uniformizable ortogonal fue construido por A. Guillot. En esta tesis encontra-
mos otras estructuras geométricas uniformizables ortogonales en la misma variedad que son
perturbaciones de ésta. Encontramos también un caso analogo para estructuras geométricas
proyectivas.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde el punto de vista geométrico, el estudio de grupos kleinianos es interesante, entre
otras razones, porque nos ayuda a encontrar variedades cociente de la misma dimension a la
del espacio original.

Dado un grupo actuando en un espacio topolégico, G x X — X, el espacio de orbitas
G\ X hereda siempre la topologia cociente de manera que la aplicaciéon cociente X — G\ X
es continua. Una situacién més interesante surge si nos preguntamos si otras estructuras
también se heredan, por ejemplo X, puede ser una variedad topoldgica, diferenciable, com-
pleja o estar localmente modelada en alguna geometria. Es bien sabido que si G es un grupo
discreto que actiia en un abierto invariante U de X preservando la estructura (es decir, por
homeomorfismos, difeomorfismos, biholomorfismos o preservando localmente la geometria)
y de manera libre y propiamente discontinua, entonces el espacio de érbitas G \ U hereda
la estructura local de X (es decir, es una variedad topolégica, diferenciable, compleja o lo-
calmente modelada en la geometria) de manera que la aplicacién cociente U — G\ U es un
cubriente y preserva localmente la estructura.

Geométricamente, uno de los principales problemas en la teoria de grupos kleinianos con-
siste en encontrar un abierto invariante, tan grande como sea posible, en el que un grupo
actia de manera propiamente discontinua.

Los ejemplos mas estudiados hasta ahora de grupos kleinianos, que en esta tesis llamamos
cldsicos, son los subgrupos discretos de transformaciones de Mobius actuando en la esfera de
Riemann y en el espacio hiperbdlico. Esta teoria nos regala una receta para calcular el abierto
invariante mas grande donde un grupo discreto actiie de manera propiamente discontinua,
el complemento del conjunto limite cldsico, que se define como la cerradura de la unién de
los puntos limite de todas las 6rbitas. Este abierto se llama dominio de discontinuidad del
grupo y lo denotamos como {2.

Las tranformaciones de Mobius son las transformaciones conformes de la esfera de Rie-
mann que preservan la orientaciéon, los biholomorfismos del espacio proyectivo complejo de
dimension uno y las tranformaciones proyectivas que preservan la cuddrica no degenerada
del espacio proyectivo complejo de dimensién dos (ver el Apéndice A y el Teorema A.0.16).

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Entonces existen, al menos, tres generalizaciones naturales a dimensiones mas altas de los
grupos kleinianos clasicos:

» Un grupo kleiniano conforme es un subgrupo discreto del grupo Conf™(S") de auto-
morfismos conformes de la esfera S™ que preservan la orientacién, que acttia de manera
propiamente discontinua en algiin abierto invariante no vacio de S™.

» Un grupo kleiniano complejo es un subgrupo del grupo PSL(n+ 1, C) de transformacio-
nes proyectivas del plano proyectivo complejo CP", que actiia de manera propiamente
discontinua en algtin abierto invariante no vacio de CPP".

» Un grupo kleiniano ortogonal es un subgrupo discreto del grupo PO(n + 2, C) de trans-
formaciones proyectivas que preservan la cuadrica no degenerada Q,, de CP™™! (ver el
Apéndice A y el Teorema A.0.16) y que actiia de manera propiamente discontinua en
algin abierto invariante no vacio de esta cuadrica.

Decimos que un grupo kleiniano I' de cualquiera de los tipos anteriores es de Schottky si
existe un conjunto finito {s1, ..., s, } de generadores de I' y una coleccién {C1, Dy, ..., C,, Dy}
de abiertos de S, CP" o Q,, respectivamente, con cerraduras ajenas, tales que para todo

221,79751(026)2191

La estructura geométrica (ver a Goldman en [8]) determinada por el cociente de un grupo
kleiniano conforme, complejo u ortogonal, es llamada estructura geométrica uniformizable
conforme, compleja u ortogonal, respectivamente.

El estudio geométrico de los grupos kleinianos complejos y de los grupos kleinianos orto-
gonales es complicado porque no existe una buena definicion de dominio de discontinuidad
para estos casos. Intentos de definirlo como el complemento del conjunto limite clasico o el
abierto méas grande en el que la accién es discontinua, producen ejemplos sencillos en los que
falla la maximalidad; o bien, en los que la accién no es propiamente discontinua. También
es dificil construir ejemplos de grupo discretos.

Los grupos kleinianos conformes son los mas entendidos hasta ahora. Un resumen com-
pleto se puede encontrar en [15].

Algunos de los primeros ejemplos de grupos kleinianos complejos fueron dados por Kato
en [17], Larusson en [21], Nori en [26] y J. Seade y A. Verjovsky en [31]. Desde entonces,
muchos han estudiado la geometria y dinamica de los grupos kleinianos complejos. En esta
tesis encontramos ejemplos de grupos kleinianos complejos de dimension tres.

Los grupos kleinianos ortogonales han sido los menos estudiados hasta ahora. Uno de los
primeros ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimension tres fue dado por A. Guillot
en [12, p. 224]. Llamamos la variedad de Guillot y la estructura geométrica de Guillot a la
variedad cociente y a la estructura geométrica correspondientes de los ejemplos de Guillot.

En esta tesis encontramos otros ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimension
tres y un resultado analogo para grupos kleinianos complejos. Mientras se preparaba esta
tesis, de manera independiente y utilizando otras técnicas, F. Guéritaud, O. Guichard, F.
Kassel y A. Wienhard encontraron ejemplos similares a algunos de los ejemplos que encon-
tramos en esta tesis de grupos kleinianos ortogonales de dimension tres (ver Teorema 4.1 y
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Observacién 4.3 de [11, p. 68]).

Mostramos también que los ejemplos encontrados en esta tesis de grupos kleinianos orto-
gonales inducen estructuras geométricas ortogonales que son perturbaciones de la estructura
geométrica de A. Guillot. Encontramos también un resultado analogo para estructuras geo-
métricas proyectivas.

A continuacién, enunciaremos los resultados principales de esta tesis.

Teorema 1.0.1 Sea I' C SL(2,C) un grupo kleiniano cldsico, convexo-cocompacto, sin tor-
sion y con dominio de discontinuidad Q en CP'. Consideremos la tnica extension de la
accion de SL(2,C) x SL(2,C) en SL(2,C) dada por ((g, h),x) +— grh™ a la cuddrica no
degenerada y de dimension tres del espacio proyectivo complejo, definida por la ecuacion
2125 — 2924 — z§ = 0. Entonces, existe un abierto Ur de esta cuddrica tal que para todo homo-
morfismo de grupos u : I' — SL(2,C) suficientemente cercano al homomorfismo constante,

Ur es un abierto mazximal en el que 'y, := {(% u(v)) 1y € F} actia de manera propiamente

discontinua. Ademds, para todos los homomorfismos de grupos u, todos los cocientes T, \ Ur
son compactos y difeomorfos entre si.

Los ejemplos construidos por Guillot corresponden al cociente I'; \ Ur, donde I es el
homomorfismo identidad.

El grupo SL(2,C) x SL(2,C) es un recubrimiento doble de un subgrupo en PO(5,C)
isomorfo a SO(4,C). El grupo I', se inyecta en este tltimo, por lo que se puede considerar
como subgrupo de PO(5, C). La accién de SL(2, C) x SL(2,C) en la cuddrica no degenerada
Qs de CP* (ver el Apéndice A y el Teorema A.0.16) es, en realidad, una accién de SO(4, C).

Si I' es un grupo kleiniano cldsico, se puede ver que, mediante la inclusién de SL(2,C) a
SL(2, C) x SL(2,C) como el primer factor y la proyeccién subsecuente a SO(4,C), el grupo
I" se puede considerar como un subgrupo de PO(5, C).

En esta tesis, demostraremos que si I' es un grupo de Schottky clasico, actiia como grupo
de Schottky ortogonal en Q.

Teorema 1.0.2 Sea I' C SL(2,C) un grupo kleiniano cldsico, convexo-cocompacto, sin tor-
sion y con dominio de discontinuidad Q@ en CP'. Consideremos el espacio CP® como la
proyectivizacion de las matrices complejas de 2 X 2 y la accion de SL(2,C) x SL(2,C) en
él dada por ((g, h), [a:]) — gzh~'. Entones, existe un abierto Vr C CP® tal que para todo
morfismo de grupos u : I' — SL(2,C) suficientemente cercano del morfismo constante, Vr

es un abierto maximal en el que I', = {(v,u(’y)) Dy € F} actiua de manera propiamente

discontinua. Ademds, para todos estos morfismos u, los cocientes T, \ Ur son difeomorfos
entre si.

La variedad I';, \ V1 con su correspondiente estructura compleja ortogonal, fue también
encontrada por A. Guillot.

El grupo SL(2, C) xSL(2, C) es un recubrimiento cuatro a uno de un subgrupo en PO(4, C)
isomorfo a PSO(4, C). El grupo I',, se inyecta en este tltimo, por lo que se puede considerar
como subgrupo de PSO(4, C). La accién de SL(2,C) x SL(2,C) en CP?, en realidad, es una
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accion de PSO(4, C).

La topologia en el espacio de morfismos de I" en SL(2,C) considerada en los Teoremas
1.0.1 y 1.0.2 es la topologia compacto-abierta. Claramente, si el homomorfismo u es cercano al
homomorfismo constante, el homomorfismo v — (7, u(7)> es cercano al homomorfismo v —

(7, I ) Entonces el grupo I', del Teorema 1.0.1 determina una unica estructura geométrica
ortogonal uniformizable, en la variedad de Guillot, cercana a la de Guillot.
Siu y v son cercanos al homomorfismo constante, las estructuras geométricas determina-

das por I', y I', son la misma si y s6lo si u y v son conjugados. El mismo fenémeno sucede
en el contexto del Teorema 1.0.2.

Para demostrar el Teorema 1.0.1 consideraremos la accién de SL(2,C) x SL(2,C) en Qs,
un grupo I' C SL(2,C), un homomorfismo v : I' — SL(2,C) y el grupo 'y, como en la
hipdtesis de este Teorema. Luego seguiremos los siguientes pasos:

Paso I: Mostraremos primero que la cuddrica de dimensién dos Qg (ver el Apéndice A
y el Teorema A.0.16) estd contenida en Q3, que

0:=Q;— Qo
es biholomorfo a SL(2,C) y Qy es biholomorfo a CP' x CP'.

Paso II: Generalizaremos el Lema 2.1 de E. Ghys en [7, p. 119] para mostrar que I, ac-
tia de manera uniformemente propiamente discontinua en © (con esto queremos decir que,
para todo compacto, las longitudes de los I',-trasladados de este compacto que lo intersecan
estdn acotadas y la cota no depende de u), para todo u suficientemente cercano al morfismo
constante.

Paso III: Luego consideraremos la accion
(SL(2,C) x SL(2,C)) x (CP' x CP') — (CP' x CP')
((9: 1), (z,w)) = (g(2), h(w)). (1.1)

Recordaremos que existe un biholomorfismo (SL(Q,(C) X SL(Z,(C))-equivariante de Q2

sobre CP' x CP'. Por lo tanto, la preimagen de © x CP' bajo este biholomorfismo es un
abierto invariante de Q2 en el que ', actiia uniformemente propiamente discontinua.

Paso IV: Luego generalizaremos y desarrollaremos algunas ideas de Ch. Frances en [6]
para estudiar la dindmica de compactos de Q3 bajo sucesiones divergentes de I',. En par-
ticular, mostraremos que I', actia de manera uniformemente propiamente discontinua en
Ur =0 U (Q X (C]P’l), si u es un homomorfismo suficientemente cercano al homomorfismo

constante. Denotemos por Hom (F, SL(2, C)) al espacio de homomorfismos de I" en SL(2, C).

Como I" actia en Hom (F, SL(2, C)) x Ur (en cada fibra vertical sobre u acttia como lo hace
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[’y en Ur). Con esto hemos mostrado entonces, que existe una vecindad abierta V' del mor-
fismo constante tal que I'" actiia de manera propiamente discontinua en )V x Ur.

Paso V: Si V no tiene singularidades, entonces T"\ (V X Up) — V es un fibrado lo-
calmente trivial y se sigue el Teorema 1.0.1. Si V tiene singularidades, consideraremos una
resolucion r : X — V de una vecindad V del morfismo constante para construir una fibracion
localmente trivial sobre X cuyas fibras son los cocientes I';, \ Ur y el Teorema 1.0.1 estard
mostrado en el caso general.

Para mostrar el Teorema 1.0.2 mostraremos que existe un biholomorfismo (SL(Q, C) x

SL(2, C))—equivariante, continuo y propio y una funcién abierta de Qs sobre CP?. Finalmente,
empujaremos el conjunto Ur del Teorema 1.0.1 para obtener el conjunto V- del Teorema 1.0.2.

Finalmente, construiremos también una funcién 6 : Q3 — H?® U CP' continua, abierta y
SL(2, C)-equivariante y mostraremos que es posible jalar cualquier grupo de Schottky clasico
de SL(2,C) a un grupo de Schottky ortogonal de dimensién tres.
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Capitulo 2

Acciones propiamente discontinuas

Es bien sabido que si un grupo discreto actia de manera libre y propiamente discontinua
en una variedad, entonces, el espacio de o6rbitas es una variedad con la misma estructura que
la original, de manera que la aplicaciéon cociente preserva la estructura.

En este Capitulo veremos las definiciones y los resultados basicos relacionados con las
acciones propiamente discontinuas, que utilizaremos mas adelante en esta tesis.

2.1. Variedades cociente

Salvo que se especifique lo contrario, en esta Seccion G sera un subgrupo discreto de un
grupo de Lie G. También, a lo largo de esta Secciéon M sera siempre una variedad diferenciable
y G x M — M una accién por difeomorfismos.

Decimos que G actia en M de manera propiamente discontinua si para todo compacto
K C M se tiene que {g € G : gK N K # (} es finito.

Decimos que una sucesion (g,,) de G es casi constante si es constante salvo, quizd, por un
numero finito de indices. Al igual que Ch. Frances en [6, p. 889 |, decimos que una sucesion
(gn) de G diverge si se escapa de cualquier compacto, es decir, para todo compacto K C G,
se tiene que g, € K sélo para un nimero finito de n € N. Decimos que la sucesién (y,,) de
un espacio topologico es finita si toma sélo un ntmero finito de valores y que es infinita si
toma un nimero infinito de valores.

Notemos que una sucesion divergente no puede tener subsucesiones casi constantes ya
que el conjunto formado por la constante asociada es un compacto K que cumpliria que
gn € K para un numero infinito de n € N. Ademas, no es dificil verificar que las sucesiones
divergentes son infinitas.

Definicién 2.1.1 Decimos que x € M estd dindmicamente relacionado con y € M si existe
una sucesion divergente (g,) de G y una sucesion convergente (z,) de M, tales que x = lim x,,

y y = lim g,z,.

15



16 CAPITULO 2. ACCIONES PROPIAMENTE DISCONTINUAS

Observacion: Queremos aclarar que un elemento x € M puede no estar relacionado
consigo mismo. De hecho, esta relacién no es necesariamente reflexiva ni transitiva, pero si
es simétrica. Para ver esto tultimo, supongamos que x estd dindmicamente relacionado con
y, entonces x = lim g,y,, donde (g,) es divergente y (y,) es convergente. Sea y := limy, y
Zn = GnYn, entonces y = lim g, 'z,, donde z = lim z, y (g,') es divergente, por lo que y
estd dinamicamente relacionado con x. Lo anterior nos permite decir sin ambiguedad que
dos puntos estan dindmicamente relacionados.

Definicién 2.1.2 Decimos que y € M es un punto de acumulacién de la G-drbita del
compacto K C M si toda vecindad de y interseca infinitos G-trasladados del compacto K.

El objetivo de esta Seccién es mostrar el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.3 Si G es un grupo discreto que actua por difeomorfismos en la variedad
diferenciable M, se tienen las siguientes equivalencias:

1. G actia en M de manera propiamente discontinua.
2. Se tienen las siguientes dos condiciones:

a) Para todo x € M existe una vecindad U de x tal que gU NU = O para todos
excepto para un numero finito de elementos g € G.

b) Para todo x,y € M que no estén en la misma G-orbita, existen vecindades U de
xyV dewy tales que gU NV = para todo g € G.

3. Para toda sucesion convergente (x,) de M y para toda sucesion divergente (g,) de G,
la sucesion (gnx,) es divergente.

4. No hay puntos dinamicamente relacionados en M, i.e. para toda sucesion convergen-
te (z,) de M y para toda sucesion divergente (gn) de G, se tiene que (gnx,) no €s
convergente.

5. No hay puntos de acumulacion de G-orbitas de compactos de M.
Empezaremos mostrando algunos resultados que nos ayudaran.

Proposicion 2.1.4 Si G es un grupo discreto de un grupo de Lie G. Una sucesion de G es
divergente si y solo si no tiene subsucesiones convergentes en G.

Demostraciéon: Tenemos que una sucesién (g,) de G tiene subsucesiones convergentes
en G si y sélo si existe una sucesién creciente (n;); de naturales tales que (g,,); converge
en G. Esto sucede si y sélo si existe un compacto K de G y una sucesion creciente (n;); de
naturales tales que para toda i € N, g,, € K. Lo anterior sucede si y sélo si (g,) no es
divergente. O

Proposicién 2.1.5 5i G es un grupo discreto de un grupo de Lie G, se tiene que G es
cerrado; de hecho no tiene puntos de acumulacion en G y toda sucesion de elementos distintos
de G es divergente.
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Demostraciéon: Como G es discreto, no contiene ningin punto de acumulacién en G.
Veremos ahora que tampoco tiene ninguno de estos puntos en G. Consideremos en G una
métrica riemanniana invariante bajo la multiplicacién a la izquierda, denotemos por e a la
identidad del grupo y por d a la métrica de G inducida por la métrica riemanniana, sea

-5::1 inf {d(%e)}.

2 vEG,y #e

Como I' es discreto, entonces ¢ > 0. Entonces, si B(e) denota a la bola de radio € y
centro en e, B.(e) NG = {e} y para todo v € G, la bola B(y) de radio € y centro en 7 es
igual a yB.(e) y Bc(y) NT' = {~}. Se tiene que, para todo 7,5 € G, d(v,7) > 2¢, por lo
que ninguna sucesion infinita de G' es de Cauchy. Por tanto, ninguna sucesion de elementos
distintos de G converge en G, i.e. toda sucesion de elementos distintos de G es divergente.
O

Recordemos que una funcién entre dos espacios topolégicos es propia si la preimagen de
cualquier compacto es compacta.

Proposicion 2.1.6 Una funcion continua f : M — N entre dos espacios métricos es propia
si y sélo si para toda sucesion (x,) divergente, se tiene que (f(x,)) es divergente.

Demostracién =) Supongamos que f : M — N es propia. Supongamos que existe
una sucesion (x,,) divergente tal que (f(z,)) no es divergente, entonces existe un compacto
K C M tal que para un nimero infinito de indices n € N, f(z,) € K, entonces para un
nimero infinito de indices n € N se tiene que x, estd contenido en el compacto f~'(K);
contradiciendo la hipétesis de que (x,,) diverge.

<) Supongamos que para toda sucesién divergente (z,,) se tiene que (f(z,)) es divergen-
te. Sea K C N un compacto cualquiera. Probaremos que toda sucesién infinita en f~1(K)
contiene una subsucesién convergente en f~!(K). Sea (r,) una sucesién infinita en f~1(K),
entonces existe una subsucesion convergente, es decir, existe y € K y una sucesion infinita
de enteros (n;); tales que f(x,,) — y € K, por lo que ( f (a:n)) no es una sucesion divergente
de N. Por lo tanto, por las hipétesis, (z,) no es divergente en M, es decir, contiene una
subsucesion (#,,;); convergente en M. Afirmamos que tal limite estd en K. Para verlo, su-
pongamos I,,;, — x, entonces por continuidad f(z,,;) — f(x). Aunque no podemos afirmar
que y = f(x) ya que, en principio, la sucesién (z,,) es diferente a la sucesion (z,,);, si
podemos afirmar que f(z) € K, ya que K es un compacto de un Hausdorff y, por tanto,
cerrado y f(z) es el limite de puntos en K, por lo que z € f~1(K). Por lo tanto, f~}(K) es
compacto. 0

Sea (g,) una sucesién divergente de G, x € X, definimos el conjunto

D)= U {y=lmgyz.},

(zn),(kn): zn—,
(ks Tn) converge

donde la unién es tomada sobre todas las sucesiones (z,) que convergen a x y todas las
sucesiones crecientes de naturales (k,,) tales que (g, x,) es convergente. Si £ C X, definimos

D (E) := | Dy(x),  Da(E):= |J Dy,(E),

el (gn)CG
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donde, en este tltimo, la unién es tomada sobre todas las sucesiones divergentes (g,) de
G. El conjunto Dg(FE) es llamado el conjunto dindmico de E y es el conjunto de todos los
puntos de E que estan dindmicamente relacionados con algin punto de E, posiblemente él
mismo (ver la Definicién 2.1.1). Si M es compacto, entonces Dg(M) = M.

Proposicién 2.1.7 Para todo abierto invariante U C M se tiene que Dg(U) es el conjunto
de todos los puntos de acumulacion de orbitas de compactos contenidos en U.

Demostracién: Supongamos que y € Dg(U), entonces existe una sucesiéon convergente
(x,) de U y una sucesién divergente (g,) de G tal que y = lim g,x,. Sea = := limz, y
K = %J{a:n} U {z}, entonces y es un punto de acumulacién de la G-érbita del compacto K.

Supongamos que y es un punto de acumulacion de la 6rbita de un compacto K C U.
Recordemos que una base local numerable de y € U es una coleccién numerable {B,} de
abiertos de U, tales que para todo abierto V' de U que contenga a y, existe un elemento B,,
de la coleccién {B,} tal que y € B,, C V. Sea {B,} una base local numerable de y € U,
supongamos B, 1 C B,, entonces, existe g; € G, tal que By N g1 K # () y, para toda n > 2,
existe g, € G, tal que B,Ng, K # 0y, paratodoj =1,...,n—1, g, # g;. Sea x,, € K tal que
gnTn € B, N g, K, entonces y = lim g,x,, donde (g,,) es sucesién de elementos distintos. Por
la Proposicién 2.1.5, (g,) es divergente y como (z,) estd contenida en K podemos suponer
que (z,) es convergente, por lo tanto, y € Dg(U). O

Demostraciéon del Teorema 2.1.3:

1) = 2) Supongamos que G actia de manera propiamente discontinua en M. Sea z € M,
entonces como M es localmente compacto, existe un compacto K C M y un abierto U C M
tal que x € U C K. Entonces, como G actia de manera propiamente discontinua en M, el
abierto U interseca a lo mas a un nimero finito de sus G-trasladados; por lo que se satisface
la condiciénn (b) del inciso (2).

Sean z,y € M dos puntos en diferentes 6rbitas. Como M es localmente compacto y
Hausdorff, existen abiertos ajenos U; y U; que contienen a x y a y, respectivamente y
un compacto K C M, tal que, Uy U U, C K. Como G actia de manera propiamente
discontinua en M, se tiene que s6lo un nimero finito de los G-trasladados de U; intersecan
a Us. Sean ¢i,...,gr € G los Unicos elementos no triviales de G tales que para todo j =
1,...k, Uy N g;U; # 0. Como M es Hausdorfly x y y no estdn en la misma 6rbita, para
cada j = 1,...,k, existen abiertos ajenos U, ; y Uy ; de M, tales que, g;x € U1 ; vy y € Us ;.
Entonces i i

Lll = Ul le gj_lUl,ja UQ = U2 le UQJ,

son abiertos de K que contienen a z y a y, respectivamente, tales que Uy no interseca a
ningin G-trasladado de U;.

2) = 1) Supongamos que se satisfacen las condiciones (a) y (b) del inciso (2). Supongamos
también que existe un compacto K C M que es intersecado por una infinidad de sus G-
trasladados. Por lo tanto, existe una sucesién (g,) de elementos distintos de G tales que
gnn € K N g, K. Como K es compacto podemos suponer que estas sucesiones convergen.
Sean x :=limz, y y := lim g,x,,. Tenemos dos casos:
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» Sizyyestdn en la misma G-6rbita, entonces existe g € G tal que z,, = v ¢ g, —
x. Entonces, toda vecindad infinita de z interseca a infinitos de sus G-trasladados,
contradiciendo la condicion (a) del inciso (2).

» Si z y y no estdn en la misma G-6rbita, supongamos que U y V son vecindades de x y
y, respectivamente. Entonces, V' interseca a infinitos trasladados de U, contradiciendo
la condicién (b) del inciso (2).

1) = 3) Supongamos que existe una sucesion convergente (z,) de M y una sucesion
divergente (g,) de G, tal que (g,x,) es convergente. Sean z := lim xz,, y := lim g,z, y
n n

U y V vecindades abiertas de x y ¥, respectivamente, tales que sus cerraduras U y V son
compactas y sea K := U U V. Se tiene, entonces, que existen N, N, € N, tal que para toda
n > Ny, x, € K,y para toda n > N, g,x, € K, por lo que para toda n > max{Ny, Ny}
tenemos que g,x, € g,K N K. Finalmente, como toda sucesiéon divergente es infinita, tene-
mos que, para un nimero infinito de elementos g € G, gK N K # (), por lo que la accién no
es propiamente discontinua .

3) < 1) Supongamos que existe un compacto K C M y una sucesién de elementos dis-
tintos (g,) de G, tal que para todo n € N, K N g,K # (), entonces, existen sucesiones (no
necesariamente infinitas) (x,) y (y,) de K y una sucesion (g,) de G, tal que y, = g,x,. Por
la Proposicion 2.1.5, tenemos que (g,) es divergente. Tomando subsucesiones si es necesario,
podemos suponer que xr, — T, Y, — ¥y, por lo que g,x, — y.

3) = 4) Ya que toda sucesién divergente no es convergente.

3) < 4) Si existe una sucesién (z,,) de M y una sucesién divergente (g,) de G tal que
(gnyn) no es divergente, entonces, por la Porposicién 2.1.4, existe una subsucesion (g, ,,)
de (gnn) que es convergente. Por lo tanto, la sucesion convergente (z,,) de M y la sucesion
divergente (g,,) de G satisfacen que (g,,z,,) es convergente.

4) <= 5) Se sigue directamente de la Proposicién 2.1.7. [J

Aunque la Proposicién anterior nos da una caracterizacion sencilla de las acciones pro-
piamente discontinuas para grupos discretos, no nos da una receta para calcular un abierto
en el que la accién de un grupo discreto sea propiamente discontinua, como la que tenemos
para en el caso clasico de grupos kleinianos, en el que sélo hay que calcular el complemento
del conjunto limite (limites de érbitas, ver a B. Maskit [24, p.21]).

La siguiente Seccién esta dedicada a describir tres técnicas para encontrar abiertos don-
de la accion es propiamente discontinua. Ahora veremos algunos resultados técnicos que
utilizaremos en el Capitulo 8.

Proposicion 2.1.8 Si G es un grupo discreto, sin torsion y que actia en M de manera
propiamente discontinua, entonces actia de manera libre.
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Demostracion: Supongamos que G no actiia de manera libre, es decir, que existe x € M
y un elemento g, distinto de la identidad, en el estabilizador St(x) de x, tal que g(x) = =.
Entonces, para todon € N, ¢"(z) = z,i.e. g¢" € St(z) y, como I no tiene torsién, entonces la
sucesion (¢") es una sucesion de elementos distintos. Por lo que se contradice la hipdtesis de
que la accién es propiamente discontinua en M ya que el compacto {z} interseca a infinitos
de sus trasladados. 0

Consideremos una métrica d compatible con la topologia de M, si C, F' C M son cerrados,
definimos

d(C,F) :=inf{d(c, f):c€ C,f € F}.

Es claro que d(C, F') > 0; sin embargo, la funcién d no define una métrica en el espacio
de subconjuntos cerrados de M; no es dificil encontrar ejemplos en los que d(C,F) =0y
C # F y ejemplos en los que no se satisface la desigualdad triangular.

Recordemos que un espacio métrico es llamado propio si todas sus bolas cerradas son
compactas.

Proposicion 2.1.9 Si M es un espacio métrico propio y I' un grupo discreto que actia en
M de manera propiamente discontinua y por isometrias, si definimos d([x], [y]) = d(l'z, T'y),

entonces d define una métrica en T \ M compatible con la topologia de T'\ M. Si T actia de
manera libre entonces la proyeccion M — T'\ M es una isometria local.

~ ~

Demostracién: De la definicién tenemos que, para todo z,y € M, d([z], [y]) = d([y], [z]),
Afirmamos primero que para todo z,y € M, tenemos que

d(z,T'y) = ryeigl{d(x7vy)}-

Esto debido a que si no fuese cierto, se tendria un punto de acumulacién de la o6rbita de
un compacto, pero esto tltimo no puede suceder por la Proposicion 2.1.3. Como I' actia por
isometrias, para todo v € I, se tiene que d(z,I'y) = d(T'z,'y). Por lo que

J(F:c, Fy) = 21/16111} {d(a:, fyy)}.

Como I' actia de manera propiamente discontinua en X, si [z],[y] € T'\ X, [z] # [y],
tenemos que ninguna érbita de y se acumula en ningtin trasladado de z, por lo que d([z], [y]) >
0. Si [z],[y] € T\ M, entonces d([z], [y]) > 0.

Falta s6lo mostrar la desigualdad triangular; supongamos [z], [y], [2] € T\M y d([z], [y]) =

o~

d(z,yry), d([z],[2]) = d(z,7,2), para algunos v,y € I', entonces, existen dos posibilidades:
1. Se tiene que d([2], [y]) = d(y2,7xy). En este caso la desigualdad triangular de d, apli-
cada a x,yy vy a 7,z implica directamente la desigualdad triangular de d.

2. Noes cierto (1), en cuyo caso existe v, € I" tal que d([z], [y]) = d(viz,vny) < d(Vi12,75Y)-
En este caso, se tiene que

~ ~ ~

d([x], [y]) < d(z,yny) < d(z,712) + d(niz,vny) = d([z], [2]) + d([z], [y)])-
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Se tiene de las definiciones que la topologia inducida por d es la misma que la topologia
cociente de I' \ M y que, si la accién es libre, entonces la proyecciéon es una isometria local.
O

Proposicién 2.1.10 S§i M es una variedad diferenciable con métrica d compatible con la
topologia y T' es un grupo que actia de manera propiamente discontinua, cocompacta (i.e.

'\ M es compacto) y por isometrias en M, entonces existe un compacto K C M tal que
'K=M

Demostracién: Sea d la métrica en T \ M considerada en la Proposicion 2.1.9. Como
la funcién d : D\ M x '\ M — RU {0} es continua y de dominio compacto, entonces es
acotada, por lo que existe N > 0 tal que d(Fx, Fy) < N para todo [z],[y] € '\ M. Sea K
la d-bola con centro en cualquier elemento fijo x € M y radio N, entonces para todo y € M,
se tiene que existe v € I tal que vy € K, por lo que y € v 1 K. [J

Finalizaremos esta Seccién generalizando la definicién de una accién propiamente discon-
tinua que dimos para grupos discretos actuando en variedades. Dado un grupo de Lie G, no
necesariamente discreto, actuando en M, decimos que G actiia en M de manera propiamente
discontinua si la funcién G x M — M x M dada por (g,p) — (g - p,p) es propia.

Se tiene que G actia de manera propiamente discontinua en M si y sélo si para cualquier
compacto K de M, se tiene que {g € G : gK N K # ()} es compacto.

Ademas, se tiene que G actiia en G de manera propiamente discontinua mediante la multi-
plicacién. Si H es un subgrupo de Lie de GG, entonces H actiia en G de manera propiamente
discontinua mediante la multiplicaciéon de H en G.

Se tienen los siguientes resultados, las pruebas se pueden consultar por ejemplo en [22,
pp. 544, 552].

Teorema 2.1.11 Si M es una variedad diferenciable y G actia en M de manera diferen-
ciable, libre y propiamente discontinua, entonces el espacio de drbitas G\ M es una variedad
topolégica de dimension igual a dimM — dimG, y tiene una unica estructura diferenciable
con la propiedad de que el mapeo cociente M — G\ M es una submersion.

Teorema 2.1.12 Sea M un G-espacio homogéneo y p cualquier punto de M. Entonces el
estabilizador St(p) de p es un subgrupo de Lie cerrado de G y F': G,\ G — M, definida por
F(G,g) == p-g, es un difeomorfismo G-equivariante con respecto a la accion natural de G

en G, \ G.

2.2. Técnicas para encontrar un abierto en el que la
accion de un grupo discreto es propiamente dis-
continua

A lo largo de esta Seccién M sera una variedad diferenciable y G x M — M una accién
continua de un grupo discreto.
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En “general”, la accion G x M — M no es propiamente discontinua, pero si es posible en-
contrar un abierto en el que la accion lo sea.

En esta Seccion veremos algunas técnicas generales y particulares para encontrar abiertos
invariantes en los que la acciéon de un grupo discreto es propiamente discontinua.
Veremos que si un grupo discreto acttia de manera equicontinua en M (por ejemplo, si la
accion es por isometrias), el complemento del conjunto

A = {y = lim g,z : x € M, (g,) sucesién infinita de G, (g,x) convergente}, (2.1)

que llamaremos conjunto limite cldasico ya que generaliza el caso clasico de grupos discretos
de transformaciones de Mobius actuando en la esfera de Riemann, es el abierto méas grande
en el que la accion es propiamente discontinua.

Nos gustaria aclarar que, en esta Definicion de conjunto limite clasico, podemos, sin
alterarla, pedir que la sucesién (g,) sea divergente en lugar de infinita. Asi mismo, en la
Definicion 2.1.1 de puntos dinamicamente relacionados podemos, sin alterarla, pedir que la
sucesion (g,) sea infinita en lugar de divergente.

Del Teorema 2.1.3 se podria pensar que la solucion a este problema es simplemente qui-
tar todos los puntos de acumulacién de orbitas de los compactos de M. Sin embargo, es
facil convencerse de que son demasiados puntos los que se estarian quitando, en particular,
si el espacio es compacto, nos quedamos sin puntos. Kulkarni debié notar esto al definir
en [20, p. 255] el conjunto limite de Kulkarni que, como veremos, es igual a la unién de A%
y la cerradura de los puntos de acumulacién de érbitas de compactos que no intersecan a A<,

En esta Seccién veremos que es posible jalar (empujar) bajo tranformaciones continuas
(propias) y equivariantes, abiertos invariantes donde la accién es propiamente discontinua,
para encontrar abiertos con la misma propiedad. Este resultado se puede encontrar en [32,
p. 156].

También veremos que, si encontramos un dominio fundamental con cerradura compacta,
entonces podemos concluir que la accién es propiamente discontinua y cocompacta.

Al igual que Kulkarni, definimos L°(M) como la cerradura en M del conjunto de puntos
con isotropia infinita; L!'(M), como la cerradura en M del conjunto de todos los puntos de
acumulaciéon de érbitas de puntos en M — L%(M) y, L*(M), como la cerradura en M del
conjunto de puntos de acumulacién de 6rbitas de compactos contenidos en M — (L°(M) U
LI(M)),

Llamamos al conjunto
AR(M) .= L°(M) U LY (M) U L*(M)

el conjunto limite de Kulkarni. Kulkarni muestra en [20, p. 255] que si Qg := M — A no es
vacio, entonces GG actiia siempre de manera propiamente discontinua €2.
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Por lo anterior y, pese a que no podemos asegurar que su complemento sea maximal,
el conjunto limite de Kulkarni es muy usado por gente que trabaja en grupos kleinianos
complejos de dimensiones altas (ver por ejemplo [2]).

La relaciéon entre el conjunto limite clasico y el de Kulkarni estda dada por la siguiente
proposicién:

Proposicién 2.2.1 Se tiene que A = LO(M) U L*(M).
Demostracién: Si z € L°(M) U L'(M), tenemos dos casos:

» Siz € LY(M) es un punto de isotropia infinita, entonces existe una sucesién infinita
(9n) de G tal que g,(r) = x; entonces x = lim g,x, por lo que z € A. Como A es
cerrado en M, entonces L°(M) C A<,

» Siz € LY(M) es un punto de acumulacion de (yz),eq para z ¢ LY(M), entonces existen
una sucesion infinita (g,) de Gy z ¢ L°(M) tal que (g,2) es infinita y z = lim g,,2;
por lo tanto, € A?. Como A“ es cerrado en M, entonces L'(M) C A%,

Por lo tanto, LO(M) U LY(M) C A<
Si z € A entonces existe z € X y una sucesién infinita (g,) de G tal que (g,z) es
convergente y x = lim g, 2. Tenemos dos casos:

» Si (g,2) es una sucesién finita, entonces existe N € N tal que para todo n > N se tiene
que g,z = z. Como (g,) es infinita, entonces (g,gx") es infinita; por lo tanto, para toda
n > N, gngn'® = . Entonces x € LO(M).

» Si (g,2) es una sucesién infinita, tenemos dos casos:

e a) Si z € M\ LY(M), entonces, por definicién, se tiene z € L'(M).

e b) Si z € LY(M), entonces, como L°(M) es cerrado, se tiene que x € L°(M).

Por lo tanto, A® C L°(M) U L*(M). O

El conjunto de todos los x € M para los cuales existe una vecindad que sélo interseca

a un numero finito de sus trasladados es, por definicién, un abierto invariante; lo llamamos

dominio de discontinuidad de G en M y lo denotamos por Q¢ Como M es localmente

compacto, tenemos que, si G acttia de manera propiamente discontinua en algiin abierto

invariante U C M, entonces, acttia de manera discontinua en U. De las definiciones se sigue
que

Qtc M — A“. (2.2)

Si G x N — N es una acciéon continua de un grupo discreto en un espacio métrico,
decimos que G actiia en N de manera equicontinua si, para toda x € N, para toda € > 0,



24 CAPITULO 2. ACCIONES PROPIAMENTE DISCONTINUAS

existe § > 0, tal que, para toda g € G y para toda y € N con d(z,y) < 9, se tiene que

d(g(x),9(y)) < e
Si G actua por isometrias en N, como para toda x,y € N y para toda g € G,

d(w,y) = d(g9(x),9(v));
entonces, G actiia de manera equicontinua en N.

Proposicién 2.2.2 Si G actia de manera equicontinua en M — A, entonces M — A% es el
abierto invariante mas grande en el que la accion es propiamente discontinua.

Demostracion: Mostraremos primero que GG actiia de manera propiamente discontinua en
M — A¢. Supongamos que no es cierto, que G no actia de manera propiamente discontinua
en M — A? entonces por la Proposicién 2.1.3 existen x,y € M — A%, una sucesién (z,,) que
converge a r y una sucesion divergente (g,), tal que (g,z,) converge a y, i.e. x = lim, x,,
y = lim,, g2, .

Sea € > 0. Por lo anterior existe N; € N tal que para toda n > Ny,

€

Por equicontinuidad de G y como x,, — x, tenemos que existe Ny € N tal que para toda
n 2 N27

d(gnx, gnry) < %

Entonces si N := max{Ny, N}, tenemos que para todo n > N,

€ €

Esto es
= lim g, .

Por lo que concluimos que y € A%, lo cual es una contradiccién.

Hemos mostrado que G acttia de manera propiamente discontinua en M —A¢, por lo tanto
actia de manera discontinua y M — A¢ estd contenido en Q¢ Ademas, por (2.2) tenemos
que M — A% = Q4.

Supongamos ahora que U es otro abierto invariante en el que la accién es propiamente
discontinua, entonces GG actia de manera discontinua en U. Por tanto U estd contenido en

Q. Entonces U C (M — A?). O

Nos gustaria aclarar que si el grupo no actia de manera equicontinua, en general, no
podemos garantizar ni la existencia del abierto mas grande donde la accién sea propiamente
discontinua (es decir, que contiene a cualquier abierto invariante donde la accién es pro-
piamente discontinua), ni el que la accién sea propiamente discontinua en el complemento
del conjunto limite clasico. Un ejemplo sencillo de este hecho es la accién en R? del grupo
generado por la transformacion (z,y) — (2z, 3y).

Si G actiia en M y en N, decimos que una funcién f : M — N es G-equivariante si para
todo g € G y para todo x € M, se tiene que f(gx) = gf(x).
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Proposicién 2.2.3 Supongamos que el grupo discreto G actia de manera continua en M y
en Ny f: M — N es G-equivariante, se tiene entonces que:

1) Si f es continua y G actia de manera propiamente discontinua en N, entonces G actia
de manera propiamente discontinua en M.

(2) Si f es sobreyectiva y propia y G actia de manera propiamente discontinua en M,
entonces G actia de manera propiamente discontinua en N .

Demostracién: (1) Supongamos que f es continua y G actiia de manera propiamente
discontinua en N. Si existiera un compacto KX C M y un nimero infinito de g € G tal que
KNgK # (), como

f(KNgK) C f(K)N f(gK) = f(K) N gf(K),

entonces, un nimero infinito de G-trasladados del compacto f(K) lo intersecarian, contra-
diciendo la hipétesis.

(2) Notemos primero que f~1(gK) = gf }(K). Esto ya que si y € gf 1 (K), entonces
existen x € fH(K) y k € K tal que y = gz y f(z) = k. Por lo que

g ly=x, g fly)=flgy) = fz) =k,

entonces y € f~1(gK). Siy € f~1(gK), entonces f(y) € gK, por lo que existe k € K tal que
f(y) = gk. Por lo que

flo 'y =9g"fly) =9 'gk=keK,

y por lo tanto, g7y € f71(K).
Si existiera un compacto K C N tal que para un nimero infinito de g € G, se tiene que
KnNgK # (), como

fHENgR) = fFH(E)N fH(gK) = fH(K) Ngf~(K),

entonces un nimero infinito de G-trasladados del compacto f~!(K) lo intersecarian, contra-
diciendo la hipétesis. O

Proposicion 2.2.4 Si G actiua en un abierto invariante U C M de manera propiamente
discontinua y cocompacta y M — U tiene interior vacio, entonces U es un abierto maximal
en el que la accion es propiamente discontinua.

Demostraciéon: Supongamos que existe otro abierto invariante V' C M tal que U C V
y G acttia de manera propiamente discontinua en V', entonces, G'\ U es un compacto conte-
nido en el Hausdorff G\ V', por tanto, es un cerrado y su complemento es abierto. Por tanto,
V — U es abierto, pero esto es una contradiccion ya que, como M — U tiene interior vacio y
(V—=U) C (M —U), entonces, V — U tiene interior vacio. O

Definiciéon 2.2.5 Decimos que un abierto D C M es un dominio fundamental para la accion
de G en M si se satisface lo siguiente:
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i) D contiene, a lo mds, un representante de cada drbita.
it) La variedad M se descompone como

iii) Para todo g € G distinto de la identidad, D N gD = 0.

Proposicién 2.2.6 Supongamos que G es un grupo discreto. St D es un dominio funda-
mental cuya cerradura es compacta e interseca solo a un nimero finito de sus G-trasladados,
entonces G actia de manera propiamente discontinua y cocompacta en M .

Demostracién: Sea S cualquier subconjunto finito de G y F = Usgﬁ. Probaremos
g€

primero que F interseca sélo a un numero finito de sus G-trasladados.

Si g € G, entonces F'N gF # () si y sblo si existen s,5 € S, tales que gsD N sD # ().
Como para toda s,5 € S, la cantidad de G-trasaldados de D que intersecan a D es finita
e igual a la cantidad de G-trasaldados de sD que intersecan a sD, e igual a la cantidad de
G-trasaldados de 5D que intersecan a sD; entonces, s6lo un ntimero finito de G-trasladados
de F intersecan a F.

Como cualquier compacto K C M esté contenido en |J ¢D para algin conjunto finito
ges

S C G, la accién es propiamente discontinua en M. Como cualquier cociente de un compacto
es compacto, entonces la accién de G en M es cocompacta.



Capitulo 3

Grupos kleinianos clasicos

En este Capitulo damos un breve repaso de algunos resultados basicos de grupos kleinia-
nos clasicos que utilizaremos mas adelante en esta tesis. Si se desean estudiar los detalles, se
pueden consultar [30] y [28].

3.1. Resultados basicos

Sea H? el espacio formado por todos los puntos de R?® que tienen tercera coordenada
mayor que cero; es claro que H? es un abierto en R3. Sean H? el espacio de todos los puntos
de R? que tienen segunda coordenada mayor que cero y H? el espacio de todos los puntos
de R? que tienen segunda coordenada menor que cero.

Sea S? la esfera de Riemann, la cual se identifica via la proyeccién estereografica con
R2 = R?U{cc}. Sea B? la bola unitaria abierta de R?. Es fécil ver que H? es la imagen de B3
bajo dos proyecciones estereograficas. Sea Mob(S?) el grupo de transformaciones de Mobius
de S2.

Las transformaciones de Mobius distintas de la identidad se clasifican de la siguiente
manera:

1. Una transformaciéon es lozodrémica si es conjugada a una de la forma z — A2z, donde
A€ C, |\ # 1. Si \? € R, decimos que es hiperbdlica.

2. Una transformacién es eliptica si es conjugada a una de la forma z — M2z, donde

N2 =1,\#1.
3. Una transformacion es parabdlica si es conjugada a z — z + 1.

Como toda transformaciéon de Mébius es una composiciéon de un nimero par de inversio-
nes en circulos y toda inversién en un circulo determina de manera tnica una inversiéon en
una esfera ortogonal a R2, se tiene que, toda transformacién de Mobius se extiende de manera
tinica a una tranformacién de B3. Esta extension es llamada la extensién de Poincaré. Se tiene
que el espacio H? admite una métrica riemanniana, llamada métrica hiperbélica de manera
que todas las isometrias de éste son generadas de tal manera, es decir, Mob(S?) = Isom(H?).

27
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Es facil ver que el grupo de transformaciones

A:z{(% ab1>:a>0,b€(C}

actiia transitivamente en H? con isotropia trivial y que el grupo especial unitario

SU(2,C) = { ( p _aﬂ ) La.f €C, a2 + |82 = 1}

actia transitivamente en la esfera de Riemann.
El homomorfismo

SL(2,C) — Mob(SQ)
a b

(C d) — A,
az+b
cz+d’

es sobreyectivo y tiene kernel igual a {I, —I}, donde I es la matriz identidad. Por lo tanto,
induce un isomorfismo entre

donde
A(z) =

PSL(2,C) := {I,—I}\ SL(2,C)

y el grupo Mob(S?).
Sea

PSL(2,R) = {1, —I} \ SL(2,R).

Se tiene que PSL(2, R) actiia en H? y en H? y, como para toda g € PSL(2,R), g(z) = ¢(2),
entonces, cada una de las acciones anteriores es el reflejo de la otra con respeco al eje real.

Un grupo kleiniano cldsico de PSL(2, C) es un subgrupo discreto del grupo de transforma-
ciones de Mobius que actiia de manera propiamente discontinua en algtin abierto invariante
no vacio de la esfera de Riemann.

Decimos que I' C PSL(2, C) actia de manera discontinua en un punto z de la esfera de
Riemann si existe una vecindad abierta U de x de manera que g(U) N U = () para todo,
excepto un nimero finito de elementos g € I'. Recordemos que, en el Capitulo 1, definimos
el dominio de discontinuidad de I' como el abierto méas grande de la esfera de Riemann en
el que I' actiia de manera discontinua. Denotamos a este tltimo como ).

Un punto z es un punto limite de I' si existe un punto z € € y una sucesion (g,) de
elementos distintos de I" tal que g,(z) — z. Recordemos, también, que, en el Capitulo 1,
definimos el conjunto limite (clasico) de I' como el conjunto de todos los puntos limite de T'.
Denotaremos a éste tltimo por A.

Se sabe que un subgrupo I' de PSL(2,C) (PSL(2,R)) es discreto si y sélo si actiia de
manera propiamente discontinua en H? (H?). Es facil ver que todo grupo kleiniano clésico
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de PSL(2,C) es discreto. Ademds, si I' es un grupo kleiniano y sin torsién, entonces €2 es
el abierto mas grande de la esfera de Riemann en el que I' actia de manera propiamente
discontinua. Se tiene que I' actda, también, de manera propiamente discontinua en € U H?.
Por lo tanto I'\  es una superficie de Riemann, I'\ H? es una variedad de dimension real tres
con una estructura geométrica hiperbélica y T'\ <H3 U Q) es una variedad real de dimensién
tres con frontera M.

Decimos que un grupo kleiniano clésico I' es fuchsiano si es conjugado, en PSL(2,C), a
algin subgrupo de PSL(2,R) .

El siguiente Teorema, que relaciona la geometria y la dindmica de los grupos kleinianos
clasicos, nos dice que todo grupo kleiniano parte a la esfera de Riemann en dos conjuntos:
el conjunto limite y el dominio de discontinuidad.

Teorema 3.1.1 SiT' es un grupo kleiniano clisico de PSL(2,C), con dominio de disconti-

nuidad  y conjunto limite A, entonces la esfera de Riemann es igual a la union disjunta de
Ay Q.

Se tiene que la dinamica de un grupo kleiniano esta concentrada en el conjunto limite
y la geometria en el dominio de discontinuidad; en particular, para cada grupo kleiniano
clasico y sin torsion existe una receta para construir una superficie de Riemann (el espacio
de 6rbitas del dominio de discontinuidad)

Consideremos la proyeccion P : SL(2,C) — PSL(2,C). Un levantamiento de un elemento
g de PSL(2,C) a SL(2, C) es un elemento A de SL(2, C) tal que P(A) = g. Un levantamiento
de un subgrupo I' de PSL(2,C) a SL(2,C) es un monomorfismo j : I' — SL(2,C) tal que
Poj eslaidentidad. Un grupo kleiniano cldsico de SL(2,C) es un levantamiento de un grupo
kleiniano clésico de PSL(2,C) a SL(2,C).

Consideremos un grupo kleiniano cldsico y sin torsion T de PSL(2,C) y tomemos un
levantamiento I' de éste a PSL(2,C) (I. Kra en [19] demuestra que esto siempre es posible).
Se sigue que T actiia en CP':

I x CP* — CP!
(v,2) = P)(2).

Ademas, si Q2 es el dominio de discontinuidad de [ en CP!, entonces I' actia de manera

propiamente discontinua en QUH? y todas las propiedades de I' siguen siendo validas para I'.

Mostraremos ahora que, para todo grupo kleiniano I de SL(2,C), —I ¢ I'. Por definicién,
P(—I) = Id, donde I es la matriz identidad e Id es la transformacién identidad. Suponga-
mos que existe un elemento a € PSL(2,C) tal que j(a) = —1, como P o j es la identidad y
P(—1) = Id, entonces a = I, pero esto es una contradicciéon porque, como j es un monomor-
fismo, se tiene que j(I) = I. Entonces —I ¢ I". Utilizando argumentos similares, se muestra
que si A € ', entonces —A ¢ T'.

Si C' es un subconjunto cerrado (distinto de un punto) de la esfera de Riemann, sea
Hull(C') su casco convexo o envolvente convera, es decir el subconjunto cerrado y convexo
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mas pequenio H de H? tal que
CZHSUSQ (H) N Sz =C.

Supongamos que A es el conjunto limite del grupo kleiniano clasico I, el cociente
[\ Hull(A) es llamado el nicleo convexo de T.

Definicion 3.1.2 Decimos que un grupo kleiniano cldsico I' que no tiene elementos parabo-
licos es convexo-cocompacto si la variedad T\ (QUH?) es compacta.

El siguiente Teorema se puede consultar en [15, p. 490].

Teorema 3.1.3 Si ' es un grupo kleiniano cldsico de PSL(2,C) que no contiene elementos
parabolicos, entonces I' es convero-cocompacto si y solo si '\ Hull(C') es compacto.

El siguiente Teorema, llamado el Teorema de Ahlfors (cuya demostracién constituye la
totalidad del articulo ver [1]) nos serd de vital importancia para mostrar los resultados
principales de esta tesis.

Teorema 3.1.4 ?? El conjunto limite de un grupo kleiniano cldasico geométricamente finito
es la esfera de Riemann o tiene medida cero.

Entonces, si el conjunto limite de un grupo kleiniano no es toda la esfera de Riemann, tiene
interior vacio. No es dificil ver que las transformaciones de Mobius preservan los conjuntos
de medida cero.

3.2. Ejemplos

Ahora veremos algunos ejemplos de grupos kleinianos clasicos convexos-cocompactos y
sin torsion. Estos ejemplos son interesantes para nosotros porque satisfacen las condiciones
para que la variedad de Guillot (construida por Guillot en [12, p.3], ver Capitulo 9) sea
compacta.

Ejemplo 3.2.1 FEl grupo generado por una transformacion hiperbolica.

Consideremos la transformacién g(z) := A2, € R, || > 1 y sea I' el grupo generado
por g, i.e. I':= (g). Consideremos la tinica geodésica hiperbélica F en H? que une los puntos
0 e oo (i.e. la recta vertical que pasa por el origen). Para cada punto = € F, existe una tinica
geodésica C, ortogonal a E que pasa por el punto z (la semicircunferencia hiperbdlica de
radio xz); la familia C := {C, },cp es ajena y

U C, =H2

Como, ademas, las transformaciones de Mébius mandan circulos en circulos (en particu-
lar geodésicas hiperbdlicas en geodésicas hiperbdlicas), son conformes y ¢ fija al cero y al
infinito, entonces F es invariante bajo g y ¢ manda geodésicas de la familia C en geodésicas
de la misma familia. La geodésica E es llamada el eje de la transformacion hiperbélica ya
que, para cada z € H?, existe un tnico # € E y un tnico w € Cjy, consistente con el
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Figura 3.1: Dindmica del grupo generado por la transformacién hiperbélica g(z) = 2z en B?

Figura 3.2: Un dominio fundamental del grupo generado por una tranformacién hiperbdlica
en B? es un platillo volador.

hecho de que las transformaciones de Mdbius preservan la orientacion, tal que z € C, y
d(z,z) = d(w, g(x)) (donde d es la distancia hiperbdlica), por lo que w = g(z).

La extensiéon de Poincaré de I' est4 dada por f(x) = Mz, z € R3. En particular, manda
toda esfera ortogonal a R? centrada en el cero en otra esfera ortogonal a R? de mayor radio;
es decir, la aleja de un polo acercandola al otro polo.

Con esto es claro que I' tiene como dominio de discontinuidad a © = CP' — {0, 00} en
CP', como un dominio fundamental en CP', un anillo y, como un dominio fundamental en
B3, un “platillo volador' (ver las figuras 3.1 y 3.2). Se tiene que, topoldgicamente, I'\Q es el
toro, I'\B? es el toro sdlido abierto y I' \ (2 UB3) es el toro sélido cerrado.

Ejemplo 3.2.2 Un grupo fuchsiano de género g > 2.

Se pueden estudiar los detalles de la construccién del grupo fuchsiano que describiremos
a continuacién en [18, p. 95].

Existe un grupo fuchsiano que tiene como un dominio fundamental en H? un octidgono
regular, con lados formados por geodésicas hiperbdlicas, tal que la suma de sus angulos
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Figura 3.3: Construccién de un grupo fuchsiano de género 2

interiores es 27w. Enumeremos los lados en sentido contrario a las manecillas del reloj. El
grupo tiene como generadores cuatro funciones hiperbodlicas g1, g2, g5, g6, tal que g; manda
el lado 1 en el lado 3; go, el lado 2 en el 4; g5, el lado 5 en el 7y gg, el lado 6 en el 8 (ver
dibujo 3.3).

El dominio de discontinuidad del grupo I'= (g1, g2, g5, gs) actuando en CP! es igual a
C — R; un dominio fundamental es la unién de dos octdgonos (uno en H? y otro su reflejado
en H?) y T'\Q es difeomorfo a la unién de dos toros. Por esto, decimos que el grupo fuchsiano
I" es de género 2. La construccién de este grupo fuchsiano se puede generalizar para obtener,
de esta manera, superficies cerradas de cualquier género g > 2, en las que, los grupos fuch-
sianos correspondientes, se dice que son de género g.

Consideremos las semibolas cerradas Cj, ..., Cy ortogonales a S? y contenidas en B3 U 2
determinadas por los lados del octagono; se tiene que una “manzana mordida"

D:=B*UQ) - UL C;

es un dominio fundamental de la accién de T' en B* U Q (ver figura 3.4). Podemos imaginar
a D bajo la acciéon de I' en B? U § trasladdandose por todo B? U €2, viajando por los ejes de
traslacién determinados por los generadores de I'. Se sabe que I'\B? es homeomorfo a T? x R
(donde T? es el toro), y que I'\(B* U Q) ~ T? x [0, 1] (ver [23, p.74]) .

Ejemplo 3.2.3 Un grupo de Schottky de género g > 1

Se puede consultar la existencia de los grupos de Schottky en [3, pag. 45]; aqui s6lo
los describiremos. Consideremos una coleccion D := {Dl,Dll, ..., Dy, D'g} de g > 1 pares
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Figura 3.4: Un dominio fundamental del grupo fuchsiano en QUB? es una manzana mordida.

de discos con cerraduras ajenas en CP' y supongamos que, para cada indice 7, existe una
transformacién de Mobius A; tal que

Ai(Eat(D;)) = D}

El grupo I''= (A;,..., A,) es llamado un grupo de Schottky de género g. El Lema del
Ping Pong (ver [4, p. 25]) nos dice que todo grupo de Schottky es un grupo libre.

Se tiene que I" actiia en CP' con dominio de discontinuidad Q = CP' — K, donde K es
un conjunto de Cantor; un dominio fundamental de I' en CP! es

cP' — 4 (D;u D))

i=1

y I \ Q es topologlcamente la superficie compacta orientable de género g.

Si D = {Dl, s+~ Dp,D } es la coleccién de todas las semibolas abiertas en B? U €,
ortogonales a S? y determinadas por los discos de D, entonces, un dominio fundamental de
I en B3 UQ esigual a

® uq) - 0 (D;uD)

(ver la figura 3.5). Por lo que, topolégicamente, I'\ B? es el g-toro s6lido abierto y I'\ (B*UQ)
es el g-toro sélido cerrado. Es tal vez por esto que el grupo de Schottky I' se dice que es de
género g.
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Figura 3.5: Un dominio fundamental del grupo de Schottky en 2 U B3,



Capitulo 4

Estructuras geométricas en variedades

En este Capitulo recordamos las estructuras geométricas en variedades; el lector que desee
profundizar en este tema puede consultar [9]. En este Capitulo, G denotara a un grupo de
Lie actuando de manera transitiva y analitica en una variedad analitica real X y M a una
variedad diferenciable de la misma dimensién que la de X.

Un (X, G)-atlas en M es una pareja (U, P), donde U es una cubierta abierta de M y
® = {d, : Uy — X}y,eu es una coleccién de cartas coordenadas tales que, para cada
pareja (U,,Ug) € U x U y para cada componente conexa C' de U, N Up, existe gonp € G,
tal que goap © ¢ = ¢p. Una (X, G)-estructura en M es un (X, G)-atlas maximal y una
(X, G)-variedad es una variedad junto con una (X, G)-estructura en ella. Es claro que una
(X, G)-variedad tiene una estructura de variedad analitica real heredada por X.

Supongamos que M y N son dos (X, G)-variedades y que f : M — N es un mapeo;
decimos que f es un (G, X)-mapeo si, para cada par de cartas ¢, : Uy > X y ¢ : V3 — X
(de M y N, respectivamente) y para cada componente conexa C de U, N f~1(V3), existe
g=g(C,a,0) € G tal que la restriccion de f a C es igual a @/)3_1 0 g o ¢,. En particular, sélo
nos interesan (G, X)-mapeos que son difeomorfismos locales. Es facil ver que si f : M — N
es un difeomorfismo local, donde M y N son variedades diferenciables; entonces, para toda
(X, G)-estructura en N, existe una tUnica (X, G)-estructura en M para la cual f es un
(X, G)-mapeo. En particular, cualquier espacio cubriente de una (X, G)-variedad tiene una
(X, G)-estructura canénica. En la direccién opuesta, si I' C G es un subgrupo discreto que
actia de manera libre y propiamente discontinua en X, entonces I' \ X hereda de manera
natural una (X, G)-estructura en la que el cociente X — G\ X es un (G, X )-mapeo; decimos
que esta estructura geométrica es completa. Lo anterior se puede generalizar de la siguiente
forma

Definicién 4.0.1 Si I' es un grupo discreto de G que actia de manera libre y propiamen-
te discontinua en un abierto I'-invariante U de X. Una (G, X)-estructura geométrica es
uniformizable si puede ser construida mediante el cociente I' \ U. En este caso, el cociente
U—G\U esun (G, X)-mapeo.

Sea M el cubriente universal de M, decimos que una funcién f : M — X suave y no
singular es un mapeo desarrollador y un homomorfismo p : (M) — G es una holonomia si

35
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para todo v € m (M),
fov=p(y)of

La pareja (f,p) es llamada una pareja desarrolladora.

W. Goldman muestra en [9, pp. 8-10] que toda (X, G)-estructura en M induce una pareja
desarrolladora, la cual es una 1til globalizacién de la (X, G)-estructura definida por coorde-
nadas locales. Goldman muestra también que el par desarrollador (f,p) estd determinado de
manera Unica por M, salvo por la acciéon diagonal de GG obtenida por la composicién de f
y la conjugacion de p. Ademas, una pareja desarrolladora de M determina de manera tnica
una (X, G)-estructura en M.

Sea mp := m (M, mg), mg € M, definimos

IDEX,G)(M) ::{(f7p) “pE Hom(ﬂ-la G)?

f: M — X es una funcién suave no singular y p — equivariante}.

Consideremos la topologia compacto-abierta en el espacio Hom(m, G). Como ; es fini-
tamente generado, esta topologia es igual a la topologia dada por la convergencia puntual
de homomorfismos; consideremos, también, la topologia C'*° en el espacio de mapeos desa-
rrolladores, entonces DE X,G)(M ) es un espacio topoldgico y

! /

hol : D(x (M) — Hom(m,G)
(f:p) = »p,

es continua.

Se puede consultar en [9, pp. 11-13] que la componente Diffq( M, mg) de la identidad del
grupo de difeomorfismos de M, que fijan mg actiia de manera libre y propiamente discon-
tinua en D; Xﬁ)(M ) y hol es invariante bajo esta accién; ademés que, el grupo G actiia en

DE XG)(M ) mediante la composicién del mapeo desarrollador y la conjugacién de la holo-

nomia. Sea Dx ) (M) el espacio cociente de DEX,G)(M) por Diffo(M, mg). Al igual que W.
Goldman en [9, p. 11],

Definicién 4.0.2 Decimos que el cociente
Tixe (M) =G\ (Dixe)(M)). (4.1)

es el espacio de deformacién de las (X, G)-estructuras en M.



Capitulo 5
Geometria de SL(2,C)

En este Capitulo construiremos un fibrado trivial SL(2,C) — H?, con fibra SU(2), que
es SL(2, C)-equivariante. También construiremos una métrica riemanniana en SL(2, C) inva-
riante bajo multiplicacién a la izquierda. Estos resultados los utilizaremos en el Capitulo 9
para construir una funcién continua, abierta y SL(2, C)-equivariante de Qs sobre H? U S? y,
en el Capitulo 6, para mostrar que, para todo grupo kleiniano clasico I' convexo-cocompacto
y sin torsion, la funcién identidad I' — SL(2,C),v + « es un encaje cuasiisométrico, con
respecto a la métrica de palabras de I'.

5.1. El grupo SL(2,C) fibra sobre H® con fibra SU(2)

Recordemos que en el Capitulo 3 definimos al grupo

Az{(S ab1>:a>0,b€C}CSL(2,C). (5.1)

Como A acttia de manera transitiva en H? con isotropia trivial; por el Teorema 2.1.12
tenemos que existe un difeomorfismo A-equivariante entre A y H3.
Por los Teoremas 2.1.11 y 2.1.12, sabemos que SL(2,C)/SU(2) es una variedad diferen-
ciable de dimensién tres tal que
p:SL(2,C)/SU2) — H?
g~ 9) (5.2

es un difeomorfismo SL(2, C)-equivariante y

SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2)
g~ gl (5.3)

es una submersién propia. Su composiciéon 7 : SL(2,C) — H3 es una submersién propia
SL(2, C)-equivariante y, por el Lema de Fibraciéon de Ehresmann (ver el Apéndice B), es un
fibrado localmente trivial. De hecho, es un fibrado trivial, SL(2, C) ~ H?3 x SU(2); como H? es
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difeomorfo a A, un isomorfismo es, por ejemplo, el inducido por la siguiente descomposicién

de SL(2,C)
a aila —Bla
_(lal Y[ RE
0 |ay|™! laal8  Jaaa
| |2+1)_%,a:dﬁ0_1,a1:aa—bﬁ,blzaﬁ—i-b@ysid#o;
11 aa — b, by = aff + ba,

donde si ¢ # 0, entonces 3

(NI
™ |l
I

Ql

Ql

5

8

I

entonces a = (|£]2 4+ 1)~

Entonces 7 : SL(2,C) — H? est4 dado por

SL(2,C) — CxR*
a b
( c d) - (b1a1,|a1|2), (5.4)

donde a; y b; son como antes.
Sea I' un grupo kleiniano clasico de SL(2, C), entonces 7 induce un fibrado localmente
trivial

I'\SL(2,C) — TI'\H?
[z] = [n(z)]. (5.5)

5.2. Una métrica riemanniana en SL(2,C)

En esta Seccion construiremos una métrica riemanniana en SL(2,C). Recordemos que,
en un grupo de Lie, todas las métricas invariantes bajo multiplicacién a la zquierda son
cuasiisométricas ([4, p. 86]).

Como H? es difeomorfo a A, podemos considerar a A ~ A x {I} C A xSU(2) con la
métrica hiperbélica; denotémosla por g'.

Extenderemos ahora esta métrica a todo SL(2,C) de manera que sea invariante por la
multiplicacion a la izquierda.

Como variedades

SL(2,C) ~ A x SU(2),

entonces

T1SL(2,C) =T A® T1SU(2).

Sea
g}ZT[.AXT[A%R

el producto interno en 77 A determinado por la métrica riemanniana g* de A en la identidad
1. Sea
g7 : T;SU(2) x T;SU(2) — R

un producto interno cualquiera. Definamos

gr - TISL(2, (C) X T[SL(2, (C) —R
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mediante
gr(v+u,l+p) = g;(v,1) + g3 (u,p), v,l €TLA, u,pe T;SU(2). (5.6)

Claramente

gr(v,1) = g}(v,1) para todo v,1 € T;A. (5.7)

A continuacién, veremos que gy es una forma bilineal definida positiva y simétrica en
T;SL(2,C), por lo que g; determina una unica métrica riemanniana invariante a la izquierda
en SL(2,C).

Siv l,v€TIA, u,p,u e T;SU2),x=v+u, y=1+p, w=0+1,

gr@+w,y) = gr((v+0)+ (u+a),l+p) = g;(v+7,0) + gi(u+4,p) =
91(0,1) + g1(0,1) + g7 (u, p) + 97(@, ) = gi(x,y) + gr(w, y),
g1z, y) = gr(v+u,l+p)=gr(v,1) + g7(u,p) = g1 (l,v) + g7 (p,u) =
gr(l +p,v+u) = g1y, ),
gi(z,x) = gr(v+u,v+u)=g;(v,v) + gf(u,u) > 0.

Se tiene también que
gi(azx,y) = gr(av + au,l + p) = g;(av, 1) + gj(au, p)
= ag;(v,1) + agi(u, p) = agr(v +u,l + p) = agi(z,y).

Observemos, por la definicién (5.6), que estamos declarando al espacio T7.A ortogonal al
espacio T7SU(2).

Definimos, de la manera usual en la teoria de grupos de Lie, en SL(2,C) la métrica
riemanniana ¢ invariante bajo multiplicaciéon a la izquierda, mediante

gs(u,v) :==g; (DsLsfl (u), DLy (v)) ,

donde u,v € T,SLy(C), Ly-—1 : G — G es la mutiplicacién a la izquierda por s~! y D, denota
la diferencial de una funcién en el punto s.
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Capitulo 6

Teoria geométrica de SL(2,C)

En este Capitulo mostraremos que, para todo grupo kleiniano clésico I' sin torsion y
convexo-cocompacto, la funcién identidad I' — SL(2, C), v — -~y es un encaje cuasiisométrico,
con respecto a cualquier métrica invariante bajo multiplicacién a la izquierda en SL(2,C) y
a cualquier métrica de palabras de T'.

Este resultado lo utilizaremos para probar el Lemma 8.2.1, el cual es fundamental en la
prueba del Teorema 1.0.1.

6.1. Definiciones basicas de la teoria geométrica de gru-
pos
Decimos que una funciéon f : X — Y, no necesariamente continua, entre dos espacios

métricos es un encaje cuasiisométrico si existen constantes A > 0, B > 0, tales que para
todo z,y € X,

A7Ndx(w,y) = B < dy(f(x), f(y)) < Adx(z,y) + B.

Decimos que f : X — Y tiene imagen cuasidensa si existe una constante D > 0 tal que
para todo y € Y, existe x € X tal que

dy(f(x),y) < D.

Decimos que una funcién f : X — Y entre dos espacios métricos es una cuasiisometria
si es un encaje cuasiisométrico con imagen cuasidensa. Dos espacios métricos son cuasiiso-
métricos si existe una cuasiisometria entre ellos. Ser cuasiisométrico induce una relacién de
equivalencia en el conjunto de espacios métricos.

Sea G un grupo finitamente generado y S C G un conjunto generador de G (cerrado
bajo inversos) que no contenga a la identidad. La grdfica de Cayley C de G con respecto al
conjunto generador S es la grafica Cay(G, S) construida de la siguiente manera:

1. Consideramos un vértice por cada elemento g € G.

2. Consideramos una arista entre g € G y gs, para todo g € G,s € S.
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La métrica de palabras en G con respecto a un conjunto generador S (cerrado bajo
inversos) se define como

ds(g,h) = min{n e N:3s1,...,5, €5, g_l,hzsl...sn}
= min{n € N: 3 un camino de longitud n conectando g y h en C'}

y la longitud de g € G se define como I(g) := ds(g, ), donde e es la identidad de G.
Nos gustaria aclarar que si S’ es otro conjunto finito de generadores del grupo G y d’ es
la métrica de palabras de G con respecto a S’, entonces (G, d) y (G, d’) son cuasiisométricos.

6.2. El fibrado trivial 7 : SL(2,C) — H? es una cuasiiso-
metria

Consideremos a SL(2,C) con la métrica riemanniana construida en la Seccién 5.2 y a H?
con la métrica hiperbdlica.

Proposicién 6.2.1 FEl fibrado trivial n : SL(2,C) — H? es una cuasiisometria.

Demostraciéon: En el Capitulo 5, definimos al grupo afin A y vimos que existe un di-
feomorfismo A-equivariante entre H® y A. Sean h y d las distancias en A y en SL(2,C),
respectivamente, inducidas por las métricas riemannianas ¢' y g, respectivamente, conside-
radas en la Seccion 5.2.

Deseamos comparar
1
3

L(v) = /01 (g'y(t) (’y’(t),”y’(t))) dt

con
1
2

L(10) = [ (gt ((r09 0. 02/ 0) )
para toda curva v : [0,1] — SL(2,C) en SL(2,C).

Para esto realizaremos la comparacion de sus respectivos integrandos. En particular,
mostraremos primero que existen constantes R; > 0, Ry > 0, tales que, para todo = €
SL(2,C) y para todo w € T,SL(2,C), se tiene que:

Rigo(w,w) < gy (Dan(w), Dan(w)) < Roga(w, w). (6.1)

Primero mostraremos la féormula anterior para el caso en el que x es un elemento de
SL(2,C) y w estd en el tangente unitario TU,(SL(2,C)) de SL(2,C).

De la continuidad de la métrica riemanniana y de la diferencial y de la compacidad
de aSU(2), para todo a € A C SL(2,C), se tiene que: para todo a € A, existen constantes
Ry > 0, Ry > 0 tales que, para todo « € aSU(2) y para todo u € TU,(SL(2, C)), se satisfacen
las desigualdades (6.1). Mostraremos ahora que R; y Ry no dependen de a € A.
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Para toda a € A, sean

Ll A— A,
Lo : SL(2,C) — SL(2,C)

las multiplicaciones a la izquierda por a en A y en SL(2,C), respectivamente. Si v €
TU4(SL(2,C)), entonces como D, L, es un isomorfismo, existe u € TU,(SL(2,C)), tal que
v = D, L,u. Entonces, como D,y L; preserva el producto interior, por la regla de la cadena
y como no L, = L! on, tenemos que

) (Dm(U), Dw(U)) = Gan(a) (Dn(z)Li Dyn(u), Dy Ly Dw(U))
= gén(w) (Daxn D, Lq(u), Daen DxLa(u)) = gin(x) (Daﬂ](?}), Daxn(v)).

Por lo anterior y como g¢,(u,u) = gaz(v,v) = 1, se tiene que las constantes R; y Rz no
dependen de = € SL(2,C).

Con esto hemos mostrado la férmula (6.1) para el caso en el que x € SL(2,C) y u estd
en el tangente unitario TU, (SL(2, (C)) de SL(2,C).

Mostraremos ahora la férmula (6.1) para el caso en el que x € SL(2,C) y u es unelemento
no nulo del tangente T,(SL(2,C)) de SL(2,C).
Supongamos que x € SL(2,C) y w € T,SL(2,C), entonces

w = [|wl] u,

para algin vector unitario u € TU,SL(2,C), donde la norma anterior es con respecto al
producto interior g,. Sabemos que la féormula (6.1) es valida para u; multiplicindola por
||wl|[?, por linealidad de la derivada y por bilinealidad del producto interior, obtenemos la
férmula (6.1) para w.

Finalmente si x € SL(2,C) y w es un vector nulo del tangente T,SL(2, C) de SL(2, C),por
bilinealidad del productor interior y linealidad de la derivada, se tiene que g,(w,w) =

Iz (D;m(w), Dw(w)) = 0, por lo tanto la férmula (6.1) también es valida.

Sea 7y : [0, 1] — SL(2, C) cualquier curva en SL(2, C) que una los puntos a y b de SL(2, C).
Por la férmula (6.1) tenemos que

L(v) = /01 (gA,(t) (@), 7’(75))) “dt
1;1 /01 (971707(?5)(DV(t)n(7/<t)>>D'y(t)ﬁ('}/(t)>>) dt

= ;l /01 (géowt) ((moy)(®),(mo 7)’(t))) dt = RTL(”(”))’

=

IN

[N
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Y que

ol

o) = [ (géom((now'(w,<nov>'<t>)) i

< Ry /01 (g'y(t) (’Y/(t)a ’Y/<t))) %dt = RyL(7).

Como SL(2, C) es difeomorfo a H? x SU(2), toda curva en H? se puede levantar a una curva en
SL(2, C); es decir, toda curva en H? es de la forma n(y(t)), para alguna curva 7 en SL(2, C).

Como las desigualdades anteriores valen para toda curva 7 en SL(2,C) que una los puntos
a 'y ben SL(2,C), tenemos que si
1

;h(n(a),n(b)) < ﬁh(n(a)m(b)) < d(a,b) < \/R—Qh(n(a),n(b)) <m h(n(a),n(b))

%

, 1
m = Max { ——,
v

entonces

6.3. Lema de Svarc-Milnor

En esta Seccién, veremos uno de los Lemas mas importantes de la teoria geométrica
de grupos, el Lema de Svarc-Milnor (ver [4, p. 87]), y un Corolario que utilizaremos en el
Capitulo 8 . Sea X un espacio métrico y L > 0, una geodésica de longitud L en X es un
encaje isométrico v : [0, L] — X, donde consideramos el intervalo [0, L] como subespacio
métrico de R. Decimos que X es un espacio geodésico si para todo z,z’ € X existe una
geodésica en X que empieza en x y termina en z’. Recordemos que un espacio métrico es
propio si sus bolas cerradas son compactas.

Teorema 6.3.1 (Svarc-Milnor) Supongamos que X es un espacio métrico geodésico y pro-
pio, I' un grupo discreto que actia en X de manera cocompacta (es decir, '\ X es compacto),
de manera propiamente discontinua y por isometrias, entonces:

1. T es finitamente generado.

2. Si consideramos a I' como espacio métrico con la métrica de palabras, para toda oy € X,
el mapeo f: T — X, f(v) :=7v-x¢ es una cuasiisomteria.

Demostracion: Sea xy € X, por la Proposicién 2.1.10, tenemos que existe R > 0 tal
que la bola cerrada de radio R y centro xy, B := Bg(zg) cubre a X, i.e. 'B = X. Por tanto,
f tiene imagen cuasidensa. Sea

S::{Wéfzv#l,gﬂvg%@}<oo
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r:= inf <{d(B,yB)}= inf {méixd(x, .

YESy 751{ ( 7 )} YESyy #I{x,yeﬁ ( 'yy)}

Como I' actiia de manera propiamente discontinua en X, entonces r > 0. Sea v € T,
v ¢ S,y # 1; como existe una tnica k € Z tal que

R+ (k—1)r <d(zo,v7) < R+ kr, (6.2)

entonces, existe una curva ¢ de longitud finita que une o y yzo tal que su longitud L(c)
satisface
R+ (k—1)r < L(c) < R+ kr.

Sea 1 un punto en la curva ¢ tal que d(xg,z1) = Ry, para toda i > 2 sea z; un punto
en la curva c tal que d(x;,z;,_1) = r. Afirmamos que este proceso debe terminar, ya que, si
no lo hace, entonces, para todo n € N, se tendria que

n

> d(xy,xi41) =0 < L(c).

i=1
Lo cual, evidentemente, no puede ocurrir ya que la curva es de longitud finita. Por lo
que existe n € N con la propiedad de que es el natural mas grande tal que existe una
sucesion finita S := {xy,x9, 23, ...,z,} de puntos distintos en la curva, tal que d(zg,x1) =
R, d(xy,x9) =71,...,d(xy_1,2,) =T.
Por lo que, por definicién de longitud de una curva,

R+nr < L(c)

y n es el natural mas grande con tal propiedad. Por (6.2) tenemos que n = k — 1. Modifi-
quemos un poco la sucesion, agreguemos un punto xy y definamos xp,q := yxg, escojamosla
tal que d(xg, 1) < R, d(z1,22) < 71,...,d(x)_1,2%) <1, d(T8,720) < T

Como I'B = X, sea {fyj}jfzo una sucesién de I' tal que o :=1,...,% =7 ¥V Ziy1 € 1B,
para toda i = 0, ..., k. Definamos también s; := ~; v;, para todo i = 1,...,k + 1 se tiene
que

1Sk = AV e Ve = - (6.3)

Como 7,_ lla:i € B Yy SiYi lxi+1 S SZ'B, entonces, por lo anterior, y como I' actia por

isometrias,

d(B, SZB) < d(%-__llxz‘, Sz‘%_lffiﬂ) = d(%__llxia%__lﬂiﬂ) =d(z;, x41) <.

Por lo anterior, y por la definicién de r, se tiene que S genera a I'. Por las ecuaciones
(6.2) y (6.3), tenemos que

1) < (o, 720) + 1. (6.4

Ademas, siy € S 6 v =1, la desigualdad anterior es una igualdad. Si definimos

A= rgleziég({d(io, SIFO)}a
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como S genera a I', por la desigualdad triangular y, como I' actiia por isometrias, tenemos
que

d('IOJ’yIO) d(xovsl o 'Skxo)
< d(xo, s170) + d(s1270, S159T0) + ... d(S1 + -+ Sk—1T0, S1 * * * SkTo)

= d(zo, s170) + d(xg, S2x0) + . .. d(xg, SkT0) < A(7). (6.5)

Afirmamos que X # 0, ya que si A = 0, la desigualdad anterior implicaria que, para todo
v € T, se tendria que d(xg,v2) = 0, lo cual contradice el hecho de que T" acttie de manera
propiamente discontinua en X.

Juntando las desigualdades (6.4) y (6.5) tenemos que para todo v € T’

1

1

Si I' es un grupo kleiniano convexo-cocompacto, entonces la envolvente convexa del con-
junto limite A satisface las condiciones del Teorema de Svarc-Milnor; por lo que tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 6.3.2 Sea I' un grupo kleiniano cldsico convexo-cocompacto, entonces existe un
cerrado invariante F de B3, tal que

1. El grupo I es finitamente generado.

2. Si consideramos a I como espacio métrico con la métrica de palabras, para toda x¢ € F,
el mapeo I' — F,y +— v -xg es una cuasitsometria.

6.4. La identidad de I' en SL(2,C) es un encaje cuasii-
sométrico

Consideremos la métrica riemanniana de SL(2, C) construida en la Seccién 5.2.

Proposicion 6.4.1 Si I' es un grupo kleiniano cldsico convexo-cocompacto, entonces, la
identidad I' — SL(2,C),~y — v es un encaje cuasiisométrico con respecto a la métrica de
palabras en I'.

Demostraciéon: Consideremos la métrica riemanniana de A construida en la Seccién 5.2.
Por la Proposicién 6.2.1 y por el Corolario 6.3.2, existen constantes Ry > 0, K > 0,A> 0y
r > 0 tales que

1
VIR

h(n(v), 1) <d(v,T) < h(n(3),T) + 2K,
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1 1
Xh(xoﬁ%) <I(y) < ;h(xoﬁl’o) + 1,
donde zy € C(T') N H3. Como
SU(2) \ SL(2,C) — H?
n(y) =[] = o,
es, por definicién, una isometria y h(n(v), I ) = h(vyxo, xg), se tiene que

r

VR:

I(y) — JLZQ < d(y, 1) < N(y) +2K.

47

Entonces, existen constantes B := max{\, z=,1} > 1y €' := max{ 7, 2K} > 0 tales

que, para toda v € I’

B7l(y) = C <d(y,Id) < Bl(y)+C. O

(6.6)
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Capitulo 7

La cuadrica de CP*

En el Apéndice A recordamos algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de
formas bilineales y formas cuadéticas en C" y de cuddricas en CP""!. En particular, el
Teorema A.0.16 nos dice que todas las formas cuadfaticas no degeneradas de CP"' son
equivalentes.

La forma cuadratica no degenerada

._ 2
Q(217 29, 23y 24, Z5> = R21%5 — 2924 — 23 (71)
de C° define una forma cuadratica no degenerada
* [j—
q* (21, 22, 24, 25) 1= q(21, 22,0, 24, 25)

de C*.

Consideremos la cuddrica no degenerada
4
Qs = {[zl D29 z3 2 z5) € CPY g2, 29, 23, 24, 25) = O},

de CP?* y la cuddrica no degenerada

Cy = {(21,22,23,24, z5) € C° — {0} : q(z1, 22, 23, 24, 25) = 0} (7.2)
de C°.
Sea H el hiperplano de C® definido por z3 = 0,
T (CS - {O} - (CIP)47 71—(2’/17 22, %3, %4, Z5> = [Zla 22, %35 %4, Z5]
y
Q2 = Qg N W(H)

Proposicién 7.0.1 Se tiene lo siguiente:

1. La cuddrica Qs es una subvariedad diferenciable encajada cerrada en CP* de dimen-
sion compleja 3, por lo tanto, compacta. La cudadrica Qs es una subvariedad compacta
encajada en Qs de dimension compleja 2.

49
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2. La funcion

f:SL(2,C) — CP*

(‘2 Z) — [a:b:1:c:d

es un encaje. Denotamos por © a la imagen de SL(2,C) bajo f.

3. Se tiene que

Q3:67 Q3:@UQ27 @mQ2:Q)
4. La funcion
B:Q, — CP'xCP!
Im(ccl Z)],[K@r(i Z)D (7.3)

esta bien definida y es un biholomorfismo.

[a:0:0:c:d] — (

Demostracién: Empezaremos mostrando el inciso (1). Supongamos que
52[51252323224225]€Q3.

Como no todos los z; pueden ser cero, supongamos que z; # 0. Consideremos la carta
usual (U,4)) de CP* que contiene a Z; esto es

U:={[z:2:2:2:1] € CP*,
v U — C, W([z1 0 29 23 1 24 1 1]) := (21, 22, 23, 24).
Consideremos la funcion
f : C4 — (C47 f(Zl,ZQ,Z3,Z4) = (21 — Z924 — 237227237 Z4>.

Como para todo Z € C* det(Dyzf) = 1, entonces f un biholomorfismo local, mas atin,
su inversa es

T Y1, v, y3,ya) o= (Y1 + Yol + Y34, Yo, Y3, Ya),s

por lo que f es un biholomorfismo.
Entonces,

p:U—=CH p:=for
es un biholomorfismo; ademas
p(UNQs) = pU) N {y =0},

por lo que Q3 es una subvariedad encajada de CP* de dimensién compleja 3. También

p(UNQ*) ={y1 =0} n{y2 =0} N pU),
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por lo que Q2 es una subvariedad encajada de Q3 de dimensién compleja 2 .

Sea
el ._ 2
p:C° —{0} = C, p(z1, 22, 23, 24, 25) 1= 2125 — 2224 — 23.

Se tiene que Q3 es un espacio cerrado de CP* ya que es un cociente del conjunto cerrado
p~(0). Ademas, Q; es cerrado en Q3 ya que 7(H) es cerrado en CP*.

Mostraremos ahora el inciso (2). Notemos que f esté bien definida, ya que como
ad —bc =1,
entonces [a:b:1:c:d € Qs. La funcién f en unas coordenadas en las que x # 0 se expresa
como: L -
(a,b,c) — (a,b,c, +C> — {x cy 1z + C} — (x,y,z).
a a

Entonces f es una inmersién inyectiva y, por tanto, un encaje.

Mostraremos ahora el inciso (3). Como {[a : b: 1: ¢ : d] € CP'} es abierto en CP* y
©={[a:b:1:c:d € CP'}NQs, entonces O es abierto en Q. Como todo abierto de
C® que contenga un punto cuya tercera coordenada sea cero contiene puntos cuyas terceras
coordenadas son distintas de cero, entonces © es denso en Q3.

Por definicién © y Qs son ajenos. Ademas, se tiene que

Qs = {[0:xy 2z wg:ay) i xixy —xox3 =0 U{[l: 2y s o w30 @y] t Xy — 2023 = 1}

= Q,Ue.

Finalmente, mostraremos el inciso (4). Si[a:b:0:c:d] € Qq, sea

M:(gg)

Como M es una matriz no nula cuyo determinante es cero, entonces la dimensiéon de su
kernel (y de su imagen) es uno. Entonces (7.3) estd bien definida.
Notemos que (7.3) se puede representar también como

Em:dj—hag a#0,
b0 b:d],[-b:a]) b#DO,
[a:b:0:c:d — ([a:c],[—d:c]) e 40,

([b:d,[d: =) d#0.

Tenemos que éste es un biholomorfismo local ya que, si suponemos que [bc : b : 0 : ¢ :
1] € Qq, B se representa en coordenadas como

(b,¢) — (b, —c).
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Se tiene que (7.3) es sobreyectiva ya que, si suponemos que tenemos
([1:2][y:1]) € CP' x CP',
entonces
[1:—y:0:2:—xy] € Qo
y su imagen bajo B es ([1 [y 1]) (los otros casos son similares).

Finalmente, (7.3) es inyectiva ya que, si suponemos que

[1:b:0:c:bd,[a:ad:0:1:d]

y ~
(:d [=b: 1)) = ([a:1],[~d: 1),
entonces a = % y d= b, por lo que
[1:0:0:c:b=1[a:ad:0:1:d|
(los otros casos son similares). Por tanto, (7.3) es un biholomorfismo. O

7.1. El grupo de automorfismos de la cuadrica y algu-
nos subgrupos

Los grupos O(4,C) y O(5,C) son los grupos de matrices que preservan ¢* y ¢, respec-
tivamente. El grupo SO(4,C) es el subrgupo de O(4,C) que contiene a las matrices de
determinante uno.

Decimos que dos matrices en O(n,C) (n = 4,5) distintas de cero estdn relacionadas si
una es un multiplo escalar de la otra y denotamos por PO(n,C) al conjunto de clases de
equivalencia. Se tiene que PO(5,C) es el grupo de transformaciones proyectivas que preser-
van Qg, por esto, decimos que PO(5,C) es el grupo de automorfismos de la cuddrica Qs.

El encaje de O(4,C) en O(5,C), que corresponde a anadir a una matriz de O(4,C)
un renglén (y una columna) en medio de los otros renglones (y columnas), anadir 1 a la
entrada central y ceros a las demas entradas anadidas, es un monomorfismo holomorfo.
Puesto que la composicién de este encaje y la proyeccién de O(5,C) sobre PO(5,C) define
un monomorfismo holomorfo ¢ de O(4,C) en PO(5, C), denotamos, también, por O(4,C), a
la imagen de este monomorfismo y, por SO(4,C), a la imagen de SO(4,C). Por definicién,
tenemos que el grupo O(4, C) preserva Q.

Proposicién 7.1.1 Se tiene lo siguiente:
1. La accion:
(SL(2,C) x SL(2,C)) x SL(2,C) — SL(2,C)
((g, h),:);) > grh™! (7.4)
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define una accion holomorfa de SL(2,C) x SL(2,C) en © que se estiende de forma
unica a una accion en Q3.

2. La extension del inciso anterior define un homomorfismo holomorfo 1 de SL(2,C) x
SL(2,C) sobre SO(4,C) con kernel {(I,I), (-1, —I)} y, por tanto, una accion fiel del
grupo SO(4,C) en Q3. Existen coordenadas de Qs en las que esta accion se representa
como

(,9) = (9(x), h(y))- (7.5)

3. El biholomorfismo (7.3) es SO(4, C)-equivariante con respecto a la accion definida en
el inciso (1) y a la accion (1.1) definida en el cociente SO(4,C):

SO(4,C) x (CP' x CP') — (CP' x CP')
([e:0]. o)) = (92), b)), (7.6)

4. S8i T es un grupo kleiniano cldsico sin torsion, para todo morfismo de grupos u : ' —
SL(2,C), la restriccion del homomorfismo v, definido en el inciso (2), a Ty, es inyec-
tiva; por lo tanto, Ty, es un subgrupo de SO(4,C). Ademds T, es libre de torsion.

Demostracién: Empezaremos mostrando el inciso (1). Como, por definicién, SL(2,C) y
© son biholomorfos, entonces, la accién (7.4) de SL(2,C) x SL(2,C) en SL(2,C) define una
accion de SL(2,C) x SL(2, C) en ©. Ademas, es ficil definir una accién de SL(2, C) x SL(2, C)

en Q3 siguiendo (7.4) y fijando la tercera coordenada:

(SL(2,C) x SL(2,©)) x Qs — Qs

(FRE N—

— [ac?zl + bc?z4 — aCzy — bCzs : —agzl — 6524 + adazy + bazs : 23

o) Q)

: ccizl + dcfz4 — CCz9 — dCzs : —c@zl - dgz4 + cazy + dazs).
Esta accién no es fiel ya que (—1, —1I) acttia como la identidad (I, I).

Mostraremos ahora el inciso (2). La accién de SL(2,C) x SL(2,C) en Qs del inciso (1)
define un homomorfismo holomorfo.

¥ :SL(2,C) x SL(2,C) — PO(5,C)

(2 0)(

ad —ac bd —be

0
—ab aa 0 —bb ba
))H o o0 1 0 0 |. (7.7)
0
0

o) )

Qy S

dd —de

cd —ct
db da

—cb  ca
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Como cualquier elemento de la imagen de 1) tiene determinante 1 y todas sus entradas
de la tercera columna o fila son cero, salvo la entrada (3, 3), entonces, la imagen de v esta
contenida en SO(4, C). Como SL(2,C) x SL(2,C) es conexo, entonces, la imagen de 1 es un
subgrupo conexo de SO(4,C). Como z/z(SL(Z,(C) X SL(Q,C)) y SO(4,C) son de la misma
dimension (ver [8, p. 82]), entonces, tienen que ser iguales. Por lo tanto, la imagen de 1 es
SO(4,C).

Ademés, si igualamos el lado derecho de (7.7) con la identidad, notamos facilmente que
los tinicos elementos de SL(2,C) x SL(2,C) que van a la identidad son (I,I) y (—1,—1I),
donde [ es la matriz identidad de dos por dos. De manera equivalente, notamos que el grupo

{(,0),(-1,-D)}

es el estabilizador de todos los puntos de SL(2,C); las parejas de la forma (A, A) con A €
SL(2, C) estabilizan a I y, si ABA™! = B, entonces A esta en el centro de SL(2, C). Entonces
el kernel de v es {([, I), (-1, —I)}.

Como PO(5,C) actiia en Q3 de manera fiel y SO(4,C) C PO(5,C), entonces SO(4,C)
actia de manera fiel en Q3.

Por lo que ¢ induce un isomorfismo biholomorfo de (SL(2, C)xSL(2, (C)) /{ (I,1),(—1I, —I)}
sobre SO(4, C).

Con respecto a las cartas
(2,8) > [2s:2:0:5:1]

(z,8) > [z:—2z8:0:1:—s|,

la accién de SO(4,C) en Qy se representa como (7.5).

Probaremos ahora el inciso (3). Identificamos a Q2 con las matrices de determinante cero.
Sean

M= ( “ ? ) € Qu, (g,h) € SL(2,C) x SL(2,C)
5

y B el biholomorfismo definido en (7.3), entonces
B([(g,h)} [M]) = B(lgMh™")) = ([Im(thl)], [Ker(thl)D

_ <g<[1m( Mh_l)D, [Ker(Mh‘l)D — <g([1m(M)D,h<[Ker(M>]>>
= [(9.1)]B([M)).

Por lo tanto, el biholomorfismo (7.3) es SL(2, C) x SL(2, C)-equivariante.

Finalmente, probaremos el inciso (4). En el Capitulo 3, mostramos que todo grupo
kleiniano clésico T" de SL(2,C) no contiene a —I, donde I es la identidad; por lo tanto,
(—1,—1) ¢ T, y ¢ restringido a ', es inyectivo, por lo que T',, C SO(4,C). Ademaés, como T’
no tiene torsién, entonces I',, tampoco tiene torsion. 0]
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En el Teorema 10.6.1 mostraremos que los grupos I, del inciso (4) del Teorema anterior
son grupos kleinianos ortogonales, si v : I' — SL(2,C) es un homomorfismo suficientemente
cercano al homomorfismo constante.

7.2. La geometria de la cuadrica

Sea B la forma bilineal asociada a la cuddrica ¢. Un subespacio vectorial W de C® es
llamado isotrdpico si esta contenido en la cuddrica Cy, es decir, si para todo w € W, g(w) = 0,
los vectores de W son llamados isotropicos.

Existen C-planos isotrépicos en C®, por ejemplo (ej,es), donde e; := (1,0,0,0,0) y
ey :=(0,1,0,0,0,0) son los vectores usuales de la base canénica.

Sin embargo, no existen subespacios isotrépicos de C® de dimensién compleja 3 ya que
la identidad de polarizacién nos dice que, para todo u,v € C°, se tiene que

2B(u,v) = q(u+v) — q(u) — q(v) = 0,

por lo que W C W+. Entonces por el Lema 22 de [27] (viene enunciado para espacios
vectoriales reales pero, en la demostracién de este Lema, no se utiliza este hecho, por lo que
es la misma demostracion para el caso complejo), tenemos que

2dim W < dim W + dim W+ = dim C® = 5.

Por lo tanto, dim W < g, esto es, dim W < 2.

Definicién 7.2.1 Llamamos geodésica de luz a la proyectivizacion de un C-plano isotropico

de C>.

Es claro que toda geodésica de luz es biholomorfa a CP' y que PO(5, C) manda geodésicas
de luz en geodésicas de luz.

Si p € Qg, definimos el cono de luz de p en Qs, denotado por C(p), como la unién de
todas las geodésicas de luz que pasan por p.

Recordemos que, anteriormente, hemos denotado por 7 a la proyeccién de C*> — {0} en
CP*. Sea p € Q3 y 7(p) = p. Mostraremos ahora que

C(p) = n(p" N Cy).
Si P es un plano isotropico que pasa por p, entonces, para todo u € P, se tiene que

q(u) = q(p) = q(u+p) =0;

entonces, por la identidad de polarizacion, B(u, p) = 0. Por lo tanto, u es un vector isotrépico
ortogonal a P, esto es, u € Cy N pt. Siu € Cy N pr, entonces q(u) =0y B(u,p) = 0.
Nuevamente, por la identidad de polarizacién, para todo a,b € C, se tiene que

0 = 2abB(u,p) = 2B(au, bp) = q(au + bp) — q(au) — q(bp)

= q(au + bp) — a’q(u) — b*q(p) = q(au + bp)



56 CAPITULO 7. LA CUADRICA DE CP*

Por lo tanto, el plano generado por u y p es isotrépico, es decir, u esta contenido en un
plano isotrépico que pasa por p, obteniendo lo deseado.

Si p € Qg, consideremos la siguiente relacién de equivalencia en C'(p) — {0}: decimos que
x,y € C(p) — {0} estén relacionados si pertenecen a la misma geodésica de luz que contiene
a p. Denotemos por C (p) al espacio de clases de equivalencia. Entonces C (p) es el espacio
de todas las geodésicas de luz que contienen a p.

Recordemos que en la Proposicién 7.0.1 mostramos que Qs es biholomorfo a CP' x CP!.

Proposicién 7.2.2 Sip € Qs, entonces el espacio de todas las geodésicas de luz de Q3 que
contienen a p es una variedad compleja biholomorfa a CP. Las geodésicas de luz de Qs que
estdn contenidas en Qy son de la forma {z} x CP' y CP' x {w}, donde z,w € CP*.

Demostracién: Recordemos que la forma cuadréatica no degenerada de CP?
Q= {[0:22 2z 1240 0] € CP?: 2924 + 23 :0}
es biholomorfa a CP*.

Tenemos que
C’(W(el)> =nle; NC*) = {[21 2p 2302y 0] € CPY s 2pzy + 22 = 0}.
Las preimagenes de la funcién

p:Ofmle) —{mle)} = U #(Cx{z}x{z}x{z} x{0}) = Q

[z2:23:24]€Q1

[21:20:23:24:0] — [0:29:25:24:0]

son las geodésicas de luz que contienen a 7(e;), menos el punto m(ey).

Entonces, el espacio de geodésicas de luz que contienen a 7(e;) es una variedad compleja
biholomorfa a CP'.

De forma similar, para toda g € PO(5, C), la funcién

po: C(n(gen) ) = {n(se)} = U o(n(Cx {2} x fa} x {2} x {0}) ) = 9(Q)

[z2:23:24]€Q1

g([zl:zQ:23:z4:0]>r—>g([0:22:z;;:z4:0]>,

hace al espacio de geodésicas de luz que contienen a W(g(el)) una variedad compleja biho-

lomorfa a CP'. Ademés, g induce un biholomorfismo g de C (71'(61)> sobre C (ﬂ' (g(eﬁ)).

Recordemos que definimos H como el hiperplano z3 = 0. Las geodésicas de luz contenidas
en Qo son
C’(W(el)> Nm(H) = {[z1 12 :0:24:0] €CP?: 292y = 0}.
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Definamos la funcién

q:(C(W(el))ﬂﬂ(H))—{w(el)} = {01100}

[21:22:24: 0] = [29: 24).

Entonces, q_l([O ; 1]) U {71'(61)} = 7T<<61,64>) y q_1<[1 : 0]) U {7‘(’(61)} = 7T(<61,62>> son
las geodésicas de luz que contienen a m(e1). Bajo el biholomorfismo (7.3), estas geodésicas
de luz son {[1 : 0]} x CP' y CP! x {[O : 1]}

Existen dos foliaciones naturales de CP' x CP', las foliaciones horizontal y vertical,
cuyas hojas son de la forma CP' x {2z}, z € CP' y {w} x CP', w € CP', respectivamente.
Por la definicién de la accién (7.6), SO(4, C), preserva estas foliaciones y actia de manera
transitiva en CP' x CP', entonces, las hojas de estas foliaciones son todas las geodésicas
de luz contenidas en CP' x CP'. Decimos que estas geodésicas de luz son horizontales y
verticales, respectivamente. Dos geodésicas de luz horizontales (o verticales) son llamadas
paralelas.
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Capitulo 8

Representaciones uniformemente
admisibles

Este Capitulo esta dedicado a demostrar algunos resultados técnicos que utilizaremos en
los Teoremas 10.6.1 y 1.0.1 para encontrar ejemplos de grupos kleinianos ortogonales y de
estructuras geométricas ortogonales, respectivamente, de dimensién tres.

Entre otras cosas, demostraremos el Lema 8.2.1, el cual es una generalizaciéon del Lema
2.1 de E. Ghys en [7, p.115]. Existe un resultado méas débil que éste, dado por Fanny Kas-
sel en [16, p.3|; sin embargo, éste no es suficiente para mostrar el Teorema 10.6.1 de esta tesis.

Sea I' € SL(2,C) un grupo kleiniano clasico con dominio de discontinuidad € en CP' y
u: T'— SL(2,C) un morfismo de grupos. Definimos al grupo

Fu;:{(yﬂdvn:’yGI}(ZSLCL(D><SLQ,C% (8.1)

el cual es isomorfo a I'.

Por el Capitulo 7, sabemos que I', se encaja de manera sobreyectiva en SO(4,C) C
PO(5,C), por lo que I',, actia en los espacios Qs, Qa, SL(2,C) y CP' x CP*. Sea X cualquiera
de estos espacios; decimos que u es admisible en X si, a través de este encaje, I', actiia de
manera propiamente discontinua en X. Decimos que un abierto W C Hom (F, SL(2, (C)) es
uniformemente admisible en X si

Iw(Wny»WxX
(3 (w)) = (s (o)) )

es propiamente discontinua. Decimos que u es localmente uniformemente admisible en X
si existe una vecindad V de u en Hom(F, SL(2, C)) con respecto a la topologia compacto
abierta, que es uniformemente admisible en X.

Si T' es un grupo de Schottky de género g (ver ejemplo 3.2.3), entonces el espacio

Hom(T', SL(2,C)) es una variedad diferenciable biholomorfa a SL(2,C)? de dimensién 3g.
Como la conjugacion le resta a este espacio un parametro de dimensién tres, tenemos que

59
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existe, incluso modulo conjugacion, una familia infinita de homomorfismos tan cercanos al
homomorfismo constante como queramos.

Si I es un grupo fuchsiano (ver ejemplo 3.2.2), entonces, como cualquier matriz conmuta
consigo misma, para toda matriz Ay C en SL(2, C) se satisface la ecuaciéon [A, A][C,C| =1
que define al grupo fuchsiano (ver [10, p. 567]). Como tenemos dos parametros libres de
dimensiéon tres y la conjugacion le resta un parametro de dimension tres, existe, incluso
modulo conjugacion, una familia infinita de homomorfismos tan cercanos al homomorfismo
constante como queramos.

8.1. El espacio Hom(F, SL(2, C)) es uniformemente admi-
sible en ) x CP!

Recordemos que, en (1.1), definimos la accién:
(SL(2,C) x SL(2,C)) x (CP' x CP') — (CP' x CP!).
((g:h), (zw)) = (g(=), h(w))
Lema 8.1.1 FEl espacio Hom(F, SL(2, (C)) es uniformemente admisible en Q x CP'.
Demostraciéon: La proyeccién
D (Hom(F,SL(2,C)) x (2 x (CIP’1>> 50
(u, (z,w)) =z,

es una funciéon continua y I'-equivariante con respecto a la acciéon de I en €) por transforma-
ciones de Mobius y a la accion:

I x <Hom(F,SL(2,(C)) < (2% CP1)> ~ Hom(T,SL(2,0)) x (2 x CP)

(3 (w G w))) = (w (12 uw)).

Por lo tanto, por la Proposicion 2.2.3, obtenemos que I' actiia de manera propiamente
discontinua en p~1(12). O

8.2. El homomorfismo constante es localmente unifor-
memente admisible en SL(2, C)

Recordemos la accién:
(SL(2,C) x SL(2,C)) x SL(2,C) — SL(2,C)
((9.h),2) = gzh™,
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definida en (7.4).

En [7, p.115] E. Ghys mostré que si I' C SLy(C) es un grupo kleiniano cocompacto,
entonces el homomorfismo constante es localmente uniformemente admisible en SL(2,C).
Como todo grupo kleiniano cldsico cocompacto es un grupo kleiniano convexo-cocompacto,
entonces el Lema que demostraremos en esta seccion es una generalizacion del Lema de E.
Ghys.

En [16, p.3|, F. Kassel mostré que si I' C SLy(C) es un grupo kleiniano convexo-
cocompacto, entonces todo morfismo suficientemente cercano al homomorfismo constante
es admisible en SL(2,C). El siguiente Lema, que transforma este resultado de F. Kassel so-
bre admisibilidad en un resultado sobre admisiblidad uniforme, nos es necesario ya que lo
utilizaremos para demostrar que el morfismo constante es localmente uniformemente admi-
sible en © U (€2 x CP') (Teorema 10.6.1).

Lema 8.2.1 Si I' C SL(2,C) es un grupo kleiniano sin torsién y convezro-cocompacto, en-
tonces el morfismo constante es localmente uniformemente admisible en SL(2,C).

Demostracién: Modificaremos la prueba de Ghys [7, p.119], quien muestra el mismo
resultado pero para grupos discretos y cocompactos de SL(2, C).

Sea S un conjunto finito de generadores de I' (cerrado bajo inversos) y, para todo v € T,
sea () la longitud de la curva «y con respecto a la métrica de palabras inducida por S. Por
la Proposiciéon 6.4.1. existen constantes B, C > 0 tales que para todo v € I,

B7(y) = C < d(v,1d) < Bl(7) + C.

Es bien sabido (ver [7]) que existe una constante A > 1 tal que la distancia d satisface
que para todo = € SL(2,C):

A7Nd(w, 1) < In(1+|Je = I||) < Ad(x, T).
Por lo que, para todo v € T,
AT (BU(y) = C) < (14 ||y = I1]).
Por otro lado, sea n > 0 tal que 0 < n < A~'B~!. El conjunto

Voo (1) = {[u(s) = I| < " = 1}

es un abierto en Hom(F, SL (2, C)) que contiene al morfismo constante. Sea u € Ven_1(1),

entonces, para todo s € S, ||u(s)|| < €7 . Como para todo v € I, existe sq,..., s, € S tal
que y =8y ---- Si(~), tenemos, entonces, que
lu)I| = sy sip) | = Hulse) -+ - ulsip) | <l uls)f] - lusi)l[< ™.

Para todo compacto K C SL(2,C), sea

L:={yel:KnyKu(y)™"#0}.
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Entonces, para todo v € L existen x,y € K, tal que y = yru(y)~!. Como la funcién
SL(2,C) — SL(2,C), a + a~! es continua, entonces K~ := {27! : 2 € K} es compacto.

Por lo que D := ze(%léf((_l){HZHZ} < oo. Por lo tanto, para todo v € T,
Il = llyu(y)z7Y|< D|lu(y)||< De”™,

Por todo lo anterior, tenemos que, para todo v € T,

AL (B_ll(y) — (]) <In(2 + Den(l(v)))_

Como para toda x > D, 24+ x < (M)x y como De) > D, entonces

D
2+ D
In(2 + D) < m}) +In(D) + 7i().
Por lo que
(A7'B™' —)i(y) <In(2+ D) + CA™ L.
Esto es,

In(2+ D)+ CA™!
A-1B—1 g

Sea C' X K C Va_1(I) X SL<2,C) un compacto, donde C' C Hom(F,SL(Q,(C)) y K C
SL(2, C) son compactos. Como

I(y) < (8.2)

Cx K= ugg({u} X K),

y, como el lado derecho de (8.2) s6lo depende del compacto K y de las métricas en A y en
SL(2,C) y no del morfismo u € C, entonces I" actiia de manera propiamente discontinua en

‘/;n_l(l) X SL(Q, (C)

Por la Proposiciéon 2.1.8 y, como I' no tiene torsion y actia de manera propiamente
discontinua, entonces actiia de manera libre en SL(2, C). O



Capitulo 9

Clasico implica ortogonal

En este Capitulo recordaremos un resultado de A. Guillot (ver [12, p.225]) que dice que
todo grupo kleiniano clésico de SL(2,C) actta, a través de un encaje de éste en PO(5,C),
como grupo kleiniano ortogonal de dimension tres. En este Capitulo, mostraremos que, si el
grupo kleiniano clasico es un grupo de Schottky clasico, entonces, también es un grupo de
Schottky ortogonal.

9.1. Grupos kleinianos de Guillot

Recordemos que, en el Capitulo 7, definimos la cuddrica no degenerada Qs de CP* y el
grupo PO(5,C) de transformaciones proyectivas que la preservan.

Recordemos que, en el Capitulo 1, definimos un grupo kleiniano ortogonal de dimension
tres como un subgrupo discreto de PO(5,C) que acttia de manera propiamente discontinua
en algin abierto invariante no vacio de la cuadrica Q3.

Por el Capitulo 7, sabemos que el grupo SL(2,C) x SL(2,C) es un recubrimiento doble
de un subgrupo en PO(5,C) isomorfo a SO(4,C). Consideremos la inclusién de SL(2,C) a
SL(2,C) x SL(2,C) como el primer factor y la proyeccién subsecuente a SO(4,C). Se tiene
que si I es un grupo kleiniano clésico de SL(2, C), entonces, se inyecta a SO(4, C) por lo que
se puede considerar como subgrupo de PO(5, C).

En este Capitulo, recordaremos (ver [12, p. 225]) que si I" es un grupo kleiniano clasico de
SL(2,C) y sin torsién, entonces I' acttia a través de este encaje como grupo kleiniano orto-
gonal; en este sentido, diremos informalmente que los grupos kleinianos cldsicos son grupos
kleinianos ortogonales. Ademas, si I' es convexo-cocompacto, entonces, el espacio cociente
correspondiente es compacto.

El fibrado trivial y SL(2, C)-equivariante n : SL(2, C) — H? construido en (5.4) determina
un fibrado trivial y SL(2, C)-equivariante de © en H?; llamemos a este tltimo también 7.

Consideremos la accién de {I} x SU(2) € SL(2,C) x SL(2,C) en Qgs, el espacio cociente
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({I} X SU(Q)) \ Q3 y el mapeo cociente
0:Qs — ({1} xSU@2))\ Qg
z — [z

Proposicién 9.1.1 La funcion 0 es continua, abierta, SL(2,C)-equivariante y puede ser
representada como

§:Q — HPucCP! (9.1)
n((zl ZQ)), [21:20:23:24: 25 €O,

24 Z5

[Im(zl Z2>], (21029001 240 25) € Qa.

24 Z5

0([z1 129 23 1 24 © 25))

Demostracién: Por la definicion de la accién de SL(2,C) x SL(2,C) en Qg (inciso 1 de
la Proposicion 7.1.1), ¢ es SL(2, C)-equivariante. Por la definicién de mapeo cociente, 0 es
continua.

Si U C Q3 es un abierto, entonces

oU) = U U/ ~,
) 96({1}XSU(2))g /
donde ~ es la relacién de equivalencia definida por estar en la misma 6rbita. Entonces, como
d(U) es un cociente de un conjunto abierto y saturado, entonces, es abierto; por lo que ¢ es
una funcién abierta.

Por otro lado, por el Capitulo 3, sabemos que A actia libre y transitivamente en H?;
entonces, por el Teorema 2.1.12,

A —» H?
g = g(i),

es un difeomorfismo A-equivariante.

Por lo anterior, de la definicién de 7 : SL(2,C) — H? y, como SL(2, C) es difeomorfo a A x
SU(2), tenemos que p|si2,c) = 7). Por todo esto, por el biholomorfismo (SL(Q, C) xSL(2, C))—
equivariante definido en (7.3), por la definicién (1.1) de la accién de SL(2,C) x SL(2,C) en
CP' x CP' y, como SU(2) acttia en CP* transitivamente, obtenemos (9.1) .

El siguiente Teorema fue probado por A. Guillot en [12, p. 225]

Teorema 9.1.2 Si I' es un grupo kleiniano clasico, sin torsion y con dominio de disconti-
nuidad Q en CP', entonces Up :=0© U (Q X CIP’l) es un abierto maximal en el que I' actia
de manera propiamente discontinua.

Demostracién: Por el Capitulo 3, sabemos que H?® U ) es un abierto de H® U CP! en
el que I' actiia de manera propiamente discontinua. Entonces, por las Proposiciones 9.1.1 y
2.2.3, se tiene que Ur := 6 '(H® U Q) =60 U (Q x CP') es un abierto en el que I' acttia
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de manera propiamente discontinua. Finalmente, por la Proposiciéon 2.2.4, Ur es maximal.

O

Entonces, el espacio de érbitas
Zp =I \Ur,

dado por la Proposiciéon anterior, es una variedad compleja que, como mencionamos en el
Capitulo 1, llamamos la variedad de Guillot.
Como O y Q x CP! son I'-invariantes y I acttia en Qs sélo en el primer factor, entonces

M\Ur & T\O UT\(Q x CP') & T\© U (T\Q x CP').

9.2. Cocientes de Guillot

Recordemos que, en (3.1.2), definimos un grupo kleiniano convexo-cocompacto como un
grupo kleiniano clasico T' en el que T'\ (H? U Q) es compacto, donde Q es el dominio de
discontinuidad de I en CP! .

Sea I' C SL(2,C) un grupo kleiniano cldsico, convexo-cocompacto, libre de torsion y
con dominio de discontinuidad Q en CP'. En esta Seccién, recordaremos un resultado de
A. Guillot en [12, p. 225]. En particular, utilizaremos los resultados del Apéndice 3 para
encontrar condiciones equivalentes a que la variedad de Guillot Zr sea compacta.

Proposicién 9.2.1 Si [' es un grupo kleiniano clasico y sin torsion. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

1. La variedad Zvr es compacta.

2. La variedad T'\ Q es compacta y el nimero de puntas de T\ H? es igual al nimero de
componentes conexas de I' \ €.

3. El grupo T' es convezxo-cocompacto.

Demostracién: Sea I' un grupo kleiniano cldsico sin torsién. Como H? y © son conexos,
se tiene que I'\H?® y T'\© son conexos. Como SL(2,C) es denso en Ur, entonces, I \ © es
denso en Zr y, por tanto, Zr es conexo.

Si Zp es compacta, como I'\ (Q x CP") = Zpr N (F \ (2 x (ClP’l)), entonces, I' \ 2 es
compacta. Entonces, tanto en el punto (1) como en el (2), la subvariedad I'\Q2 es compacta.

1) <= 2) Supongamos que la la subvariedad T'\{2 es compacta, entonces, tiene un
nimero finito de componentes conexas. Por (5.5), existe un fibrado localmente trivial I'\© —
['\H?, con fibra compacta y conexa, entonces, por la Proposicién D.0.8, los espacios de puntas
de T'\© y de I'\H? son homeomorfos.

Por lo anterior, (I'\Q2) x CP' es una subvariedad encajada compacta de Zr y, por la
Proposiciéon D.0.7, Zr es compacto si y sélo si el nimero de puntas de T\ SL(2, C) es igual
al niimero de componentes conexas de (I'\ Q) x CP'. Por lo que Zp es compacto si y sélo
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si el nimero de puntas de I'\H? es igual al nimero de componentes conexas de I'\Q2. Con lo
que mostramos la equivalencia entre los incisos (1) y (2).

3 = 2) Supongamos que I' es convexo-cocompacto. Dado que
L\Q=T\(QUB)NT\S?

entonces, I' \ Q2 es compacto. Por las Proposiciones D.0.4 y D.0.7, el espacio de puntas de
'\ B? es finito y su niimero de elementos es igual al niimero de componentes conexas de I'\ 2.

2 = 3) Se sigue directamente de las Proposiciones D.0.4 y D.0.6. U

Como ejemplos de grupos kleinianos convexos-cocompactos y sin torsion tenemos al grupo
generado por una transformacién hiperbdlica (ejemplo 3.2.1), a los grupos fuchsianos de
género g (ejemplo 3.2.2) y a los grupos de Shottky de género g (ejemplo 3.2.3), todos ellos
estudiados en la Seccion 3.2.

9.3. Schottky clasico es Schottky ortogonal

Recordemos que, en el Capitulo 1, definimos un grupo de Schottky ortogonal de género g
como un subgrupo discreto I' de PO(5, C) tal que existe una colecciéon {Cy, Dy, ...,Cy, D,} de
conjutos abiertos de Q3, con cerradura ajena, y un conjunto finito {sq,...,s,} de generadores
de I'; tales que para todoi =1,...,g,

En la Seccion 9.2, vimos que todo grupo kleiniano clasico de SL(2, C) convexo-cocompacto
y sin torsion es un grupo kleiniano ortogonal de dimension tres; en esta Seccién, mostraremos
que si, ademas, el grupo kleiniano clasico es de Schottky, entonces, es un grupo de Schottky
ortogonal.

Si I' es un grupo de Schottky ortogonal como el de la definicién, entonces
g — _
i=1

es un dominio fundamental de cerradura compacta para la acciéon de I' en

U:= Ug@.

yel

Y, por la Proposicion 2.2.6, I es un grupo kleiniano de ortogonal de dimensién tres; en
particular, I'" actiia de manera propiamente discontinua y cocompacta en U.

Empezaremos mostrando dos proposiciones técnicas. Recordemos que, en el Capitulo 9,
construimos una funcién 6 : Q3 — CP' U H?, abierta, continua y SL(2, C)-equivariante.
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Proposicién 9.3.1 Para todo conjunto A C Q3 tenemos que 61 (A) C 6-1(A):

Demostracion: Siy € 67 1(A) y y ¢ §-1(A), entonces d(y) € A y existe un conjunto
abierto U que contiene a y y que no interseca a 6 '(A). Como § es abierta, tenemos que
d(U) es un conjunto abierto que no interseca a A y que contiene a d(y). Pero ésta es una
contradiccién porque §(y) € A. O

Proposicién 9.3.2 Se tiene que para toda g € G y para todo A C M, g6~ *(A) = 5~1(gA).
Demostracién: Si y € gd '(A), entonces existe z € 6 1(A) ya € Atal quey = gr y
§(z) = a, entonces g7y = x,9g79(y) = §(g'y) = §(z) = a, por lo que d(y) = ga € gA,

y €07 (gA). Siy € 6 (gA), entonces d(y) € gA, por lo que existe a € A tal que §(y) = ga,
entonces 6(g1y) = ¢g710(y) = g 'ga = a € A, por lo que g7'y € 71(A). O

Teorema 9.3.3 Si I' is un grupo de Schottky clasico de género g, entonces I' es un grupo
de Schottky ortogonal de género g.

Observacion: Esta Proposicion se puede generalizar y mostrar que es posible jalar gru-
pos de Schottky bajo funciones continuas, abiertas y equivariantes definidas en variedades.

Demostracién: Consideremos un grupo de Schottky cldsico I' C SL(2,C) de género g

de CP', entonces por definicién existe un conjunto finito de generadores S = {sy,..., S}
de I' y una coleccién Ay, By ..., A,, B, de conjuntos abiertos de CP' cuyas cerraduras son
ajenas y tales que para todoi=1,...,g,

si(A7) = B;.

Por la Proposicién 9.3.1, para toda i = 1,...,g,  (4;) = 6 1(A;),0 1(B;) = 6~ 1(B,).
Definamos entonces para toda i =1,...,g,

Ci = 571(141'), D,L = 571(B,L)

Por lo anterior, por las hipétesis y por la Proposicion 9.3.2 tenemos que

s(C%) = s, ((51(Ai))c) — 5(071(A9)) = 67 (s4(A9)) = 671(By) = 5 1(By) = Ci.

Entonces por definicién, I' es un grupo de Schottky ortogonal de dimensién tres y de
género g. ([l
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Capitulo 10

Grupos kleinianos ortogonales de
dimension tres

10.1. Introduccion

Recordemos que, en el Capitulo 7, definimos la cuddrica no degenerada Qs de CP* y al
grupo PO(5,C) de transformaciones proyectivas que la preservan.

Recordemos también que, en el Capitulo 1, definimos un grupo kleiniano ortogonal de
dimensién tres como un subgrupo discreto de PO(5,C) que actia de manera propiamente
discontinua en algtin abierto invariante no vacio de la cuadrica Qs.

Los grupos kleinianos ortogonales son generalizaciones de los grupos kleinianos clasicos
ya que estos ultimos se pueden ver como subgrupos discretos del grupo PO(3,C) de trans-
formaciones proyectivas que preservan la cuddrica no degenerada de CP? y que actian de
manera propiamente discontinua en algin abierto invariante de ésta.

En este Capitulo, construiremos ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimensién
tres. Mientras se preparaba esta tesis, de manera independiente y utilizando otras técnicas, F.
Guéritaud, O. Guichard, F. Kassel y A. Wienhard encontraron ejemplos similares a algunos
de los ejemplos que encontramos en esta tesis de grupos kleinianos ortogonales de dimension
tres (ver Teorema 4.1 y Observacién 4.3 de [11, p. 68]).

Los grupos kleinianos ortogonales encontrados por F. Guéritaud, O. Guichard, F. Kassel
y A. Wienhard generalizan al grupo I',, donde I' es un grupo kleiniano clasico convexo-
cocompacto y sin torsion y v : I' — SL(2,C) es un morfismo suficientemente cercano al
constante. Mientras que los grupos kleinianos de esta tesis corresponden al grupo I',, donde
[' es un grupo kleiniano cldsico geométricamente finito y sin torsién, u : I' — SL(2,C) es
un morfismo suficientemente cercano al constante, tal que I', actiia de manera propiamente
discontinua en © (por ejemplo, si I' es convexo-cocompacto).

Unos de los primeros ejemplos de grupos kleinianos ortogonales de dimension tres fueron
construidos por A. Guillot en [12, p. 225] (ver el Capitulo 5). En particular, A. Guillot mos-
tré que todo grupo kleiniano clasico de SL(2,C) es un grupo kleiniano ortogonal y que, si
el grupo kleiniano clasico es convexo-cocompacto, entonces es un grupo kleiniano ortogonal
cocompacto.
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En el Capitulo 9, definimos los grupos de Schottky ortogonales; vimos que son grupos
kleinianos ortogonales y mostramos que los grupos de Schottky clasicos de SL(2,C) son gru-
pos de Schottky ortogonales de dimensién tres.

Recordemos que, en el Capitulo 7, mostramos que SO(4,C) C PO(5,C) es isomorfo a

{(I,1),(=1,=D}\ (SL(2,C) x SL(2,C)).

En particular, éste actiia en Qs, extendiendo la accién (7.4) de la siguiente manera:

{(1,1),(~1,=1)} \ (SL(2,C) x SL(2,C)) x Qs — Qs

(FRE —

— [atle + bgz4 — acCzy — bCzs : —a@zl — 6524 + adazy + bazs : 23

o) Q)

: ccle + dciz4 — CCz9 — dCz5 - —chl - d/b\z4 + cazy + dazs),

(Z Z)( 2>€SL(2,C).

En el mismo Capitulo, definimos una accién de este grupo en CP' x CP' y mostramos
que existe un biholomorfismo (SL(2, C) x SL(2, (C))-equivariante entre Q, y CP' x CP'.

donde

Q1 I

Sea I" un grupo kleiniano clésico de SL(2, C) convexo-cocompacto y sin torsion y u : I' —
SL(2,C) un morfismo de grupos suficientemente cercano al morfismo constante. Recordemos
la definicién

I, = {(7,u(7)) : v € T} C SL(2,C) x SL(2,C),

dada en (8.1) y que, en (7.1.1), mostramos que I', C SO(4,C). En este Capitulo, veremos
que I';, es un un grupo kleiniano ortogonal de dimensién tres; en particular, actiia de manera
propiamente discontinua en © U (2 x CP') (independiente del morfismo u), donde © fue
definido en el inciso (2) de la Proposicién 7.0.1 como Q3 — Qs.

Para mostrar este resultado, utilizaremos los resultados del Capitulo 6 sobre representa-
ciones uniformemente admisibles, adaptaremos algunas definiciones de Ch. Frances en [6] y
generalizaremos algunos de sus resultados. En particular, estudiaremos los puntos de acumu-
lacién de érbitas de los compactos de Q3 de todo subgrupo G C SO(4,C) discreto. Surgiré
de manera natural un cerrado invariante formado por la cerradura de algunos puntos de acu-
mulacion de érbitas de compactos. El complemento de este cerrado es un abierto invariante
que no contiene puntos de acumulacién de érbitas de compactos y, por tanto, en el que el
grupo G actiia de manera propiamente discontinua.
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10.2. Convergencia de las sucesiones de funciones de

GL(n,C)

En esta Seccién, estudiaremos diferentes tipos de convergencia de sucesiones de GL(m, C),
donde m € N y algunas relaciones entre éstas. Este estudio nos es importante ya que,
como mencionamos en la Seccién 10.1, mostraremos una férmula que relaciona los puntos de
acumulacion de orbitas de compactos de sucesiones Whitney equivalentes y la definiciéon de
las sucesiones Whitney equivalentes refiere a la convergencia de sucesiones.

Para toda m € N, denotemos, por GL(m, C) al grupo de matrices invertibles de m x m.
Por simplicidad, probaremos los resultados de esta secciéon para n = 5; sin embargo, las
pruebas son iguales para todo m € N. Recordemos que 7 : C™ — {0} — CP™ "' es la
proyeccion al proyectivo.

El grupo de matrices de m xm con coeficientes complejos es homeomorfo a C™ y contiene
a GL(m,C) como abierto. Considerémoslo con la topologia de subespacio de cm.

Recordemos que definimos en (7.2) la cuddrica Cy de C° y que 7(Cy) = Qs.

Proposiciéon 10.2.1 Sea g un punto y (gn) una sucesion de GL(m,C); considerémoslos
como automorfismos de C™. Son equivalentes:

1. La sucesion (gn) converge a g con respecto a la topologia de subespacio de cm’.
2. La sucesion (g,) converge a g uniformemente en compactos.

3. La sucesion (g,) converge a g con respecto a la topologia compacto abierta.

)

4. La sucesion (g,) converge a g puntualmente.

Si g es un punto y (g,) una sucesion de O(4,C) y los consideramos como automorfismos
de la cuddrica Cy, entonces estas equivalencias también son vdlidas.

Demostracién: 1) = 2) Supongamos que g es un punto y (g,) es una sucesién de
GL(5,C) y que g, — g con respecto a la topologia de subespacio de C**. Para toda i =
1,...,5 se tiene que

Ai = ’CLZZl +-- '+0JZ-L5Z5 — ((]JﬁZl +-- ‘+CLZ'5Z5)| < |CL;L1 —ai1||21| +-t |af§, —ai5||z5|. (101)

Sea K un compacto de C° y ¢ > 0, entonces existe M > 0y N > 0, tal que, para toda
z=(21,...,25) € K, [z| < M yparatodon > N, paratodod,j=1,...,5, |af; —ai;| < z73;-
Por lo anterior, y por (10.1), para toda n > N y para toda z € K,

€2 €2
\gnz—gz|:\/A%+~-+A%<\/g—i-'--—i—g:e.

Entonces, g, — ¢ uniformemente en compactos como sucesiéon de funciones de C* en C®.
Si g es un punto y (g,) es una sucesién de O(4, C), utilizando los mismos argumentos, se
deduce la misma conclusion si se remplaza C° por la cuddrica C,.
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2) <= 3) Es bien sabido y se sigue directamente de las definiciones que, para espa-
cios métricos localmente compactos, la convergencia uniforme en compactos de sucesiones es
equivalente a la convergencia local uniforme (ver [30, p. 96]).

2) = 4) Es bien sabido y se sigue directamente de las definiciones que, para espacios
métricos, la convergencia local uniforme de sucesiones implica la convergencia puntual.

4) = 1) Supongamos que g es un punto y (g,) una sucesiéon de GL(5,C) y que g, — ¢
puntualmente como funcién de C?, entonces si z = (1,0,0,0,0), se tiene que g,z — gz; esto
es (aly,...,ad) — (ain,...,as ). Tomando

z=(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1),

se concluye que g, — g con respecto a la topologia de subespacio de C°.

Supongamos que ¢ es un punto, (g,) es una sucesiéon de O(4,C) y que g, — g puntual-
mente como funcién de la cuadrica Cy. Utilizando los mismos argumentos que acabamos de

ver, podemos concluir que, para todo i,j =1,...,5,j # 3, aj; — a;;.
Por lo que
—ayy — ayy —a12 — A14
—ayy — Ay —Q22 — Q24
—ag, —ag | = | —az —an
—Qyy — Ay —Q42 — (44
—agy — gy —as52 — (54

Siz=(0,1,1,1,0) € Cy4, como g,z — gz, se tiene que

ary + afs + afy @12 + a3 + Q14
a5y + ayz + agy ag2 + Qg3 + a2
agy, +agg+ag [ — | as2+ass+asn
ayy + ays + ajy (g9 + Q43 + Ay
agy + ag3 + agy asz + a3 + asg
Entonces, sumando ambas sucesiones obtenemos que (af, . .., als) — (a3, ..., as3) y, por
tanto, g, — ¢ con respecto a la topologia de subespacio de C?°. O

Sea d es una métrica de CP™ ' y g un punto y (g, ) una sucesién de GL(m, C). Recordemos
que decimos que (g,) converge localmente uniformemente a g en CP™ ' si para todo z €
CP™ !, existe una vecindad U, de z tal que (g,) converge a g uniformemente en U, es decir,
si para todo z € CP"™! existe una vecindad U, de z y N € N, tal que, para todon > N vy,
para todo x € U, d(gn(x),g(:lf)) <.

Proposicién 10.2.2 Sea g un punto y (g,) una sucesion de GL(m,C). Si g, — g con
respecto a la topologia de subespacio de cm Y, i consideramos a g y a g,, para toda n € N,
como automorfismos de CP™ !, entonces:

1. La sucesion (g,) converge a g localmente uniformemente en CP™ ',
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2. La sucesion (g,) converge a g con respecto a la topologia compacto abierta.

Si g y para toda n € N, g, € O(4,C), el enunciado anterior es cierto también si los
consideramos como automorfismos de la cuddrica Q3.

Demostracién: Empezaremos mostrando el inciso (1). Sea g un punto y (g,) una suce-
sion de GL(5,C) y g, — g con respecto a la topologia de subespacio de C*. Sea

gu(@) == (g1(), ... (@), g(@) = (a(2),..., g5(x)),

entonces, por la Proposicién 10.2.1, g, — ¢ localmente uniformemente en C5.
Para todo z € C®\ {0}, n(z) € CP*, como 7(g(z)) € CP*, g(z) # 0. Supongamos que
g1(2) # 0, Sea d; la distancia en A; inducida por la carta afin usual

g25 A — (C4
(21020123 0240 25) = (,,, )
Es suficiente mostrar que, para todo z € CP™ !, existe una vecindad U, de z en (Al, dl) y
N € N, tal que, para todo n > N y para todo x € U,, d; (gn(x),g(a:)) <e.
Como g1(z) # 0, entonces, existen R; >0, i =1,...,5, tal que
g(z) € A:={|z1| > R} x{| 22| < Ro} x -+ x{| z5] < Rs}.

Por continuidad de ¢ y como ¢, — ¢ localmente uniformemente en C°, tenemos que
existe un abierto U; C C° que contiene a z y N; € N tal que para toda n > N; y para toda
x € Uy, g(x), gn(x) € A. Entonces, para toda x € Uy, Ry < |¢g1(x)], R1 < |g](z)| y para toda
i=2,...,5,|gi(z)| < Q:=méx{Rs, R3, Ry, R5}.

Sea
— min R15 SR?
€= 4@

Como ¢, — g localmente uniformemente, existe un abierto U, C C® que contiene a z y
Ny € N, tal que, para toda n > N,, para toda z € U, y para todat=1,...,5,

97 (x) — g:()] < \/Ig7(x) )P+ + g5 (2) — g5(2) ] = |gn(z) — g(@)] <e. (10.2)
Entonces, six € UyNU; y n > max{Nl, Ny}, para todo i = 2,...,5,

< gt(@) —gi(@)| | |gi(=) — 91(@)]gi(x)]

(@) a@|" g g7 (@)ga ()|
gt —g@)| | Qlat@) —qu(a)] _ o
- Ry R? 2
Como
d(lgh(@) s @], (@) : - gola)]) = z;g? : g((i <5,
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entonces, g, — ¢ localmente uniformemente en w(U;). Como esto vale para cualquier
z € C° — {0}, concluimos que g, — g localmente uniformemente en CP*.

Utilizando los mismos argumentos, si suponemos que g es un punto y (g,) una sucesion
de O(4,C) y que g, — g en la topologfa de O(4,C) de subespacio de C** concluimos que
gn — g localmente uniforme en la cuadrica C).

Finalmente, mostraremos el inciso (2). Por el inciso anterior y por la Proposicion C.0.1 del
Apéndice, que afirma que para sucesiones de homeomorfismos en espacios métricos la topo-
logia compacto abierta y la convergencia local uniforme coinciden, obtenemos directamente
este inciso. U

10.3. Sucesiones divergentes

10.3.1. Introduccion

Decimos que una sucesion (g,) de GL(m,C) es divergente si, eventualmente, se escapa
de cualquier compacto, es decir, para todo compacto K C GL(m,C), existe N € N tal que,
para todon > N, g, ¢ K.

Decimos que dos sucesiones divergentes (g,) y (G,) de GL(m, C) son Whitney equivalentes
si existe un compacto K de GL(m,C) y dos sucesiones (u,,) y (4,) de K, convergentes en la
topologia usual de matrices, tales que, para toda n € N, g, = u,g,Up.

Recordemos que, en el Capitulo 2, definimos un punto de acumulacién de la érbita de
un compacto como un punto tal que toda vecindad que lo contiene interseca infinitos trasla-
dados del compacto y mostramos que una accién es propiamente discontinua si y sélo si no
contiene ninguno de estos puntos.

Empezaremos esta Secciéon mostrando la siguiente Proposicion:

Proposicién 10.3.1 (Una descomposicién KAK de SO(4,C)) Sea A" el grupo de ma-
trices de la forma

00 0 0
0 e 0 0 0
o 01 0 0 |, (10.3)
0 0 0 e* 0
000 0 e

donde A\, € R. Entonces, existe un compacto K C SO(4,C) tal que
SO(4,C) = KA'K. (10.4)

En las Proposiciones 3, 4 y 5 de [6], Ch. Frances afirma de forma implicita, en que las
dindmicas de los puntos de acumulaciéon de érbitas de compactos de sucesiones Whitney
equivalentes son iguales; sin embargo, no aclara ni justifica esta afirmacién. En esta Seccion
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mostraremos la siguiente féormula que, no sélo aclara la afirmacion de Frances, sino ademas
proporciona una herramienta que estd mostrando ser muy poderosa en el estudio de grupos
kleinianos en dimensiones altas.

Proposicién 10.3.2 Sea m € N, supongamos que u,u € GL(m + 1,C), para toda n € N,
Gny Un, Uy también pertenecen a GL(m + 1,C), u, — u, @, — U, (g,) es una sucesion
divergente de GL(m + 1,C) y U es un conjunto abierto de CP™, entonces

D (U) = 1 Dy (ul0)).

Esta formula es interesante ya que, con ella y con la descomposicién KAK de SL(m, C),
de la Proposicicon 10.3.1, calcularemos en esta Seccién todos los puntos de acumulacion
de érbitas de compactos de Q3 de sucesiones divergentes de SO(4,C). Esto nos permitira
encontrar, en la Seccién 10.4, para cada grupo discreto de SO(4,C), un abierto invariante
de Q3 en el que la accién es propiamente discontinua.

En esta Seccion, definiremos y clasificaremos un tipo especial de sucesiones divergentes de
SO(4,C) y daremos una clasificaciéon. Veremos también, que esta clasificacién es interesante
ya que determina la dindmica de las orbitas de los compactos de la cuadrica Qs.

Todo lo anterior nos permitird calcular los puntos de acumulacion de las orbitas de
compactos de sucesiones divergentes a partir de los puntos de acumulacion de orbitas de
compactos de sucesiones diagonales.

Demostracién de la Proposiciéon 10.3.1: Sea BT C SL(2,C) el grupo de matrices de
la forma
et 0
0 e )’
con A € R. Por el Corolario 1.1.2 de [14, p. 16],
SL(2,C) = SU(2) BT SU(2).
Por lo tanto, tenemos que
SL(2,C) x SL(2,C) = (SU(2) x SU(2)) (B x BY) (SU(2) x SU(2)).

Finalmente, recordando el epimomorfismo ¢ : SL(2, C) x SL(2,C) — SO(2, C) construido
en el inciso (2) de la Proposicién 7.1.1, tenemos que

K :=1(SU(2) x SU(2)),
satisface (10.4). O

A continuacion, definiremos una subclase de sucesiones divergentes que es suficiente con-
siderar para calcular el conjunto de puntos de acumulacion de érbitas de compactos de
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grupos discretos de SO(4, C). Daremos una clasificacion de este tipo de sucesiones que més
adelante (ver Proposiciones 10.3.3, 10.3.4 y 10.3.5) mostrara ser de vital importancia porque
determinara las distintas dinamicas de las 6rbitas de los compactos.

Consideremos las compactificaciones R U{ —oo} U{ +o0} y R := R U{oo} de R. En
este sentido, la segunda de éstas (la compactificacién por un punto), se obtiene a partir de la
primera, identificando a +oo con —oo, denotamos como oo el resultado de esta identificacion.

Sea (g,,) una sucesién de SO(4,C), sea g, = Uy, Uy, CON Uy, U, € K,a, € AT la descom-
posicion K AK construida en la Proposicion 10.3.1.

Entonces, existe ¢ € O(4, C) tal que

e 0 0 0 0
0 e 0 0 0
an =1 'dpi=| 0 0 1 0 0 |, (10.5)
0 0 0 er 0
0 0 0 0 e

donde si (\,) o (u,) convergen a oo, entonces convergen a +o0o. Ademds i es la matriz
identidad, o bien es un elemento de O(4, C)—SO(4, C) que, restringido a Qs y en coordenadas,
se representa como

(.9) = (9(), F(@)), (10.6)

donde f,g € SL(2,C). En particular, en este ultimo caso, intercambia la direcciéon de las
geodésicas de luz contenidas en Q.

Daremos un ejemplo para ilustrar a la funcién ¢ del parrafo anterior. Supongamos que

e 0 0 0 0

0 e 0 0 0
G, =1 0 1 0o o |,

0 0 0 et 0

0 0 0 0 e

donde \,, — o0 y fi,, = —0o0; entonces, — i, — o0. Como

e 0 0 0 0

0 e 0 0 0

0 0 1 0 0 =

0 0 0 ef 0

0 0 0 0 e

10000 e™ 0 0 0 0 10000
00010 0 e 0 0 0 00010
00100 0 1 0 0 0010 0|,
01000] 0 0 0 ekl 0 01000
00001 0 0 0 0 em 00001
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entonces, en este ejemplo, la transformacion ¢ es igual a

1 0000
00010
0010 0|,
01000
00001
que representa a la funcién
Qs — Q3

(212023 1240 25) — (2124023 20 25).

Esta funcion, restringida a Q2 y en coordenadas, se ve como

(22,24) = (0,22).

Decimos que (g,) tiende de manera simple al infinito si (g,) es divergente y
1. Las sucesiones (u,) y (u,) convergen, y B
2. Las sucesiones (\,), (i) v (A — p,) convergen en R.

De las definiciones, es facil convencerse de que, para calcular el conjunto de puntos de
acumulacion de érbitas de compactos, es suficiente restringirse a las sucesiones que divergen
de manera simple; por lo tanto, solo éstas nos interesaran.

Sea (g,) una sucesién de SO(4,C) que tiende de manera simple al infinito. Siguiendo
a Ch. Frances en [6], decimos que es de distorsidn balanceada si (\,) y (un) convergen a
+00 y (A — pn) converge a un punto de R. Decimos que es de distorison acotada si una de
las sucesiones (\,) v (u,) converge a +0o y la otra, a un punto de R. Decimos que es de
distorsion mizta si (N\,) v (u,) convergen a +00 y (A, — ) converge a oo.

Claramente, toda sucesién de SO(4,C) que diverja de manera simple al infinito es de
alguno de los tres tipos que acabamos de definir.

10.3.2. Foérmula para sucesiones Whitney equivalentes

Demostraciéon de la Proposicion 10.3.2: Por la Proposicion 10.2.2, como u, — u
y u, — u convergen en la topologia usual de matrices, entonces, convergen localmente
uniformemente en CP*.

Probaremos primero que

D(gu) (4 (U)) = Dy (V). (10.7)

Supongamos que z € D(gnun)(u‘l(U )), entonces, podemos suponer que existe una su-

cesion convergente (y,) de u=*(U) tal que (g un(y,)) es convergente y z = lim g,u,(yn)-
Sea
y = limy, € u ' (V).
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Para probar que z € D(,,)(U), es suficiente mostrar que u,(y,) — u(y).
Sea € > 0, como u,, — u localmente uniformemente, ¥y, — vy v u es continua, existe M € N,
tal que, para toda n > M, se tiene que

d(tn(yn), u(y)) < d(n(ya), ulyn)) + d(ulya),uly)) <e.

Entonces, u,(y,) — u(y).

Supongamos ahora que w € Dy,,)(U), entonces, podemos suponer que existe una sucesion
convergente (z,) de U tal que (g,z,) es convergente y w = lim g, z,. Sea z := lim z, € U;
queremos probar que w € Dy, u,) (ufl(U )), para ello, mostraremos que

u, (z,) = u 1 (2).

Sea € > 0, como u,, ' — 4! localmente uniformemente, 2z, — z y u~! es continua, existe
N € N tal que para toda n > N,

d(uy (zn), 07 (2)) < (g (20), 0 (20)) + d (w7 (20), 07 (2)) <€
Entonces u, !(z,) — u~1(2). Esto prueba (10.7).

Mostraremos ahora
Dy (U) = U( Dy (1)) (10.8)
Consideremos z € D, gn)(U ), entonces, podemos suponer que existe una sucesion conver-
gente (z,,) de U tal que (ﬂngn(xn)) es convergente y z = limu,g,(z,). Para probar que

z € ﬁ(D(gn)(U)), es suficiente mostrar que existe y € D(,,)(U) tal que z = u(y).

Sea ¢ > 0 y para toda n € N, sea 2, := Ungn(7,). Como @' — u~* localmente unifor-
memente en CP™, 4! es continua y z, — 2, existe N € N, tal que para toda n > N,

d(i, (zn), 071(2)) < (T (20), T (20)) + d(TH (20), T (2)) <€

Por lo que si y := u~1(2), entonces g,(x,) — y.

Supongamos ahora que z € ﬁ(D(gn)(U )), entonces, podemos suponer que existe una
sucesion convergente (x,,) de U, tal que (gn(x,)) es convergente y si y := lim g,,(x,), entonces
z = u(y); si no, tomemos una subsucesién. Para probar que z € D@ngn)(U ), es suficiente
mostrar que

z = lim U, g, (z,).

Sea € > 0, como @ es continua, 4, — @ localmente uniformemente y ¢, (x,) — y, existe
N € N, tal que para toda n > N

d(z,ﬁngn(:cn)) < d(z,ﬁ(gnxn)) + d(ﬁ(gnxn),ﬂn(gnxn)) <e.

Entonces @, g, (z,) — z. Esto muestra (10.8).
Finalmente, (10.7) y (10.8) muestran la Proposicion. O
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10.3.3. Sucesiones de distorsion balanceada

Recordemos que, en la Introduccion de esta Seccion, definimos una sucesion de distorsion
balanceada de SO(4,C) como una sucesién divergente (g,) de la forma g, = u,i~ a,it,,
donde u,, 4, son sucesiones convergentes de SO(4,C), i es la matriz identidad, o bien, es un
elemento de O(4,C) — SO(4, C) que, restringido a Qs y en coordenadas, se representa como
(10.6) y (a,) es una sucesién de SO(4,C) de la forma (10.5), donde las sucesiones (\,) y
(i) convergen a +00 y (A, — j1,) €s una sucesién que converge a un punto de R.

Proposicién 10.3.3 (Sucesiones de distorsién balanceada) Si(g,) es una sucesion de
distorsion balanceada de SO(4,C), entonces existen dos geodésicas de luz At y A~ paralelas
contenidas en Qo, tales que

1. Para toda y € Qs — A™, existe un punto p € A" tal que D,\(y) = {p}. Para toda
p € A, existe un punto y € Qs — A~ tal que Dy, (y) = {p}.

2. Para toda ¢ € A", existe una geodésica de luzl, C Qo que es transversal a A~ tal que

lq — A" C D(gn)(q).

Si p # q, entonces, l;N 1, = 0. La coleccion {l,},en+ es una foliacion de Qa — A™.

3. Sila sucesion (g,) es de la forma (10.5), entonces, la funcion que asigna a cada ¢ € A™*
su l, correspondiente, construida en el inciso (2), es una transformacion de Mdbius.

Demostracién: Consideremos primero sucesiones de la forma (10.5), es decir, sea

e 0 0 0 0

0 e 0 0 0
=0 0 1 0 0 |,

0 0 0 em 0

0 0 0 0 e

donde (\,) v (in) son sucesiones de R que convergen a +o0o y (A, — 1) converge a algtn
punto de R. Sean V' y V™ las geodésicas de luz 7T(<€1, 62>> y 7T<<64, e5>), respectivamente.
Sea 0 := nh—>r20<)\n — pn). La submersion

§:C" = (eq,e5) = C%, 5(x1, 29, 3, T4, T5) 1= (1, € '12),

estd bien definida en el cociente s : Q3 — V™ — VT, s([x]) = [5(:10)}, donde C} fue definido
en (7.2).

Consideremos y = [z1 : 29 : 23 : 24 : 25] ¢ V7; entonces, z; # 0 0 29 # 0. Supongamos
que z; # 0 (los otros casos son similares), entonces, podemos suponer que z; = 1. Sea (y,)
cualquier sucesiéon en Q3 que converja a ¥, entonces, para toda n € N,

(2) . ,3)

Yo =[1:yP 1 y® W

Lyl gy,



80 CAPITULO 10. GRUPOS KLEINIANOS ORTOGONALES DE DIMENSION TRES
donde para todo j = 2,...,5, T}Lr{zoyg) = z;. Entonces,

anyn = [ ety @ B emhny () s o=y (5))

n

—[1: e“"’“y,(f) : e*/\nyr({?) : efunfxn%(;i) : 672’\"%(15)]

fm apyn = [1:€%2,:0:0:0].

n—o0

Por lo que, si [z1 : 29 : 23 : 24 : 25] ¢ V™, entonces
D(an)<[zl R TR 25]) =[z1: € 02:0:0: 0] = s([zl R TR 25]) (10.9)

Ademés, cualquier punto p € V7 es igual a [z1 : €925 : 0: 0 : 0] para algin 2;, 2, € C.
Esto muestra el inciso (1) de la Proposicién para sucesiones de la forma (10.5).
Recordemos el biholomorfismo SO(4, C)-equivariante (7.3). Sea

29 € C, pz[l:zZ:O:O:O}:([1:0],[z2:1])EV+.
Si
l, = {[1 c29€’ 10 yy 22y465] DYy € C} = {([1 S Y4, [—z265 : 1]) DYy € C},

entonces, por (10.9), tenemos que I, C Dy,,)(p). Esto prueba el inciso (2) para todas las
sucesiones de la forma (10.5).

Ademads, por lo anterior, es claro que existen parametrizaciones de V1 y del espacio
de geodésicas de luz horizontales, tales que la funcién que asigna a cada ¢ € A™ su [,
correspondiente es de la forma:

cr! — cCP!

z — —266.

Esto prueba el inciso (3) para todas las sucesiones de la forma (10.5).

Para todo n € N, sea ¢, = Upia,i 'u, la descomposicion KAK de g,, construida en
la Proposicion 10.3.1, donde (a,) es de la forma (10.5), con (\,) vy (i) sucesiones que
convergen a +00 y (A, — ft,) una sucesién que converge a un punto en R, (@,) y (@,) son
sucesiones convergentes de SO(4,C) e i es la matriz identidad, o bien, es un elemento de
O(4,C) — SO(4,C) de la forma (10.6). Sean @ := limu,, ©w := lima,, A" = 6(2(V+)) y
AT = i(ﬂ_l(v_)). Como @y es invariante bajo O(4,C), entonces AT y A~ son geodésicas
de luz contenidas en Q. Por las propiedades de i (ver (10.6)) tenemos que AT y A~ son
ambas geodésicas de luz horizontales o ambas verticales. De la descomposicion KAK de
gn ¥, por (10.6), tenemos que A* y A~ son ambas geodésicas de luz horizontales o ambas
verticales. Por la Proposicién 10.3.2 y la ecuacién (10.9), tenemos que si y ¢ A~ entonces

Dy (y) =1 s u (p).
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Esto muestra el inciso (1) de la Proposicién para todas las sucesiones.

Sea p € A', entonces ¢ := z(ﬂ(p)) € VT. Por el inciso (2) de esta Proposicién para
sucesiones de la forma (10.5), existe una geodésica de luz [, C Qs, que es transversal a V—,
tal que [, — V™~ C Dy,,)(q). Ademas, la coleccion de todas las geodésicas de luz [, construidas
de esta forma es una foliacién de Q3 — V~. Por la Proposicion 10.3.2 y como O(4, C) manda
geodésicas de luz en geodésicas de luz, [, := u(i(lq)) es una geodésica de luz transversal a
A7, tal que I, — A7 C Dy, (p) v la coleccién de todas las geodésicas de luz I, construidas
de esta forma es una foliacién de Q3 — A~. Esto muestra el inciso (2) de la Proposicion para
todas las sucesiones. U

10.3.4. Sucesiones de distorsiéon acotada

Recordemos que, en la Introduccion de esta Seccion, definimos una sucesion de distor-
sién acotada de SO(4,C) como una sucesién divergente (g,) de la forma g, = u,i~ a,it,,
donde w,, @, son sucesiones convergentes de SO(4,C), i es la matriz identidad, o bien, es un
elemento de O(4,C) — SO(4, C) que, restringido a Qs y en coordenadas, se representa como
(10.6) y (ay) es una sucesion de SO(4,C) de la forma (10.5), donde una de las sucesiones
(An) v (i) converge a +o00 y la otra a un punto de R. Ahora veremos la dindmica de este
tipo de sucesiones que divergen de manera simple al infinito. Como veremos més adelante,
en este Capitulo, el grupo I',, para u suficientemente cercano al homomorfismo identidad
(estudiado en el Capitulo 8), no contiene sucesiones de este tipo.

Recordemos también que, en el Capitulo 7, definimos a © como la imagen de SL(2,C)
bajo un biholomorfismo SL(2, C) x SL(2, C)-equivariante.

Recordemos que en la Seccion 7.2 definimos al cono de luz C'(p) que pasa por p como
la unién de todas las geodésicas de luz que pasan por p. También definimos al espacio C (p)
como el espacio de todas las geodésicas de luz que contienen a p y mostramos que es una
variedad compleja biholomorfa a la esfera de Riemann.

Proposicién 10.3.4 Sea (g,) una sucesion de distorsion acotada de SO(4,C). Entonces
existen dos puntos py,p— en Qg y un biholomorfismo g, del espacio C(p-) sobre el espacio
Cps), tal que

1. Siq ¢ C(p-), entonces D,y(q) = {p™}.

2. Siqe C(p-) —{p-}, entonces D, \(q) estd en la imagen, bajo g, de la geodésica de
luz que contiene a p_ y a q .

3. Existen puntos en © dindmicamente relacionados.

Demostracién: Consideremos primero sucesiones de la forma (10.5), es decir, conside-
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remos
e 0 0 0 0
0 e= 0 0 0
awm=| 0 0 1 0o o0 |,
0 0 0 em 0
0 0 0 0 e

donde A, = +00 ¥ pty, = pfloo € R.Seaq_ :==[0:0:0:0:1yqgr:=[1:0:0:0:0]. La
funcién

o 0 0 0 1
0 et~ 0 0 O
ho:=10 0 1 0 O
0 0 0 et 0
10 0 0 0

pertenece a SO(5,C) y, por la Proposicién 7.2.2; induce un biholomorfismo

B et () 0
hoo := 0 1 0
0 0 e He

de C(g_) sobre C(qy) que manda las geodésicas de luz

({0} x {22} x {25} x {2} x C),

que contienen a g_ y a [0: 2z : 23 : 24 : 0] sobre las geodésicas de luz

7(C x {zaer=} x {25} x {zer=} x {0}),
que contienen a g, y a [0 : zget @ z3 1 zge H> 1 0.

Sea q = [z1 : 221 23 1 24 : z5) ¢ C(q-), entonces z; # 0, por lo que podemos suponer
que z; = 1. Sea (y,) cualquier sucesién de Q3 que converja a ¢. Entonces, para todo n € N

suficientemente grande,

(2) . ,,3)

o= [y oy )

: yn (5)]

Entonces,

n n

@ i =Aa (3 An . (4) —in—An . (5) ~2\n
[1:y e cyyem iy e cy e .
Por lo que si, g ¢ C(q_), entonces

lim a,y, =[1:0:0:0:0].

n—oo

Por lo tanto,
Diay(q) ={[1:0:0:0:0]}. (10.10)
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Esto muestra el inciso (1) de la Proposicién para sucesiones de la forma (10.5).

Sea q=1[0:29:23:24: 25 € Cqg-) —{q_}, entonces 2z, # 0 0 z4 # 0. Supongamos que
29 # 0 (los otros casos son similares), entonces, podemos suponer que ¢ = [0: 1 : z3 : 24 : 25).

Consideremos cualquier sucesién (y,,) en Q3 que converja a ¢, entonces, para n suficien-
temente grande y, = [yl : 1:y®) : @ yO)] v

n n n

yr(}) — 0, y,(f’) — 23, yff) — 24,y = 25

n

Tenemos que
anyn = [Nyl et y(P gy et yPem ).
Supongamos que (a,¥,) es convergente, entonces ey) — b, para algtin b € C, o
ety — oo,

Si ery() — b, entonces,
ApYn —> [b el z3 e Hezy 1 0],

Si ery(l) — 0o, entonces,
anYn —[1:0:0:0:0].
Por lo tanto,
Dia,)(q) € w(C x {z"} x {25} x {ze ">} x {0}).
Consideremos cualquier b € C y la sucesiéon (y,,) de Q3 definida por

Yp o= [be ™™ 11 2 Yy 25),

n

donde y® = be M zy — 22.
Entonces,
anlYn — [b cef g i zg ez, 0},

Por lo tanto, obtenemos que
Dia, (@) = 7(C x {z2e"} x {25} x {zae ™"} x {0}).

Esto prueba el inciso (2) de la Proposiciéon para sucesiones de la forma (10.5). Ademas,
si g € O, esto es z3 # 0, entonces Dy,,)(q) interseca a ©, por lo tanto, tenemos el inciso (3)
para sucesiones también de la forma (10.5).

Para todo n € N, sea ¢, = Upia,i ‘U, la descomposicion K AK de g,, construida en la
Proposicién 10.3.1, donde a,, es de la forma (10.5) con (A,), una sucesién que converge a +00
y (t4n) una sucesion que converge en R, (u,) v (@,) son sucesiones convergentes de SO(4, C)
e i es la matriz identidad, o bien, es un elemento de O(4,C) — SO(4,C) de la forma (10.6).
Definamos p_ :=u (¢ ), py = u(qy), U:=limUy,, @ := limu, ¥ goo := U 7 hoot ' T, €l cual
es un elemento de O(4,C) e induce un biholomorfismo g, de C(p_) sobre C(p,).

Entonces, por la Proposicién 10.3.2, y como O(4, C) manda geodésicas de luz en geodési-
cas de luz y conos de luz en conos de luz, obtenemos el inciso (2) en el caso general. Ademés,
como i, i~ € O(4,C), C(py) y C(p_) no estan contenidas en Qy y © es invariante bajo
O(4,C), por el inciso (3), para sucesiones de la forma (10.5), obtenemos el inciso (3) para
todas las sucesiones. O
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10.3.5. Swucesiones de distorsion mixta

Recordemos que, en la Introduccion de esta Seccion, definimos una sucesion dedistorsion
balanceada de SO(4,C) como una sucesién divergente (g,) de la forma g, = u,i ta,ity,,
donde w,, &, son sucesiones convergentes de SO(4,C), i es la matriz identidad, o bien, es un
elemento de O(4,C) — SO(4, C) que, restringido a Qo y en coordenadas, se representa como
(10.6) y (an) es una sucesién de SO(4, C) de la forma (10.5), donde las sucesiones (\,), (tn)
convergen a +o00 y la sucesién (A, — u,) converge a oo.

Proposicién 10.3.5 Supongamos que (g,) es una sucesion de distorsion mizta de SO(4,C).
Entonces, existen dos puntos py y p— en Qg y dos geodésicas de luz paralelas At y A~ en
Q2 que contienen a py y p_, respectivamente, tales que

1. Siq¢ C(p-), entonces D,,)(q) = {p+}.
2. Siqe C(p-) — A~, entonces D, \(q) = A™.
3. Siqge A™ —{p_}, entonces D, (q) = C(p+).

Demostracién: La demostracién del inciso (1) de la Proposicién es la misma que la del
inciso (1) de la Proposicién 10.3.4.

Para mostrar el inciso (2) de la Proposicién, consideraremos primero sucesiones de la
forma (10.5), es decir, consideremos

e 0 0 0 0

0 e= 0 0 0
a=| 0 0 1 0o o0 |,

0 0 0 e 0

0 0 0 0 e

donde (pn), (A,) convergen a +o0o y (A, — uy,) converge a co. Supongamos que (A, — fin)
converge a +00; el otro caso es similar.

Sea g :==[0:0:0:0:1],¢g.:=[1:0:0:0:0]y V" y V™ las geodésicas de luz
7T(<€1, 62>) y 7T(<€4, e;,)), respectivamente, contenidas en Q.

Sea q¢ € C(q_) — V~, supongamos que ¢ = [0 : 1 : 23 : 24 : 2z5] € Q3. Consideremos
cualquier sucesion (y,) en Q3 que converja a ¢, entonces, para n € N suficientemente grande
Yo = [y 12 y¥ sy yP], donde
(5) — Z25.

n

y =0, Y = 2,y = 2,y

Entonces, si g € C(q_) — V™,
@y = [y et sy s yfern sy
[e)\n_,u'nyy(ll) 1 - yf’)e—un . yy(;l)e—?un . y7(15)e—/\n—un]_

e =

Si (anyn) converge, entonces (e*~#y(D) converge en R U{oc} .
Si eMHny () — o0, entonces apy, — [1:0:0:0:0].
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Si ernmrny() 5 g € R, entonces any, — [a:1:0:0:0].
Entonces, si g € C(q_) — V™,
D(an)(q) c V™.

Consideremos cualquier a € R y la sucesion

— —Antpn .1 . .o, (4) . 4) . o~ Antin 2
Y = [ae ™ FHn 12 gy W s 2] YW = gernthn g 22

de Q3. Entonces, para n € N suficientemente grande

UnlYn = [a€l™ e zg i yWehn e ng ] = (g1 e Mgy s e Moy gmin—An g

Entonces, a,y, — [a:1:0:0:0]. Por lo que,
D(an)<q> = V+.

Esto muestra el inciso (2) de la Proposicién para sucesiones de la forma (10.5).

Para todo n € N, sea g, = Upia,i ‘T, la descomposicion KAK de g, obtenida en la
Proposicién 10.3.1, donde a, es de la forma (10.5) con (A,), (4n) ¥ (An — pn) Sucesiones
que convergen a +00, (4,) v () son sucesiones convergentes de SO(4, C). Definamos p, :=
u(qy),p- :==u '(q_) y las geodésicas de luz A" := ﬁ(z(VJr)) y AT = i(ﬂ_l(v_)). Como
Q2 es invariante bajo O(4,C), entonces AT y A~ son geodésicas de luz contenidas en Q.
Por las propiedades de i (ver (10.6)) tenemos que A" y A~ son ambas geodésicas de luz
horizontales o ambas verticales. Por la Proposicion 10.3.2, y como O(4, C) manda geodésicas
de luz en geodésicas de luz y conos de luz en conos de luz, obtenemos el inciso (2) de la
Proposicién en el caso general.

La demostracién del inciso (3) es similar a la del inciso (2). O

10.4. Conjunto limite de Frances

En la Seccion anterior, vimos que hay tres tipos de sucesiones que tienden de manera
simple al infinito: de distorsiéon balanceada, acotada y mixta. Mostramos que toda sucesion
de distorsion balanceada o mixta tiene asociadas dos geodésicas de luz, una atractora y otra
repulsora, de manera que los puntos de acumulaciéon de érbitas de compactos, correspondien-
tes a esta sucesion y a la sucesion inversa, que no intersequen estas geodésicas, se acumulan
en puntos de estas geodésicas. Vimos, también, que, a cada sucesion de distorsiéon acotada,
podemos asociarle dos conos de luz, uno atractor y otro, repulsor, de manera que los puntos
de acumulacién de orbitas de compactos, correspondientes a esta sucesion y a la sucesion
inversa, que no intersequen estos conos, se acumulan en puntos de estos conos.

En esta Seccién, utilizaremos estos resultados para definir un conjunto limite en Q3 de
un grupo discreto de SO(4, C), de manera que su complemento es un abierto invariante en el
que la accién es propiamente discontinua. Veremos un ejemplo en el que el conjunto limite
de Kulkarni contiene de manera propia al conjunto limite de Frances.
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Sea G C SO(4, C) un grupo discreto, definimos

Aai= U (A%(g,) UA(g)),
(gm)
donde la unién es tomada sobre todas las sucesiones (g,) de distorsién balanceada y mixta
de Gy A*(gn), A" (g,) son las geodésicas de luz limite correspondientes a la sucesién (g,).
Definimos también

Ap = u)((ﬁ(gn) UC(gn)),

(gm

donde la unién es tomada sobre todas las sucesiones (g,) de distorsion acotada de Gy
C*(gn), C~(gn) son los conos de luz limite correspondientes a la sucesion (g,).

Llamamos al conjunto
AF =N JUAp (10.11)

el conjunto limite de Frances de G en Q.

Proposicién 10.4.1 Se tiene que QF := Qs — A es un abierto invariante en el que la
accion es propiamente discontinua.

Demostracién: Empezaremos mostrando que A es invariante. Sea y € AF'; supongamos
que y € Ay (el otro caso es similar), entonces existe una sucesion divergente (g,,) de G, dos

geodésicas de luz limite A*(g,) vy A7 (g,) y una sucesion convergente (x,,) de Q3 — (A+(gn) U
A‘(gn)) tal que y = 7}1_{& gnx,. Entonces, se tiene que gy = gnh_{go Gy, = nh_}r& ggnT, esta en
AT (ggn) = g(A+(gn)>, donde A~ (gg,) = A~ (g,), por lo tanto, y € A4 C AY. Entonces AF

es invariante y, por tanto, su complemento 2 también lo es.

Ademsés A es, por definicién, un cerrado y, por construccion, tenemos que 2 no contiene
puntos de acumulacion de érbitas de compactos; por lo que GG actiia de manera propiamente
discontinua en QF. O

Es claro que, si QF # (), entonces G es un grupo kleiniano ortogonal de dimensién tres.

Ejemplo 10.4.1 FExiste un grupo formado por una sucesion de distorsion mixta para el cual
AT es un subconjunto propio del conjunto limite de Kulkarni.

Consideremos al grupo

e 0 0 0 0
0 ¢ 0 0 0
G = 0 0 1 0 0 neNy,
0 0 0 e2 0
0 0 0 0 e3n

que esta formado por una sucesién de distorsiéon mixta, donde A, = 3n, p,, = 2n,A,, — p, = n.
Se tiene que sus unicos puntos fijos en Q3 son

[1:0:0:0:0], [0:1:0:0:0], [0:0:0:1:0], [0:0:0:0:1],
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y sus unicos puntos de acumulacion de érbitas son
[1:0:0:0:0]y[0:0:0:0:1].
Ademas, por la Proposicién 10.3.5,

D, ({e1,e2) \ {[1:0:0:0:0]})=C([0:0:0:0:1]) =7((ea, €3, €4, €5))

D, ({e4,e5) \{[0:0:0:0:1]})=C([1:0:0:0:0]) =7((e1, €2, €3, €4)).

Por lo tanto, el conjunto limite de Frances estd contenido propiamente en el conjunto
limite de Kulkarni

A¥ =C([0:0:0:0:1))uC([1:0:0:0:0]). O

10.4.1. Conjunto limite de Kulkarni

Nos gustaria comentar que, no podemos utilizar la férmula (10.3.2) y la descomposicion
KAK de SL(2,C), de la Proposicién 10.3.1, para calcular el conjunto limite de Kulkarni, ya
que las perturbaciones de sucesiones divergentes pueden cambiar puntos de LY por puntos
de L', como se ilustra a continuacién en el siguiente ejemplo:

Sea () una sucesién que converge a 0o y (f4,) una sucesion que converge en R. Recor-
demos que, en la Seccién 2.2, definimos el conjunto limite de Kulkarni (ver [20]). Para toda
n € N, sea

o O O~ O
O O = OO
o= O OO

O O = OO

Entonces, las sucesiones (g,) v (h,) son Whitney equivalentes y de distorsiéon acotada.
Ademaés, si G y H son los grupos formados por la sucesiones (g,) y (h,), respectivamente,
entonces, todos los puntos de la cuddrica Q3 de la forma [0 : z3 : 23 : z4 : 0] son puntos de
acumulacion de érbitas de compactos correspondientes a ambos grupos. Sin embargo, son
puntos de L° para el grupo G y de L! para el grupo H.
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10.5. Grupos kleinianos sin sucesiones de distorsion
acotada

En la Seccién 10.3 vimos que hay tres diferentes dindamicas de sucesiones que tienden
de manera sinmple al infinito: de distorsién balanceada, acotada y mixta. Estos resultados
los utilizamos en la Seccién 10.4 para definir, dado un grupo discreto G de SO(4,C), un
conjunto limite y un abierto de Q3 en el que la accién es propiamente discontinua. En esta
Seccion, caracterizaremos a los grupos discretos que no contienen sucesiones de distorsién
acotada. Estos grupos nos interesan ya que los ejemplos de grupos kleinianos ortogonales,
que construiremos en la siguiente Secciéon, son de este tipo.

Decimos que un grupo kleiniano G C SO(4,C) de Q3 es del primer tipo si G actia de
manera propiamente discontinua en ©.

Proposicién 10.5.1 Un grupo kleiniano G C SO(4,C) es del primer tipo si y sélo si no
contiene sucesiones de distorsion acotada.

Demostraciéon: <) Si G C SO(4,C) es un grupo kleiniano de Qs sin sucesiones de dis-
torsién acotada. Entonces, toda sucesién (g,,) de G que tienda de manera simple al infinito es
de distorsion balanceada o mixta, entonces Az = () y, por las Proposiciones 10.3.3 y 10.3.5,
tiene asociadas dos geodésicas limite A* y A~ contenidas en Q,. Por lo tanto, Ay = A estd
contenido en Q.

=) Supongamos que G es un grupo kleiniano del primer tipo y que existe en él una
sucesion (g, ) de distorsién acotada, entonces, por la Proposicion 10.3.4, sabemos que existen
puntos dindmicamente relacionados en ©, pero esto es una contradiccion ya que sabemos que
G actia de manera propiamente discontinua en ©. Por lo tanto, G no contiene sucesiones
de distorsion acotada. [J

10.6. Ejemplos de grupos kleinianos ortogonales

En esta Seccién veremos ejemplos de grupos kleinianos ortogonales.

Teorema 10.6.1 Sea I' C SL(2,C) un grupo kleiniano cldsico, libre de torsion, finitamente
generado y con dominio de discontinuidad Q en CP* y v : T' — SL(2,C) un homomorfismo
de grupos tal que Iy, actia de manera propiamente discontinua en ©. Entonces, I',, actia de
manera propiamente discontinua en Up :=0 U (Q X (CIP’I). Mas ain, si '\ 2 es compacto,
entonces Ur es maximal.y

Observacién: Si I' C SL(2,C) es un grupo kleiniano clésico, convexo-cocompacto y sin
torsién, entonces, por definicién, I' \ 2 es compacto y, por la Proposicién 7.4, si v : I' —
SL(2,C) es un homomorfismo de grupos suficientemente cercano al morfismo constante,
entonces ', actia de manera propiamente discontinua en ©. Ejemplos similares a éstos,
desarrollados a la par de esta tesis y utilizando otras técnicas, se encuentran en el Teorema
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4.1 de [11] de F. Guéritaud, O. Guichard, F. Kassel y A. Wienhard (ver también la Obser-
vacion 4.3 del mismo articulo). Los casos de este Teorema en los que I' C SL(2,C) no es
convexo-cocompacto, no tienen equivalente en el trabajo de estos autores.

Demostracion: Sea I" un grupo kleiniano, finitamente generado y sin torsién con dominio
de discontinuidad © en CP' y u : I' — SL(2,C) un homomorfismo de grupos. Recordemos

que, en (8.1), definimos I', = {(*y,u('y)) iy € F}. Supongamos que I', actiia de manera

propiamente discontinua en ©. Por la Proposicion 10.5.1, todas las sucesiones de I', que
tienden de manera simple al infinito son de distorsion balanceada o mixta y I', acttia de
manera propiamente discontinua en Q3 — A, donde Ap C Q.

Probaremos que Ur C Q3 — Ap, o equivalentemente que

(2% CP') C (Q—A"). (10.12)

Primero, probaremos que las geodésicas limite de Ar son verticales, como en el caso
de A. A. Guillot en [12, pp. 224, 225] en el que u es el homomorfismo constante. Por las
Proposiciones (10.3.3) y (10.3.5), sabemos que éstas son verticales. Supongamos que A y

A~ son las geodésicas limite correspondientes a la sucesién divergente (gn, u(gn)) y que AT
y A~ son horizontales. Tenemos dos casos:

1. Supongamos que (gn, u(gn)) es de distorsién mixta, C'(py) y C(p-) son los conos de
luz atractores y repulsores. Entonces, por la Proposicion 10.3.5, cualquier punto x de
(Q X C]P’l) N A, distinto de p_, esta dindmicamente relacionado con cualquier punto

en CT N (Q X C]P’1>. En particular, como AT C CT, entonces x estd dindmicamente

relacionado con cualquier punto en AT N (Q X CIP’I).

2. Supongamos que (gn, u(gn)) es de distorsion balanceada. Entonces, por la Proposicion

10.3.3, para todo punto ¢ en ATN (Q X C]P’l) existe una geodésica de luz [, C Q2 vertical
tal que ¢ estd dindmicamente relacionado con todo punto en [, — A~. Probaremos que
existe g € AT N (Q X CPI), tal que [, C Q x CP".

Para todo n € N, sea (gn,u(gn)) = Upia,i~ 7, su descomposicion KAK construida
en la Proposicién 10.3.1, donde a,, es de la forma (10.5) con A\, — +00 y i, — +00,
(Uy,) y (u,) son sucesiones convergentes de SO(4,C) e i es un elemento de O(4, C) que,
restringido a Q2 y en coordenadas, se puede representar como (10.6). A continuacion,
trasladaremos lo que queremos probar al mismo problema pero, para la sucesion (ay,).
Si g € A, recordemos la construccion de I, (ver la Proposicién 10.3.3). Sea @ := lim @,
y T := lim @,. Entonces, existen vo, 7o € CP! tales que

AT = {(x,yo) € CIP’I}

AT = {(:C,gjo) Lx € CIP’I}.
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De las propiedades de la funcién i antes mencionadas y, como %! y @ se pueden

representar, restringidos a Qy y en coordenadas, como (7.5), tenemos que la funcién

i~u~! es en coordenadas de la siguiente forma:

(.y) = (0(y), va(2)),

donde vy, v, € SL(2,C) y la funcién i~'u es en coordenadas de la siguiente forma:

(2,9) = (w1 (), wa(w)),

donde wy,wy € SL(2,C). Por lo tanto, de la férmula dada por la Proposicién 10.3.2,
es suficiente mostrar que existe un punto g en V¥ N (C]P’l X UQ(Q)) tal que, la [, que

le corresponde a la sucesién (a,), estd contenida en CP' x wy(Q). Por lo tanto, por
el inciso (3) de la Proposicién 10.3.3, esto es equivalente a mostrar que existe algin
punto en

g v2(Q2) N g wa(92),

donde g es alguna tranformacién de Mébius. Pero esto es cierto ya que, por el Teorema
de Ahlfors (ver el Teorema 77?), A tiene medida de Lebesgue cero y, como las transfor-
maciones de Mobius preservan los conjuntos de medida de Lebesgue cero, entonces

g v2(A) Ug wa(A)
tiene medida de Lebesgue cero.

En cualquier caso, existen puntos en € x CP' que estan dindmicamente relacionados y
que corresponden a la sucesién (gn, u(gn)>.

Por otro lado, sabemos que T, acta de manera propiamente discontinua en ) x CP*
(ya que asi actiia en el primer factor), entonces, por la Proposicién 2.1.3, no existen puntos
dindmicamente relacionados en Q x CP!, pero esto se contradice con el parrafo anterior.

Por lo tanto, todas las geodésicas limite de I', son verticales.

Supongamos ahora que (10.12) no es cierto, entonces existe un punto
(z,y) € (2 x CP') N AT,

Como 2 es abierto en CP!, existe una geodésica de luz atractora AT que corresponde a
una sucesiéon (gn, u(gn)) de distorsion balanceada o mixta de I',, tal que ATN (Q X CIPI) +0.

Como las geodésicas de luz limite de T, son verticales, entonces AT C (Q X (CIP’l).

Mostraremos ahora que existen puntos en Q x CP! que estdn dindmicamente relacionados,
y esto sera una contradiccion porque sabemos que la accion es propiamente discontinua en
Q) x CP'. Existen dos casos:
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1. Si (gn, u(gn)> es una sucesion de distorsion mixta, entonces, por la Proposicion 10.3.5,
existe una geodésica de luz repulsora A~ y dos conos de luz limite C~, C't correspon-
dientes a la sucesién (gn,u(gn)), tales que A~ C C- y At CcCtysiye C™ — A7,
entonces

D( )(y) = AT

gnu(gn)

Por la Proposicién 7.2.2, sabemos que (C’_ N Qg) — A~ es una geodésica de luz de
la forma CP' x {z} (menos un punto), para algin z € CP'. Esta geodésica de luz
(menos un punto) interseca a 2 x CP', y cualquier punto de esta interseccién esta
dindmicamente relacionado con cualquier punto de At C (Q X CIP’l).

2. Si (gn, u(gn)> es una sucesion de distorsion balanceada, entonces, cualquier punto de

(Q X (CIP’l) — A~ estd dindmicamente relacionado con algtin punto de AT C (Q X (CIP’1>.

Esto prueba (10.12).

Ahora, supongamos que I'\ Q es compacto. Mostraremos que Ur C Q3 — Ar 0 de manera
equivalente, que (10.12) no es sélo una contencién, sino una igualdad.
Recordemos el biholomorfismo (7.3), SO(4, C)-equivariante, entre Q, y CP* x CP*. Como la
accién de I', en Q x CP' es propiamente discontinua en el primer factor de Q x CP', entonces
I', actia de manera propiamente discontinua en 2 x CP' y

LA (@xCPY=»T\Q, [y 2]

es una fibracién localmente trivial con fibra compacta, por lo tanto es una funcién propia.
Como I' \ © es compacto, entonces I, \ (22 x CP') es compacto.

Supongamos que existe un conjunto abierto e invariante U que contiene a Ur y donde
[, actiia de manera propiamente discontinua. Entonces, I, \ (Q X CIP’l) es un subespacio

compacto del espacio Hausdorff ', \ (U N Q2>; por lo que, T, \ (Q X CIP’l) es cerrado, pero

su complemento I, \ (U N QQ) — I\ (Q X C]Pl) tiene interior vacio (ver el Teorema ?7), lo
cual es una contradiccion.

Entonces Ur es un abierto maximal en el que I';, actiia de manera propiamente disconti-
nua, en particular Ur = Q3 — AF. O

Queremos aclarar que, el caso real del Teorema anterior también es valido (la demos-
tracion es la misma), por lo que también proporcionamos ejemplos de grupos kleinianos
lorentzianos:

En particular, denotemos por R?>" al espacio R"*? dotado de la forma cuadrética ¢*>" =
—zi—a3+x3+- - -+22,,. El cono isotrépico de ¢*™ es el subconjunto de R*™ en el que ¢*" se
hace cero. Llamamos C*" a este cono, sin el origen. Si 7 es la proyeccién de R*"™ a RP"*! el

conjunto 7(C?") es una hipersuperficie ¥ de RP"*!. Esta hipersuperficie estd dotada de una
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estructura conforme lorentziana tal que el grupo de trasnsformaciones conformes es PO(2, n).
El universo de Einstein es la hipersuperficie > junto con esta estructura candnica conforme
y es denotado por Ein,,.

Supongamos que I' C SL(2,R) es un grupo kleiniano clasico, libre de torsién, finitamente
generado y con dominio de discontinuidad © en S! y u : I' — SL(2, R) un homomorfismo de
grupos, se tiene que

[y = {(7,u(7)) iy € F} C SL(2,R) x SL(2,R)

es un subgrupo de PO(2,2). Si I, actiia de manera propiamente discontinua en AdS; :=
Eins—Einy, entonces I', actiia de manera propiamente discontinua en Wr := AdS3U (Q X Sl).
Mas atn, si I'\ © es compacto, entonces Wr es maximal.

Como el conjunto limite de T' en S! tiene medida cero (ver [33]), la prueba de esta
afirmacion es esencialmente la misma prueba del Teorema anterior.



Capitulo 11

Estructuras geométricas ortogonales

Recordemos que, en el Capitulo 4, definimos las estructuras geométricas uniformizables
en variedades; en este Capitulo, estudiaremos estructuras geométricas ortogonales unifor-
mizables modeladas localmente en la cuddrica no degenerada de CP*, es decir, modeladas

localmente en (Q3, PO(5, (C))

En el Capitulo 9, mostramos que si, I' es un grupo de Schottky clasico, existe un en-
caje J : I' = PO(5,C) de este en PO(5,C) mediante el cual se representa como grupo de
Schottky ortogonal. No es dificil construir un abierto V de J en el espacio de homomorfismos
Hom(F7 PO(5, C)) de I" en PO(5,C) tal que, para toda v € V, el grupo v(I') C PO(5,C) es
un grupo de Schottky ortogonal. Mas atn, se puede ver que todos estos grupos de Schottly
son difeomorfos y, por tanto, determinan estructuras geométricas ortogonales en la variedad
de Guillot.

Sea I" un grupo kleiniano (clasico) sin torsién, convexo-cocompacto y u : I' — SL(2, C) un
homomorfismo de grupos suficientemente cercano al homomorfismo constante. Recordemos

que, en (8.1), definimos al grupo I, = {(fy,u(fy)) Dy € F} y, que en la Proposicién 7.1.1,

vimos que I',, es un subgrupo de SO(4, C) € PO(5, C) libre de torsién. Ademas, por la Propo-
sicién 10.6.1, el cociente M (u,I") de la accién de 'y, en Ur C Q3 es una variedad compleja de
dimensiéon 3, donde Ur fue definido en esta Proposicion. En este Capitulo, mostraremos que
este cociente es, de hecho, compacto y difeomorfo a la variedad de Guillot, la cual fue definida
en el Capitulo 9. Por lo que estos cocientes nos propoprcionan una familia de estructuras
geométricas uniformizables ortogonales en la variedad de Guillot que son perturbaciones de
la estructura geométrica de Guillot (ver también el Capitulo 10). Este resultado, ademés
de ser interesante por si mismo, lo utilizaremos en el siguiente Capitulo para construir es-
tructuras complejas proyectivas en ciertas variedades complejas compactas de dimension tres.

Demostracién del Teorema 1.0.1: Sea I' C SL(2,C) un grupo kleiniano (clasico),
convexo-cocompacto y sin torsién. Por la Proposicion 10.6.1, sabemos que existe una vecindad
abierta V del morfismo constante, tal que si u € V), entonces el cociente M (u, ') de la accion
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de I', en Ur es una variedad compleja. Empezaremos mostrando que la accién

Px (VxUr) = V xp
(7, (u,:c)) — (u, (’y,u(v))x) (11.1)

es propiamente discontinua. Luego, consideraremos una resolucion r : X — )V de singulari-
dades de V y definiremos una acciéon de I en X x Ur tal que la accién en {z} x Ur coincide
con la accién en {r(z)} x Ur. Finalmente, veremos que I' actia de manera propiamente dis-
continua en X x Ur y que el cociente de la proyeccion de X x Ur sobre su primer coordenada
es un fibrado localmente trivial cuyas fibras son las variedades M (u,T").

Consideremos un conjunto finito de generadores S de I', cualquier norma || - || en © =
Q3 — Qs y, para toda § > 0, la vecindad

Vi(I) = {g e Hom(I,SL(2,0)) : Vs € 8, |lg(s) — I]|< 5},

del morfismo constante, con respecto a la topologia compacto-abierta, donde I es la matriz
identidad.

Mostraremos que existe € > 0, tal que, para toda sucesion convergente (u,, z,) en V(1) x
Ur y para toda sucesién divergente (g,) de I', tal que (gn, un(gn)> diverge de manera simple

al infinito, entonces ((gn,un(gn))zn) no converge en Ur. Esto implicard que si V := V,(I),
entonces (11.1) es propiamente discontinua.
Notemos que, por la Proposiciéon 10.6.1, lo anterior es cierto para sucesiones constantes

Recordemos que, por definicion de O, existe un biholomorfismo SO(4, C)-equivariante en-
tre © y SL(2, C). Por la Proposicién 7.4, existe € > 0 tal que, para toda sucesién convergente
(un, zn) en V.(I) x © y para toda sucesién divergente (g,), la sucesién ((gn, un(gn)>zn> no

converge en ©.

Supongamos que (u,) es una sucesiéon de V,(I), (g,) es una sucesién divergente de I' y que
(gn, un(gn)) diverge de manera simple al infinito en PO(4, C). Entonces, por el parrafo ante-
rior, no existen puntos en © dindmicamente relacionados consigo mismos que corresponden
a la sucesion (gn, un(gn)> Como las sucesiones de distorsion acotada tienen puntos dinami-

camente relacionados en © (ver la Proposicién 10.3.4) entonces, (gn, un(gn)) es de distorsion
balanceada o mixta y, por las Proposiciones 10.3.3 y 10.3.5, tiene asociadas dos geodésicas
de luz limite contenidas en Q,, una atractora A* y la otra, repulsora A~. Afirmamos que A™
y A~ son verticales y estdn contenidas en A x CP'; la prueba es esencialmente la misma que
(ver la Proposicién 10.6.1) la prueba de que las geodésicas de luz limite de T', son verticales

y estdn contenidas en A x CP' (s6lo es necesario reemplazar a la sucesién (gn, u(gn)) por la

sucesion (gn, un(gn)> y utilizar el resultado de uniformidad del Lema 8.1.1). Entonces, para
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toda sucesion (z,) convergente en Ur, la sucesién ((gn, un(gn))zn) no converge en Ur.

La proyeccién de V x Ur sobre su primer factor define una funcién continua

t:0\(VxUr) — V
[(w,y)] = u.

Si la variedad algebraica V no tiene singularidades cerca del morfismo constante (por
ejemplo, si I' es un grupo de Schottky clésico), entonces por el Lema de Fibracién de Ehres-
mann, ¢ es una fibracién localmente trivial y, por lo tanto, todas las M (u, ") son difeomorfas
entre si, para u suficientemente cercano al homomorfismo constante. Sin embargo, )V puede
tener singularidades arbitrariamente cercanas al homomorfismo constante (ver, por ejemplo,
a los grupos fuchsianos en [10, p.567]).

Si V tiene singularidades, consideremos una resolucién de singularidades (ver [13]) de V,
es decir, consideremos una funciéon holomorfa y propia r : X — V), donde X es una variedad
compleja.

Consideremos la variedad compleja X x Ur y definamos la accion

FX(XXUF) — X x Ur
(7 (@9)) = (o (er@E) W), (112)
y la funcién

rxI:XxUr — V Xr
(x.y) —= (r(@)y),

que es ['-equivariante:

(rx D) (3 @) = (r@. (@) @) = (3 (@), w) ) = (30 x D).

Como I' acttia de manera propiamente discontinua en V x Ur, entonces actiia de manera
propiamente discontinua en X x Ur. Como la proyecciéon de X x Ur sobre su primer factor
es '-invariante, entonces define una submersion

S:F\(XXUF> - X
[(z,u)] — .

Consideremos cualquier y € r~1(I), entonces como s7!(y) es, por definicién, la variedad
de Guillot t71(I), es compacto. Por lo tanto, por el Lema de Fibracién de Ehreshmann, es
un fibrado trivial en una vecindad del origen U de y. Como cualquier fibra s~ (u) de s sobre
u € U es, por definicién, igual a la fibra ¢~ (r(u)) de t sobre r(u) y como r es abierta,
entonces 7(U) es una vecindad abierta de I tal que para toda v € r(U), t~1(v) es compacta
y difeomorfa a la variedad de Guillot. [
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Consideremos la geometria (Qg, PO(5, (C)), el cubriente intermedio Ur de la variedad de
Guillot I' \ Ur y un mapeo desarrollador

D:Ur — Qg
r =,

definido en este cubriente intermedio (en lugar de en el cubriente universal). Supongamos
que se satisfacen las hipdtesis del Teorema anterior, sea u : I' — SL(2,C) un morfismo de
grupos suficientemente cercano del morfismo constante y

pu: T — SO(4,C) c PO(5,C)
v = (vu),

la representacion de I' inducida por u.

En (4.1), definimos el espacio de deformacién de las (Qg, PO(5, (C))—estructuras geométri-
cas en la variedad de Guillot, entonces, (D,p,) determina una tnica estructura geométrica
en la variedad de Guillot. Sea Diffo(M,my) la componente de la identidad del grupo de
difeomorfismos de M que fijan a mq y hol la funcién

hol' : Dix (M) — Hom(m,G)
(Dip) = p,

ambas definidas en el Capitulo 4. Siv : I' — SL(2, C) también es un morfismo suficientemente
cercano al homomorfismo constante que no es conjugado a u, entonces

hOZI(DaPU) = Pu 7é Pv = hOZI(Dapv)-

Como, en el Capitulo 4, vimos que hol  es invariante bajo la accién de Diffy(M, my), en-
tonces, Diffo(M, mg) no identifica a (D,p,,) con (D,p,). Ademads, es claro que p,, es conjugado
a py siy solo si u es conjugado a v.

Por lo tanto, las estructuras geométricas determinadas por (D,p,) y(D,p,) son iguales
si y s6lo si u y v son conjugados.



Capitulo 12

Grupos kleinianos complejos y
estructuras geométricas proyectivas

Recordemos que, en el Capitulo 4, definimos las estructuras geométricas uniformizables
en variedades; en este Capitulo, estudiaremos estructuras geométricas complejas y uniformi-
zables modeladas localmente en (C]P’4, PGL(4, (C)) Estas estructuras geométricas las obten-
dremos considerando los resultados del Teorema 1.0.1.

Demostracién del Teorema 1.0.2: Sea I' C SL(2,C) un grupo kleiniano (clasico),
convexo-cocompacto, libre de torsiéon y con dominio de discontinuidad Q en CP'. Como
vimos en el inciso (4) de la Proposicién 7.1.1, I, es libre de torsion. Mostraremos ahora
que I', es un subgrupo de PO(4,C) y que existe una funcién continua, abierta, propia y
I',-equivariante de Q3 sobre CP?. Por el Teorema 1.0.1, lo anterior implicard que existe una
vecindad V del morfismo constante, tal que si u € V, entonces I', actiia de manera propia-
mente discontinua en Vi := f(Ur) y el cociente es compacto. Como I X f es propia, entonces
I' actia de manera propiamente discontinua en ¥V x Vi, donde esta accion es la acciéon de I',
en Vi en las fibras {u} x Vp. Finalmente, consideraremos una resolucion de singularidades
r : X — )V y seguiremos el mismo razonamiento del Teorema 1.0.1 para mostrar que para
toda u € V, todos los cocientes I', \ Vi son difeomorfos entre ellos.

Consideremos la involucion

J:Qs — Qs

[21:29 1230240 25) = [—21:—2 1230 —24 0 —25),

y el grupo X:= (j) = {j,1} de O(4,C) C PO(5,C) generado por ella. La composicién del
mapeo cociente 3\ Qs, definido por la accién de ¥ en Qs y el biholomorfismo

¥\ Qs — CP?

’[21:z2:23:24:25]’ = 21200240 25,

es una funcién continua y propia f, donde |z| denota la clase de equivalencia de z. Notemos
que f restringida a © es el cubriente, 2 a 1, usual de SL(2, C) sobre PSL(2,C) y restringido
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a 9, es la identidad.

La accién de SL(2, C) xSL(2, C) en Q3 induce, en forma tinica, una accién del mismo grupo
en CP? tal que f es SL(2,C) x SL(2, C)-equivariante. Aunque esta accién no es fiel, define
un homomorfismo holomorfo 7 de SL(2,C) x SL(2,C) en PSO(4,C) C PO(4,C). De forma
similar al inciso (2) de la Proposicién 7.1.1, como SL(2,C) x SL(2,C) es conexo, entonces
la imagen de 7 es un subgrupo conexo de PSO(4, C). Como ambos, grupo y subgrupo, son
de la misma dimensién (ver [8, p. 82]), entonces tienen que ser iguales. Por lo tanto, 7 es
sobreyectivo. Ademas, el kernel de 7 es {(I, D, (-I1,1),(I,-1), (-1, —I)}.

Por lo que 7 induce un isomorfismo biholomorfo de

(SL(2,C) x SL(2,C)) /{(I, 1), (=1, 1), (I, =I), (-1, ~I)}

sobre PSO(4, C).

Como PO(4,C) actiia en CP? de manera fiel, entonces PSO(4, C) acttia de manera fiel en
Q3. De forma similar al inciso (2) y (4) de la Proposicién 7.1.1, como —1I ¢ I', donde I es la
matriz identidad, entonces la restriccion de 7 a I', es un monomorfismo. De manera usual,
identificaremos el dominio y la imagen, es decir, I'y, C PSO(4, C).

Como I', actiia de manera propiamente discontinua en Ur, por la Proposicién 2.2.3,
tenemos que I', actiia de manera propiamente discontinua en f(Ur). Por lo que I', \ f(Ur)
es una variedad compleja y f define una funciéon continua en el cociente

L \NUr = Tu\ f(Ur)
[w] = [f(w)].

De hecho, el cociente I, \ f(Ur) es un cociente de la variedad I, \ Ur: Para todo morfismo
u : I' — SL(2,C), la involucién j conmuta con la accién de I', en Q3 y, por tanto, pasa al
cociente I';, \ Ur, esto es, define una transformacién 7: el grupo ¥ generado por j actia de
manera libre y propiamente discontinua en I, \ Ur y, como las acciones de ¥ y I, conmutan,

entonces, los cocientes X\ (I, \ Ur) y T \ ((E \ f(UF))) son biholomorfos.

Por el Teorema 1.0.1 existe una vecindad ) del morfismo constante tal que, para toda
u eV, 'y \ Ur es compacto. Por lo que I, \ f(Ur) es también compacto.
Definamos ahora la siguiente accion

FX(VXVF) — (VXVF)

(v, (v,2)) = <v, (%v(v)))

Como I x f es propia, entonces la acciéon anterior es propiamente discontinua. Finalmen-
te, consideremos una resoluciéon de singularidades r : X — V (ver [13]), donde X es una
variedad compleja y r es holomorfa; entonces, por el mismo razonamiento que utilizamos
en la demostracion del Teorema 1.0.1, para toda u € V, todos los cocientes I, \ Vi son
difeomorfos entre ellos. [



99

Consideremos la geometria ((CJP’S, PGL(4, (C)), el cubriente intermedio f(Ur) de la varie-
dad M :=I" \ f(Ur) y un mapeo desarrollador

D:f(Ur) — Qs
T =z,

definido en este cubriente intermedio (en lugar de en el cubriente universal). Supongamos
que se satisfacen las hipdtesis del Teorema anterior, sea u : I' — SL(2,C) un morfismo de
grupos suficientemente cercano del morfismo constante y

po:T — PSO(4,C) C PGL(4,C)
v = (nu(),

la representacion de I' inducida por u.

En (4.1), definimos el espacio de deformacién de las ((CIP’?’, PGL(4, C))—estructuras geo-
métricas en la variedad M, entonces (D,p,) determina una unica estructura geométrica en
la variedad M. Por los mismos argumentos que se utilizaron después de la demostracion del
Teorema 1.0.1 (ver pagina 95), pero aplicado a CP? en lugar de a Qs, concluimos que, si
v : I' — SL(2,C) también es un morfismo suficientemente cercano al homomorfismo cons-
tante, las estructuras geométricas determinadas por (D,p,) y (D,p,) son iguales si y s6lo si
u 'y v son conjugados.

Ademés, siguiendo casi el mismo andlisis que el del Capitulo 10, pero aplicado a CP? en
lugar de a Qg, concluimos que las geodésicas limite de A x CP' son atractoras y repulsoras
para la accién de I, en f(Ur), donde f es como en el Teorema anterior.
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Apéndice A

Formas bilineales, formas cuadraticas
y cuadricas

En este Capitulo recordamos parte de la teoria de formas bilineales y cuadraticas en C"
y de cuddricas en CP"~!. En particular, veremos la identidad de polarizacién, que relaciona
una cuddrica de C" con su forma bilineal simétrica asociada. Veremos también que todas las
cuddricas no degeneradas de CP" ! son equivalentes. Los resultados seran mencionados sin
demostracion, el lector que desee consultarlas puede consultar por ejemplo [25, pp. 353-381].

Consideremos dos bases B={F1,...,E,} yC={F,...,F,} de C". Si X € V tiene la
forma X = z1E; + ...z, E,, entonces decimos que el vector x = (z1,...,x,) representa a X
con respecto a B; y escribimos

r=R(X;B).

Sea ¢(X,Y) una funciéon de dos variables X y Y, con X,Y € C" y supongamos que los
valores de la funcién ¢(X,Y’) son elementos de C. Si ¢(X,Y) es lineal en ambas variables,
decimos entonces que ¢(X,Y') es un operador bilineal en C™.

Teorema A.0.1 Si ¢(X,Y) es un operador bilineal en C", y si
r=R(X;B), y=R(X;0),

entonces
(X,Y) =" Ay,

donde la matriz A de n x n es definida por las relaciones
a,s = ¢(E,, Fy) (r,s=1,...,n).

Definicién A.0.2 Cualquier polinomio de la forma

Z Ursrys = 21 Ay, (A.1)
r,s=1
donde A = (a,s) es una matriz compleja de n x n, x = (z1,...,2.) 9 = (y1,...,yn)?, es

llamado una forma bilineal en C". La matriz A es llamada la matriz de la forma bilineal.
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Si con la notacién del Teorema A.0.1, ¢(X,Y) = 2T Ay, decimos entonces que la forma
bilineal 27 Ay (o alternativamente, la matriz A) representa al operador bilineal ¢(X,Y) con
respecto a las bases B y C.

Teorema A.0.3 Para cada par de bases fijas B y C de C", existe una correspondencia
biunivoca entre operadores bilineales C", formas bilineales en C" y matrices complejas de
n xn.

Teorema A.0.4 Las matrices de coeficientes complejos A y B de n X n representan al
mismo operador bilineal en C™ con respecto a algun par de bases si y solo si existen matrices
complejas no singulares P y () de orden n, tales que

B = PTAQ

Si P y () son matrices complejas no singulares de n X n, entonces las sustituciones
r =Pz yy=Qy, para las variables de la forma bilineal A.1, son conjuntamente llamadas
una transformacion lineal no singular de la forma bilineal.

El rango de la forma bilineal 27 Ay es el rango de A. El rango de un operador bilineal es
el rango de la forma bilineal que lo repersenta.

Definicién A.0.5 Sea ¢(X,Y") es un operador bilineal en C". Si ambas variables son iguales
entre ellas, entonces la funcion que resulta ¢(X, X) es llamada un operador cuadratico en

C.
Del Teorema A.0.1 se sigue inmediatamente que

(X, X)=2"Az = > apsz,y, = 2" Az, (A.2)

r,s=1

donde z = (z1,...,2,)T y A = (a,5) es la matriz compleja de n x n definida por las ecua-
ciones a,s = ¢(E,, Ey), (r,s =1,...,n).

A diferencia del Teorema A.0.3, no existe una correspondencia biunivoca entre operadores
cuadraticos y funciones cuadraticas (atn fijando la base en C™). Sin embargo, esta dificultad
se puede resolver pidiendo que la matriz compleja que representa al operador cuadratico sea
simética; lo cual siempre es posible.

Definicién A.0.6 Cualquier polinomio de la forma A.2, donde v = (x1,...,2,) y A =
(a,s) es una matriz compleja simétrica, es llamado una forma cuadratica en C". La matriz
A es la matriz de esta forma y los niumeros a,s son sus coeficientes.

Si ¢(X, X) es un operador cuadratico en C" y ¢(X, X) = 27 Az, donde A es una matriz
compleja simétrica y x es el vector que representa a X con respecto a alguna base B de C",
decimos entonces que la forma cuadratica 7 Az (o alternativamente, la matriz A) representa
al operador cuadrético ¢(X, X) con respecto a B.
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Teorema A.0.7 Para cada base B de C", existe una correspondencia biunivoca entre ope-
radores cuadrdticos en C™ y formas cuadrdticas en C" y matrices simétricas complejas.

Teorema A.0.8 Dos matrices complejas simétricas A y B de n X n representan al mismo
operador cuadrdtico con respecto a algunas bases en C™ si y solo si son congruentes, es decir,
si existe una matriz compleja P no singular de n x n tal que B = PTAP.

Definicién A.0.9 Decimos que una forma cuadratica es no degenerada o no singular si el
determinante de su matriz asociada no se hace cero.

. .z / . s
La sustitucién @ = Pz para las variables de la forma cuadrética 27 Az, donde P es una
matriz compleja no singular, es llamada una transformacion lineal no singular de la forma
cuadrdtica.

Teorema A.0.10 La sustitucion x = Px’, donde P es una matriz compleja no singular de
n X n, cambia a la forma cuadrdtica en C" asociada a la matriz A en una forma cuadrdtica
en C" asociada a la matriz PTAP. El rango de la forma cuadrdtica es invariante bajo tal
sustitucion.

Si ¢(X,X) es un operador cuadratico en C" y ¢(X,Y) un operador bilineal que da
lugar al operador cuadratico ¢(X,X) cuando sustituimos Y = X entonces, en general
o(X,Y) # ¢(Y, X). Sin embargo,

Y(XY) = S{O(XY) + 6(Y, X))

es el inico operador bilineal simétrico (X, Y") que da lugar a ¢(X, X). El operador (X, Y)
es llamado el operador polarizado de ¢(X, X) y satisface la igualdad

que es llamada la identidad de polarizacion.

No es dificil ver que si el operador cuadratico ¢(X, X) es representado por la forma
cuadratica z7 Az, entonces su operador polarizado ¥(X,Y) es representado, con respecto
a la misma base, por la forma bilineal 27 Ay. La forma bilineal 27 Ay es llamada la forma
polarizada de la forma cuadratica z7 Az. En términos de las formas que representan a los
operadores, la identidad de polarizacién se escribe como

207 Ay = (x + )T Az +y) — 2T Az — y" Ay

Definicién A.0.11 Si ¢ y ¢ son dos formas cuadrdticas en C* y ¢ es obtenida aplicando
una transformacion lineal compleja y no singular a ¢, decimos entonces que ¢ y P son
equivalentes.

Teorema A.0.12 Dos formas cuadrdaticas en C" son equivalentes si y solo si tienen el mis-
mo rango. En particular todas las formas cuadraticas no degeneradas en en C" son equiva-
lentes.
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Definicién A.0.13 Si 27 Az, donde A es una matriz compleja simétrica, es una forma
cuadratica en C"; el conjunto
{zeC": 2" Az =0} (A.3)

es llamado una cuddrica de C*

Definicién A.0.14 La proyectivizacion de los puntos distintos de cero de la cuddrica A.3
en C",es llamada una cuddrica de CP"'. Decimos que la ecuacion ¥ Az = 0 es la ecuacién

de la cuddrica de CP" ! y que la forma cuadritica x7Ax es la forma cuadrdtica asociada a
la cuddrica de CP"*.

Definicién A.0.15 Decimos que dos cuddricas de CP"™! son equivalentes si la ecuacion de
una de ellas puede ser transformada en la ecuacion de la otra mediante una transformacion
lineal ©' = Pz compleja no singular de nxn. De esta manera la equivalencia de las cuddricas
de CP"! es igual a la equivalencia de las formas cuadrdticas (de C") asociadas.

Teorema A.0.16 Dos cuddricas de CP"' son equivalentes si y sdlo si las formas cuadrdti-
cas de C" asociadas tienen el mismo rango. Por lo tanto, todas las cuddricas no degeneradas
de CP"! son equivalentes.

De esta manera existen n clases de equivalencia de cuadricas de CP"!, las cuales estan
representadas por:



Apéndice B
Lema de fibracion de Ehresmann

En este Capitulo enunciamos un Lema clasico de topologia diferencial. La prueba de este
Lema se puede consulta enTeorema 9.5.6 de [5, p. 165]

Teorema B.0.1 (Lema de fibracién de Ehresmann) Sea f : M — N una submersién
propia. Entonces f es un fibrado localmente trivial.

A continuacion enunciaremos una modificacién del Lema anterior. La prueba de este
Lema es esencialmente la misma que la del Lema de fibracion de Ehresmann.

Teorema B.0.2 Supongamos que f : M — N es una submersion. Si f~(z) es compacto
para algin x € N, entonces existe una vecindad de f~1(x) en la que la restriccién de f es
un fibrado trivial.

107



108 APENDICE B. LEMA DE FIBRACION DE EHRESMANN



Apéndice C
Topologias en espacios de funciones

En este Capitulo recordaremos la topologia compacto-abierta en el espacio de funciones
continuas y la topologia C'* en el espacio de funciones infinitamente diferenciables.

Sea X un espacio métrico y C(X, X) el conjunto de todas las funciones continuas f :
X — X. Para todo compacto K C X y para todo abierto U C X, sea V (K, U) el conjunto de
todas las funciones f € C(X, X) tales que f(K) C U. La coleccién de todos los V(K,U) es
una subbase para una topologia en C'(X, X), la cual es llamada la topologia compacto-abierta.

Es facil ver que f,, — f en la topologia compacto-abierta si y s6lo si para todo compacto
K C X y para todo abierto U tal que f(K) C U existe N € N, tal que para toda n > N,
fu(K) CU.

Proposicion C.0.1 Si X es un espacio métrico, f : X — X es un homeomorfismo y para
todan € N, f, : X — X es un homeomorfismo. Se tiene que f, — f en la topologia compacto
abierta si y solo si f, — f uniformemente en compactos.

Demostracién: =) Sea K C X un compacto cualquiera y € > 0, consideremos la

cubierta abierta
{Bz () }

de K. Por lo que existe una subcubierta finita

zeK

{B.(s@). . By (@)}

de K. Entonces, se tiene que, para todat=1,...,k,
K= KN f! ( N B: (f(:zci))>

es compacto, f(K;) C Bg (f(xz)) y
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Como f, — f en la topologfa compacto abierta, correspondiente a K; y a Be ( f (xz)>,
existe V; € N, tal que para toda n > N;,

falK:) © B (f(x:).
Sea N := max{Ny,..., Niy}. Entonces, para toda = € K, se tiene que existe ¢ € {1,...,k}
tal que x € K;, entonces, por lo anterior, f(z) € f(K;) C Bs (f(xz)) y, para toda n > N,
ful) € fu(K:) € By (f(z), por lo que, para toda n > N, d(fu(2), f(z)) < e

<) Sea K C X un compacto cualquieray U C X un abierto cualquiera tal que f(K) C U.
Como U — X es un cerrado y f(K) es un compacto tal que (U — X) N f(K) = 0, entonces

d(f(K),X — U) > 0. Sea € := d(f(K),X — U), entonces {Be<f(x))} i ©5 una cubierta
abierta del compacto f(K), tal que

UB(f@) cU.

zeK

Como, por hipotesis f, — f uniformemente, correspondiente a K y a ¢, existe N € N|
tal que para toda n > N y para toda z € K,

d(folx), f(2)) <€,

entonces f,(x) € Be(f(x)) C U. Por lo que, para toda n > N, f,,(K) C U; por lo tanto,
fn — [ con respecto a la topologia compacto-abierta.

A continuacion definamos una topologia en el espacio C" (M, N) de funciones r-diferenciables
de la variedad diferenciable M en la variedad diferenciable N.

Sea f € C"(M,N), (¢,U) una carta de M, K C U un compacto, (1, V) una carta de N,
tal que f(K) CV ye>0. Sea

B(f:(6,U), K, (v, V), ¢)

el conjunto formado por las funciones g € C"(M, N) tales que g(K) C V vy, para toda
x € ¢(K), y paratoda k=0,1...,r,

1D (v fo~") (@) — D (wgd™ ) (y)ll <,

donde || - || es la norma euclidiana estédndar.
La coleccion de todos los conjuntos de la forma B”" (f; (0, U), K, (, V), e), sobre todas

las f € C"(M, N), cartas (¢,U) de M, cartas (¢, V) de N, ¢ > 0y compactos K C U, tal
que f(K) C V, es una subbase para una topologia en C"(M, N).

Consideremos el espacio C*°(M, N) de funciones infinitamente diferenciables de M en
N. La unién de todas las topologias inducidas por las inclusiones C*°(M,N) — C"(M, N)
es una topologia en C*°(M, N), llamada la topologia C'*.



Apéndice D

Compactificacién por puntas de
variedades

En este Capitulo, estudiaremos la compactificaciéon por puntas de variedades diferencia-
bles (ver [29] y [12]) ya que, en el Capitulo 9, estudiaremos la construccién de A. Guillot
de una compactificacién de I' \ SL(2,C), donde I" C SL(2,C) es un grupo kleiniano clasico
convexo-cocompacto y sin torsion.

A lo largo de este Capitulo, M serd una variedad diferenciable y denotaremos por A(M) al
conjunto de todos los abiertos de M con cerradura compacta. Si U € A(M), una componente

conexa de M — U cuya cerradura en M no es compacta es llamada componente coneza no
acotada de M — U.

Proposiciéon D.0.1 Si M es una variedad diferenciable, entonces existe una sucesion cre-
ciente {U,} de elementos en A(M) tales que

1. M=UU,=UU, yU, C Ups1.

2. Se tiene que M es compacta si y solo si esta union es finita.

Demostracion: Sabemos que, para toda variedad diferenciable M existe una funcion
suave y propia f : M — R* U {0}. Por el Lema de Sard, sabemos que Lebesgue-casi todo
punto en RT U {0} es un valor regular. Sea n; € R U {0} un valor regular de f, tal que

f~Y(ny) # 0; como f‘l([O,n1)> y f1 ((nl,oo)) son abiertos en M, todos los puntos son
interiores, por lo que
B (j0.m]) ) @ 17 (m)-

Size f(n)— Fr(f‘1<[0,n1]>), entonces existe U C M y z € U tal que para todo

u € U, f(z) < ny; pero esto no puede suceder ya que z seria un punto critico, en contradicciéon
a como escogimos a ni. Entonces

F71(0,m1)) = £7H([0,ma]).
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Notemos que M es compacta siy sélo si f es acotada. Sea (n;) una sucesion estrictamente
creciente de valores regulares de f, tales que llim n; = 0o, entonces, como M es conexa, pue-
— 00

den suceder dos cosas: la primera es que exista L € N, tal que para todo [ > L, f~!(n;) =0
(si M es compacto) y la segunda es que, para todo l € N, f~(n;) # (0 (si M no es compacto).

Para todo | € N sea U, := f _1<[0, nl)), entonces, por los mismos argumentos que para
ny, si f71(ny) # 0 tenemos que U,, = f‘l([O,nl]). Si f~'(n;) = 0, entonces f‘l([O,nlD =M.
Ademaés

M = f—l(R+ u {0}) = f_1<U[0,nl]) = LlJUm = f—l(LlJ[o,nl)) = Llij,

l

y Unl = f71<[07nl]> C fﬁl([ov nl-l—l))'

Claramente, M es compacto si y sélo si la unién anterior es finita. Il

Lema D.0.2 SiV,U € A(M) son tales que V C U, entonces, a lo mds un nimero finito de
componentes no acotadas de M —V intersecan a M —U. En particular, para toda V- € A(M),
existe, a lo mds, un numero finito de componentes conexas no acotadas de M — V.

Decimos que el espacio M tiene al menos k puntas si existe V € A(M) tal que M —V
tiene al menos k£ componentes conexas no acotadas. El espacio M tiene eractamente k puntas
si tiene al menos k£ puntas pero no tiene al menos k + 1 puntas.

Si U,V € A(X),V C U, entonces cada componente conexa no acotada de M — U estd
contenida en una componente conexa no acotada de M — V. M4s atin, cada componente no
acotada de M —V interseca, al menos, una componente conexa no acotada de M —U. Si M
tiene exactamente k puntas, entonces, existe V € A(M) tal que M —V tiene exactamente k
componente conexas no acotadas y si V.C U € A(M), entonces U tiene la misma propiedad.

Sea A un conjunto que indexa al conjunto A(M). Consideremos el orden parcial en A
definido por a < Bsi V,,Vs € A(X) y Vo C V. Sea A, = {A’}2, la coleccién de todas
las componentes conexas no acotadas de X — V,. Si a < 3, sea 77 : Ay — A, el mapeo
inducido por la inclusién (X — V) C (X —V,,), es decir, 72 manda cada componente conexa
no acotada Aiﬁ de X — V3 en la tnica componente conexa no acotada de X —V, que contiene
a A%. Por el parrafo anterior es claro que 7’ es sobreyectiva. La colecciéon {A,, 77} forma
un sistema inverso de conjuntos. Sea B el limite inverso del sistema, es decir,

B::@Aa::{(Ag)a:Va Al € Ay, YV ,B, v < BA iBCAfY}
= {(A)o: Va AL €A, V7,8 v<8 ﬂf(A%):Afy}

que es claramente un subconjunto de [], A,. Los elementos de B los llamamos puntas de
M. El conjunto B es llamado el espacio de puntas de M. Para todo o € A, consideremos la
topologia discreta en el conjunto finito A, y la topologia producto en B.
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Si (a,) € B, entonces, para todo o € A, para todo 7,8 € A, v < 8 < «, Wf(a/g) = a,,
entonces (a,) € B. Por lo que B es un subespacio cerrado de [], A, y por tanto, compacto.

Sia € B, para toda a € A, sea 7, : B — A, la proyecciéon en la a-ésima coordenada,
entonces, claramente, para todo o, € A, a < B, Boms =m,.

Para todo a € B,a € A, sea A% := 7,(a) la componente no acotada de A4, que es la
a-ésima coordenada de a, sea B*(@ el conjunto de puntas de b € B tales que 7,(b) = A,
La coleccion B que consiste de todos los abiertos de M y de todos los conjuntos de la forma
N& := A2@ U B es una topologia de M := M UB .

Teorema D.0.3 El espacio M = M U B es Hausdorff, conexo y compacto. La topologia de
B como limite inverso es la topologia de subespacio de M.

Demostracion: Si consideramos dos puntos distintos de M, sabemos que existen vecin-
dades en M que los separan. Si z € M y (a,) € B, sea Uz un elemento del conjunto A(M)
que contiene a z, entonces Uz y N? son vecindades en M "de z y de (aq), respectivamente,
que los separan. Si a = (as) y b = (b,) son dos puntos distintos de B, entonces, existe un
B € A tal que ag # bg; por lo tanto, N y Ng)B son dos vecindades en M de a y b, respecti-
vamente, que los separan. Por lo tanto, el espacio M  es Hausdorff.

. . Ve /
Supongamos que existen dos abiertos no vacios U; y Uy de M que lo separan. Como todo
. AN s . ’
abierto de M interseca a M, entonces Uy N M y Uy N M serian dos abiertos no vacios de M
. /
que lo separan. Como M es conexo, lo anterior no puede ser; por tanto, M es conexo.

Sea V una cubierta abierta de M . Afirmamos que existe & € A tal que, para toda
i = 1,...,04, A’ estd contenido en algin elemento de la cubierta V. Esto ya, que de lo
contrario, seria posible construir un elemento en B que no estuviera contenido en la cubierta

V. Entonces M = U, U .ZC'lefl es una unién finita de compactos y, por tanto, compacto.
1=

Si a = (a,) € By N9 es una vecindad de a en M, entonces N*® N B = B*@ son
todas las puntas cuya a-ésima coordenada es A% el cual es un basico de B con la topologia
de limite inverso. Més atn la coleccién B™® | sobre todas las @ € B, es una base para B
con la topologia de limite inverso. Por lo tanto la topologia de B como limite inverso es la
topologia de B como subespacio de M. ([l

Proposicion D.0.4 M es compacto si y sélo si no tiene puntas (B =10).

Demostracién: Si M es compacta, entonces, para toda U, € A(M) y para toda A’
componente conexa de M — U,, se tiene que A?, es un cerrado contenido en un compacto;
por lo tanto, es compacto. Entonces, M no tiene puntas.

Si M no tiene puntas, entonces existe U, € A(M) tal que toda componente conexa de
M — U, es no acotada. Entonces M es una unién finita de compactos y, por tanto, es com-
pacto. [
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Si M es una variedad diferenciable y K es una subvariedad encajada compacta de M,
decimos que K no separa localmente a M si existe una vecindad tubular UK de K tal que
UK — K es conexo.

Proposicion D.0.5 Si K C M es una subvariedad encajada compacta y conexa que no
separa localmente a M. Entonces, el espacio de puntas de M — K es homeomorfo a la union
del espacio de puntas de M mds un punto aislado.

Demostracion: Sea B, el espacio de puntas de M y Bj;_i el espacio de puntas de
M — K. Daremos una funcion F : By, — Bp/_k, mostraremos que es un homeomorfismo
sobre su imagen y que By;_x — F(B)) es un punto aislado.

Por la Proposicién D.0.1, existe una colecciéon {U,} de A(M) tal que M = U, y U, C
Un+1.

Para cada o € A, sea n,, el natural mas grande tal que U, C U,.

Sea UK una vecindad tubular de radio ¢ que no separa a K. Para toda n € N, sea
UK, la vecindad tubular de K de radio ¢/n. Notemos que, para toda n € N, UK, tampoco
separalocalmente a K.

Para cada a € A, se tiene que V,, :=U,N[M — UK, | € A(M — K).

Como UK es un compacto, existe oy, € A tal que UK C U,,. Por lo que, para todo
a>a UK CU,.

Sia:= (a,) = (AY?)), € By,. Definiremos F(a) € By_k; para todo a > ay, AY) =
T (a) es, tanto una componente conexa no acotada de M —U,,, como una componente conexa
no acotada de (M — K) —V,, entonces ¥ a > ay, sea (F(a))q := A2@. Para toda a < ay, sea
(F(a))q la tinica componente conexa no acotada de M —V, que contiene a A%®); claramente

F(O,) € BMfK-

Se tiene que F' es inyectiva ya que si a,a € B, a # a, entonces, existe a € A tal que
Ao # Go Yy, por construccion de las {A,}, tenemos que, para toda 8 > «, ag # ag. Por lo
tanto, F'(a) # F(a).

Supongamos a € By B*® = {b € B : 7,(b) = a(a)} bésico de By que contiene
a a; si a > ag, entonces F(BYY)) = BeW@). & o < o, sean A;‘f(al),...,A;‘:(“k) to-
das las componentes conexas de M — U,, no acotadas contenidas en A%®  para algunas
ai,...,a; € By, entonces BXY = Uk Bowla) y [(B@) = Uk BoxF(@)) por 1o que F es
abierta; sea F(a) € B®(@) un bésico de My;_x que contiene a F(a), si a > o4, entonces

FH(BeF@)) = Bo@) & o < ay, sean A%’Eif)(al)), . ,A%’ng)(a’“)) todas las componentes cone-
xas no acotadas contenidas en A%((i)(a)), para algunas F'(a),..., F(ax) € F(By), entonces

BaF(@) = gk powFla) y p=1(peE@)y = yk_ por(@) por lo que F es continua; por tanto,
es un homeomorfismo sobre su imagen.

Como para todo o > oy, hay exactamente una componente no acotada de M —V, distinta
de las provenientes de M, a saber, UK, — K, entonces ¢ := {UK,_ — K}, es una punta de
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M~ Ky (UK,, — K)N B*®© es un bésico de By _x tal que la tinica punta que contiene
es a ¢; por lo tanto, ¢ es aislada.

Por lo que el espacio de puntas de M — K es igual al espacio de puntas de M unién un
punto aislado. U

Proposiciéon D.0.6 Si en la Proposicion anterior, K tiene k componentes conexras, en-
tonces, el espacio de puntas de M — K es igual al espacio de puntas de M mas k puntos
aislados.

Demostracion: Para cada componente conexa compacta de K, escojamos vecindades tu-
bulares ajenas y utilicemos la misma idea de la Proposiciéon anterior. 0

Proposiciéon D.0.7 Si K es una subvariedad encajada compacta de M. Entonces, M es
compacta si y solo si el numero de puntas de M —K es finito e igual al niimero de componentes
conezas de K.

Demostracién: <) Supongamos que el nimero de puntas de M — K es finito e igual al
nimero de componentes conexas de K. Por la Proposicion D.0.6, M tiene también un nimero
finito de puntas. Sean Py;_; v Py el nimero de puntas de M — K y de M, respectivamente.
Sabemos que toda subvariedad encajada compacta K tiene un niimero finito de componentes
conexas, denotemos por C'k tal nimero. Entonces por la Proposicion D.0.6, Py,_x = Py+Cgk
y, por hipotesis, Py, = Cy, entonces Py; = 0, es decir, M es compacta.

=) Si M es compacta, por la Proposicién D.0.6 tenemos que M no tiene puntas. Entonces,
por la Proposicion D.0.6, el espacio de puntas de M — K es igual al nimero de componentes
conexas de K. 0

Proposiciéon D.0.8 Sig: M — N es un fibrado diferenciable con fibra compacta y coneza,
entonces los espacios de puntas de M y de N son homeomorfos.

Demostraciéon : Sabemos que g es abierta, propia y la preimagen de conexos es conexo.

Mostraremos que g '(A) = g=1(A). Si x € g~1(A), sea V abierto que contiene a g(x),
entonces, por continuidad, g7*(V) es un abierto que contiene a x, por lo que existe y €
g *(V)Ng ' (A) y g(y) € VN A. Por lo tanto, x € g~'(A). Si x € g7'(A), sea U abierto que
contiene a x, entonces, como g es abierta, g(U) es un abierto que contiene a g(x), por lo que
existe a € AN g(U); esto es, existe u € U tal que a = g(u), por lo que u € U N g1 (A); esto
es, x € g~H(A).

Por lo anterior, y como g es propia y continua, para todon € N,j = 1,... k; A; es

compacta si y sélo si g*l(Z;?) = g~ '(A}) es compacto.

Por lo tanto, si U € A(N), entonces g~'(U) € A(M). Ademas, para toda n € N, si
AY, ..., A2 son las componentes conexas de M — U,, entonces, como la preimagen de co-
nexos es conexo, g 1(A%2),..., g }(A2) son conexos, ajenos dos a dos; como conexos van en
conexos, si g7 (Af) U g~'(A?) fuese conexo, entonces A U A serfa conexo. Por lo tanto,
gAY, ..., g7 (AY) son las componentes conexas de M — g~1(U,)

Por lo anterior, A’ es una componente conexa no acotada de N — U, siy solo si g’l(A?)
es una componente conexa no acotada de M — g=1(U,). Por lo que tenemos de manera
natural una biyeccién entre las puntas si Bj;, By son los espacios de puntas de M y N,

respectivamente, a := {A%9}, € By < @ = {g7'(A%9))}, € By Esta biyeccién entre
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Ba y By induce una biyeccién entre los bésicos de los espacios de puntas BX® < Be@,

O
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