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RESUMEN

Ramas de las matematicas, como la topologia y el anélisis, usualmente se desarrollan
suponiendo como cierto el Axioma de Eleccién (este axioma se enunciard més adelante en la
tesis y de ahora en adelante lo denotaremos como AFE). Es bien sabido que AE trae consigo
consecuencias un tanto fortuitas, como ejemplos de esto tenemos la paradoja de Banach -
Tarski o que existen conjuntos de la recta real que no poseen la Propiedad del Conjunto
Perfecto. Si quisiéramos evitar dichas consecuencias, lo inmediato seria pensar en una
teoria que se sustente inicamente en los axiomas de Zermelo Fraenkel, sin embargo muchos
resultados quedarian fuera de nuestro alcance por lo que la idea de introducir un axioma
adicional no parece tan absurda. En 1962, J. Mycielski y H. Steinhaus introdujeron el
Axioma de Determinacién (durante este escrito la abreviatura A D sera usada para referirnos
a dicho axioma) el cual es el objeto de estudio de esta tesis.

El trabajo tiene como objetivo acercar al lector al estudio del Axioma de Determinacion
usando conceptos y técnicas provenientes de la teoria de conjuntos y de la topologia, por
lo que se recomienda al mismo tener nocién de los conceptos béasicos de dichas areas. Si
usted desea reforzar sus conocimientos acerca de lo mencionado en este parrafo, le sugerimos
consultar [1] y [2].

La tesis esta dividida en tres capitulos, el primero de ellos estd dedicado a presentar las
nociones necesarias de la teoria de conjuntos y de topologia para la amena lectura del resto
del trabajo. En él se tendran resultados sobre conjuntos equipotentes y arboles, se definira
notacion y se probard la existencia de un homeomorfismo entre el conjunto de todas las
sucesiones de nimeros naturales y el conjunto de todos los niimeros irracionales, teorema
fundamental para el desarrollo del escrito.

Posteriormente, en el segundo capitulo, AD serd introducido en este trabajo. Se abor-
darédn algunas consecuencias que se tienen de suponer como cierto este axioma como el
hecho de que éste y AE no son compatibles, es decir, que si se supone cierto AD, entonces

AE falla. Otros resultados abarcados por la tesis son que, bajo AD, todo subconjunto de



irracionales posee la Propiedad del Conjunto Perfecto, ademés de la Propiedad de Baire.
Finalmente, en el tercer capitulo, se supondra como cierto AE en lugar de AD y se

estudiaran los conjuntos que satisfagan la propiedad de “estar determinado”.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES.

Este capitulo tiene como fin presentar algunos resultados que nos seran de utilidad en
el desarrollo posterior del escrito.

Siempre que A y B sean conjuntos, P(A) denotard al conjunto potencia de A. Ademads
A C B significara A C B pero A # B.

Se entendera por Azioma de Eleccion al enunciado siguiente: “Para todo conjunto A
no vacio, existe una funcién e : P(A) \ {#} — A de tal modo que e(B) € B para cada
B e P(A)\ {0} . Dicho enunciado se denotara como AE.

Se denotard a los axiomas de Zermelo - Fraenkel como ZF. Todos los resultados de
este primer capitulo ocurrirdn en ZF, es decir, que no supondremos AFE, a menos que
explicitamente se haga mencion del uso de este axioma, en cuyo caso pondremos entre
paréntesis las siglas AFE.

Se denotara por R al conjunto de los niimeros reales y por w a la coleccién de todos
los nimeros naturales (incluyendo al cero). En el caso en que R tenga un buen orden,
denotaremos como ¢ al primer ordinal equipotente a R (vedse la Definicién 1.1), es decir, a
su cardinalidad.

Todo numero natural serd considerado como un ordinal, en particular, n = {k € w :
k < n} para todo n € w. Ademds, si X es un conjunto bien ordenado, entonces existe un
primer ordinal equipotente a X, esto ultimo es un teorema y su demostraciéon puede ser
consultada en [2, Teorema 9.13].

Si X y Y son conjuntos y f es una funcién de X en Y, entonces la imagen de f, img(f),
es el conjunto {f(z): x € X}. Si A es un subconjunto de X, diremos que la imagen directa
de A bajo f es el conjunto {f(z) : z € A} y lo denotaremos como f[A].

De manera andloga, si B C Y, entonces diremos que la imagen inversa de B bajo f es
el conjunto {x € X : f(x) € B} y lo denotaremos como f~![B]. Ademés, si y € Y, entonces

escribiremos f~'{y} en lugar de f~'[{y}].



Si C C X, la restriccion de f a C, f | C, es el conjunto {(x,y) € f:x € C}.

Conviene mencionar que si A es un conjunto no vacio, n € w y f es una funcién de n
en A, entonces se tiene que f Cn x Ay n = |f]|; en otros términos, dom(f) = |f|. En este
trabajo, serd comun usar la expresién (f(0), f(1),..., f(|f| —1)) para denotar a f, es decir,
f=f0), fQ),..., f(IF1 = 1))

1.1 Conjuntos equipotentes.

Comenzaremos la seccién introduciendo un poco de notacién.
Definicion 1.1. Sean A y B un par de conjuntos, entonces el simbolo
(1) A < B serd una abreviatura de la frase “existe una funcion inyectiva de A en B”.
(2) A < B abreviard la oracién “A < B, pero no eziste ninguna biyeccion entre A y B”.

(3) A =~ B significard que existe una funcién biyectiva entre A y B; cuando esto tltimo

suceda, diremos que A y B son equipotentes.

En [2] esta notacién es distinta, el lector encontrara |A| < |B|, |A| < |B| y |A| = |B|
en lugar de A < B, A < By A = B, respectivamente. En esta tesis introducimos dicho
cambio en la notacién para evitar posibles confusiones debido a que, en ZF, pueden existir
conjuntos cuyo numero cardinal no exista, es decir, pueden existir conjuntos que no sean
equipotentes a algiin niimero natural o a algin aleph.

Escribiremos |A| = X siempre que exista una biyeccién entre w y A.

Teorema 1.2 (Cantor-Schréder-Bernstein). Si A y B son conjuntos tales que A < B y

B < A, entonces A ~ B.
Este es un Teorema de ZF y su demostracion puede ser consultada en [2, Teorema 7.25].

Definicién 1.3. Sean A y B conjuntos. Denotamos por B4 a la coleccién de todas las

funciones de A en B. Esto es, f € B4 siy s6lo si f es una funcién de A en B.

En particular, f € 2% si y s6lo si f es una funciéon de w en 2. Ademas, si n es un
nimero natural y A es un conjunto, entonces A™ es el conjunto de todas las funciones de n

en A.
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Definicién 1.4. Sean A un conjunto y s un cardinal. Denotamos por [A]" al conjunto

{SCA:S=~k}
Proposicién 1.5. Para cadan € w\ {0}, |[w]"] = w.

Demostracion. Sea n € w \ {0} arbitrario. Segun [2, Corolario 7.20], se tiene que w"
es numerable. Para cada S € [w]” definimos recursivamente fs : n — w como fg(i) =
min(S \ {fs(k) : k < i}) para toda i < n. Probemos que para cada S € [w]", fg es
inyectiva. En efecto, sean i, € n distintos y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
i < j. Es inmediato que fs(i) € {fs(k) : k < j} pero fs(j) ¢ {fs(k) : k < j}; luego
fs(i) # fs(j)-

Argumentaremos ahora que la funcién ¢ : [w]" — w™ dada por ¢(S) = fg es inyectiva.
Sean S, T € [w]|" tales que fs = fr. Por definicién de fg, img(fs) € S y por otro lado
se tiene que |dom(fs)| = n = |[S|. Como fs es inyectiva, se concluye que img(fs) = S.
Andlogamente, img(fr) =T y por hipdtesis, img(fs) = img(fr). Entonces S =T.

Por lo anterior, tenemos que [w]™ < w.

Para obtener la desigualdad restante, comencemos por demostrar que Xg = |w \ (n — 1)].
En efecto, la funcién f : w — w\ (n—1) definida como f(m) = m+mn—1, para toda m € w,
es biyectiva.

Para aplicar el Teorema 1.2 basta con exhibir una funcién inyectiva g de w \ (n — 1)
™.

en [w]|". Definamos ¢ : w\ (n — 1) = [w]"™ como g(m) = (n — 1) U {m}. Esta funcién

efectivamente estd bien definida y es inyectiva. Luego, w < [w]™. O

Definicién 1.6. Dados cualquier conjunto A y cualquier ordinal «, se tiene que A<% =

U APy A<e = g<atl
B<a

En particular, si A es un conjunto cualquiera, entonces s € A<“ si y sélo si existe un
numero natural n de tal forma que s : n — A. Observemos que () es una funcién tal que
f C0x Ay, por ende, ) € A<“. Ademds, como 0 x A = (), () es la tinica funcién cuyo

dominio es 0.

w

Proposicién 1.7. El conjunto w<* es equipotente a w.
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Demostracion.  Para esta prueba P representard al conjunto de niimeros primos. Sea

p:w — P la biyeccién (en ZF) garantizada por [2, Teorema 7.13].

Definimos f : w<“\ {0} — w mediante f(z) = H p(k)*®) | para cada z € w<¥\{0}; es
k<|z|
decir, como el producto p(0)*(© . p(1)*M) ... . p(|z|—1)*(=I=1), Probemos que f es inyectiva.

En efecto, sean z,y € w<*\ {0} distintas. Si|z| # |y|, es inmediato que f(z) # f(y) (debido
a la unicidad de la descomposicién en potencias de primos). En el caso contrario, definimos
A= {k < |z| : (k) # y(k)}. Por hipétesis, A # (), asi que este conjunto tiene elemento
minimo. Sea | = min(A). Luego, p(1)*® # p(1)¥® y, por la unicidad de la descomposicién
en primos, se sigue que f(z) # f(y). Por lo tanto, w<¥ < w.

Ahora, sea ¢ : w — w<¥ la funcién dada por g(n) = {(0,n)}, para cada n € w. Es
inmediato que g estd bien definida y que es inyectiva, por lo que se tiene que w < wW<Y.

O

Proposicién 1.8. Si A es un conjunto numerable, entonces A% =~ w.

Demostracion. Sea f:w — A una funcién biyectiva y, para cada n € w, sea f, : W™ — A"
la funcién dada por f,(x) = f ox (note que estamos viendo a w™ como la coleccién de
todas las funciones de n en w). Entonces, para cualesquiera m < n < w se sigue que
WwhNw®=0=A"NA" y, mds atin, que f,, es biyectiva; en efecto, de la inyectividad de
f se sigue la inyectividad de f,, y, si para toda z € A" definimos = := f~!(z), entonces se
tiene que x € W" y que fp(z) = z. De este modo, f := U fn es una funcién biyectiva de

new
w<¥ en A<Y. En conclusién, A% ~ w<¥ ~ w. O

Proposicion 1.9. Sea A un conjunto. Si h: A — w es una funcion inyectiva y para cada
a € A se tiene que X4 es un conjunto y que g, : X, — w también es una funcion inyectiva,

entonces el conjunto | {X, : a € A} es a lo mds numerable.

Demostracién. Empecemos por notar que para cada n € h[A] se tiene que h™1(n) € Ay

asf existe la funcién g,-1(,). Sea r € [J{X, : a € A} y hagamos:

mg :=min {n € h[A] : z € Xh—l(n)} .



)
Para concluir la prueba, definamos g : | J{X, : a € A} = wxw como g(z) = (my, gh_1(mz)(x)).
Note que g es inyectiva pues si z,y € [J{X, : @ € A} son distintos y tales que m, = m,,
entonces la inyectividad de gj,-1(,,,) garantiza que gp—1(;,,) (%) # gh—1(m,)(y). Y asi, [2, Teo-

rema 7.19] nos otorga que |J{X,:a € A} Sw X wr w. O

Cambiemos ahora nuestra discusién a conjuntos que no son numerables.

Teorema 1.10. Los conjuntos R, 2¥ y w* son todos equipotentes entre si.

Demostracion. La equipotencia de R y 2% estd probada en [2, Teorema 7.36], asi que nos
concentraremos en probar que w* y 2 también lo son.
Dado que 2 C w, se sigue que 2¥ C w® (recuerde que 2* C w* significa que 2 C w® y
2¢ # w¥) por lo que considerar la funcién inclusion es suficiente para afirmar que 2¢ < w®.
Respecto a la desigualdad w* =< 2%, definamos f : w* — 2“ como sigue: dados =z € w®

y n € w, sea

m
1 siexiste m € w tal que n = Zx(z) +m
Fa)n) = =

0 en otro caso

Se afirma que f es inyectiva. En efecto, sean z,y € w* distintos. Sea A = {i €
w: x(i) # y(i)}. Note que A # () y, por ende, tiene elemento minimo. Sea k := min A.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z(k) < y(k). Una observacién importante es

que, por construccién, z [ k =y [ k.
k

Definamos [ := Z x(i)+k. De este modo, por definicién de f, se tiene que f(z)(l) = 1.
=0
Para demostrar que f(x) # f(y), verificaremos que f(y)(l) = 0; equivalentemente, vamos a
m

demostrar que para cada m € w se tiene que [ # Z y(i) + m. Tenemos dos casos:
i=0
Cuando m < k, deducimos que z(i) = y(i) para cada ¢ < m y por ende:

m m k

Dyli)+m = a(i)+m <> yi)+k=L
1=0

=0 =0



Ahora supongamos que m > k. De esto se sigue que:

m m k k
Dy +m =y +k=> yi)+k>> (@) +k=1
i=0 i=0 i=0 i=0
m
En cualquier caso, se concluye que Zy(z) + m # [y, por lo tanto, f es inyectiva O
i=0

Los siguientes dos resultados nos seran de utilidad mas adelante cuando discutamos el

Teorema de Gale-Stewart y la Propiedad del Conjunto Perfecto.

Proposicién 1.11. Sean A un conjunto y o un ordinal. Si f : a« — A es una funcion

sobreyectiva, entonces A < .

Demostracion.  Observe que la sobreyectividad de f garantiza que f~'{z} # () para
cualquier z € A. De este modo, definimos g : A — «a como g(z) = min f~{z} para

cada x € A. Probaremos que g es inyectiva. En efecto, si z,y € A son distintos, se sigue

que (f_l{:n}) N (f_l{y}) = (). Luego, min f~'{z} # min f~{y}, es decir, g(x) # g(y).
]

1.2 Concatenaciones.

Suponga que A es un conjunto y que s,t € A<\ {(}. Estamos interesados en definir
una funcién cuya grafica sea el resultado de tomar la grifica de s y anadirle “al final” la
grafica de t. En otras palabras, definimos la concatenacion de s con t, sV t, como la funcién

cuyo dominio es el nimero natural |s| + |t| y que estd dada por

s(7) sii < |s]

t(i —|s|) sils| <i<|s|+|t|-

En particular, si s € A<¥ y a € A, entonces

{(0,a)} sis=10
sVA{(0,a)} sis#0.

Es decir, cuando s # (), se tiene que s”a = (s(0),...,s(|s| — 1),a).



7
Una observacién importante es que al concatenar un par de funciones, elementos de
A<¥, usamos el simbolo V, mientras que cuando concatenamos un elemento del conjunto A
a una funcién de A<% usaremos el simbolo .
Note que sVt € A<¥ para cualesquiera s,t € A<“\ {()}. Esta observacién nos permite
iterar la concatenacién de funciones. Para cualesquiera n € wy {s; : i < n} C A<¥\ {0}
definimos

S0 sin=0

\/Si: (\/ s,-) Vsmy1 sin=m+1.

<m

Dicho de otro modo, la grafica de \/ s; se obtiene de “pegar” las graficas de todas las
<n
n
s; en el orden dado por los subindices. Observe que el dominio de \/ s; es Z |si].
i<n 1=0
Ahora, para los fines de la Seccién 2.2, nos serd conveniente definir la concatenacion de

una sucesion infinita. Sea {s; : i € w} C A<\ {#}. Empecemos por notar que para cada

n € w existe un inico nimero natural [(n) de tal modo que

S sl <n< ) sil

i<l(n) i<l(n)

(se piensa que Z lsi| = 0> . Luego, \/ s; es la funciéon de w en A dada por

<0 1Ew

para cualquier n € w.
1.3 La topologia de w®.

Cualquier nocién cuya definicién no aparezca aqui debera ser entendida tal y como
en [1].

A lo largo de toda la tesis, se considerard a R equipado con la topologia euclideana

(o topologia usual). Ademéds, A representara la cerradura del conjunto A C R en dicha

topologia.
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Si dotamos a w con la topologia discreta, entonces w® puede ser considerado como un

producto topolégico. Hagamos un resumen de las propiedades de la topologia producto.

Definicién 1.12. Si & es un cardinal, {X,, : @ € k} es una familia de espacios topolégicos y
X es es producto topoldgico de la familia antes mencionada, es decir, X = H X, entonces
o @ X = X, serd la a-ésima proyeccion de X en X, dada por 7, (z) = x?é;’;

Note que, para la definicién anterior, no estamos haciendo uso de AE por lo que, en
principio, el producto topolégico X podria ser vacio. Sin embargo, () es también un espacio
topoldgico.

Conservando la notacion de la definicién previa, la base candénica para la topologia
producto en X es la coleccion B definida de la siguiente manera: B € B si y sélo si existen
F e [k]~¥\ {0} y {Uy : a € F}, donde U, es un subconjunto abierto de X, para cada
a € F, de modo que B = m 7 Uy

QEF

Una observacion inmediata es que si B es como se describe arriba, entonces para
cualquier x € X se tiene que x € B y si y sélo si z(«) € Uy, para todo o € F.

En el caso en el que X = w”, y considerando a w como un espacio discreto, lo dicho

en el parrafo anterior se reduce a que B es un basico candénico de w® si y sélo si existen

F e [w]<Y\{0} y {U, :n € F} C P(w) de modo que B = ﬂ 7 U,
ner

Proposicién 1.13. Si F' es un subconjunto finito no vacio de w, {U, : n € F} C P(w) y

x € B:= m 7 HU,], entonces existe m € w de modo que x € ﬂ 7 Hz(n)} C B.
nelr nem

Demostracién. Propongamos m := max F' + 1 y denotemos por B’ a ﬂ 7 Ha(n)}. De
nem
este modo, es inmediato que B’ es abierto en w* y que z € B’.
Veamos ahora que B’ C B. Si z € B’, entonces para cada n < m se tiene que

z(n) = x(n), es decir, para cada n < m sucede que z(n) € {x(n)}. Ademds, nuestra

eleccion de m nos garantiza que F' C m y, por lo tanto, z € B. O

De la prueba anterior podemos desprender una observacion que nos sera de utilidad:

z € ﬂ 7 Yz (n)} siy sélo si para cada n < m se tiene que z(n) = z(n); lo cual equivale

nem
aquex | m=z|mo, en otras palabras, x | m C z.



Definicién 1.14. Si s € w<¥, entonces definimos [s] := {z € w* : s C z}.

De esta definicién y de la ultima observacién, podemos afirmar que ﬂ mHaz(n)} =

nem
[x | m]. Lo que nos lleva a la siguiente proposicion.

Proposicién 1.15. El conjunto {[s] : s € w<*} forma una base para w®.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.13 y de lo escrito en el parrafo anterior. 0

El resto de esta seccién esta dedicado a demostrar que PP, el subespacio de R formado
por todos los nimeros irracionales, es homeomorfo a w®.

Para el lema siguiente enumeraremos a Q, es decir, fijaremos {¢, : n € w}, una nu-
meracién de Q sin repeticiones y tal que gy = 0. Note que dicha numeracién existe debido

a que Q ~ w.

Lema 1.16. Si Z representa al conjunto de todos los nimeros enteros, entonces existe una
familia {Is : s € Z=¥} de subconjuntos de nimeros reales de manera que las siguientes

propiedades se satisfacen para cualquesquiera s € Z<¥ ym € 7Z:
(1) Iy =R.
(2) Sis+#0, entonces I es un intervalo abierto en R con extremos racionales.
(3) Is~m C Is.
(4) sup I~y = inf I~ (1)

(5) |J Lo~k = I\ | J{inf I~y sup I~}

keZ keZ

1
(6) Si s, entonces la longitud de Is es a lo mds ik
s

(7) Para cada n € w existe t € ZS" ! de forma que g, es un extremo de I.

Demostracién. Construiremos, recursivamente, a la familia {I; : s € Z<“}.

Para el paso base de la recursién, definamos I := Ry Iy~,, := (m,m + 1) para cada
m € Z. Note que, para cada m € Z, se tiene que ) "m € Z'. De esta manera, se sigue que
si s = (), entonces la familia {I, : » € Z'} satisface las condiciones (1) - (6). M4s atn, si

n = 0, entonces ¢, = 0 es extremo de Iy—q; es decir, (7) se satisface.
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Ahora supongamos que para algin n € w, {I, : r € ZS"} es una familia que cumple las
condiciones (1) - (7) y construyamos {I; : t € Z"+1}.

La igualdad Z"*! = {r~m : 7 € Z™ A'm € Z} implica que el propésito de la recursiéon
se reduzca a definir {I,~,, : m € Z} de modo que cumpla con (2) - (7).

Asi las cosas, supongamos que r € Z" y que I, = (a, b), donde a y b son ambos niimeros
racionales. Para que nuestra construccion satisfaga (7) es necesario separarla en dos casos.
Comencemos por suponer que ¢, ¢ I.

Definamos, para cada k € w,

(2 — Db +a (251 —1)a+b

Tk = ok+1 y Tk = ok+1

Note que {z : k € Z} = {z}, : k € w}U{a_j : k € w} C Q. Geométricamente, se
tiene que para cada k € w, To, Tg+1 Y T_(x41) SOn, respectivamente, los puntos medios de
los intervalos (a, b), (z,b) y (a,z_g).

Por construccién, la familia {xy : k € Z} satisface las siguientes propiedades:

(i) a < xp < xpg1 < b.
(ii) lim z_, =ay lim x, =b.
n—o0 n—oo

Mostremos que la siguiente condicién también es satisfecha.

1
(iil) zpy1 — 2k < R
En efecto, por construccion se tiene que para cada k € Z, xp41 — 2 < b~a Y como

1

2
|7| = n, la longitud del intervalo I, es a lo més -, es decir, se tiene que b—a < %; o en otras

palabras, l’fT“ < ﬁ Una observacién importante es que, debido a que I, # R, se sigue que
1 < n y entonces se satisface la desigualdad n + 1 < 2n que equivale a % < n%rl De las
desigualdades anteriores se concluye que (iii) se satisface.

Para concluir este caso, definamos I~ = (Tm,Tm+1). Se afirma que la familia

{I,~m : m € Z} satisface (2) - (6). En efecto, la construccién de la familia {z} : k € Z}

nos garantiza, inmediatamente, (2), (4) y (5). La propiedad (3) se sigue del hecho de que

Ii~m = (Tm, Tma1) = [Tm, Tmy1] y de (1); ademas, (iii) implica (6).
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Supongamos ahora que ¢, € I,. La construccién es andloga a la del primer caso,
exceptuando que ahora definiremos xy := ¢, vy, para cada k € w \ {0},

g+ (28— 1)b
=

. Qn+(2k — 1)&_

T Qk s

y T :

es decir, para cada k € w, se tiene que 41y T_(x41) son los puntos medios de los intervalos
(zk,b) v (a,z_k), respectivamente.

Argumentos similares a los descritos arriba nos garantizan que la coleccién {zy, : k € Z}
satisface (i), (ii) y (iii). De este modo, si Iy~ := (Tm, Tm+1), entonces {I,~, : m € Z}
cumplird con las condiciones (2) - (6).

Sélo nos resta demostrar que la familia {I; : t € Z"*1} definida anteriormente satisface
(7).

Hagamos FE := {inf I, : w € ZS"} U {sup [, : u € ZS"} C Q. Luego, la propiedad (5)
implica que

i :tez'} =R\ E.

Ahora, como ¢, € Q, se tienen dos posibilidades. Supongamos primero que g, € E, de
este modo existe t € ZS" C ZS"F! tal que ¢, € {inf I;,sup I;}, es decir, la propiedad (7) se
satisface.

En el caso en el que ¢, € R\ E, se deduce que existe s € Z" de tal forma que ¢, € I o,
en otras palabras, se tiene el segundo caso de nuestra construccién recursiva. Por lo tanto

qn = inf I4—~¢ y, dado que s70 € ZS" 1 (7) se satisface completando asf la recursién. O

Teorema 1.17. P es homeomorfo a w®.

Demostracion. Si consideramos a Z como un espacio discreto, entonces w y Z son homeo-
morfos por lo que bastard con demostrar que P es homeomorfo a Z*“.
Sea {I; : s € Z=*} la familia cuya existencia garantiza el Lema 1.16 y sean x €

7 y n € w. Entonces, por la condicién (3) del lema, se tiene que Iotnyr) € Lz, €s

decir, I;j(ny1) € Lzpn. Lo anterior nos garantiza que (sup Iy : m € w) es una sucesion

estrictamente decreciente de nimeros reales y, de este modo, inf{sup I, : m € w} es un
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elemento de ﬂ I1m. De hecho, la condicién (6) implica que éste es el tinico nimero real

. . mew .
en dicha interseccion.

Se afirma que ﬂ m: ﬂ Ipim. En efecto, ﬂ m: m Litm ¥ ﬂ Ipim C

mew mew mew mew\1 mew\1

ﬂ I (por (3)). La contencion restante es inmediata.

mew

Ahora definamos h : Z¥ — R como {h(z)} = ﬂ It para cada x € Z*. Probaremos
que h es el homeomorfismo que buscamos. e
Afirmacién 1: img(h) C P.

En efecto, sean z € Z¥ y a € QQ cualesquiera. La numeracion sin repeticiones de QQ nos
otorga la existencia de k € w tal que a = q; y asi, (7) garantiza que existe s € Z<F*! para

la cual a es un extremo de I.

Ademis, de la propiedad (5) se sigue que:

U{It teZbBl} =R\ <{inf[ ue ZSFN\ AN U {sup I, : u € ZS1I\ {@}})

Luego, el que a € {inf I,,sup I} implica que a ¢ (J{I; : t € ZI*l} y, en particular, a ¢ Lyjys
De este modo, h(z) # a.
Afirmacién 2: h es inyectiva.
Supongamos que x,y € Z* son distintos. Luego existe | € w de modo que [ := min{i €
x(i) # y(i)}. Una observacién es que, por definicién de [, sucede que = [ [ =y [ [ pero
x(l) # y(l), por lo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z(1) < y(I).

Note que lo dicho en el parrafo anterior, junto con las igualdades

el (I+) =@ z(l) vy ylU+)=@!I) yl)=(T1) yd
y la condicién (4), implica que sup 41y < inf [,g41) (geométricamente, tenemos que,
dentro de I, el intervalo I,;(;41 estd a la izquierda del intervalo I;4.1)). Luego Lojasny y
L1141y son ajenos. Por otro lado, h(x ﬂ Iy € Ip41)- Andlogamente, h(y) € Ly
y por lo tanto h(z) # h(y). e

Afirmacién 3: h es sobreyectiva.

Tomemos p € P y construyamos recursivamente z € Z* de modo que h(x) = p. La
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propiedad (5) del Lema 1.16, con s = (), nos dice que

U I<k> = R\ U {inf[<k>,supl<k>}
keZ kEZ

y de (2) se sigue que U {inf Iy, sup Iy } € Q. Luego, p € U Iiyy. Ademds, la condicién
(4) garantiza que Iy ?\eiﬂ = () siempre que 7 # j y por lo tffreltzo existe un unico kg € Z de
manera que p € Iig.

Ahora supongamos definidos k; para cada i < n de modo que si s = {(,k;) : i < n} =
(ko,...,kn), entonces p € Iy. De manera andloga a la discutida en el parrafo anterior: (5),

(2) vy (4) garantizan que existe un unico kp41 tal que p € Iy~ completando la recursién.

nt1

Definamos = € Z* como x(n) = k, para cada n € w. De este modo, para cada n € w
se tiene que p € I, y por lo tanto h(z) = p.

Afirmacién 4: {I[;NP: s € Z<“} es base para la topologia de P.

En efecto, sean p € P, ¢ > 0y n € w de modo que % < e. Definamos = := h~!(p) para
obtener p € Ip,. Ademads, por (2), Iy, es de la forma (a,b) con a y b nimeros racionales.
De esta manera, (6) implica que b — a < %, por lo que b —a < e.

Sea r € I,. Luego a < r < b o, en otras palabras, —b < —r < —a. Andlogamente,
sucede que a < p < by de este par de desigualdades se sigue que a—b < p—r < b—a, lo que
es equivalente a [p—7r| < b—a, y entonces r € (p—e,p+e¢). Asi, r € I;;, NP C (p—e,p+e),
concluyendo la prueba de la afimacién 4.

Note que, por la Proposicién 1.15, para concluir con nuestra demostraciéon basta con

probar que la igualdad h[[s]] = Is NP es cierta para cada s € Z<%.

Afirmacién 5: Para cada s € Z<%, sucede que h[[s]] = I; N P.
Tomemos s € Z<“ y hagamos n := |s|. Si p € h[[s]], entonces existe z € [s] de modo
que h(x) = p. Una observacién inmediata es que, como = € [s] y n = |s|, se tiene que

x [ n=s. Luego h(z) € I, = I y la Afirmacién 1 implica que h(x) € I, NP.

Por otro lado, sea p € I; NP y definamos y := h~'(p). De este modo, se tiene que
para cada m € w sucede que p € Iy,,. Se afirma que y [ n = s. En efecto, si suponemos
que y [ n # s, entonces existe [ < n de modo que [ = min{i < n : y(i) # s(i)}. Note que,

por definicién de [, sucede que y [ I = s | [ pero que y(I) # s(I). Supongamos, en primer
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lugar, que y(I) < s(I). La condicién (4) garantiza que sup Iy 1) < inf Li41), es decir,
que Iyq41) N Lgpagr) = (). Ademés se tiene que I, C L1141y por lo que se concluye que
Iyi41)N1s = 0. Pero esto contradice la definicién de y. De modo similar, el caso s(1) < y(1)
nos lleva a una contradiccién. Luego, y [ n = s, o equivalentemente, y € [s] y por lo tanto
p = h(y) € h[[s]].

De las afirmaciones 1-5, se concluye que h es el homeomorfismo buscado entre Z% y P.

O

El siguiente corolario se desprende automaticamente de los Teoremas 1.10 y 1.17.
Corolario 1.18. R y P son equipotentes.

1.4  Arboles en w<v.

Esta seccién tiene como objetivo presentar al lector algunas definiciones relacionadas
con arboles que nos seran ttiles cuando discutamos la Propiedad del Conjunto Perfecto en

la Seccién 1.6. Cabe mencionar que en esta tesis sélo se hablara de drboles en w<%.

<w

Definicion 1.19. Diremos que T' C w<“ es un drbol si y sélo si para cada s € T se tiene

que {si:i<|s|} CT.

Intuitivamente, T" es un arbol si y sélo si es cerrado hacia abajo.
A los elementos de un arbol se les llamara nodos.
Diremos que dos nodos s y ¢ de w<* son incompatibles si y sélo si existe i < [s|N|¢| de

modo que s(i) # t(i); y este hecho serd abreviado mediante el simbolo s L t.

Definicion 1.20. Si T es un arbol, entonces una rama de T es cualquier x € w* tal que
{z [ n:n€w} CT. El conjunto de todas las ramas de un arbol 7" es conocido como el

cuerpo de T'y se denota por [T7].

Definicion 1.21. Si T es un arbol y t € T, diremos que t se bifurca en T si y sélo si existen

n y m, nimeros naturales distintos, tales que t "™ neT yt"meT.

Intuitivamente, un nodo se bifurca en un arbol si existen dos extensiones inmediatas

de él en el arbol. Denotaremos como B(T') al conjunto de todos los nodos que se bifurcan
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en el arbol T, esto es,

B(T):={teT:Inmecwn#m AN ttneT AN tTmeT)}

Definicién 1.22. Un arbol T es un drbol perfecto siy sélosi ) € T' y para cada nodo s € T,

existen tg,t; € T de modo que s C tg, s Ct; y tg L t1.

Ejemplo 1.23. Sea T := 2<¥. Es inmediato que ) € T'; ahora, sea s € T, entonces existe
n € w de modo que s :n — 2. Definamos to := s 0 y t; := s 1 (recuerde la Seccion 1.2),

es decir, to y t1 lucen de la siguiente manera

to = (s(0),s(1),...,s(|s| = 1),0) Yy t1 = (s(0),s(1),...,s(|s| —1),1).

Es inmediato que s C tg, s Ct1 yto L t1, por lo que concluimos que T es un drbol perfecto.
Denotaremos como T al conjunto de todos los drboles perfectos en w<“. Estoes, T € T

siy sélo si T es un arbol perfecto.

1.5 El orden lexicografico.

Definicion 1.24. Sean a un ordinal y m € w. Si, para cualesquiera x,y € o con x # y,
p(x,y) denota el primer lugar en el que z difiere de y, es decir, si p(x,y) := min{i < m :

x(i) # y(i)}, entonces definimos el orden lexicogrdfico para o™ como sigue:

w<py siysdlosia(px,y) <y(p(z,y)).

Naturalmente, = <; y significard que z <y y o * = y. Los simbolos £, y £, seran

usados para denotar que no es cierto que <y y <y, respectivamente.

Proposicion 1.25. Si « es un ordinal y m € w, entonces el orden lexicogrdfico es un buen

orden para o™.

Demostracion. Note que <y es una relacién irreflexiva. En efecto, nuestra definicién de <,
garantiza que x £y x para cualquier x € a. Por lo que resta probar que <y es una relacién

transitiva y que cualquier subconjunto no vacio de o™ tiene elemento minimo.
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Demostremos primero que <, es una relaciéon transitiva. Sean z,y,z € o' distintos
entre si y supongamos que z <; y y y <y z. Si hacemos p := p(z,y) y q := p(y, z), entonces
tenemos que z(p) < y(p) y que y(q) < 2(q).

Observe que si p = ¢, entonces p = p(x,2) = q y ademés, z(p) < y(p) = y(q) < z(q) =
z(p). Por lo que se concluye que = <; z. Veamos qué sucede cuando p y ¢ son distintos.
Caso 1: p<q.

En este caso afirmamos que p(z,z) = p. En efecto, para cualquier i < p, se tiene que
i < qy, por ende, que z(i) = y(i) = z(i), asi concluimos que p < p(x,z). Ademds, como
p < g, sucede que z(p) < y(p) = z(p), es decir, z(p) < z(p). Por lo tanto p(z,z) =py
z (p(z,2)) < z(p(x, 2)) o, en otras palabras, x <y z.

Caso 2: ¢ < p.

Se afirma que p(z,z) = ¢q. Note que para cualquier i < ¢, se tiene que i < p 'y
luego sucede que z(i) = y(i) = 2(i). Ademds, de la desigualdad ¢ < p se sigue que
x(q) = y(q) < z(q), concluyendo la prueba de nuestra afimacién. Por lo tanto, x (p(x, 2)) =
z(q) < 2(q) = z (p(x, 2)). Es decir, z <y z.

Probemos ahora que todo subconjunto no vacio de o posee elemento minimo.

Sea A un subconjunto no vacio de a*. Construiremos, por recursién finita, el elemento

minimo de A. Comencemos por definir el siguiente conjunto:

By :={x(0):x € A} C .

Observe que, dado que A # (), se tiene que By # (). Luego, By posee elemento minimo de
acuerdo al orden usual de a. Sean fy := min By y Ag := A.
Supongamos que, para alguna k < m, las familias {B; : i < k} C P(a) \ {0}, {fi : i <

k} Cay{A; i<k} CP(a™) ya han sido construidas y definamos:

Byy1 = {.’L‘(k + 1) S Ak},
Brs1:=min Bgy1 y

Ak+1 = {ZL‘ € A : x(kz + 1) = ,Bk+1}.
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Esto completa la recursiéon. Finalmente, definamos y € o™ como y(k) := Pi, para
cada k < m. Afirmamos que y = min A. En primer lugar, observe que y € A pues
por la construccién, sucede que, para cada k < m, Ay C A. Luego, resta probar que si
x € A\ {y}, entonces y <; x. En efecto, hagamos s := p(y,x). Luego y(s) # z(s) y
ademds, por definicién de y sucede que y(s) = Bs < z(s), es decir y(s) < z(s) y, por lo

tanto, x <y y. O

El siguiente lema serd de utilidad a lo largo de esta tesis.

Lema 1.26. Si a es un ordinal, entonces la familia P (a<%) \ {0} tiene una funcién de

eleccion.

Demostracién. Sea A € P (a~*)\ {0} arbitrario. Luego {|t| : t € A} es un subconjunto no
vacio de w. Denotemos por m al elemento minimo de dicho conjunto. Observemos que, por
construccién, ANa™ # () y por la Proposicién 1.25, (o™, <y) es un conjunto bien ordenado.
Definimos e(A) := min(A N a™). Por lo tanto, e : P (a<¥) \ {0} — a=¥ es la funcién

deseada. O

1.6 La Propiedad del Conjunto Perfecto en ZFC.

En esta seccién se probaran algunos resultados que se siguen del Axioma de Eleccién
vy que, como se verd en capitulos siguientes, dejardn de ser ciertos bajo la suposicién del
Axioma de Determinacion.

Comencemos por definir qué es un conjunto perfecto en un espacio topologico.
Definicion 1.27. Sea X un espacio topoldgico.

(1) A los subconjuntos cerrados no vacios que carecen de puntos aislados en X se les

llamaré conjuntos perfectos de X.

(2) Diremos que A C X tiene la propiedad del conjunto perfecto en X siy sélo si A < w

(recuerde la Definicién 1.1) o A contiene un subconjunto perfecto de X.

Con el fin de simplificar la notacién, escribiremos que “A tiene la PCP en X” en lugar

de “A tiene la Propiedad del Conjunto Perfecto en X”.
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Estamos interesados en los subcojuntos perfectos del producto w®, para ello recuerde

que T denota a la coleccién de todos los drboles perfectos.

Proposicién 1.28. Si T € T, entonces [T] =~ R.

Demostracion. Comencemos por notar que [T] C w*. Luego el Teorema 1.10 nos permite
afirmar que [T] < R.

Para demostrar la desigualdad R < [T, el plan es definir una funcién inyectiva @ de
2 en [T] y, posteriormente, ocupar el Teorema 1.10. Para ello comencemos por definir
para cada u € T el conjunto B, := {t € B(T) : v C t}. Afirmamos que para cada u € T
sucede que B, # (0. En efecto, como T es un arbol perfecto, se tiene que existen sg,s1 € T
tales que u C sg,u C s1y So L s1. Que sg y s1 sean incompatibles implica que existe
I = min{i < min{|spl,|s1]} : so(i) # s1(i)}. De este modo ¢t := so [ | = s1 [ | y entonces
t7s0(l) =so [ (14+1) yt™s1(l) = s1 [ (I4+1) son ambos nodos de Ty asi, t € B(T'). Por otra
parte, como u C sg y u C $1, se sigue que para cada ¢ < |u| sucede que u(i) = so(i) = s1(7)
y por ende |u| < [, es decir, u C t.

Prosigamos nuestra prueba construyendo recursivamente una funcién ¢ de 2<% en B(T')

de manera que las siguientes condiciones se satisfagan:
(1) Sis,t e 2< son tales que s C t, entonces ¢(s) C (t).
(2) Para cada s € 2<% se cumple que ¢(s0) L p(s1).

Note que como () € T, se tiene que By € P (2<¥)\ {0}. Definamos (@) = e(By), donde
e es la funcién de eleccién que nos garantiza el Lema 1.26 (haciendo o = 2).

Ahora supongamos que para alguna ¢ < w hemos definido {p(t) : t € 25¢}. Para
concluir nuestra recursién fijemos s € 2¢ y expliquemos cémo construir ¢ (s70) y ¢ (s™1).

Dado que ¢(s) € B(T), podemos hacer

no :=min{i € w: @(s) i €T} y ny:=min{i € w\ (no+1) : o(s)" 1 € T}.

En vista de que, para cada k € 2, p(s)"ny € T, tenemos que By(s)~p, # (). De manera
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similar a la descrita en el parrafo anterior, definamos para cada k € 2

(p(sf\k;) = e(Bgo(s)“nk)'

Demostremos que (1) es satisfecha. En efecto, por definicién se tiene que si k € 2, entonces
©(s7k) € By(s)~n,, es decir, p(s) " nr C (s k) y ademas ¢(s) C (s)"ng, por lo tanto
©(s) C p(s™k).

Probemos ahora que (2) es cierta. Por una parte se tiene que si k € 2, entonces
o(s)"nk C @(sTk) y nuestra eleccién de ng y n; garantiza que ¢(s)"ng L o(s) " n;.
Luego ¢(s70) L ¢(s™1), completando nuestra recursion.

Estamos listos para definir a . Para cada z € 2¥, sea

new

Verifiquemos que, en efecto, P es una funcién inyectiva de 2 en [T.
Afirmacién 1: p(z) € w¥.

Tomemos n y m, un par de numeros naturales, tales que n < m. Es inmediato que
x| nCxlmy, por (1), o(x [ n) C p(x | m); en particular, [p(z [ n)| < |¢(z | m)|. Se
sigue que p(z) C w X w es una funcién con dom (¥(z)) = w, concluyendo la prueba de esta
afirmacion.

Afirmacién 2: Para cada n € w sucede que @(z) [ n € T.

En efecto, note que la Afirmacién 1 implica que, dado n € w, existe m € w de manera
que n < |p(z | m)| o, en otras palabras, que n € dom (¢(z [ m)). Ahora, como p(z [ m) €
Ty @(x [ m) CP(x), se sigue que p(z) [n = (p(x [m)) [neT.

Afirmacién 3: P es inyectiva.

Sean z,y € 2 distintos y sea m := min{i € w: (i) # y(i)}. Luegos:=z [m=y [m
y por lo tanto, s"z(m) =« [ (m+1) #y [ (m+1) = s"y(m). De (2)
que (s~ z(m)) L p(s"y(m)) y por definicién tenemos que p(s"x(m)) C P(z) y que
o(s"y(m)) € P(y). De este modo concluimos que existe k < w con @(z)(k) # B(y)(k).

O
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Lema 1.29. SiT € T y tg € T, entonces eziste x € [T| de modo que tg C x.

Demostracion. Construyamos a x de manera recursiva. Supongamos que n € w y que
{t; :i <n} CT es una familia de nodos en T de modo que t; C ;11 para cada i < n.
Definamos A := {u € T : t,, € u} y observemos que, como T es un arbol perfecto,
se tiene que A € P(w<¥)\ {0}. De este modo podemos definir ¢,11 := e(A) donde e es la
funcién de eleccién que nos otorga el Lema 1.26 (haciendo o = w).
Concluyamos la demostracién haciendo z := U tn € [T]. O
new
Proposicion 1.30. Si P es un subconjunto del producto w®, entonces P es perfecto en w*

si y sdlo si existe T € T de tal modo que P = [T].

Demostracion. Comencemos por suponer que 1" es un arbol perfecto. Por la Proposicion
1.28, se tiene que [T] # 0. Se afirma que [T] es cerrado en w®. En efecto, si x € w* \ [T7],
entonces existe n € w de manera que = | n ¢ T y ademds, es claro que = € [z | n| (recuerde
la Definicién 1.14). Observe que si y € [z [ n], entonces y [ n =z [ n ¢ T, es decir, y ¢ [T
y por lo tanto, z € [z [ n] C w® \ [T].

Demostremos ahora que [T] no tiene puntos aislados. Sea t € w<*“. Por la Proposicién
1.15, [t] es un abierto basico de w*. De este modo, si z € [t]|NT, se sigue quet =z [ [t| € T
y, por hipétesis, existen nodos incompatibles u,v € T' de modo que t C u y t C v, es decir,
uy v extienden aty ademas u € x o v € x. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
u € x. Por otra parte, del hecho de que u € T' y del Lema 1.29, se sigue que existe y € [T
de manera que u C y. Observe que esto implica que y # x y como t C u C y, se tiene que
y € [t]. Por lo tanto existe y € ([t] N [T]) \ {z}, es decir, z no es un punto aislado de [T7].

Hasta el momento, hemos desmostrado que el cuerpo de un arbol perfecto siempre es
un subconjunto perfecto de w®.

Demostremos ahora la implicacion restante. Supongamos que P C w“ es perfecto y
definamos

T:={x[n:xe€PAncuw}.

Es inmediato que T' C w<*. Demostremos que T' € 7.

Afirmacion 1: T es un arbol.
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En efecto, sean t € T'y n < |t| cualesquiera. Como ¢t € T, existen z € Py m € w de
forma que t = x | m; en particular, |t| = m. Luego, t [n=x [ ny porlotantot [n € T.
Afirmacién 2: T € 7.

Seat € T. Luego t es de la forma x | n para algin x € P y algiin n € w. Construyamos
dos extensiones incompatibles de ¢ en T'.

Consideremos [t]. Por la Proposicién 1.15, [t] es un abierto bésico de w* y ademas,
x € [t]. Como P es perfecto, se sigue que existe y € (PN[t]) \ {z} y asi, definimos
m := min{i € w : z(i) # y(i)}. Una observacién importante es que n < m pues como
y € [t], se tiene que = [ n =y | n pero z(m) # y(m).

Definimos so :==z [ (m+1) y s1 :=y [ (m+ 1). De este modo, tenemos dos nodos de
T, so y s1, tales que t C sg, t C 51y sg L s1, concluyendo la prueba de la afirmacién.
Afirmacién 3: P es el cuerpo de T.

Note que la contencién P C [T] se sigue de la definicién de T, por lo que nos resta
probar que [T] C P. Sea x € [T] arbitrario. Entonces, para cada n € w sucede que
x [ n €T, es decir, para cada n € w, el conjunto B, :={y € P:z [ n =y | n} es no vacio.
Hagamos x, := e(B,), donde e es la funcién que nos otorga el Lema 1.26. De este modo,
T, €EPyx[n=x,|n.

Se afirma que nl;rglo xn, = . En efecto, sea t € w<¥ de manera que x € [t]. Si hacemos
[ = |t|, entonces tenemos que t = x [ [, es decir, x; [ | = t. Asi, sin € w\ [, se sigue que
xn | 1 =t, es decir, z,, € [t] para cadan € w\ [.

Finalmente, como P es perfecto, en particular P es cerrado por lo que x € P. Esto

prueba la Afirmacién 3. O

Este ultimo resultado, junto con la Proposicion 1.28, nos otorga el siguiente corolario.
Corolario 1.31. Si P es un subconjunto perfecto de P, entonces P es equipotente a R.

Proposicién 1.32. Si S,T € T son distintos, entonces [S] # [T].

Demostracion. Como S # T, supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe t € T'\ S.
Luego, el Lema 1.29 implica que existe € [T] de manera que ¢t C z. Es inmediato que

x| |t|]=t¢ Sy porlo tanto = ¢ [S]. O
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Proposicion 1.33. La coleccion de todos los subconjuntos perfectos de irracionales es

equipotente a R.

Demostracion. Observe que las Proposiciones 1.30 y 1.32 implican que dado P, un sub-

@ existe un unico T, &rbol perfecto, tal que P = [T], por lo que

conjunto perfecto de w
basta con probar que T ~ R para concluir esta demostracién.

Por un lado, la Proposicién 1.7 implica que P(w<¥) =~ P(w) ~ R. Luego, la contencién
T C P(w<¥) nos garantiza que T < R.

Por otro lado, sean a,b € P de modo que a < b. Entonces PN [a, b] es un subconjunto
perfecto de IP. Si consideremos a h, el homeomorfismo que se construyé en el Teorema 1.17,
se tiene que h~! []P’ N |a, b]] es un subconjunto perfecto de w* y asi, existe un tinico Ty, € T
de modo que h '[P N [a,b]] = [Tw).

Sea A :={(z,y) € Px P:x < y}. Definamos G : P — A mediante G(p) := (p,p + 1),
para cada p € P. Claramente G es inyectiva. Luego, por el Corolario 1.18, concluimos que
R < A.

Ahora, para cada (a,b) € A, definamos F ((a, b)) := T, y probemos que F': A — T es
inyectiva. En efecto, si (a,b), (¢,d) € A son tales que Ty, = Trq, entonces [Typ] = [Teql, €s
decir, h=! [IE” N [a, bH =h! []P’ N e, d]] o, equivalentemente, P N [a,b] = P N [¢,d]. Luego, se
tiene que a = min (PN [a,b]) = min (PN [¢,d]) = ¢ y, andlogamente, b = max (PN [a,b]) =
max (PN [e,d]) = d; en resumen, (a,b) = (¢, d).

En conclusion, R < A < 7. O

Teorema 1.34. 5S¢ R admite un buen orden, entonces P posee un subconjunto que no

satisface la PCP.

Demostracion. La Proposicién 1.33 nos permite enlistar a todos los subconjuntos perfectos
de P sin repeticiones en tipo de orden ¢. Sea {P, : o € ¢} dicha lista.

Construiremos, por recursion transfinita, un par de sucesiones de longitud ¢. Sea a € ¢
y para cada 3 € a supongamos definidos ag y bg de modo que cumplan las siguientes

condiciones:

1. ag e P\ ({ay: v € BYU{by: v € BY).
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2. bg € Pg\{a,:v < B}

Como «a € ¢, deducimos que la cardinalidad de {ay : v € B} U {by : v € 3} es menor a
¢, por lo que la igualdad [P| = ¢ y el Corolario 1.31 garantizan que P\ ({a, : v € a} U {b, :
v € a}) y Py \ {ay : v < a} son un par de subconjuntos de R no vacios. Asi las cosas,
definamos (note que los minimos de abajo se calculan con respecto al buen orden que R

posee por hipétesis)

ao :=min (P\ ({ay:y€a}U{b,:v€a})) v

bo :=min (P, \ {a, : v < a}),

lo cual completa la recursion.

Se afirma que A := {aqs : o € ¢} es el conjunto buscado. Es claro que A es un
subconjunto de P de cardinalidad ¢. Luego, nos resta demostrar que ningin subconjunto
perfecto de P estd contenido en A, es decir, probaremos que para cada a € ¢ se tiene
que P, Z A. En efecto, sea o € ¢ arbitraria. Por definicién, by, € Py \ {ay : v < a}.
Supongamos, buscando una contradiccion, que b, € A. Entonces existe 8 € ¢ de modo que
bo = ag, de lo que se sigue que a < 3, pero ag ¢ {a, : v € f}U{b, : v € B}, es decir, en

particular se tiene que ag # b, obteniendo asi la contradiccién deseada. O



CAPITULO 2: AXIOMA DE DETERMINACION.

El objetivo del presente capitulo es presentarle al lector el axioma de la teoria de
conjuntos llamado Azioma de Determinacién (AD), el cual fue introducido a principios de
los anos 60 por J. Mycielski y H. Steinhaus.

Para poder hablar de AD es necesario definir un juego infinito. Dada A C w¥, se
considerard el correspondiente juego 04 el cual tiene dos jugadores, digamos I y II, que
tiran un ndmero natural en cada turno que les corresponda, es decir, primero I tira algin
ng € w, posteriormente II responde con un nimero natural mg, luego I escoge un n1; € w
como su respuesta y asi sucesivamente (ver diagrama de abajo). 04 concluye luego de w
turnos y I gana el juego si la sucesién resultante (ng, mg,ni,mi,...) es un elemento de A,

en caso contrario II gana.

I‘no ni

1I ‘ mo mi

Definamos algunos términos que nos seran de utilidad en nuestro analisis del juego 04
Definicion 2.1. Una partida en el juego 04 es cualquier elemento de w.

Notemos que si f es una partida del juego 0 4, entonces ésta puede ser vista como sigue:

Dada A C w¥, el drbol de jugadas legales de D4 es w<¥. Entonces t es una jugada
legal si y sélo si existe un nimero natural n de modo que ¢ : n — w. Para los fines de este
trabajo, t serd interpretada como el inicio de una partida. Es conveniente hacer algunas

observaciones:

1. Si |t] es par, entonces II es el dltimo que ha tirado hasta ¢.
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Esto nos sera de utilidad para definir qué es una estrategia. Para esto precisaremos de

algunos conjuntos auxiliares.

Definicién 2.2. S, := U wny S = U w? L Es decir, Sp ¥ S; denotardn al conjunto

new new
de todas las funciones de k € w en w, donde k es par e impar, respectivamente.

Definicién 2.3. Una estrategia para I es una funcién o : S, — w.

Intuitivamente, una estrategia para I “le dice a I qué tirar en cada turno”. Por ejemplo,

si k € w y el inicio de la partida es como sigue:

I ‘ i n1 e Mg
11 ‘ mo my s mi
entonces o le dird a I que responda con o({ng, mo, ..., ng, Mk)).

Definicion 2.4. Dadas f € w*¥ y una estrategia o para I, diremos que f sigue a o siy s6lo

si para cada n € w, f(2n) = o(f [ (2n)) (ver diagrama de abajo).

Intuitivamente, las partidas que siguen a ¢ son aquellas en las que el jugador I siempre

tira lo que o le aconseja.
Definicion 2.5. Una estrategia para II es una funcién 7 : S; — w.

Similarmente, una estrategia para II “le dice a II qué tirar en cada turno”. Por ejemplo,

si k € w, y el inicio de la partida es como sigue:
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I ‘ ng ni N
11 ‘ mo mi e mi—1
entonces 7 le dird a II que responda con 7({ng, mo, ..., Mg_1,nk)).

Definiciéon 2.6. Dadas f € w¥ y 7, una estrategia para II, diremos que f sigue a 7 si y

s6lo si para cadan € w, f(2n+ 1) =7(f | (2n + 1)) (ver diagrama de abajo).

1 70 /@) 1)
m ) )T, £e)

Intuitivamente, las partidas que siguen a 7 son aquellas en las que el jugador II siempre

tira lo que 7 le aconseja.
Es conveniente recordar que, a lo largo de esta tesis, trabajaremos en ZF, a menos que

se diga explicitamente lo contrario.

Lema 2.7. Sea A C w¥. Entonces, tanto el conjunto de estrategias para I como para II en

D4 son equipotentes a w®.

Demostracion. Notemos que los conjuntos de estrategias para Iy para II son w y w,
respectivamente. Ahora, por [2, Lema 7.33], tenemos que, para cualquier conjunto B, si

B ~ w, entonces w?

~ w”. De este modo, es suficiente probar que S, ~ w y S; ~ w para
concluir el lema.

Comencemos por demostrar que S, ~ w. Sea f:w — w? la funcién que a cada n € w
le asocia la funcién constante n, es decir, f(n) = 2 x {n}. Es inmediato que f es inyectiva,
por lo que se tiene que w < w?. Ademés, w? C Sp € w<¥. Luego, la Proposicién 1.7 nos
garantiza que w? < Sy = w. Por lo tanto, S, ~ w.

Ahora probemos que S; ~ w. Sea g : w — w' dada por g(n) (0,n)} para cada

= {
n € w. Entonces g es inyectiva y por ende, w < w'. Notemos que w! C S; C w<¥ y por un

argumento analogo al del parrafo anterior, concluimos que S; ~ w. O

Es natural pensar que habra estrategias que sean de mayor utilidad que otras, es decir,

habra estrategias que hagan que I o II gane. De esto se desprenden las definiciones siguientes.

Definicion 2.8. Sea ¢ una estrategia para I. Diremos que o es una estrategia ganadora

para I en el juego O 4 siy sélo si cada que f € w® sigue a o, se tiene que f € A.
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Ejemplo 2.9. Consideremos A = w" y sea o : S, = w definida como o(t) = 0 para cada
t€S,. Como toda f € w* es un elemento de A, se tiene que o es una estrategia ganadora

para I en el juego Dyg.

Definicion 2.10. Sea 7 una estrategia para II. Diremos que 7 es una estrategia ganadora

para II en el juego D4 siy sélo si cada que f € w® sigue a 7, se tiene que f € w* \ A.

Ejemplo 2.11. Sea z € w* cualquiera. Consideremos A = {x} y sea 7 :S; — w dada por

7(t) = x(1) + 1 para toda t € S;. Entonces, si f € w* sigue a T, se tiene que:

fO) =7 11) =2(1) +1# (1)

Luego, f # x y por lo tanto, f ¢ A. De lo anterior se concluye que T es una estrategia

ganadora para I1.

Por el resto de este capitulo, si A es claro en el contexto, omitiremos decir “en el juego
o4”. Por ejemplo, diremos que o es una estrategia para I en lugar de “o es una estrategia
para I en el juego 04”. Ademads, sélo diremos que o es ganadora para I o que T es ganadora

para II quedando implicito que o o 7 sean estrategias.

Definicion 2.12. Se dird que A C w¥ estd determinado si y sélo si existe una estrategia

ganadora para I o existe una estrategia ganadora para II.
Dicho esto, estamos listos para enunciar el Axioma de Determinacién.

Definicion 2.13. Entenderemos por Azioma de Determinacion al enunciado: “Todo sub-

conjunto de w* estd determinado”. A dicho axioma lo abreviaremos como AD.

Dedicaremos el resto del capitulo a presentar algunos teoremas de ZF + AD.
2.1 Eleccién y Determinacion.

Esta seccién tiene como resultado central la incompatibilidad de AD con AE. Para
llegar a este resultado serd necesario probar algunos lemas previos.
Una consecuencia de AE es que R admite un buen orden. De este modo, lo que se

probard en esta seccién es que AD es incompatible con la existencia de un buen orden para
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R. Supondremos que R posee un buen orden y construiremos un subconjunto de w® que
no esta determinado. Como se menciond en la Seccién 1.6, siempre que supongamos que
R posee un buen orden, denotaremos por ¢ al primer ordinal equipotente a R. Entonces
del Lema 2.7 y del Teorema 1.10 se sigue que ¢ ~ R ~ 2¥ ~ w y, andlogamente, que
¢~ R~ 2¥~ w. Es decir, existen dos funciones biyectivas, ¢ : ¢ = w y ¢ : ¢ = w%. En
aras de simplificar notacién, hagamos, por el resto de esta seccién, o, := p(a) y 74 1= ()
para cualquier « € ¢. Note que {0, : « € ¢} es el conjunto de todas las estrategias para I y
que {74 : @ € ¢} es la coleccién de todas las estrategias para II.

Ahora, para cada a € ¢, definamos los siguientes conjuntos:
Fo:={f ew”: f sigue a o,} y Gy :={g € w”: g sigue a 7,}.

Y de este modo definimos:
F::UFa y G::UGQ.
acce acc
Este par de conjuntos serd usado libremente en el resto de la seccién y, particularmente,

en la prueba del Teorema 2.16.

Lema 2.14. Para cada o € ¢, F, y G, son equipotentes a c.

Demostracion. Sea « € ¢ arbitrario. Comencemos por demostrar que Fy, = c.
Como F, C w“, el Teorema 1.10 implica que F, = ¢. Respecto a la desigualdad
restante, definiremos una funcién inyectiva de w® en F,. Sea g € w“ cualquiera y sea

g € w* definida recursivamente como sigue
0a(g [ m) sinespar
g(k) si existe k € w de modo que n = 2k + 1.

De este modo, g sigue a 0, (véase diagrama de abajo).

I \ 3(0) = 00 (0) 79(2) = 0a((g(0),3(1)))
11 ‘ 3(1) = ¢(0) g(3) =g(1)
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Afirmamos que la funcién inyectiva buscada es g — g. Veamos que, en efecto, es

inyectiva. Sean g,h € w* y supongamos que § = h. Sea n € w arbitraria. Por hipétesis,

g(2n + 1) = h(2n + 1), es decir, g(n) = h(n) y por consiguiente, g = h. De este modo,
¢ 2 F,.

Analogamente, es claro que G, = ¢y, por otro lado, si para cada g € w“ definimos

g € w* mediante

g(k) si existe k € w de modo que n = 2k

Ta(g [ n) sin esimpar,

entonces g sigue a 7, (véase diagrama de abajo).

1| 30) = 9(0) 5(2) = (1)
" 3(1) = ((5(0) 9(3) = 7a(@(0).3(1).3(2))

Luego, con un argumento anslogo, obtenemos la inyectividad de g — g. Por lo tanto,

¢ =X Gy O

Lema 2.15. Sia € ¢y A€ [R]l%, entonces R\ A = c.

Demostracion. De [2, Proposicién 7.37] se sigue que R xR & ¢. Luego, existe una biyeccién
¢ : R — R x R. Ahora, por hipétesis, A C R, asi que ¢[A] es un subconjunto de R x R tal
que ¢[A] = .

Definimos P :={z € R: Jy ((z,y) € ¢[A])} y sea f : ¢[A] — P dada por f((z,y)) ==z
para cada (z,y) € ¢[A]. Claramente, f es sobreyectiva, asi que la Proposicién 1.11 nos da
P <X ¢[A] = a. Ademas, « € ¢ implica que o C ¢ y como ¢ es el primer ordinal equipotente
a R, no puede serlo a «, es decir, o < ¢. Por lo que, P < a < c¢x~R.

Del parrafo anterior se deduce que existe zg € R\ P. Sea X = {zp} x R. Dos

observaciones inmediatas son:
(1) X Ng[A] =0, es decir, X C (R x R) \ ¢[A].

(2) X =«
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Consideremos ¢~ ![X] C R. Por (1), se tiene que ¢~ *[X] N ¢~ [p[A]] = 0, es decir,

que ¢~ [X] N A = (. Luego, ¢~ '[X] C R\ Ay, ademds, ¢~ '[X] ~ X ~ ¢. Por lo tanto,
R\A~c. O

Teorema 2.16 (Gale-Stewart). Si R tiene un buen orden, entonces existe un conjunto que

no estd determinado (es decir, AD falla).

Demostracion. Nuestro plan es construir, por recursién transfinita, dos colecciones, {z; :
i€cty{yi:i€c} contenidas en w®.
Dada «a € ¢, supongamos definidos X, := {23 : 8 € a} y Y, := {ys : f € a} de modo

que cumplan:
(1) XoNY,=0.
(2) Para cada 8 € «, yg sigue a og.
(3) Para cada f € a, x3 sigue a 73.
(4) Siy <6 < o, entonces xy # 5 Y Yy 7 Ys-

Construyamos o y Yo

Como X, ~ a =~ Y, (condicién (4)) y G4 =~ ¢, aplicando el Lema 2.15 dos veces,
tenemos que (Go\ Xqo)\Ya = ¢, es decir, Go \ (XqUY,) = ¢. Analogamente, Fy, \ (X,UY,) ~
c.

Dado que estamos suponiendo que R estd bien ordenado, todo conjunto equipotente
a R también lo estd. Con esta idea en mente, hagamos z, = min(Gy \ (XqaUY,)) v
Yo := min (F, \ (XoUY,)). De este modo, se tiene que z, € Gy \ (Xq UY,) v que

Yo € Fo \ (Xo UY,). Entonces se cumple lo siguiente:
(i) x4 sigue a T, ¥ Yo sigue a o, (pues x4 € Go y Yo € Fy).
(ii) Para cada 8 € a, sucede que zo # 8 ¥ Yo 7 3 (PUES Za, Yo & Xa)-

(iii) Para cada 8 € «, se tiene que o # Yg ¥ Yo # Yg (PUES Ta, Yo & Ya).
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De este modo, la recursién estd completa, asi que definimos X = {z, : a € ¢} ¥y
Y :={yq : a € ¢}. Notemos que X,Y C w*“ y son ajenos por construccion.

Afirmamos que X no estd determinado. Si o es una estrategia para [ en Dx, entonces
existe a € ¢ de tal modo que ¢ = og,. Ahora, por construccion, y, sigue a g, pero no
es elemento de X, luego o, no es estrategia ganadora para I. De igual manera, si o € ¢,
tenemos que z,, es un elemento de X que sigue a 7, y entonces 7, no es estrategia ganadora

para II. [

De este modo, tenemos que AFE implica que AD falla, sin embargo, también se tiene que
AD implica una versién mas débil de AFE, a decir, el Axioma de Eleccién para subfamilias

numerables de w*\{0}. El trabajo restante en esta seccién se enfoca en este tltimo resultado.

Definicion 2.17. Entenderemos por Azioma de eleccion para conjuntos numerables al
siguiente enunciado: “Para cada familia {4, : n € w} de subconjuntos no vacios de w*
existe una funcién e : w — w* de modo que e(n) € A,, para cada n € w”. Denotaremos a

dicho enunciado como AEN.

En otras palabras, AEN afirma la existencia de una funcién de elecciéon para cada
familia numerable de subconjuntos no vacios de w®.

Sea F := {A,, : n € w} como en la hipétesis de la Definicién 2.17 y consideremos la
funcién s : w — w dada por s(n) = 2n + 1 para cada n € w. En lo que resta de la seccién,
F y s estarédn fijas.

Definamos el juego 01. En él participardn dos jugadores, a los que llamaremos H y V,
que tirardn un nimero natural en cada turno que les corresponda, es decir, al inicio H tirara
algin hg € w, posteriormente V respondera con un nimero natural vy, como respuesta H
escogerd hy € w y asi sucesivamente. Del mismo modo en que lo hemos manejado, O
concluird luego de w turnos dando como resultado una partida f € w*. V ganard op si
fos = (vy,v1,...) es un elemento del correspondiente Ay, € F (ver diagrama de abajo);

en caso contrario H ganard.

| £(0) = ho 2 = h
v £ =0 ) =u




32

En otras palabras, V gana el juego 01 si f o s € Ay); de lo contrario, H gana.

De manera andloga que con el juego D4, el drbol de jugadas legales de O1 serd w<% y se
tendran tanto estrategias como estrategias ganadoras para ambos jugadores. Una estrategia
para H serd cualquier funcién de S, en w y una estrategia para V serd cualquier funcién de
S; en w.

La siguiente proposicion se desprende naturalmente de la definicién de 0.

Proposicion 2.18. H no tiene estrategia ganadora en O1.

Demostracion. Sea o : S, — w una estrategia cualquiera para H en el juego o1. Fijemos

z € Ag(g) y definamos f : w — w recursivamente como sigue:

f@2n) =a(f T (2n)) y f@n+1) =2(n)

para cada n € w. De este modo, es claro que f sigue a o y, ademas, fos =x € A (véase

diagrama de abajo)

H | £(0) = o(0) £(2) = o({£(0), F(1))
v £(1) = 2(0) £(8) = 2(1)
Por lo tanto, o no es estrategia ganadora para H en 0O;. O

La siguiente proposicién nos muestra la relacién que existe entre o1 y el juego que
definimos al principio del capitulo. Para ello definamos un subconjunto X de w* como

sigue: X :={f €w”: fos ¢ Ay} X estara fijo en el resto de la seccién.

Proposicion 2.19. Si [ tiene estrategia ganadora en Ox, entonces H tiene estrategia

ganadora en O.

Demostracion. Sea o : S, — w una estrategia ganadora para I en ox. Se afirma que o es
una estrategia ganadora para H en 01. En efecto, si f € w* es una partida en 01 que sigue
a o, entonces de nuestra hipétesis se deduce que f € X. Es inmediato que fos & Ayq) v,

por consiguiente, o es una estrategia ganadora para H en o). O

De las Proposiciones 2.18 y 2.19 se deduce que I no tiene estrategia ganadora en Ox.

Luego, AD nos garantiza que II si tiene estrategia ganadora en Oy.
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Proposicion 2.20. V tiene estrategia ganadora en O;.

Demostracion. Sea T : S; — w una estrategia ganadora para Il en 0x. Probaremos que
T es estrategia ganadora para V en 0. Tomemos una partida f € w* que siga a 7. Como
T es ganadora para Il en Ox, f ¢ X y, por ende, fos € Ag(0)- Es decir, 7 es estrategia

ganadora para V en 0j. O

Teorema 2.21. Si AD es cierto, entonces AEN es cierto.

Demostracion. Sea T : S; — w una estrategia ganadora para V en 0.

Sea n € w arbitraria. Definamos una funcién f, : w — w como sigue:

fn(2m) =n N fa@m+1) =7(fn [ (2m +1))

para cada m € w. Es inmediato que f, sigue a 7. Como 7 es ganadora para V en oq, se
sigue que f, os € A,. De este modo, la funcién e : w — w* dada por e(n) = f, o s para

cualquier n € w satisface que e(n) € A,, para toda n € w. O

El camino que hemos seguido para probar que AEN es un teorema del sistema ax-
ioméatico ZF + AD serd recorrido varias veces en este trabajo. De manera precisa, cuando
intentemos probar que cierto enunciado en cierto en ZF 4+ AD propondremos un conjunto

X y un juego que resultard equivalente a Ox.
2.2 La Propiedad del Conjunto Perfecto en ZF+AD

El objetivo de esta secciéon es probar el Teorema de Morton Davis, a saber, que en
ZF+AD todos los subconjuntos de los irracionales tienen la PCP (tal y como fue definida
en la Seccién 1.6). Para esto, dado A C w®, definiremos el juego O3(A).

Comencemos por establecer notacién: por el resto del trabajo, S := w<¥\ {0#}. Ahora,
03(A) serd jugado por un par de jugadores a quienes denotaremos como H y V. Las tiradas
de H seran elementos de S y las tiradas de V seran elementos de w, es decir, primero H
elige algin sg € S, luego V responde con algin nimero natural ng, posteriormente H tira

un s1 € Sy asf sucesivamente como se muestra en el siguiente diagrama.
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H

S0 51

A\ ‘ no niy
Asi, H ganard la partida descrita arriba si y sélo si el siguiente par de condiciones se

satisface.
(1) Para cada i € w\ {0} se tiene que s;(0) # n;_;.

(2) \/ si € A (recuerde el material de la Seccién 1.2).
S
Con el fin de tener siempre un tnico ganador, diremos que H no gana si y solamente si
V gana.

Como lo hemos venido haciendo, definiremos qué es una partida y céomo son las es-

trategias para los jugadores de 03(A).

Definicién 2.22. La frase z es una partida en el juego O3(A) significard que x es una

funcion de w en w US de modo que para cada n € w se tiene que
z(2n) € S y z(2n+1) € w.

Esto es, si z es una partida en el juego 03(A), entonces z se ve de la siguiente manera:

Denotaremos por P al conjunto de todas las partidas en el juego 03(A), es decir, z € P
siy sélo si x es una partida en el juego O3(A). En lo que resta de esta seccién P estara fijo.

Ahora definamos el siguiente conjunto:
S={z[n:zeP AN necw}.

En otras palabras, S es el conjunto de todos los inicios de partida posibles en el juego D3(A).

A los elementos de S les llamaremos partidas iniciales.

Definicion 2.23. Si s € S, entonces denotaremos como s~ a la concatenacién de todos los

valores de s en los pares, es decir, s~ := \/ s(2i) (por ejemplo, § € S'y 0~ = 0).
i<|s|/2
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Ademéss, si x € P, definimos 2™ := \/ z(2n).

new

Note que si A C w¥, entonces, con la notacién de arriba, la partida x € P es ganada
por H si y sélo si ™ € Ay x(2k)(0) # x(2k — 1), para todo k € w \ 1.

Con la intencion de definir qué es una estrategia dividiremos a S en dos colecciones
ajenas. En primer lugar, denotaremos por Sy a todas las partidas iniciales s € S para las
que |s| es un nimero par y, en segundo término, Sy := S\ Sp.

Observe que si s € Sy, entonces la tltima tirada de s fue hecha por el jugador V,
mientras que si t € S, la Ultima jugada en t fue realizada por el jugador H.

Estamos ahora listos para definir las estrategias de nuestro juego.

Diremos que o es una estrategia para H siy sélosi o : Sy — Sy que 7 es una estrategia
para V siy sélosiT: 5 — w.

Naturalmente, que una partida = siga a una estrategia o : Sy — S (respectivamente,
7 : S1 — w) significard que para cadan € w se tiene que z(2n) = o(x | 2n) (respectivamente,
z(2n+1) =7(x [ (2n+ 1)). Finalmente, nuestra nocién de estrategia ganadora en 03(A)

es andloga a la dada al principio del capitulo (ver definiciones posteriores al Lema 2.7).

Definicién 2.24. Si o es una estrategia para H en el juego 03(A), diremos que t € S;
es una partida inicial correcta con respecto a o si'y sélo si t sigue a o (véase diagrama de

abajo).

H ‘ t(0) = o(t 1 0) t2)=o(t12) - t(|tl = 1) = ot I (jt] 1))

v ) -2
Denotaremos al conjunto de todas las partidas iniciales correctas con respecto a o como
PIC(0).
La siguiente definicion es analoga a la anterior.
Definicién 2.25. Si 7 es una estrategia para V en el juego D3(A), diremos que ¢t € Sy es

una partida inicial correcta con respecto a T siy solo si t sigue a T.

De igual manera, denotaremos al conjunto de todas las partidas iniciales correctas con
respecto a 7 como PIC(7). Note que ) € PIC(7). Por otro lado, si t € PIC(7) \ {0},

entonces t luce como indica el siguiente diagrama.
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o) ) -2
V‘ #(1) £3) - #(]¢] 1)
Equivalentemente:
H | 4(0) 1) -
v e r(t13) - r(t 1 (|t 1))

A continuacién veremos cudl es la conexion entre el juego O3(A) y nuestro juego original.
El plan es definir, para cada A C w®, un conjunto A* C w* y probar ciertas relaciones entre
la existencia de estrategias ganadoras para el jugador Il en O 4« y la existencia de estrategias
ganadoras para V en 03(A).

De acuerdo a la Proposicién 1.7, podemos fijar por el resto de la seccién una funcién
biyectiva ¢ : w — S. Ahora denotemos por A* al conjunto dado por la férmula: f € A* si

y sblo si f € w¥ y satisface:
(1*) para cualquier n € w\ 1, ¢ (f(2n)) (0) # f(2n—1) y

(2 \ ¢ (f(2n)) € A.

new

Argumentemos que cada partida en el juego O 4+ induce una partida en el juego O3(A)
y viceversa.

Si f es una partida del juego O 4+, entonces f luce de la siguiente manera

Formalmente, para cada f € w“, la partida en 03(A) inducida por f es la funcién

z:w — wUS dada por

z(2n) = ¢(f(2n)) vy z2n+1)=f@2n+1),
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para cualquier n € w.
En la otra direccién, cuando z : w — wUS es una partida en 03(A), podemos visualizar

a x como en la tabla de abajo.

Luego, la partida en o 4+ inducida por x sera aquella que se exhibe en el diagrama de

abajo.

En simbolos, para cada partida = del juego 03(A), la partida inducida por x en O z= es

la funcién f € w* dada por

f@n) =9 @) ¥y f@n+1)=a@n+1),

para cualquier n € w.
Con la intencion de simplificar nuestra notacién para los dos lemas siguientes, conven-

gamos en que, para cada s € S, la funcién s : |s| — w estard dada por

0 Y(s(n)), sin espar
s(n), si n es impar,
para cualquier n < |s|.

Por ejemplo, si s € S1, entonces s y 5 pueden ser pensadas como partidas iniciales de

los juegos O 4+ y 03(A), respectivamente, tal y como lo sugieren los diagramas de abajo.

1| 5(0) (s - 1)
V ‘ s(1)
I 150)=¢""(s(0) o B(Js| = 1) =7 (s(]s| = 1))
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Observe que si s € 51, entonces 5 € S; y que si s € Sp, entonces s € S),.

Lema 2.26. Si el jugador 11 tiene estrategia ganadora en el juego O 4x, entonces el jugador

V posee una estrategia ganadora en el juego O3(A).

Demostracion.  Fijemos 7 : 5; — w, una estrategia ganadora para II en el juego O 4+,
y definamos 7' : S; — w mediante 7/(s) := 7(3). De este modo, es inmediato que 7’ es
estrategia para V en el juego 03(A).

Probemos que 7’ es ganadora. Para esto, sea x una partida en O3(A) que siga a 7'y
denotemos por f a la partida inducida por x en el juego D 4+. Se afirma que f sigue a 7.
En efecto, fije k € w y observe que z | (2k +1) = f | (2k + 1); ademds, como z sigue a 7/,

sucede que
Fk+1) =2k +1) =1 (z | (2k+1)) :T(x [(2k:+1)> =7 (f(2k+1)),

con lo cual queda probada nuestra afirmacion.

Ahora, como T es estrategia ganadora para II en O 4+, se tiene que f ¢ A*, es decir, o
bien (1*) es falsa o (2*) falla. Esta dltima disyuncién equivale, segin la definicién de f a
que, una de dos, o existe n € w\ 1 con z(2n)(0) = f(2n — 1) 6 2~ ¢ A. En cualquier caso,

el jugador V gana la partida x. O

El siguiente lema nos muestra que también existe una conexién entre la existencia de
estrategias ganadoras para el jugador I en D4+ y la existencia de estrategias ganadoras para

Hen Dg(A)

Lema 2.27. Si el jugador I posee estrategia ganadora en O 4+, entonces el jugador H tiene

estrategia ganadora en O3(A).

Demostracion. Sea o : S, — w una estrategia ganadora para I en o4«. La funcién
o' : Sy — w dada por ¢'(s) := ¢ (0 (5)) es, claramente, una estrategia para H en O3(A).
Demostremos que ¢’ es estrategia ganadora.

Sea x una partida en O3(A) que siga a ¢’ y sea f la partida inducida por z en O 4«.

Verifiquemos que f sigue a . Tal y como lo hicimos en la prueba del Lema 2.26, para cada
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k € w se tiene que z | (2k) = f | (2k) y como z sigue a o/, tenemos:

2(2k) = o' (2 [ (2k)) = ¢ (o (2T (2H)) ) = ¢ (0 (£ | (2k))

y por lo tanto,

F(2k) = o7 (@(2k) = 0™ (9 (o (f 1 (2K)))) = o (f ] (2k)).

Asi, f sigue a o.
El que o sea ganadora implica que f € A*, esto es, tanto (1*) como (2*) son ciertas;
equivalentemente, se tiene que x(2n)(0) # f(2n — 1), para cualquier n € w, y z~ € A. En

consecuencia, H gana la partida = en el juego 03(A), tal y como se queria. O

A continuacién presentamos un concepto que nos serd util para probar el resultado

central de esta seccién (la notacién que aparece en la Definicién 2.23 serd empleada).

Definicién 2.28. Sea A C w¥. SiT :S] — w es una estrategia para Venoz(A),t € PIC(1)
y x € w¥, diremos que t es T-compatible con x si y sélo si existe s € S de modo que se

satisfacen las condiciones:

(i) (It =1,5(0)) ¢ ¢t.
(ii) t~ Vs Cux.

Observe que si t # (), entonces la condicién (i) de arriba equivale a que ¢ (|t| — 1) # s(0).
Intuitivamente, t serd 7-compatible con x siempre que t~ C x y el jugador H pueda
tirar al menos una vez mas “sin salirse” de z.

El simbolo s™a se usara tal y como fue definido en la Seccién 1.2 de esta tesis.

Lema 2.29. Sea A C w” y sea T una estrategia para V en 03(A). Sit € PIC(T) yx € w¥,

entonces t es T-compatible con x siy solo sit™ Cx y (|t| — 1,z (|t™])) ¢ t.

Demostracion. Suponga que t es T-compatible con z y que s es como en la Definicién 2.28.
De la condicién (ii) se sigue que ¢~ C x y que z (|f]) = s(0); de este modo, (i) garantiza que

(It = Lz (|t~]) ¢ ¢.
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Para la implicacién restante hagamos s := {(0,z (|t™]))} € S. Asi, es inmediato que
(It] = 1,5(0)) ¢ t y, ademas, t~ Vs = (t~)" x (|t~]) C z, es decir, ¢ es T-compatible con z.

O]

Definicién 2.30. Sea A C w®. Si 7 es una estrategia para V en 03(A), t € PIC(T) y
x € WY, entonces t T-rechaza a x siy sélo sit es T-compatible con z en un sentido maximal,

es decir, si
(1) t es T-compatible con x y

(2) para cada s € S se tiene que la condicién (|t| — 1,s(0)) ¢ ¢ implica que (t"s)” 7 (t7s)

no es T-compatible con z.

Sean A C w*“, 7 una estrategia para V en 03(A) y t € PIC(7). Denotemos por H] a

la coleccion dada por la férmula
x € H] siysélosixew”y x es T-rechazado por t.

Lema 2.31. Sea A C w®. Si T es una estrategia ganadora para V en O3(A), entonces

AC|\HH] :te PIC(T)}.

Demostracion. Hagamos la prueba por contrapositiva. Supongamos que € w* es tal que
para cada t € PIC(7) sucede que x no es 7-rechazado por ¢ y demostremos que = ¢ A.
Empecemos por construir recursivamente dos familias, {t,, : n € w} y {s, : n € w}, de

tal modo que los enunciados siguientes sean ciertos para cualquier n € w.
(1) t, € PIC(T) y sp €S.
(2) tn Ctptr-
(3) ty, es T-compatible con z.
(4) (tn"sn)” 7 (tn~ sn) es T-compatible con x.

Sea e la funcién de eleccién garantizada por el Lema 1.26. Hagamos ty := () para

obtener ty € PIC(7). Luego, tp no 7-rechaza a x y se verifica rdpidamente que satisface
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(3). De esta forma, el conjunto

By :={ueS:[(Jto] —1,5(0)) & to] A [(to"u)" 7 (to" u) es T-compatible con x|}

no es vacio. Para concluir con la base de la recursién serd suficiente hacer sg := e(Byp).
Demos por hecho que para algin n € w hemos obtenido {s; : i < n} y {t; : ¢ < n}
adecuadamente. Definamos t,41 := (£, sp)” 7 (£, sp) y notemos que la condicién (2) es
satisfecha por t,11. Ahora, la hipétesis inductiva ¢, € PIC(7) implica que t,+1 € PIC(T)
y, por ende, t,41 satisface (3). Ademds, x no es 7-rechazado por ¢,.1, esto es, el conjunto

By 41 C S definido por la formula u € B,,41 si y sélo si
tnt1 (Jtns1]l — 1) #w(0) y (tne1”u)” 7 (tn+1" u) es T-compatible con z

no es vacio. Evidentemente, s,1+1 := e(Bp+1) satisface (4) y sp41 € S. Asi, la recursién
esta completa.

Como corolario de (2) se tiene que y := |, -, tn s una funcién de w en wUS. M4s

new

aun, (1) implica que y es una partida en D3(A) que sigue a 7. En consecuencia, y~ ¢ A.
Ahora, segin (3), t,~ C x, para todo n € w, y de esta forma, ¥~ = [, tn”~ € z. Dado

que ¥y~ € w¥, concluimos que x =y~ ¢ A. O

Lema 2.32. Sea A C w®. Si 7 es una estrategia ganadora para V en el juego O3(A) y

t € PIC(7), entonces la funcion g7 : Hf — w<* dada por

g9i () =z [ (t7[+1),

para cada x € F], es inyectiva.

Demostracion. Fijemos t € PIC(7) y hagamos m = [t~|. Dado z € H], definimos, para
cualquier n € w,

st = {(i,a(m+1) i < n},
es decir, st = (z(m),z(m+ 1),...,x(m +n)).

Afirmacién: Sixz € H] y n € w, entonces x(m+n+1) =7 (t7s%).
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Antes de comprobar nuestra aseveracion, observemos algunas consecuencias de ésta. En

primer lugar, si z,y € H] satisfacen z(m) = y(m), entonces sf = s§ y, por la Afirmacién,

z(m+1)=7({"s5) =7 s§) =y(m+1).

Luego, s7 = s{ y de aquf se deduce, empleando nuevamente la Afirmacién, que

zm+2)=7{"s7) =7t sY) =y(m+2).

De este modo concluimos que z(m + n) = y(m + n) para cualquier n € w.

Por lo anterior, si z,y € H] satisfacen ¢/ (z) = ¢ (y), entonces x = y. En resumen,
solo debemos probar la Afirmacién para concluir que g/ es inyectiva.

Sea n € w. Por definicién, s7(0) = x(m) y como t es T-compatible con x, el Lema 2.29
nos da ([t| —1,z(m)) ¢ t. Asi, (|t|—1,s%(0)) ¢ t y dado que x € H], deducimos
que u = (t7sk) T(t7sk) no es T-compatible con z, es decir, (Lema 2.29) v~ € x 6
(lu| = 1,z (Ju~|)) € u. Dado que u™~ =t~ Vst =t~V (z(m),z(m+1),...,z(m+n)), obten-
emos la contencién u™~ C x (recuerde que x € H] implica que ¢t~ C x). En consecuencia

debe tenerse que (|u| — 1,z (Ju™])) € u y de esta forma,

u(lul =1) =z (Ju™]) = 2([t7] + |sp]) = x(m +n+1);

equivalentemente, 7 (t7s%) = x(m +n + 1). O

Por la Proposicién 1.7, S = w y de acuerdo a [2, Teorema 7.17], w U S ~ w. Entonces,

segtin la Proposicién 1.8, (wUS)<¥ ~ w.

Proposicién 2.33. Sea A C w®. Si V posee una estrategia ganadora en O3(A), entonces

A< w.

Demostracion. Sea T una estrategia ganadora para V en 03(A). En vista de la contencién
PIC(7) C (wUS)<¥, deducimos que existe una funcién inyectiva h : PIC (1) — w. Fijemos
también f : w<* — w, una funcién biyectiva.

Para cada t € PIC(7) sucede que g7 : Hf — w<“, la funcién dada en la proposicién
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previa, es inyectiva y, por ende, f; := f o gf resulta ser una funcién inyectiva de H; en w.
De lo anterior y de la Proposicién 1.9 se deduce que |J{H] : t € PIC(1)} =< w.

Finalmente, el Lema 2.31 nos da A < w. O

Los siguientes resultados de la seccién estdn enfocados a las consecuencias de que H
posea una estrategia ganadora en el juego 03(A). De manera mds especifica: mostraremos
que si A C w* satisface que H tiene una estrategia ganadora en 03(A), entonces el conjunto
A contiene el cuerpo de un arbol perfecto.

Para los Lemas 2.34 y 2.35, el Corolario 2.36 y la Proposiciéon 2.38 vamos a suponer
que A C w¥ y que o es una estrategia ganadora para H en 03(A).

Definamos recursivamente {us : s € 2<“} y {vs : s € 2<¥}, un par de subconjuntos de

<

w<¥, como sigue. En primer término sean

(x1) vy :=0y ug:=o(0).

Ahora supongamos que para algiin n € w hemos obtenido {u; : t € 25"} C w<* \ {0}
y {v; : t € 25"} de tal modo que |v;| = |t|, para cualquier t € 25", Fijemos s : n — 2y
hagamos

Qs = (usj0,Vs(0), -+, Uspi, Vs(4), - - oy Usp(ls|—=1), Vs([s] — 1), us)

(en particular, Qp = (ug)) para obtener Qs € S;. En otras palabras, Qs es el inicio de

partida que se ilustra en el tablero siguiente.

H ‘ Usr0 ce usms‘_l) Ug

\Y% ‘ vs(0) ... vs(|s] — 1)
Asi, tiene sentido definir
(%2) Vs~0 =050y us~0 =0 (Qs"0) =0 (Qs (vs~0(]s])))-

Para finalizar, sean

(x3) vs~1:= 05" (Us~0(0)) ¥y us~1:= 0 (Qs™ (us~0(0))) = 0 (Qs™ (vs~1([5])))-

En otros términos, us~¢ y us—~1 son las respuestas dadas por la estrategia de H a las partidas

que aparecen en los tableros de abajo.
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H ‘ Ug|0 cee Ugp(s|—1) Usg

A% ‘ vs1(0) ... vs(|s] — 1) 0

H ‘ Usro us((|s|_1) Ug

vsi1(0) ... vs(|s| = 1) us—~0(0)

Lo hecho anteriormente garantiza que tanto us como vs quedan bien definidas para
toda s € 2<%, esto es, las familias {us : s € 2<¥} y {vs : s € 2<¥} son construidas
mediante este proceso recursivo. Conviene comentar que éstas permaneceran fijas para
nuestros siguientes cuatro resultados, el primero de los cuales establece algunas propiedades

que seran empleadas varias veces en el resto de la seccion.

Lema 2.34. Para todo s € 2<% se tiene lo siguiente.
(xa) |vs| = |s].

(x5) Sik € 2, entonces vs C Vs—.
(%6) us # 0 y us~0(0) # us~1(0).

(x7) (Is] —1,us(0)) & vs.

Demostracién. Comencemos por notar que (x5) se deduce rapidamente de las condiciones
(%2) v (x3). Con respecto a (x4), usaremos induccién sobre |s|. En primer término, (%)
nos da el caso base. Supongamos ahora que para algin n € w y para toda s : n — 2 se
verifica (x4), y sea t : n+ 1 — 2 una funcién arbitraria. Pongamos s :=t [ny k:=t(n), y

apliquemos (*2) y (*3) para deducir lo siguiente:

‘Ut| = |Us“k| = |Us| +l=n+1= |t|

En aras de probar (%g) y (x7) verificaremos, por induccién sobre |s|, que Qs € PIC(o)
(ver pagina 35) para toda s € 2<“. La base es corolario de la igualdad Qy = (ug) y de
(*1). Entonces, sea n € w de tal suerte que Qs € PIC(o) siempre que s : n — 2 y fijemos

t:n+ 1 — 2. Debemos comprobar que para cualquier £ < n+ 1, Q¢(2¢) = o (Q¢ | (2¢)).
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Iniciemos esta comprobacién definiendo s :=t¢ [ ny k := t(n). Asi, si i < n, se sigue que

si=t1iy ademds, segin (x1)y (*5), v¢(i) = vs(i). Luego,

Qr = (w10, v£(0), ooy Uy V(1) - ooy g, V(M) Ug)

= <u8[0avs(0)7 s ,US[Z‘,US(T:), s 7uSaUSAk(n)au8Ak> = QS \ <U8Ak(n);u8’\k’>'

Lo anterior, junto con la hipétesis inductiva, nos garantiza que para cada £ < n,

Qi(20) = Qs(20) = o (Qs | (20)) = 0 (Q | (20)).

Por otro lado, Q¢ | (2n +2) = Qs (vs~k(n)), Qi(2n + 2) = us—~y y, por las condiciones
(*2) v (*3), us~k = 0 (Qs™ (vs~)). Con lo cual se completa la induccién.

Tomemos s € 2<%, un elemento arbitrario, para mostrar que (*7) es cierta. Cuando
|s| =0, vs = 0y, por ende, (x7) es cierta trivialmente. Si |s| > 1, la |s|-ésima tirada del
jugador H en la partida Qs es Qs(2|s| — 1) = vs(|s| — 1) y la respuesta que o le dicta a H
para esto es Qs(2]s|) = us; luego, el que o sea ganadora garantiza que us(0) # vs(|s| — 1),
esto es, (|s| —1,us(0))) & vs.

S6lo nos resta demostrar (xg): nuevamente, sea s € 2<% cualquiera. De acuerdo a
(*1), (x2) vy (*3), us € img(o) y, en consecuencia, us # ). Ahora, como corolario de (x7):
vs~1(]8]) # us~1(0) y segun (*3), vs~1(|s]) = us—~0(0). En resumen, us~1(0) # us~o(0).

O

Antes de continuar, es conveniente establecer un poco més de notacién: si s € 2<%,

entonces definimos

Observe que st € w<«\ {0}.

Lema 2.35. Para cualesquiera s,t € 2<% se tiene que s C t si y sélo si sT C tT.

Demostracion. Comencemos por suponer que s C t. La conclusién es trivialmente cierta

cuando s = t. Luego, tomemos como hipétesis que s C t. De este modo, para toda k < |s]
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se tiene que t | k = s [ k y entonces

[¢]
tt=sTv \/ Usk
k=|s|+1
Asi, sT CtT.
Demostremos ahora que si s,t € 2<% son tales que s™ C tT, entonces se cumple que
s Ct.
Probaremos, con un argumento inductivo, que para cualquier k& < |s| se tienen las

siguientes condiciones
(i) k<t
(ii) sTk=t]k.

Observe que la base inductiva es inmediata pues 0 < [t|y s [ 0 =0 = ¢ | 0. Supongamos
ahora que ¢ < [s| es tal que las condiciones (i) y (ii) son satisfechas para todo k£ < /.
Verifiquemos que £ + 1 < |t| yque s [ ({+1) =t ] (£ +1).

Las desigualdades ¢ < ¢+ 1 < |s| implican que

Is] |s]
+ _ _
st = \/ Uspi = \/Usm' v \/ Uspi | = \/Ut[i v \/ Usli
i<]s| i<l i=0+1 i<l i=0+1

De esta forma, si tuviesemos [t| < ¢, la igualdad de arriba nos darfa la contradiccién
tt C st CtT (recuerde que ugy11) # 0, de acuerdo a (x6)). En consecuencia, £ + 1 < |¢].

De lo anterior deducimos que

It

tt = \/ Ugps |V \/ Ugps

i<l i=0+1

y, en particular, w,s41)(0) = us(e41)(0).
Observe que la hipétesis inductiva implica que s [ £ = t | £, asi que para probar la

igualdad s | ((+1) =t | (£ + 1) sélo debemos mostrar que s(¢) = t(¢).

Caso 1: s(¢) =0.
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Supongamos, buscando una contradiccién, que t(¢) # 0, esto es, t¢({) = 1. Como

t](0+1)=(t] €)1, se deduce de (x3) que

veier1y = Ve (uie~0(0)) = vee™ (w(si0~0(0)) = vere™ (ust(e41)(0)) 3
de este modo, vy(p41)(£) = ugp(e41)(0), una contradicciéon directa a la condicién (x7) del
Lema 2.34.
Caso 2: s(¢) = 1.

De manera andloga a lo hecho en el caso anterior: supongamos que t(¢) = 0 y de-
duzcamos una contradiccién. Usemos (x3) y la igualdad s | (¢ 4+ 1) = (s | £)"1 para

obtener:

Vsi(er1) = Uste (U(s109~0(0)) = vspe™ (ere)~0(0)) = vsie™ (uei(e41)(0)) -
En consecuencia, vg(s41)(€) = ugj(e4+1)(0), lo cual es imposible segiin (x7). O

Corolario 2.36. Para cualesquiera s,t € 2<%: s C t si y sélo si sT C tT.

Demostracion. La implicacién directa estda argumentada en el primer parrafo de la prueba
del lema 2.35. Con respecto a la reciproca: si s™ C tT, entonces, por el lema previo, s C ¢

y como la igualdad s = t implica que s = t*, se sigue que s # t, es decir, s C t. O
Para nuestros siguientes tres resultados usaremos el siguiente subconjunto de w<%:

T:={tcw™:3s€2% (tCs")}

Note que para cualquier t € w<¥ se sigue que t € T si y s6lo si existen s € 2<% y m € w de

T | m; esto es,

modo que t = s

T={s"Im:5€2%Amew}

Proposicion 2.37. T es un drbol perfecto.
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Demostracion. Comencemos por demostrar que 7' es un arbol: si ¢t € T, entonces existe
s € 2<% de manera que t C s y, de este modo, t | n C s* para cadan € w; luego, t [ n € T.
Ahora, para probar que T es perfecto, tomemos ¢t € T y fijemos s € 2<% con t C s™.
Para cada i € 2 tenemos que (s7i)" € Ty t C st C (s7i)". Ademds, de acuerdo a la

condicién (*g) del Lema 2.34,
(700 (I5¥1) = ts-0(0) # us-1(0) = (s~ 1) (|s*])

En resumen, (s70)" y (s71)" son un par de extensiones incompatibles de s en T O

Proposicién 2.38. Para cada y € [T] existe {s, : n € w} C 2<% de tal manera que, para

todo n € w, las condiciones siguientes son satisfechas.
(1) |sn| =n.
(2) st C SIH Cuy.

En particular,

(o) para cualesquiera m,n € w: sin < m, entonces S, = Sm [N Y

B y=J st

Demostracion. Empecemos por comprobar que (a) y (f) son consecuencia de (1) y (2).
Con respecto a (), la condicién (2) implica que | J,,c,, s; es una funcién con dominio w que
estd contenida en y y, en consecuencia, son iguales. Por otro lado, si m,n € w satisfacen
n < m, entonces (2) y el Corolario 2.36 producen s,, C s,, de donde s, = s, | [Sn| = s [ 1,
segun (1).

Hagamos la construccién de la familia por recursién. Definamos sg := (). De este modo,
es inmediato que (1) y (2) son satisfechas, concluyendo la base de la recursién.

Ahora supongamos que para algin n € w tenemos construido {s; : £k < n} adecuada-

mente.

Note que la pertenencia y | (|s;'| + 1) € T implica que existe r € 2<“ de manera que
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rt 1 (s +1) =y [ (|s;| + 1). De lo anterior y de la hipétesis inductiva se sigue que
o=y lsal Cyl(Ispl+1) =r" I (Isal+1) Cr7,

es decir, se tiene que s;7 C r*. Luego, el Corolario 2.36 implica que s, C r. De este modo,
lsn| =n < |r|.

Lo hecho en el parrafo anterior nos garantiza que tiene sentido definir
Sp41 =7 [ (n+1) = s, (r(n)).

Claramente, s, C Sp+1 Y |Snt+1] = |sn| +1 = n+ 1. Asi, s6lo nos resta demostrar que
+
Sn+1 g Y.

El Corolario 2.36 junto con lo dicho en el parrafo previo nos da s} C SLI y, en

particular, |s;| < [s},|. Por otro lado, el que y | [s;},;] € T nos permite deducir la

existencia de t € 2<* con t* | |s}, | =y I |s;,,|. En consecuencia,

sqh=yllsilCyllsiq|=t" st Ctr

y por el Corolario 2.36, s,, C t (en especial, n < [t|). Si probamos que t(n) = r(n), entonces
obtendriamos sn4+1 = s, (r(n)) C t y se concluirfa que s, =t [ |s} ;| Cy.
Comencemos por observar que t [ (n+ 1) = s, (t(n)). Luego, (s, (t(n))* C t* y,

de hecho,

y (Isxl) =77 (Isx]) = (sa™ (r()) ™ (I55]) = v~ (1) (0)-

Entonces, g, ~(r(n))(0) = g, ~n))(0) y por la propiedad (%) debe tenerse r(n) = t(n),

tal y como se queria. O

Estamos listos para probar uno de los resultados centrales de la seccién.
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Proposicién 2.39. Si A C w* es tal que H tiene una estrategia ganadora en el juego O3(A),

entonces A contiene el cuerpo de un drbol perfecto.

Demostracion. Adoptemos la notacién empleada en los resultados previos, esto es, o es
serd una estrategia ganadora para H en 03(A) y T sera el correspondiente arbol definido
en el parrafo previo a la Proposiciéon 2.37. Entonces, T' € T por lo que resta probar que
[T] € A. Sea y € [T] arbitraria. El plan es definir una partida x en el juego 03(A) que
siga a 0 y que satisfaga 2™~ = y. Para ello supondremos que {s, : n € w} es la familia cuya
existencia garantiza la Proposicion 2.38.

Definamos z : w — w Uw<* \ {#} como sigue: para cada n € w,
x(2n) = us, y r(2n +1) := vy, ., (n)

(véase el siguiente diagrama).

n

H ‘ Ug, Ug, Ugy .- Usg

\% ‘ vs, (0) Vs, (1) cee v, (n—1)

Afirmacién 1: x sigue a o.

Empecemos por notar que, de acuerdo a (*1), 2(0) = us, = ug = o (0) = o(z | 0).

Suponga que n € w y emplee la propiedad («) del Lema 2.38 para deducir que la
igualdad s,, [ £ = s; es cierta para cualquier £ < n. En particular, si k& < n, entonces
sp+1 € s, y por la condicién (x5) del Lema 2.34, v, , C vs,. Otra consecuencia de (c) es
Qe sn41 = s0” (n11(n)).

Nuestra definicién de x, las observaciones del parrafo anterior y las condiciones (x2) y

(*3) producen:

x| (271 + 2) = <u8077)81 (0),u51,’u52(1), <oy Usyy Uspig (n)>
= <u3n 105 Vs, <0)7 Us,, 115 vsn(1)7 cees Usyy Uspyy (n)>

= an/\ (’Uanrl (n)) = an/\ (Usnﬁ(5n+1(n)) (n))
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Finalmente, las condiciones (x2) y (*3) nos garantizan que

Z (20 +2) = Uiy = Us,~(sniam) = 0 (@ (Vsn=(onir()) = 0@ [ (20 +2)).

Afirmacién 2: 2z~ =y.

Tomemos m € w y notemos que la condiciones (1) y («) del Lema 2.38 producen

+ _ _ o~
=V = V€ Vo =2

k<m k<m new

Luego, y = U, e, s C a™. Ahora, en vista de que ™,y € w®, esto concluye nuestra prueba
de la afirmacion.

Como corolario de estas dos afirmaciones, y € A y asi, [T] C A. O

El resultado siguiente es obra del matematico Morton Davis.
Teorema 2.40. En ZF+AD, w* (o, equivalentemente, P) satisface la PCP.

Demostracion. Sea A un subconjunto no numerable de w®. Luego, la Proposicién 2.33
implica que V no tiene estrategia ganadora en el juego 03(A) y de este modo, el Lema 2.26
garantiza que el jugador II no tiene estrategia ganadora en el juego Da+. Entonces, bajo
AD, es cierto que I tiene estrategia ganadora en el juego O 4+ y, del Lema 2.27, se sigue que el
jugador H posee estrategia ganadora en el juego 03(A). Asi, la Proposicién 2.39 nos otorga

la existencia de T' € T de manera que [T] C A. El resto es invocar la Proposicién 1.30. [

De este ultimo teorema se desprende un resultado interesante que serd el ultimo de
esta seccion. Con la intencién de darle contexto a éste, recordemos que Georg Cantor
conjeturé que sélo hay dos tipos de subconjuntos de R: los numerables y los equipotentes
a R; equivalentemente, para todo X C R se tiene que X < w 6 X ~ R. A este enunciado
se le conoce como La Hipdétesis del Continuo y es costumbre denotarlo por las siglas CH.

Como consecuencia de los trabajos de Kurt Godel y de Paul Cohen, se sabe que CH
es independiente de la teoria usual de conjuntos, ZFC. En contraste, CH es un teorema de

ZF+AD, tal y como demostraremos a continuacion.

Teorema 2.41. Si AD es cierto, entonces CH también lo es.
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Demostracion. Sea B C R un conjunto no numerable. Claramente, B < R, asi que

sélo debemos mostrar que R < B. Para esto hagamos C := BN P. Note que si C fuese
numerable, se tendria, por [2, Teorema 7.17|, que C'U (B N Q) = B serfa numerable.

Ahora consideremos h, el homeomorfismo garantizado por el Teorema 1.17. Entonces

h[C] = B, asi que sera suficiente verificar que R < h[C]. Como h[C] es un subconjunto no

numerable de w*, el Teorema 2.40 implica que h[C] contiene un conjunto perfecto. Luego,

del Corolario 1.31 se sigue que R < h[C]. O

2.3 La Propiedad de Baire en los irracionales.

La seccién tiene como objetivo demostrar que en ZF+AD cualquier subconjunto de los
irracionales tiene la Propiedad de Baire (ver Definicién 2.42(3)). Para ello, comencemos por

introducir algunos conceptos.
Definiciéon 2.42. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.

(1) Diremos que A es denso en ninguna parte en X siy sélo si el interior de su cerradura

es vacio, es decir, int A = (.

(2) Siempre que podamos escribir a A como una unién numerable de conjuntos densos en
ninguna parte, diremos que A es magro en X. Esto es, A es magro en X siy sélo si
existe {A, : n € w}, una sucesién de subconjuntos densos en ninguna parte de X, de

tal modo que A = U A,.

new

(3) Se dird que A tiene la Propiedad de Baire si'y sélo si existe G C X de manera que G
es abierto en X y la diferencia simétrica AAG := (A\ G)U (G \ A) es un subconjunto

magro de X.

Con el fin de simplificar la notacién, emplearemos en enunciado A es dnp en X en
lugar de A es denso en ninguna parte en X. Ademds, en los casos en que X sea claro por
el contexto, sélo diremos que A es dnp.

Antes de definir un juego para llegar al objetivo de esta seccién probaremos algunos

resultados que nos seran de utilidad posteriormente.
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Lema 2.43. Sean X un espacio topoldgico y B una base para X. Entonces A C X es dnp

si y sélo si para cualquier B € B\ {0} existe By € B\ {0} de manera que By C B\ A.

Demostracion. Comencemos la prueba suponiendo que A es dnp en X, es decir, suponga-

mos que int A = (). Asi, por hipétesis y por propiedades del interior y cerradura, se tiene

que X = X \int A = X \ A =int (X \ A). En otras palabras, int (X \ A) es un subconjunto
denso de X.

Sea B € B\ {0}. Como int (X \ A) es denso en X, sucede que B Nint (X \ A) es un
subconjunto abierto no vacio de X. Entonces existe By € B\ {0} con By C BNint (X \ A)
y dado que BNint (X \ A) C BN (X \ A) = B\ A, deducimos que By C B\ A.

Ahora probaremos, por contrapositiva, la implicacién restante. Supongamos que int A #
() y demostremos que existe B € B\ {0} de modo que para cualquier abierto bdsico no vacio
By se tiene que si By C B, entonces By N A # ().

Note que, como int A es, por hipdtesis, un subconjunto abierto no vacio de X, sucede
que existe B € B de manera que B # () y B C int A. Tomemos By € B no vacio tal que
By C B. Luego, By C int A C A, es decir, By N A # (. O

Tenemos ya una equivalencia de la definicién de ser denso en ninguna parte en cualquier
espacio topolégico X. Probaremos ahora una equivalencia de la definicion de ser magro en

los irracionales. Para ello definamos el siguiente conjunto.
N:={FECw:E=FEAintE =0}

Note que, si £ C w* es dnp, entonces E € N. Por el resto de la seccién, N estara, fijo.

Lema 2.44. Sea M C w”. Entonces M es un subconjunto magro de w® si y sélo si existe

e € N¥ de tal modo que M C U e(n).

new

Demostracion. Supongamos primero que M es magro en w®, es decir, que M = U Ay,
new
donde A,, es dnp para cada n € w. De este modo, M C U A,y {A, :n €w} CN. Asi,
new
s6lo debemos definir e : w — N mediante e(n) := A,, para obtener M C U e(n).

new
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Supongamos ahora que existe e € N¥ de manera que M C U e(n) y hagamos A,, :=
new
M nNe(n). De esta manera, es inmediato que M = U A, por lo que resta probar que para

new
cada n € w, A, es dnp.

Por definicién, A, C e(n) y en consecuencia, int A, C inte(n). Dado que e(n) € N,

concluimos que int 4,, = 0. O

Emplearemos la notacion dada en la Definiciéon 1.14 a partir de este momento.

Lema 2.45. Sit € w<¥, entonces [t] no es un subconjunto magro de w*.

Demostracion. Supongamos que {F,, : n € w} C N y mostremos que [t] € U F,.

Construiremos recursivamente una sucesién {s, : n € w} C w<¥ den etue)d modo que
[so] C[t]\ Fo ¥ [Sn+1] C [sn] \ Frt1 para cualquier n € w. Con esta idea en mente, sea e la
funcién de eleccion dada por el Lema 1.26.

Como Fy es dnp, la Proposicién 1.15 y el Lema 2.43 implican que {u € w<¥ : [u] C
[t]\ Fo} # (. Definamos sp := e ({u € w<¥ : [u] C [t] \ Fo}). Supongamos ahora que, para
alguna n € w, la familia {s; : ¢ < n} C w<¥ ya ha sido definida y hagamos s,41 =
e({u € w<¥:[u] C[sy]\ Fnt1}) para completar la recursion.

Sea n € w. Afirmamos que s, C s,+1. En primer lugar, si sucediese que [sp41| < |Sn],

se tendria que la funcién

Snp1 U {(sn1], T+ sn(lsns1]))} U{(6,0) 2 i € 0\ (Isna] + 1)}

serfa un elemento de [s,,11]\[sn]. Luego, || < |sp+1]. De este modo, la condicién s, Z sp41

implicarfa la existencia de ¢ < |s,| con s,(¢) # sp+1(€) y, en particular,

5us1 U{(3,0) 11 € w\ |sal} € [5041] \ [s0]

Por lo hecho en el parrafo previo, s := |J . s, es un elemento de wS*. En consecuencia,

new

x:=sU{(:,0) : i € w\ |s|} € w* satisface que

re sl SN ) @\ F) =\ J P

new new new
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Lema 2.46. Si T representa a la familia de todos los subconjuntos abiertos de w®, entonces
7 wY.

<w

Demostracion.  La Proposicién 1.7 implica que w=* se puede enumerar de la siguiente

manera w<* = {s,, : n € w}. Dicho esto, definamos f : 7 — P(w) mediante

fU):={necw:[s,) CU},

para cada U € 7.

Afirmamos que f es inyectiva. En efecto, si U y V son subconjuntos abiertos de w®
distintos, entonces podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe z € U \ V, lo
que implica que existe n € w de manera que = € [s,| C U y por ende, [s,] € V. Es decir,
n e f(U)\ f(V)yasi f({U) # f(V). De este modo, el Teorema 1.2 nos garantiza que

T (W) 2 Plw) =~ w”. O

Proposicion 2.47. N¥ < w>.

Demostracion. Para comenzar la prueba definamos el conjunto N* := {w“ \ N : N € N}.
Observe que la funcién de N en N* dada por N — w® \ N es biyectiva y, por ende, N* ~ N.
Ademads, como todos los elementos de N son cerrados en w* se tiene que N* es una familia

de subconjuntos abiertos de w“. Asi, podemos emplear el Lema 2.46 para deducir que

NN Cr<wv.

Luego, N < (w¥)“. Finalmente, [2, Teorema 7.34] garantiza que (w*)

wv. O

Proposicion 2.48. En ZF+AD, si M es una familia a lo mds numerable de subconjuntos

magros de w®, entonces | JM también es magro.

Demostracién. Empecemos por notar que cuando M = (), se sigue que |JM = () y éste es

un subconjunto magro de w®. Asi, supongamos que M # () y fijemos E € M.
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Sea ¢ : M — w una funcién inyectiva y denotemos por £~! : img(¢) — M a su inversa.
Dado n € w, hagamos
(~Y(n), sin€img(l)

E, si n ¢ img(¥)

y notemos que M = {M,, : n € w}. Luego, s6lo debemos mostrar que |J, . M, es un

new
subconjunto magro de w*. Para esto emplearemos el Lema 2.44.

Para cada n € w definimos el conjunto

En::{eer:Mng Ue(k‘)}

kew

Segtn el Lema 2.44, &,, # 0.
Por otra parte, la Proposicién 2.47 implica que existe una funcién inyectiva ¢ : N¥ —
w* y asi, {¢[En] : n € w} es una familia de subconjuntos no vacios de w*. Entonces, del

Teorema 2.21 se sigue que existe una funcién g : w — U ¢ [€n] de manera que para cada
new

n € w, g(n) € ¢[€,]. Dicho esto, definamos para cada n € w, e, := ¢ (g (n)) € &,; en
consecuencia, M, C U en(k).
kew
Por lo hecho en el parrafo anterior, la coleccion A := {e, (k) : k,n € w} es un subcon-
junto de N que satisface U M, C UA. Luego, sdlo nos resta probar que existe e € N¥
new
con A ={e(n):n € w}.
La funcién hy : w x w — A dada por hg(n,m) = e,(m), para cada (n,m) € w X w,

es suprayectiva. Asi, si h; : w — w X w es cualquier funcién suprayectiva, se sigue que

e := hg o hy es una funcién sobreyectiva de w en A y esto finaliza la prueba. 0

Estamos listos ahora para definir el juego que nos servira para cumplir el propésito de
esta seccién. Este juego fue introducido en 1930 por Stefan Banach y Stanistaw Mazur.

En primer lugar, la coleccién de todas las sucesiones finitas no vacias de ndmeros
naturales serd empleada ampliamente y por este motivo nos conviene asignarle un simbolo:
S := w<¥\ {0}. Ahora, dado un conjunto X C w*, el juego de Banach-Mazur en X,
Opum(X), requiere de dos jugadores a los que llamaremos H y V. Las reglas de éste son

como sigue: al comenzar, H tira un elemento sy de S; posteriormente, V tirard tg € S de
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manera que so C to; después, H elegird s; € S de tal modo que ¢ty C s1 y asi sucesivamente
hasta que cada uno de ellos complete w tiradas (véase el siguiente diagrama). Observe que
en esta situacion se tiene que U Sp = U t, es una funcién de w en w. Luego, se dira que

new new

el jugador H gana opp(X) cuando esta funcién es un elemento de X. En caso contrario,

V gana.

H S0 S1 S9

A ‘ to t

Algunos conceptos conectados con el juego del parrafo anterior se presentan a con-
tinuacién. Sia € w+ 1y f: o — S, diremos que f es C-creciente si para cualesquiera
m < n < a se tiene que f(m) C f(n). De esta manera, una partida en o pgpr(X) es cualquier
funcién C-creciente de w en S.

Note que si f es una partida en Opps(X), entonces f puede verse tal y como se ilustra

en el diagrama de abajo.

De esta manera, H gana la partida f si U f(n) € X, mientras que V gana la partida

new

f cuando U fn) ¢ X.

new
Aligual que en los juegos descritos anteriormente en esta tesis, los jugadores de g (X)

poseeran estrategias. La definicién de éstas precisa de algunas nociones preliminares.
Definicién 2.49. Fijemos dos funciones, p : S<¥ — Sy t € SS¥.
(1) Diremos que t H-sigue a p si para todo nimero par m < |t| y cualquier nimero impar
n < |t| se tiene que

t(m)=p(tIm) vy  tn—1)Ct(n)

(note que estas dos condiciones no implican que ¢ sea C-creciente, esto es, no hay

garantia de que se tenga t(¢ — 1) C ¢(¢) para cada nimero par 0 < ¢ < [t]).
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(2) Usaremos la frase t V-sigue a p si para cada nimero par 0 < m < |t| y todo nimero

impar n < |t| se satisface que

Asi, la funcién p : S<¥ — S serd llamada estrategia para H si toda funcién de w en S
que H-siga a p resulta ser una partida en el juego de Banach-Mazur. Similarmente, se dira
que p es una estrategia para V si todo elemento de S que V-siga a p es C-creciente.

Naturalmente, una estrategia p para H serd ganadora para H si toda partida que H-siga
a p es ganada por H. La nocién de estrategia ganadora para V es andloga.

Encaminémonos a probar los resultados centrales de la seccion. Nuestro primer paso
serd emplear la Proposicion 1.7 para fijar una biyecciéon ¢ : w — S. Ahora, para cualesquiera

r € w* yt € S hagamos

Ty i=tox y ty-1 = v lot.
Note que zy € S y que ty-1 € wS¥ (de hecho, |t,-1] = [t| y si 0 < [t| < w, entonces
ly-1 € S).

Definicion 2.50. Dado X C w*, el conjunto X™* C w® estd dado por la férmula siguiente:

x € X* siy sélo, una de dos,
(1) para algin nimero impar n € w, xy [ n es C-creciente y zy(n — 1) ¢ xy(n) 6
(2) zy es C-creciente y U xy(n) € X.

new

Los lemas presentados a continuaciéon exhiben algunas relaciones que se dan entre las

estrategias ganadoras para los juegos Ox+ y Opa(X).

Lema 2.51. Sea X C w*”. La ezistencia de una estrategia ganadora para I en Ox~ implica

que H posee una estrategia ganadora en Oppr(X).

Demostracion. Supongamos que o es una estrategia ganadora para I en O x~, fijemos u € S
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y definamos p : S<¢ — S mediante la regla

Yo (ty-1)), silt] es par
P I SRR

u, si |t| es impar.

Con la intencién de verificar que p es una estrategia ganadora para H en 0pps(X), sea
J € S una funcién que H-sigue a p. Hagamos = := fy-1 € w* y notemos que la igualdad

[ n=(f[n)y1 es cierta para cualquier n € w. Ahora, si n € w es par, entonces

esto es, hemos probado que x es una partida en o x+ que sigue a 0. En consecuencia, x € X*,

es decir, f = x, satisface alguna de las dos condiciones anotadas en la Definicién 2.50.

El que f H-siga a p implica que (1) no es satisfecha por f, asi que (2) debe ser cierta:

f es una funcién C-creciente (en particular, p es una estrategia para H) y U f(n) €
new

X (equivalentemente, H gana la partida f del juego Opa(X)). Esto completa nuestro

argumento. [

Lema 2.52. Sea X C w”. Si el jugador II posee estrategia ganadora en el juego O x+,

entonces el jugador V posee estrategia ganadora en el juego Oppr(X).

Demostracion. La demostraciéon es andloga a la prueba del Lema 2.51 por lo que omitiremos
algunos detalles.
Supongamos que II tiene estrategia ganadora en O x+ y llamémosle 7 a dicha estrategia.

Fijemos u € S y definamos p : S — S como sigue

W (7 (ty-1)), si|t| es impar
)

u, si |t| es par.

Verifiquemos que, en efecto, p es una estrategia ganadora para V en el juego O (X).
Sea f € S* una funcién que V-sigue a p. Definimos x := f,,-1 € w®. De este modo se tiene

que para todan € w, z [ n=(f | n)w,l. Un argumento similar al empleado en la prueba
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del Lema 2.51 muestra que x es una partida en el juego O x+ que sigue a 7. Luego, = ¢ X*,
es decir, las condiciones (1) y (2) no son satisfechas.

Que (1) no sea satisfecha, junto con el hecho de que f V-sigue a p, implica que f es
C-creciente; en especial, p es una estrategia para V. Por otro lado, como (2) no se satisface,
deducimos que U zy(n) = U f(n) ¢ X, es decir, el jugador V gana la partida f del juego

new new
Opum(X). O

Observe que una consecuencia de los Lemas 2.51 y 2.52 es que si AD es cierto, entonces
alguno de los jugadores, H 6 V, posee estrategia ganadora en Opr(X).

Los siguientes resultados otorgan una relacién entre la existencia de estrategias ganado-
ras para H 6 V en el juego Opn(X) v el conjunto “a ganar”, es decir, X. Para ello, dada

una funcién p : S<¥ — S, definimos el conjunto PIC(p) como sigue:

t € PIC(p) si y sblo si existe n € w de tal forma que t : 2n — S es una funcién

C-creciente que sigue a p.

Definicién 2.53. Sea X C w®. Si p: S — S es una estrategia para V en Opy(X),
t € PIC(p) y € w¥, entonces diremos que t es p-compatible con x siy sélosit =06t # ()

yt(t] —1) C =

Intuitivamente, que t sea p-compatible con x significa que la partida generada hasta

ese momento del juego, no se ha “salido” de =.

Definicion 2.54. Con la misma notacion e hipdtesis que en la definicién previa: diremos

que t p-rechaza a x siy sélo si se cumple el siguiente par de condiciones:
(1) t es p-compatible con x.

(2) Para cualquier s € S se tiene que p (7 s)  x (recuerde que el simbolo ™ fue definido

al principio de la Seccién 1.2).

Intuitivamente, ¢ p-rechazara a x cuando t sea p-compatible con x, pero sin importar
cual sea la préxima tirada de H, la estrategia p hard, en la siguiente tirada de V, que la

partida generada hasta ese momento “se salga” de .
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Con el fin de simplificar notacién, si p es una estrategia para V y t € PIC(p), de-

notaremos como F} al conjunto de todas las partidas tales que son p-rechazadas por t, es
decir,

Ff:={x €w” :t prechaza a z}.

Lema 2.55. Sea X C w®“. Si p una estrategia ganadora para V en el juego Oppr(X),

entonces para cada x € X, existe t € PIC(p) de manera que x € FYf .

Demostracion. Procederemos con un argumento por contrapositiva: supongamos que exis-
te x € X de manera que para cualquier t € PIC(p), x no es p-rechazado por ¢ y demostremos
que hay una partida en el juego O pas(X) que sigue a p y que hace que el jugador V pierda.

Denotemos por e a la funcion de eleccion dada por el Lema 1.26. Recursivamente
construiremos dos sucesiones, {t, : n € w} C PIC(p) y {sn : n € w} C S, de tal manera
que para cada n € w,

(i) to =0,
(ii) ¢ " sp es C-creciente,
(iii) p(tn"sn) C oy
(iv) 1= (tn “sn)" p(tn " sn).

Como tg := () € PIC(p), se sigue que z no es p-rechazado por ty. En vista de que tg es
p-compatible con x, obtenemos que existe s € S de manera que p (tg ~s) C x. Asi, bastard
con hacer sg:=e({u € S: p(to”u) C x}) para finalizar la base de la recursién.

Ahora sea n € w de tal suerte que {t; : i < n} y {s; : ¢ < n} ya han sido construidas
adecuadamente. Definamos t,,11 como en (iv) y notemos que la hipétesis ¢, € PIC(p) y el
inciso (ii) implican que t,+1 € PIC(p). Luego, x no es p-rechazado por t,41 y por el inciso
(iii) concluimos que debe existir s € S con p(t,+17s) € x. En consecuencia, es suficiente
con poner sp4+1 =€ ({u €S: p(tn41"u) C x}) para concluir la recursion.

Pongamos f := U tn, y observemos que f : w — S es una funcién C-creciente. Maés
aln, si n € w, entoncli‘.w(véase el diagrama de abajo) f(2n) = s,, f | 2n+1) =t, " sn y
f@2n+1) =p(ty " sn) = p(f [ (2n+1)). De esta manera, f es una partida en Opp(X) que

sigue a p.
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H

50 S1 52

\ ‘ p (o™ s0) p(t17s1)

Por otro lado, la condicién (iii) nos garantiza que

U f(2n) = U f@2n+1) = U p(tn " sp) Cx

new new new

y, en consecuencia, | J,,c,, f(2n) = z € X. De este modo, V pierde la partida f, tal y como

se queria. n

Observe que la conclusién del resultado previo puede reescribirse como
X c| J{F? :te PIC(p)}.

Lema 2.56. Sea X C w®. Si p es una estrategia ganadora para V en el juego Oppr(X),

entonces para cada t € PIC(p), Ff es un subconjunto dnp de w®.

Demostracion. Sean t € PIC(p) y s € w<¥ arbitrarios. El plan es usar el Lema 2.43, por
lo que demostraremos que existe u € w<¥ de manera que [u] C [s] \ F}. Para ello, hagamos
to := Jimg(t). Note que si ¢t # (), entonces to = ¢ (|t| — 1), mientras que en el caso t = (),
to = 0.

Nuestra prueba se divide en dos partes.
Caso 1: ¢y Cs.

Definamos u := p (t(s70)) € S (véase el siguiente diagrama).

H ‘ t(0) 570

\Y ‘ t(1) ... to u=p({t(s70))
De esta manera se tiene que s C u y, por ende, [u] C [s]. Ademds, si x € w® es tal que

x € [u], entonces p (t™(s70)) C x y por lo tanto = no es p-rechazada por ¢, es decir, z & FY.
Caso 2: ty ¢ s.

En esta situacién, afirmamos que existe u € S de tal modo que para cada = € [u],
to Z x. Note que esto implica que ty # 0 y, por ende, ty = ¢(|t| — 1). Luego, t no es

p-compatible con z y, naturalmente, z & Ff.
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La verificacion de nuestra afirmacion se divide en dos subcasos.
Caso 2.1: |tg] < |s].

Proponemos u := s. Claramente, [u] C [s]. Ahora, si z € [u], se sigue que s C z y de

este modo, x [ [tg| = s | [to| # to, es decir, ty £ .
Caso 2.2: |s| < [to].

Hagamos u := s~ (to (|s|) + 1). Es inmediato que [u] C [s] pues s C u. Por otro lado,

si x € [u], se sigue que x(|s|) = u(|s|) = to(|s]) + 1 # to(|s|) v asi, to Z . O
Como una consecuencia del ltimo par de lemas tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.57. 5i X C w® es tal que el jugador V posee una estrategia ganadora en el

Juego Opnr(X), entonces X es un subconjunto magro de w®.

Demostracion. Supongamos que V tiene una estrategia ganadora en Oy (X). Sea p dicha
estrategia. Emplearemos el Lema 2.44 para probar que X es magro, esto es, encontraremos

una funcién e € N* con X C U e(n).
new
Empleemos las Proposiciones 1.7 y 1.8 para fijar una funcién biyectiva £ : w — S<.

Notemos que, de acuerdo al Lema 2.56, Ff € N para cualquier t € PIC(p). Luego, la

funcién e : w — P(w¥) dada por (recuerde que ) € PIC(p))

Fj sin € (7HPIC(p)

e(n) = ()’

F, 6) , en caso contrario

satisface que img(e) C N. Ademds, como consecuencia del Lema 2.55 obtenemos la con-

tencién X C U e(n). O

new

Proposicién 2.58. Si el jugador H posee una estrategia ganadora en el juego Oppr(X),

entonces existe s € w<Y de manera que [s]\ X es un subconjunto magro de w*.

Demostracién. Supongamos que H tiene estrategia ganadora en Opp(X). Llamémosle p

a dicha estrategia y hagamos s := p(0).
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El plan es utilizar un juego alterno en el que el conjunto “a ganar” sea [s]\ X, es decir,

jugar en Opys ([s] \ X) y construir una estrategia ganadora para V en él para que asi, la
Proposicion 2.57 implique lo que queremos demostrar.

Definamos los siguientes conjuntos
S; = {t e S necwl,

SO:={teS;:sZt(0)} vy Sl:=8;\s

Definamos una funcién p’ : S<¥ — S de manera que p’ sea una estrategia ganadora
para V en el juego Opas ([s] \ X).
Caso 1: u € S?.

Definimos

p(u) :==u(jul —1)70.

Veamos que, en este caso, p’ es estrategia ganadora para V en el juego Opp ([s] \ X). En
efecto, sea x € S tal que = V-sigue a p' y que (z(0)) € S?. Se sigue que = es una funcién
C-creciente y asf p’ es una estrategia para V en Opp ([s] \ X). Ademds, como (z(0)) € S?,
se tiene que s Z x(0) C U x(n) = x, es decir, x & [s] y por lo tanto, z & [s] \ X. De este
modo p’ es ganadora pargew\/ en el juego Opar ([s] \ X).
Caso 2: u € S}.

Para este caso, definamos a p’ de manera recursiva como sigue.

Para el caso base, consideremos a todos los elementos u de S% tales que |u| = 1. Luego,

se tiene que s C u(0) y que (s,u(0)0) es C-creciente y sigue a p. De esta manera definimos

Ahora supongamos que, para algiin nimero natural n y para toda u € S} tal que u es
C-creciente y |u] € {2k +1: k < n}, p/(u) ha sido ya definida y procedamos a definir p’(u)

para u € Sil con u C-creciente y |u| = 2n + 3. Para ello, hagamos
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vi=(u(i+1):i<2n+1),

luego, v € S<¥ es C-creciente y |v] = 2n + 2. De esta manera, u y v son el inicio de un
par de partidas en el juego Opn(X) y Opa ([s] \ X), respectivamente (véase el siguiente
par de diagramas)

u (en el juego Opps ([s] \ X)) se muestra en el siguiente diagrama

H ‘ u(0) u(2) ... u(2n +2)

A% ‘ u(1) oo u(2n+1)
y la representacién gréfica de v en el juego Oppr(X) se muestra abajo

H ‘ u(1) oou2n+1)

v \ w?2) ... u(2n +2)

Demostremos que p’ es estrategia ganadora para V en Opps ([s] \ X). En efecto, sea
T € S¥ tal que z V-sigue a p’ y (z(0)) € S}. Luego, la definicién de p’ implica que = H-sigue

a py por lo tanto es C-creciente (ver el diagrama siguiente).

De este modo, se genera una partida y en el juego Opy(X) que luce de la siguiente

manera:

Observe que U z(n) = U y(n). Ademas, se cumple que

new new
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y(4) = z(3) =o' (x 13) = p({p(0), z(0)~0, p ({p(0), 2(0)0)) ,¥(3))) = p(y [ 4)

y asi sucesivamente, es decir, se tendréd que para cadan € w, y(2n) = p(y | (2n)) ademds de
ser y C-creciente, es decir, se tendrd que y es una partida en el juego ©pas(X) que H-sigue
a p.

Recuerde que p fue tomada como estrategia ganadora para H en opp(X), luego

U y(n) = U z(n) € X y por lo tanto U z(n) € [s] \ X y como z V-sigue a p’ en el
new new new

juego opn ([s] \ X), se concluye que p’ es ganadora para V en opgps ([s] \ X).

Finalmente, la Proposicién 2.57 implica que [s]\ X es un subconjunto magro en w* ]

Lema 2.59. Bajo AD, para cualquier X C w* se tiene que o X es un subconjunto magro

de w* o existe t € w<¥ de modo que [t] \ X es un subconjunto magro de w*.

Demostracion. Ya se habia observado que si AD es cierto, entonces una de dos: o el jugador
H o el jugador V tiene estrategia ganadora en O g (X), esto para cualquier subconjunto X
de w”. En particular para [t] \ X C w®, con t € w<¥.

Luego, de las Proposiciones 2.57 y 2.58 se obtiene lo que queremos demostrar. 0

Ahora estamos listos para demostrar el resultado central de esta seccion, es decir, para

demostrar que todo subconjunto de los irracionales tiene la Propiedad de Baire.

Teorema 2.60. Si AD es cierto, entonces para cualquier Y C w® sucede que Y posee la

Propiedad de Bajire.

Demostracion. Sea Y C w®. Luego, el Lema 2.59 implica que alguna de las siguientes

condiciones se satisface:

(1) Y es magro en w®.

(2) existe t € w<* de modo que [t] \ Y es magro en w®.

Observe que si (1) es cierta, entonces Y tiene la Propiedad de Baire, pues () es un
subconjunto abierto de w* y ademds YAQ) =Y es magro.

De este modo, supongamos que (2) es cierta y definamos

U= J{[s] : [s] \ Y es magro}.
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Note que U es un subconjunto abierto no vacio de w®.
Afirmacién: YAU es magro en w®.

En efecto, por la Proposicién 1.7, se tiene que U \' Y = [ J{[s] \ Y : [s] \ Y es magro} es
una unién a lo mas numerable de subconjuntos magros de w®. De este modo, el Lema 2.48
implica que U \ Y es magro.

Por otra parte, supongamos, buscando una contradiccién, que Y \ U no es un subcon-
junto magro de w®. Aplicando el Lema 2.59 (con X =Y \ U), se tiene que existe u € w<¥

de modo que [u] \ X es magro, pero

[\ X =[]\ (Y\U) = [u] 0 ((“\Y)NU) = ([u] \Y) U([u] N V).

Luego, [u] N U es un subconjunto magro y como [u] C U, se concluye que [u] es magro en
w® contradiciendo al Lema 2.45.
Entonces se tiene que tanto U \ Y como Y \ U son subconjuntos magros de w® y, por

ende YAU es magro. Es decir, Y tiene la Propiedad de Baire. ]

2.4  Consistencia de AD y comentarios finales del capitulo

Después de haber analizado algunas consecuencias de AD, una pregunta natural es,
isi ZF es consistente, entonces ZF+AD es consistente? Resulta que la mejor respuesta que
tenemos a esta cuestion es un teorema probado por el matematico W. H. Woodin, a saber,
la existencia de un modelo para ZF+AD equivale a que haya un modelo para el sistema
axiomatico que resulta de anadir la hipdtesis existe una infinidad de cardinales de Woodin
a ZFC. No incluiremos aqui la definicién de cardinal de Woodin (vea [3, Definition 20.31,
p. 384]), s6lo comentaremos que el resultado de Woodin (cuya demostracién puede ser
consultada en las paginas 633-643 de [3]) dice, en lenguaje coloquial, que la consistencia de
ZF+AD requiere cardinales grandes.

En el presente capitulo presentamos algunas consecuencias importantes de AD, pero hay
muchas méds que no hemos incluido en la tesis. Por ejemplo, en ZF+AD todo subconjunto
de la recta real es Lebesgue-medible (vea las paginas 629 y 630 de [3]). Al lector interesado

en conocer mas teoremas de ZF+AD le recomendamos que consulte [4, §7.2].



CAPITULO 3: EL TEOREMA DE GALE-STEWART

En el Teorema 2.16 aprendimos que si los ntimeros reales pueden ser bien ordenados,
entonces existe un conjunto que no estd determinado y, en consecuencia, se concluye que
el Axioma de Eleccién es incompatible con el Axioma de Determinacién. Por otro lado,
en los Ejemplos 2.9 y 2.11 se argumenté que w® y los conjuntos de un solo punto estan
determinados, independientemente de si se asume AD o no. Entonces, una pregunta natural
es {qué colecciones interesantes de subconjuntos de w* estan determinados en ZFC? En 1953
Gale y Stewart probaron que todo subconjunto abierto o cerrado de w® estd determinado.
A este resultado es al que llamaremos el Teorema de Gale-Stewart y el presente capitulo
tiene como objetivo dar la prueba de dicho resultado.

Comencemos por definir el juego o (A4;s), siempre que A C w¥ y s € S, (véase la
Definicién 2.2). En O (A; s) participard un par de jugadores a los que denotaremos como H
y V. Las tiradas de ambos jugadores seran ntimeros naturales, esto es, al inicio H tira algin
ng € w, después V eligird un mgy € w, luego H responderd un ni; € w y asi sucesivamente

como se muestra en el siguiente diagrama.

H‘TLO ni

A% ‘ myg mi
De este modo, H ganard el juego O (A4;s) si sucede que sV (ng, mg,n1,my,...) € A
(recuerde las definiciones de la Seccién 1.2). En caso contrario, V serd el ganador.
Las nociones de estrategia y estrategia ganadora en el juego O (A; s) serdn andlogas a

las que se describen en el juego original al inicio del Capitulo 2.

Definicién 3.1. Sean A C w¥ y s € Sp. Si 0 es una estrategia para I en el juego D4,
entonces definimos el conjunto de todas las partidas iniciales correctas con respecto a o en

el juego O (A; s) como sigue:

PIC* (o) :={t"m:t e PIC(0) A m € w},
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(recuerde que t € PIC(o) siy sélosit € S; y t sigue a o).

Intuitivamente, s € PIC* (o) cuando s sea un elemento de Sy, \ {0} que siga a 0. De

hecho, sit € PIC(0) y m € w, entonces s := ¢t~ m lucird como indica el siguiente diagrama.

5(0) =t(0) =a(@) - s(ls|-=2) =t(t| =1) = o (¢ | (|t| - 1))
H‘ s(Is| —1) =m

Dicho lo anterior, estamos listos para definir nuevos tipos de estrategias.
Definicion 3.2. Sea A C w®.

1. Si o una estrategia para I en el juego 04, diremos que o es una estrategia defensiva
para I en el juego O 4 siy sblo si para toda s € PIC* (o) sucede que el jugador V no

tiene estrategia ganadora en el juego O (4; s).

2. Similarmente, si 7 es una estrategia para Il en el juego 04, entonces 7 serd una
estrategia defensiva para II en el juego D4 si y sblo si para cualquier ¢ € PIC(T)
sucede que el jugador H no posee estrategia ganadora en el juego o (A;t) (recuerde

que t € PIC(7) siy sélosit e S,y tsigueaT).

Los siguientes resultados nos muestran como se relacionan los conceptos de estrategia

ganadora y estrategia defensiva.

Lema 3.3. Sean A C w®. Si el jugador I tiene estrategia ganadora en el juego O 4, entonces

el jugador II no posee estrategia defensiva en el juego O 4.

Demostracion. Supongamos que I posee una estrategia ganadora en el juego O 4 y llamémosle
o a dicha estrategia.

Sea 7 una estrategia para el jugador IT en el juego © 4 y propongamos s := (). Afirmamos
que o es una estrategia ganadora para el jugador H en el juego O(A; s). En efecto, sea z € w*
tal que z sigue a 0. Como o es estrategia ganadoray sV x = x, se tiene que sVz € A. De
este modo, la partida x en el juego O(4; s) es ganada por H. En resumen, 7 no es estrategia

defensiva para el jugador II. d
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Lema 3.4. Sea A C w¥. Si el jugador II no posee estrategia ganadora en O 4, entonces el

jugador I tiene una estrategia defensiva en O 4.

Demostracion. Necesitaremos algo de notacion antes de empezar nuestro argumento: para

cada n € w sea Ly := ngn w?k: ademas, si p : L, — w, entonces
M(p) := {t € W : Vi <n (t(2) = p(t | (20)))}.

Construiremos por recursién una sucesion {0, : n € w} de tal modo que lo siguiente es

cierto para cualquier n € w.
1. o, : L, = w,
2. 0p Copt1 y
3. si s € M(o,), entonces V no posee estrategia ganadora en O(A4; s).

Suponga que la sucesién ha sido hallada y observe que, entonces, o := |J,,c, on €s
una estrategia para el jugador I en O 4; més aun, la igualdad PIC*(0) = U,,c, M(0n) y la
condicién (3) implican que o es una estrategia defensiva para I en 04. De este modo, todo
se reduce a la recursién mencionada en el parrafo previo.

En vista de que Lo = {0}, proponemos oy(()) := 0 para que (1) sea satisfecha. Adem4s,
M(og) = {0} y, por ende, la hipdtesis del lema nos garantiza que V no tiene estrategia
ganadora en O(A;s) para cualquier s € M (0y), es decir, (3) es cierta. Esto completa la
base.

Ahora demos por hecho que, para alguna n € w, ya hemos obtenido {o; : i < n} de

manera adecuada. Comencemos por probar lo siguiente.

Afirmacién. Si s € M(o,), entonces existe s € w de tal modo que para toda m € w

sucede que el jugador V no tiene estrategia ganadora en el juego O (A; sV (€5, m)).

Sea s € M(oy,). Supongamos, en busca de una contradiccién, que para todo ¢ € w
existe my € w tal que V tiene estrategia ganadora en el juego O (A; s V (¢, my)), digamos 7.
Ahora, por la condicién (3): V no tiene estrategia ganadora en el juego 0(A4;s). De

este modo, el plan es emplear las estrategias 7, para obtener 7 : S; — w, una estrategia
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ganadora para II en O(A4;s). Haremos esto como sigue.

Para cualquier t € w! definimos 7(t) = my(). Por otro lado, si t € S; \ w', existe un
tinico u € S; de tal modo que t = (t [ 2) Vu y de esta forma 7(t) := 70)(u).

Suponga que x € w“ es una partida en O(A4;s) que sigue a 7. Entonces, existe y € w®
de tal modo que x = (z(0),m4 () V y. Luego, un argumento inductivo y nuestra definicién
de 7 nos garantizan que la igualdad y(k) = T2(0) (y | k) se verifica para cualquier k € w; esto
es, y puede ser vista como una partida en 9(A, s V (x(0), my(0))) que sigue a la estrategia
ganadora 7). De este modo, sV z = (sv <$(0),m$(0)>) Vy € A. En otros términos,
T es una estrategia ganadora para II en O(A4;s), tal y como querifamos. Luego, nuestra
afirmacién estd probada.

Para completar nuestra recursién definiremos p : w?® — w de tal modo que 0,41 =
o, U p satisfaga la condicién (3). Con esta idea en mente, sea s € w?". Si s ¢ M(0y,),
hacemos p(s) := 0. Ahora, cuando s € M (0,,), fijemos ¢5 como en la Afirmacién y pongamos
p(s) = Ls.

Comprobemos que (3) es cierta: sea t € M(op41). Al hacer s ==t [ (2n) y m :=
t(2n + 1) obtenemos que s € M(o,) y t = sV (€5,m), asi que el jugador V no tiene

estrategia ganadora en el juego O(A;t). O

De manera anéloga a los preliminares del lema anterior, es conveniente considerar a los

conjuntos S; y PIC(7) como un par de drboles, esto es:

Si=J S vy  PIC(r)= ] PIC(r)n,

new new

donde Si(n) :={s € S;:|s| =2n+1} y PIC(7), := {s € PIC(7) : |s| = 2n} representan
al n-ésimo nivel del arbol S; y PIC(7), respectivamente.

Ademads, diremos que

Si(<n) = Si(k).

k<n

Observe que si t € PIC(7)y, entonces se tiene que ¢ = ().

Lema 3.5. Sea A C w¥. Si el jugador I no posee estrategia ganadora en el juego O 4,

entonces el jugador II tiene estrategia defensiva en el juego O 4.
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Demostracion. Iniciemos con notacién: para cada n € w sea Ky := J,,, w?kt1 v ademas,

para cualquier p : K, — w definimos

N(p):={scw?:Vi<n (t(2i+1)=p(t | (2i+1)))}.

Mostraremos, por recursién, que existe {7, : n € w} de tal suerte que para cada n € w

se satisface lo siguiente.
1. 7 K, — w,
2. 7 C Tyl ¥y
3. sit € N(r,), entonces H no tiene estrategia ganadora en el juego O(A;t).

Antes de realizar la construccion de la sucesién notemos que las condiciones (1) y (2)

implican que 7 := J,_,, 7n es una estrategia para II en 04. Por otro lado, la igualdad
PIC(1) = Unew N(7n) y la condicién (3) implican que, de hecho, 7 es defensiva. Sélo
necesitamos realizar la recursién para finalizar la prueba.

Como Ky = ), el hacer 19 := () garantiza que (1) es cierta. Luego, N(79) = {0} y por
la hipétesis del lema, (3) es satisfecha.

Supongamos que n € w es tal que {7; : i < n} ha sido definida adecuadamente. Para

hallar 7,41 emplearemos el siguiente hecho.

Afirmacién. Para cualesquierat € N(7,) y £ € w existe m € w de tal modo que el jugador

H no tiene estrategia ganadora en el juego o (A4;tV (¢,m)).

Haremos la prueba por contradiccién: sean t € N(7,) y ¢ € w tales que para cualquier
m € w existe 0,,, una estrategia ganadora para H en el juego o(A;t V (¢, m)).

Emplearemos lo dicho en el péarrafo previo para hallar o : S, — w, una estrategia
ganadora para I en O(A4;t), y de este modo contradecir la condicién (3) de la hipdtesis
inductiva.

Hagamos o () := ¢. Por otro lado, si s € S, \ {0}, entonces existe u € S, de tal modo
que s = (s [ 2) Vuy asi, 0(s) := 741)(u). De esta forma, si z € w® sigue a o, tenemos

que existe y € w* de tal suerte que x = (¢,z(1)) Vy. Més atin, un argumento inductivo
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muestra que y(k) = o,1)(y | k) para cualquier £ € w, es decir, y puede pensarse como
una partida en O(A;tV (£, z(1))) que sigue a la estrategia ganadora 0,(;). En consecuencia,
tvVa=(tVv{xz(l))Vye A. Esto prueba que o es ganadora, tal y como se necesitaba.

2n+1

Continuemos con la recursién: definiremos una funcién p : w — w de tal modo que

Tni1 = Tn U p satisfaga nuestra condicién (3). Para esto, sea s € w?"*!

yseat:=s | (2n).
Sit ¢ N(r,), entonces p(s) := 0. Ahora, cuando t € N(7,), aplicamos la Afirmacién a ¢ y
¢ := s(2n) para obtener un niumero natural, digamos p(s), de tal modo que el jugador H no
posea estrategia ganadora en O(A4; s (p(s))) (note que tV (¢, p(s)) = s (p(s))).
Concluyamos la prueba observando que si t € N(7,41), se sigue que t [ (2n) € N(1,).

Luego, H no posee estrategia ganadora en O(A; (¢ [ (2n+1)) " (Th+1(t [ (2n+1)))), esto es,

en el juego O(A;t). Asi, nuestra definicién de 7,1 satisface (3). O

Ahora estamos listos para demostrar el resultado central de este capitulo, a decir, el
teorema que Gale y Stewart probaron en el afio de 1953. En la tesis, dividiremos dicho
teorema en dos partes.

Conviene mencionar que emplearemos libremente los resultados y notacion de la sec-

cién 1.3 por el resto del capitulo.

Teorema 3.6 (Gale-Stewart). Si A C w® es abierto, entonces el juego O 4 estd determinado.

Demostracion. Supongamos que el jugador I no tiene estrategia ganadora en el juego 04
vy demostremos que el jugador II si posee una estrategia ganadora en dicho juego.

Como I no tiene estrategia ganadora en el juego O 4, por el Lema 3.5, se tiene que II
posee estrategia defensiva en el juego 0 4. Llamemos 7 a dicha estrategia.

Se afirma que 7 es una estrategia ganadora para el jugador II en el juego 0 4. En efecto,
sea x € w* de modo que z sigue a 7. Basta con demostrar que x no es un elemento de A.

Supongamos que si, es decir, que z € A. Como A es abierto en w”, se tiene que existe
un ndmero natural m de manera que [z | m] C A. Si hacemos s := = [ (2m), entonces
sucede que s € PIC(7) y ademas, [s] C [z [ m] C A.

Consideremos el juego O(A;s) y definamos o : S, — w mediante o(t) := 0 para
cualquier ¢t € S),. Sea z € w* de tal modo que z sigue a 0. Luego, sV z € [s] C Ay por lo

tanto el jugador H gana la partida z en el juego O(A4; s). De este modo, o es una estrategia
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ganadora para H en O(A;s) o, en otras palabras, 7 no es una estrategia defensiva para II

en 0 4. Esta es la contradiccién buscada y, por lo tanto, x ¢ A. O

Teorema 3.7 (Gale-Stewart). Si A C w“ es cerrado, entonces el juego D4 estd determi-

nado.

Demostracion. La idea es similar a la demostracién del Teorema 3.6. Supongamos que
el jugador II no tiene estrategia ganadora en el juego D4 y empleemos el Lema 3.4 para
fijar o, una estrategia defensiva para el jugador I en el juego D 4. Afirmamos que o es una
estrategia ganadora para I en el juego D 4.

Sea r € w” de manera que z sigue a o. Afirmamos que x pertenece a A. En efecto,
si suponemos lo contrario, se tiene que = € w* \ A, el cual es por hipétesis un subconjunto
abierto de los irracionales; luego existe m € w de manera que [z | m] C w* \ A. Asi, si
tomamos s := x | (2m), sucede que s € PIC(0) y [s] C [z | m] Cw¥ \ A.

Ahora denotemos por 7 : S; — w a la funcién constante cero y tomemos y € w* de
manera que y sigue a 7. Como sV y € [s] C w?” \ A, se sigue que la partida y del juego
O(A4; s) es ganada por V. Luego, 7 es una estrategia ganadora para V en o(A;s); en otras
palabras, ¢ no es una estrategia defensiva para el el jugador I en 04. Esta contradiccién

implica que x € A, tal y como se queria. ]

Finalizamos la tesis con algunos comentarios relativos a la Teorfa Descriptiva de Con-
juntos. En primer lugar, denotemos por Y a la coleccién de todos los subconjuntos abiertos
de w* y por H(l) a la familia de todos los cerrados en w*. Ahora supongamos que para algin
a < wy hemos definido las sucesiones {2% B <aly {H% : B < a}. Entonces, sea X0 la

familia de todos los conjuntos E C w® para los que existe {E,, : n € w} C U H% de tal
B<a
modo que F = U E,. Adem4s, hagamos ITY, := {w* \ E: E € 0}.
new

La construccion recursiva del parrafo previo nos da dos sucesiones de longitud wi, a

saber, {29 :a < w1} y {12 : @ < wy}, de tal modo que

U{Eg ra<wy )= U{Hg ta<wr)
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Resulta que esta union es una o-algebra y sus elementos son llamados subconjuntos bore-
lianos de w”. De este modo, el Teorema de Gale-Stewart dice que los elementos de 39 UTI{
estdn determinados. Luego, resulta natural el preguntarse qué tan alto se puede llegar en
la jerarquia de conjuntos recién descrita sin perder determinacion, esto es, jexiste o < wq
de tal modo que algin A € X9 UTI% no esté determinado? Esta pregunta fue respondida
por D. A. Martin en 1975 negativamente, es decir, él prob6 que todos los subconjuntos

borelianos de w* estan determinados. Una prueba simplificada de su torema se halla en [6].
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