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Resumen

La aproximacion adiabatica es una herramienta que permite resolver pro-
blemas complejos en algunas areas de las ciencias fisicas. Esta aproximacion
se basa en la dependencia temporal de las perturbaciones que actiian sobre
el sistema de interés, la aproximacion adiabatica establece que si la pertuba-
ci6n actua de forma lenta (adiabatica) el sistema permanecera invariante, es
decir, no habra modificaciones en su estado.

En mecanica cuantica la aproximacion se establece en forma de teorema
y tiene distintas aplicaciones debido a su utilidad y sencillez, sin embargo,
la demostracion del teorema no es trivial. Actualmente existen distintas pro-
puestas para la demostracion, los primeros en demostrar el teorema fueron
M. Born y V. Fock en el ano de 1928 en un articulo publicado en la revista
Zeitschrift fir Physik, cuyo contenido considera elementos matematicos avan-
zados con respecto a los vistos en la licenciatura del Centro de Nanociecias y
Nanotecnologia, ademas omiten muchos procedimientos por lo que con una
simple lectura es complicado entender la demostraciéon. Este trabajo hace ex-
plicito el procedimiento seguido por Born y Fock para demostrar el teorema
adiabatico para que cualquier alumno con conocimientos de matematicas a
nivel licenciatura logre seguir la lectura y comprenda mateméticamente cada
etapa de la primera demostraciéon y eso le facilite comprender el significado

del teorema adiabatico.

I1I



Indice general

DEDICATORIA I
AGRADECIMIENTOS 11
RESUMEN 11T
INTRODUCCION 1
1. El teorema adiabatico en Mecanica Cuantica 4

2. Descripcion de la demostracion del Teorema Adiabatico por

Born y Fock 11
2.1. Introduccidn . . . . . . ... 11
2.2. Resena . . . . . . . 12
2.3. Explicacién de la primera demostracion . . . . . . . . . .. .. 14
3. Dilucidacion de la demostracion del teorema 22
3.1. Introduccidn . . . . . . ... 22
3.2. Dilucidacién . . . . . . . o 22
CONCLUSIONES 56
Bibliografia 58

IV



Introduccion

El prefijo nano en el mundo de las nanociencias y nanotecnologia sig-
nifica una milmillonésima. Un nanémetro es 1/1000000000 de un metro, la
unidad de longitud. La nanociencia es el estudio de principios fundamentales
de moléculas, estructuras y en general de toda la materia con una dimen-
sion entre 1 y 100 nanémetros. La nanotecnologia es la aplicacion del estudio
de las nanociencias para desarrollar tecnologias nuevas [1|. Para el estudio
de la materia en nanoescala es importante abordarlo desde una perspecti-
va interdisciplinaria, es decir, comprender las propiedades fisicas, quimicas y
biolégicas del sistema de interés, también es prioritario considerar las impli-
caciones y consecuencias ambientales, humanas y econémicas.

La nanoescala es tinica porque es el tamano donde las propiedades de los
materiales conocidos, cambian a otras propiedades interesantes en el ambito
atémico y molecular. Para comprender dicho comportamiento es necesario
estudiar los materiales con la mecénica cudntica [1].

La mecéanica cuantica tiene poco mas de un siglo de haber surgido a partir
de los intentos de los fisicos para describir el comportamiento de la materia
a escalas pequenas y resolver asi, los problemas a los que se enfrentaron con
las leyes establecidas por la mecénica clasica, la teoria electrodinamica, la
termodindmica, entre otras [2].

La mecénica cuantica es en si misma una teoria compleja, rompe con la
manera tradicional de interpretar la realidad o por lo menos como lo hacemos
a través de nuestros sentidos. Para estudiar la fisica cuantica es necesario po-
seer una vasta cantidad de conocimientos de matematicas, ya que éstas son el
lenguaje que utiliza la fisica para estudiar e interpretar a la naturaleza. Ade-

mas al intentar estudiar los microsistemas, fisica e intrinsecamente complejos,
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es de esperarse que las matematicas no sean elementales.

La misma manera que la mecanica clasica centra su problema fundamen-
tal en describir el movimiento de los sistemas clésicos a través de las ecua-
ciones de movimiento, es decir, como evolucionan los sistemas en el tiempo
sometidos a determinadas fuerzas. De la misma manera, la mecanica cuanti-
ca enfrenta el mismo problema, como evolucionan los estados de un sistema
cuantico, es decir, como es la transiciéon de sus estados en un periodo ba-
jo un determinado tipo de interaccién o perturbacion con su entorno, que
provocard un cambio en el sistema [3].

La dindmica de los estados cuanticos es sumamente compleja de resol-
ver y las soluciones exactas para estos problemas se vuelven practicamente
imposibles, de tal manera que se necesitan métodos de aproximacion pa-
ra resolverlos. Estas herramientas se basan en suposiciones fisicas que con
el uso adecuado del lenguaje matematico se fundamentan a través de una
demostracion [3].

Existen métodos distintos de aproximacién para representar como cam-
bian en el tiempo los estados del sistema dentro de la mecanica cuantica. En
un sistema que es perturbado, es decir, modificado por una variable ajena al
sistema, es dificil lograr describir cémo evoluciona en el tiempo. Ademas si
la perturbacién también cambia en el tiempo, el problema se hace ain mas
complejo. Entonces surge la pregunta jcémo se pueden resolver esta clase de
sucesos cuanticos?

Una manera de resolver esta clase de problemas es utilizar la aproximacion
adiabatica. La aproximacion adiabatica permite dar solucién a los problemas
siempre y cuando se satisfaga que la perturbacion que actiia sobre el sistema
sea sumamente lenta, de tal forma que el sistema tenga tiempo para acoplarse
a las modificaciones. Es posible argumentar entonces que si antes de que la
perturbacion actiie sobre el sistema éste se encuentre en un estado inicial
determinado, después de la perturbacién el sistema continuara en el mismo
estado, es decir, el estado final es aproximadamente igual al estado inicial, a
pesar de la perturbacion a la que fue sometido. Esta aproximacién ha sido
de interés tanto para fisicos como para matematicos por mucho tiempo y

contintia siéndolo [4].
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En 1928 Born y Fock fueron los primeros en proponer una demostracién
del teorema adiabatico que justificé la aproximacion adiabatica, recientemen-
te la atencion se ha renovado, como consecuencia de las novedosas investiga-
ciones acerca de las propiedades topologicas de la materia y del surgimiento
de la computacion cuantica.

Como estudiante egresado de la Licenciatura en Nanotecnologia de la
Universidad Nacional Auténoma de México, el alumno cuenta con el cono-
cimiento suficiente para comprender un tema relacionado a ciencias béasicas
o ingenieria debido a la formacion multidisciplinaria e interdisciplinaria que
recibe. La licenciatura brinda una ensenanza basica en las ciencias quimico
biologicas, en las fisico matematicas y en las ingenierias debido al ambicioso
reto de lograr un panorama amplio de conocimientos, de tal forma que el
comprender cada tema abordado en la universidad es sencillo profundizar en
él.

El lenguaje matematico de la mecdnica cudntica es complejo y basto,
requiere de conocimientos sélidos de diversos campos de las matematicas.
La primera demostracion del teorema adiabatico representa un ejemplo del
nivel de matematicas que el estudiante requiere para comprender la mecanica
cuantica, ya que continuar con la lectura de los autores es un reto aunque se
conozcan ciertos elementos de matematicas.

Este trabajo tiene como objetivo desarrollar y brindar claridad a la deduc-
ciéon matematica desarrollada por Born y Fock en la primera demostracion
del teorema adiabatico, a través de un andlisis e investigacién de las herra-
mientas matematicas que utilizaron.

El contenido de la tesis se organiza como sigue: en el capitulo 1 los ante-
cedentes del teorema adiabéatico. En el capitulo 2 se presenta una explicacion
sobre la demostracion de Born y Fock, ademéas de una resena del autor, mien-
tras que en el capitulo 3 se desarrolla de forma detallada el articulo orignal
de Born y Fock con esclarecimientos en los pasos matematicos que los au-
tores omiten en su demostraciéon. Por tltimo, se expone las conclusiones del

trabajo desarrollado.



Capitulo 1

El teorema adiabatico en

Mecanica Cuantica

La aproximacién adiabatica fue propuesta en la mecanica cuantica an-
tigua por Paul Ehrenfest en 1911. La interpretacion del teorema consistia
en que las variables de acciéon cuantizada J = nh no se modifican por la
influencia de cambios adiabaticos en el sistema, es decir, por cambios “in-
finitamente” lentos. Es razonable suponer que, si un sistema se encuentra
en un estado definido por determinado ntimero cuantico antes de iniciar el
cambio adiabatico, el sistema continuara caracterizado por el mismo niimero
cudntico después del cambio [5].

La transicién de la aproximacion adiabatica de la antigua mecanica cuan-
tica a la moderna fue elaborada por Max Born en 1926, con un significado
analogo. Anos mas tarde en colaboracion con Vladimir Fock, demostraron
por vez primera el teorema adiabatico que justifica la aproximacion adiaba-
tica [5]. El teorema establece: “Un sistema fisico permanece en su eigenestado
instantdneo si una perturbacion dada que acttia sobre él es suficientemente
lenta y si hay una brecha entre el eigenvalor y el resto del espectro del Ha-
miltoniano”

Si enumeramos los estados de un sistema con ntimeros correspondientes a
cada nivel de energia, el teorema adiabatico sostiene que si el sistema estaba

inicialmente en un estado con niimero definido, entonces después del cambio
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adiabatico la probabilidad de transicion del sistema a otro estado con un
numero cuantico diferente es infinitamente pequena, es decir, no ocurre una
transicién de estado [5].

Un ejemplo que permite entender la aproximacion adiabatica desde una
perspectiva clasica consiste en considerar un péndulo soportado sobre un eje
vertical, de modo que la masa del péndulo oscila en un tiempo 7;, debido a
la fuerza de gravedad y suponemos que no hay otras fuerzas de fricciéon o re-
sistencia. Es posible perturbar el soporte de dos formas diferentes: la primera
consiste en mover el soporte de forma “subita”, lo que causa un movimiento
cadtico en el péndulo, esto provoca un cambio en el periodo de oscilacion
T,, del mismo. La segunda opcién consiste en mover el soporte de forma
“lenta” (adiabéticamente) de tal forma que el péndulo sea capaz de ajustar
su movimiento de oscilacién sin alteraciones a pesar de la perturbacion. Se
destaca que en este ejemplo hay dos tiempos, un tiempo “interno” y un tiem-
po “externo”. El tiempo interno (7,,) representa el tiempo relacionado con
el movimiento interno del sistema, en este caso el tiempo de oscilacion del
péndulo, mientras que el tiempo externo (Tp) representa el tiempo asociado
con cualquier movimiento del soporte que sea apreciable en la escala de su
amplitud de oscilacion. En un proceso adiabatico se cumple que Ty > T,
[6].

El ejemplo anterior es visto desde una perspectiva clasica, sin embargo
para los objetivos de este trabajo, se busca un enfoque desde la mecanica
cuantica. Se tomara el ejemplo de una particula encerrada en un pozo de
paredes infinitas, donde la funciéon de onda tiene la mitad de longitud de
onda de De Broglie (A/2) en el estado base [6]. Como en el ejemplo del
péndulo, es posible modificar el sistema de forma lenta o rapida, en este
caso la modificacion se hard al desplazar una de las paredes del pozo. Si el
deslizamiento de la pared ocurre rapidamente, entonces la funciéon de onda
es diferente a la del pozo original, ya que ésta es una combinacién de media
longitud de onda y una parte completamente plana.

Ahora, jqué sucede si deslizamos la pared de forma adiabatica?, en este
caso se espera que la funcién de onda tenga el tiempo suficiente para acoplarse

al tamano del pozo, de tal manera que la funciéon de onda tendra la misma
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forma que la del pozo original en el estado base. Este problema fue elaborado
en 1969 por Doscher [7], en el que una pared es expandida a una velocidad
constante (v). Este caso presenta una solucién exacta. El conjunto completo

de funciones de estado es:

2 4 i
P, (x,t) = \/>sen <mx> ei(mva?® —2Epat) /2w (1.1)
w w

donde w(t) = a+vt es el ancho del pozo y E! = n*7%h*/2ma?® es el enésimo
nivel de energia permitido del pozo original (ancho a). La solucién general es

una combinacién lineal de ®’s:
U(z,t) =Y cn®y(z,t); (1.2)
n=1

Los coeficientes ¢, son independientes de ¢.

Al suponer que la particula comienza en ¢ = 0 en el estado base de del

O(z,0) = \/gsen (Zx)

pozo, entonces

Por la ecuacién (1.2)

2 .
LIJ(x’ O) - chcbn(iﬂv O) = Z Cn\/7$€n (m.’ﬂ) ezmvx2/2ha
a

a

El objetivo es obtener una funciéon de onda general y se comenzara por

determinar las constantes c¢,,. Para ello se multiplica por

2 ! )
@y, (2,0) =1/ —sen (Mx> e imwe? [2ha
a a

2 a / .
U—/ U(z,0)sen (Mx> e imvat/2ha g —
a Jo a
[2 T (n’ﬁ ) nm
= ch f/sen x| sen (:c) dx
a a a

0

y se integra
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= b, =d,
por la ortonormalizacion de las funciones base.

De aqui se deduce que para el caso general

2 [o .
Cn = \/7/ e imrt [2ha g (mm> U(z,0)dx
aJo a

Con la condicion inicial, se tiene que

2 nm T
Cp = */ e tmvet/2hagop (x) sen (m) dx
a Jo a a

Ahora se definen las siguientes variables: z = Zx; dz = Zdx, entonces se
cumple que

muz?  mvz?a® moa 9

Sha  2ha n2 27T2hz -

Entonces

71' .
Cp = f/ e sen (nz) sen (z) dz
0

Esta integral no puede ser evaluada en términos de funciones elementales, sin
embargo al utilizar la aproximacion adiabatica es posible obtener un resulta-
do. Al suponer que al pozo se le permite aumentar al doble su ancho, entonces
el tiempo “externo® estd determinado por w(7T.) = 2a, que se establece en

funcién de la velocidad como:

w(Te):2(1:>6L+1)T6:26L:>T€:g
v

4

El tiempo “interno“ es el periodo del factor exponencial dependiente del

tiempo en el estado inicial. Es decir:

, E 2m h

—iBt/h o= 2L o =20 gn

© v h Cow 7TEl
27h s  4ma®
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Entonces, la aproximacion adiabatica requiere que 1, > T}, esto es

a 4 ma? 4 ma
- =1> ——
v T h T h

o con la variable «:

mav
81 (27r2h> =8ra k1

entonces a < 1; esta condicién es establecida adiabaticamente e implica que

sobre el dominio en el cual se llevara a cabo la interaccion para obtener los

coeficientes ¢,, del desarrollo, esto es

2 (v
Cp = f/ e~ sen (nz) sen (2) dz
0

Cp = — /Tr sen (nz) sen (2) dz = 6,1
0

Por la condicion de ortonormalizacién de las funciones base. Con esto es

posible escribir la expresién para la funcion de onda general

U (z,t) = \/?sen (Wx> i(mva? —2Eiat)/2hw
w w

la cual, sin considerar el factor de fase, es el estado base del pozo instantaneo,
de ancho w, como lo estable el teorema adiabatico. Ahora se demostrara que

la funcién de onda ®(x,t) puede ser escrita con
t
0/

donde E,(t) = ’gm”jf es el eigenvalor instantaneo en el tiempo ¢. Entonces

2R\ | 2hr 1 1 7
=4 (52) [ - ks
(*) ( >0 (a + vt")? " 2m va—i—vt’o

m\H
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_ 7r2h<1 1)_ 7r2h<fut)_ m2ht
 2mo\a  w/)  2mv \aw/) = 2maw

; . , . 2
Asi, despreciado el término 2% en
’ 2hw

U, (z,t) = \/?sen (Wx> i(mva®—2F}at) /2hw
w w

debido a que si x = a, el primer término del exponente puede considararse

despreciable en virtud de que:

mva2 mva mvoa

ha ~ on o <1

2 o
U, (z,t) =/ —sen <7Tx) eiBiat/hw
w w

puede escribirse como
2 T ,
U, (z,t) = \/78671 (x) e’
w w

Eiat 7w at TNt _
hw  2ma2hw  2maw

Entonces

debido a que

Este resultado es exactamente lo que se espera. Para un pozo con paredes

fijas de ancho a se tendria:
W(w, 1) = ()"

mientra que para un pozo cuyas paredes se deslizan adiabaticamente, basta
con reemplazar el ancho a con la variable w y al integrar se obtiene el factor
de fase acumulado; asi se destaca que E; es dependiente del tiempo.

Con este ejemplo se mostré la ventaja de la aplicacion de la aproximacion
adiabatica; es por ello que el teorema adiabatico es una herramienta amplia-
mente utilizada en la mecanica cudntica. El papel del teorema adiabatico en
el estudio de sistemas mecanico cuanticos que varian lentamente, abarca una

amplia gama de campos y aplicaciones, como la teoria Landau-Zener de los
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niveles de energia en moléculas [8].

Otro ejemplo de la aplicacion es en la teoria del efecto Hall cuantico,
descubierto por Von Klitzing, et. al, en el que se ha reconocido que el teorema
adiabatico contribuye al entendimiento del fenémeno [4].

Recientemente se habla de modelos de computacién cuantica adiabatica.
Con estos modelos se disenian algoritmos cuanticos. Este concepto fue pro-
puesto por Farhi, et. al en el ano 2000 y a la fecha se busca enfocar este
modelo para descubrir sustancialmente algoritmos cudnticos nuevos. El mo-
delo fue propuesto con base en el teorema adiabatico en mecanica cuantica
[9]. Principalmente tenemos la aplicacién en la teoria cudntica de los campos
y la fase de Berry. En los ultimos afos, se han propuesto fases geométricas
para el procesamiento de informacion cuantica, sobre un proceso adiabatico
en una serie de esquemas de computacién cuantica geométrica [8].

El teorema adiabético es simple de establecer y suena apropiado, sin em-
bargo, no es sencillo de demostrar. Algunas propuestas ha sido elaboradas
por Kato en 1958 en su articulo On the adiabatic Theorem in Quantum Me-
chanics [10] y por Messiah en 1962 en su libro Quantum Mechanics [11];
éstas son algunas demostraciones que se han propuesto para el teorema adia-
batico, cada una con sus limitaciones y caracteristicas, sin embargo no son
las Uinicas, ya que actualmente existen diversos articulos que demuestran el
teorema adiabatico y lo utilizan con distintos enfoques y aplicaciones. En los
siguientes capitulos se hablara de la demostracion propuesta por Born y Fock
en 1928.



Capitulo 2

Descripciéon de la demostracion
del Teorema Adiabatico por

Born y Fock

2.1. Introduccion

El estudiante egresado de la licenciatura en Nanotecnologia por la UNAM
esta provisto por un ciimulo de conocimientos en distintas disciplinas, con ello
es posible lograr comprender textos complicados en distintas areas, como el
articulo de interés en este trabajo. El lector encontrara temas de matematicas
que se han abordado en algunos cursos de la licenciatura, tales como algebra
lineal, variable compleja, ecuaciones diferenciales, series, calculo, entre otros.
Ademads de una interpretacion fisica que puede consultarse en los libros de
mecanica cuantica o en un curso formal de la materia.

Lo primero que se debe comprender es que el teorema adiabatico es en si
mismo un teorema matematico, los autores redactan el articulo de tal forma
que el enunciado del teorema es propuesto en las tltimas partes del texto,
mientras que en las primeras paginas preparan las herramientas matematicas
y fisicas para la demostracion.

Para evitar confusiones, el siguiente capitulo tendra una resena del autor y

una explicacion breve de la demostracion, asi cuando el lector lea el capitulo

11
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3 logre seguir el desarrollo matematico sin problemas de interpretacién o
secuencia. La interpretacion se tomoé de la versién en inglés del libro [5],

mientras que las ecuaciones se siguieron de la versién original [12].

2.2. Resena

He aqui las experiencias en la escritura de mi tesis de licenciatura, para
compartir con mis companeros a lo que me enfrente y les sirva de apoyo,
cuando se enfrenten problemas semejantes.

Como estudiantes de licenciatura en Nanotecnologia adquirimos conoci-
mientos generales de ciencias bdsicas e ingenierias; con estos conocimientos
podemos profundizar en diversos temas e interactuar de forma interdiscipli-
naria y multidisciplinaria. En la licenciatura tomé cursos del eje de biotecno-
logia relacionados con bioquimica, biologia molecular y celular, sin embargo,
tengo un gusto por las ciencias en general y recientemente una pasion por las
fisica, por este motivo decidi elaborar mi tesis en el drea de fisica tedrica.

Empecé por definir y aclarar el objetivo: “comprender y hacer explicable
la primera demostracion del teorema adiabdtico en mecanica cudntica” Sin
embargo, llegar al objetivo se transformo en un reto, de las lecturas iniciales
del articulo base, jno comprendi nada!

La primera dificultad estuvo relacionada con mecdnica cudntica, ya que
nunca la habia estudiado, tenia idea de lo que trataba por cursos de fisica
bisica y de fisica moderna, en donde aprendi algunas ideas de la mecdnica
cudntica, sin embargo, no era suficiente para comprender las ideas del articulo
de Born y Fock.

Después de lecturas repetidas, comencé a identificar temas de algunos
cursos de la licenciatura, tales como dlgebra lineal y ecuaciones diferenciales.
Comencé a estudiar mecdnica cudntica, para comprender lo que necesitaba
para lograr mi objetivo.

La notacion en el articulo es distinta a la que encontraba en los textos
de mecdnica cudntica actuales, esto me parecio muy confuso, no encontraba
la relacion entre los textos universitarios y la demostracion que tenia que

aclarar, no sabia donde buscar informacion para comprender el articulo. Lei
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diversos textos, paginas web, articulos y consulté a algunos profesores, hasta
que poco a poco fui identificando algunos conceptos matemdticos y fisicos
involucrados, ademds comencé a proponer el procedimiento matemdtico entre
cada linea del texto original, para llenar los huecos en la demostracion con
lo que inicié el objetivo planteado.

También fue dificil entender el trabajo porque no comprendia como se les
habian ocurrido tantas cosas para llegar a la demostracion, generalmente en
las clases nos enuncian los teoremas y nos dan las demostraciones. Final-
mente descubri que escribieron la demostracion, no como la obtuvieron, sino
de una manera “elegante”: primero la informacion que necesitaban, incluso
formulan un lema y con éste la demostracion aparece inmediata.

Este trabajo cambio mi idea de la ensenanza y del aprendizaje. Ya que
cuando estudié dlgebra lineal, la tomé como una materia de matemdticas que
debia estudiar y no como una herramienta de trabajo que emplearia poste-
riormente jQué pésima idea! Aunque di un esfuerzo mdzimo en esta materia,
debi haber investigado el espacio de funciones, muy util en cudntica y sobre
todo tener una actitud mds positiva hacia lo que me daban en la escuela.

Estudiar los espacios vectoriales me ayudo en entender los espacios de
funciones, sin embargo algunos conceptos como la funcion de peso involucra-
da en el producto interno de este espacio me tomo varios dias para compren-
derlo.

Como investigador joven el camino puede ser duro y con muchos obstdcu-
los, debido a que desconocemos muchas etapas del proceso de investigacion,
no sabemos discriminar entre las herramientas que necesitamos y en ocasio-
nes ni siquiera en qué camino estamos parados. Pero como cualquier acti-
vidad es mecesaria la experiencia, el aprendizaje y los errores. Aunque hay
algo importante de este proceso: DISFRUTAR del aprendizaje a lo largo del
camino de la investigacion, DISFRUTAR de cada etapa del proceso porque
cuando se logra un objetivo o reto, la sensacion de satisfaccion personal es

invaluable.
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2.3. Explicacién de la primera demostraciéon

Como ya se mencion6 la aproximacion adiabdtica en mecanica cuantica
fue enunciada por primera vez en forma del siguiente teorema:

Teorema. Si la matriz ) estd absolutamente acotada y todas las condi-
ciones para s finito y para T infinitamente grande son vdlidos, la diferencia

Con. — Omm €S del orden de T -

Conn = Oy + O(T~71) (2.1)

El teorema es matematicamente sencillo de comprender, es decir, solo
dice que la diferencia de dos valores es del orden de T_ﬁ, sin embargo, la
pregunta siguiente es ;jqué significado fisico representa este teorema y qué
relaciéon tiene con la aproximacion adiabatica?

La cantidad ¢,,,(s) es la amplitud de probabilidad del estado W, (s) en el
tiempo ¢, mientras que §(0) es la amplitud de probabilidad del estado W, (0)
en el tiempo t = 0, es decir, la diferencia entre ambas amplitudes tiende a
cero cuando 7' crece infinitamente, lo que significa que el sistema permanece
en el mismo estado después de la evolucién adiabatica.

Hasta ahora se ha visto el teorema matemético y un poco de su interpre-
tacion fisica, lo que sigue es comprender el desarrollo matematico elaborado
por Born y Fock para llevar a cabo su demostracion, por lo que se abordara
la secuencia que ellos utilizaron hasta llegar al teorema que ya se ha definido.

El primer paso es describir el operador Hamiltoniano del sistema, este
operador tiene una dependencia temporal, definida por una parametrizacion

con la variable s y con el pardmetro 7. Entonces el Hamiltoniano es
(2.2)

Aqui es posible identificar que si T incrementa, la variable s disminuye,
es decir, el tiempo propio del sistema disminuye. Una vez determinado el
Hamiltoniano, el cual describe el sistema, es posible determinar las eigen-

funciones de este operador con la ecuacién de eigenvalores. El lector puede
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recordar de los cursos de algebra lineal que esta ecuacion tiene la siguiente

estructura:

H(s)pn(q,s) = Wa(s)en(q, s) (2.3)

Entonces queda determinada la base {p,(q,s)} como el conjunto de ei-
genfunciones que satisfacen esta ecuacion para cada tiempo s.

Ademas se establece un conjunto de funciones {,(q,t)} que satisfacen
la ecuacion de Schrodiger dependiente del tiempo.
h 0y,
Hip, + —
¥n 1 Ot

Estas funciones estan normalizadas y son ortogonales para cada valor de t.

~0 (2.4)

Por otra parte, se establece que ambos conjuntos son iguales en el tiempo

t=0: {¢n(q,0)} = {¥n(q,0)}.

Con lo anterior se han definido tres distintas bases:

@Dn(q’ O) = Qpn(% 0)7 (2'5)
©n(q, 5), (2.6)
Yn(g,t). (2.7)

Ahora que se ha definido estas bases, es posible representar al operador
Hamiltoniano de forma matricial con cada una de las bases anteriores. Por

lo tanto, los elementos de matriz del operador H se definen para cada base

COmao:
HY, = / 270, 0)H(0) 20 (g, 0)odq (2.8)

La posibilidad de pasar de una base a otra para representar los estados y

los operadores es la idea central de la teoria de representaciones en mecanica
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cudntica [2]. Este tipo de cambios, o mejor dicho, transformaciones unitarias,

se efectuan con matrices unitarias, esta teoria puede estudiarse en los libros

de algebra lineal o en las matematicas preliminares de libros de cudntica.
Para el cambio de base entre los conjuntos que ya se han definido se

utilizaran las siguientes transformaciones unitarias:

H=U'H"U, (2.11)
W =VHY, (2.12)
H=Y'WY. (2.13)

Es importante mencionar que la matriz Y se define como la multiplicacién

de las matrices unitarias U y V:

Y =VIiU. (2.14)

El médulo cuadrado |Y;,,|* presenta un significado fisico importante re-
lacionado con la aproximacion adiabatica. Este representa la probabilidad de
que el sistema, que inicia en ¢ = 0 en el estado n (con un nivel de energia
W,(0)), se encuentre en el estado m en el tiempo ¢ (con un nivel de energia
Wi (t/T)). La aproximacién adiabética establece que para un cambio “infini-
tamente” lento del sistema, es decir, para un valor “infinitamente” grande en
el pardmetro T la probabilidad de transicion |Y;,,|* para m # n (la cual es
funcién del tiempo) permanece “infinitamente” pequena incluso para valores
finitos de s = +.

La demostracion consiste en determinar la ecuacion diferencial para la
matriz Y y encontrar la soluciéon a esta ecuacion para verificar que el médulo
cuadrado |Y;,,|? realmente se un valor “infinitamente” pequetio.

Para determinar la ecuacién diferencial de Y se inicia a partir de la rela-
cion entre Y y U.

Yy = ViU

Se comienza por determinar la ecuacion diferencial para la matriz unitaria U.

Esta matriz es un operador de evolucion, por lo que al aplicarla a los estados
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del sistema en ty, el resultado serd el estado en el tiempo t.

[W(g, to + 1)) = Ul(g, to))

El caso anterior es visto desde la representacion de Schrodinger, en el que
los estados son modificados por estos operadores, sin embargo, los autores
utilizan la representacion de Heisenberg, en la que el operador de evolucion
actua sobre los operadores dejando las bases sin modificaciones.

Para determinar la ecuacién diferencial de U se utilizan las ecuaciones de
movimiento de Heisenberg de las variables dindmicas de posicién y momento,
(¢,p), ademas de la propiedad en que las transformaciones unitarias dejan
invariantes a las ecuaciones de movimiento [2]. Entonces se relacionan las
ecuaciones de movimiento en el tiempo inicial (¢t = 0) y las ecuaciones de

movimiento en el tiempo ¢, a través de la transformacion unitaria:
H=U'HU.

De esta forma se encuentra que la ecuacion diferencial para la matriz U

es:

(:‘) U+ HU =0 (2.15)

Ahora, lo que sigue es retomar la relaciéon Y = ViU y derivarla con
respecto a t, posteriormente se sustituyen las variables U y U, de tal forma

que se determina la ecuacion diferencial para Y:
Y = —%WY +ViVY (2.16)

Con algunas relaciones entre las bases y las transformaciones unitarias,
los autores establecen una segunda representacion para la matriz Y:
dy

T
— = ——WY +:1QY 2.1
s : WY +1Q (2.17)
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Se destaca la matriz @), cuya definicion matematica es:

dVT av
= —i—V =qiVi—. 2.1
Q i V=iV s (2.18)
y cada elemento de matriz se define como:
o Opn(q; s

para m = n, Q,, = 0, debido a una condicién establecida entre las eigenfun-
ciones y su derivada, ya que las eigenfunciones se multiplican por un factor
de fase con la condicion de que cada eigenfuncién sea ortogonal a su derivada

respecto al tiempo:

/wi(q, S)aai" o(q)dg = 0, (2.20)

(o(q) es la funcién de peso en el producto punto definido en el espacio — q).

Ademas los autores determinan una segunda definicién para la matriz Q):

1H
= — —— 2.21
@ Wy — W, (221)
donde H, esta dado por
/ OH
H,, = [ 615 onod 2.92
mn = | Pm g Pnodq (2.22)

La ecuacién diferencial de la matriz Y es equivalente a un sistema de

ecuaciones diferenciales:

ds 3 Winym +1 Ek QmiYr (2.23)

La solucién debe satisfacer las condiciones iniciales:
Ym = Yin = Omn para s =10 (2.24)

Ya se ha logrado la primera etapa del proceso de la demostracion, ahora

lo que sigue es resolver la ecuacién diferencial, para ello se establecen cambios
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de variable para facilitar el procedimiento, la ecuacién diferencial a resolver
ahora es:

de,,

Em i P 2.2
dS sz: kCL ( 5)

Se denotara por ¢,,, aquellas soluciones de (2.25) que satisfacen las con-
diciones iniciales
Cmn(0) = dpn, (2.26)

es decir, las cantidades
Con (8) = Vel (2.27)

Debido a que el médulo cuadrado de ¢,,,,(s) es igual al médulo cuadrado
de Y,,,, entonces son probabilidades de transicion.
La ecuacién diferencial (2.25) con la condicién inicial (2.26) es equivalente

al sistema de ecuaciones integrales

S

Conn(5) = G +1 3 / Poe(0)cion(0)dor (2.28)

Es posible resolver este sistema de ecuaciones integrales por iteraciones.

Como resultado final, se obtiene una serie infinita,

Cmn(s) - 5mn+

£y 0/ dsi 0/ dsiot ... 0/ dsi [P(si)P(si 1) Plsi)]  (229)

Al resolver un sistema de ecuaciones integrales por iteraciones es impor-
tante asegurar que el resultado converge. Para la convergencia del método,
los autores utilizan dos procedimientos distintos. El primero es a través de
una matriz M que sea mayorante a la matriz (), es decir si M converge y es
mayor que (), entonces esta tultima converge. El segundo método que utilizan
para la convergencia es a través del teorema de Schur.

Una vez que se determiné la convergencia del método, lo siguiente es

resolver el problema inicial: la demostracion el teorema adiabatico. Se debe
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probar que si el parametro 7" es lo suficientemente grande, entonces el médulo
al cuadrado |Y;,,|? = |¢ma|?, para un valor de s finito difiere arbitrariamente
poco de sus valores iniciales 6,,,,.

Para ello se comienza por formular un lema, cuyo objetivo es estimar el

valor de la integral
J = /an(s)eiT(“’m_w”)ds
0

de tal forma que se obtiene:

J4A
|J| < 2M (N; + Np) ™ =

La parte imaginaria de @,,,(s) puede ser tomada en cuenta multiplicando
esta tltima expresion por un factor de 2

El lema establece la validez de la siguiente estimacion:
/ Pon(s)ds| =
0

7 - [44
= / Quan(s)eT@m=n)ds| < AM,,, (N1 + No) " - (2.30)
0

Con ayuda del lema se ejecuta la primera integracion (sobre s;) en el
término k-ésimo del conjunto (2.29) y se resuelven las integraciones restantes

reemplazando P,,, por M,,,, entonces:

4A & -
|Cmn_ mn| <4(N1+N2 Y Z S ( k)mn:

r+1 4A dbmn
= 4(Ni + No) " (2.31)

Esta cantidad es finita para valores finitos de s, lo mismo que el factor

del radical en (2.31); sin embargo el radical tiende a cero para valores de T
“infinitos”. De esta manera se ha demostrado el teorema adiabatico.

Teorema. Si la matriz Q) estd absolutamente acotada y todas las condi-
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ciones para s finito y para T “infinitamente” grande son vdlidos, la diferencia
)

Con. — Omm €S del orden de T

Conm = O &+ O(T ™ 771) (2.32)

Con lo anterior se ha dado una vision general del procedimiento elaborado
por Born y Fock para llevar a cabo la demostracion del teorema adiabatico.

En el siguiente capitulo se daran los detalles matematicos de la demostracion.



Capitulo 3

Dilucidacion de la

demostracion del teorema

3.1. Introducciéon

El siguiente capitulo presenta el desarrollo matematico de la primera de-
mostracion, aqui se busca hacer comprensible la lectura del trabajo desta-
cando procedimientos matematicos que los autores omiten u obvian en su
articulo. Se buscé que el orden del trabajo permaneciera sin tantos cambios,
sin embargo la redaccion se modificé y algunos puntos se alteraron para lograr

una mejor comprension.

3.2. Dilucidaciéon

§1

Se considerara un sistema mécanico con el operador energia dependiente
del tiempo explicitamente y que varia en el tiempo de forma lenta. Esta
lentitud serd expresada de una manera en que la dependencia del tiempo
sea:

H=H(s); s= (3.1)

1
T

22
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donde T es un parametro con dimensiones de tiempo, y las derivadas con
respecto a s de los coeficientes del operador H y sus eigenfunciones deben
ser finitas.

Las eigenfunciones del operador H(s) son

©1(q,5),02(q,5), - ..

que safisfacen la ecuaciones

H{(s)pn(g;8) = Wa(s)epn(g; s)- (3.2)

Debido a que estas ecuaciones contienen al tiempo como parametro, se
pueden multiplicar las eigenfunciones por un factor de fase arbitrario que
contenga al tiempo.

on(q, 5)e?

Es posible fijar estas fases con la condiciéon de que cada eigenfuncién sea

ortogonal a su derivada respecto al tiempo,

[ eala 228D gy o 33)

donde o(q) es la funcién densidad en el espacio — ¢, o también denominada
funcién de peso del sistema. Entonces las eigenfunciones estan definidas hasta
un factor de fase constante.

Junto con las eigenfunciones del operador de energia, se considera, simul-

taneamente, un sistema de funciones

wl(qat)va(qat>7 trt

que satisfacen la ecuacion de Schrodinger

h O,
Hpn + i ot

=0 (3.4)



DILUCIDACION DE LA DEMOSTRACION 24
y coinciden con ¢, en el tiempo ¢t = 0:

wn(% O) = @n(% 0)' (3'5)

Los sistemas de funciones 1, (g, t) estdn normalizadas y son ortogonales para
cada t.[17]

§2

Ahora se pasard de eigenfunciones a matrices. Es posible construir las

matrices con los tres conjuntos completos de eigenfunciones:

77Z}n(Q> 0) = (Pn(Qa O) (3'6)
©n(q,s) (3.7)
Vg, t) (3.8)

Se indentificard las matrices formadas por el conjunto (3.6) por el super-
indice °, aquellas formadas por elconjunto (3.7) con el superindice * y aquellas

formadas por el conjunto (3.8) sin superindice. Por ejemplo,

= [ ¢i(a.0)H(0)p.(0.0)eda. (3.9)
Wbnm = Hy,, /som q,5)H (s)en(g; 5)edg, (3.10)
Hyn = [ 5u(a, ) H(s)n(q. )edg. (3.11)

La representacion (3.9) tiene la propiedad de que las matrices indepen-
dientes del tiempo corresponderan a operadores constantes (explicitamente
independientes del tiempo); en la representacion (3.10) la matriz energia es

diagonal y en la representacién (3.11) las ecuaciones de movimiento tiene la
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forma: »
. 1
¢= (Hq—qH),
; (3.12)
=7 (Hp — pH).

La transicién de una representacion a otra se puede lograr mediante una

p

matriz unitaria, que denominardn U,V y Y. !
La representacién matricial de HY, W y H del operador H estdn conec-

tantadas por las ecuaciones

H=U'HT, (3.13)
W =ViHY, (3.14)
H=YWY. (3.15)

La matriz Y puede expresarse mediante U y V' como sigue: Resolvemos para
HY en la ecuacion (3.13) y en (3.14),

UHU'" = H°
y
VWVt = H°
igualamos ambas ecuaciones
UHU' = VWV!

Ahora se sustituye H representada como H = YWY,

uvytwyut =vwvt

1Usualmente se llamara a U como la matriz “adjunta” o “transpuesta conjugada

”
T _ *
Umn - Unm
entonces la matriz U es unitaria y satisface la condicion:

vut =UtUu = 1.
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Para satisfacer la igualdad se debe cumplir que YU' = VT por lo tanto,
Y = ViU (3.16)

Todas estas relaciones pueden facilmente verificarse con las expresiones ex-

plicitas de los elementos de las matrices

Upnn = /win(q,o)wn(q,t)gdq,
Vinn = /wi;(q,O)son(q, s)odq, (3.17)

Por facilidad se utilizara la notacion de Dirac para demostrar una de las

relaciones. Por (3.9) lo elementos H pueden ser expresados como

Hpy = (0m(a,0)[H(0)|n(q, 0))

mientras que por (3.11) los elementos H se expresan como

Hypn = (Ym(q, )| H (5)[¥n(q, 1))

Entonces para pasar de H® a H se utiliza la matriz U, cuyos elementos se

representan por

Unn = (om(q,0)|¥n(q, 1))

Ul = (Wm(q,1)]0n(g, 0))

Por (3.13)
H,,, = (UTHOU)

mn

n

= S (s Do, 0) (01 (. O) H (), 0)) (g, 0) b, )

= (Ym(q, )[H(s)[¢n(g; 1))

Y de la misma manera es posible verificar las otras relaciones.
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83

Como fue indicado por uno de los autores [14], las entradas de Y, tienen
el siguiente significado fisico: el médulo cuadrado |Y,,|* es la probabilidad
de que el sistema mecanico, que si estd en t = 0 en el estado n (con un
nivel de energia W, (0)), se encuentre en el estado m en el tiempo ¢ (con un
nivel de energia W,,,(t/T)). Este significado de |Y;,,|* también se obtiene de
la ecuacién de la estadistica de Dirac, la cual fue demostrada por el segundo
autor [18]. El teorema adiabatico establece ahora que para un cambio infini-
tamente lento del sistema, es decir, para un valor infinitamente grande en el
pardmetro T en (3.1), la probabilidad de transicién |Y;,,|* para m # n (la
cual es funcién del tiempo) permanece infinitamente pequena incluso para
valores finitos de s = %

Se demostrara este argumento bajo algunas restricciones al investigar la

ecuacion diferencial que satisface los valores de Y.

§4

Primero se establece una ecuaciéon diferencial para la matriz de tranfor-
macion U.

Las matrices ¢ y p satisfacen las ecuaciones de movimiento

i
q=~

h
o

" h

(Hq—qH),
(3.18)

p= 7 (Hp—pH)
y las matrices constantes ¢° y p° estan conectadas con p y ¢ por la relaciones

q=U"q"U,

(3.19)
p=UpU.

La conexién entre la representacién del operador H v H° es

H=UHU. (3.20)
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Al utilizar las expresiones para ¢, p v H a través de ¢°, p* v H° y se

calcula las derivadas ¢ y p:
¢ =Uq"U+ U,
p=Up"U+ U PU.

Por la relacién UTU = I es posible encontrar una expresién para UT.

Entonces se deriva esta expresion
UtU + U =0.
U'U = -U'U
Al multiplicar por UT a la derecha de ambos lados de la igualdad se obtiene
UtuUt = —U'UUT & U = —UTUUT.

Al sustituir U' en la ecuacién encontrada para ¢

¢ = (-U'UUY) U + U'q°U,
Se multiplica a la derecha del segundo término por la expresién UTU

¢ =-U'UUU + U'q°UU'T,
Se factoriza por la izquierda a la matriz UT y a U por la derecha

Gg="U" (—UUTqO + qOUUT) U.
Al seguir el mismo procedimiento para p, entonces las ecuaciones resultantes
son:

¢=U"(-UU'¢" + UUT) U,

. : 3.21
p:UW—wﬁw+ﬂWUQU (3:21)
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Por otra parte como las ecuaciones de movimiento son:

1

p= 7 (Hp—pH).

St~ ot

Es posible reescribir estas ecuaciones con las relaciones entre H, H°, p, p°, ¢
y ¢°. Al trabajar para la variable ¢, si H = UTHU, entonces se reescribe la

ecuacion ¢ = % (Hq — qH) como sigue:
U g — ol O
q—h<UHUq qUTH'U)
Se multiplica por UTU el lado derecho del primer término y el lado izquierdo

del segundo término

=1 (U'HUQUIU — UlUqUiHD)

St

como ¢ = UTq°U entonces UqUT = ¢°, por lo tanto
i
=+ (UHU - U'¢"H"U) .
h
Se factoriza la matriz UT por la izquierda y la matriz U por la derecha,

G = ;LUT (Hoqo _qu()) U

Con el mismo procedimiento para p, se obtienen las siguientes ecuaciones:

¢= ;U (H%" — ¢"H°) U,

k 3.22
= %UT (Hp° — p°HO) U. ( )

Se igualan las expresiones (3.22) y (3.21) para las ecuaciones de movi-

miento, entonces para la variable ¢,

;UT (H°" = "H)U = Ut (-UU'¢" + °UUT) U
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Se factoriza la matriz U por la izquierda y la matriz U por la derecha,

Ut {; (Hoqo - qOHO)} U=uUt {(—UUTq0 + qOUUT)} U

Por lo tanto, se debe cumplir que

l

(Hoq0 — qOHO) = (—UUTQO + qOUUT>

St

Al despejar a (H°G° — ¢"H?), se obtiene

| =t

(Hoqo — qOHO) = (—UUTQO + qOUUT) ,

~

Se agrupan los términos con ¢° multiplicando a la derecha y ¢° multiplicando

a la izquierda
(1) + 2 (i) = (1) + 2 (o0
1 7
Se factoriza la matriz ¢° y se ajustan los términos en un lado de la igualdad,
o, oY o oo, Pyt
) i
Sea K la matriz hermiteana
0 0, P
K =H"+-UU (3.23)
i

se obtiene
Kqu - qOKO =0

Con el mismo procedimiento para p°, se obtienen a las ecuaciones

K()q() _ q()KO — O,

3.24
Kopo _ pOKO =0. ( )

La matriz K° conmuta con p° y ¢°. Entonces si ¢° y p° forman un sistema de

matrices irreducibles, la matriz K° debe ser un multiplo de la matriz unidad
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y es posible igualarla a cero, de tal forma que, al multiplicar por la derecha
con la matriz U la ecuacion

K0:H°+<ZL>UUT=0

Se obtiene para la matriz de transformacién:
h\ - 0
n U+HU=0. (3.25)

que no es otra cosa que la ecuacién de Schodinger en representacion matricial.
Si las matrices ¢° y p° no son constantes como se estableci6, éstas satis-

faceran las ecuaciones de movimiento

LR — O K°).
:

(KO — 0K0). (3.26)

¢* =

P’ =

Esto se puede demostrar al derivar la ecuacion ¢ = UTq°U respecto a t,
¢ =Uq"U+UU + U U

Se sustituye la expresién Ut = —UTUUT y se multiplica por UTU en el lado

derecho del tercer miembro,
¢=-UUU'"U +U'U + UT"UU'U
Se factoriza la matriz U por la izquierda y la matriz U por la derecha,
¢=U"(-UU'¢" +¢°UU" + ") U

Ademas si se consideran las ecuaciones de movimiento expresadas como:

l

g = EUT (Hoqo _qu(J) U
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Entonces ambas ecuaciones se igualan,

Ut {% (Hoqo - qOHO)} U=uUt (—UUTqO +QUUT + q'o) U

Esto indica que

? (Hoqo _quo) _ —UUTqD—l—qOUUT +q0

St

Se despeja el término (H%° — ¢°HO)

?

(%" — ¢"H°) = - (=UU'¢" + ¢°UU" + ¢°)

St

Se agrupan términos con la matriz ¢ multiplicando por la derecha y por la

izquierda
HCI“‘;DOC] =\ H ‘|‘;q[/[/ ‘|‘;q

Se factoriza la matriz ¢° en ambos términos, y se expresa la igualdad como

sigue:
<H0 + F,LUUT> ¢ —q (HO + F,LUUT> _ Dy
1 1 1

Como K® = HY + %UUT, entonces,

QP = : (Koqo_qu())

St

Se desarrolla el mismo anélisis para p° y se obtienen las ecuaciones buscadas

P = § (K = ¢°K).
B = 5 (KO = KO).

St St

con la “matriz de Hamilton” K°. Las consideraciones de ésta seccién también
contienen la teoria general (independiente del tiempo) de transformaciones

canonicas de las ecuaciones de movimiento de mecanica cuantica.
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De la ecuacién diferencial

1

h .
<.>U+HWJ_0

para la matriz U es posible obtener la ecuacién correspondiente para la matriz
Y.
Por la ecuacion
Y =ViU

y su derivada respecto a t
Y =ViU+ ViU (3.27)

Ahora se expresa H° en (%) U+ H°U = 0 como H° = VWV que contiene

la matriz diagonal W, se obtiene
h . i
;U +VWVU =0
Al despejar a U, se sigue que
U:—%VWVW’ (3.28)

Por otra parte
Y=VIUsVY=VVU&VY=U (3.29)
Al sustituir las expresiones (3.29), (3.28) para U y U en (3.27), se obtiene
Y:VW+VnuﬂﬁQévww>+Wwv)

Y:—%WY+VWY’ (3.30)

es decir la ecuaciéon diferencial que se necesitaba.
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Aqui el punto en el superindice significa (como usualmente se hace) la
derivada respecto al tiempo ¢t. Ahora en lugar del tiempo, se introduce la
cantidad s = % de la ecuacién (3.1) para obtener la derivada respecto a s.

Se aplica la regla de la cadena a la matriz Y

p_dY _dvds a4y _avd
dt ds dt ds  dt ds

Sit = sT', entonces % =T, por lo tanto:

dy dy
ds  dt
Entonces es posible reescribir la ecuacién Y = —%WY + VIVY como:
‘ily _yT = (—;WY + VTVY> T — —Z/';LFWY L TVIVY,
s

Se aplica nuevamente la regla de la cadena para VT,

VT_dVT_dVTds_dVT(l)
dt  ds dt  ds \T

Si se sustituye esta expresion en la escuacion % = —%WY + TViVY,
entonces
ay 1T dvt /1 dy T dvT
— =—WY+T{— (=) VY& —=——WY + —VY
P {ds (T)} s TR T s
ay 1T avt
— =——WY 4+ —VY 31
I . WY + 7 V (3.31)
Mas adelante se introduce:
dVT av
_ 5 _ eV
Q i V=iV 15 (3.32)

Como la matriz de transformacién V' es unitaria, la matriz @) recién in-

troducida es Hermiteana. Sus componentes pueden expresarse mediante las
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eigenfunciones del operador de energia:

Qumn = i/s@i‘n(q,S)awédeq (3.33)

S

Se destaca que por la normalizacién (3.3) de las eigenfunciones ¢, (q,t) todos
los elementos de la diagonal de la matriz () son cero.

Ahora se desea encontrar otra expresion para los elementos de la matriz
Q. Se obtendr4 la derivada de la ecuacion W = VT HV respecto al pardmetro

s. Entonces se obtiene

daw  dvi dv . dH°
o _ & yo FHO= Vi 34
S = HV A VI VI (3.34)

En la representacion donde la matriz de energia es diagonal, la expresion
0 . . ,
VT%V es la matriz de las derivadas con respecto s del operador de energia;

por brevedad, se denotara por H :

: dH°
H =Vi—V 3.35
15 (3.35)

Ahora a partir de W = VIHV | se encuentran las siguientes equivalencias
HV =VW; VIH =WV (3.36)

Si se sustituye (3.36) en (3.34), se obtiene

dw  dvi dH° av
R [ T2
75 7 VW +V 75 V+Wwv 75

y si toma en cuenta la ecuacion diferencial (3.32) y (3.35) para Q y H,

entonces IW JHO
— = Q.W+VT—V+W9.
ds —1 ds 7
dW dH°
— =iQW —iWQ+ VI—V
ds ds
dWw /
— QW —WQ)+ H (3.37)

ds
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Al rescribir la expresién anterior de forma explicita se obtiene lo siguiente:

Wy 0
alo w, |-
0 Q12 Wi 0 ... Wi 0 ... 0 Q12
i |®Qa O ... 0 Wy .../ =10 Wy .../ |Qa 0 ...|3»+
Hy, Hy,

+ [Hy Hy

Al desarrolar los productos de matrices QW y W@ se obtiene

W1 0 . 0 WQQ]_Q . 0 W1Q12
d%; 0 W2 o =1 Wngl 0 R W2Q21 0 =+
Hy, Hy

Al considerar ahora los elementos fuera de la diagonal de la matriz (3.37).

Como W es diagonal, por (3.37) para m # n se tiene

’

1Qun Wy, — W)+ H,,,, =0

mn

o al resolver para Q...
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por lo tanto

iH
= — T 3.38
donde H, = esta dado por
, OH
0 :/*——nd 3.39
mn Pm g Pnedd (3.39)

para m = n como ya se ha establecido, Q,,, = 0.

Se debe notar aqui que @),,, permanece finita también en el caso donde
para algin valor especial de s la diferencia W,,,(s) — W, (s) se anule; esto se
sigue de la expresién (3.33) para Q.

Al retomar la ecuacion diferencial (3.31) para la matriz Y, la cual se

puede reescribir con la expresion

avt av
Q ) 75 V=1V 75
Entonces, la ecuacién
dy T avt
—=——WY + —VY
as Y
queda como
dy 1T
— = ——WY +1iQY 4
s L (3.40)

En forma explicita la ecuacién anterior es:

Yll Y12 Wl 0 Yll Y12
% Yor Yoo ... :—% 0 Wy ... [Yor Yo .. |+
0 Q12 Yll Y12

+i|Qan 0 .. |Yar Y

Asi, el elemento mn de la matriz es:
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dYomn T

- YWy, iSO, Y 41
s hW —l—zzk:Q EYk (3.41)

Lo anterior puede tratarse como n sistemas de m ecuaciones:

dY, T

I 3 +sz:Q kY

Es decir, cada columna de la matriz es un sistema de m ecuaciones.

Entonces serd considerado también el sistema de ecuaciones?

s h Wiy ‘HEk QmiYrk (3 )

Al tomar en cuenta queent = 0, s = 0y que ¥,,(¢,0) = ¢, (g, 0), entonces

la matriz Y cuyos elementos estan dados por

Yo = [ €1a(0:000n(a, 0)eda = [ ¢;,(a.0)¢(a, 0)dg =

es una matriz unidad.

Por lo que se puede considerar los elementos de matriz de una columna
}/177,7}/2”7"'7Ymn~”

como una solucion

Y1,Y2y -+ s Ymy - - -

de la ecuacion (3.42), mismas que satisfacen las condiciones iniciales
Ym = Yin = Ompn para s =70 (3.43)

Las cantidades y,, estdn definidas en forma tnica por la ecuacion diferencial

(3.42) y las condiciones iniciales (3.43).

2Ver referencia [12], comparar ecuaciones (1.26) y (1.27) y teorema 1.
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Ahora se indicara un método para resolver la ecuacién

dym 1T .
= _7Wm m m
Is w Wy +Z%:Q kYK

Se define por brevedad
1 s
wi(s) = ﬁ/ Wi(s)ds, (3.44)
0
y se sustituye en la ecuacion diferencial a y; por
Cp = ype' Tk (3.45)
La cantidad ¢, satisface las ecuaciones diferenciales:

— =iy Pk (3.46)

en donde P, es
Pty = Qe m =) (3.47)

Esta claro que si realizamos explicitamente el cambio de variable en la re-

ciente ecuacion diferencial, se obtiene la ecuacion original,

% <ymeszm> ., Z kaezT(wm wk)yke Twy,
k

dym iT! iT o, . iT
——e" Y et [T —— ) =1 mkYme'
s y o Zk:Q kY

Entonces al eliminar la fase e“ y ordenando la ecuacion se obtiene la ecua-
cion inicial:

dYym . dwm\ .
K - ZTym (dS) - Z%:kaym

dwm 1
donde %= = 2 W,,.

La diferencia entre la ecuacion nueva y la orginal es, primero, que el coefi-
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ciente de ¢,, es igual a cero, mientras que el coeficiente de 1,,, es proporcional
al parametro T'; segundo, para P,,; con T" en el exponente oscila rapidamente,
mientras que los @, son cantidades que varian lentamente.

Ahora se denotard por ¢, (s) aquellas soluciones de (3.46) que satisfacen

las condiciones iniciales

em(0) = Sy, (3.48)

es decir, las cantidades
Con (8) = Ve m (3.49)

Su modulo cuadrado es igual al médulo cuadrado Y,,,,, entonces son proba-

bilidades de transicién.

dg: = 1> i Pnrcr se puede tranformar en un sis-

La ecuacién diferencial

tema de n ecuaciones integrales como sigue:

dcmn
ds

= Z Z Pmkckn(s)
k

dcyn =1 Z Pcin(s)ds
k

Al integrar ambos lados de la ecuacion

/Sdcmn = /si;Pmk(a)ckn(a)da

s

Cr(5) — Con(0) = / i'S" Po(0)cin(0)do

0
Por la condicién inicial (¢;,,(0) = 0y ), se obtiene un sistema de ecuaciones

integrales:

Conn(5) = O +1 3 / Poe(0)cion(0)dor (3.50)

Es posible resolver este sistema de ecuaciones integrales mediante itera-

ciones. Para la aproximacion cero, se toma

9 (0) = Gn

mn
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Entonces al interar por primera vez con ¢, (0) como ¢, (o )en la ecuaciéon

(3.50), se obtiene en forma matricial la siguiente expresién:

Cgll) C%) . 1 0 ... S1 P11 P12 1
Cgll) Cé12) =10 1 o0 44 Py Py 01
) . S 0 ) )
1 0 si | P Pro
=10 1 +i | |Pa Py ...|doy
0| . .
Cada elemento matriz tiene la forma:
S1
CSLZL = Opn + 1 / P(0)doy
0
La segunda iteracion da como resultado,
6521) C(122) e 1 0 ... 52 P11 P12 Cgll)
C§21) ngg) ..l =10 1 . —|—7,/ P21 PQQ Cgll)
) : : 0 . .
o | [T Tr2 L0 o | P11 Pro
+Z£ Py Py 01 —i—i({ Py Py
1 O 52 P11 P12 52 S1 P11 P12
=10 1 +i/ Py Py ...\ doy+i? Py Py
0 00 | . )

1
0(12)

1
CgQ)

d0'1 =

Pll
Py

dO’Q =

B d0'1

P12

d0'2 =

. dO’ldO'Q
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La expresion del elmento mn ahora es,
52 52 S
2, = b+ 1 [ Panloa)dos + & [ doy [ oy [P(02) Py,
0 0 0
Entonces de forma general la iteracion elésima se representa como,
Ay = G+ 13 [ Pra0)el, " (0)dor (3.51)
ko

Al seguir con el método iterativo se obtiene como resultado final una serie

infinita descrita como:

€11 C12 10 st Py Py
Cy1 Cog ... =10 1 +1 f Py Py dsi+
S5 51 P P Py Py
+42 { { Py Py Py P dsidss + -+
S1 82 Sk Pll P12 Pll P12 Pll P12 ..
+ik£‘£'~~£ Pyy Py .| |Pa Pay ...|...|Pa Pa ...|dsidsy...dsg

Cada elemento de matriz se representa como:

Cmn(s) = 5mn+

+ gjlz’“ / dsy, 7d5k1 . 7d51 [P(s1)P(sk_1) ... P(s1)],., (3.52)

Hasta ahora no se ha tomado en cuenta las consideraciones de conver-
gencia de la serie. Para asegurar la convergencia del método, se establecen

requisitos preliminares a la matriz P(s) de que sea acotada absolutamen-
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te 3 para todo s y también una matriz M constante acotada que se puede

encontrar y que sea mayorante.

| Prn(8)] = [Qmn(8)| < Mipn; (3.53)

M, es acotada.

Entonces[19] al sistema de ecuaciones mayorante

db
o M,..b .54
ds zk: mkVkn (3 ) )
con la condiciéon inicial

Se le puede aplicar el método iterativo

s s 82
by = 5m”+/Mm”d‘9+//(M2)mndsd82+"'+
0 00

s S2 Sk
//.../(Mk)mndsdsg...dsk
00 0

Cuya solucién conocida es

bun(8) = (€M) = b + i Sl: (Mm*) (3.55)

I

3Una matriz (Pmn) se denomina acotada, si para cada sistema de nimeros ,,, y, que
satisfacen la condicién de normalizacién

Ylral? =1 Ylyal* =1

n n

la doble suma
mn

converge y sus valores absolutos permanecen dentro de un limite independiente de la
eleccion de x,,y,. La matriz es llamada acotada absolutamente si la matriz que consiste
en valores absolutos |P,,,| es acotada.
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Al desarrollar la serie anterior resulta:

1 2 Sk

+ M+ 5 () Ty

la cual presenta una serie de potencias de s uniformemente convergente. Si

se sustituye en (3.52) P, por M,

52 S2 S
Conn = Omn +i/an(02)d02 + i2/d02/d01 (M (o2)M(01)],,n
0

S Sk 52
+ --+z"f/dsk/dsk,l.../dsl (M (si)M(s4_1) ... M(s1)].,
0 0 0

el valor absoluto de cada término en la serie (3.52) no es més grande que

el término correspodiente en la serie (3.55).

k

‘Zko/dsk O/dskl .. .0/d81 [M(Sk)M(Sk—l) s M(Sl)]mn | < |(l{7 8_ 1)| (Mk)m"’

A partir de esto se establecen que las condiciones (3.53) son suficientes para
la convergencia de la serie (3.52).

Al suponer que la matriz @),,, estd realmente restringida, es posible utili-
zar el criterio siguiente. De acuerdo con el teorema de Schur[20] es realmente

el caso si la serie

=2 Qi (3.56)

converge y permanece independiente de m dentro de un limite. De acuerdo

con la ecuacion (3.38) para Q.. la serie es igual a

Z ‘W’ V‘ka (3.57)

donde el simbolo ’ en la suma significa que el termino con k = m se omite.
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Ahora si se acepta que el conjunto

’

1

m=) 3.58
a ; ASTAE (3.58)
converge, vy se denota por [3,, la expresion:
2
Z\ - /‘8 om| odg, (3.59)

entonces es posible estimar la suma z,, con la desigualdad de Schwarz:

Zm < A/ QB (3.60)

Asi, se ha obtenido la siguiente condicién suficiente para que la matriz Q,,,
sea absolutamente acotada: el producto a,,3,, debe estar dentro de un limite
A independiente de m:

OB < A (3.61)

Cuando los eigenvalores W, crecen proporcionalmente a n, lo cual es el caso
en el oscilador arménico, el conjunto «,,, = Z;f m converge y su suma
permanece mas pequena que un nimero independiente de m. Entonces para
que @ sea absolutamente acotada es suficiente que 3 (3.59) sea finita, lo cual
siempre es el caso si la derivada de la energia de pertubacion es una funcion
acotada.

Si un sistema mecanico esta acotado por un volumen, de tal forma que el
espacio-q es finito, entonces para un solo grado de libertad los eigenvalores
W, crecen proporcionalmente a n?. Entonces «,, decrece como #, y para
que () sea absolutamente acotada es suficiente permitir que [, incremente
proporcionalmente no més rapido que m?, lo cual es el caso para cualquier

suposiciéon muy general sobre la energia de pertubacion.
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Ahora se retoma el problema inicial: demostrar el teorema adiabatico. Se

debe probar que si el parametro 1" en las féormulas

HV =VW,VIH' = wvT

dY,, T .
k

ds h
Ym = Yon = Omn para s =10

es lo suficientemente grande, entonces el médulo al cuadrado |V, |* = |cmnl?
para un valor de s finito difiere arbitrariamente poco de sus valores iniciales
Omn. Las condiciones exactas necesarias para la validez del teorema seran
formulas posteriormente.

A continuacién se enuncia el lema:

Lema: Si en el intervalo 0 < s < s’ se cumplen las siguientes suposiciones:

1. La siguiente desigualdad es valida:
|Qun(8)] = [Prnn(s)| < Mynn

2. Dentro del intervalo cada funcién (frecuencia)

dw,, dw,

ds ds

= 2TV ()

tiene como méaximo N; ceros de orden maximo r (esto es para estados
degenerados de un sistema mécanico) y en la vecindad del punto cero

sp la siguiente estimacion es valida

1 _ A
127 Vn (8)| |8 — so|”
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3. Las partes real e imaginaria de la funcién

an(s)

Vimn(S)

son monotonas por tramos; el nimero mas grande de segmentos donde

son monotonas es Ns.

Entonces la siguiente estimacién es valida:

/ Pon(s)ds| =
0

7 » 44
= / Qun(5)eT@m=n)ds| < 4M,,,,(Ny + Ny) ™ T (3.62)
0

La prueba de esto se dara en la seccion §8.
Con este lema se demostrara el teorema adiabatico.
Se ejecuta la primera integracién (sobre s1) en todos los términos del

conjunto (3.52) reescrito de la siguiente manera

S

Con = O =i [ Pdsy +8* [ [ PPdsydsy -+
0 00

S Sk 52
+z”“//.../PP...Pdskdsk_l...dsl
0 0 0

y el resultado es estimado con la férmula (3.62)?%, entonces

S1 S92 S1
[ — G| = / Pdsy| + / / PPdssds,| +
0 00
Sk Sk—1 s1
+-+ / / .../PP...PdSdek_l...dSQ <
0 0 0

4Se debe tener en cuenta que el elemento de matriz Q,,, es cero
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[4A 7T
< AN+N) {an ¥ My, / Pdsy + My, / / PPdssdsy + - +} +
4A T
AN, + Ny) T2 { o / / / PP...Pdsydsy_1...ds 2}

Hasta aqui se ha estimado sélo una integral sobre un elemento de la matriz
P, entonces se sustituye ahora la matriz P por la matriz M y se factoriza la

matriz M resultante de la primera integracion

4A i
<4(N1+N2) Y Tan{ mn+/and32+// M2 d33d52+"'+}+

4A Sk Sk—1 S92
AN+ N2) an{ / / .../{Mk‘l}mn dskdskl...dSQ}
0

0 0
Si se utiliza la solucién conocida para el sistema de ecuaciones integrales
(3.55), entonces

T4l 4%4an {5mn + ilen + j {M2}mn +o s ‘ {M’“}mn}

4(N1+Ny) 0

Al distribuir M,,,, en la suma

< 4(N1+Ns) TT/?{MM + i {M2}mn + ‘j {M?’}mn T (;k__;)' {Mk_l}mn}

Se obtiene la serie

4A & k—1
|Cmn— mn‘ <4(N1+N2 " Z - ( )mn:

v AA dbpay,
= 4(Ny + Ny) Y, T s (3.63)
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en la cual dl&% es la derivada de la solucion

ook
bnn(s) = (€SM)mn = Omn + kgl % (Mk>mn

de la ecuacion

by,
ds

k

Esto es:

d Ay d (S sF
(b (s)) = = +d5(Zk!(M )mn)

k=1

b S 84
ds :,;(k—l)! (41),,,

Esta cantidad es finita para valores finitos de s, lo mismo que el factor del
radical en (3.63); sin embargo el radical tiende a cero para valores de T
infinitos.

De esta manera se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema. Si la matriz () estd absolutamente acotada y todas las condi-
ciones para s finito y para T infinitamente grande son vdlidos, la diferencia

Cmn — Omn €5 del orden de T

1

Conm = O + O(T7757) (3.64)

Asi, la diferencia tiende a cero cuando T crece infinitamente. °
Lo que se sigue directamente de este teorema, es que la probabilidad de

. . , . _ 2
transicion n — m a otro nivel de energia es del orden de la magnitud 7™ 71:

2

|Ymn|2 - |Cmn|2 = O(Tihq) (365)

por ejemplo, del orden de % si ninguna de las frecuencias v,,, se anula en el

proceso de la evolucién adiabatica.

°La notacién x = O(«) significa que x es del orden de «
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Con la relacion de normalizacién
2
D Yonl* =1
n

para la probabilidad |Y,,,|* para que el sistema permanezca en el mismo

estado m, obtenemos la expresion
‘Ymm|2 =1- Z |Ymn‘2 =1-0 (T_%) (3.66)

Esta probabilidad difiere de la unidad por una cantidad del mismo orden de
T

Hasta ahora se ha considerado como el estado inicial un estado puro, es
decir, en el tiempo t = 0 el sistema se encuentra en el estado W, con la proba-
bilidad 1, mientras que todos los demas estados tiene una probabilidad cero.
Si, por el contrario, en el tiempo t = 0 todos los niveles de energia W, estan
poblados con la probabilidad |b,|?, entonces se determinan las probabilidades

b, |? de diferentes niveles al tiempo ¢ utilizando la férmula
by = Counbn. (3.67)

Por la ecuacién (3.64), se obtiene

1

b, = by, + O(T 1) (3.68)

Y en consecuencia

2

byl? = |bm|? + O(T 7)) si by #0

il = b2 + O ) si b, 500
b,,]*> = O(T~ 1) si by =0

Asi, la derivacién de la probabilidad |b,,|? del estado m de su valor inicial

|bu|? es de diferente orden mientras que valor inicial es cero o diferente de

cero, de hecho en el primer caso es generalmente® més pequeio, es decir, de

1
un orden mayor de .

SComparar con la ecuacién (3.66)
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Finalmente, el teorema adiabatico puede ser valido en casos en los que
no fueron contemplados en estd demostraciéon. Como un ejemplo es posible
estudiar el oscilador arménico perturbado” [17] en el que la matriz @ no esté

restringida y el método considerado en §6 no se aplica.

§8 Demostracion del lema

Para estimar la integral

/ an(s)eiT(”m’“")ds
0

Se representa por comodidad la parte real o imaginaria de la funcion
Qmn(s) por f(s) y la diferencia w,,(s) — wy,(s) como ¢(s) y se considera la

integral
J:/f(s)eiTg(s)ds
0

Se divide el intervalo de integracion en dos grupos de segmentos denominados

Ey y Ejs, el primer grupo son las vecindades
ap —€e< s<ap+e€

de los ceros ay, de la derivada ¢'(s) y el segundo grupo (F3) es la otra parte
del segmento (0, s")
La integral sobre F;

Jp :/f(s)eiTg(s)ds
Eq

satisface la desigualdad

EARS M/ds — M2Nye
Eq

"Aqui la energia de perturbacién para x — oo diverge como 22
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donde N es el ntimero de ceros ay, de la funcién ¢'(s) y M es la valor absoluto
méximo de f(s). Ya que si se utiliza la generalizacién del teorema valor medio
para calculo integral, éste establece que:

Si F(z) es continua en el intervalo [a,b] y G(z) es una funcién integrable
en el intervalo [a, b] que no cambia de signo, entonces existe un valor ¢ dentro

del intervalo [a, b] tal que

b

/b F(2)G(x)dz = F(c) / G(x)dx

a

Entonces, J; se reescribe como

Ji = f(s)/eiTg(s)ds

Ey

Si dentro de este intervalo se encuentran N7 raices, entonces

apte
Jp = f(s)/eiTg(s)ds = Ny f(s) / 190 s
Eq ap—e€

Asi J; satisface la desigualdad antes establecida

ap+te
BARS ]f(s)]/\eiT9(5)|ds — |f(s)| Ny / ds = MN,(ap+e—ag+e) = M2eN,
E

ap—€

|J1| < M2eN;
Se reescribe la integral sobre E5 de la forma:

Jo IE/j;i‘S))eiTg(s)g’(s)ds

gi\s

1

75 ©s finita, mientras que en la vecindad de los ceros ay

En E5 la funcion

podemos estimar:
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Ahora al aplicar el segundo teorema del valor medio para calculo integral,

que estable

/bF(SB)G(ZL‘)dZL‘ = F(a)/CG’(:B)d:B—I—F(b)/bG(x)dx

c

paraa < c<b

con £(s)
=56
y
G(s) = g'(s) cos[T'g(s)]

G(s) = g'(s) sin[Tg(s)]

;,((Z)) es mondtona, entonces como

para cada uno de los intervalos N, donde

f(s)  MA
g’(5)< €

es posible reescribe la integral sobre J, como sigue:

1s) |
)y = E/ ()¢ () {eos[Tg(s)] +senlTg(s))} ds

I .

") E/ g/(s) {cos[Tg(s)] +isen(Tg(s)]} ds+
(s)

")

/ ' (s) {cos[T'g(s)] + isen[Tg(s)]} ds

Es

Si se cambia de variable u = T'g(s) <+ du = T'¢'(s)ds, entonces

= ; Vcos(u)du

1

Ug’(é’) cos[Tg(s)]ds

El coseno es una funcion periddica, por lo que sélo puede tomar valores entre
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—1 vy 1, por lo tanto el valor maximo de la integral serd 2 y se cumple que,

= ; Lf cos(u)du

1

22
T

L/QI(S) cos[Tg(s)]ds

Se obtiene un resultado similar para la funciéon seno:

u2

1
T i/sen(u)du

T

Ug'(s)isen[Tg(s)]ds

ul

Entonces con estos elementos se encuentra que la integral J, satisface la

desigualdad
1] < 2N, 5((; Ug%s) {cos[Tg(s)] + isen[Tg(s)]} ds| =
_on [T T e
= 2N, 76) {L[g (s)cos[Tg(s)]ds|+ zg[g (s)sen[Tg(s)]ds }

2N2MA{2+2}_8MA
T TJ T

Al considerar los dos grupos de integracion E; y Es, se obtiene una de-

| 2| < o 2

sigualdad que satisface J,

SMA
|J| = ’J1| + |J2| < 2MeN; + WNQ
Al factorizar 2M

4A
|J| < 2M <N1€+ NQTE_T>

Hasta ahora se ha utilizado un valor de € arbitrario (s6lo debe ser peque-

no). Ahora se toma el valor de e como:

_(41‘1)41
€= T ,
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y en la desigualdad se sustituye este valor de e,

4AN 7T 4A
J <oM | N, (22 Ny
/1< (1(T> + N

<%;?>(Til)}_r)

Se multiplican los exponentes del segundo miembro de la derecha:

AAN 7T 4A [4AN T
=2M (Nl (T) + N27 (T) )

Se suman los exponentes del coeficiente % del segundo término:

AAN 7T AAN T
~an [ () T (3))

El exponente del segundo término se simplifica como:

14+ -r _r+l—r 1
r+1  r+1  r+1

Al sustituir en la ecuacion anterior se llega a la siguiente expresion:

4AN 7T 4AN 7T
Y (Nl (4)F 4 (1) )

Se factorizan términos semejantes:

= 2M (N, + Ny) (4%4> o

[4A
|J| < 2M (Ny + No) ™ =

La parte imaginaria de @, (s) se puede tomar en cuenta multiplicando esta

Por lo tanto

ultima expresion por un factor de 2, ya que seria el mismo analisis que para
la parte real y obtendriamos el mismo resultado del valor absoluto de la parte

imaginaria de @y, (s). Entonces la férmula (3.62) ha sido demostrada.



Conclusiones

La aproximaciéon adiabdtica es una herramienta muy 1util para resolver
problemas en mecanica cuantica, ya que permite obtener resultados que de
otra manera serian muy complicados y laboriosos, por esta razén su aplica-
cién es muy amplia. Recientemente se ha destacado como una herramienta
importante en las propiedades topologicas de la materia y en la computacion
cuantica.

Las matematicas que Born y Fock utilizan en lo que es la primera demos-
tracion del teorema adiabatico, el cual jusitifica la aproximacién adiabatica,
son un claro ejemplo del conocimiento matemético que se requiere para el
estudio de la mecdnica cudntica. Esta 4rea de las ciencias fisicas es una de
las mas complicadas y abstractas.

El analisis de la demostracién permitio al autor de este trabajo reforzar los
conocimientos de matematicas y mecanica cuantica conocidos, mientras que
la investigacion de los temas desonocidos relacionados con la demostracion
del teorema adiabatico y la aproximacion adiabatica en mecanica cuantica
faculté al autor de nuevos conocimientos. Con esta experiencias se aprecid
la vasta cantidad herramientas matematicas que hay detrds de la primera
demostracion del toerema adiabatico y en la mecanica cuantica en general.
Ademas para comprender en su totalidad es necesario una experiencia sélida
en cada tema.

Esta investigacion ejemplifica el proceso que se lleva acabo por un es-
tudiante o investigador para comprender el inicio de una teoria en el area
fisico-matematica, y con ello progresar en el campo de interés. Para enten-
der las teorias modernas o aplicaciones en la mecanica cuantica se requiere

entender e interpretar todo el conocimiento que se ha forjado.

26
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