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Introduccion

En la teoria de gréficas, el concepto de nicleo ha sido ampliamente estudia-
do por sus aplicaciones en varias ramas de las matematicas. Varios problemas
se han resuelto encontrando un nicleo en una gréfica (o digrafica) que modele
una situacién. Por ésto, la existencia de nicleos en graficas y poder determinar
cuales son las graficas que tienen nucleo ha sido una tarea bastante abordada

en las investigaciones modernas.

Hasta ahora no hay una caracterizacion que defina a toda la clase de graficas
con nucleo. Asi como veremos en la Seccion 1.4, las graficas aciclicas pertenecen

a dicha clase pero no son las tinicas, pues los ciclos de orden par poseen nicleo.

Con la intencién de conocer mas y mas subclases que tienen ntcleo se han de-
finido nociones parecidas a los niicleos como lo son los semintcleos, cuasintcleos,

nucleos por trayectorias monocromaticas, entre otros.

Claude Berge y Pierre Duchet [1] conjeturaron que toda orientacién clan-
aciclica de las graficas perfectas tiene nicleo. Endre Boros y Vladimir Gurvich
probaron esta conjetura en [2], Ron Aharoni y Ron Holzman [3] dieron una prue-

ba més corta a esta conjetura usando la nocién de Nucleos Fraccionados.

Mientras que, las variantes de nucleos antes descritas se basan en compor-
tamientos que tienen algunos conjuntos de vértices, los nicleos fraccionados se
basan en las caracteristicas que tienen alguas funciones sobre los conjuntos de
vértices. Por tanto, analizaremos el comportamiento de los nicleos fracciona-
dos, diferencias y similitudes con la nocién usual de ntcleo, algunos ejemplos y

detallaremos la prueba de Aharoni y Holzman.

Por ultimo, abordaremos otra variante de los nicleos para digraficas con pe-

sos en sus vértices, los Nicleos pesados.
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Sands, Sauer y Woodrow probaron en [4] que la unién de dos érdenes par-
ciales tiene nicleo. Aharoni, Berger y Gorelik [5] demostraron que la unién de
dos 6rdenes parciales tiene un nicleo pesado entero. De igual manera que con
los nticleos fraccionados, analizaremos las caracteristicas de los nicleos pesados

en érdenes parciales y en digraficas de manera paralela.

Con el fin de facilitar el entendimiento de este trabajo, comenzaremos deta-
llando la notacién a emplear y algunos resultados clasicos de la teoria de gréficas

que utilizaremos a lo largo de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo nos dedicaremos (mayormente) a hacer una sintesis de las
definiciones que se usaran en este trabajo y que son comunmente trabajadas en
la teoria de graficas. También veremos algunos resultados bésicos a partir de las

definiciones y poniendo especial atencion a los nicleos.

1.1. Definiciones basicas

Definicién 1.1.1 Una grdfica, G = (V(G), A(G)), es un pareja ordenada don-
de V(G) es un conjunto finito, no vacio, cuyos elementos son llamados vértices
y A(G) es un conjunto de parejas no ordenadas de distintos elementos de V(G),

llamadas aristas ({u,v}).

Definicién 1.1.2 Una digrdfica, D = (V(D),F(D)), es una pareja ordena-
da donde V(D) es un conjunto finito, no vacio, cuyos elementos son llamados

vértices y F(D) es un conjunto de parejas ordenadas de distintos elementos de
V(G), llamadas flechas ((u,v)).

Denotaremos por p = |V(D)| y diremos que p es el orden de D. De igual
manera, ¢ = |F(D)| y g serd el tamafio de D.
Si (u,v) € F(D) diremos que u es adyacente hacia v, o bien, v es adyacente

desde u.

La mayor parte de las definiciones de este trabajo seran redactadas para
digraficas. Sin embargo, la mayoria de los conceptos tienen una definicién muy

parecida para graficas. Basicamente, en las graficas no hay una direccién.
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Definicién 1.1.3 Sean D una digrdfica y v € V(D), definimos:
= FEl exgrado de v (5+ (v)), como el niumero de vértices adyacentes desde v.
ot (v) = Hu eV(D): (v,u) € F(D)H
La ez-vecindad o vecindad exterior de v y la ex-vecindad cerrada de v son

los conjuntos T (v) = {u eV(D): (v,u) € F(D)} y Et[v] =TT (v)U{v}

respectivamente.

» El ingrado de v ((5‘ (U)), como el nimero de vértices adyacentes hacia v.
5 (v) = Hu e V(D) : (u,v) € F(D)}(

El conjunto T~ (v) = {u e V(D) : (u,v) € F(D)} serd la in-vecindad
(vecindad interior) de v e I [v] = T~ (v) U {v} la in-vecindad cerrada de

v.

Teorema 1.1.1 Sea D una digrdfica, entonces:
Yo )= Y 6 (u)=|F(D)
veV (D) ueV (D)
Dem. Para contar la cantidad de flechas en D, bastaria sumar la cantidad de
flechas que salen de cada vértice o la cantidad de flechas que terminan en él,

entonces el conjunto F(D) puede escribirse como:

U {(u,v)eF(D):veV(D)}: U {(u,v)eF(D):ueV(D)}

uweV (D) veV (D)
De donde:
Fo) = | U {(u,v) eF(D):ve V(D)}'
ueV (D)
- U {(u,u)eF(D):ueV(D)}’
veV (D)

Como todos los uniendos son ajenos dos a dos, la cardinalidad de la unién

es la suma de las cardinalidades de los uniendos. Entonces:

FD) = Y |{we) e FD):ve V(D)

u€eV (D)

= > [{wv e FD)suevD)}|

veV (D)
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Por otro lado, como los elementos de F'(D) son parejas odenadas, podemos
asociar cada flecha de D con su vértice inicial, es decir, (u,v) — u y también

podemos asociarla con su vértice final, (u,v) — v.

Asi, la cantidad de flechas con vértice inicial u, es igual a la cantidad de

vértices adyacentes desde u.
]{(u,v) e F(D):ve V(D)}‘ - ‘{v e V(D) : (u,v) € F(D)}‘ = 5 (u)

Andlogamente, la cantidad de flechas con vértice final v, es igual a la cantidad

de vértices adyacentes hacia v.
‘{(u,v) €EF(D):ue V(D)}‘ = ’{u e V(D) : (u,v) € F(D)}‘ =46 (v).

Sustituyendo estas igualdades:

D) = 3 [{vevd)iwo e FD)}| = > 6@
u€eV (D) ueV (D)

= Z ‘{UEV(D):(U,U)GF(D)}‘Z Z 5~ (v)
veV (D) veV (D)

Demostrando asf el teorema. m
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1.2. Tipos de digrafica

Definicién 1.2.1 Sean D, Dy dos digrdficas. Diremos que D1 es subdigrdfica
de D, siempre que V(D1) C V(D) y F(Dy) C F(D).

Sea A C V(D). La subdigrdfica inducida por A (denotada por D[A]), es
una subdigrdfica que cumple que V(D[A]) = A y para cada u,v € A:
(u,v) € F(D[A]) si y sdlo si (u,v) € F(D).

Diremos que Dy es una subdigrdfica generadora de D, si V(D) =V (D).
Definicién 1.2.2 Una digrdfica D es:

» Simétrica, si para cualquier (u,v) € F(D), se cumple que (v,u) € F(D).

En tal caso diremos que (u,v) es una flecha simétrica.

» Asimétrica, si para toda (u,v) € F(D), (v,u) ¢ F(D). Entonces diremos

que (u,v) es una flecha irreversible.

= Transitiva, si para cualesquiera tres vértices, u,v,w, de D, tales que
(u,v), (v,w) € F(D), entonces (u,w) € F(D).

Definicién 1.2.3 Una digrdfica D es:
» Completa, si para todo u,v € V(D) (distintos), (u,v), (v,u) € F(D).

= Semicompleta, si para cualesquiera u,v € V(D) (u # v), se tiene que
(u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).

» Torneo, si para cada u,v € V(D) (vértices distintos), (u,v) € F(D) ¢
(v,u) € F(D), pero no ambas.

Sea K C V(D), decimos que K es un semicompleto, si para cualesquiera
u,v € K, estin conectados por al menos una flecha. Es decir, D[K] es una

subdigrdfica semicompleta de D.

Cuando el conjunto K lo estemos contemplando dentro de una grifica, dire-
mos que K C V(G) es un clan. Notemos que un clan no necesariamente es un

conjunto mdximo por contencion.
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Definicién 1.2.4 Sea D una digrdfica. D es bipartita, si existen dos conjuntos
X, Y CV(D), tales que:
s XA, YH#0, XNY =0 y XUY =V(D).

» Para toda (u,v) € F(D),ue X yveY dueY yveX.

Definicién 1.2.5 Sean D1 y Do dos digrdficas. Definimos la union de digrdfi-
cas, como la digrdfica D = D1 U Ds, tal que:

V(D) =V(D)UV(Ds) y F(D)=F(Di)UF(Dy).

Definicién 1.2.6 Sean D una digrdfica y v € V(D). Definimos la digrdfica

D — v ,como la digrdfica que cumple:

V(D —v)=V(D)—{v} y
F(D —v)=F(D)—{(z,y) € F(D): v € {z,y}}.

De manera similar, a una digrafica podemos quitarle una flecha o un conjunto
de flechas. Notemos que eliminar flechas en una gréfica deja intacto al conjunto

de vértices.
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1.3. Caminos

Definicién 1.3.1 Sea D una digrdfica:

» Un ww-camino dirigido (C) en una digrdfica D, es una sucesion finita
C = (u = vg,V1,...,V5—1,0 = v) de vértices de D, que empieza en u
y termina en v, tal que, para todo i € {1,2,...k}, (v;—1,v;) € F(D).
I(C) =k serd la longitud del camino C.

St u=vg = v, =, diremos que C es un camino cerrado.

» Un wv-paseo dirigido (P) en D, es un uv-camino dirigido que no repite
flechas.

v Una uv-trayectoria (T') en D, es un uwv-camino dirigido que no repite

vértices.

» Un ciclo dirigido () en D, es un camino cerrado que dnicamente repite

el primer y ultimo vértice.

Diremos que vy es un ciclo propio de D, si toda flecha de 7y es irreversible.

v es un ciclo hamiltoniano, si V(vy) = V(D).

De ahora en adelante omitiremos la palabra dirigido, ya que sélo utilizaremos

caminos, paseos, trayectorias y ciclos dirigidos.

Lema 1.3.1 Sea D una digrdfica de orden p > 2, tal que, para todo v € V (D),

3% (v) > 1. Entonces D contiene un ciclo.

Dem. Sea T = (vg, v1, ..., ;) una trayectoria de longitud méxima en D (dicha
trayectoria siempre existe, pues por hipdtesis, al menos hay dos vértices adya-
centes). Ademds, sabemos que d%(v) > 1, por tanto, existe w € V(D), tal que
(vk, w) € F(D).

Si para todo i € {0,1, ...,k — 1}, w # v;, podemos considerar a la trayectoria
T, = (vo, v1, .., Vg, w), donde I(T1) = k+1 >k =I(T) y por tanto T no serfa

de longitud méaxima, generando una contradiccién.

Asi, para algin ¢ € {0,1,...k — 1}, w = v; y v = (4, ..., Vg, w = v;) €S un

cicloen D. m
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Lema 1.3.2 Todo uv-camino contiene una uv-trayectoria.
Dem. Para demostrar este lema procederemos por contradiccién.

Supongamos que existe una digrafica D con, C = (u = v,, v1, ..., U = v), Ul
uv-camino que no contiene uv-trayectorias y supongamos que C' es de longitud
minima con esa propiedad.

Como C no contiene uv-trayectorias, C' mismo no es una trayectoria, entonces
C repite al menos un vértice. Sea v; el primer vértice en aparecer repetido, es

decir, existe j < 7, tal que v; = v; ¥ Vo, V1, .., U, Vj+1, .., Vi—1 son todos distintos.

Ahora consideremos C7 = (u = vg, V1, ..., Vj = Vi, Vig1,...,0p = V), UN UL-
camino contenido en C, Cy no contiene uv-trayectorias y I(Cy) < I(C), lo cual
genera una contradiccién al hecho de que C era de longitud minima. Dicha

contradiccién surge de suponer que existia dicho camino.

Por lo tanto el lema es cierto. m
Lema 1.3.3 Todo camino cerrado contiene un ciclo.

Dem. Sea D una digréfica y C' = (v,,v1, ..., 0% = vg) un camino cerrado en D,
si C' es un ciclo, habremos terminado.
Supongamos que C' no es un ciclo. Sea v; el primer vértice repetido en C, es

decir, existe j <4 tal que v; = v; y vo, V1,...,U5, Vj41,-..,Vi—1 son todos distintos.

Por lo tanto v = (v;, V41, ...,v; = v;) es un ciclo propio contenido en C. ®
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1.4. Ntcleos

Definicién 1.4.1 Sea D una digrifica y S C V(D) diremos que:
v S es independiente, si para cualesquiera u,v € S (distintos), se tiene

que u no es adyacente hacia v y v no es adyacente hacia u.

» S es dominante, si para todo w € (V(D) — S), existe v € S, tal que
(v,w) € F(D).

Proposicion 1.4.1 Los conjuntos antes descritos siempre existen:
» Para todo v € V(D), S = {v} es independiente.
w 51 S =V(D), entonces S es dominante.

Definicién 1.4.2 Sea D una digrdfica. N C V(D) es un nicleo, si N es in-

dependiente y dominante.

Teorema 1.4.2 Sea D una digrdfica. Si N C V(D) es un nicleo de D, entonces

N es independiente mdximo por contencion con dicha propiedad.

Dem. Sea N un ntcleo de D.

Supongamos (por contradiccién) que N no es méximo por contencién, en-

tonces existe I C V(D), conjunto independiente, tal que N C I.

Por lo cual, existe w € (I — N). Como N es dominante, existe v € N, tal
que (v,w) € F(D), pero v,w € I, conjunto independiente, lo cual, genera una

contradiccion.

Por lo tanto IV es independiente maximo. m

Corolario 1.4.3 Sea D una digrdfica simétrica. N C V(D) es nicleo de D si

y solo si N es independiente mdximo por contencion.

Dem.
=)Si N es nticleo de D, por el Teorema 1.4.2, N es independiente maximo

por contencién.

<)Sea N un conjunto independiente méximo de D y w un elemento arbi-
trario de (V(D) — N). Como N es independiente méximo, N U {w} no es inde-
pendiente, entonces existe v € N, tal que (v,w) € F(D) o (w,v) € F(D). Por
hipétesis D es simétrica, asi, en cualquiera caso se concluye que (v, w) € F(D).

Por lo tanto NV es dominante y concluimos que NV es nticleo de D. =
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Teorema 1.4.4 Si N C V(D) es nicleo de una digrdfica D, entonces N es

dominante minimo por contencion con dicha propiedad.

Dem. Sea N un ntucleo de D. Supongamos que N no es dominante minimo,
entonces existe A C N, tal que A es dominante. Sea v € (N — A), como A
es dominante, existe u € A tal que (u,v) € F(D), pero u,v € N conjunto

independiente, lo cual genera una contradiccion.
De donde, N es dominante minimo por contencién. m
Teorema 1.4.5 Toda digrdfica sin ciclos tiene nicleo.

Dem. Sea D una digrafica de orden p, sin ciclos. Demostraremos el teorema por

induccién sobre p.

Si p =1, entonces D consta de un sélo vértice v. Por lo tanto {v} es niicleo
de D.

(HI) Supongamos que toda digrifica de orden p = k, sin ciclos tiene niicleo.

Sea D una digréafica de orden p = k + 1, sin ciclos. Por la contrapositiva del
Lema 1.3.1, existe v € V(D) tal que §+(v) = 0.

Consideremos Dy = D[V (D) — {v}], entonces el orden de D; es k. Por (HI),

D, tiene niucleo, digamos Nj.

Si existe w € Ny, tal que (w,v) € F(D), entonces N; domina a v y es
dominante en D;. Como N; es independiente en Dy y D; es una subdigrafica
inducida de D, entonces N también es independiente en D. Por lo tanto Nj es

nucleo en D.

Si no existen flechas de N7 a v, entonces N = N; U {v} es independiente
(pues 61 (v) = 0).

Sea u € (V(D)— N), entonces u € (V(D1) — N), como Ny es dominante en
Dy, existe w € Ny C N y (w,u) € F(Dy). De donde, (w,u) € F(D) para algin

w € N, lo cual indica que N es dominante en D.

Por lo tanto, IV es niicleo de D. m
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Definicién 1.4.3 Sea D una digrdfica y A C V(D). Definimos la funcion
caracteristica de A, denotada por ¢4 : V(D) — {0,1}, dada por:

1 si ved
pa(v) =
0 si v¢gA

Teorema 1.4.6 Sea D una digrdfica y N C V(D). N es nicleo de D si y sélo
st, para todo v € V(D), ¢n(v) =1 — max {on(u):u eI (v)}.

Donde ¢y denota la funcion caracteristica de N.

Dem.
=)Supongamos que N es nicleo de D y sea v € V(D).
Siv € N, entonces pn(v) = 1. Como N es un conjunto independiente, para

todo u € T'~(v), se tiene que, u ¢ N, es decir, pn(u) = 0. Por lo tanto:
on(v)=1=1-0=1-méx {on(u) :uel (v)}

Si v ¢ N, entonces ¢n(v) = 0. Como N es un conjunto dominante, existe
w € (NN~ (v)), es decir, (w,v) € F(D) y ¢n(w) = 1. Por lo tanto:

en(v) =0=1—py(w) =1-méx {pn(u) :uel (v)}
En cualquier caso, se verifica la igualdad.

<)Supongamos que ¢y (v) = 1 —méx {¢n(u) : u € I~ (v) }. Demostraremos

primero que N es independiente en D.
Sea v € N, entonces:
en(v)=1=1-0=1-méx {on(u) :uecl (v)}

Lo cual implica que para todo u € ' (v), on(u) = 0, es decir, '~ (v)NN =0
(N es independiente).

Sea w € (V(D) — N), entonces:
on(w)=0=1-1=1-méx {on(u) :uecl (v)}

Es decir, existe zg € I'"(w), tal que ¢n(z0) = 1, en otras palabras, zg € N
y (20, w) € F(D) (N es dominante).

En conclusion, N es nicleo de D. m



Capitulo 2

Nucleos fraccionados

En este capitulo nos enfocaremos en analizar la nocién de nticleo fraccionado
definida por Aharoni y Holzman [3], veremos algunas propiedades de ésta y
algunas diferencias que tiene con la nocién usual descrita en el primer capitulo

y también veremos la relacion que existe entre éstos.

2.1. Fraccionalmente independiente

Definicién 2.1.1 Dada una digrdfica D. Se dice que una funcion
f V(D) — [0,00) es fraccionalmente independiente en D, si para todo

semicompleto K de V(D), se tiene que Z flu) <1.
ueK

Dicha definicién difiere de la nocién tradicional de independencia, que hace
refierencia a una caracteristica de un conjunto de vértices y no a una funcién

sobre éstos.

La intuicién dirfa que debemos redactar la definicién de funcién fraccional-
mente independiente con respecto a los conjuntos independientes de una digrafi-
ca y no con respecto a sus semicompletos. Mas adelante, para demostrar uno de
los resultados principales (Teorema 2.5.9), necesitaremos que la funcién carac-

teristica de un conjunto independiente sea fraccionalmente independiente.

Teorema 2.1.1 Sea D una digrdfica e I C V(D). Si I es un conjunto indepen-
diente, entonces la funcion caracteristica de I, @y, es fraccionalmente indepen-

diente.

11
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Dem. Sean D una digrafica e I C V(D) un conjunto independiente. Sea K un
semicompleto de V (D), entonces |KNI| < 1, pues en I no hay flechas. Por tanto

Z@I(“): Z or(v) + Z or(v) <pr(w)+0=1

vEK ve(KNI) ve(K—1I)
Para algin w € (K N1I).

Asi, p; es fraccionalmente independiente. m

Proposicién 2.1.2 Sea D una digrdfica e I C V(D) un conjunto indepen-
diente. Si |I| > 2, la funcion caracteristica de I, o1, no es “fraccionalmente

independiente” (con la definicion a base de conjuntos independientes).

Dem. Sean D una digrafica e I un conjunto independiente en D y u, v elementos

distintos en I, entonces Iy = {u, v} es un conjunto independiente, tal que:

Z er(z) = pr(u) +¢r(v) =2 > 1.

zel

Por lo tanto ¢ no es “fraccionalmente independiente”. m

Ejemplo 2.1.1 Para la Proposicion 2.1.2

Figura 2.1: ¢r

I = {v1,v2} es independiente y ¢r(vi) + ¢r(v2) = 141 = 2 > 1, por
lo cual ¢;, no es “fraccionalmente independiente” con respecto a la definicién
modificada y por el Teorema 2.1.1, si lo es con respecto a la definicién con

semicompletos.

Por esta razén, continuaremos unicamente con la definicién con respecto a

conjuntos semicompletos.
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Proposicion 2.1.3 Para toda digrifica D, existe una funcion fraccionalmente

independiente.

Dem. Sea D una digréfica. Consideremos la funcién f = 0 (la funcién constante
cero) y K semicompleto de V (D), entonces:

Y fw= > fv)=0<1

ueK veV (D)

Por tanto, f = 0 es fraccionalmente independiente. m

Proposicion 2.1.4 Para cada digrifica D, existe una infinidad de funciones

fraccionalmente independientes.

Dem. Sea D una digrafica de orden p, tomemos un nimero real r € (0, %)
y consideremos la funcién f,. : V(D) — [0,00), tal que para todo v € V(D),

fr(v) = r. Entonces, para todo K semicompleto de V(D):

S hws Y fr(v)zpr<p<;>:1

ueK veV (D)

Asi, para todo r € (0, %), fr es fraccionalmente independiente. m

Notemos que la imagen de una funcién fraccionalmente independiente, esté

condicionada por el nimero uno. Con el objetivo de entender més esta nocién,

veremos parte del comportamiento que tienen este tipo de funciones y su imagen.

Proposicion 2.1.5 Si f es una funcion fraccionalmente independiente, enton-
ces Im[f] C [0,1].

Dem. Sean D una digrificay f: V(D) — [0,00), una funcién fraccionalmente

independiente y v € V(D).

Temos que K = {v} es un semicompleto de V(D). Por tanto:

0< Z = f(v) < 1. Esdecir, f(v) € [0, 1]. Lo cual demuestra la proposicién.
ueK

Debido a esta proposicion, en toda digréfica existen funciones que no son

fraccionalmente independientes, basta que Im[f] Z [0, 1].

Hasta ahora, todos los ejemplos de funciones fraccionalmente independientes,
han resultado funciones constantes. Claramente, si D es una digrafica de orden
uno, cualquier funcién fraccionalmente independiente es constante. Sin embargo,

ésta es la tnica excepcion:
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Proposicién 2.1.6 Para toda digrdfica D, tal que |V(D)| > 2, existe una in-
finidad de funciones, inyectivas (no constantes), que son fraccionalmente inde-

pendientes.

Dem. Sea D una digrifica de orden p > 2 y V(D) = {v1,v2, ..., Up }.

Tomemos x1, T2, ..., Zp € (0, %), p numeros distintos y consideremos la fun-
cién f: V(D) — [0,00), tal que, para cada i € {1,2,...,p}, f(v;) = x;. Entonces

f es una funcién inyectiva por la manera en que elegimos los nimeros.

Sea K un semicompleto de V' (D), entonces

P P
1
ST <3 f) = w < p() —1
u€K i=1 i=1 p

Lo cual, demuestra que f es fraccionalmente independiente. Como cada elec-
cién de p nuimeros nos da una funcién distinta, podemos obtener una infinidad

de estas funciones. ®m

Las funciones fraccionalmente independientes que hemos generado hasta aho-

ra, tiene en comun que la suma de los elementos de su imagen esté acotada por

la constante uno ( E flv) < 1). Esto no es una condicién necesaria para
veV (D)
esta nocion:

Afirmacion 1 FEziste una digrdfica D y una funcion, f, fraccionalmente inde-

pendiente, tal que Z flv) > 1.
veV (D)

1 (V2

i}
N

1/2 1/2

Figura 2.2: D,
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En Dy, f = % y sus semicompletos maximos por contencion tiene cardinali-
dad dos, a saber, My = {v1,v2}, My = {va,v3}, M3 = {vs,v4} y My = {vg,v1}.
Entonces, para todo K semicompleto de D;:

Y)Y fz) =

zeK zeM;

=1

N —
+
| =

Demostrando que f es fraccionalmente independiente en D; y ademés
1

> flo)=4 5)=2>1

veV(Dy)

El siguiente ejemplo nos muestra una digréfica con una funcién no constante
e inyectiva sobre sus vértices que de igual manera, la suma total es mayor que

la constante uno.

Figura 2.3: Do

Para cada, K semicompleto de Ds:
YIE <Y S =1
z€K zeM;
Por tanto f es fraccionalmente independiente en Dsy. Por otro lado
1 3 9
=l+-+-=->1.
Y. f=1+5+7=7
veV (D3)
Proposicion 2.1.7 Una digrdfica D es semicompleta si y sélo si para toda
funcion, f, fraccionalmente independiente: Z flv) <1
veV (D)
Dem. =)Sea D una digréfica semicompleta y f una funcién fraccionalmente in-

dependiente en D. Como V(D) es semicompleto, se cumple que Z flv) <1
veV (D)
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<)Sea D una digrafica, tal que para toda funcién f, fraccionalmente inde-

pendiente, Z flw) < 1.
weV (D)

Si |[V(D)| =1, D es semicompleta. Supongamos que el orden de D es mayor

a uno. Sean u, v elementos distintos de V (D), consideremos la funcién:

1 si w € {u,v}
flw) =
0 si we (V(D)—{u,v})

Por hipdtesis, f no puede ser fraccionalmente independiente, pues:
ST fw) = flu) + f) =2 > 1.
weV (D)
Entonces, existe un conjunto semicompleto, K de V (D), tal que:
Z f(w) > 1, por tanto, u,v € K.
weK

Como K es un semicompleto, (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D), siendo u,v
elementos arbitrarios.

Por lo tanto, D es semicompleta. m
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2.2. Fraccionalmente dominante

Definicién 2.2.1 Dada una digrdfica D y f : V(D) — [0,00) una funcidn.
Diremos que f es fraccionalmente dominante en D, si para todo v € V (D),
Z f(v) > 1. Donde I~ [v] es la in-vecindad cerrada de v.
wel—[v]
Nuevamente, esta definicion difiere de la nocién tradicional de dominancia,
referente a una propiedad que cumple un conjunto de vértices y no a una pro-

piedad de funciones.

Proposicion 2.2.1 Para toda digrdfica D, existe una funcién fraccionalmente

dominante en D.

Dem. Sea D una digrifica, definimos f : V(D) — [0,00), tal que, para todo
veV(D), f(v)=1(f =1). Para cada v € V(D), v € I [v], entonces:
L=fo)<f)+ Y, flw= ) flu)
uel'= (v) u€l~[v]

Por lo tanto, f es fraccionalmente dominante en D. m

Proposicion 2.2.2 Toda digrdifica tiene un numero infinito de funciones in-

yectivas, que son fraccionalmente dominantes.

Dem. Sea D una digréfica de orden p, vy, vs, ..., v, una enumeracién de V(D)

y sea ¢ € [0,00).

Consideremos a f. : V(D) — [0,00) una funcién, tal que, para todo vértice
v; € V(D), fe(vi) = c+1i.

Sean v;,v; € V(D) distintos (i # j), entonces fq(v;) = c+1i # c+j = fe(vj),
por tanto f. es inyectiva. Ademds, para cada i € {1,2,...,p}, v; € I [v;] y:

S felw) = fe(mi) =c+i>i>1.
wel~ [v;]
Con lo cual, se concluye que para cada ¢ € [0,00), f. es fraccionalmente

dominante, obteniendo una cantidad infinita de funciones. m

De manera similar a la Proposicién 2.1.5, la imagen de las funciones frac-
cionalmente dominantes, también estd condicionada por la constante uno. Si
Im[f] C [1,00), automaticamente f es fraccionalmente dominante, ya que, para
todo v € V(D):
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Yo fw= Y fw+f)=f) =1
u€l~[v] uwel'~ (v)
Por otro lado, en una digréfica D, tal que F(D) = (), las in-vecindades cerra-
das constan de un sélo vértice. Por tanto, si f es una funcién fraccionalmente
dominante en D, forzosamente Im[f] C [1,00). Para aclarar el caso en que

F(D) # 0, ocuparemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.3 Sea D una digrdfica y S C V(D), un conjunto dominante,

entonces la funcion caracteristica de S, g, es fraccionalmente dominante.

Dem. Sean D una digréfica, S C V(D) un conjunto dominante (arbitrario) y
v e V(D).

Siv e S, entonces 1 = pg(v) < Z ws(u) + ps(v) = Z s (u).

u€l—(v) uel~[v]
Siv ¢S, existe w € S, tal que (w,v) € F(D), entonces w € I [v] y
1=ps(w) < Z ps(u).
uwel~[v]

De ambos casos, se conlcuye que ¢g es fraccionalmente dominante. m

Notemos que si F'(D) # ), entonces existe un conjunto dominante, S # V(D)
y por la proposicién anterior, la funcién caracteristica de S, @g, es fraccional-

mente dominante, pg # 1 y también Im|pg| C [0, 1]. Més atin:

Afirmacién 2 FEziste una digrdfica D y una funcion, f, fraccionalmente domsi-
nante en D, tal que Im[f] C [0,1) (f <1).

Figura 2.4: Ds
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La funcién f definida en la digrafica D3 de la ilustracion, es fraccionalmente

dominante pues:

ue;:m]f f(v1) + fv2) = §+§—%>1
ZH Flu) = ) + flus) = 3 4 0 = 22 >1
IZH Flu) = Fos) + flon) = o+ 2 =5 > 1
ugzm]f f(va) + flvz) = %+g—%>1
uEIsz]f Flos) + Flos) + floa) =04 ¢ 45 = 10 >1

Ademas, Im[f] C [0,1).

Cabe destacar que no toda funcién es fraccionalmente dominante. En una
c [0, %), f no es frac-

digréfica, D, de orden p, toda funcién, f, tal que Im|[f]

cionalmente dominante. Pues para todo v € V(D):

S orw< Y S ():1.

eI~ [v] ueV (D)
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2.3. Fuertemente dominante

Definicién 2.3.1 Sea D una digrdfica y f : V(D) — [0,00), una funcidn.
Decimos que f es fuertemente dominante, si para todo v € V(D), existe un

subconjunto semicompleto K de I~ [v], tal que Z flu) > 1.
ueK

Proposicion 2.3.1 Para toda digrdfica D, existe una funcion fuertemente do-

minante.

Dem. Sea D una digrafica y ¢ € [1,00) cualquiera. Consideremos la funcién

f = ¢ (la funcién constante c).

Sea v € V(D), entonces K = {v} es un semicompleto de I~ [v], tal que
2 @) =f)=c>1.
z€K

Por tanto, f es fuertemente dominante. m

Proposicion 2.3.2 Toda digrdfica tiene un numero infinito de funciones in-

yectivas fuertemente dominantes.

Dem. Sea D una digrafica de orden p, tal que V(D) = {v1,v2,...,vp}. Sean
x1,%2,...,Tp € [1,00), p ntmeros arbitrarios y f : V(D) — [0,00) una funcién,

tal que para todo i € {1,2,...,p}, f(v;) = ;.

Para cada i € {1,2,...,p}, el conjunto K; = {v;} es un semicompleto de
I~ [v;], el cual cumple que
D) = flo) =2 > 1.
zeK;

Por tanto, f es fuertemente dominante. Como hay una infinidad de subcon-

junto de cardinalidad p de [1,00), hemos demostrado la proposicién. m

Teorema 2.3.3 Sea D una digrdfica y S C V(D). Si S es dominante, entonces

ps es fuertemente dominante.

Dem. Sean D una digrifica, S C V(D), un conjunto dominante y v € V(D)

(arbitrario).

Siv e S, entonces K = {v} es un semicompleto de I~ [v] y:

> ws(2) = ps(v) = 1.

zeK
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Siv ¢ S, como S es dominante, existe u € S, tal que (u,v) € F(D), es decir,

u € I~ [w]NS. Entonces K’ = {u,v} es un semicompleto de I~ [v] tal que
> ws(2) = ws(u) + ps(v) =1+0=1.
zEK'

De ambos casos se concluye que pg es fuertemente dominante. m

El comportamiento de las funciones fuertemente dominantes es muy similar
al de las funciones fraccionalmente dominantes y este hecho no sélo se debe a

que las definiciones son casi idénticas:

Proposicion 2.3.4 Toda funcion fuertemente dominante es fraccionalmente

dominante.

Dem. Sean D una digrafica, f una funcién fuertemente dominante en D y sea
v e V(D).

Como f es fuertemente dominante, existe K semicompleto de I~ [v], tal que

Z f(u) > 1, pero como K C I~ [v] y f es no negativa, tenemos que:

ucK
1<t S f).
]

ueK uel~[v

Por tanto, f es fraccionalmente dominante. m

El comportamiento de ambas nociones es casi idéntica, pero no se trata de
la misma definicién. Existe una digrafica D y una funcién f : V(D) — [0, 00),

fraccionalmente dominante que no es fuertemente dominante:

AN (V2 )
\l’2/ \1’2/

Figura 2.5: Dy
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f es fraccionalmente dominante en Dy, ya que:

uelz:[%]f vl)+f(v2)+f(v3)=0+%+%:1
1 3
UGIZ[vQ] e J(va) + f(va) = 9 +1= By >1
UE[X:[U]f 'U3)+f(v4) %+1:g>1
S fw)=flo) =1
wel~ [vy4]

Pero f no es fuertemente dominante, pues los inicos semicompletos de I~ [v1]

son {v1}, {va}, {vs}, {v1,v2}, {v1,v3} y ninguna suma supera a .

Por otro lado, encontramos digraficas en las cuales todas las funciones que

son fraccionalmente dominantes, también son fuertemente dominantes.

Proposicién 2.3.5 Sea D una digrdfica semicompleta y f : V(D) — [0,00)
una funcion. f es fraccionalmente dominante si y sélo si f es fuertemente do-

minante.

Dem. <)Sean D una digrafica y f una funcién fuertemente dominante en D,

debido a la Proposicién 2.3.4, f es fraccionalmente dominante.
=)Ahora supongamos que f es fraccionalmente dominante y sea v € V(D).

Como D es una digrafica semicompleta, cualquier conjunto de vértices de
D es un semicompleto, entonces K = I~ [v] es un semicompleto. Ya que f es

fraccionalmente dominante tenemos que:

1< Y fw =3 f)

wel~[v] ueK

Por tanto, f es fuertemente dominante. m

Podemos observar que podriamos hacer una generalizacién de esta proposicién,
pues la escencia de su demostracién radica en que las invecindades cerradas
también son conjuntos semicompletos, pero esta caracteristica no es unica en
las digraficas semicompletas. Como ejemplo tenemos cualquier ciclo propio de

longitud estrictamente mayor a tres:
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Figura 2.6: v;

Ejemplo 2.3.1

En el ciclo 71, las invecindades cerradas son también conjuntos semicomple-
tos y por ello, toda funcién fraccionalmente dominantes también es fuertemente

dominante, siendo que 7; no es una digrafica semicompleta.

Por tanto, para que en una digrifica exista una funcién fraccionalmente
dominante que no sea fuertemente dominante, es necesario que exista una inve-

cindad cerrada que no sea semicompleta. Esta condicién no es suficiente:

Ejemplo 2.3.2

Figura 2.7: D5

D5 no es una digrafica semicompleta pues, (u, w), (w,u) ¢ F(Ds) y por ésto,
I~ [v] = {u,v,w} = V(D) no es un conjunto semicompleto. Pero I~ [u] = {u}
y {w} = I"[w]. Si f: V(D) — [0,00) es fraccionalmente dominante en Ds,
se debe cumplir que 1 < f(u) y 1 < f(w). En consecuencia de ésto, no hay

restriccién para el valor que toma f(v), pues:
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S ) =fw)+ f)+ fw)=14+0+1=2>1,
z€I~ [v]

De donde, f es fraccionalmente dominante. f también es fuertemente domi-
nante pues {u} es semicompleto de I~ [u], con f(u) > 1y {w} es semicompleto
de I [w], con f(w) > 1. Ademds {u} es un semicompleto de I~ [v], tal que
f(u) > 1. Asi, en Dj, las funciones fraccionalmente dominantes son también

fuertemente dominantes.

En conclusién, si D es una digréfica en la que todas las invecindades cerradas
son conjuntos semicompletos, todas las funciones fraccionalmente dominantes
coinciden con las fuertemente dominantes. Pero estas nociones no sélo coinciden

en estas digraficas, tal es el caso de la digrafica Ds.
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2.4. Ncleo fraccionado fuerte

Definicién 2.4.1 Sean D wuna digrdfica y f : V(D) — [0,00) una funcion.
Diremos que [ es un nicleo fraccionado en D, si f es fraccionalmente inde-

pendiente y fraccionalmente dominante.

Si [ es fraccionalmente independiente y fuertemente dominante, diremos que

f es un nicleo fraccionado fuerte.

Por la Proposicién 2.3.4, toda funcién fuertemente dominante es fraccional-
mente dominante, entonces todo ntcleo fraccionado fuerte, también es un nicleo

fraccionado.

v, 4 Vv,
1/2 P\ 1/2

Ejemplo 2.4.1

Figura 2.8: Dg

En la funcién, f, de la digrafica Dg, tenemos que:

Zf_0++%1

veV (Dg)

Entonces para cualquier conjunto, K, semicompleto de V(Dg), se cumple:

Y fwy < > fw) =

veK vEV (Dg)

Por tanto, f es fraccionalmente independiente. Por otro lado, K = {va,v3}
es un semicompleto contenido en todas las invecindades cerradas: I~ [v1], I~ [vg]
e I~ [vs], cumpliendose que

=1.

> Fw) = f(va) + f(vs) = %"’%

ueK
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Por tanto, f es fuertemente dominante y por la Proposicién 2.3.4, f también
es fraccionalmente dominante. Asi, f es nucleo fraccionado fuerte y también es

nucleo fraccionado.

Afirmacién 3 FEmiste una digrdfica D y una funcidn f : V(D) — [0,00), tal

que f es nicleo fraccionado pero f no es nicleo fraccionado fuerte en D.

Figura 2.9: Dy

Por un lado, los semicompletos de V(D7) constan de, a lo mds, dos vértices y
la suma de las imagenes de éstos, a lo mas es uno, tal es el caso de K1 = {vy,v5},
Ky = {vy,v3} v K3 = {v3,v4}, pues para cada ¢ € {1,2,3}:

> fw =24z =1
ueK;
Asi, f es fraccionalmente independiente. Ademés, para todo i € {1,2,3,4,5},

se cumple que

=1

|~

> f(u):§+

wEl~ [v;]

Por tanto, f es fraccionalmente dominante y un nicleo fraccionado en Dr.

Por tltimo, los tinicos semicompletos de I~ [v1] son {v1}, {va}, {vs}, {v1,v2}
y {v1,v5}, cuya suma de imdgenes no supera a 4/7 < 1, de donde, f no es
fuertemente dominante y por consiguiente, f no es nucleo fraccionado fuerte en
Dr.

De esta manera, la nocién de nucleo fraccionado no es igual a ntcleo frac-

cionado fuerte.
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Teorema 2.4.1 Sean D una digrdfica y N C V(D). Si N es nicleo de D,
entonces la funcion caracteristica de N, pn, es un nicleo fraccionado fuerte en
D.

Dem. Sea D una digrafica con un nticleo N.

Como N es un conjunto independiente y debido al Teorema 2.1.1, ¢y es
fraccionalmente independiente.

Ademads, N es un conjunto dominante, por el Teorema 2.3.3, o es fuerte-

mente dominante.

Por lo tanto, ¢ es un ntcleo fraccionado fuerte en D. m

En toda digréfica, siempre existen conjuntos de vértices independientes y
también conjuntos dominantes, sin embargo, no toda digrafica tiene un nicleo.
Debido al teorema anterior, tener nticleo implica tener ntcleo fraccionado fuerte.
A continuacién, veremos que hay digraficas con ntcleo fraccionado fuerte que

no tiene nucleo.

Ejemplo 2.4.2 7 es un ciclo propio y f = %

DL

M AT
\12/

Figura 2.10: vy,
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Para todo v; € V(v2), existe K; = {v;_1,v;}, conjunto semicompleto de
I~ [v;], tal que

l\')\»—l

Zf Uz +f('Uz 1)

ueK

Por tanto f es fuertemente dominante.

Como 7, es un ciclo propio, sus semicompletos son de cardinalidad uno 6
dos. Entonces, si K es un semicompleto de V' (72), se tiene que:
1 1 1
== ¢ -4+ ==1.
Srw=t 6 Y=t
ueK ueK

En cualquier caso, la suma es menor o igual a uno. Asi, f es fraccionalmente

independiente. Por lo tanto f es nicleo fraccionado fuerte y nicleo fraccionado.

Sabemos que ningtn ciclo propio de longitud impar tiene nicleo. Por tanto,
el ejemplo anterior muestra que existen digraficas con nicleos fraccionados que

no tienen nucleo.

Como vimos en la Proposicion 2.1.3, toda digrafica tiene funciones fraccio-
nalmente independientes. Por la Proposicién 2.3.1, toda digrafica tiene funciones
fuertemente dominantes y por tanto fraccionalmente dominantes. Pero aun asi,

existen digréficas sin nucleos fraccionados.

Teorema 2.4.2 Sea D una digrdfica semicompleta. Si D contiene un ciclo ha-

miltoniano propio, entonces D no tiene nicleos fraccionados.

Dem. Haremos la demostracién por contradiccion. Supongamos que existe una
digrafica, D, semicompleta, de orden p, que contiene un ciclo hamiltoniano pro-
pio v = (vo, V1, ..., Up—1,Vp = ¥g) ¥y supongamos que D tiene un nicleo fraccio-
nado f.

Sea v; € V(D), un vértice arbitrario. Como f es fraccionalmente dominante:
> flw>1
wel~ [v;]
y como D es semicompleta, I~ [v;] es un semicompleto de V(D). Ademds, f es

fraccionalmente independiente, entonces para el semicompleto I~ [v;] se cumple

que:

Z flu . De donde: Z flu) =

wel~ [v;] wel~ [v;]
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Por otra parte, V(D) también es un semicompleto de V (D), como f es

fraccionalmente independiente, Z f(w) < 1. Entonces:
weV (D)

Z fw< > flw
u€l~[v;] weV (D)
Por lo tanto:
> fw= Y fw Zf*HZf
weV (D) wEl~ [v;] w@ I~ [v;] w@ I [v;)
Lo cual implica que para todo u ¢ I~ [v;], f(u) = 0. En particular, tenemos

que vi1 ¢ I~ [vg], pues v es un ciclo hamiltoniano propio y (v;,v;41) € F(D).

De donde, f(v;i+1) = 0, siendo v; un vértice arbitrario de D. En otras pala-
bras, f = 0 y en consencuencia, f no es fraccionlamente dominante, obteniendo

una contradiccién.

Concluimos diciendo que D no tiene nucleos fraccionados. m

El siguiente objetivo serd mostrar que éste es el 1inico obstaculo para los nticleos
fraccionados. Es decir, que si los conjuntos semicompletos de una digrafica D

no poseen ciclos propios, entonces D tiene ntcleo fraccionado.

Para demostrar este hecho, utilizaremos el Teorema de Scarf que no esta re-
dactado en el lenguaje de la teoria de graficas y para demostrar dicho teorema,
necesitaremos dos lemas més, los cuales, manejan nuevos conceptos matematicos

apartados de la teoria redactada hasta el momento:
2.4.1. Teorema de Scarf

Definicion 2.4.2

= Una matriz, A, de tamano m xn, es un arreglo bidimensional, rectangular,
de numeros reales colocados en m renglones y n columnas, donde el lugar
del i-ésimo renglén y la j-ésima columna estd ocupado por el nimero a;;.

Por ejemplo:

ail a2 - A1n

azi Q22 - a2n

Gml  Am2 e Amn
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= Definimos la funcién delta de Kronecker, ¢ : IN x IN — {0, 1}, dada por:
1 si i=j
0(,5) =
0 si i
(%, ) lo escribiremos simplemente como d;;.

= Denotaremos por [n], al conjunto de los primeros n ntimeros naturales.
Es decir, [n] ={1,2,...,n}.

s Sea P un conjunto y < una relacién sobre P. Diremos que (P, <) es un
orden lineal en P, si < cumple que:
Para todo z € P, x £ = (< es irreflexivo).
Para cada z,y € P, tales que x < y, entonces y £ x (< es asimétrico).
Para cada z,y,z € P, tales que ¢ < y y y < z, entonces x < z (< es
transitivo).

Y para todo z,y € P, x <y 6 y < z (< es total o lineal).

Conjuntos subordinados

Definicién 2.4.3 Sean C una matriz de tamario m xn y J C [n]. Decimos que
la columna c* (k € [n]) de C es J-subordinada por el indice i (i € [m]), si

para todo j € J, c; < ¢y
La columna c* es J-subordinada, si es J-subordinada, para algin i € [m].

Diremos que el conjunto J es subordinado (para C), si para toda k € [n],

la columna c* es J-subordinada.

Ejemplo 2.4.3 Sea J; = {1,3} y C1 una matriz de tamano 3 x 4.

C =

w = O
— ot o
S W N

3
1
2
La columna c* es J;-subordinada por el segundo renglén, pues
cog=1<co1=1 'y cag=1<co3=3.

Entonces ¢! es J-subordinada (indice 2).

Por otro lado, ¢? no es J;-subordinada, ya que ¢ no es J;-subordinada por

ninguin indice:
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En el primer renglén: c10 =1 > ¢17 =0,
para el segundo renglon: coo =5 > o1 =1
y en el tercer renglén, cso = 1 > ¢33 = 0.

Por tanto, el conjunto J; no es subordinado para Ci, pues la columna ¢? no

es Jp-subordinada.

Ejemplo 2.4.4 Sea J; = {2,3} y Cy una matriz de tamano 3 x 3

4
Co=11
2

w NN o
— s W

La columna c! es {2,3}-subordinada para el indice 2, pues:
o1 =1<cp=2 y co=1<co3=4.
La columna ¢? es {2, 3}-subordinada por el indice 1, pues:
ci12 =0<c13 =3.
La columna ¢? es {2, 3}-subordinada por el {ndice 3, pues:
c33 =1 < c39 = 3.
Por lo cual, el conjunto Jy = {2, 3} es subordinado para Cs.

Proposicion 2.4.3 Si J' C J y J es subordinado para una matriz C, se tiene

que J' también es subordinado para C.

Dem. Supongamos que existe una matriz C, de tamano m x n para la cual, el

conjunto J es subordinado y sea J' C J.

Por hipdtesis, para cada k € [n], la columna c® de C es J-subordinada,

entonces existe iy € [m], tal que:
para todo j € J, ¢; 1 < ¢y
En particular, si j' € J' C J, ¢, 1 < ¢y 50

Por tanto J’ es subordinado para C. =
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Lema 2.4.4 Sea C una matriz de tamano m X n (m < n), tal que para cada
i, <m,i# 7 yk>m, setiene que ¢;; < cip < ci5 y los elementos de cada

renglon son distintos. Sea J un conjunto subordinado para C, tal que |J| = m—1:

» SiJ € [m], entonces existen exzactamente dos elementos j*, " € ([n]—J),

tales que JU{j*} y JU{j™*} son subordinados para C.

» SiJ C [m], entonces existe un tnico j* € ([n] — J), tal que J U {j*} es

subordinado para C'.

Dem. Sea C' una matriz que cumple las hipétesis del lema y J un conjunto

subordinado para C de cardinalidad m — 1.

Para cada ¢ € [m], existe j; € J, tal que ¢;;, = min{c;, : k € J}, dicho
nimero es Unico pues en cada renglon tiene elementos distintos. Consideremos
la funcién ¢ : [m] — J dada por ¢(¢) = j;. Entonces ¢ estd bien definida por la

unicidad de j;. Veamos que t es suprayectiva.

Sea j € J arbitrario, como la columna ¢/ es J-subordinada, existe i; € [m],
tal que para todo k € J, ¢;;; < ¢4k, es decir ¢;; j = min{c;; : k € J}. Entonces

t(i;) = j. Por lo tanto t es suprayectiva.

Como |Domlt]| = [[m]| = m > m—1 = |J| = |Im][t]|, t no puede ser inyectiva,
entonces existen i1,i3 € [m] (i1 # i2) y h € J, tales que ¢(iy) = h = t(iz). Por
tanto, para todo k € J (k # h), existe un tnico i, tal que t(ix) = k.

Consideremos al conjunto S;, de elementos k € ([n] — J), tal que c* es J-
subordinada tnicamente con el indice i;. Andlogamente, S;, es el conjunto de

niimeros k € ([n] — J), donde c¥ es J-subordinada sélo con el indice 5.

Afirmacién 4 JU{j'} (5’ € ([n]—J)) es subordinado para C siy sélo si j' € S,
(a € {i1,i2}) y para todo k € Sy, cajr > Cak.

<) Supongamos que existe a € {iy,i2}, tal que S, # 0. Sea j' € S,, el indice
que cumple que cqjr = méx{cq; : k € S,}, dicho elemento es tnico pues los
elementos del rengléon nimero a son todos reales distintos y por definicién de
Sa, 7' € ([n] = J). Demostraremos que J U {4’} es subordinado para C. Sea
k € [n]:

k

Si k € S,, entonces ¢” es J-subordinado con el indice a y por hipdtesis

Cak < cqjr. Por lo tanto ¢k es (J U {j'})-subordinado por el indice a.
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Si k ¢ S,, entonces c¥ es J-subordinado por un indice i # a, es decir que
para todo j € J, ¢;r < ¢;5. Por otro lado, como ¢ s6lo se subordina con el indice
a # i, existe j € J tal que ¢;jr > ¢;j > ci. Asi ¥ es (JU{j'})-subordinada por
el indice ¢ # a.

En cualquier caso, se tiene que J U {j'} es subordinado.

=) Supongamos que existe j' € ([n] — J), tal que J U {j'} es subordinado
para C. Entonces, cada columna c* (con k € (J U {;j'})), se subordina con un
renglén distinto. Como la columna ¢” es J-subordinada con los ndices i; e s,

-/ . . ’ . . ’ ’ . .
entonces ¢/ es (J U {j'})-subordinada con el indice i; 6 con el indice ia.

Supongamos, que ¢/’ es (J U {j'})-subordinada tinicamente con el indice i;.
Por tanto j° € S;, y cumple que ¢;v = méx{c;x : k € S;;} (de lo contrario,
existirfa k' € 9;,, tal que ¢;,j» < ¢;, 5, siendo 47 el unico indice con el cual cF se

podia subordinar, lo cual es una contradiccién.)

Por tanto, queda demostrada la afirmacién.

Debido a esta afirmacién, para que J se pueda extender a un conjunto subordi-

nado de cardinaldad m, debe cumplirse que S;, # @ o S;, # 0:
. Consideremos el caso donde J ¢ [m]. Afirmamos que i1,iz ¢ J:

En caso contrario, supongamos que i; € J. Por hipdtesis tenemos que para
cada j # 11, 11,7 < m < k, entonces ¢;,;, < ¢,k < ¢4, por lo cual ¢;,;, es
el elemento minimo del i1-ésimo rengldn, esto implica que ¢(i1) = i1, pero
sabemos que t(i1) = t(ia) = i1, con i1 # is.

Sea j € (J — [m]), entonces iz < m < j (i1 # i2), por hipétesis

Ciyj < Cisip, €D otras palabras t(i2) # 41 contradiciendo lo antes dicho.

Por lo tanto i1,i2 ¢ J. Més ain, i, € S;, (con a € {1,2}), pues con

cualquier indice i # i, y toda j € (J — [m]), cii, > cij.

De donde, S;, # () y andlogamente S;, # 0.

Sean j* € S;; v j™* € Si,, los tnicos elementos de [n] — J, tales que
Cijr = méx{c;j 1 j € Si,} ¥ Cipjrr = max{ci,; 1 j € Si,}. Asi, por la
Afirmacién 4 JU{j*} y JU {j”*} son subordinados para C.

= Por ltimo, veamos el caso donde J C [m)].

Para toda columna j € J, se cumple que t(j) = j (ya que, por hipdtesis,
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¢;; es el elemento minimo del j-ésimo renglén). Como i1, i € [m], al menos

uno de ellos pertenece a J (pues |[J| =m —1y J C [m]).

Digamos que i1 € J. Si iy € J, se tendria que i1 = t(i1) = t(i2) = i2, con
J.

i1 # 42, lo cual serfa una contradiccién, entonces {is} = [m] —

Por otro lado, para toda k € ([n] — J), la columna c* sélo se subordina
con el indice i € ([m] — K), pues para el i-ésimo renglén (i # iz), i € J
y ¢;; es el elemento minimo de dicho renglén, anulando la posibilidad de

que c* se subordine. Por lo tanto S;, = [n] — J # 0 y por ello, S;, = 0.

Sea j* € S;, el unico indice que cumple que ¢;,;+ = méx{c;,, : k € S;, }.

Por la Afirmacién 4, J U {j*} es subordinado para C.

Despues de concluir ambos casos, damos por demostrado el lema. m

Base factible

Definicién 2.4.4 Sean B una matriz de tamano m x n, b € R™ un vector no
negativo y J C [n], tal que |J| = m. Decimos que J es base factible para la
pareja (B,b), si para el conjunto de columnas {b/ : j € J}, existen nimeros no
negativos, o, con j € J, tales que Zajbj =b.

jeJ
Ejemplo 2.4.5 Sean by = (2,2,2) € R?, J5 = {1,3,4} y Bi una matriz de

tamano 3 x 4.

2
Bi=1]1
0

— W
— =
NN O

Js = {1, 3,4} es base factible para (B, b1) pues existen niimeros no negativos

o] = %, ag=1yay= i tales que:

1

a1b} + asb? +agbt = =(2,1,0) + 1(1,1,1) + 1(0.2,2)
1 1 1

1+1,§+1+—,1+7)

2 2

I
/N N =

As, J3 es base factible para (By, b).
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Ejemplo 2.4.6 Sean By una matriz de tamarnio 2 x 3, by = (1,3) y Jy = {1,2}.

01 1
By =
0 0 1

Tenemos que Jy = {1,2} no es base factible para la pareja (Bsg,bs), ya que
si existieran dos ndmeros (no negativos) oy y ao, para los cuales se cumple la

definicién, tendriamos que:

a1 by +agbi = (1,3)
@1(0,0) + az(1,0) = (1,3)
(a2,0) = (1,3)

Absurdamente 0 = 3. Por tanto, J4 no es base factible para (Ba, bs).

Lema 2.4.5 Sean B una matriz de tamanio m x n, b € R™, J C [n] una base
factible para (B,b). Si k € [n] — J, entonces existe un unico j € J, tal que
(JU{k}) — {4} es base factible para (B,b).

Este lema es un resultado estandar de programacion lineal, que tiene su base
en el algoritmo simplex. Por tratarse de un tema muy ajeno, no se vera su

demostraciéon en este trabajo.
Ahora utilizaremos el Lema 2.4.4 y Lema 2.4.5 para dar una prueba del

Teorema de Scarf.

Scarf

Teorema 2.4.6 ([6]) Sean m < n, B una matriz de tamano m x n, tal que,
para cada i,j € [m], bi; = d;5, b € R™, un vector no negativo y C una matriz
de tamano m x n, tal que, para todo i,j € [m| (i # j) y k >m, ¢i; < i, < ¢ij

y en cada renglon de C' los elementos son distintos.

Entonces existe J C [n], de cardinalidad m, tal que:
1. Ba =b para algin o € R, tal que oij =0 siempre que j ¢ J.

2. Para toda k € [n], existe i € [m], tal que para todo j € J, ci; < ¢45.
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L - 0 bimsr - b
0 ]- bmm+1 bmn
C11 Cim Clm+1 Cin
C =
Cm1 e Cmm Cmm+1 e Cmn

Para demostrar este teorema basta mostrar que existe un conjunto J C [n],
tal que J que es base factible para (B,b) (lo cual, prueba la parte 1) y J es

subordinado para C (lo cual desmuestra la parte 2).

Dem. Sean B y C matrices de tamano mxn y b € R™ que cumplen las hipGtesis

del Teorema de Scarf.

Consideremos la gréfica bipartita G, con biparticion (#,.%), donde .Z es el
conjunto de bases factibles (para (B, b)) que contienen al elemento 1y .7 es el
conjunto de todos los conjuntos subordinados (para C), de carinalidad m, que
no contienen al elemento 1.

Por tanto, V(G) = F U .Y yparatodo F € Fy Se. (FS) e AG)siy
sélosi FF— S = {1}.

F S

Fe eS

F-S={1}

Bases factibles Conjuntos subordinados
para (B,b) para C de cardinalidad m
que contienen a 1 que no contienena 1

Figura 2.11: G
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Analizaremos el grado de los vértices de G:

Consideremos un conjunto F € Z.

= Si F no es subordinado para C, supongamos que §(F') > 0. Es decir, existe
S €. tal que (F,S) € A(D), es decir F — S = {1}.

De donde, F—{1} C Sy S es subordinado para C. Por la Proposicién 2.4.3,
F — {1} también es subordinado para C' y es de cardinalidad m — 1.
Aplicando el Lema 2.4.4, existen exactamente dos elementos j*, j"* € ([n]—
(F— {1})) tal que Sj- = (F — {1} U{j*} v Sy = (F — {1}) U {j""} son
subordinados (para C).

Por otro lado, tenemos que j* # 1y j™* # 1, pues (F — {1})U{1} = F
y F no es subordinado. Entonces (F, S;«), (F,S;~) € A(G), esto implica
que S € {S;-,S;~} y por tanto 6(F) = 2. Excepto el caso en el que
F — {1} C [m], donde el Lema 2.4.4 nos dice que 6(F) = 1.

Si F— {1} C [m], entones F' C [m], pero F es de cardinalidad m, entonces

F =[m] y 6(Jm]) = 1. Notemos que [m] entra perfectamente en este caso,

ya que las primeras m columnas de B forman la base canénica de R™, por
m

lo cual, si b = (b, ba, ..., by, ), entonces ijbj =b ([m] es base factible
j=1

para (B, b)) Ademsds, para cualquier columna k > m y cualquier indice

k

i € [m], ci < ci, es decir, ¢® no es [m]-subordinada (k > m) ([m] no es

subordinado para C) .

En resumen, si F' € .% y F no es subordinado, §(F) =06 §(F) =2y
d(m]) = 1.

= Si F es subordinado para C' (F # [m]), entonces F’ = F' — {1} también es
subordinado para C'y es de cardinalidad m — 1. Por el Lema 2.4.4, existen
j*, 7" tales que F' U {j*} y F' U {j*} son subordinados para C. Como
dichos elementos son tinicos y F es subordinado, j* =16 j”* = 1, digamos
j* =1y j™ # 1. Por tanto F' U {j"*} € . y es el tinico elemento que
cumple que (F, F' U {j"*}) € A(G), es decir, 6(F) = 1.

Por lo tanto, si F' € .% es subordinado para C' (F # [m]), 6(F) = 1.

Ahora consideremos un conjunto S € ..
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= Si S no es base factible para (B,b) y 6(5) > 0, entonces existe F' € % tal

que (F,S) € A(G), es decir, F — S = {1}. Como ambos conjuntos son de
cardinalidad m, existe s € S, tal que S — F' = {s}. Por lo cual, F' es base
factible para (B,b) y s € ([n] — F).

Aplicando el Lema 2.4.5, existe un unico elemento f € F (f # s), tal que
F' = (FU{s}) — {f} es base factible para (B,b). Ademés f # 1 (pues
si f =1, entonces F/ = (FU{s}) — {1} = S y S no es base factible) y
F'—S=(FU{s})—{f}) —S=F—S={1}, es decir, (F',S) € A(G)

y F',F € % son los unicos adyacentes a S.
Por lo tanto, si S € . no es base factible para (B, b), 6(S) =06 6(S) = 2.

Si S es base factible para (B,b). Como 1 ¢ S, aplicando el Lema 2.4.5,
existe un tdnico s € S, tal que S = (S U {1}) — {s} es base factible
para (B,b), es decir, S’ € F y &' =S5 = (SU{1}) — {s}) = 5§ = {1}
(57.9) € AG)).

De donde, para cada S € ., base factible para (B,b), §(S) = 1.

En conclusién, si existe un conjunto que es (simultaneamente) subordinado

para C'y base factible para (B, b), dicho vértice de G tiene grado uno. Ademsds,
para todo v € V(G), se tiene que §(v) < 2.

No subordinado

F 5

- No base factible

Subordinado

Base factible

Figura 2.12: Grados en G
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Consideremos a T' = ([m] = Ao, 41, ..., A;), la trayectoria (en G) de longitud

méaxima que inicia en [m]. Como d([m]) = 1, 4, # [m].
Afirmacién 5 J = A, es subordinado para C y base factible para (B,b).

Supongamos (por contradiccién) que A, no es subordinado para C' 6 no
es base factible para (B,b), entonces §(A,) # 1. Como (4,_1,4,) € A(G),
0(A,) # 0. Por tanto, 0(A,) = 2, entonces existe A € V(G), A # A,_1, tal que
(4,,A) € A(G).

Si para todo i € {1,...,r—2}, A # A;, entones T" = ([m] = Ao, A1, ..., 4, A)
es una trayectoria que inicia en [m], tal que [(T") =r + 1> r = [(T'), contradi-

ciendo el hecho de que T es de longitud méxima.

Si existe i € {1,2,...,7 — 2}, tal que A = A;, entonces A;_1,A;11 v A, son

adyacentes a A;, es decir, 6(4;) > 3, lo cual contradice el grado méximo de G.

En cualquier caso llegamos a una contradicciéon que surge de suponer que
la afirmacién es falsa. Por lo tanto, J = A, (base factible para C' y subordina-
do para (B, b)) satisface las partes 1 y 2 del Teorema de Scarf, concluyendo la

demostracion del mismo. ®m

Ejemplo 2.4.7 Ejemplo del Teorema 2.4.6:

102 1 03 1 2
B — Oy — by = (0,1
s (0 11 3) 8 (4 0 3 1) 3 =(0,1)

Las matrices B3, C3 y el vector bs satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.4.6.

Al construir la grafica bipartita, G3, obtenemos lo siguiente:

Bases factibles
para (Bs,b;)
que contienen a 1

Conjuntos subordinados
para C;
que no contienen a 1

Figura 2.13: G
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Los conjuntos {1,3} y {1,4} no son bases factibles para (Bs,bs), ya que la
definicién requiere que los escalares, oy, a3 v oy, sean no negativos. Dado que,
la primera entrada de bs es cero, entonces debe suceder que a; = ag = aq4 =0,
lo cual no es posible pues, la segunda entrada de b3 no es cero.

Ademsds, el conjunto {2, 3} no es subordinado para Cj5, puesto que la cuarta

columna de C3 no se subordina con ningun renglén: ¢4 > €13 ¥ €24 > C29.

Por lo tanto, la trayectoria de longitud méxima que comienza en [2] = {1, 2}
es T = ([2],{2,4}). Por tanto, {2,4} es base factible para (Bs,bs) y es subordi-

nado para Cs.

Una vez demostrado el Teorema 2.4.6, regresamos al objetivo (antes men-
cionado) de probar que el unico obstaculo para los nicleos fraccionados son los

semicompletos con ciclos propios.

Digraficas clan-aciclicas.

Definicién 2.4.5 Una digrdfica D es llamada clan-aciclica, si ningin semi-

completo de V(D) contiene ciclos propios.

Lema 2.4.7 Toda digrdfica, D, semicompleta y clan-aciclica contiene un torneo

transitivo (sin ciclos) generador.

Dem. Supongamos (por contradiccién) que existe una digrafica, H, semicom-

pleta y clan-aciclica, tal que cualquier torneo generador de H no es transitivo.

Como estamos suponiendo que existe al menos una digréfica con estas ca-
racteristicas, podemos considerar una digréafica, D, semicompleta clan-aciclica

sin torneos transitivos generadores, con el minimo nimero de flechas simétricas.

Sea « un ciclo arbitrario de D, dicho ciclo existe pues, de no ser asi, cualquier
torneo generador de D, seria un torneo transitivo. Como D es clan-aciclica, ~y
tiene al menos una flecha simétrica, digamos (u,v), por lo cual v se puede ex-

presar como: ¥ = (U = Ty, U = T1, T2, e, Tp—1, Ty, = U).

Consideremos la subdigréfica D’ = D — {(u,v)}, D’ no contiene torneos
transitivos generadores (de existir uno, éste también serfa un torneo transitivo
generador de D, lo cual no es posible). Por tanto, D’ no puede ser clan-acicli-
ca, en caso de serlo, seria una digrafica semicompleta clan-aciclica sin torneos

transitivos generadores, con una flecha simétrica menos que D, contradiciendo
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la minimalidad de D.

Como D’ no es clan-aciclica, D’ contiene un ciclo propio, A, que contiene a la
flecha (v,u), A = (v = Yo, % = Y1,Y2, -, Ym—1,Ym = v). Consideremos el camino

cerrado

C=(U=2x1,T2, ... Ty =U=Y1,Y2, -, Ym = V) = (v,7,u) U (u, A\, v).

Figura 2.14: Camino cerrado ¢

Por el Lema 1.3.3, ¥ contiene un ciclo, &, dicho ciclo es distinto a v y a
A pues (u,v), (v,u) ¢ F(r). Como £ es un ciclo en D, k, contiene una flecha
simétrica ((z,y) # (u,v)), la cual, también pertenece a las flechas de v, ya que

no puede pertenecer a A por ser un ciclo propio en D’.

Asi, (u,v),(x,y) € F(y), siendo éstas, flechas simétricas distintas. Como ~y
fue un ciclo arbitrario de D, hemos probado que todo ciclo en D contiene al
menos dos flechas simétricas, ésto se cumple particularmente para A. Pero \ es
un ciclo propio en D’ = D — {(u,v)}, por tanto A tiene, a lo mds, una flecha
simétrica en D, generandose una contradiccién que surgié de suponer que existia

una digrafica semicompleta clan-aciclica sin torneos transitivos generadores.

Por lo tanto, hemos demostrado este lema. m
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Teorema 2.4.8 Toda digrifica clan-aciclica (donde ningin semicompleto con-

tiene ciclos propios) tiene un nicleo fraccionado fuerte.

Dem. Sea D una digrafica, clan-aciclica y K;, K, ..., K;;, una enumeracion de
todos los semicompletos méximos por contencién de V(D).
Formemos una nueva digrafica:

D' = (V(D) U{zi:ie[m}, F(D)U{(u,z2) ue Ki}>.

Figura 2.15: D’

Tenemos que K’ = K; U {z;} es un semicompleto maximo por contencién
en D' y D'[K’] es clan-aciclica (pues % (z;) = 0, por tanto no generan nuevos

ciclos). Por el Lema 2.4.7, D’[K'] contiene un torneo transitivo generador T;.

En V(T;) definimos una relacién, <;, que cumple que para cada u,v € V(T;),
v <; usiy solo si (u,v) € F(T;).

Afirmacién 6 <; es un orden lineal en V(T;)

» Paratodou € V(T;), (u,u) ¢ F(T;) (pues las flechas son parejas ordenadas
de distintos elementos de V(T;)). Asi, u £; u (irreflexivo).

» Para cada u,v € V(T;), tales que (u,v) € F(T;), entonces (v,u) ¢ F(T;)

(pues T; es un torneo). Por tanto, si v <; u, entonces u #£; v (asimétrico).

» Para cada u,v,w € V(T}), tales que (u,w), (w,v) € F(T;), debe suceder
que (u,v) € F(T;) (pues T; es un torneo transitivo). Es decir, si v <; w y

w <; u entonces v <; u (transitivo).
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= Para todo uw,v € V(T;), (u,v) € F(T;) 6 (v,u) € F(T;) (pues T; es un

torneo). De donde, u <; v 6 v <; u (total).

Por lo tanto <; es un orden lineal en V(T;). Asi, los vértices de T; pueden
ser enlistados de acuerdo a su orden, zog = z;, Z1,..., s, donde (z;,z) € F(D')

siy sélosi k <; j.

Sea wy = 21, W = 22,..., W = Zm, Wmtlser, Wintp = Wy UNA NUEVA
enumeracion de los vértices de D’. Ahora, construiremos dos matrices, By C de

tamafio m x n a partir de los n vértices (wq, ..., w,) vy los m torneos (11, ..., Tp,):

Definimos, C, matriz de m x n, de la siguiente manera. Para cada i € [m] y
J € [n], tal que w; € V(T3), ¢;; serd la posicién de w; en T; de acuerdo al orden

<. Stwj ¢ Ty, ¢;j = 2r — j, para algin r > n (r fijo).

También, definimos B, la matriz (m x n) de incidencias de los torneos, es
decir, b;; = 1si w; € V(T;) y b; = 0si w; ¢ V(T;).

1 2r—2 -+ 2r—m Cim41 - Cin
2r—1 1 e 2r—m Camy1  c Con
C =
2r—1 2r—2 ... 1 Cmm+1 " Cmn
1 0 bim+1 bin
B = :
0 1 bmm+1 bmn

Sea b= (1,1,...,1) € R™.
Afirmaciéon 7 Las matrices B,C y b cumplen las hipdtesis del Teorema 2.4.6.

s Tenemos que n = |V(D')| = |V(D)U{z : i € [m]}| > 14+m > m, entonces

m <n.

» En B, tenemos que z; € V(T;) si y sélo si i = j, entonces si i,j € [m],

bi; = 1y bj; = 0 cuando ¢ # j. Por lo tanto, si ¢, j € [m], entonces b;; = 0;;.

= En C, como z; € V(T;) y 2; tiene la posicién cero en T;, tenemos que
¢i; =0.5i1# j, coni,j € [m], entonces z; ¢ V(T;), por tanto ¢;; = 2r—j,
de donde, 0 = ¢;; < ¢;5 = 2r — j. Sea k > m:
Si wy € V(T;), entonces ¢;;, denota la posicién de wy, en T, dicha posicién

es menor o igual que el orden de T;, entonces
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cik < |V(T)| < V(D) <n<r<2r—j=c¢; (pues j <n <), siempre
que, i # j, i,j € [m] y k> m.

Siwy ¢ V(T;), entonces ¢, = 2r—k. Como k > m > j, entonces —k < —j,
asf, cp =2r—k<2r—j=cy,coni#j, i,5€mlyk>m.

En cualquier caso tenemos que, para todo i # j, i,5 € [m] y k > m,
Cii < Cik < Cij.

Sea i € [m]y j,k € [n] (j # k) arbitrarios.

Siwj, wy € V(T;), entonces su posicién de acuerdo al orden <; es distinto.

Por tanto c;; # cii.
Siw; € V(T3) y wi, ¢ V(T3), cij =pj < |V(Ti)| <n <2r — k= ci.
Por udltimo, si wj,wy ¢ V(T;), ¢;j = 2r — j # 2r — k = c;.

En todos los casos se tiene que ¢;; # ;. Por tanto en cada renglén de C,

los elementos son distintos.

Asi, se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.4.6. Por lo tanto, existe un con-

junto, J C [n] y a € R} tal que J es subordinado para C'y J es base factible

para (B,b), ademds a, = 0si k ¢ J.

A partir de a € R, consideremos la funcién f : V(D) — [0,00), tal que

paracada j € {m+1,m+2,...,n}, f(w;) = ;. Para terminar, demostraremos

que f es la funcién buscada.

Afirmacion 8 f es un nicleo fraccionado fuerte en D

Primero, mostraremos que f es fraccionalmente independiente. Sea K un

semicompleto de D. Entonces existe ¢ € [m], tal que K C K;. Como J es base

factible para (B, b), tenemos que

Ba = (Zbljaj, Zbgjozj, ...,meja]) = (1, 1, ceey 1) =b.
j=1 j=1 j=1

n

En particular, para el ¢-ésimo renglén de B se cumple que Z bijo; = 1.

Jj=1

Sij ¢ J, entonces a; = 0, ademads, si w; ¢ V(T;), bi; = 0. Por otro lado

siw; € V(T;) = V(K;), by = 1ysijeJ, aj = f(w;). Sustituyendo estas

igualdades tenemos:
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L= bija;= Y flw)=> flw=> flu.
j=1 wé\e/zTL) ueK; ueK

Por lo tanto, f es fraccionalmente independiente en D. Por ultimo demostra-

remos que f es fuertemente dominante en D. Sea wy € V(D), es decir, k > m.

Como J es subordinado para C, existe ¢ € [m], tal que para toda j € J,

cir, < cij. Consideramos el conjunto T} = {w; € V(T;) : j € J}.

Si T = (), entonces para todo j € J, w; ¢ V(T;) y por tanto b;; = 0, ademds
para toda k ¢ J aj =0, . Como J es base factible para (B,b) tenemos que:

1:Zbijaj:2bijaj+ Z bijOéjZO"‘O:O
j=1 jed Je(In]—J)

Lo cual (1 = 0) es un absurdo. Por lo tanto T/ # 0. Sea w; € T/ .

Como ¢;; denota la posicién de w; en T; y ¢ < ¢, se tiene que wy, € V(T;)

y wg <; wj, es decir, (w;,wy) € F(D). En otras palabras, T/ C I~ [wy] y T} es

un semicompleto de D al ser un subconjunto de un semicompleto. De donde:

n
D= Y0 ay= Y0 byag = bgoy =) by =1,
ueTy w; eV (T5) w; €V (T) JjeJ Jj=1
jed jed
Es decir, para todo wy, € V(D), existe, T}, un semicompleto de I~ [wy], tal

que Z f(u) = 1. Por lo tanto, f es fuertemente dominante en D.
uGT,iJ

Concluimos la prueba, pues f es un ntucleo fraccionado fuerte en D. m

Ejemplo 2.4.8 Ejemplo del Teorema 2.4.8

Figura 2.16: Dg
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La digréafica Dg es clan-aciclica y tiene dos semicompletos maximos por con-
tencién, Ky = {v1,vq,v3} v Ko = {v3,v4}, los cuales ya son torneos transitivos.
Formamos la digrifica D§, agregando los vértices z; y 22 con las respectivas
flechas de los vértices de K7 a z; y las flechas de K5 a zo, obteniendo los semi-
completos Kj = {z1,v1,v2,v3} v K§ = {22,v3,v4}.

Damos una nueva enumeracién de los vértices de Dj:

wy = 21, W2 = 22, W3 = V1, Wy = V2, W5 = V3 § W = V4.

Figura 2.17: Dj

e

Construimos las matrices Cy y B4 de tamano 2 X 6 con r = 7:
0 12 1 2 3 8
Cy =
13 0 11 10 1 2

1 01 1 10
By =
01 00 11
by = (17 1)
Por el Teorema 2.4.6, J = {4,6} es subordinado para Cy4 y base factible para
(B4,b4) cona4:a6:1ya1:a2:a3:a5:0.

Definimos f : V(Dg) — [0, 00), dada por:

1 st ve{4,6}

flv) =
0 si ve{l, 235}
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Notemos que f = @y, 0,3} ¥ {v2,v4} es nicleo de Dg. Por el Teorema 2.4.1

f es nucleo fraccionado fuerte en Dqg.

El reciproco del Teorema 2.4.8 no es verdadero, la siguiente digrafica es una
muestra de que aun teniendo semicompletos con ciclos propios, es posible tener

nucleo fraccionado fuerte.

Figura 2.18: Dy

Los vértices blancos forman un ciclo propio de longitud 3 y son un conjunto
semicompleto, por lo cual, Dg no es clan-aciclica. Ademas, el conjunto de los
vértices negros es un ntcleo de Dy. Asi, la funcién caracteristica de dicho con-
junto, es un ntcleo fraccionado fuerte, mostrando que Dg es un contraejemplo

para el reciproco del Teorema 2.4.8.
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2.5. Graficas perfectas

En esta seccién expondremos una aplicacion de los nucleos fraccionados en

una clase muy importante y estudiada de gréaficas, las graficas perfectas.

Es posible hacer una conexién entre graficas y digraficas, pues para cada
grafica G, podemos considerar una orientaciéon de G, que consiste en sustituir
cada arista por una flecha irreversible 6 sustituirla por una flecha simétrica, el

resultado de esta sustitucion es una digrafica, Dg.

G,

De

Figura 2.19: Orientacion de G

Definicién 2.5.1 Sea G una grifica y [m] un conjunto de colores (m € IN).
» Una m-coloracion de V(G) es una funcion f : V(G) — [m].

» Una m-coloracion propia de V(G) es una funcidn f : V(G) — [m]
suprayectiva, tal que para cualesquiera u,v € V(G), siu es adyacente a v,

entonces f(u) # f(v).

En otras palabras, para todo color i € [m], f~'[{i}] € V(G) es un con-

junto independiente.

El nidmero cromdtico de G, denotado por x(G) = m, es el minimo natural,

tal que existe una m-coloracién propia de V(G).
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Ejemplo 2.5.1

G, %.

Figura 2.20: 3-coloracién de G4

G4 estd 3-coloreada propiamente ya que

ST = A{vvs}, U2 = A{va,vs} vy FTH{BY] = {2}

son conjuntos independientes, por tanto x(G2) < 3. Ademds, {v1,v2,v5} es un
clan de (G2, por tanto, dichos vértices deben ser coloreados de distinta manera

para obtener una coloracién propia. Asi, x(G2) = 3.

Teorema 2.5.1 Para toda grifica G se cumple que x(G) - a(G) > |V(G)].
Donde a(G) = méx {|I| : I C V(G) es independiente}.
Dem. Sea G una gréifica y f una m-coloracién propia de V(G) (m = x(G)).

Para cada color, i € [m], f~'[{i}] = {v € V(G) : f(v) =i} CV(G) es un

conjunto independiente, entonces | f~![{i}]| < a(G). Por tanto:

3
S
S

m

| - > 1 [0)

V(@)

1

<.
Il

a(G) =m-a(G) = x(G) - a(G)

M

Il
-

K2

Probando que se cumple la desigualdad. m
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Definicion 2.5.2 Sea G una grifica, decimos que G es una grdfica perfecta
si para toda subgrdfica inducida, G', de G, cumple que x(G') = w(G").
Donde w(G') = méx{|K| : K es un clan de G'}.

Observemos que en toda grafica G, w(G) < x(G) pues al menos se necesitan

w(@G) colores distintos para colorear un clan de cardinalidad maxima.

{ G3 G4

——

Ejemplo 2.5.2

Figura 2.21: G5, gréafica perfecta y G4, no perfecta

Notemos que x(G3) = 2 y los clanes de G35 son de cardinalidad uno o dos.
Por tanto, la coloracién de una subgrafica inducida, G5, depende de su nimero
de clan (w(G%)).

Si w(G5) =1, entonces A(G%) = 0, por lo cual x(G5) =1 = w(Gj).

Si w(G%) = 2, entonces no es posible colorearla con un sélo color. Como
X(G3) = 2, existe una 2-coloracién propia de G%. Asi
X(G3) =2 = w(Gy).

Por tanto, G5 es una grafica perfecta.
Por otro lado, G4 no es una gréfica perfecta, pues x(G4) = 3 # 2 = w(Gy).

Definicién 2.5.3 Sea G una grifica. Definimos el complemento de G, como la
grdfica G°, tal que V(G°) = V(QG) y para cada u,v € V(G®), u es adyacente a

v en G° si y sdlo si u no es adyacente a v en G.

Corolario 2.5.2 Sea G una grdfica y G° su grdfica complemento. Si G es una
grifica perfecta, entonces w(G) - w(G¢) > |V(G)|.

Dem. Sea G una grafica perfecta. En particular, tenemos que x(G) = w(G).

Observemos que w(G°) = a(G) (pues todo clan de G° es un conjunto inde-

pendiente en G).
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Por el Teorema 2.5.1, x(G) - a(G) > |V(G)|, sustituyendo las igualdades

encontradas, tenemos que:
w(G) - w(G) = x(G) - a(G) = [V(G)|

Por tanto, el corolario es cierto. m

Usando los ntcleos fraccionados, probaremos que toda orientacién clan-
aciclica de una grafica perfecta tiene nicleo. Para ésto, ain necesitamos més

heramientas importantes, una de ellas es la sustitucién:

Definicién 2.5.4 Sean G y H, dos grdficas ajenas por vértices y v € V(G).
Definimos la sustitucion de v por H, como la grafica, GH, tal que

V(GT) =V(G-v)UV(H) y

AGH) = AG-v)UAH)U{{h,u} : h e V(H) y {v,u} € A(G)}.

Ejemplo 2.5.3

Figura 2.22: Sustitucién de v por H, G"
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Teorema 2.5.3 Sean G y H dos grdficas ajenas por vértices, tal que A(H) =0
yv € V(G). Si G es una grdfica perfecta, entonces la sustitucién de v por H,
GH

o, es una grdfica perfecta.

Dem. Sean G una grafica perfecta, H una gréfica, tal que V(H) NV (G) = 0,
V(H) es un conjunto independiente y sea v € V(G), demostraremos que G es
una grafica perfecta.

Sea G’ una subgréfica inducida de G

Si G’ es subgréfica inducida de G, como G es una grafica perfecta, entonces

w(@) = x(&).

Supongamos que G’ no es subgrifica inducida de G, entonces existe H’,
subgréfica inducida de H, tal que G/ = GH'| donde A(H') = . Sabemos
que w(Gf/) < x(Gfl), veamos que V(Gf/) se puede colorear propiamente con

w(GH") colores.

Sea f : V(G) — [x(G)] una x(G)-coloracién propia de V(G), definimos la
funcién f1 : V(GH') = [x(G)] de la siguiente manera:

flu) si weV(G—v)
fi(u) =
flv)y si weV(H)

Entonces f; es una x(G)-coloracién propia de V(Gf/), pues f es una x(G)-
coloracién propia de V(G) y V(H') es un conjunto independiente cuyos vértices
tiene el color f(v). Por lo tanto, x(GH') < x(G) = w(G) pues G es una grafica
perfecta. Por tltimo, veamos que w(G) = w(GH).

Sea K un clan de cardinalidad méxima de G (| K| = w(Q)).

Si v € K, entonces para todo h € V(H'), K’ = (K — {v}) U{h} es un clan
de cardinalidad méxima de GH' (pues V(H’) es un conjunto independiente y

no aumenta la cardinalidad de los clanes de G), por lo cual
w(Gl) = |K'| = |K| = w(G).

Siv ¢ K, entonces K es un clan de cardinalidad maxima de G, En cual-

quier caso, w(GH') = w(@).

De donde, para toda subgréfica inducida, G', de GH, xy(GH') = w(GH') y

por tanto G es una grafica perfecta. m
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Teorema 2.5.4 ([7]) Sea G una grdfica perfecta. Si K1, Ko, ..., K; son los cla-
nes de cardinalidad mdzima de G (|K;| = w(G)), entonces existe un conjunto
independiente, I C V(G), tal que para todo i € [I], K; N Ig # 0.

Dem. Supongamos por contradiccién que existe una grafica perfecta, G, tal que
para todo conjunto independiente I C V(G), existe, Ky, un clan de cardinalidad
méxima, tal que I N K; = 0. Sea L = {K; C V(G) : I es independiente}.

Consideremos la funcién h : V(G) — INU {0}, tal que para cada v € V(G),
h(v) = HKI cL:ve K,H.

Para cada v € V(G), consideremos la gréifica H,, tal que |[V(H,)| = h(v) y
A(H,) = 0, entonces podemos formar la grafica G, que resulta de sustituir cada

vértices v € V(@) por su correspondiente grafica H,.

Sabemos que G es una grafica perfecta. Por el Teorema 2.5.3, al hacer cada
sustitucion se obtendrd una grafica perfecta, por tanto G, es una grafica perfecta

y por el Corolario 2.5.2 debe cumplirse
w(Gh) - w(GR) = [V(Gh)l.
Por otro lado:

= Cada conjunto K aportard |K | vértices a G, (un vértice en G}, por cada

vértice en K7), entonces

V(Gh)l= > hv)= > |Kil

veV(G) Krel

y si A =|L|, tendremos:

S 1K= Y w(G) =X -w(@).

Krel KrelL
Por tanto |V(Gh)| = A - w(G).

= Dado que, los vértices de un clan de G}, provienen de un clan de G de la
misma cardinalidad, w(Gp) < w(G)

» W(G5) =a(Gy) = méX{Zh(v) : 1 es independiente} = Z h(v)
vel vel*
para algin I'* C V(G},) conjunto independiente. Pero al ser I* indepen-
diente, la interseccién de I* con un clan consta de, a lo més, un vértice y

sabemos por contruccién que K- N I* = (), por tanto:



54 CAPITULO 2. NUCLEOS FRACCIONADOS

b= Y |KnIf< > 1=x-1

vel* K€L K1 #K -
De donde, w(GY,) < A—1.

Usando los resultados anteriores, tendriamos que

w(Gp) w(Gf) < w(@) -A=1)=w(G) - A—w(G)
|

Con lo cual, se obtiene una contradiccion al Corolario 2.5.2. Por tanto, el

teorema es cierto. m

La ultima herramienta que necesitamos antes de aplicar los ntcleos frac-
cionados a las graficas perfectas es que exista un conjunto independiente que
intersecte a los clanes de peso maximo. Para obtener este conjunto necesitamos

la sustitucién por gréaficas completas.

Teorema 2.5.5 ([8]) Sean G y H grdficas, tal que H es una grdfica completa

(V(H) es un clan) y sea v € V(G). Si G es una grdfica perfecta, entonces la
H

v

sustitucion de v por H, G}, es una grdfica perfecta.

Dem. Sean G una gréfica perfecta, H una grafica completa y v € V(G). Demos-
traremos que G es una gréfica perfecta, para ésto, tomemos G’ una subgrafica

inducida de G y probaremos que w(G’) = x(G’).

Si G’ es una subgrafica inducida de G, como G es perfecta, se obtiene la

igualdad deseada.

Si G’ no es una gréfica inducida de G, entonces existe H' subgrafica inducida
de H, tal que G’ = GH'. Sabemos que w(GH') < x(GH"), basta ver que existe
una w(GH")-coloracién propia de V(GH'). Probaremos este hecho por induccién
sobre k = w(GH).

Si k =1 entonces A(GH') = ) y por tanto f = 1 es una w(GH")-coloracién
propia de V(GH').

(HI) Supongamos que el resultado es vilido para k < n.

(n = k). Sea f : V(G) — [x(G)] una x(G)-coloracién propia de V(G) y
denotemos i, = f(v). Sea u € V(H’), entonces I, = f~'[{i,}] U {u} es un
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conjunto independiente de V(GH").

Si K es un clan de cardinalidad méxima de G¥' (|K| = w(GH")), entonces

V(H)CK (por tanto u € (K N Iv)> 6 K es un clan de cardinalidad méxima
en G (como G es una gréfica perfecta, en K se encuentran los x(G) colores, en

particular, hay un vértice de color i, es decir, K N I, # @).
H ’)

Por tanto, I, intersecta a todos los clanes de cardinalidad w(G3;

Asi, w((Gf') - [u> =k —1 < k=n. Por (HI) existe una (k — 1)-coloracién

propia de V((Gf,) - Iv). Si a cada vértice de I,, (conjunto independiente) le
otorgamos el color k, distinto a los k& — 1 colores, obtenemos una k-coloracién
propia de V(GH'). Por tanto x(GH') < k = w(GH").

De donde, para toda G’, subgréfica inducida de G2, x(G') = w(G"), lo cual

demuestra que G es una grifica perfecta. m

Utilizaremos la sustitucion de vértices por graficas completas para hacer una
conexién entre clanes de peso méaximo y clanes de cardinalidad méxima para

obtener el conjunto independiente que deseamos.

Teorema 2.5.6 Sea G una grificayh: V(G) — ((Q+ U{O}) una funcion. Si G
es una grdfica perfecta, entonces existe un subconjunto independiente de vértices

de G que intersecta a todos los clanes de peso mdxzimo (con respecto de h).

Dem. Sea G una gréfica perfecta de orden p, h : V(G) — (QT U {0}) una

funcién y v1,vg, ..., v, una enumeracién de V(G).

a;

b_' € (QT U {0}) y denotemos

K3
por m al minimo comun multiplo de b1, b, ..., b,. Asi, b’ = h-m es una funcién

Supongamos que para todo i € [p], h(v;) =

entera cuyos clanes de peso maximo son los mismos que los de h.

Consideremos a Gy, la grafica que resulta de sustituir cada vértice de G,

por una gréafica completa H, de orden h'(v) = |V (H,)|.

Por el Teorema 2.5.5, G/ es una grafica perfecta y por el Teorema 2.5.4,
existe un conjunto independiente, I’ C V(G}/), tal que I’ intersecta a todos los

clanes de cardinalidad médxima de Gy, .

Sea K/, un clan de V(Gy/) y K C V(G) el clan en G del cual provienen los

vértices de Kj . Tenemos que:
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| Ky | = Z h'(v) =p(K) (el peso de K con respecto a h’).
veEK

En otras palabras, la cardinalidad de un clan de Gy coincide con el peso de

clan del cual proviene en G. Por tanto:

w(Gp) = méx{|Kh/| : Ky es clan de Gh/}
méx {p(K) : K es clan de G}

Sea I* C V(@) el conjunto independiente del cual provienen de los vértices
de I' C V(Gy). Afirmamos que I* intersecta a todos los clanes de peso méximo

con respecto a h’ (los mismos con respecto a h).

Sea K C V(@) un clan de peso méximo con respecto de h'. Al sustituir los
vértices de K por sus respectivas graficas completas, se genera un clan, K’, de

cardinalidad méxima en V(Gp).

Asi, existe v’ € (I' N K'). Sea u el vértice del cual proviene u’, entonces
u € (I* N K), lo cual, prueba que I* intersecta a todos los clanes de peso

méximo con respecto a h’ (los mismos de h). ®

La existencia de un conjunto independiente que intersecta a todos los clanes
de peso maximo, no sélo se tiene para las graficas con pesos racionales en sus
vértices. Ahora veremos que dicho conjunto independiente existe con cualquier

funcién de pesos (no negativa).

Teorema 2.5.7 Sean G una grdfica y h una funcidn de pesos (no negativa)
sobre V(G). Si G es una grafica perfecta, entonces existe un conjunto indepen-

diente que intersecta a todos los clanes de peso mdxzimo de G (con respecto a

h).
Dem. Sea G una grifica perfecta y h : V(G) — [0, 00) una funcién.

Consideremos una sucesion, { f,, } de funciones racionales (no negativas),

nelN’?

tal que para cada v € V(G), la sucesién { f,(v)} converge a h(v).

nelN

Por el Teorema 2.5.6 existe una sucesion, {In} de conjuntos indepen-

nclN’
dientes (In - V(G))7 tal que I,, intersecta a todos los clanes de peso méaximo

con respecto de f,.

Como el nimero de conjuntos independientes en G es finito, existe una sub-
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sucesion, {gm}mem, de {fn}nelN’ tal que a cada funcién g, le corresponde el

mismo conjunto independiente, I*.

Dado que I'* intersecta a todos los clanes de peso mdximo (con respecto de

gm) en G y la sucesién { gm} converge a h, podemos concluir que I* inter-

meN
secta a todos los clanes de peso méaximo con respecto de h.

Asi, I* C V(G) es el conjunto independiente buscado. m

Este resultado nos da pie para una caracterizacién de las gréficas perfectas.

Corolario 2.5.8 Sea G una grdfica y h : V(G) — [0,00) una funcion. G es
perfecta si y sélo si existe un conjunto independiente, Iy, que intersecta a todos

los clanes de peso mdximo (con respecto de h).

Dem. Debido al Teorema 2.5.7, sélo hay que demostrar la implicacién izquier-
da. Para ésto, supongamos que I;, C V(G) es un conjunto independiente que
intersecta a todos los clanes de peso maximo con respecto de h. Para probar
que G es una grafica perfecta, tomaremos a G’, una subgrafica inducida de G y

veremos que w(G’) = x(G") por induccién sobre w(G’).

Si w(G') = 1, entonces A(G') = 0. Asi, f = 1 es una coloracién propia de
V(G') y por tanto, w(G') =1 = x(G).

(HI) Supongamos que w(G") = x(G’), cuando w(G’) < n.

Si w(G') = n, consideremos a h = py (g, la funcién caracteristica de V/(G”).
Por hipdétesis, existe un conjunto independiente, I, C V(G), tal que I, inter-
secta a todos los clanes de peso mdximo (con respecto de h), que son los clanes
de cardinalidad méxima de G’. Por tanto, I;, intersecta a todos los clanes de

cardinalidad méaxima de G’. De donde:
wG@ —I)=wlG@)-1=n—-1<n.

Por (HI), w(G' — I})) = x(G' — I1,). Sea f’ una w(G’ — Ij)-coloracién propia
de G’ — I,. Si a cada vértice del conjunto I, le asignamos el color n (distinto a
todos los w(G’ — Ij,)-colores) obtendremos una w(G’)-coloracién propia de V(G”)

y por ello:
X(G') Sw(G' = 1) + 1 =w(G") < x(G).

Por lo tanto, G es una grafica perfecta. m
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Ya que tenemos todas las herramientas necesarias que hemos construido,
podemos aplicar los nucleos fraccionados en las graficas perfectas. Primero,
demostraremos que toda orientacién de una grafica perfecta, tener nicleo es

equivalente a tener nticleo fraccionado fuerte.

Teorema 2.5.9 Sea G una grdfica perfecta y Dg una orientacion de G (arbi-

traria). Dg tiene un nicleo si y sdlo si Dg tiene un nicleo fraccionado fuerte.

Dem.
=)Sea N un niicleo en Dg. Por el Teorema 2.4.1, la funcién caracteristica

de N, ¢, es nucleo fraccionado fuerte.

<)Sea f un nicleo fraccionado fuerte de D¢. Por hipétesis, tenemos que
G es una gréfica perfecta, por el Teorema 2.5.7, existe I C V(G) = V(Dg),
conjunto independiente que intersecta a todos los clanes de peso méximo en G,
los cuales, coinciden con los semicompletos de peso maximo en Dq. Por tanto,
I CV(Dg) intersecta a todos los semicompletos de peso méximo en Dg.

Afirmamos que I es un nicleo en Dg.

Sea v € V(Dg), como f es fuertemente dominante, existe K, semicompleto

en I~ (v), tal que Z f(u) > 1. Como f también es fraccionalmente indepen-
ue K,
diente, para todo K semicompleto de V(Dg), Z f(u) <1, en particular para

ueK
K, y para todo K’ semicompleto de peso maximo de V (D), entonces:

1< Y flw< ) flw) <1,
ueK, weK'’

Asi, K, C I~ (v), es un semicompleto de peso maximo de V(Dg), por lo
tanto, I N K, # 0. Sea z € (INK,) C (INI(v)), entonces (z,v) € F(Dg). Lo

cual, demuestra que I es un conjunto dominante en Dg.

Concluimos la demostracién, pues I es ntcleo de Dg. =

Por ultimo, probaremos que toda orientaciéon clan-aciclica de una gréfica
perfecta tiene nucleo. La clase de graficas que cumplen esta caracteristica tienen

un nombre especial:

Definicion 2.5.5 Sea G un grifica . Diremos que G es nicleo soluble, si toda

orientacion, clan-aciclica de G, tiene nicleo.
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Teorema 2.5.10 Toda grifica perfecta es nicleo soluble.

Dem. Sea G una gréfica perfecta y Dg una orientacion clan-aciclica de G.

Por el Teorema 2.4.8, Dg tiene un niucleo fraccionado fuerte y por el Teore-

ma 2.5.9, D¢ tiene un nucleo.

Asi, toda orientacién clan-aciclica de G tiene nicleo. Por tanto, G es nicleo
soluble. m

Ejemplo 2.5.4 Para el Teorema 2.5.10

Figura 2.23: G5 v D¢,

G5 es una gréafica perfecta. Consideremos a D¢, , una orientacién clan-aciclica

de Gs. Por el Teorema 2.4.8, D¢, tiene un nicleo fraccionado fuerte f.

Los semicompletos de peso méximo en V (D¢, ) son:
Ky ={vi}, Ky={vi,va}, Kz={vi,vs5}
K4 = {U17U4,U5}, K5 = {/0277]3}7 Kf) = {/027/0371]5}
Por el Teorema 2.5.7, existe I = {v1,v3}, conjunto independiente de D¢,

que intersecta a todos los semicompletos K; (i € [6]).

Como v1 € (NI (v NI [vs]) y vs € (I NI [vg]), tenemos que I es un

conjunto dominante en D¢, y por tanto, I es un ntcleo de D¢, .
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Capitulo 3

Ordenes parciales

En este capitulo, seguiremos trabajando la nociéon de ntcleo. Ahora nos

enfocaremos en conjuntos parcialmente ordenados [5].

Definicién 3.0.1 Sea V(P) un conjunto y <p una relacion de orden sobre
V(P). Diremos que P = (V(P),<p) es un orden parcial, si <p es reflexivo,

antisimétrico y transitivo, es decir:
» Para todo u € V(P), u <pu (<p es reflexivo).

= Para cualesquiera u,v € V(P), siu <pv yv <p u entonces u = v

(<p es antisimétrico).

= Para cada u,v,w € V(P), siu<pv yv <pw, entonces u <p w. (<p es

transitivo).

Ejemplo 3.0.1

V(P )={Vi,V2,V3,Vs}

Vi< P Vi
V3<p V2
V3<p V4
Vi<p V>

Figura 3.1: Dp,

61
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De igual manera que en la figura 3,1, cualquier orden parcial P puede ser

representado por medio de una digréfica Dp, donde:
V(Dp) =V (P) vy F(Dp)={(u,v):v<pu}

Ocupando el orden estricto para evitar lazos. Dicha digrafica resultara ser

transitiva, aciclica y por tanto asimétrica.

Definicién 3.0.2 Sea P = (V(P),<p) un orden parcial y C C V(P). Diremos
que (C,<¢) es una cadena de P si <¢ C<p es un orden lineal (total).

En otras palabras, (C,<¢) es reflexivo, antisimétrico, transitivo y para todo

u,v € C,u<cv ov<cu.
Denotaremos por € (P) al conjunto de todas las cadenas inducidas por P.

En un orden parcial, P, los subconjuntos de cardinalidad uno de V(P) son
un ejemplo de sub-orden lineal inducido por P. Si consideramos a la digrafica
Dp, dichos sub-érdenes lineales corresponderan a los sub-torneos transitivos de
Dp (pues son digréificas semicompletas y aciclicas).

Denotaremos por .7 (Dp) al conjunto de todos los sub-torneos de Dp.

Definicién 3.0.3 Sea € un conjunto de cadenas. Diremos que € es un con-
junto cerrado de cadenas, si para toda cadena (A,<4) € €, € contiene a
toda sub-cadena de (A, <,) .

Para un orden parcial, P, el conjunto € (P) resulta ser un conjunto cerrado
de cadenas pues contiene a todas las cadenas de P, en particular a las sub-
cadenas de sus cadenas. De igual manera, en una digrafica podemos definir la

nocioén de conjunto cerrado para torneos transitivos aciclicos.

Definicién 3.0.4 Sea  un conjunto de torneos transitivos aciclicos. Diremos
que T es un conjgunto cerrado de torneos, si para todo torneo T € 7, todo
sub-torneo T' de T cumple que T' € T .

En base a las nociones antes expuestas, podemos definir una nocién de ntcleo

en 6rdenes a partir de un conjunto cerrado de cadenas.
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3.1. Nucleos en un orden

Definicién 3.1.1 Sea € = {(C;,<;) : j € J} un conjunto cerrado de cadenas
yNCV = U Cj. Diremos que:
jeJ
= N es dominante para €, si para todo v € V, existe un indice j, € J, tal
quev € Cj, NNCj, #0 y para todot € NNCj, , t >, v.

» N es independiente para €, si para todo j € J, I[N NCj| < 1.

= N es un nicleo para €, si N es dominante e independiente para € .

Anélogamente podemos definir un niicleo en un conjunto cerrado de torneos
transitivos, .7 = {T; C V(D) : j € J y T; es un torneo transitivo}, de tal
manera que N C V(D) = U T; es:

jeJ

-independiente para .7, si para todo j € J, [N NT}| < 1.

-dominante para &, si para todo v € V(D), existe un indice j, € J, tal
que v € Tj,, NNT; # 0y para todo t € (I; N N), t > v. Es decir, v € N 6
(t,v) € F(D).

-nicleo para 7, si N es independiente y dominante para .7 .

Si consideramos un conjunto cerrado de torneos, donde la cardinalidad de
cada torneo es a los mas dos, esta nocion de niicleo en torneos coincide exacta-
mente con la nocién usual de nticleo redactada en la Definicion 1.4.2. Més atn,
si tomamos el conjunto de todos los torneos transitivos, veamos que las nociones

de ntcleo son equivalentes:

Proposicién 3.1.1 Sea D una digrdfica, Z;(D) el conjunto de todos los torneos
transitivos de D y N C V(D). N es nicleo de D si y sdlo si N es nicleo para
Zi(D).

Dem.
=) Como N es independiente en D, para todo T' € Z(D), [T N N| < 1. Por
tanto, N es independiente para Z;(D).

Sea v € V(D). Siv € N, entonces T = {v} es un torneo transitivo, tal que

v € (T'NN) (con lo cual, se cumple la dominancia en Z;(D)).

Supongamos que v ¢ N, como N es dominante en D, existe t € N, tal que



64 CAPITULO 3. ORDENES PARCIALES

(t,v) € F(D), entonces T = {t,v} es un torneo transitivo de D. Para todo
te (T'NN)={t}, (t,v) € F(D) (N es dominante para 7;(D)).

En cualquier caso se tiene que N es dominante para 7 (D) y por tanto N

es un nucleo para (D).

<) Sean u,v € N. Consideremos el conjunto A = {u, v}, como |[NNA| =2,
A ¢ Z;(D). Es decir, (u,v), (v,u) ¢ F(D). Por tanto N es independiente en D.

Sea v € (V(D)— N). Como N es dominante para Z;(D), existe T € Z(D),
tal que v € T, NNT # () y para todo t € (TN N), (t,v) € F(D).

Para cualquier t € (NNT), t # v pues v ¢ N. Por tanto (t,v) € F(D), es

decir, N es dominante en D. Asi, N es un nicleo de D. m

Debido a esta equivalencia, podemos ver que no todo conjunto cerrado de

cadenas tiene nucleo:

Ci={vi, v} Co={wi} (v
Co={v,,vs}  Cr={vo}
Cofuvt Cofuy (W (V)

Co{ve,vs}  Co={w}
(—)

Cs={vs,vi} CF{vs}

Figura 3.2: v;

Si consideramos el conjunto cerrado de cadenas

% = {(Ci, {(vi,vir1)}) i € 5]} U{(C;,0) = 5 € ([10] - [5])},

% puede ser representado por el ciclo «, recordemos que dicho ciclo no tiene

ntcleo. Por tanto, no todo conjunto cerrado de cadenas tiene niicleo.

Veremos que, cuando el conjunto cerrado de cadenas proviene de un orden

parcial, siempre existe un ntcleo:
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Proposicion 3.1.2 Si P es un orden parcial, entonces existe un nicleo para
E(P).

Dem. Sea P es un orden parcial y Dp su correspondiente digrafica transitiva

aciclica.

Por el Teorema 1.4.5, Dp tiene un nicleo, N, por la Proposicién 3.1.1, N es

un nicleo para ¢’ (P). Més ain:
N={veV(Dp):0 (v)=0} (los mayores en P).

Claramente {v € V(Dp) : 6~ (v) = 0} C N, pues ningtn vértice puede do-
minarlos. Para cada v € V(P) = V(Dp), tal que §~(v) > 0, existe un torneo
transitivo, T € T(Dp), méaximo por contencién, tal que v € T. Como T corres-
ponde a una cadena en G (P), existe u € T tal que 6~ (u) =0y (u,v) € F(Dp).

Lo cual, implica que v ¢ N.

Por tanto, N es el conjunto de elementos mayores en P y tnico nicleo para
E(P). m

Teorema 3.1.3 Sean P y ) dos ordenes parciales. Si D es la digrdfica, tal que
D = DpUDg = Dpuq, entonces D tiene nicleo.

Dem. Sea D una digrafica que corresponde a la unién de dos 6rdenes parciales,

P y Q. Demostraremos que D tiene ntcleo por induccién sobre el orden de D.
Si [V(D)| =1, entonces N = V(D) = {v} es nticleo de D.

(HI) Supongamos que toda digréfica (unién de dos 6rdenes parciales) de

orden menor que p, tiene nicleo.

Supongamos que D es una digréfica de orden p y consideremos a M (P) el
conjunto de elementos méyores de P. Por la Proposicién 3.1.2, M (P) es ntcleo
de P.

Si M (P) es un conjunto independiente en @, entonces M (P) es un conjunto
independiente en toda la digrifica. Como M (P) es dominante en P, para cada
w € (V(D) — M(P)), (como w no es mayor en P) existe v € M(P) tal que
v >p w y por tanto (v, w) € F(D). Lo cual implica que M (P) es dominante en
D y asi, M(P) es ntcleo en D.

Si M (P) no es independiente en @, existen u,v € M(P) tales que u >q v.
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Consideremos la digréfica D’ = D — v, entonces D' = (Dp —v) U (Dg — v). En

otras palabras, D’ corresponde a la unién de dos érdenes parciales y ademés:
V(D) =[V(D-v)|=V(D)|-1=p—1<p.

Por (HI), existe N’ C V(D) nicleo de D’. Afirmamos que N’ también es
nicleo en D. Como N’ es nicleo en D' = D — v, basta probar que N’ domina

al vértice v.

Si u € N’ entonces u domina a v, pues u >¢ v. Por tanto N’ es dominante
en D.

Siu ¢ N', tenemos que u € (V(D') — N’). Como N’ es dominante en D',
existe z € N’ tal que (z,u) € F(D'), siendo w un elemento mayor en P. Por

tanto, z >g u'y u >¢ v, ya que Q es transitivo, z >¢ v (z domina a v).

De ambos casos obtenemos que N’ es dominante en D y por tanto, N’ es

nucleoen D. m
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3.2. Ncleos pesados

El siguiente objetivo serd probar la versiéon con pesos del Teorema 3.1.3, para
lo cual, introduciremos la nocién de nticleo pesado. Para definir ésto, ocuparemos

la siguiente notacién para un orden parcial Py a,b € V(P):

Denotaremos por M (P) al conjunto de elementos mayores de P.

P(>a) = {veV(P):v>pa}
P(>a) = {veV(P):v>pa}
P(<a) = {veV(P):v<pa}
Pla,b) = {veV(P):a<pv<b}

Si A es un conjunto de vértices y f una funcién real arbitraria, con la inten-

cién de abreviar la notacién, escribiremos f1[A] = Z f(v).
vEA

De manera andloga, para un torneo 7'y u,v € T tendremos a los conjuntos:

{z€T:07(2) =0}
{zeT:(z,u) e F(T)} =T (u)NT

= {z€T:(z,u) e F(T) o z=u}=1"[NT

= {z€T:z=u o0 (v,2) € F(T) o (z,u) € F(T)}
= ([TunNTt@)NT

Ya que tenemos esta notacién, definiremos una generalizacién de los nucleos
fraccionados a los cuales llamaremos nicleo pesado en un conjunto cerrado de
cadenas cuyo conjunto de vértices tiene una funcién de pesos fija. De manera

paralela, veremos la correspondiente nocién en digraficas.

Definicién 3.2.1 Sean € un conjunto cerrado de cadenas de un conjunto V,
w:V = [0,00) y f:V — [0,00) dos funciones. Diremos que f es w-

independiente, si para cada cadena, C, de € :
FHC) < méx{w(v) : v e C}

Para una digréfica, D, y dos funciones no negativas, f,w sobre V(D), f es

w-independiente, si para todo torneo transitivo T' € Z;(D),

FTIT) < max{w(v) : v € T}.
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Proposicién 3.2.1 Sean D una digrdfica e I C V(D) un conjunto independien-

te. Siw : V(D) — [0,00) es una funcidn, entonces f = or-w es w-independiente.

Dem. Sea T un torneo de Z(D). Si I es un conjunto independiente en D,

entonces |[T'N I] <1, por lo tanto:
ST = (pr - w)*[T] < @r(v) - w(v) (para algin v € (T N1)).
Ademads:
er(v)-ww) =1-wk) < méx{w(u) : u € T}.
Asi, f = ¢ - w es w-independiente. m

Para que una funcién, f, sea w-independiente, es necesario que f < w, pues

{u} es una cadena (torneo transitivo) y debe suceder que

fu) = fH{u}] < max{w(u) : u € {u}} = w(u).

En consecuencia de ésto, si w = 0, entonces la tinica funcién w-independiente
es f = 0. En el caso en que w # 0, existe una infinidad de funciones que son

w-independientes:

Proposicién 3.2.2 Sea € un conjunto cerrado de cadenas y w : V. — [0,00)
una funcion, tal que w #Z 0, entonces existe | > 0, tal que cualquier funcidn

f:V = 1[0,1) es w-independiente.
Dem. Sea ¥ un conjunto cerrado de cadenas y w una funcién de pesos (no
negativa) sobre V. Consideremos al niimero

_ min {w() : w(v) > 0}
N méx {|C|: C € €}

y tomemos una funcién, f : V' — [0,1). Probaremos que f es w-independiente.

Para cada C una cadena de € se tiene que:

|C| min {w(v) : w(’U) > 0}

e = Zf(v><;l=|0|' max {|C]: C € &)

vel

< min{w(v) : wv) >0} <méx{w():veC}

Por tanto, f es w-independiente. m
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Como hay una infinidad de funciones cuya imagen esta contenida en el inter-
valo [0,1), concluimos que hay de una infinidad de funciones w-independientes
(cuando w # 0). Por tanto, en todo conjunto cerrado de cadenas y toda digrafi-

ca, existe, al menos, una funcién w-independiente.

A continuacién, veremos que la nocién de w-independencia generaliza a las

funciones fraccionalmente independientes.

Proposicion 3.2.3 Sean D = Dp la digrdfica que corresponde a un orden
parcial P, w =1 una funcidn de pesos sobre V(Dp) y f : V(Dp) — [0,00) una

funcion. f es w-independiente si y sélo si f es fraccionalmente independiente.

Dem.
=) Supongamos que f es w-independiente. Para probar que f es fraccional-

mente independiente, tomemos a K un semicompleto de V(Dp).

Como D = Dp, entonces K es transitivo y aciclico, es decir, K € T;(Dp)

(K es un torneo). Ya que f es w-independiente, para todo v € K:
STK] <méx{w(v):v e K} =w() =1
Por tanto, f es fraccionalmente independiente.

<) Supongamos que f es fraccionalmente independiente y sea 7' un torneo

transitivo de Dp.

En particular, T es un semicompleto de V(Dp). Como f es fraccionalmente

independiente, para cualquier v € T
[T <1=w)=mix{w():veT}

Asi, f es w-independiente. m

Para un conjunto cerrado de cadenas ¢ y una funcién f sobre un conjunto

V', escribiremos las siguientes abreviaturas:
My (v) =méax {fT[C(>v)]: C es cadena de € y v e C}
my(v) = méx { fT[C(>v)] : C es cadena de € y v € C} = My(v) — f(v)

Andlogamente, para una digrafica, D, y una funciéon no negativa, f, sobre

V(D), tendremos los conjuntos:
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My(v) =méx {fH[T]:TeT(D), veTyT I [v]}
my(v) = My(v) = f(v)

Definicién 3.2.2 Sean € un conjunto cerrado de cadenas y f,w dos funciones

no negativas sobre V. f es w-dominante si para todo v € V, My(v) > w(v).

Denotaremos por D(f) = {v € V : My(v) > w(v)}, al conjunto de los

vértices dominados por f.

De igual manera, para una digrafica D y una funcién no negativa, w en
V(D), decimos que f : V(D) — [0,00) es w-dominante, si para todo v € V (D),
My (v) > w(v).

Es decir, méx{f*[T]: T € T(D),v e Ty T C I~ [v]} > w(v).

A diferencia de la w-independencia, para cualquier conjunto cerrado de ca-
denas y cualquier funcién de pesos, w (incluso w = 0), existe una infinidad de

funciones w-dominantes:

Proposicién 3.2.4 Sea € un conjunto cerrado de cadenas y w : V. — [0, 00)

una funcion. Si f > w, entonces f es w-dominante.

Dem. Sean f: V — [0,00) una funcién, tal que para todo u € V, f(u) > w(u)
yseav e V.

Para la cadena C' = {v} de ¥, tenemos que

My (v) = fHC(Zv)] = f(v) 2 w(v).

De donde, f es w-dominante. m

Esta proposicién prueba que, f > w es una condicién suficiente para que
f sea w-domianate. Mostraremos que no es necesaria dicha condicién para las

funciones w-dominantes mediante un ejemplo:
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Ejemplo 3.2.1

f(v,)=1
(=12 fm):o

Figura 3.3: Dqg

La funcién f es menor estricta que w y f es w-dominante en Dig, pues:

M¢(v1) = f(o1)+ f(va) =24+3=5>3=w(v)

My(v2) = f(v2)+ f(vs) =3+ 1=4=w(ve

M(vs) = flvg)+ f(va)+ floa) =14+3+0=4>2=w(vs)
My(vs) = flva) + f(v2) =0+3 =3 =w(vs4

Mp(vs) = flus)+ fv1) =1+2=3>2=w(v5)

De la misma manera que en la Proposiciéon 3.2.3, la nocién w-dominante
generaliza a las funciones fuertemente dominantes y por tanto a las funciones

fraccionalmente dominantes.

Proposicion 3.2.5 Sea Dp una digrdfica que corresponde a un orden parcial

Pyw=1. f es w-dominante si y solo si [ es fuertemente dominante.

Dem.
=) Supongamos que f es w-dominante y probaremos que f es fuertemente
dominante. Sea v € V(Dp).

Como f es w-dominante, tenemos que My(v) > w(v). Es decir, existe un
torneo transitivo, T', tal que fH[T'(> v)] > w(v) = 1.

En particular, el torneo T'(> v) es un semicompleto contenido en I~ [v] y
fT[T(>v)] > 1. Por lo tanto, f es fuertemente dominante.
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<) Supongamos que f es fuertemente dominante, entonces para v € V(Dp),

existe un semicompleto K C I~ [v], tal que fT[K] > 1 = w(v).

Como la digrafica Dp corresponde al orden parcial P, K es un torneo tran-
sitivo contenido en I~ [v], entonces K = K(>v) y fT[K] > w(v).

De donde, f es w-dominante. m

A diferencia de la Proposicién 3.2.1, para un conjunto dominante, Q C V,
la funcién ¢g - w no necesariamente es w-dominante como lo veremos en el

siguiente ejemplo.

w(u)=2 w(Vv)=3

Figura 3.4: Dy,

Ejemplo 3.2.2

El conjunto @ = {u} es dominante en D11, entonces la funcién ¢ - w no es

w-dominante en D11, ya que:

M pw) (V) wo(v) - w(v) + po(u) - w(u) =0+ w(u)

2<3=w).

Definicién 3.2.3 Sean € un conjunto cerrado de cadenas y f,w dos funciones
no negativas sobre V. Diremos que la funcion f es w-mansa, si para todo
v eV, tal que f(v) >0, entonces Ms(v) < w(v).

De manera similar, para una digrafica D y f,w dos funciones no negativas
sobre V (D), podemos decir que f es w-mansa, si para todo v € V(D) (con
f(w) >0), My(v) < w(v).

En otras palabras, para todo torneo transitivo, T' € % (D), tal que T C I~ [v],
ST < w(v).

Notemos que f = 0 siempre es w-mansa. Pues, para todo v € V(D) y cada
torneo, T C I~ [v], fH[T] =0 < w(v).
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Proposicion 3.2.6 Sean € un conjunto cerrado de cadenas y f,w, funciones

no negativas sobre V, si f es w-mansa, entonces [ es w-independiente.

Dem. Sea % un conjunto cerrado de cadenas con una funcién, f, w-mansa. Para

probar que f es w-independiente tomemos a C' una cadena de % .

Si para todo v € C, f(v) = 0, entonces
frCl =0 < max{w(u) : u € C}.

En caso contrario, consideremos a v = min {u eC: f(u) > O}, en particular
f(v) > 0. Como f es w-mansa y f(v) > 0, M;(v) < w(v) y por la manera en
que hemos tomado a v, fT[C(< v)] = 0. Asi,

fTC] = fIC(>v)] < My(v) < w(v) < max{w(v):v e C}.

De ambos casos podemos concluir que f es w-independiente. m

El enunciado reciproco de esta proposicion es falso, para mostrar ésto tene-

mos el torneo de orden 2 y las funciones f y w:

w(u)=2 w(Vv)=1
f(u)=1 f(v)=1

El conjunto de sub-torneos transitivos de esta digrafica consta de tres con-

juntos, a saber:
Ty={u}, donde fH[T3] = f(u) =1<2=uwlu),
Ty = {v}, cumple que [H[Ts]=f(v)=1=w(v) yen
T3 ={u,v}, [fT[T3]=f(w)+ f(v) =1+1=2=w(u)=méx {w(u),w()}.
Lo cual muestra que f es w-independiente. pero f no es w-mansa, ya que
flw)=1>0y
My(v) = f*[T5] = f(u) + f(v) =2 > 1= w(v).

Por ello, no toda funcién w-independiente es w-mansa.
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Definicién 3.2.4 Sean €, un conjunto cerrado de cadenas y f,w funciones
no negativas sobre V. f es un nicleo pesado si f es w-independiente y w-

dominante.

Analizaremos la existencia de los nucleos pesados comenzando en érdenes
parciales. Veremos que si la funcién de pesos es entera, existe un ntcleo pesado

entero.

Lema 3.2.7 Para cada orden parcial, P, y w : V(P) — (NU{0}) una funcidn,
existe una funcion f : V(P) — (IN U {O}), tal que f es un micleo pesado para
€ (P).

Dem. Para demostrar este lema, vamos a definir una funcién f de manera

recursiva. Para ello, definimos la profundidad de un vértice v, como
p(v) = méx{|C| : C es cadena en P(> v)}.

Para todo v € V, tal que p(v) =0 (v € M(P)), f(v) = w(v) y si p(v) > 0,
f(v) = max {w(v) — ms(v),0}.

Afirmamos que f es un ntcleo pesado para € (P).

= Sea C una cadena en . Probaremos que f es w-independiente por induc-

cién sobre |C.

Supongamos que |C| = 1, entonces existe v € V(P), tal que C = {v}.
Si v € M(P), entonces fT[C] = f(v) = w(v).
Si p(v) > 0, entonces fT[C] = f(v) = max {w(v) — ms(v),0} < w(v).

(HI) Supongamos que para toda cadena, C, en % (P), tal que |C| < k,
fFIC) < méx {w(v) :v e C}

Sea C' una cadena de cardinalidad k. Si v es el minimo de C, entonces
C’" = C —{v} es una cadena de cardinalidad k — 1, por hipétesis de induc-

cién,
FHO < mix fw(w) sue ')y F1IC)= FHICT+ ().
Por la eleccién que hemos hecho de v, p(v) > 0. Si f(v) = 0, entonces

fTIC] = 0] < méx{w(u) : v € C'} < méx{w(u):u € C}.



3.2. NUCLEOS PESADOS 75
En el caso en que f(v) = w(v) — my(v), tenemos que
FRCT= 1O+ f(v) = fHIC] + w(v) — my(v),

Como v es el minimo de C, entonces mys(v) > fH[C'(> v)] = fF[C],
entonces f1[C'] —my(v) < 0. Por tanto,

O +w) —mys(v) < wv) < méx{w(u) : ue C}.

De donde, fT[C] < méx{w(u) : u € C}. Asi, f es w-independiente.

= Por ultimo, veamos que f es w-dominante. Sea v € V(P). Si p(v) = 0,

entonces
My(v) = fH[{v}] = f(v) = w(v).

Cuando p(v) > 0, tenemos que f(v) = méx {w(v) — my(v),0}.
Si f(v) =0, significa que my(v) > w(v), entonces

My(v) = mys(v) > w(v).
Si f(v) = w(v) — ms(v), entonces
My (v) = mg(v) + £(v) = mp(v) +w(v) — ms(v) = w(v).
En cualquier caso, concluimos que f es w-dominante.

Por lo antes expuesto, f es un ntcleo pesado para € (P).

Como w es una funcién entera y por la manera en que construimos la funcién
f, se tiene que la imagen de f esta contenida en INU{0}, con lo cual, concluimos

la demostracion. m

Esta prueba también se puede aplicar cuando la funcién, w, no es entera,

pero el nicleo pesado resultante no necesariamente es una funcién entera.

Con el objetivo de aclarar la nocién de profundidad definida en la demos-
tracién y la manera de construir la funcién f, veamos el siguiente ejemplo en el

que se han dibujado los vértices de acuerdo a su profundidad:
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Ejemplo 3.2.3 Para el Lema 3.2.7

f(vi)=w(v;)=1 f(v,)=w(v,)=3

f(v)=0  f(v.)=2

f(v,)=max{1-f(v,),0}=0
f(ve)=3 f(v,)=0 f(v,)=max{0-f(v,),0}=0

f(vs)=max{5-f(v,),0}=2
f(v.)=max{4-[f(v, )+f(v,)],0}=3
f(v,)=max{1-[f(v,)+f(v,)],0}=0

Después de haber demostrado la existencia de niicleos pesados (enteros) en

ordenes parciales, veremos que éstos no son los 1inicos.

Teorema 3.2.8 Para cada conjunto cerrado de cadenas, € y cada funcion de

pesos (no negativa), w, sobre V, existe un nicleo pesado.

Dem. La prueba serd muy similar a la empleada en el Teorema 2.4.8 y usaremos

el Teorema de Scarf.

Sean C1, Cy, ..., Cy, las cadenas maximas por contencién de €. A cada cadena
C;, le agregaremos un vértice que serd su elemento minimo, formando la cadena
Cl=C;U{z}. Sea vy = 21,02 = 22, ..., Um = Zm, Umt1, ..., Up UNA enUmMeracion
de VU{z1,...,2m} y b € R™ un vector, tal que su i-ésima entrada estd dada
por b; = méx{w(v) : v € C;}. También, consideremos a las matrices de tamano

m X n, Ay B, cuyas entradas se definen de la siguiente manera.

Si v; € Cf, entonces a;; denota la posicién de v; en la cadena C] y b;; = 1.
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Siw; ¢ Cf, entonces ¢;; = 2r — j y b;; = 0 (para alguna r > n).

Asi, A, B y b cumplen las hipétesis del Teorema 2.4.6 (Scarf), por lo cual,
existe J C {n} tal que J es subordinado para A y existe a € R™, tal que para
cadaj¢ J,aj =0y B-a=b.

Para cada j > m, definimos f(v;) = ;. Afirmamos que f es un nicleo

pesado para % .

f es w-independiente, pues para cada cadena C' en ¥, existe i € [m], tal que
C C (Y, entonces:

el < el = ibijaj = b; = méx {w(v) : v € C;}.
j=1

f es w-dominante, pues para cada v; € V (j > m), existe ¢ € [m], tal que la

columna a’ se subordina con el indice ¢, por tanto:

My(v) > fH[CH=v)] = Y a; =b; = max{w(v) : v € C;} > w(v;).
jeJ
v;€C;

De donde, f es un nicleo pesado para . m

En particular si D es la unién de dos érdenes parciales, por el Teorema
anterior, D tiene un nucleo pesado. El siguiente objetivo serd probar que exis-
te un nucleo pesado entero en dicha unién. Para probar ésto, utilizaremos los

siguientes lemas:

Lema 3.2.9 Sean P un orden parcial y f,w funciones no negativas sobre V(P),

si f es un nicleo pesado de € (P), entonces f es w-mansa.

Dem. Procederemos esta demostraciéon por contradiccion. Supongamos que
existe un orden parcial, P, tal que f es nicleo pesado (con respecto a w), pero

f no es w-mansa.

Sea ug € V(P), tal que f(up) > 0y Ms(uo) > w(up), entonces existe una
cadena C € €(P), tal que fT[C(> ug)] > w(ug).

Denotemos a Ly = C(> ug). Como €' (P) es un conjunto cerrado de cadenas,

entonces Lo pertenece a € (P), ug es el minimo de Lo y fT[Lo] > w(ug).

Si uy es el vértice de peso maximo en Lg. Como f es w-independiente,
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w(uy) = max {w(z) : z € Lo} > fT[Lo] > w(up).

Por tanto, ug # w;. Como f es w-dominante, My(u1) > w(uy), es decir,
existe una cadena Ly, tal que u; es el minimo de Ly y fT[L1] > w(u;). Sea

ug € Ly, tal que w(ug) = max {w(z): z € L1}.

I—O L1
(u) (uy)

Si uy = ug, entonces w(u;) = w(uz) = méx {w(z): 2 € LyULy }. Como f es
w-independiente, fT[Li] < w(u1) = max{w(z) : 2 € Ly }. Tomando la cadena
Ky = Lo[ug,u1] U Ly de € (P), tenemos:

LO [UO, U, ] L1

fHEL] = fflug,ur) + fHLa] > fluo) +w(us)
> w(u) =max {w(z):z € K1}

Contradiciendo el hecho de que f es w-independiente. Por tanto ug >p ug.
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Repitiendo el proceso, como f es w-dominante, existe una cadena Lo, tal
que ug es el minimo de Ly y fT[L2] > w(ug). Si tomamos a uz € Lo, tal que
w(usg) = max {w(z) 1z € LQ}7 tendremos que uz > ug, pues si suponemos que

us = ug y consideramos a Ko = Lj[uy,us] U Lo,
K] > w(us) = méx {w(z) : 2 € Ly}
Contradiciendo la w-independencia de f.

Dado que P es finito, el proceso debe parar, llegando a una contradiccién
que surgié de suponer que f no es w-mansa. Por tanto, hemos demostrado el

Lema. m

Lema 3.2.10 Sean P un orden parcial, w : V(P) — INU {0} una funcién. Si
f,9:V(P)—= NU{0} son dos funciones w-mansas, tal que f > g y T C D(f),

entonces existe una funcidn entera h > g, w-mansa, que cumple:
1. h(v) = g(v) para todo v ¢ T.
2. T C D(h).

Dem. Sean P un orden parcial, w, f, g funciones y T' C D(f) que cumplen las
hipétesis del Lema y sea U =T — D(g). Si U = ), entonces h = g es la funcién

deseada.

Supongamos que U # {). Iremos extendiendo a la funcién g de manera que
se vayan dominando mas elementos de T'. Sea U; el conjunto de los elementos
mayores de U, entonces U; es un conjunto independiente. Consideremos la fun-
cién gy : V(P) — (INU {0}), definida por:

g(v) si v ¢ U
91(v) =
w(v) —mgy(v) st vel;

Debido a que g y w son funciones enteras, entonces g; también lo es. Si
v e U; CU, entonces v ¢ D(g), por tanto, My(v) < w(v). Asi:

91(v) = w(v) = my(v) > My(v) —my(v) = g(v).
Por tanto g1 > g.

Siwv ¢ T entonces v ¢ Uy, por lo cual, g1(v) = g(v) (91 cumple 1).
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Afirmacién 9 ¢; es w-mansa.

Tenemos que probar que para todo v € V(P), tal que g1(v) > 0, entonces

Mg, (v) < w(v) y lo haremos por casos:

Si v € Uy, entonces v es un elemento mayor en U. Es decir, que para cada

u>p v, u ¢ Uy y por tanto g1 (u) = g(u). Asi

My, (v) = myg, (v) + g1(v) = my(v) + w(v) —my(v) = w(v) (Ui C D(g1)).

Sive (V(P)—Up) y que f(v) > g(v) = g1(v) > 0. Como f es w-mansa,
My (v) < w(v), entonces, para cada cadena, C, tal que v € C'y C(> v)NU; = 0,
g [C(=v)] = gt[C(=v)] < fHO=v)] < My(v) < w(v).

Sea C una cadena que contenga a vy C(> v) NU; # 0. Como U; es un
conjunto independiente, entonces existe u € V(P), tal que C(> v) N Uy = {u}.
Dado que u € Uy C T C D(f), existe una cadena, C’, con u el elemento minimo
de ', tal que fT[C'] = M¢(u) > w(u). Como u >p v, fT[C'] = fH[C'(> v)].
Ademds, como {u} = C N Uy, para todo z € (C —u), g1(2) = g(z) < f(2). De
donde:

g C(zv)] = gi(u)+g{[C(>u)]+ g/ [Clv,u)]
w(u) —mg(u)] + g7 [C(> w)] + g*[Clv, u)]
() = my(u) +mg(u) + £ [Clv,u)]

[

IN
g

)
u) + fF[Clv,u)]
FHC+ £HClw,w)]
FHC' ]+ HC(< v))(z v)]

IAN
g

Tomando C” = C' U[C(< u)] (que es cadena de €(P) pues u € (CNC’)) y

dado que f es w-mansa, podemos concluir que:
g [C(Zv)] < FHC"(2 v)] < My(v) < w(v).

Concluimos que, para todo v € V(P), tal que g1(v) > 0, Mgy, (v) < w(v),

probando la Afirmacién 9.

Como dijimos anteriormente, U; C D(g;) y debido a que g1 > g, entonces
(D(g)ulUy) € D(g1). SiU =T — D(g) € D(g1), h = g1 es la funcién buscada.
En caso contrario, repetiremos el procedimiento definiendo Us el conjunto de

elementos mayores de U — D(g1).
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o
U=T-DOM(g)

Consideremos la funcién go, definida por:

g1(v) si vé Uy
92(v) =
w(v) —mg, (v) si veU

Debido a que g1 y w son funciones enteras, go también lo es. Ademaés si
v € Us, v ¢ D(g1) (Mg, (v) < w(v)), entonces

g2(v) = w(v) = my, (v) > Mg, (v) = mg, (v) = g1(v).

Asi, g2 2 g1. Més atin, siv ¢ T, v & (U2 UUL) y g2(v) = g1(v) = g(v) (g2
cumple el inciso 1).

Afirmacién 10 g, es w-mansa.

Hay que probar que para todo v € V(P), tal que go(v) > 0, entonces

My, (v) < w(v) y lo haremos practicamente igual que con g;.

Si v € Uy, como v es un elemento mayor en U — D(g1), para todo z >p v,
z ¢ Usy g2(2) = g1(2). Asi,

Mg, (v) = Mg, (v) + g2 (v) = Mg, (V) +w(v) =My, (V) = w(v).

Si v € Uy, para todo u >p v, se tiene que u ¢ Us (gg(u) = gl(u)). Como
g2(v) = g1(v) ¥y g1 es w-mansa M, (v) = Mgy, (u) < w(u).
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Supongamos que v ¢ (Us U Uy), entonces f(v) > g(v) = g1(v) = ga(v) > 0.

Sea C una cadena de € (P) que contiene a v.
Si C(> v)NU; =0, dado que g; es w-mansa,
93 [C(= v)] = g{ [C(= v)] < My, (v) < w(v),

En caso contrario, C(> v) NUs # . Como Us es un conjunto independiente,
existe u € V(P), tal que C N Uy = {u}, entonces u € Us C T C D(f). Es decir,
existe una cadena C’, tal que u es el minimo de C" y f[C'] = M¢(u) > w(u).
Como u >, v, fH[C'] = fT[C'(> v)]. Por otro lado, {u} = C N Us, para todo
ze C(<u),z¢ (UUUy)y g2(2) = q1(2) = g(2) < f(2) y paratodo z € C(> u),
g2(2) = g1(2). Asi:

92(u) + g5 [C(> )] + g5 [Clv, w)]

[w(u) —mg, (w)] + g1 [C(> w)] + f[Cv, u)]
w(u) — myg, (u) +mg(u) + f7[Clv, u)]

w(u) + f[C[U u]]

RO+ fH(Clo, w)]

F1O' (= o) + fH[C(< w)(= v)]

g3 [C(= v)]

IN

IN

Si consideramos a C”" = C" U C(< u) y debido a que f es w-mansa:
93 [C(Z v)] < fH[C"(= v)] < My (v) < w(v).

Por tanto, para todo v € V(P), tal que g2(v) > 0, My, (v) < w(v), probando

la Afirmacién 10.

Si v € Uy, entonces para todo z >p v, g2(z) = g1(2). Por tanto,
My (0) = gy (0) + G3(0) = 1 (0) + 0(0) — gy (0) = (o),
De donde, Us C D(g3). Siv € D(g1), como g2 > ¢1
Mg, (v) > My, > w(v).
Por tanto (D(g1) UUz) € D(gz).

Si para todo v € U, v € D(g2), entonces T C D(g2) y h = g2 es la funcién
buscada. En caso contrario, continuando el proceso, llegaremos a una funcién

que domine a T por completo, pues T es finito. =
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Habiendo demostrado los Lemas 3.2.9 y 3.2.10, proseguiremos a demostrar
que en la unién de dos érdenes parciales, P U @Q, y una funcién de pesos entera,

w, existe un ntcleo pesado entero manso.

Definiremos inductivamente una sucesién de conjuntos, Sp, S1,S2, ..., tales
que So C S1 =5 CS3=58,C..=8;,C S2n+1 = SQ(7L+1)"'? también defini-

remos una sucesion de funciones fi, de manera que ambas sucesiones satisfagan:

1. Si k = 2n, entonces fy, domina a Ss, en @, domina a (V — Sy,) en Py

fon €s w-mansa en P.

2. Si k =2n+1, entonces fo,+1 domina a So,+1 en Q y fopq1 €s w-mansa
en Py Q.

3. Paratodan € N, fon > fon—1 ¥ font1 < fon-

Notemos que si fa, es w-mansa en (), entonces seria w-independiente en P
y @ (por la Proposicién 3.2.6), y como fa, es w-dominante en ambos, fa, serfa
nucleo pesado.

Si font1 domina a (V' — Sa,41) en P, entonces seria w-dominante en ambos
6rdenes y como es w-independiente (por la Proposicién 3.2.6), fo,41 serfa el

nucleo pesado buscado.

Teorema 3.2.11 Para cada P y @ drdenes parciales sobre el mismo conjunto
de vértices, V, y w una funcion de pesos entera no negativa sobre V, existe un

nicleo pesado entero manso en &2 = PUQ.

Dem. Sea & = P U Q una pareja de ordenemos parciales sobre un conjunto V'
yw:V — (NU{0}) una funcién.

= Por el Lema 3.2.7, P tiene un nucleo pesado entero fy. Por el Lema 3.2.9,
fo es w-mansa. Consideremos a Sy = (), entonces fo domina a (V—Sp) =V

en P, con lo cual, fy y Sy satisfacen las condiciones 1. y 3.

Si fo es w-mansa en @, entonces f = f es un nicleo pesado entero de Z.

En otro caso, continuaremos construyendo las sucesiones.

= Supongamos que fy no es w-mansa en () y sea v; un elemento mayor de
Q entre los vértices que cumplen que fo(v1) > 0 y existe una cadena C en
€(Q), tal que fi [C(>v1)] > w(vy).

Definimos f1(v1) = méx {w(vi) — f [C(> v)],0} y para todo = # vy,
fi(z) = fo(x) y sea S1 = So U {v1} D Sp. Por tanto,
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filv)) =0y fCE=v)] = ffIC>vi)] > w(w) 6
fio) >0y fECE )] = 506 v)] + filv) = w(v)

Es decir, f; cumple la definicién de w-mansa en v; (en Q) y fi1 domina a
v1 (en @). Si fi no es w-mansa en @, repetimos el proceso tomando un
nuevo elemento, v2 € (V — S7), mayor en @ para el cual no se cumpla
la definicién y obtenemos una nueva funcién f; cambiando Unicamente la
imagen de vy y agregdndolo a Sy. Repetimos este proceso hasta llegar a

una funcién fi, la cual es w-mansa en @) y que domina a S; en Q.

Si f1(v;) = 0, entonces f1(v;) < fo(v;), en otro caso

fi(vi) = w(v) = £ [C(> vi)] < [T [C(= vi)] = T[C(> vi)] = fo(vi)-

De ambos casos tenemos que para todo v; € S1, fi(v;) < fo(v;). Asi,
f1 < foy como fy es w-mansa en P, f; también lo es cumpliéndose las

condiciones 2. y 3.

Supongamos que hemos construido 2n — 1 funciones y conjuntos que cum-
plen las condiciénes 1. 2.y 3. Si fa,—1 domina a (V —Ss,,_1) en P, entonces

f = fan—1 es un nicleo pesado entero de Z.

Digamos que fa,—1 no domina a (V — Sg,—1). Por 3., fop,—1 < fop—oy
por 1. y 2., ambas funciones son w-mansas en P. Por 1., fs,_5 domina
a (V — Sy,_2) en Py como Sy,_2 C So,_1, entonces fo,_o domina a

(V = 89,-1) =T en P. Por tanto fa,_2, fon—1 vy T cumplen las hipdtesis
del Lema 3.2.10.

Aplicando dicho Lema, existe una funciéon h = fo, w-mansa en P, tal
que para todo v € Sop—1 = Son, fon(v) = fon—1(v), fo, domina a
T=V—-58,1=V—-8,en Py fo, > fopn_1. Como fo,_1 domina
a Son_1 = Sopn en @, entonces fo, también domina a S, en Q. Asi, fo,

satisface las condiciones 1. y 3.

Por ultimo, supongamos que hemos construido 2n funciones y conjuntos
que cumplen las condiciones 1. 2. y 3. Si fo, es w-mansa en (), entonces
f = fan es el nicleo pesado que buscamos. En caso contrario, cambiaremos
la imagen de los vértices para los cuales f5, no es w-mansa de la misma

manera en que lo hicimos al crear f;, empezando por los mayores.
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Si v es uno de estos vértices, entonces existe una cadena C' en € (Q), tal que
[ [C(= v)] > w(v). Definimos fon41(v) = max {w(v) — f3,[C(> v)],0}
y para todo z # v, fon(x) = fon—1(x), obteniendo asi una funcién fa,41
la cual serd w-mansa en (). Como fa, es w-mansa en Py fop11 < fon
entonces fo,+1 también es w-mansa en P. Recordemos que cada vértice
modificado se anade a Sy, hasta crear el conjunto S, 1. Sélo resta de-

mostrar que fa,+1 domina a Sa, 41 en Q.

Sea D el conjunto de vértices a los que se les modificé su imagen durante

este proceso. Es decir,

D={veV: for(v) > font1(v)}

Entonces So,+1 = Sa, U D, de igual manera que al crear fi, para todo
v € D:

Mf2n+1(v) = mf2n+1(v) + f2n+1(v)
35[0 (> v)] + méx {w(v) — e v)],O}
max {w(v),f;;b[C(> v)]} > w(v).

Y

Asi, fon+1 domina a D en Q.

Sea v € (S, — D), entonces fo, (v) = fani1(v). Por la condicién 2., fo, 1
domina a Sa,_1 = Sa, en @, entonces existe una cadena C' en € (Q), tal

que
fanalC(z )] 2 w(v) (1)

Si para todo u € C(> v), fant1 = fon—1, entonces fy, 1 [C(> v)] > w(v)
(fan+1 domina a v en Q). En otro caso, sea v’ el minimo de C(> v), tal

que fopt1 < fan—1. Por la condicion 2., fo,—1 es w-mansa, entonces
[ alCu)] <w()  (2)

Como «’ es un minimo, para todo x € Clv,u’), fant+1(2) > fon—1(z), por

lo cual

f2tz+1 [C[’U, u/)] > f2tl—1 [C[U7 u’)] (3)
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Por la condicién 3., fan41(u') < fon—1(u') < fan(v'). Es decir, ' € D.
Entonces existe una cadena C’ de €(Q), tal que v’ € C' y

fana[C(Z )] Z w(')  (4)

Sea C" = C'(> v')UClv,u’) (cadena de € (Q), pues v’ € (C'NC) y Q es
transitivo), usando (1), (2), (3) y (4):

fth+1[CN(Z U)] fztz-s-l[cl(z U/)] + f2+n+1 [C[U:U/)]
w(') + fof, 1 [Clv,u')]
[ [C=uN)] + [, 1 [Clv, )]

fah 1 [C(Zv)] = w(v)

AVARRLY,

Por tanto, fa,4+1 domina a So,41 y cumple las condiciones 2. y 3.

Si la sucesién Sy, es estricta creciente, el proceso se detiene en un paso 2n+1,
en el cual So,,11 = V'y fopt1 €s w-mansa en Py @ (por tanto w-independiente),
y domina a Sa,,11 = V en @ (es w-dominante). Por tanto f = fa,,41 es el niicleo

pesado que buscamos.

Si existe k € IN, tal que S = Sigy+1 = Sk+2 = ..., implica que en un paso
impar, 25 +1, D C S, donde D es el conjunto de vértices para los cuales fo;
no es w-mansa en . Como el proceso requiere disminuir el valor de la imagen
de los elementos de D y las funciénes f; son enteras, existe 7 € IN, tal que
para todo z € Syji1, faj741(2) = 0. Por tanto, f = fa;:42, domina a Ssj o
en @, domina a (V' — Sa;12) en P y es w-mansa tanto en P como en @ (pues
los vértices que fallaban en @, ahora tienen imagen cero), obteniendo el nicleo

pesado deseado. m



Conclusiones

Encontramos propiedades de las funciones fraccionales (independiente, do-
minante y fuerte), expusimos su comportamiento y la relacién que tiene con
las nociones usuales, incluso encontramos una caracterizacion de las digréaficas

semicompletas en la Proposicién 2.1.7.

Dimos una presentacién del Teorema de Scarf (Teorema 2.4.6), un pequeno
ejemplo de lo que son los conjuntos subordinados y bases factibles y como se
pueden aplicar en una digrafica clan-aciclica, para obtener un niticleo fracciona-

do fuerte.

Exhibimos algunas propiedades de las graficas perfectas, demostramos que
dichas gréficas son nicleo solubles utilizando (fuertemente) la sustituciéon de
vértices. Esta sustitucién nos llevé a una caracterizacion de las graficas perfec-
tas (Corolario 2.5.8).

Por ultimo, mostramos la conexién que existe entre los 6rdenes parciales y la
clase de las digraficas transitivas aciclicas y vimos coincidir la nocién de nicleo
en dichos érdenes con la nocién usual (Proposicién 3.1.1). Expusimos algunas
propiedades de los nucleos pesados como generalizacion de los ntcleos fraccio-
nados y la obtencién de un nticleo pesado entero en la unién de dos ordenes

parciales.

Queda como conjetura que la unién de un nimero finito de 6rdenes parciales

tiene un ntucleo pesado entero.
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