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Resumen

En esta tesis estudiamos la dinamica de los portadores de carga del grafeno
en interaccion con campos electromagnéticos. Pusimos énfasis en analizar
aspectos analogos a los que aparecen en la electrodinamica cuantica, a los que
llamamos fenémenos cuasirelativistas o pseudorelativistas. Estos fenémenos
se originan debido a que la dindamica de los portadores de carga a bajas
energias se puede modelar por la ecuacion de Dirac para particulas de masa
nula.

En el caso del campo eléctrico constante en el limite de campo débil,
encontramos que la corriente eléctrica es dominada por la corriente de po-
larizacién. La corriente se caracteriza por la conductividad o = €2?/4h, que
coincide en orden de magnitud con el valor observado para la conductividad
minima del grafeno.

En el limite de campo intenso se obtuvo una expresién analitica explicita
para la produccién de pares electrén-hueco como funcién del tiempo n(t). Se
encontro que existen dos regimenes separados por el tiempo de Schwinger
ts. Para tiempos cortos t < tg la produccion de pares tiene una dependencia
cuadratica tanto en el tiempo como en el campo eléctrico. Mientras que para
t > tg la produccién de pares es lineal en el tiempo y tiene una dependencia
Eg/ ? en el campo eléctrico. En este régimen la corriente eléctrica estéd do-
minada por la corriente de conduccién y es proporcional a la densidad del
ntimero de pares electron-hueco n(t).

En el caso del grafeno en interaccion con una onda electromagnética clési-
ca, consideramos inicialmente el caso de polarizacion lineal. En el limite en
el que los portadores de carga se propagan paralelamente a la direccién de
polarizacién de la onda obtuvimos una soluciéon analitica explicita. En el caso
general determinamos numéricamente el espectro de cuasienergias. Encontra-
mos que en el punto de Dirac k = 0 no se generan brechas. Determinamos
la corriente eléctrica inducida por la onda electromagnética con polarizacion
lineal. Corroboramos que los efectos no-lineales dan lugar a la generaciéon de
armoénicos impares de orden mayor. Adicionalmente calculamos los campos
de radiacion inducida, lo cual nos permitié estimar el orden de magnitud de
la intensidad de la radiacion para el primer y tercer armoénico.

En el caso de irradiacion por una onda polarizada circularmente encon-
tramos que siempre se produce una brecha en los puntos de Dirac x = 0.



Adicionalmente observamos que conforme aumenta el valor del acoplamiento
A, se abren sucesivamente brechas en los siguientes puntos de cruce.

Al estudiar la interaccion del grafeno con un campo electromagnético
cuantizado, implementamos un método que nos permitié encontrar una so-
lucion analitica aproximada. Uno de los resultados mas importantes es que
cuando el grafeno es irradiado por una onda electromagnética polarizada cir-
cularmente se generan estados ligados electron-fotén, que representan cuasi-
particulas masivas con una relacién de dispersion relativista.

Contar con una solucién analitica explicita nos permitié estudiar la evo-
lucion temporal de paquetes de onda. Consideramos el efecto combinado de
la luz coherente con una distribucion de momentos. Se encuentra toda una
estructura novedosa, como resurgimientos seccionados o suprimidos depen-
diendo de los valores de los parametros. Lo anterior es resultado de la inter-
ferencia entre la modulacién producida por el estado coherente de fotones y
la distribucién de momentos.

En el dltimo capitulo estudiamos al grafeno en interaccién con un campo
magnético en forma de barrera con un perfil suave tipo hiperbdlico. Las
ecuaciones de Dirac que describen el problema se pueden analizar dentro
del formalismo de la mecanica cuantica supersimétrica. Encontramos una
solucién analitica compacta para la funcién de onda de los portadores de
carga asi como una férmula para sus eigenvalores.

Al estudiar el problema de dispersién obtuvimos una férmula compacta
para el coeficiente de transmisién, esto nos permitié identificar condiciones
resonantes en las que la barrera se vuelve transparente. Sin embargo, en gene-
ral encontramos que la barrera puede actuar como filtro ya que solo energias
y direcciones especificas de los electrones incidentes pueden atravesarla.



Capitulo 1

Introduccion

El grafeno [1] se ha convertido en un tema de intenso estudio y ha desper-
tado un enorme interés a partir de su descubrimiento experimental en 2004
[2]. Esto se debe a sus propiedades extraordinarias que prometen dar lugar
a diversos desarrollos tecnoldgicos, en particular se considera que laminas de
grafeno podrian llegar a sustituir a los semiconductores tradicionales.

En los estudios previos de semiconductores en heteroestructuras se con-
sideraba al sistema como bidimensional, a pesar de que en realidad el grosor
del mismo comprendia entre 10 a 100 capas atémicas. En cambio el grosor
del grafeno corresponde a una sola capa de dtomos de carbono arreglados
en una estructura hexagonal, tipo panal de abeja. El grafeno es el primer
ejemplo de un cristal verdaderamente bidimensional. Por lo anterior con el
grafeno el estudio de la fisica de electrones confinados en sistemas bidimen-
sionales cobra renovado interés. Cabe senalar que aparte del grafeno, mas
recientemente otras formas de cristales bidimensionales han sido obtenidos;
tal es el caso del siliceno y del germaneno [3, 4].

El grafeno se habia estudiado tedricamente por mas de medio siglo. En
1947 P. R. Wallace [5] analizé la estructura de bandas del grafeno, encon-
trando que presentaba un comportamiento inusual semi-metélico, con una
relacion de dispersion lineal alrededor del punto de contacto entre bandas.
Esto da lugar a excitaciones electrénicas descritas por la ecuacién de Dirac [6].
Se dice que el grafeno tiene un comportamiento semi-metdalico [7], ya que no
existe una brecha entre las excitaciones de valencia y las de conduccién. Sin
embargo se consideraba que no era posible aislar experimentalmente sistemas
estrictamente bidimensionales. Lo anterior se debe a que existian considera-
ciones teodricas que hacian pensar que las estructuras bidimensionales eran



inestables debido a las fluctuaciones térmicas de largo alcance, de acuerdo al
teorema de Mermin-Wagner [8]. La paradoja se resolvié al comprobar que,
si bien el grosor del grafeno es el de una sola capa de atomos, el sistema es
estabilizado por distorsiones transversales de la red, por lo cual en realidad
una capa de grafeno suspendido muestra pequenas corrugaciones, las cuales
han sido observadas experimentalmente [9] (En la figura 1.1 se observa una
representacion artistica). En otras palabras el grafeno es bidimensional pero
no es plano.
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Figura 1.1: Ondulaciones en grafeno. Representacion artistica, créditos Jan-
nik Meyer

El grafeno destaca por sus extraordinarias propiedades eléctricas, térmicas
y Opticas; razones por las cuales se espera que tenga importantes aplicacio-
nes practicas. Se caracteriza por su excelente conductividad, que es incluso
miles de veces mayor que la conductividad del cobre [10], aunque su valor es
muy sensible al tipo de sustrato en el que se encuentre. La mayor movilidad
de sus portadores de carga se alcanza cuando estd suspendido en aire [11].
Cifras conservadoras para la movilidad de los portadores de carga del grafeno
exfoliado sugieren valores de 200,000 cm?V ~1s~! [12, 13, 14], sin embargo se
han reportado valores de hasta 1,000,000 cm?V ~1s~1 [15]. Cerca del punto de
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Dirac la concentracion de los portadores de carga del grafeno tiende a cero
y los portadores pueden transportarse de manera balistica (sufriendo muy
poca dispersién)|[7, 14, 16], un hecho muy interesante observado experimen-
talmente es que si ademds consideramos el limite de temperatura cero, se
observa experimentalmente la existencia de una conductividad minima finita
del orden de (e*/h) [17].

El grafeno destaca también por su elasticidad y resistencia mecéanica. Es
mucho mas resistente que el acero, ya que se ha medido una resistencia a
la ruptura de aproximadamente 40 N/m y su médulo de Young es aproxi-
madamente de 17 Pa [12]. Por otro lado es sumamente maleable, debido a
su estructura mono-capa puede doblarse y desdoblarse facilmente. El arreglo
hexagonal en el grafeno lo hace muy denso, lo cual le otorga otra interesante
propiedad: es impermeable a una gran cantidad de gases [18]. Sin embargo,
recientemente se encontré que el grafeno permite el flujo de protones a través
del mismo [19], propiedad que podria resultar muy importante, ya que a fu-
turo se podrian utilizar membranas de grafeno para tamizar el hidrogeno de
la atmésfera con la finalidad de generar electricidad.

Respecto a la conductividad térmica para grafeno suspendido, a tempera-
tura ambiente puede alcanzar valores del orden de 5000 Wm™tK ! [20]. Di-
cha conductividad se debe al transporte de fonones balisticos [21], de ahi que
la conductividad disminuya al colocar al grafeno en un substrato pues se in-
crementa considerablemente el niimero de canales de dispersién. Por ejemplo
la conductividad térmica del grafeno en un substrato de didéxido de silicio
alcanza un valor de 600 Wm 'K~ [20].

En relacién a las propiedades opticas del grafeno notamos primero que
el grafeno es un material muy transparente. Una mono-capa absorbe solo el
2.3% de la luz incidente [22], mientras que el resto de la radiacién es trans-
mitida. Aunque tiene un rango amplio de absorcién en el espectro visible, su
pico de absorcién se encuentra en el ultravioleta [23]. Cuando el grafeno es
sometido a pulsos de un laser infrarrojo de picosegundos se observa luminis-
cencia blanca debido a que el laser crea un plasma de electrones y huecos que
se recombinan en un espectro amplio de energfas [24]. Debido a estas carac-
teristicas (transparencia y delgadez) el grafeno podria ser 1til en pantallas
flexibles [20, 25, 26].

Uno de los aspectos méas interesantes desde el punto de vista tedrico del
grafeno es que las excitaciones de baja energia para los portadores de carga se
describen por una ecuacién relativista de Dirac. Tal y como se mencioné an-
teriormente al estudiar la estructura de bandas del grafeno en el modelo de



acoplamiento fuerte, se obtiene que a bajas energias la relacién de dispersién
resulta ser lineal, lo cual es consistente con la dindmica de una particula de
masa nula. Esta relaciéon de dispersion lineal, valida en el régimen de bajas
energias, es similar a la que se presenta en la electrodindmica cudntica (QED)
en el caso de fermiones sin masa, excepto que los portadores de carga en gra-
feno se mueven con una velocidad vy que es del orden de vy ~ 10%m/s, la
cual es 300 veces menor que la velocidad de la luz en el vacio c.

El hecho de que la dindmica de los portadores de carga en grafeno se
describan por una ecuacion tipo Dirac, es una consecuencia de la estructura
cristalina del grafeno. La red hexagonal consiste a su vez de dos subredes
triangulares A y B (ver fig. 1.2 en la siguiente seccién). Las bandas de valen-
cia y conduccion del grafeno son en general descritas por matrices de 2 x 2
cuyas entradas se asocian a las subredes A y B respectivamente. Los grados
de libertad asociados a las dos subredes se suelen identificar como dos com-
ponentes de iso-espin del problema [27]. Como veremos més adelante, una
excitacién electronica en el grafeno a bajas energias esta caracterizada por el
momento lineal k del fermién y por su helicidad o quiralidad (o = £1/2), la
cual se define como la proyeccion del operador de momento a lo largo de la
direccion del isoespin (o pseudoespin). Esta quiralidad no se refiere al espin
real del electron, sino al pseudoespin asociado a las dos componentes de la
funcién de onda, que como mencionamos estan relacionadas con las subredes
Ay B. Por las razones anteriores el grafeno brinda un puente entre la fisica
de materia condensada y la electrodinamica cuantica.

Al ser descrito por una ecuacién de Dirac se espera que el grafeno presente
varios fendmenos predichos por la electrodindmica cudntica (QED). Proba-
blemente el ejemplo mas claro es la paradoja de Klein; cuando una particula
cargada cuya energia es mayor al doble de su masa incide sobre una barrera
de potencial, la particula puede atravesar la barrera sin importar que tan
ancha o alta sea y sin dar lugar a una componente reflejada. Este efecto pre-
dicho hace varias décadas por la electrodinamica cuantica no habia podido
ser observado en la fisica de particulas, porque debido al valor de la masa
del electron se requieren campos eléctricos enormes, mayores a los que se
pueden producir en el laboratorio. Sin embargo en grafeno este efecto ocurre
de manera constante debido precisamente a la masa nula de los portado-
res de carga, siendo en buena medida el origen de las altas conductividades
observadas en el grafeno [28, 29].

El comportamiento inusual de los fermiones de Dirac en presencia de
potenciales confinantes se relaciona con el fendmeno conocido como “Zit-
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terbewegung”, el cual produce oscilaciones rapidas de la corriente eléctrica
debido a la interferencia entre las componentes de energia positiva y nega-
tiva (particula y anti-particula). Se ha propuesto que el Zitterbewegung es
el origen fisico de la conductividad eléctrica minima observada en el grafeno
[30].

En el punto de Dirac la concentracién de portadores de carga del grafeno
tiende a cero, por lo que se podria esperar que la conductividad se anulara;
sin embargo se observa experimentalmente la existencia de una conductivi-
dad minima finita como comentamos anteriormente. Parte de la explicacién
de esta conductividad minima finita es la dificultad de localizar fermiones
de masa nula; cerca de los puntos de Dirac el tltimo electrén o hueco puede
transportarse de manera balistica (sufriendo muy poca dispersién), con lo
cual contribuye al valor finito €?/h de la conductividad independientemente
del tamano de la muestra de grafeno.

Otros fenémenos interesantes de tipo pseudorelativista, es decir origina-
dos en la descripcién del grafeno por medio de la ecuacién de Dirac, son la
produccién de pares o mecanismo de Schiwnger [31] y el efecto cudntico de
Hall anémalo. El mecanismo de Schiwnger se refiere a la produccion de pares
de particulas y antiparticulas a partir del vacio al aplicar un campo eléctrico
intenso. Hace més de medio siglo Schiwnger calculé la amplitud de probabi-
lidad para la produccién de pares electron-positron para el caso de un campo
eléctrico E constante [32]. A pesar de su importancia dicho resultado no se
ha comprobado experimentalmente, debido a que la amplitud de produccion
es significativa para campos eléctricos para los cuales la energia es mayor que
2mc?, donde m es la masa del electrén. Esta condicién requeriria de campos
eléctricos inmensos del orden de E =~ 106 V/cm, valores que claramente no
pueden ser alcanzados en los laboratorios. El hecho de que los portadores
de carga efectivos tengan masa nula, nos permite preguntarnos acerca de las
posibles manifestaciones del mecanismo de Schiwnger en el grafeno y de la
posibilidad de observar alguna manifestacién experimental de dicho mecanis-
mo. En el siguiente capitulo estudiaremos una forma sencilla de calcular la
amplitud de produccion de pares en grafeno y comentaremos acerca de sus
posibles consecuencias fenomenolégicas.

Finalmente nos referimos al efecto Hall cudntico anémalo o no convencio-
nal el cual ya ha sido observado experimentalmente en el grafeno [33, 34, 35].
Como es bien sabido los electrones confinados a moverse en un plano y su-
jetos a un campo magnético perpendicular describen orbitas circulares. En
el ambito cuantico dichas orbitas estan cuantizadas y el espectro de energias



es discreto, dando lugar a los niveles de Landau los cuales tienen una gran
degeneracion ya que los centros de las érbitas pueden ocupar cualquier lu-
gar del plano. En el caso no relativista la energia de los niveles de Landau
estd dada por la expresién E, = (n + %)hwc donde la frecuencia de ciclotrén
estd dada por w, = eB/m yn=0,1,2,3.... Los elementos anteriores resul-
tan esenciales para entender el efecto cuantico de Hall. Por ejemplo el efecto
cuantico de Hall entero se relaciona con el llenado completo de cada uno de
los niveles de Landau [33], dando lugar a la cuantizacién de la conductividad
de Hall de acuerdo a la formula o, = (€2/h) n, donde n es el maximo nivel de
Landau que se ocupa completamente y que se manifiesta por la aparicion de
mesetas en la conductividad transversal, que aparecen al variar la densidad
de electrones, o la intensidad del campo magnético.

El efecto cuantico de Hall (QHE) en grafeno es probablemente la de-
mostracion mas contundente acerca de la estructura pseudorelativista y del
caracter no masivo de los portadores de carga del grafeno. Lo anterior debido
a la verificacién experimental de los fenémenos QHE entero [7, 36] y QHE
fraccionario [33, 34]. En el caso relativista y para portadores de carga de
masa nula el espectro de los niveles de Landau estd dado por la formula

Epo = £1/2lel B (n+1/2 + o), (1.1)

donde el niimero cuantico n toma nuevamente los valores n = 0,1,2,3...,
pero ahora los niveles dependen también de la quiralidad de los portadores
de carga 0 = £1/2. Ademds de una dependencia del espectro E,, , VB
con respecto al campo magnético, en lugar de la dependencia lineal.

La féormula anterior tiene peculiaridades caracteristicas de los fermiones
relativistas que dan lugar a las novedades que se observan en el QHE del
grafeno. Por un lado tenemos ahora niveles de energia positiva que son lle-
nados por los electrones y niveles de energia negativa que se manifiestan con
las excitaciones de los huecos. Ademas tenemos la existencia de un nivel de
energfa cero, que se resulta de tener n = 0y 0 = —1/2. La existencia de este
nivel de energia cero da lugar precisamente al QHE anémalo observado en el
grafeno. En este caso al variar la densidad de electrones alrededor del pun-
to de neutralidad o cono de Dirac, se observan mesetas correspondientes al
llenado completo de los niveles de Landau correspondientes tanto a energias
positivas como negativas. Como mencionamos dichas mesetas se relacionan
con el llenado completo de un nivel de Landau determinado. Se puede demos-
trar que la degeneracién del nivel de energia cero E =0 (n =0, 0 = —1/2)
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acomoda sélo la mitad de estados posibles provenientes de la banda de con-
duccion y la otra mitad de la banda de valencia. Esta peculiaridad da lugar
a un corrimiento o anomalia en la cuantizacién de la conductividad de Hall
para el grafeno. La secuencia de mesetas cuantizadas en o, se desplaza por
valor de 1/2 con respecto a la expresién usual que se observa para el efecto
cuantico de Hall. El resultado toma la forma o,, = 4(e*/h) (n+ 1/2), donde
n nuevamente se refiere al indice de Landau y el factor 4 toma en cuenta la
degeneracion del espin y la asociada a los dos puntos equivalentes de Dirac.
La comprobacion experimental de este resultado muestra claramente que los
portadores de carga en grafeno se comportan como fermiones de Dirac con
masa nula.

1.1. El grafeno

El grafeno consiste en una mono-capa de atomos de carbono agrupados
en una estructura conformada por celdas hexagonales cuyo patron asemeja a
un panal de abejas. La red hexagonal del grafeno no es una red de Bravais sin
embargo esta estructura puede verse como la superposicion de dos subredes
triangulares idénticas que si son redes de Bravais. En la siguiente figura (fig.
1.2) se observa un esquema de la superposicién de las dos redes triangulares.

Las propiedades singulares tanto electronicas como mecanicas del grafeno
provienen del arreglo entre los atomos de carbono.

El carbono en su estado base, tiene cuatro electrones de valencia; dos en
la subcapa 2s y dos en la subcapa 2p. Cuando forma enlaces con otros atomos
de carbono la hibridacién sp? entre un orbital s y dos orbitales p da lugar a
una estructura triangular plana con la formacién de un enlace o entre atomos
de carbono que estan separados por una distancia de 1.42 A. La banda o es
la responsable de la estabilidad de la estructura de las redes que se forman
en las diferentes formas alotrépicas del carbono.

Debido al principio de exclusion de Pauli estas bandas tienen una capa lle-
na y por tanto forman una banda de valencia profunda. El orbital sin afectar
p el cual es perpendicular a la estructura plana, puede enlazar covalentemen-
te con sus atomos de carbono vecinos dando como resultado la formacion
de una banda 7. Como cada orbital p tiene un electron extra, resulta que la
banda 7 se llena a la mitad[l]. Estas bandas llenas a la mitad permiten que
los electrones se muevan libremente, dando lugar al comportamiento metalico



D

Figura 1.2: Estructura hexagonal del grafeno. Imagen tomada de ref.[27].

del sistema.

Figura 1.3: A la izquierda se muestran los vectores a; y as que definen una red
triangular en el grafeno, también se muestran los vectores ¢’s que localizan
a los primeros vecinos. A la derecha se muestra la primera zona de Brillouin
cuya forma es hexagonal asi como los vectores by y by de la red reciproca,
ademés de los puntos de Dirac K y K’. Imagen tomada de ref. [1]



En la figura (fig.1.3) se muestran algunas celdas del grafeno y se diferen-
cian las dos redes triangulares con los colores amarillo y azul. La red completa
tiene dos atomos por cada celda unitaria. Los vectores base de una de las
redes triangulares se pueden elegir como

a a
a; = 5(\/57 1)a Ay = 5(\/37 _1)7 (12)
donde a ~ 1.42 A es la distancia entre dtomos contiguos de carbono dentro de
la red triangular; notamos que los vectores base estan normalizados a; - a; =
a®. La red reciproca se puede generar por los vectores reciprocos que estan

dados por
2T 1 2T 1
bj=—|—4,1], by=—|[—,—-1], 1.3
=) =T .

observamos que los vectores reciprocos cumplen con la condicién: a; - b; =
27'['5”

Es necesario especificar en el espacio real los vectores que determinan
la posicién de los tres primeros vecinos y es importante notar que los tres
primeros vecinos corresponden a atomos de la segunda red triangular. Estos
vectores estan dados por

81 =3(LV3), &y =3(1,—V3), & =—a(L,0). (1.4)

Para describir la dinamica de los portadores de carga en grafeno considera-
mos el formalismo en la aproximacion de amarre fuerte. Para ello suponemos
que en la vecindad de cada atomo de la red hexagonal el electrén de valencia
estd caracterizado por el orbital atémico p, descrito por una funciéon de onda
|67') 0 |¢F), dependiendo si el electrén se localiza en la posicién R de la red
A o RJB de la red B.

El hamiltoniano de amarre fuerte a primeros vecinos para grafeno permite
el salto de un electrén en un dtomo localizado en el punto R a sus vecinos
mas cercanos localizados en Rf . Es decir un electrén de la subred A puede
saltar a cualquiera de los tres atomos mas cercanos, los cuales pertenecen a
la red B. El hamiltoniano tiene la forma

Ho=—t> {lo)) el +167) (671}, (1.5)

<tj>

donde t = 2.8 eV es la energia de salto a primeros vecinos. La suma se realiza
sobre cada par de dtomos vecinos i, j.
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Considerando la subred A, la localizacién de los atomos de esta subred se
puede especificar en términos del vector R# = na; + may, donde i = (n, m)
(n,m = 0,1,2,...) etiqueta a los diferentes dtomos de la subred A, ver fig.
1.3. Para localizar a los 4tomos de la red B podemos utilizar el conjunto de
vectores R desplazados por uno de los tres vectores & ; que conectan con los
primeros vecinos (1.4). Elegimos al vector d3, con lo cual los dtomos de la red
B se encuentran localizados en la posicién R? = R# + ;. Hacemos notar
que el sistema de coordenadas se eligié de tal manera que el origen coincide
con un atomo de la red A y la orientacién es tal que el dngulo relativo de los
vectores a; y ag respecto al eje x es el mismo. Esta seleccion es arbitraria,
pero una vez que se ha hecho se debe utilizar de manera consistente en el
andalisis.

Con base en lo anterior observamos que en la representacion de coorde-
nadas la funcién de onda para el electrén localizado alrededor del punto R
de la red A estd dada por (r|¢?) = ¢(r — R#) y lo analogo para la red B.
Para diagonalizar el hamiltoniano (1.5) se propone una combinacién lineal
de funciones de onda ¢(r — REA’B)) que satisface el teorema de Bloch. Una
representacion adecuada es la siguiente

W) = = ST ea (K)ol — R + M ep (K)o ~RF)). (1)

donde N es el nimero de dtomos en la celda unitaria. Los coeficientes c4 p(k)
se relacionan con la probabilidad de que el electrén se localice en la red A
o B respectivamente. En efecto se cumple el teorema de Bloch, ya que para
cualquier vector R de la red se comprueba facilmente que

Up(r + R) = B0, (). (1.7)

Los coeficientes c4 p(k) se determinan por la condicién de que |Uy) sea ei-
genfuncién del hamiltoniano de amarre fuerte (1.5), es decir requerimos que
cumpla la siguiente ecuacion de valores propios

HIWy) = e(k)[ V). (1.8)

Proyectamos la ecuacién anterior sobre un estado (¢;'|, de la proyeccién del
lado derecho de la ecuacién anterior se obtiene directamente el término

e(k)e™®i' ¢, (k) /VN, (1.9)
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mientras que la proyeccién del lado izquierdo nos da la siguiente contribucion

S Ze“‘ R7 cp(k (1.10)

donde la suma anterior se realiza sobre los tres valores de j correspondientes
a los tres vecinos més cercanos al &tomo localizado en R;!; los cuales corres-
ponden a R? = R' + 81, R? = R{' + 8, y R = R/' 4+ d5. Tomando en
cuenta lo anterior se obtiene

—t (6ik-51 4 6ik-52 4 eik-ﬁg) cp = 6<k)CA. (111)
De manera similar proyectando sobre (¢| se obtiene
—t (e—ik.61 + e—ik.62 + e—ik-é:s) cq = E(k)CB. (1'12)

Las dos ecuaciones anteriores corresponden a la siguiente ecuacion efectiva
de eigenvalores

(o () =(a () am

f(k) = —t (e 4 e02 4 ¢fkds) (1.14)

La relacién de dispersion se obtiene del siguiente determinante

donde

‘ f*_<f{) ffl? ‘:0. (1.15)

Con lo cual resulta que e¢(k) = =£|f(k)|. Utilizando las definiciones de los
vectores d; en (1.4) se encuentra el espectro de energias

e(k) = £t, |3+ 2cos (\/gkya> + 4 cos <;kma) cos <\/7§kya> (1.16)

En la figura 1.4 se muestra la estructura de bandas del grafeno que se
obtiene a partir de la relacién de dispersion anterior. Observamos que es
simétrica con respecto a la solucién de energia cero: ¢(k) = 0. El espectro
estd caracterizado por dos bandas: la banda superior o banda (7*) corres-
ponde a las soluciones correspondientes al signo positivo en la relacion de
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Figura 1.4: Relacién de dispersion del grafeno. El hexagono representa la
primera zona de Brillouin y tenemos también un acercamiento en uno de los
puntos de Dirac K

dispersién. Mientras que la banda inferior () se obtiene considerando el
signo negativo. La primera zona de Brillouin es un hexagono con lados de
longitud 47/ 3v/3a. Las dos bandas se tocan en los vértices de la primera zona
de Brillouin. En efecto se puede verificar que e(k) = 0 para los siguientes seis

C(a2r 2 2 2 4
Vz‘mlores de (ky, ky): (:l:%, 550> (:I:;,)—Z, 375 y (0, :I:B\/"%a).
Sin embargo de estos seis puntos, s6lo dos son independientes. Estos dos pun-
tos K y K’ se conocen como puntos de Dirac y su posicion en el espacio de

momentos estd dada por

2 27 2 21
K=(—, , K=|(—, - . 1.17
(3@ 3\/§a> (3CL 3\/§a) (1.17)

En la misma figura (fig. 1.4) se muestra un acercamiento de la estructura
de bandas cerca de uno de los puntos de Dirac (K o K’) en la frontera de
la primera zona de Brillouin, se observa una forma cénica correspondiente
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a una relacion de dispersion lineal. La dindamica de los portadores de carga
cerca de los puntos de Dirac se obtiene expandiendo la funcién f(k) (Eq.
1.14) cerca de los puntos K (o K’). Consideremos primero el caso alrededor
del punto K, escribiendo k = K + q con |q| < |K] y expandiendo a primer
orden en ¢ se obtiene

fK+q) ~ ivpe™? (¢, +iq,) , (1.18)

donde la velocidad de Fermi estd dada por vp = 3ta/2 ~ 1 x 10m/s y se
tomé en cuenta que Yo, e*® ¥ = (. Utilizando el resultado de la ec. (1.18) y
que el factor ie"™/3 es una fase que se puede reabsorber en la funcién de onda,
encontramos que cerca del punto K la funciéon de onda de dos componentes

b = ( (f;‘ ) , (1.19)

satisface la ecuacion de Dirac bidimensional

vro - qi(q) = Ev(q), (1.20)

donde o = (0,,0,) son las matrices de Pauli. La solucién de esta ecuacién
se obtiene de manera directa, los eigenvalores estan dados por

Eix(q) = *hor |q], (1.21)

mientras que la funciéon de onda en el espacio de momentos alrededor del
punto K se obtiene de los correspondientes eigenvectores de la Eq. (1.20)

1 e—ieq /2
varcla) = 5 (s ) (1.2)
donde los signos + corresponden a las soluciones de energia positiva y ne-
gativa respecto al punto K, el cual corresponde al punto de neutralidad y
64 = arctan (¢,/q,). Las dos componentes del espinor 14k representan la am-
plitud de la funcién de onda electrénica en los atomos de las dos subredes A y
B. Claramente 91k tiene una estructura similar a los espinores de dos com-
ponentes utilizados para describir el espin. Sin embargo en el caso del grafeno
la forma de 1),k tiene su origen en la estructura hexagonal del grafeno, por lo
cual es comun referirse en este caso a un pseudoespin. Los estados de energia
positiva en grafeno son identificados con portadores tipo electréon, por lo tan-
to de carga negativa. En cuanto a los estados de energia negativa, si la banda
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de valencia no esta llena, sus estados electrénicos desocupados (huecos) se
comportan como cuasiparticulas cargadas positivamente. Debido a la estruc-
tura de Dirac los huecos se comportan como positrones. En grafeno electrones
y huecos estan interconectados mutuamente, son antiparticulas uno del otro.
Este hecho permite predecir que en grafeno se debe poder definir la helicidad
y adicionalmente la helicidad de los electrones debe ser opuesta a la de los
huecos. Si bien en materia condensada el concepto de particulas y huecos son
conceptos comunes, usualmente las ecuaciones que describen a dichas cuasi-
particulas no estan relacionadas, por lo cual las propiedades de particulas y
huecos no guardan relacién entre si.

El que los portadores de carga cerca de los puntos K y K’ sean des-
critos por una ecuacion tipo Dirac de masa nula da lugar a varios aspectos
muy interesantes caracteristicos del grafeno. La relacion de dispersion para la
energia es una funcién lineal de momento, por lo que en grafeno los electrones
se muevan a una velocidad constante vg &~ ¢/300, independientemente del
momento. Como resultado de esto los portadores de carga en grafeno tienen,
en ciertos aspectos, un comportamiento relativista caracteristico de particu-
las de masa nula. En particular tienen una quiralidad o helicidad definida.
En efecto se puede definir el operador de helicidad como la proyeccion del
momento a lo largo de la direccién de pseudoespin, es decir

-1
h=-o L (1.23)

2" |dq
Se puede comprobar de manera inmediata que las funciones de onda en la
ec. (1.22) son también eigenfunciones de h

hipix(q) = =+ %¢iK(Q)- (1.24)

Por lo tanto las soluciones de energia positiva o electrones tienen helicidad
positiva, mientras que los huecos tienen helicidad negativa. En este sentido
vemos que los portadores de carga cerca del punto de Dirac tiene una qui-
ralidad o helicidad definida. La situacion es similar al caso del los neutrinos,
sabemos que los neutrinos son izquierdos correspondiendo a una proyeccion
del espin en direccién opuesta a la del momento p; mientras que los anti-
neutrinos son derechos, es decir con el espin apuntando en direccién paralela
a p.

Consideremos ahora el analisis cuando el desarrollo se realiza alrededor del
punto K': k = K’ +q, en este caso se obtiene f(K'+q) ~ ivg e™/? (q, — ig,)
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con lo cual el hamiltoniano efectivo para los portadores de carga alrededor
del punto K’ estd dado por

HK’ :1)}7*0'>’< q (125)

Los eigenvalores de este hamiltonaniano coinciden con los de la Ecuacién
(1.21), mientras que la ecuacién de onda tiene la forma

1 eifa/2
Yixr(q) = E ( +o—ifa/2 > : (1.26)

La dinamica es por lo tanto nuevamente la de fermiones de Dirac de masa
nula, pero con helicidad opuesta a la que se obtuvo alrededor del punto K,
en efecto alrededor del punto K’ se tiene

hsxo(q) = F %wiK/(Q)- (1.27)

Las funciones de onda en los puntos K y K’ estan relacionadas por una si-
metria de reflexiéon temporal. Esto se puede mostrar si, en la fig. 1.3 que
muestra la primera zona de Brilloun, el origen del sistema de coordenadas en
el espacio de momento se coloca en el punto M que se encuentra equidistante
a los puntos K y K’. En este caso la simetria de reflexién temporal es equi-
valente a la reflexién respecto al eje k,, de acuerdo a (ky, ky) — (ki, —ky).
Claramente bajo esta reflexién la funcién ¢k (ec.1.22) se transforma en
ik (ec.1.26). Otra propiedad importante de la funcién de onda (ecs. 1.22
y 1.26) se observa ante una rotacién de 27 del angulo 6, en cuyo caso la fun-
cién de onda cambia de signo, lo cual corresponde a una fase de 7. Esta fase
se identifica con la fase de Berry. Un cambio de 7 en la fase de la funcién de
onda producida por una rotacién espacial de 27 es una caracteristica tipica
de los espinores.

1.2. Tunelaje de Klein

A continuacién vamos a revisar el tunelaje de Klein analizando el coe-
ficiente de transmisién para una barrera electrostatica [28], cuya evidencia
experimental se reporta en [37].

Como mencionamos en la introduccion el estudio del grafeno presenta la
posibilidad de analizar y observar algunos fenémenos caracteristicos de la
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fisica de altas energias. Uno de estos fenémenos es el de la paradoja o tune-
laje de Klein. El tunelaje de Klein se refiere al comportamiento presentado
por particulas relativistas que pueden penetrar a través de una barrera de
potencial, cuando la altura del potencial 1} excede el doble de la energia del
electrén en reposo (mc?). En este caso el coeficiente de transmision T' tiene
una dependencia débil respecto a Vj y para incidencia normal la barrera se
vuelve completamente transparente (7= 1) [28, 29].

Esta situacién es completamente diferente al caso de la mecanica cuantica
no relativista, en el cual T" presenta un decaimiento exponencial en la medida
en que Vj se incrementa. El origen fisico del tunelaje de Klein se puede enten-
der si consideramos que atin cuando la barrera es repulsiva para los electrones,
atrae a los positrones dando lugar a estados de energia permitidos para los
positrones dentro de la barrera que se alinean con la energia del continuo
de los electrones fuera de la barrera. Este apareamiento de las funciones de
onda de electrones y positrones en la frontera da lugar al incremento de la
probabilidad de tunelaje a través de la barrera.

En el caso de la electrodindamica cuantica la observacion del tunelaje de
Klein representa una enorme dificultad tecnolégica y hasta ahora no ha sido
observada experimentalmente. Su observacion requeriria campos eléctricos
que produjeran una caida de potencial del orden mc? en una distancia equi-
valente a la longitud de Compton del electrén i/mc, esto equivale a campos
eléctricos enormes, del orden de £ > 10'%V/cm. Dichos campos eléctricos
solo podrian aparecer en situaciones extremas tales como la relacionada a la
evaporacion de un agujero negro por medio de la generacion de pares electron-
positréon cerca del horizonte de eventos. Sin embargo en el caso del grafeno
la dindamica de los portadores de carga es descrita por una ecuaciéon de Dirac
con masa nula, esto abre la posibilidad de observar experimentalmente el
tunelaje de Klein. De hecho, en parte, la gran movilidad de los portadores de
carga en el grafeno y la existencia de una conductividad minima se originan
en la dificultad de localizar fermiones de Dirac de masa nula.

1.2.1. Dispersion por una barrera electrostatica

Con la finalidad de presentar de manera cuantitativa el fenémeno de tune-
laje de Klein en grafeno, consideremos la dispersién de un fermion de masa
nula descrito por la ecuacién de Dirac bidimensional en presencia de una
barrera de potencial cuadrada.

El problema de dispersién por una barrera rectangular en el caso relati-
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vista, es similar a los problemas de barreras conocidos de mecénica cuéntica

no relativista. La solucién se obtiene en cada una de las zonas en las que el
potencial divide al espacio y se utiliza la condicion de continuidad para em-
patar las soluciones en las fronteras de la barrera. Se obtiene un conjunto de
ecuaciones a partir de las cuales se puede determinar el coeficiente de trans-
mision [28]. Cabe resaltar que la ecuacién de Dirac es de primer orden, por

lo que no se necesita introducir la condicién de continuidad en las primeras
derivadas de la funcién de onda.

Consideremos la solucién de la ecuacién de eigenvalores Hi)(z,y) = Eb(z, y),

donde el hamiltoniano tiene la forma

Vo
K
----- L
E <>
D

Figura 1.5: Barrera de potencial rectangular

H=hvgk -0+ V() (1.28)

aqui I es la matriz unidad de 2 x 2 y la barrera cuadrada de potencial en la
direccion x tiene la forma

Vo |zl < D/2

V(z) :{ o lls Dl (1.29)
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Tomando en cuenta que el potencial es independiente de la coordenada v,
tenemos que el momento &, es una cantidad conservada y la funcién ¢ (x,y)
se puede expresar como un espinor de la siguiente forma

(@, y) = e (u(x)> . (1.30)

v(x)
Podemos distinguir tres regiones: la region I para z < —D/2, donde el po-
tencial se anula; la region I en la que —D/2 < x < D/2 donde el potencial
es Vo; v la regién 111, D/2 < x, en la que nuevamente se anula el potencial.

La solucién de la ecuacion de Dirac para una particula de energia E en las
tres regiones toma la siguiente forma:

¢I(l’a y) = A < ! ) ei(k:zerk:yy) + A < L ) eii(kzxfkyy)u

sew —5@—i¢
1 : 1 '
ID]](ZE,y) = B (Sleie) ez(qxx+kyy) + B’ (_816_19) e—z(qgcm—kyy)7
1\ . |
@Z)][[(Zb,y) = <36i¢) ez(kxac-‘rkyy) + 04 (_Se—i(b) 6—z(kx:v—kyy). (131>

Para las soluciones en las regiones I y III se tiene que: s = sgn(F),

hf; — k2 y ¢ = arctan(k, /k,); mientras que en la regién II: s" = sgn(E —
F
Vo)s Gz = (E};XQW — k2 y 0 = arctan(k,/q.). En el caso que nos interesa ¢
F

representa el angulo de incidencia (con respecto a la normal a la barrera de
potencial) y € es el angulo de refraccién, la conservacién de k, nos permite
relacionar estos angulos dando lugar a la ley de Snell

Esing = —(E — V) sin®. (1.32)

Utilizando la condicién de continuidad para los espinores en x = —D/2 y
x = D/2, se obtienen ecuaciones que permiten relacionar las amplitudes que
aparecen en las ecs. (1.31). En particular eliminando las amplitudes B y B,
nos permite relacionar las amplitudes A y A’ de la regién I con las amplitudes
C y ' de la region III por medio de la ecuacién

AN__ 1 ( Mu My C
( A ) ~ 4cosfcos o ( My, Moy ) ( ! ) ) (1.33)
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donde los elementos de la matriz M estan dados por

My, = 4e*=P[cos b cos ¢ cos(q, D) + isin(q, D) (sin @ sin ¢ — ss')] (1.34)
Ms = 2isin(g,D) [ss’e‘m5 — 58" + 2isin Qe_i‘ﬂ ,

My, = 2isin(g,D) [—ss'ei2<Zb + 55’ + 2isin Geiﬂ ,

My = 4e "L [cosf cos ¢ cos(q, D) — isin(g, D) (sinfsin ¢ — s5')] .

Consideramos un electréon incidente desde la region I correspondiente a
una onda que se propaga con un angulo ¢ respecto al eje x, en este caso

E >0 (s = 1) y como no hay particulas que incidan desde el lado derecho

de la barrera, tenemos que C' = 0, esto implica que A = —M1L_(C de

4 cos 6 cos ¢
aqui obtenemos el coeficiente de transmisién [28]

= [1+ sin*(¢,D)[(tan § tan ¢ — s sec O sec ¢)* — 1]] -

C
T = ‘Z (1.35)

La expresién anterior (1.35), puede ser representada graficamente en funcién
del angulo de incidencia para una energia dada. Como nos interesa principal-
mente ejemplificar el tunelaje caracteristico del grafeno, consideramos el caso
E < Vy (s = —1). Para generar gréficas observamos que las ecuaciones (1.32)
y (1.35) se pueden expresar en términos de dos parametros, la energia adi-
mensional € = E/V; y el ancho adimensional de la barrera § = VoD /21hvp.
Estos parametros se estiman considerando valores tipicos del grafeno: el mo-
mento se identifica con el momento de Fermi k¥ = kr = \/7n., donde para la
densidad de electrones consideramos n, = 0.46 x 10'? cm 2. Para el ancho y la
altura de la barrera suponemos D = 100 nm, V5 = 180 meV respectivamente.
Con estos valores obtenemos ¢ = 0.48 y § = 4.

La fig. 1.6 muestra la dependencia angular del coeficiente de transmisién
como funcién del angulo de incidencia para dos combinaciones de los pardme-
trose =048y d =4y e=0.29y § = 6.91. Es interesante considerar el limite
de barreras muy altas Vj > FE, en cuyo caso el coeficiente de transmision se
reduce a la siguiente expresion

cos? ¢
T = —
1 — cos?(q, D) sin® ¢

(1.36)

De las ecuaciones (1.35) y (1.36) observamos que para el caso de inci-
dencia normal, ¢ = 0, la barrera es completamente transparente, es decir el
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Figura 1.6: Grafica polar para el coeficiente de transmision 7' en funcion del
angulo de incidencia ¢. En cada grafica se mantienen constantes los pardame-
tros € = E/Vy y § = VoD /2nhvp. Las dos graficas se obtienen para la si-
guiente seleccién de los pardmetros: € = 0.48, § = 4 (linea azul) y € = 0.29,
d = 6.91 (linea roja).

coeficiente de transmision es exactamente igual a 1, independientemente del
ancho y de la altura de la barrera. Esta notable propiedad corresponde al
efecto conocido como tunelaje de Klein y es caracteristica de los fermiones
de masa nula.

El efecto de tunelaje perfecto se puede explicar en términos de la conser-
vacion de la quiralidad o pseudoespin en grafeno. Tal y como comentamos
en la introduccion los portadores de carga en grafeno tienen una quiralidad
o helicidad bien definida; los electrones (solucién de energia positiva) tienen
helicidad positiva. Por lo tanto para que en el caso de incidencia normal, la
barrera refleje parte del flujo incidente de electrones se requiere un cambio
en el momento k — —k, pero como los electrones tienen helicidad positiva,
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se requiere que simultaneamente el pseudoespin se revierta ¢ — —o. Sin
embargo esta inversion del pseudoespin no puede ser producida por el po-
tencial, ya que al ser proporcional a la unidad en el espacio de isoespin, no
puede invertir la direcciéon de o. Este hecho tiene importantes consecuencias
en las propiedades de transporte en el grafeno, ya que se relaciona con la
gran movilidad que presentan los portadores de carga y la imposibilidad de
confinarlos por medio de potenciales electrostaticos.

En la fig. 1.6 observamos que, ademas del angulo ¢ = 0, existen otros
angulos de incidencia para los cuales la barrera se vuelve transparente (1 =
1), de las ecuaciones (1.35) y (1.36) es claro que esto se produce cuando se
cumple la siguiente condicion de resonancia ¢, D = nm,conn =0, +1,+2....
En este caso el efecto se obtiene como resultado de efectos de interferencia. La
condicién anterior refleja que un niimero semientero (n/2) de longitudes de
onda (27/q,) caben exactamente en el ancho (D) de la regién de potencial.
La situacion es analoga a un interferémetro de Fabry-Perot en el cual el
equivalente a la cavidad delimitada entre los dos espejos reflectores es la
region de la barrera de potencial.

En la fig. 1.7 se muestra un diagrama de contorno para el coeficiente de
transmision 7', como funcién del angulo de incidencia ¢ y del ancho adimen-
sional de la barrera de potencial 6 = VyD/2rhvg, para un valor fijo de la
energia adimensional € = 0.48. La figura muestra claramente que cerca de la
region de incidencia normal ¢ = 0, la barrera es completamente transparente
(T' = 1) independientemente del ancho de la barrera. Para otros valores del
angulo de incidencia ¢, se observan claramente las resonancias que producen
tunelaje (7' = 1) cuando se cumple la condicién de resonancia ¢, D = nm.

1.3. Contenido

En esta tesis nos interesa estudiar la dinamica de los portadores de car-
ga del grafeno en interaccién con campos electromagnéticos. En particular
queremos analizar diversos fenémenos analogos a los predichos por la elec-
trodinamica cuéantica, los cuales aparecen debido a que los portadores de
carga del grafeno a bajas energias se describen por la ecuacion de Dirac. Nos
referimos a estos como efectos pseudorelativistas del grafeno.

En el capitulo 2 presentaremos el formalismo general para describir la in-
teraccion del grafeno con campos electromagnéticos dependientes del tiempo,
pero que son espacialmente homogéneos. Describiremos los elementos esen-
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Figura 1.7: Diagrama de contorno para el coeficiente de transmision 7', como
funcién del angulo de incidencia ¢ y del ancho adimensional de la barrera de
potencial § = VoD /2mwhvp, para un valor fijo de la energia adimensional € =
0.48. La figura muestra claramente que cerca de la region de incidencia normal
¢ = 0, la barrera es completamente transparente (7' = 1) independientemente
del ancho de la barrera. Para otros valores del dngulo de incidencia ¢, se
observan claramente las resonancias que producen tunelaje (7' = 1) cuando
se cumple la condiciéon de resonancia q,D = nr.

ciales de los formalismos de Magnus y de Magnus-Floquet que utilizaremos
para analizar dichos sistemas. Veremos que en el caso de interaccién con un
campo eléctrico constante se presenta un fenémeno analogo al mecanismo de
Schwinger, relacionado con la creacion de pares electrén-hueco. Revisaremos
su relacién con la conductividad minima observada en el grafeno, asi como
los efectos no-lineales en la corriente eléctrica inducida.

En el capitulo 3 estudiaremos la interacciéon del grafeno con una onda
electromagnética, en los casos de polarizacion lineal y circular. Analizaremos
el espectro de cuasienergias del sistema, en particular la posible generacion
de brechas en dicho espectro. Se revisaran también los efectos no-lineales
en la corriente inducida, en particular los relacionados con la generacion de
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radiacién que contiene armoénicos de orden superior. Posteriormente, en el
capitulo 4 se ampliara el estudio al caso de la interaccién del grafeno con un
campo electromagnético cuantizado.

En el capitulo 5 analizaremos la interaccion de los portadores de carga
del grafeno con campos magnéticos. Analizaremos los posibles efectos de
confinamiento por medio de barreras magnéticas. Finalmente en el capitulo
6 presentaremos las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Grafeno en interaccion con un
campo eléctrico constante:
produccion de pares
electron-hueco

En este capitulo y el proximo consideraremos la dindmica de los porta-
dores de carga del grafeno en presencia de campos electromagnéticos depen-
dientes del tiempo, pero espacialmente homogéneos sobre la superficie del
grafeno. En las dos siguientes secciones analizaremos el formalismo general
basado en la ecuacién bidimensional de Dirac, asi como el cédlculo de la co-
rriente eléctrica. Posteriormente estudiaremos el caso de un campo eléctrico
constante. Si bien este problema admite una solucién exacta, es til conside-
rar algunos métodos de solucién aproximada, tales como el de la aproximacion
de Magnus. Lo anterior se debe a que ayuda a entender elementos fisicos del
problema y analizar fenémenos de interés, tales como el de la produccion de
pares electrén-hueco y el de la conductividad minima del grafeno. Adicional-
mente extenderemos estas técnicas en el siguiente capitulo para analizar la
respuesta del grafeno cuando es irradiado por ondas electromagnéticas con
polarizacién lineal y circular.
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2.1. Mecanismo de Schwinger

El mecanismo de Schwinger se refiere a la produccién de pares electron-
positrén a partir del vacio al aplicar un campo eléctrico constante. Lo cual
se puede interpretar como un rompimiento dieléctrico del vacio (dielectric
breakdown) producido por el campo eléctrico. En 1951 J. Schwinger [32]
calculo explicitamente la probabilidad de persistencia del vacio al aplicar un
campo eléctrico constante. Suponiendo que al tiempo inicial ¢ = 0, el estado
corresponde al vacio |vac) y que el operador de evolucién del sistema al
tiempo ¢ estd representado por U(t), Schwinger encontré que la probabilidad
P(t) de que al tiempo ¢ el sistema se mantuviera en el vacio estd dado por

P(t) = |(vac|U(t)|vac)|* = exp (—w V' t) , (2.1)

donde V' es el volumen del sistema y w es la rapidez de decaimiento del vacio
por unidad de volumen

(eE)? X1 nrm?c?
dmnte Ze2 “P\ " TeER ) (22)
n=1

en esta formula c es la velocidad de la luz, e y m se refieren a la carga y masa
del electréon respectivamente y E' es la intensidad del campo eléctrico.

Aunque en la literatura frecuentemente se identifica w con la tasa de pro-
duccion de pares por unidad de volumen; andlisis mas recientes han mostrado
que si bien las ecs. (2.1,2.2) son correctas, la interpretacién anterior no lo es.
Calculos detallados, en los que se identifican de manera correcta los estados
asintéticos iniciales y finales, muestran que la rapidez de produccién de pares
por unidad de volumen esta dada por [38],[39]

dn(t)  (eE)? ( 7Tm203) |

dt  4m3h2c P~ eEh

w =

(2.3)

Es decir la tasa de produccién de pares por unidad de volumen se obtiene
solamente del primer término de la serie en la ec.(2.2). En la ecuacién anterior
n(t) se refiere al nimero de pares electrén-positron creados al tiempo ¢ por
efecto del campo eléctrico.

El mecanismo de Schwinger fue importante para entender lo que en un
principio se denominé como “paradoja de Klein”, pues resultaba paraddjico
que una particula cargada pudiera atravesar libremente una barrera repul-
siva. Sin embargo de acuerdo al mecanismo de Schwinger cuando el campo
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eléctrico es suficientemente intenso, se producen dentro de la barrera pares
electréon-positrén, lo cual explica que de manera efectiva los electrones pue-
dan atravesar la barrera sin ser dispersados, y en este caso nos referimos al
fenémeno como dispersion de Klein.

En el caso del grafeno los portadores de carga se mueven en un sistema
bidimensional, pero de manera similar a la electrodindmica cuantica (QED)
tenemos una simetria de carga-helicidad entre las excitaciones que represen-
tan a los electrones y a los huecos. Con base en esta idea Allor et al. [40]
consideraron el calculo del mecanismo de Schwinger para un sistema bidi-
mensional, obteniendo el siguiente resultado para la tasa de produccion de
pares por unidad de area

dn(t)  g(eE)*? mm?c

at ~ aewrdar P\ eEn ) (24)
()  gleB)""

T il

donde g = 4 corresponde a la degeneracion de espin y de valle. En el segundo
renglén se tomd en cuenta que en el grafeno la masa de los portadores de
carga se anula y su velocidad de propagacién es vp.

La posible observacién del fenémeno de creacién de pares electron-positron
requiere que el argumento de la exponencial en la ec.(2.3) sea del orden de la
unidad, lo cual implica valores criticos extremadamente grandes para el cam-
po eléctrico E. = m.c?/e ~ 101° V/m. Esta intensidad de campos eléctricos
es actualmente imposible de lograr en el laboratorio, lo cual ha hecho impo-
sible la comprobacion experimental del mecanismo de Schwinger en la QED.

Sin embargo en el caso andlogo del grafeno el factor exponencial desapa-
rece debido a que la masa de los portadores de carga se cancela, segunda
férmula de la ec.(2.4). Por lo tanto es de esperarse que el mecanismo de
Schwinger pudiera tener implicaciones experimentales. En el contexto de la
ecuacion de Dirac, la producciéon de pares electréon-hueco se identifica con
la transicion de un estado de frecuencia negativa a uno de energia positi-
va, es decir de un fenémeno de tunelaje. En ese sentido varios autores han
estudiado posibles manifestaciones del mecanismo de Schwinger en grafeno,
utilizando la férmula de tunelaje de Landau-Zener [31, 41]. En las siguientes
secciones seguiremos un procedimiento similar, sin embargo nuestro estudio
estara basado en el formalismo de Magnus, el cual permite obtener expresio-
nes aproximadas que preservan la unitariedad de la solucién. Las soluciones
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obtenidas no se refieren solamente a soluciones asintéticas, como las de las
ecs. (2.3) y (2.4), sino que nos permitiran obtener la evolucién temporal, con-
siderando la situacion en la que el campo eléctrico se enciende a un tiempo
finito determinado. Adicionalmente podemos estudiar la evoluciéon temporal
de la corriente eléctrica asociada a la creacién de pares.

2.2. Grafeno en presencia de campos electro-
magnéticos dependientes del tiempo

2.2.1. Formalismo general

Consideremos el grafeno en interaccién con un campo electromagnético
espacialmente homogéneo y dependiente del tiempo: E(t). La interaccion se
introduce a través del potencial vectorial A(t) = — [ "E(t)dt', utilizando el
principio de acoplamiento minimo p — II = p — eA en el hamiltoniano de
Dirac. Con esto obtenemos que el hamiltoniano efectivo esta dado como

H=vpo-II, TI=p—-eAll), (2.5)

donde vr ~ 10m/s es la velocidad de Fermi, o es el vector formado por
las componentes x e y de las matrices de Pauli, e es la carga del electron;
el operador de momento p = —ih(d,,0,) y el potencial vectorial A(t) =
(A (), Ay(t)), incluyen solamente las componentes paralelas al plano del gra-
feno.

Tomando en cuenta la invariancia traslacional del problema podemos es-
cribir la funcién de onda como W(x,y,t) = e®*/"U(t), con lo cual tenemos
que la evolucion temporal del sistema esta descrita por la ecuacion

zh%llf(t) = H(t)V(t), H=0 -(p—¢€A), (2.6)
donde p = h(k,, k). La ecuacién anterior es ahora una ecuacién diferencial
de una sola variable: el tiempo. La ec.(2.6) tiene una estructura similar a la
que aparece en el estudio de sistemas cuanticos de dos niveles. En particular
la dindmica del sistema y la probabilidad de transiciones entre niveles se
pueden entender en términos del formalismo de Landau-Zener [31, 42]. En lo
que sigue utilizaremos dicha relacion para analizar la dindmica del sistema.
Para ello vamos a utilizar el formalismo de Magnus, el cual explicaremos mas
adelante.

27



Como primer paso es conveniente aplicar una transformacion unitaria que
diagonalice el hamiltoniano que aparece en la ec.(2.6). La transformacién a
la base W'(t) = ST U(t) se genera por la matriz [31]

1 e—i(p/2 e—iap/2
5 ﬁ( o S (2.7)

con la cual se pueden comprobar los siguientes resultados de aplicar dicha
transformacién:

5 .
ST6,S = cospo, +sinpo,, STES:—Z%% (2.8)

STUyS = singpo, —cospoy,

donde ¢ = 0yp. Seleccionando el angulo ¢ de acuerdo a

= Arctan (%) (2.9)

encontramos que en efecto se diagonaliza el hamiltoniano STH S = ¢,(t) 0,
donde la energia instantdnea €,(t) estd dada por la siguiente expresién

(1) = vi/ (s — eAu(1)* + (py — A, (). (2.10)

Los dos eigenvalores instantdneos del hamiltoniano son € (t) = +e,(t). Con
lo que tenemos que la funcién de onda ¥'(t) evoluciona de acuerdo a

ihoV'(t) = {ep(t)az — ggp 0'33:| W'(t). (2.11)

© = Oy se calcula explicitamente como

S 9 (py—eAy)Az_ (p:c_@A:c)Ay g E [(p — eA) x E]
Y = €evp 612)(75) = eUp 63(],/_) )

donde Z es un vector unitario en la direccién perpendicular al plano del
grafeno.

En ausencia de campo eléctrico externo, de las ecs. (2.10,2.11) se recupera
la relacién de dispersion del grafeno libre, caracterizada por el cono de Dirac,
con vértice en p = 0. En presencia del campo eléctrico, los eigenvalores

(2.12)
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instantdneos de la energia € (t) = %e,(t), ec.(2.10), representan un cono

de Dirac con un vértice mévil cuya posicion central se localiza en el punto
p = cA(t).

Los niveles e;t(t) representan los eigenvalores de la energia en la base
adiabatica. En el limite adiabatico fip < €(t), los dos estados evolucionan
de manera independiente. Es decir, si el sistema se encuentra inicialmente
en el estado de energia €, (t) = —¢,(t), al evolucionar el sistema, se man-
tendra en este nivel de energia. Sin embargo, suponiendo que exista una
region no-adiabatica, se produce una transicion del tipo Landau-Zener entre
los dos estados. De hecho encontraremos que en el caso de un campo eléctri-
co constante los niveles de energia ¢/ (t) v ¢, () tienen un tiempo tnico de
maximo acercamiento, que nos permite calcular la probabilidad de transicion
utilizando el formalismo de Magnus. Por otro lado en el caso de una onda
electromagnética con polarizacion lineal, los puntos de maximo acercamiento
se repiten peridodicamente, lo cual produce una secuencia de transiciones. La
fase entre las diferentes transiciones produce un efecto acumulado, producien-
do efectos de interferencia destructivos y constructivos. Lo anterior produce
una dependencia periddica en el comportamiento del sistema con respecto a
varios parametros, este fenémeno conocido como interferometria de Landau-
Zener-Stuckelberg (LZS), se ilustrard en el caso del grafeno irradiado por una
onda electromagnética linealmente polarizada.

En algunos casos conviene aplicar una nueva transformacién que elimine
el término diagonal del hamitoniano en la ec.(2.11). Esto se logra con la
transformacién a la base U”(t) = QT ¥(¢), donde

Q(t) = exp|—ia(t)o.] a(t) = ﬁ/t ep(t)dt’ . (2.13)

Aplicando esta transformacién a la ec.(2.11), obtenemos que la ecuacién de
evolucién para W”(t) es la siguiente

. 0 " _ h 0 Sp(t) eﬂa(t) "
i (1) = 5 ( (1) e-i2a®) X (1), (2.14)

Esta tltima representacién nos resultara 1til para evaluar las integrales que
aparecen en el formalismo de Magnus, debido a que () es resonante cerca
del punto de Dirac mévil, lo cual permite evaluar adecuadamente los términos
dominantes en la aproximacion de Magnus.
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2.2.2. Corriente eléctrica

Para el estudio de los portadores de carga del grafeno una de las obser-
vables més importantes es la corriente eléctrica. A continuacion revisaremos
los aspectos mas importantes para este analisis basados en el formalismo de
la seccion anterior.

Para escribir la expresién de la corriente eléctrica para el grafeno, toma-
mos en cuenta que el operador de velocidad se obtiene a partir de la relacion

U =1 []:[, xl} = vpo; con | = x,y, donde el hamiltoniano H est4 dado por
la ec.(2.5). Con lo cual el operador de corriente para los portadores de carga
viene dado por la siguiente expresion

j= —evpo. (2.15)

Consideremos primero el valor esperado de la corriente para el estado W(t),
solucién de la ecuacién de movimiento ec.(2.6). Escribiendo la funcién de
onda en términos de sus componentes de pseudoespin U(t) = (u(t),v(t))",
calculamos el valor esperado de las componentes de la corriente para obtener

(J:(t)) = —2evp Re (u(t)v(t)) (2.16)
(y()) = —2evpIm (u(t)v(t)).

En algunos de los casos especificos que estudiaremos posteriormente, nos
convendrd trabajar con la solucién W'(t) ec.(2.11), que se obtiene al aplicar
la transformacion S(t) ec.(2.7). Los operadores de corriente en esta base estan
dados por las siguientes expresiones

j; = SzjS = —evp (cos<poz +sin<p0y) (2-17>
i, = 55,8 = —evp (sinpo, — cospa,).
En este caso los valores esperados se calculan utilizando la funcién de onda

(1) = (u/(t),v'(t)", solucién de la ecuacién de movimiento (2.11), con lo
cual obtenemos

(o)) = —evp [cosy (|u']* = |[V']°) + 2sing Re (iv*v')]  (2.18)
(]L(i)) = —evp [singo (|u'[2 — \1/\2) —2cosp Im (i u’*v’)} )
Es interesante notar que de acuerdo a las ecs. (2.10,2.11), |[v/|* y |v/|? repre-

sentan la probabilidad de que los portadores de carga se encuentren en la
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rama superior o inferior del cono de Dirac respectivamente. Es decir corres-
pondan a electrones o a portadores de carga positiva (“positrones”). Debido
a lo anterior a los primeros términos del lado derecho en la ec.(2.18) se les
identifica como corrientes de conduccién [31, 43]. Por otro lado el término
que incluye I'm (u*v’) representa una interferencia entre los niveles de energia
positiva y negativa, por lo tanto se identifica con el efecto llamado Zitterbe-
wegung [28], y la corriente asociada se conoce como corriente de polarizacion
(31, 43]. Es importante hacer notar que de acuerdo a la identificacién que se
hace en materia condensada, €, es la banda de valencia y €/ la de conduc-
cion respectivamente. La corriente de conduccién se asocia a las transiciones
intrabanda, mientras que los efectos de Zitterbewegung se identifican con la
transiciones interbanda.

Las componentes de la corriente se pueden expresar completamente en
términos del nidmero de ocupacién del estado de energia positiva ny(t) =
[u/(t)|%. Para la contribucién correspondiente a la corriente de conduccién
(intrabanda) utilizamos la condicién de normalizacién |u/(t)]* + |v'(¢)|> = 1
para obtener

(72(t))eona = —evp cosp [2np(t) — 1] . (2.19)

Mientras que para la corriente de polarizaciéon (interbanda) utilizamos la
primer componente de la ecuacién de Dirac (2.11) para demostrar que

2 du’ 2 dn
Crk I p(t)
R =—R — | = 2.2
e ((u) () ‘ (u dt ) o(t) dt (2.20)
con lo cual encontramos que

. singp dnp(t)
() pot = —2evp — — . 2.21
(o)t = —2e0r s =2 (2:21)

Las componentes en la direccién y de la corriente se pueden obtener de ma-
nera similar.
Hacemos notar que la corriente eléctrica en la base W (t) = (u”(t),v"(t))",

solucién de la ec.(2.14), tiene exactamente la misma forma que en las ecs.
(2.19,2.21), debido a que ny(t) = |[u/'(t)]* = [u"(t)|*

2.2.3. Expansiéon de Magnus

La expansién de Magnus fue introducida en 1954 [44] como una herra-
mienta sistematica para encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones di-
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ferenciales lineales matriciales del tipo

Y (1)
ot

— M®)Y (1), (2.22)

donde M (t) es una matriz de dimensién n X n e Y es un vector complejo de
dimension n. En el caso andlogo de un sistema cuantico, identificamos a la
matriz M con el hamiltoniano del sistema y al vector Y con su funcién de
onda. Se introduce la matriz u operador de evolucién U(t) = U(t,ty) con la
propiedad

Y(t)=U(t)Y(to), (2.23)

lo cual requiere que se cumplan la siguiente ecuacién diferencial y condicion
inicial SU (s
1 81(5 ) =M@U(t), U(ty) =1, (2.24)

donde 1 es la matriz unidad. El formalismo de Magnus consiste en proponer
una solucién exponencial para el operador de evolucién U(t), [45], es decir

Ut) =expQ(t), Qo) =0, (2.25)

y la expansién de Magnus permite representar €)(¢) como una serie

Ot) = i O (t), (2.26)

los términos de la serie se calculan recursivamente en términos de conmuta-
dores de la matriz M (t), evaluados a tiempos diferentes. Los primeros dos
términos estan dados por [45]

N(t) = —i /tdt’M(t’), (2.27)

O(t) = —%/ttdt’/tt/ dt"[M(t"), M(t")]. (2.28)

En el formalismo de Magnus, el operador de evolucién se obtiene como la ex-
ponencial de una funciéon matricial expresada como una serie. Los términos
de esta serie se calculan a partir de integrales temporales de los conmutadores
del hamiltoniano del sistema. El método ofrece una alternativa a la solucion
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de Dyson, donde el operador de evolucion se expresa como productos orde-
nados de integrales temporales del hamiltoniano de interaccion. La solucion
de Dyson sirve para el calculo usual de la teoria de perturbaciones en pro-
blemas dependientes del tiempo en mecénica cuantica, y teoria cuantica de
campos. En este sentido cada término del desarrollo de Magnus, contiene una
suma parcial infinita de términos del desarrollo perturbativo usual de Dyson
[45]. Una ventaja del método de Magnus, es que preserva la unitariedad del
operador de evolucion del sistema en cada orden de aproximacion.

La expansién de Magnus ha sido utilizada para estudiar sistemas fisicos en
areas diversas como fisica nuclear, atomica, molecular y éptica, entre otras.
En el contexto de la teoria cuantica de campos se ha estudiado sistematica-
mente su relacion formal con la teoria de perturbaciones usual basada en el
formalismo de Dyson. También ha sido utilizada para estudiar el problema
de oscilaciones de neutrinos [46]. Una revisién detallada de las bases ma-
tematicas de la expansion de Magnus, asi como de sus aplicaciones en fisica
se presenta en el articulo de revisién de Blanes et al. [45]. Una expresién
cerrada para el n-ésimo término de la serie €2,,, fue encontrada por Mielnik y
Plevanski [47].

2.2.4. Expansion de Magnus-Floquet

En el caso en que el hamiltoniano del sistema es periédico se requiere
aplicar la teorfa de Floquet. Supongamos que el hamiltoniano M (t) en la
ec.(2.22) es periddico, es decir M (t + 1) = M (t). El teorema de Floquet ase-
gura que la solucién a la ecuacién de movimiento ec.(2.24) toma la siguiente
forma [48, 49, 50]

U(t) = P(t)e', (2.29)

donde Py F' son matrices de dimensién n x n, tales que P(t) es periddica,
P(t+7) = P(t), y F es una matriz constante, cuyos eigenvalores representan
las cuasienergias del sistema.

El formalismo de Magnus se puede adaptar para considerar sistemas pe-
riédicos. En el formalismo de Magnus-Floquet el operador P(t) se escribe
como la exponencial de una funcién periédica A(t), es decir

P(t) = exp A(t), At +7)=A(t). (2.30)

En el formalismo de Magnus-Floquet, las dos matrices F' y A(t) se expresan
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como series de potencias

A(t) = iAn(t) ., F= iFn (2.31)

donde cada término de la expansién de A(t) es periddico. El resultado para la
expansion de la matriz F' toma una forma sencilla, ya que se demuestra que
se obtiene a partir de las mismas expresiones que aparecen en las ecuaciones
(2.27), pero integradas sobre un periodo, y dividido por 7, es decir

F =" (2.32)

donde 2, (7) se evalia a partir de la ec. (2.27), con t; = 0.

La expansién para A(t) se expresa a partir de un conjunto de relaciones
de recurrencia, los detalles se pueden consultar en el articulo de revisién de
Blanes et al. [45]. En este trabajo sélo requerimos el primer término de la
expansion, que toma la forma

A(t) = /0 M) dt—t (2.33)

Es claro que A(t) es una funcién periédica, de hecho Ay(7) = Ay (o) = 0.

2.3. Campo eléctrico constante

En esta seccién consideramos en detalle el caso de un campo eléctrico
constante. Si bien este problema tiene una solucién exacta, utilizaremos un
método aproximado para analizarlo; la expansion de Magnus. Esto nos per-
mitird entender elementos fisicos importantes del problema, ademas de que
nos servira también para el andlisis posterior que haremos del caso de grafeno
irradiado por ondas electromagnéticas.

Suponemos como condiciones iniciales, que los estados de energia negativa
se encuentran llenos y a partir del tiempo inicial £, = 0 se aplica un campo
eléctrico constante Ej. Nos interesa calcular la probabilidad de transicion a
los estados de energia positiva, lo cual se puede interpretar como un fenémeno
analogo a la produccién de pares via el mecanismo de Schwinger, en este
caso la produccion de electrones y huecos. También consideraremos el calculo
de la corriente eléctrica producida por el campo eléctrico, asi como de la
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conductividad en el limite de campo eléctrico débil, la cual veremos que se
relaciona con la conductividad minima observada en el grafeno. Finalmente
analizamos los efectos no-lineales y la dependencia temporal de la corriente
en el caso de campos eléctricos intensos.

2.3.1. Produccién de pares electréon-hueco

Consideramos que el campo eléctrico esta alineado a lo largo del eje z,
con lo cual tenemos: E = 2Eyf(t), donde & es el vector unitario a lo largo
del eje z y 6(t) es la funcion escalén. El potencial vectorial estd dado por
A =—-2Eyto(t).

Es conveniente definir el siguiente conjunto de variables adimensionales

J% J% t
Kg = ———, Ky = ———, T = (2.34)
heE heE h
G vp vpeE

Trabajaremos en la base U = Q(t) ¥/ = Q(t) S(t) ¥, donde las matrices de
transformacion estan definidas en las ecs. (2.7,2.13). Para la funcién de onda
U”(7) = (u"(7),0"(7))", la dindmica del sistema queda determinada por la
ecuacion (ver ec.(2.14))

0 " o 1 0 90(7—) ema(T) "
i 00 =5 () TG )WL 2

con la condicién inicial ¥”(0) = (0,1) . Para el caso del campo eléctrico
constante en términos de variables adimensionales, tenemos que para 7 > 0

(1) = \/(Iix —7)*+ K2, a(t) = /OT ep(7')dr’ (2.36)

Ky ,
o(T) = arctan P o(1) = e

para tiempos negativos 7 < 0, se aplican las expresiones anteriores poniendo
T=0,y ¢(r)=0.

En la figura 2.1 presentamos una grafica de los eigenvalores +ey(7) y la
funcién ¢(7) como funcién del tiempo. Observamos que la regién no-adiabati-
ca de maximo acercamiento se da al tiempo 7 = k,, con una separacién
proporcional a 2k,. La funcién ¢(7) aparece en el término no diagonal del
hamiltoniano en la ec.(2.35), por lo que produce transiciones entre los niveles
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Figura 2.1: Grafica cualitativa de los eigenvalores instantaneos de la energia
+e, en funcién del tiempo adimensional 7. Observamos que la regién no-
adiabatica se da alrededor del punto 7* = k,. Se incluye también la funcion
&(7) que produce la transicién entre los dos estados. ¢(7) es una distribucién
Lorentziana resonante en el mismo punto 7 = k,, con una altura 1/k, y
anchura r,.

de energfa negativa y positiva, y tiene una forma Lorentziana con altura 1/,
y anchura k. Debido a lo anterior tenemos que las contribuciones dominantes
a la probabilidad de transicion entre niveles provienen de valores pequenos
de k,. El formalismo de Magnus nos permite evaluar de forma aproximada
la probabilidad de transicién tomando en cuenta estos elementos.

En el limite de campo eléctrico intenso se produce una contribuciéon im-
portante debido a la transicion resonante entre los niveles de energia negativa
y positiva, lo cual sucede cuando k, es pequena, es decir

Ky = K sinf < 1, & hk*vp sinf < eEy, (2.37)

donde k = /K2 + k2, p = hk y 0 es el dngulo entre las direcciones del
momento p y del campo eléctrico E.

El operador de evolucién correspondiente a la ec.(2.35), se evalia de acuer-
do al desarrollo de Magnus a primer orden, ecs. (2.25,2.27), con lo cual ob-
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tenemos

i (T dr H(+ 1 O .Sin _[ 0 I
U(r) ~ et Jo d7'H( ):cos(|l|)(0 1)—2#(]* 0), (2.38)

donde la funcion I esta dada por

1 T . ’ 1 T K . /
I I 5d 1 2ia(t!) — _/ d / Y 2ia(7") ) 2.39
(7) 2/0 pare 2 Jr T(Iix—T/)Q-i—IiZe ( )

Tomando en cuenta la expresién (2.38) para el operador de evolucién pode-
mos determinar las componentes de la funciéon de onda

W(r) = (u'(7), o"())" = U(r) (0,1)"
()

[1(7)]
V(1) = cos(|I(7)]) .

sin (|[I(1)]) (2.40)

u'(t) = —i

Tal y como observamos anteriormente ¢ tiene la forma de una distribucion
Lorentziana, centrada en 7 = K., que es resonante para x, pequena. Esto
nos permite obtener una buena aproximacién para [(7) ya que se justifica
hacer una expansién a primer orden de la funcién a(7’) alrededor de 7 = K,
[46]: a(1) ~ a(tr) + &/ (Tr)(7" — Tr) = a(ks) + Ky(T' — Kz), con lo cual
tenemos que

1 2ia(kg) i 120Ky (T —K2) 1 2ia(kg) A7) —2iK2 cot
I(t)~=e¢ pdr' ey = ;e dpe ="y :
0 @

’ (2.41)
En el dltimo término del lado derecho utilizamos las ecs. (2.36) para expresar
el integrando en términos del angulo ¢. El rango de integracién comprende
la region 0 < ¢g < (1) < m. Por lo cual podemos deformar el contorno
de integracién (sin encontrar singularidades), de tal manera que se localice
ligeramente arriba del eje ¢ real: ¢ = ¢’ + i¢”, con ¢” positivo y |¢”| < 1.
En este caso notamos que se cumple la relacién |e?*?| < 1. Esta condicién
sera utilizada posteriormente para justificar el uso que haremos de una ex-
pansion en términos de polinomios de Laguerre generalizados.
Observamos que el integrando en la ec.(2.41) lo podemos reescribir de
forma conveniente como

2ik2 2k 2 e
ey O = 7y exp| —4 Py 1 caie ) (242)
—e
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Utilizamos la siguiente expresion para el generador de los polinomios de La-
guerre generalizados [51]

1 __uzx > n o
m e l-u = Zu Lg ) (1’) , (243)
n=0

donde |u] < 1y L% es el polinomio generalizado de Laguerre de orden n.
Vemos que seleccionando a = —1 e identificando u = €*¥ y x = 4x7, tenemos

que la ec.(2.42) toma la siguiente forma

[e.e]

6721'/@?24 cotp _ 672145 Z ngl) (452) eliny (244)
n=0

La integral sobre ¢ en la ec.(2.41) es ahora directa obteniendo

1 .. 9
I(1) ~ 5 eZialre) o=2ry B (1) (2.45)
donde
F(r) = Y Fur),  Fy(r)=(r) -0, (2.46)
n=0

Loy oy ([ 2ime(n) 2in
Fn(T) = TL" (4l€y) (6 T e S00), n>1.

mn

Inicialmente el sistema se encuentra en un nivel de energia negativa con
momento p = h(k;, k,) y al tiempo ¢ = ¢, se enciende un campo eléctrico
constante Fy. La probabilidad de transicién del estado de energia negativa
a un estado de energia positiva, con el mismo valor del momento, queda
determinado de acuerdo a las ecuaciones (2.40,2.45,2.46) como

PH(7r) = np(r) = |W"(7)]* = sin? B e~ 2y |F(7‘)|:| ) (2.47)

Mientras que la probabilidad de que permanezca en el estado de energia nega-
tiva estd dada por Py (1) = [v"(7)]> = cos® [% e~y |F(7')|}, cumpliendo la
condicién Py (1) + P, (1) = 1, lo cual queda asegurado a todo tiempo debido

a que la aproximacién de Magnus preserva la unitariedad del operador de evo-
lucién. Notamos que debido a las condiciones iniciales, la probabilidad P ()
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Figura 2.2: Dependencia temporal de la probabilidad de transiciéon al ni-
vel de energia positiva P; (7). La curva negra continua presenta la solucién
numérica exacta. La linea roja a rayas corresponde a la soluciéon analitica
ec.(2.45) incluyendo solamente el término Fy(7) de la ec.(2.46). La linea azul
punteada incluye los términos oscilatorios de la serie ec.(2.46), hasta un va-
lor maximo n,,q.. El valor de k, = 4 es el mismo en todas las gréaficas. El
momento transversal ¥ N,q, se seleccionan como: (a) ky, = 0.05, Nper = 0;
(b) ky = 0.1, Nypaz = 0; (¢) Ky = 0.2, Nypaa = 37y (d) Ky = 0.3, Nypae = 4.

coincide con el nimero de ocupacién ny(7) del estado de energia positiva.
El hueco correspondiente se comporta como un portador de carga positiva,
por lo tanto ny(7) representa también el nimero de pares electrén-hueco de
momento p.

En la figura 2.2 comparamos los resultados para la evolucién temporal de
la probabilidad de transicién P () obtenidos con la férmula de la ec.(2.47),
para varios valores de los momentos adimensionales (k,, k), con los resulta-
dos numéricos, los cuales se pueden determinar con gran precision resolviendo
las ecuaciones diferenciales que se obtienen al aplicar el método de las alge-
bras de Lie, tal y como se explica en el apéndice.
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El tiempo t* al cual sucede la transicién queda determinado por la com-
ponente longitudinal del momento, expresado en cantidades adimensionales,
tenemos que 7 = k,. Utilizando las ecs. (2.34) obtenemos t* = p,/eFy. Es-
te comportamiento queda determinado esencialmente por el primer término
Fy(T) de la expansién para la funcién F'(7) en las ecs. (2.46), explicitamente
tenemos que

K K
Fo(1) = (1) — g = arctan —%— — arctan —2%— |, (2.48)
Ry — T Re — To
donde utilizamos la definicién en la ec.(2.36). La férmula anterior muestra
claramente que la transicién sucede en 7* = k. De hecho en el limite x, — 0,
la funcién Fy(7) en la ec.(2.48) resulta ser proporcional a la funcién escalén

Fo(r) = m0(ky — 70)0(T — Ky), (2.49)

en acuerdo con lo que se espera en el limite de la transiciéon repentina. Si el
tiempo inicial se selecciona como 79 = 0 notamos que sélo valores positivos de
Kk, contribuyen a la transicién. Para x, < 1 tenemos el limite de la transiciéon
repentina con P;“ (Too) = 1, es decir tenemos una inversion completa de la
poblacién. Conforme k, crece, nos acercamos a la regiéon adiabética, el valor
P (7s) decrece mondtonamente.

En las graficas 2.2, en todos los casos elegimos k, = 4; mientras que
ky = 0.05(a), K, = 0.1(b), K, = 0.2(c) y K, = 0.3(d). Observamos que
para valores pequenos de &, la ec.(2.47) produce una muy buena aproxi-
macion, y de hecho es suficiente con incluir solamente el primer término,
Fo(7), de la serie en ec.(2.46). Conforme &, crece, fig. 2.2 (¢) y (d), es ne-
cesario incluir los primeros términos de la serie para obtener convergencia.
En el caso k, = 0.2(c) incluimos los primeros 3 términos y 4 términos para
ky = 0.3(d). En estos casos el acuerdo con la expresién (2.47) representa
una buena aproximacién en la regién de transicién (7 ~ k), pero el valor
asintdtico Py (7 ) difiere entre un 10 — 20 % del valor exacto. Tomando en
cuenta que las observables fisicas que discutiremos posteriormente son do-
minadas por las contribuciones de x, pequena, podemos considerar que el
formalismo de Magnus utilizado es una muy buena aproximacién.

Es interesante observar que para valores mayores de x, = 1, fig. 2.3,
el formalismo reproduce de manera adecuada las oscilaciones dominantes
que aparecen en la region de transicion. Dicha dinamica transitoria requiere
incluir los términos oscilantes en las férmulas (2.46,2.47). En el célculo in-
cluimos los primeros 20 términos F,,(7) de la serie (2.46). Las oscilaciones se
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Figura 2.3: Dependencia temporal de PJ (7). La curva negra continua pre-
senta la solucién numérica exacta. La linea roja a rayas corresponde a la
solucién analitica ec.(2.45) incluyendo solamente el término Fy(7). La linea
azul punteada incluye los términos oscilatorios de la serie ec.(2.46), hasta
un valor maximo 7,,,, = 20. Los parametros se seleccionan como k, = 5y
Ky = L.

deben a la interferencia entre los estados de energia positiva y los de energia
negativa, es decir se pueden considerar un efecto del Zitterbewegung.

Tomando en cuenta que P (7) en realidad depende de la diferencia 7— k.,
vemos que graficas similares a las de las figuras 2.2 y 2.3 representarian la
distribucion de momentos longitudinales x, a un tiempo fijo 7. También
hacemos notar que nuestro formalismo nos permite estimar la duracién del
intervalo de tiempo A7 que le toma a la particula para tunelear del estado
de energia negativa al de energia positiva. Consideremos la ec.(2.48), por
simplicidad consideramos el tiempo inicial 79 — —oo. Estimamos A7 =
ke — T como el tiempo requerido para alcanzar un valor igual al 0.9 del
maximo valor alcanzado asintéticamente, Fy(7.,) = 7. Con lo cual obtenemos
ky/AT = tan(0.97). Es decir AT ~ 3k, expresado en términos de cantidades
dimensionales tenemos

3p
At =~ =2 2.50
oE, (2.50)
El resultado es consistente con el hecho de que para un campo eléctrico
intenso k, < 1, recuperamos el caso de una transicién repentina A7 — 0.
En las graficas podemos constatar que la formula A7 ~ 3k, nos brinda una
estimacion adecuada del tiempo requerido en el proceso de tunelaje.
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A partir del nimero de ocupacion de los niveles de energia positiva,
np(7) = PF(7), ec.(2.47), podemos calcular el nimero de pares electrén-
hueco n(t) creados por unidad de superficie como funcién del tiempo. Esto
se obtiene integrando sobre los momentos de acuerdo a la siguiente expresion

n(t) = g / é—gynm (2.51)

donde g = 4 es el factor de degeneracion de espin y de valle. Utilizando la
ec.(2.34), podemos expresar n(t) de la siguiente forma

€Eb

WQhUF

n(t) = n(r), n(r) = / ny(T) d’r (2.52)
donde 7(7) se escribe en términos de variables adimensionales.

Tomando en cuenta que en general la contribucién dominante a ny(7) pro-
viene de valores pequenos de x,,, podemos obtener una aproximacion analitica
vélida para n(7). Existen dos regiones separadas por un tiempo caracteristico;
el tiempo de Schwinger tg se sigue de un analisis dimensional del problema,
ver ec.(2.34), al hacer 7 = 1 obtenemos

[ h
tg = ) 2.53
s vrpeFy ( )

Region I, t > ts(7 > 1). En este caso se cumplen las condiciones
Ky < (kg,7). Como comentamos anteriormente para k, < 1, el primer
término Fy(7) de la serie en la ec.(2.46) resulta ser proporcional a la funcién
escalén Fo(1) = m0(k,)0(T — K,), aqui se utiliz6 la ec.(2.49) con 75 = 0.
Adicionalmente podemos comprobar que el resto de los términos de la se-
rie F,(7), n > 1 se cancelan en este limite. Por lo que utilizando las ecs.
(2.47,2.49) obtenemos

2

n(r) =~ /d2/{9(,‘£x)9(7' — Kg) sin? <ge_2"‘y> ~ 1271, (2.54)

Sustituyendo este resultado en la primera de las ecs. (2.52) y tomando en
cuenta que T = t\/vpeFy/h, ec.(2.34), obtenemos el siguiente resultado para
el nimero de pares electron-hueco por unidad de superficie creados al tiempo

t
1.2 [eEy\*?
n(t) ~ (e—ho) t,  t>tg. (2.55)
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Es de destacar que este resultado coincide esencialmente (difiere por un fac-
tor de 1.2) con la férmula de Schwinger para la tasa de produccién de pares
en un sistema bidimensional, ver segundo renglén de la ec.(2.4). La tasa de
produccién de pares crece linealmente con el tiempo, y muestra un comporta-
miento no lineal con respecto al campo eléctrico, caracteristico del fenémeno
de Schwinger en dos dimensiones n(t) o Eg/ 2,

Region II, t < ts (7 < 1). En este caso se cumplen las condiciones
(ky,T) < 1. Para obtener una estimacién de n(7) cuando 7 < 1, separa-
mos la integral sobre la magnitud del momento, ec.(2.52), en dos regiones (a)
k <7y (b) k> 7.Enlaregién (a) expandimos la funcién Fy(7) en potencias
de /7 obteniendo Fy(7) ~ m— 60 — K sin /7, donde el dngulo 0 determina la
direccion del momento respecto a la direccion del campo eléctrico. Conside-
rando solamente el término dominante en 7, se demuestra que la contribuciéon
a la tasa de creacién (%) (1), proveniente de la regién (a), estd dada por

2m T
A D(r) = /0 dH/O dkk sin® <%e2”“5 (; sinf 4+ 6 — W)) (2.56)

2 1 iné 0 —
~ 72/ de/ d¢ sin? (gsm ;“ W) ~ 1.0972,
0 0

para obtener la expresién del segundo renglén se realizé el cambio de variable
¢ = k/7, lo cual permite extraer el término 72 de la integral, después de lo
cual podemos tomar el término dominante haciendo 7 = 0 dentro de la
integral resultante.

En la regién (b) (k > 7) expandimos la funcién Fy(7) en potencias de
7/k obteniendo Fy(7) ~ 7 sinf/k, lo cual da lugar a la siguiente expresion

27 0
AO(r) = / a9 / drok sin? <2isinee—2“§> (2.57)
0 T

K
2m 00 1
No— / dQ/ dfg sin? 0 exp (—47%¢%sin” 0)
0 1

la segunda expresion se obtiene considerando que el argumento de la funcion
seno es pequeno y manteniendo el término dominante de una expansién en
serie, después de lo cual se efectiia el cambio de variable £ = /7. Nuevamente
separamos un término 72, pero en este caso no podemos hacer 7 = 0 en
la integral resultante, porque se vuelve divergente. Sin embargo podemos
efectuar la integral sobre la variable &, utilizando el siguiente resultado

< 1 2 1 1
/1 d{ge_zg = §E1(z) ~ 3 (v+inz), (2.58)
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donde FE;(z) es la funcién exponencial integral y en la segunda relacién se
expande F;(z) a primer orden en z, v = 0.577216 es la constante de Euler.
Al sustituir el resultado de la ec.(2.58) en la ec.(2.57) y tomando en cuenta
que z = 72sin? 6, podemos llevar a cabo la integral angular para obtener

A7) & 57 (119~ In (167%)) . (2.59)

Sumando este resultado con el de la ec.(2.56) obtenemos finalmente para
7 < 1 la siguiente estimacién

ii(r) ~ 7% (1.6 — 0.41n (167%)) . (2.60)

La sustitucién de la expresién anterior para n(7) en la ecuacién (2.52) y
utilizando 7 = t\/vpeE/h, ecs. (2.34), da como resultado

E,\? 4t 2
n(t) ~ 1.6 <u> 12 (1—0.25 In (—> ) , t < tg. (2.61)
mh tS

En esta ecuacién vemos que para tiempos cortos, t < tg la produccién de
pares muestra una dependencia temporal cuadratica, con una correccién lo-
garitmica.

Los resultados anteriores se comprueban al realizar una integracién numéri-
ca de np(7) sobre los momentos, utilizando la solucién completa de las ecs.
(2.46,2.47). En la figura 2.4 se presenta la evolucién temporal de la tasa de
produccién de pares n(7). En efecto para 7 > 1 se observa una dependencia
lineal n(7) o 7 consistente con la ec.(2.54) y que da lugar a la férmula de
Schwinger para la produccién de pares n(t) en la ec.(2.55). Sin embargo en
la region de tiempos cortos 7 < 1 la dependencia temporal deja de ser li-
neal, observandose un comportamiento cuadratico a tiempos muy cortos, en
acuerdo con la ec.(2.61). Cabe destacar que si bien la contribucién dominante
a np(T) proviene del término Fy(7) de la serie en la ec.(2.46), es necesario
tomar en cuenta los primeros términos F,,(7), n > 1. En la figura 2.4 la linea
punteada se obtiene incluyendo solamente Fy(7) en el cdlculo. El resultado
completo se obtiene incluyendo los siguientes tres términos de la serie, lo cual
es suficiente para obtener convergencia.

Los resultados anteriores indican la transicién entre dos regimenes sepa-
rados por un tiempo caracteristico tg. El comportamiento varia no sélo en su
dependencia temporal, sino también en la respuesta no-lineal con respecto a
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la intensidad del campo eléctrico Fy. A tiempos largos, t > tg, la produccion
de pares electrén-hueco n(t) crece linealmente con el tiempo, mientras que
la dependencia no lineal con respecto al campo eléctrico es de la forma Eg/ 2,
Por otro lado, para tiempos t < tg se produce una transicién a un régimen
en el cual n(t) muestra una dependencia cuadratica respecto, tanto al tiem-
po, como al campo eléctrico, modificado por una correccion logaritmica. El
término logaritmico se origina, a tiempos cortos, en las contribuciones de
momentos grandes, sin embargo en la siguiente seccién veremos que a tiem-
pos aun mucho méas cortos el comportamiento es lineal, correspondiente al
régimen de campo eléctrico débil, el tiempo que delimita dicha region ty,
esta relacionado con un momento de corte que se introduce para tomar en
cuenta la region finita de estados de energia que contribuyen al problema.

~

n

T

0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.4: Evolucién temporal de la densidad adimensional n(7) de pares
electrén-hueco, ec.(2.52). La linea punteada roja se obtiene al incluir sola-
mente el primer término Fy(7) de la serie ec.(2.46). La linea gris continua
incluye los términos F,, (7), hasta n = 3, requeridos para obtener un resultado
convergente. En el recuadro se detalla el comportamiento a tiempos cortos
T <0.5.

En resumen la produccién de pares electréon-hueco tiene un comporta-
miento no lineal respecto a la intensidad del campo eléctrico. La dependencia
n o< t E%?2, habfa sido reportada en trabajos previos (31, 40, 41], donde se
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utilizé la férmula de Landau-Zener. En nuestro caso encontramos este com-
portamiento utilizando el formalismo de Magnus, el cual adicionalmente nos
permite determinar el comportamiento a tiempos cortos, que toma la for-
ma n o t2 E£2, con una correccién logaritmica. La transicién entre ambos
regimenes se estima que sucede a un tiempo t ~ tg = \/h/vpeEy.

2.3.2. Corriente eléctrica

Nos interesa ahora calcular la corriente eléctrica que se produce en la con-
figuracién en la cual se van poblando los niveles de energia positiva, a partir
de las transiciones que genera el campo eléctrico, considerando la condicién
inicial en la que solamente los niveles de energia negativa estaban ocupa-
dos. Como vimos en la seccién anterior la probabilidad de transicién Py (7)
es proporcional al nimero de pares electron-hueco inducidos por el campo
eléctrico. Consideramos primero el régimen de campo eléctrico débil.

Campo eléctrico débil

En el limite de campo eléctrico débil se cumple la condicién k, < 1,7 <K
1 < k. En este caso tenemos que € ~ k 'y ¢ ~ k,/k*. Lo anterior es vélido
excepto cerca de la region no-adiabatica 7 ~ k, y se puede justificar si rein-
sertamos variables dimensionales en la ec.(2.35) y hacemos Ej = 0, en todos
lados, excepto en el numerador del término que incluye a $(7) y que determi-
na las transiciones entre niveles de energia negativa y positiva. Considerando
lo anterior podemos evaluar la integral que determina I(7), ec.(2.39), para
obtener (1) = €k, sin(xk7)/2x3. Tomando en cuenta que n, = sin*(|1(7)|),
ver ec.(2.40), obtenemos

ny(r) = sin? (M) o G () (2.62)

2K3 ~ 4x6

El resultado anterior coincide con el obtenido en la referencia [31], a partir de
una integracion directa de la ecuacién de Dirac en el limite de campo eléctrico
débil, lo cual es consistente con la solucién obtenida en este trabajo, ya que
en el limite considerado las correcciones de Magnus de orden superior se
cancelan.

Nos interesa conocer la contribucién a la corriente debida a los términos
de las corrientes de conduccién (intrabanda) ec.(2.19), y de la corriente de
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polarizacién (interbanda) ec.(2.21), lo cual requiere integrar sobre los mo-
mentos de acuerdo a la siguiente expresién, ver ec.(2.51),

50 = g [ Gt G 1= (o), (2.63)

con ¢ = 4. En algunos casos la integral anterior puede ser divergente, al
integrar sobre valores del momento que tienden a infinito; en estos casos se
requiere incluir un corte o valor maximo del momento p. = W/vp, W re-
presenta la region finita de estados de energia negativa que contribuyen al
problema (band-width). Al integrar sobre los dngulos la corriente transversal
a la direccién del campo eléctrico obviamente se cancela. En el caso de la
corriente longitudinal, al considerar la expresion para np(7) ec.(2.62) en el
célculo de la corriente de conduccion ec.(2.19), observamos que el término in-
dependiente de n(7) desaparecerd al promediar sobre los momentos. Mientras
que el resto de la contribucion es de orden cuadratico en el campo eléctrico
y como estamos considerando el limite de campo débil podemos despreciar
su contribucion.
Para la contribucién de polarizaciéon obtenemos

e?Ey o sing dn,(T)

JN) = — 2 I (), ) = 2 / &’k

m2h 7

S 26y

donde utilizamos la ec.(2.21). Tomando en cuenta que ¢ &~ k,/k* ,sinp ~
ky/K Yy la ec.(2.62), se obtiene

~ 1 27 Ke o3 2
i) = 1 /0 ey /O Mdﬁ:g&- (2k.7) | (2.65)

donde Si es la funcién seno-integral y el momento de corte adimensional

estd dado por k. = per/vr/heEy = W/\/hvpeEy. Combinando este resultado
con la ec.(2.64) obtenemos

g 2 2W't
JE(t) = er_hEO Si(2k,T) = %Eo Si (—) : (2.66)

Para tiempos cortos la corriente se incrementa linealmente con el tiempo de
acuerdo a )

e W
wh?

Jr(t) = Eyt. (2.67)
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El crecimiento lineal de la corriente se mantiene hasta un tiempo del orden

t ~ ty, donde
1 h
tw = = —. 2.68
Y vpke T W (2.68)
Posteriormente muestra un comportamiento oscilatorio caracteristico de la
funcién Si. Para tiempos grandes ¢t > ty, tenemos que Si (2k.7) — /2, con

lo que se obtiene el valor

2
e

JNt) = — Ey. 2.69

Pit) = By (269)

De la ultima expresién podemos identificar la conductividad

2
e

= . 2.70

o= (2.70)

Una de las propiedades mas sorprendentes del grafeno es la existencia de
un valor minimo finito para la conductividad, que es del orden del cuanto de
conductancia e?/h, por grados de libertad de valle y de espin. Dicho valor
se ha observado experimentalmente [28] al aproximarse a condiciones cerca-
nas al punto de Dirac, es decir al considerar condiciones de temperatura y
densidad de electrones tendiendo a cero. Aunque el resultado en la ec.(2.70)
no coincide exactamente con dicha observacion, el orden de magnitud es cer-
cano. Y fue obtenido a partir de las estimacion de los pares de electrén-hueco
producidos por el efecto del campo eléctrico. Adicionalmente notamos que la
contribucion a dicho valor de la conductividad estéd asociado a la corriente de
polarizacién, que como mencionamos se debe a las transiciones interbanda,
que al referirse a transiciones entre estados de energia negativa y positiva se
pueden identificar con el efecto de Zitterbewegung. Dicha relacion entre la
existencia de un valor minimo finito para la conductividad y el fenémeno de
Zitterbewegung fue identificado por M. Katsnelson [28] con base a un cdlculo
utilizando la féormula de Kubo.

Régimen no-lineal

En el régimen no-lineal o de campo eléctrico intenso se cumple en general
la condicién k, < 1, por lo cual se justifica emplear la solucién obtenida en
la ec.(2.47) para el nimero de pares electrén-hueco ny(7). Utilizando este
resultado en combinacion con las ecs. (2.63,2.21) obtenemos para la corriente
de polarizacién el siguiente resultado

o d*p  sinp dngg
JPoD (1) = _ZeUFg/(Qﬂ'ﬁ)Q 0 dr;()
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La contribuciéon de la corriente de polarizacién es despreciable, esto se com-

prueba facilmente ya que en la regiéon t > tg se tiene que ?1(—;; ~ (ke —T)y

% x 0(ky — 7), ver ec.(2.54). De forma andloga se comprueba que para
t < tg la corriente de polarizacion se puede despreciar.
La corriente de conduccion se evaltia de forma directa considerando las
ecs. (2.19,2.47,2.63), con lo que tenemos que

Jend (1) = —evp g /ﬂ cos p [2np(t) — 1] = 2evpn(t) (2.72)

* (2mh)? P 4 ' '

El resultado se justifica si observamos que el término que no contiene la
densidad de pares se cancela de forma exacta debido a la integracion angular.
Por otro lado en el término que incluye la densidad de pares np, tenemos que
dominan las contribuciones en las que x,, < 1, por lo cual podemos aproximar
cosp = (K, —7)/€(T) = 1, ver ec.(2.36). Tomando en cuenta lo anterior la
integral resultante es la misma que da lugar a la densidad de pares electron-
hueco n(t), ec.(2.36), con lo cual obtenemos el resultado de la ec.(2.72).

De acuerdo a los resultados obtenidos, la corriente total en el régimen
no-lineal es debida a la corriente de conduccién y resulta proporcional al
producto 2 evp n(t): de la carga, la velocidad (vg) de los portadores de carga
y la densidad n(t); el factor 2 aparece ya que por cada par creado hay dos
portadores de carga: un electrén y un hueco. Utilizando las expresiones ob-
tenidas para n(t), en las ecs. (2.61,2.55), la corriente eléctrica en el régimen
no-lineal esta dada por:

Eo\? 4\ 2
J.(t) = —32vpe? (—0> t2 <1—0.25 In (—> ) 1< tg,
Th tS

24 1/2 5/2 E, 3/2
T (t) = —% (%) t, t>tg. (2.73)

A continuacién analizamos las condiciones requeridas para observar los efec-
tos de la creacién de pares de Schwinger y el régimen de validez de las expre-
siones para la corriente en el régimen lineal ecs. (2.67,2.69) y en el no-lineal
ecs. (2.73). Para llevar a cabo una estimacién consideremos valores tipicos de
una muestra de grafeno cuadrada de lado L ~ 0.1 — 1 um, y para el ancho
de banda W (band-width) de la regién de los estados de energia negativa
utilizamos W ~ 1.3eV. Con esto podemos estimar el tiempo ty, ec.(2.68),
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tw ~ 0.5 fs. Para tiempos cortos ¢t ~ ty, la corriente queda determina-
da por la aproximacién lineal, siempre y cuando ty < tg, lo cual implica
para los valores del campo eléctrico Fy < h/(evpt?,), que se estima co-
mo Ey < 10" V/m, lo cual se cumple sobradamente aun para los campos
eléctricos mas intensos que se puedan considerar.

Por otro lado, para poder observar los efectos no lineales en la corriente
eléctrica, ecs. (2.73), se requiere reducir los efectos de las colisiones, lo cual
implica tg < t., donde t. es el tiempo promedio entre colisiones. Aun en
el caso de muestras ultralimpias a bajas temperaturas, en el que se pueden
despreciar las colisiones, el efecto estd limitado por el tamano finito de la
muestra; se requiere que tg < t,, donde el tiempo balistico estd dado por
t, = L/vp, que se estima del orden ¢, ~ 0.1 — 1 ps. Para el valor del campo
eléctrico la condicién anterior se expresa como Ey > h/(evpt?), que da lugar
a la siguiente estimacién Ey > 10% — 105 V/m.

Con base en las consideraciones anteriores tenemos que para campos
eléctricos intensos, Ey > 10° — 10° V/m, existe un rango de tiempos cor-
tos t < tg donde la corriente muestra un comportamiento lineal respecto al
campo eléctrico aplicado J, o Fy. En un rango de tiempos extremadamente
cortos t < tw, la corriente crece linealmente con el tiempo, ecs. (2.67). Mien-
tras que en el rango de tiempos, tyy <t < 0.1%g, la corriente se estabiliza en
un comportamiento cuasiéhmico, ecs. (2.69), J, = 0 Fy, con o = ¢*/4h. Este
resultado es similar a la ley de Ohm, en el cual el efecto de las colisiones dan
lugar a una velocidad terminal para los portadores de carga, al contrarrestar
el efecto de la aceleracién producida por el campo eléctrico y dando con ello
lugar a una corriente constante. El resultado es anédlogo, sin embargo en este
caso no se incluyen efectos de colisiones, la velocidad vz de los portadores de
carga permanece constante, ya que las particulas sin masa no son aceleradas
por el campo eléctrico. Tal y como se comenté anteriormente, en el régimen
lineal domina la corriente de polarizacién, por lo cual el efecto se identifica
con el fendomeno de Zitterbewegung.

A partir del tiempo ¢t > 0.1tg el sistema entra en el régimen no-lineal
y la contribucién dominante se transfiere a la corriente de conduccién. En
el rango de tiempo 0.1tg < t < tg la corriente crece de forma cuadratica
con respecto al tiempo y al campo eléctrico, con una correccion logaritmica,
dicho comportamiento refleja el crecimiento de la densidad de pares n(t),
producidos por el campo eléctrico. En el tiempo ¢t ~ tg se produce una
transicién a un régimen de crecimiento lineal respecto al tiempo y con una
dependencia J, Eg/ ? caracterfstica de la creacién de pares de Schwinger
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Figura 2.5: Comportamiento esquematico de la corriente en funcion del tiem-
po. Para tiempos cortos t < ty el comportamiento es lineal ec.(2.67), sin
embargo a tiempos algo mas grandes ¢ > ty la magnitud de la corriente
permanece casi constante ec.(2.69). Al pasar al régimen no lineal existe una
zona entre 0.1tg v tg donde la corriente tiene un comportamiento cuadratico
con una correccién logaritmica ecs. (2.73) y después se vuelve lineal en el
tiempo con una dependencia en el campo eléctrico E%/2.

en sistemas bidimensionales. En la figura 2.5 se presenta esquematicamente
una grafica de la evolucion temporal de la corriente.

El fenémeno de creacién de pares de Schwinger se podria corroborar al
medir la dependencia de la corriente eléctrica a tiempos cortos, verificando
su dependencia temporal y su relacién con la intensidad del campo eléctrico.
Sin embargo hay efectos fisicos adicionales, que deberian ser considerados y
analizados para tener una vision mas completa del problema; entre ellos po-
demos mencionar el efecto de las colisiones entre electrones y con impurezas,
asi como el efecto de la recombinacion de los pares electron-hueco que fueron
creados.

El comportamiento de la corriente respecto al campo eléctrico (lineal para
campos pequeiios y E3/2 para campos grandes) resulta ser robusto respecto al
nimero de capas de grafeno. En la referencia [52] se reporta una dependencia
similar para la corriente respecto al campo eléctrico ain para 4 capas de
grafeno.
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Capitulo 3

Grafeno irradiado por una onda
electromagnética

En el capitulo anterior consideramos el efecto de un campo eléctrico cons-
tante sobre una capa de grafeno. En este capitulo estudiaremos el efecto de
una onda electromagnética que incide perpendicularmente al plano del gra-
feno. Consideramos primero el caso de polarizacion lineal y en la ultima
seccién consideramos brevemente el caso de polarizacién circular.

El grafeno presenta una serie de propiedades electromagnéticas novedosas.
Entre los ejemplos de importancia podemos mencionar los efectos no-lineales
inducidos por la radiacién, en particular la generacién de armoénicos de or-
den superior [53, 54, 55]. Por otro lado, la interaccién de la luz con el grafeno
induce brechas en el espectro de cuasienergia, que modifican las propiedades
de transporte del grafeno [50, 56, 57, 58, 59]. Otro tema de interés notable
son las propiedades topoldgicas inducidas por la irradiacién del grafeno. Por
ejemplo en el caso de polarizacion circular, se ha demostrado que si adicio-
nalmente se aplica un voltaje-dc, se induce una corriente perpendicular tipo
Hall, atin en ausencia de campo magnético [57]. Por otro lado se ha encon-
trado que la generacién de brechas en el espectro de cuasienergia del grafeno,
asi como en otros sistemas, puede dar lugar a nuevas fases de los materiales
que se denominan aislantes topoldgicos de Floquet [60, 61, 62].

En nuestro caso nos interesa estudiar la dinamica de los portadores de car-
ga sujetos a un campo electromagnético en el modelo efectivo de la ecuacion
bidimensional de Dirac. El problema se puede plantear como un problema de
dos niveles con una interaccion periddica en el tiempo, por lo cual se puede
aplicar el teorema de Floquet, lo cual nos permitira en particular estudiar el
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espectro de cuasienergias en los dos casos mencionados: polarizacién lineal
y circular. Utilizaremos el formalismo de Magnus-Floquet (Seccién 2.2.4),
con la finalidad de estudiar la corriente inducida en el grafeno, asi como
la aparicién de efectos no-lineales y la generacion de radiacion que contie-
ne armonicos de orden mayor. Adicionalmente, calcularemos el campo de
radiacién que producen los portadores de carga del grafeno.

3.1. Polarizacion lineal, ecuacion de evolucién

Consideremos una onda electromagnética que incide perpendicularmente
al plano en el que se encuentra el grafeno, dicha onda se encuentra polarizada
linealmente y la direccion del campo eléctrico apunta a lo largo del eje ‘x’.
Seleccionando la posicion del plano del grafeno con el punto z = 0, tenemos
que el campo eléctrico y el potencial vectorial estan dados por las siguientes
expresiones

E = By (cos(@t),0) , A =22 (—gin(wt),0). (3.1)

w

Hacemos notar que en la norma elegida el potencial escalar se cancela, ¢ = 0.
Para el sistema considerado conviene definir el siguiente conjunto de variables
adimensionales:

VFPa VEPy vpeky
E=wt Kpg=—— FKy= A= O
hw hw hw
Con lo cual tenemos que la ecuacién de Dirac bidimensional que describe
la dinamica efectiva del grafeno en presencia de una onda electromagnética

linealmente polarizada toma la forma

(3.2)

i—— = [01(ky + Asing) + o9k,| V. (3.3)

3.1.1. Solucién exacta, propagacién longitudinal

En general la ecuacién de evolucién (3.3) no tiene una solucién exacta.
Sin embargo en el limite x, = 0 se puede obtener una solucién explicita. En
efecto se comprueba facilmente que las soluciones estan dadas por

+1

\I]i(f) _ eqii[fi{-i-)\(cosf—l)] Ya g = (34)

§||
[\]
—_
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Esta solucién es consistente con el teorema de Floquet ec.(2.29). Esto se
puede comprobar si escribimos la evolucién de la funcién de onda como
U, (§) = U(E)V4(0), con la condicién inicial U(0) = 1. De acuerdo al
formalismo de Floquet el operador de evolucién se puede expresar como
63, 45] U(E) = P(£)e*F, con F una matriz constante cuyos eigenvalores
e son las cuasienergias del sistema. Mientras que la matriz P(£) es periddica:
P(& +2m) = P(§). Explicitamente se obtiene

F = koy, P(&) = exp[ioi A (cos& —1)] . (3.5)

Hacemos notar que los valores de la pseudoenergia € no estan univocamen-
te determinados, ya que el operador de evolucién transformado U’(§) =
U(€) e™ ! donde n es un ntimero entero e I es la matriz unidad, también
da lugar a una solucién de la ecuacién de movimiento ec.(3.4) con el corres-
pondiente valor de la cuasienergia €, = € 4+ n.

En particular notamos que las expresiones anteriores, ecs. (3.5), son con-
sistentes con el formalismo de Magnus-Floquet (ver capitulo anterior ec.(2-
30)) ya que la matriz P(£) se escribe como P(§) = exp A(§). Tomando en
cuenta que las cuasienergias estan determinados moédulo n, tenemos que a
partir de los eigenvalores de la matriz F', las cuasienergias (adimensionales)
toman la siguiente forma

€ = K +n, n=0,+1,+2 £3... (3.6)

vélido para k, = 0. Si se restablecen las unidades, las cuasienergias estan
dadas como EL = +hvpk + nhw. La soluciéon exacta muestra que para una
polarizacion longitudinal de la onda paralela al movimiento de los portadores
de carga (k, = 0), el espectro de cuasienergias corresponde al de una serie
de conos de Dirac con cruces exactos en los puntos (¢, k;) = (n,m) y (€, k) =
(n+1/2,m+ 1/2), donde n y m son nimeros enteros.

3.1.2. Formalismo de Floquet
Consideremos ahora el caso en el que el momento de los portadores de car-

ga apunta en una direccién arbitraria, con un angulo 6 respecto a la direccion

del campo eléctrico, es decir # = arctan (:—y> Aplicando la transformacién

B(€) = 73/2(€), tenemos que en términos del espinor ¢(¢) la ecuacion de
movimiento (3.3) toma la siguiente forma

@'%(f) B ( K — )\639 sin(&) o /\ez)e ) ) o(1). (3.7)
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Tal y como comentamos anteriormente, esta ecuaciéon tiene una solucion exac-
ta sélo en el caso en que 6 = 0. Para obtener una solucién numérica utilizamos
el teorema de Floquet que nos permite escribir la funcién de onda como [64]

$E) =€), D& +2m) = (E). (3.8)

notamos que ¢(¢) es una funcién periédica y € representan la cuasienergia
del sistema, la cual estd determinada modulo n. La periodicidad del espinor
¢ nos permite expresar cada una de sus componentes en una expansiéon de
Fourier, es decir

- <f(§)

= = etné = e'ns )
3(e) = g(g)), FO=S 5, =0, (3.9)

Al sustituir las expresiones (3.8) y (3.9) en la ec.(3.7) encontramos las
siguientes relaciones de recurrencia

Kgn + (n+€)fn + igezegn_l — ige”egnﬂg = 0, (3.10)

Kfn+ (n+€)gn + @Ee_wfn_l — iEe_wan = 0.

En el limite en el que se apaga la constante de acoplamiento, A — 0, las
ecuaciones anteriores se desacoplan para valores diferentes de n, permitiendo
obtener los siguientes resultados exactos

€ =+4+Kk+n, €, =—Kk+m, (3.11)

donde n y m son ntumeros enteros. Estas soluciones coinciden con las obte-
nidas para 6 = 0, ec.(3.6). En este caso el angulo es arbitrario, pero A = 0.
Para analizar el conjunto de ecuaciones acopladas (3.10) en general, es
conveniente definir un vector ® de la forma ®% = (..., f_1,9_1, fo, 90, f1, 91, - - -)
con &y = fy, ®1 = go, etc., con lo que podemos escribir las relaciones de re-
currencia anteriores ecs. (3.10) como la ecuacién de eigenvalores HP = €®,
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donde H es una matriz de dimensién infinita dada por

n—1 k 0 —5ie? ) 0 0

k n—1 —%ie_w)\ 0 0 0

0 gieX n k 0 — e
sie X 0 k no —ziex 0

0 0 0 zie? X n+1 k

0 0 gie ®\ 0 k n+1

(3.12)
Esta representacion es muy 1itil porque nos permite determinar el espectro de
cuasienergias, al truncar y diagonalizar numéricamente la matriz H. Cabe
senalar que truncar el hamiltoniano H a una matriz de dimensiéon n x n,
corresponde a incluir n modos de la onda electromagnética en la interaccién
con los portadores de carga del grafeno.

En las figuras 3.1 y 3.2 se muestra la relaciéon de dispersion como funciéon
de la magnitud del momento adimensional x, para diferentes selecciones del
angulo 6 y de la constante de acoplamiento A. La matriz truncada se selec-
ciona de dimension adecuada para lograr la convergencia en los resultados
que se presentan en las graficas. Los resultados se pueden entender a partir
del efecto que produce el acoplamiento A finito sobre las expresiones exactas,
ec.(3.11), que se obtienen para A = 0. Cuando A = 0 el espectro consiste
de una serie de réplicas de conos de Dirac cuyos vértices coinciden con los
cruces de las soluciones €} y €., localizados en £ = £(m — n). El efecto del
acoplamiento finito, ademas de desplazar la posicién de los vértices, da lugar
en general a cruces evitados (repulsién de niveles). Sin embargo, observamos
que en ocasiones se mantienen los cruces exactos. Esto sucede cuando es po-
sible definir un operador de simetria que conmuta con el hamiltoniano [64].
Los estados con una misma simetria se mezclan por efecto de la interaccién
en el punto de cruce, dando lugar a una brecha. Pero en el caso de cruces de
niveles caracterizados por diferentes niimeros cudnticos, la simetria preserva
los cruces exactos.

Enla fig.3.1 consideramos el caso de propagacion paralela a la polarizacion
de la onda 6 = 0. Se comprueba que independientemente del valor de A se
mantienen de forma exacta los cruces correspondientes a la solucion de la
ec.(3.11), lo cual esta de acuerdo con la solucién exacta (3.6) que se obtiene
cuando 6 = 0.
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En las figs. 3.2 se compara €(k) para la seleccién de dos angulos 6 = 7/4
y 0 = /2 y diferentes valores de la constante de acoplamiento A. Se observa
que conforme aumenta el valor de la constante de acoplamiento se generan
brechas que aparecen inicialmente en algunos de los cruces determinados por
la ec.(3.11). Notamos que en ningin caso se generan brechas en el punto
k = 0, ya que en dicho punto se preservan los cruces exactos. En las figs.
3.2-(a) y 3.2-(b) correspondientes a A = 0.2 se generan las primeras brechas
en el siguiente cruce £ = 1/2. Al aumentar la constante de acoplamiento a
A = 0.5, observamos claramente en el caso 6 = 7/4 fig. 3.2-(c), la aparicién de
cruces evitados en kK = 1/2, 1. Sin embargo para ¢ = 7/2 fig. 3.2-(d) el cruce
exacto correspondiente a k = 1 se mantiene, pero desplazado a k = 0.9. Al
incrementar la constante de acoplamiento a A = 1, para § = 7/4 fig. 3.2-(e)
observamos una nueva brecha en k = 3/2. Mientras que para 6 = 7/2 fig. 3.2-
(f) notamos que el segundo cruce se preserva, con un fuerte desplazamiento a
k = 0.6, y se abre la brecha correspondiente al cruce k = 3/2, pero desplazado
a k ~ 1.25. Como veremos a continuacion esta sucesion de brechas y cruces
exactos se puede explicar utilizando un operador de paridad P, el cual se
puede definir para 6 = /2.

Las propiedades anteriormente descritas para el espectro de las cuasie-
nergias se pueden entender si analizamos las simetrias de la ecuacién de
evolucién para la funcién periédica ¢(€) que aparece de acuerdo al teorema
de Floquet en la ec.(3.8). Al sustituir la funcién de onda de la ec.(3.8) en la
ecuacion de Dirac (3.3) obtenemos que ¢(¢) satisface la siguiente ecuacion
de eigenvalores para la cuasienergia

o1(kg + Asiné) + o9k, — (&) = eg(€). (3.13)

.0
i g
La cual representa una ecuacion de eigenvalores en el espacio de funciones
periédicas en la variable & ¢(& + 2m) = ¢(£). Para el caso en que 6 = 0
(ky = 0) vimos que la ecuacién anterior tiene la solucién exacta dada en la
ec.(3.4) con el espectro determinado en la ec.(3.6). Consideremos ahora el
caso § = /2, la ecuacién de eigenvalores para ¢(¢) estd determinada por el
hamiltoniano efectivo

7:[1:: 01)\sin§+02/<;—i(% ) (3.14)

Para este hamiltoniano es posible encontrar una simetria discreta, represen-
tada por un operador de Paridad que genera traslaciones temporales discretas
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Figura 3.1: Espectro de cuasienergias € como funcién de la magnitud del
momento k para el caso de polarizacion lineal paralela al movimiento de
los portadores de carga 8 = 0. El resultado obtenido es independiente de la
seleccion de constante de acoplamiento A, siempre y cuando se seleccione una
matriz truncada de dimension adecuada. Por ejemplo para A < 3 es suficiente
seleccionar una matriz de dimension 21 x 21, mientras que para A = 10 se
requiere una matriz de dimension 41 x 41.

de medio periodo. Para esto definimos el operador P como [56]
]5 = 09 e%aﬁ = 09 67'—85 , (315)

donde tomamos en cuenta que el periodo es T' = 2. Si notamos que P siné =
sin(¢ + m)P = —siné P, se ve de forma directa que en efecto P representa
una simetria del problema ya que conmuta con Hp

PHpP™ ' = Hp. (3.16)

El operador P cumple la condicién PP = 1, debido a que actia en el espacio
de funciones periédicas, por lo que sus valores propios son £1. Corroborando
con esto la interpretacién de P como un operador de paridad.
Consideremos ahora las soluciones exactas que se pueden obtener para la
ecuacién de eigenvalores H (&) = €p(€) cuando se considera el limite A — 0
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Figura 3.2: Espectro de cuasienergias € como funcién de la magnitud del
momento k, obtenido a partir de la diagonalizacién del hamiltoniano en la
ec.(3.12) con una matriz truncada de dimensién 21 x 21. Los pardametros
se seleccionan de acuerdo a: Columna izquierda 6 = 7/4: (a) A = 0.2, (¢)
A =05y (e) A =1. Columna derecha § = 7/2: (b) A =102, (d) A =05y
() A =1.
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en la ec.(3.14). Es facil comprobar que las cuasienergias y sus correspondien-
tes eigenfunciones estan dadas por

€f = +Kk+n, P()F = —=em (3.17)

Comprobamos que el espectro coincide con los resultados previamente obte-
nidos en la ec.(3.11). Se puede demostrar de forma directa que estos estados
tienen paridades bien definidas con relacién al operador P, en efecto tenemos
que

Po(&)y = £ (=1)"9(&); - (3.18)
€
(=) (+)
n=0 +) (-)
(+ (=)
n= 1o 7 R
(=) (+)
n=-1Kw ©)

Figura 3.3: Grafica cualitativa del espectro de pseudo-energia e como funcion
de la magnitud del momento k. Se considera § = 7/2 y A = 0.1, ademads se
etiquetan las paridades correspondientes.

Observamos que para un mismo valor del modo n, los estados correspon-
dientes a las cuasienergias ¢/ = +k +n y €, = —k + n tienen paridades
diferentes. Adicionalmente notamos que las paridades correspondientes a las
ramas +k y —k se van alternando conforme se incrementa el valor de n.
Dicha asignacién de paridades se muestra en la Fig.(3.3), lo cual nos permite
determinar los cruces de las energias no perturbadas € y € en los cuales su
paridad coincide y por lo tanto podemos esperar que al incrementar el valor
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de X el efecto perturbativo de la interaccion con el campo electromagnético
genere una brecha. Por otro lado se identifican los cruces correspondiente a
niveles con paridad diferentes, para los cuales podemos esperar que se pre-
serven los cruces exactos. En particular tenemos que para x = 0 la paridad
de los estados que se cruzan siempre difiere, lo cual explica por qué nun-
ca se rompen los puntos de Dirac en k = 0. Por otro lado en k = 1/2 los
estados que se cruzan tienen paridades de signo contrario, por lo que al in-
crementar el valor de la constante de acoplamiento A podemos esperar que
se genere una brecha tal y como se observa en las figs. 3.2. Por otro lado en
k = 1 tenemos nuevamente cruces de estados con paridad diferente por lo
que podemos esperar, al menos perturbativamente, que al aumentar el valor
de ), los correspondientes conos de Dirac se puedan desplazar pero se preser-
ven. Finalmente para k = 3/2 tenemos nuevamente el cruce de niveles con
diferentes paridades, por lo que podemos esperar que el aumento de A even-
tualmente genere una brecha. Lo anterior explica la alternancia de cruces y
brechas observados para el caso § = 7/2 en las figs. 3.2-(b) 3.2-(d) y 3.2-(f).

3.1.3. Formalismo de Magnus-Floquet, corriente no-
lineal

El uso del formalismo de Floquet y la correspondiente solucién numérica
de las ecuaciones de recurrencia (3.10), nos permite entender la estructura
del espectro de cuasienergias del sistema correspondiente al grafeno irradiado
con una onda electromagnética linealmente polarizada. A continuacién vere-
mos que el sistema también se puede analizar por medio del formalismo de
Magnus-Floquet. Como una aplicacién de esta metodologia estudiaremos la
corriente eléctrica inducida por la onda electromagnética en el sistema y los
efectos no lineales, en particular la generacién de efectos de tercer armonico.
Presentaremos una estimacion de la intensidad de la energia radiada por el
grafeno, correspondientes al primer y tercer armoénico.

Consideremos la ecuacién (3.3), si aplicamos la transformacién V'(§) =
STW(¢), donde la matriz de transformacién S estd dada por la ec.(2.7), ob-
tenemos para nuestro sistema la siguiente ecuacion de evolucién

1

0V'(§) = H'(OV'(E) = [e() o3 — 5 () or | V(1) (3.19)

donde 04,03 son las matrices de Pauli, las cantidades estan expresadas en
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términos de las variables adimensionales (3.2) y tenemos que

_ Aky cos§

()= flm—Asing 4, $(O) =05

Consideramos el método de Magnus-Floquet (ver capitulo anterior), la
solucién de la ec.(3.19) se puede obtener a partir del operador de evolucién
U(&). Es decir ¥'(£) = U(&)W(0), con la condicién inicial U(0) = 0. Tomando
en cuenta que el hamiltoniano H'(&) es periddico, tenemos que de acuerdo
al formalismo de Magnus-Floquet el operador de evolucién tiene la forma
ec.(2.30)

(3.20)

U(g) = e el (3.21)

donde A(£) es un matriz periddica A(§ + 27) = A(), mientras que F' es
una matriz constante, cuyos eigenvalores representan las cuasienergias del
sistema. A primer orden en la expansién de Magnus-Floquet, F''y A() se
determinan de acuerdo a las siguientes expresiones [45]

1 2

F= d¢'H(¢),

" or 0

F

Q

A(€)

Q

£
A(E) = /O dEH(E) € F. (3.22)

Tomando en cuenta que los eigenvalores de la matriz F' determinan las
cuasienergias del sistema, y utilizando las ecs. (3.19,3.22), obtenemos que las
cuasienergias del sistema estan dadas por

1 2

e(k) = +— e(§)d¢ £n, n=0,1,23, ... (3.23)
2 Jo

Observamos que al nivel de la aproximacion usada, las cuasienergias estan

dadas por el promedio sobre un periodo de los eigenvalores instantaneos del

hamiltoniano de la ec.(3.19).

Para calcular la corriente inducida en el sistema, consideraremos un aco-
plamiento débil A <« k. Las dos matrices F' y A(§) que aparecen en las
exponenciales del operador de evolucién ec.(3.21) se evalian utilizando la
ec.(3.22) hasta términos de orden A, con lo cual obtenemos las siguientes
expresiones

F =~ ko3, A ~=Q&) o, Q&) = % sinf sin& . (3.24)



Utilizando las ecs. (3.21,3.22,3.24) obtenemos una expresién explicita para

el operador de evolucién. Seleccionando el estado inicial ¥'(0) = (1,0)7,
obtenemos la evolucién del sistema de acuerdo a
[ cosQ(8)

V(&) = e ™ : (3.25)
isin Q(€)

Para calcular la corriente eléctrica inducida por la onda electromagnética,
sustituimos la funcién de onda ec.(3.25) en las expresiones para la corriente
de polarizacion ec.(2.21) y corriente de conduccién ec.(2.19), obteniendo :

(42(E))por = evp sind sin[2Q(§)] ,

A eoma = evp FESITAME) o). (3:26)

K

En las ecuaciones anteriores utilizamos el hecho de que sin ¢ ~ sinf y cos ¢ ~
(kcosf — Asin &) /k. Las expresiones en la ec.(3.26) representan las corrientes
inducidas para un valor especifico del momento s y una orientacion 6. La
corriente promedio se obtiene integrando sobre los momentos, suponemos
el limite de temperatura cero en el cual los momentos estan distribuidos
uniformemente en una regién limitada por la energia de Fermi. Tomando
en cuenta lo anterior tenemos que la corriente promedio estd dada por la
expresion (ver ec.(2.63))

146 = 0 [ s e = pL(E) = = [ a0 [ i€
(3.27)

Donde se utilizé la ec.(3.2) para escribir la integral en términos de varia-
bles adimensionales, 8(pr — p) es la funcién escalén y g = 4 es el factor de
degeneracion de valle y espin. Hacemos notar que no hemos escrito la com-
ponente perpendicular a la direccion del campo eléctrico, ya que obviamente
se cancela al integrar sobre los momentos.

La corriente promedio correspondiente a las contribuciones de polariza-
cién y conduccion se puede evaluar explicitamente en una serie de potencias
del pardmetro A\ = A/kp al sustituir las expresiones de la ec.(3.26) en la
ec.(3.27). El método utilizado es similar al de la referencia [54] y se describe
en detalle en el apéndice. De acuerdo a las ecs. (3.26) las corrientes promedio
de polarizacién y de conducciéon son del mismo orden de magnitud, por lo
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cual conviene referirse solamente al valor total de la corriente que se obtiene
al sumar las dos contribuciones, J,(t) = J&(¢) + Jrol(t). A orden A3 el
resultado es el siguiente ecs. (B.17)

L.(t) = cvpnp {xsm (wt) (1 2 v) — 3 Wein (3wt) + O (%)} |

32 32
3 (3.28)
En esta ecuacion la densidad de Fermi ng y el pardmetro A estan dados como
1 EF 2 N A Vr GE()
S Rt A= — = . 3.29
- <hv F) ’ Kp wEp (3:29)

Tomando en cuenta que A es proporcional a la intensidad del campo
eléctrico Ep, la ec.(3.28) muestra que ademds del término lineal, aparecen
términos no-lineales con potencias impares del campo eléctrico Ef, n =
3,5... Resaltamos que en correspondencia a cada término de orden Ej la
frecuencia es nw con n impar. Es decir el grafeno irradiado por una onda
electromagnética genera radiaciéon con armoénicos impares de orden superior.
El estudio de materiales no-lineales que puedan generar de forma eficiente
armonicos de orden superior es un campo de gran interés y actualidad en
areas diversas que incluyen por ejemplo las radio-comunicaciones, la 6ptica
cuantica, la produccién de fuentes en el rango de terahertz, entre otros.

La expresion para la corriente en la ec.(3.28) se puede representar en
términos de las conductividades de orden uno o™ y orden tres o(®, si iden-
tificamos la respuesta del sistema de acuerdo a la expresion

Jo(t) = oW E, (wt) + c® E3 (wt) . (3.30)

Tomando en cuenta que la expresién para el campo eléctrico en la ec.(3.1)
se puede interpretar como la parte real del campo E, = E,e™?, tenemos
que en notacién compleja la ec.(3.28) se obtiene de la parte imaginaria de la
ec.(3.30), en la cual las conductividades oMy 03 son cantidades imaginarias
que estan dadas por las siguientes expresiones

2 2
W _ & (BN (2 (vreko
7 "h (m) ( T2 \WE ) |

.3 et (Ep 3
o® = iz WE%F (ﬂ> : (3.31)
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Hacemos notar que si despreciamos la contribucién de orden A3, la expresién
anterior para o™ coincide con el resultado bien conocido para la parte ima-
ginaria de la conductividad intrabanda tipo Drude, que se obtiene a partir
de conductividad Gptica en el limite kT < Er [65, 66, 67, 68].

A continuacion calculamos el campo de radiaciéon generado por la co-
rriente J,(t). Para ello escribimos las contribuciones del primer y segundo
armonico a la corriente como
JM(t) = 6™ EP sin (nw) 6(2) n=13, (3.32)

T

donde las conductividades de primer y tercer orden o™ n = 1,3, estan da-
das por las ecs. (3.31). Suponemos que el grafeno ocupa una superficie muy
grande, de lado L x L, localizada en el plano z = 0. La condicién de que la
superficie sea muy grande, requiere que L sea mucho mayor que la longitud
de onda de la radiacién incidente. Es decir se debe cumplir la restriccion
2mc/w < L. En puntos de observacién cercanos al grafeno, suficientemente
alejados de las orillas del plano (z < L) los campos electromagnéticos de
radiacién corresponden a los de una onda plana que se propaga alejandose
de la superficie del grafeno en las direcciones é, y —é,. Es facil comprobar
que los campos eléctrico £ y magnético B™ de la onda radiada se pueden
seleccionar de la siguiente forma

B = B sin <w(”) (t — §)> : M = ¢ B sin (w(") (t — §)> ., (3.33)
La intensidad relativa entre los campos se ajustd de tal manera que se sa-
tisface la ley de Faraday. El valor de B(()") se determina integrando la ley de
Ampere a lo largo del circuito rectangular mostrado en la figura (fig. 3.4).

El rectangulo tiene lados de longitud [ ,[ < L, paralelos al campo
magnético (eje ‘y’) y los otros lados de longitud 2z perpendiculares al plano
del grafeno. Para puntos muy cercanos a la placa, z — 0, obtenemos los
siguientes resultados

B(()n) _ o g( ) Ey, w™ = nw, (3.34)
los cuales relacionan la amplitud de la onda radiada con la amplitud de la
onda incidente y el valor de las conductividades correspondientes al primer
(n =1) o tercer (n = 3) armonico.

A partir de las expresiones en las ecs. (3.33,3.34), podemos calcular el
vector de Poynting §™ = ézu—loBz(,”)Sén) de la onda radiada y considerando
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Figura 3.4: Esquema del circuito utilizado para determinar los campos de
radiacion.

el promedio temporal obtenemos la intensidad de la energia radiada I,,,, =
é. - (™) correspondiente al primer n = 1y tercer n = 3 arménico. Los
resultados relativos a la intensidad I de la onda incidente son los siguientes

I dra’vin 9 2

ﬂ n F''F 1 + IO ’

[0 w? 4thw2

2
Lo _ 37 [veo® 1L (Ep\°
]0 N 4n F hw3 0 o I F hw
donde o = €2 /(4mephc) es la constante de estructura fina, I es la intensidad
de la onda incidente y definimos las intensidad de Fermi Ir de acuerdo a

, (3.35)

1 21 hvZn?
Io=\[2B3,  Ip=-p=ERF

2\ o V3 a2
Los resultados anteriores muestran que es de esperarse que una capa de gra-
feno funcione como un material multiplicador de frecuencias, triplicando la
senal original: w — 3w. Resultados similares a los de las ecs. (3.28,3.31) se

(3.36)
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obtuvieron en la referencia [53| utilizando un método semi-clasico basado en
la ecuacién de Boltzman y en la referencia [54, 55] en la que se hizo un tra-
tamiento cuantico resolviendo la ecuacién bidmensional de Dirac acoplada al
campo electromagnético. El método usado en [54, 55] se basa en la aplica-
cién de una transformacién unitaria combinada con el uso de una funciéon de
prueba. En nuestro caso la soluciéon se obtuvo con la aplicacion del forma-
lismo de Magnus-Floquet. Adicionalmente se calcularon explicitamente los
campos de radiacién producidos por la corriente inducida en el grafeno ecs.
(3.33,3.34), lo cual permite estimar la intensidad de la radiacién emitida en
el tercer arménico ecs. (3.35). Hacemos notar que se ha comprobado experi-
mentalmente la capacidad que tiene el grafeno para multiplicar la frecuencia
de la senal aplicada [69]. Sin embargo en el experimento la sefal se aplica,
no irradiando al material, sino a través del estimulo de una diferencia de
potencial oscilatoria. Observandose en ese caso una respuesta que duplica la
frecuencia de la senal original.

Las ecs. (3.35) nos permiten estimar la intensidad de la respuesta del
grafeno a través de la radiacién saliente, en las contribuciones del primer y
tercer armonico. En particular si consideramos que la intensidad relativa del
tercer arménico respecto a Iy es mayor a una fraccién f, es decir I3, /Iy > f,
de acuerdo a la ec.(3.35) obtenemos que la intensidad de la radiacién incidente
debe cumplir la siguiente condicion

3
Iy > /f Ir (@) , f:@. (3.37)
Er Io

Observamos que conforme aumenta la frecuencia de la radiaciéon inciden-

te, crece la intensidad minima requerida para poder obtener una fraccion
observable del efecto de tercer arménico. Para hacer una estimacién supone-
mos un valor de la densidad de Fermi de np = 10'° em =2, que corresponde
a un valor de Ir = 7KW /cm?. Con lo cual encontramos que para obte-
ner una respuesta f = I3,/Iy ~ 0.001: (A) en la regién de microondas,
suponiendo w = 10 GH z se requiere una intensidad de la onda incidente su-
perior a Iy ~ 0.05mW/em?, con lo cual se obtiene una respuesta del orden
I3, ~ 0.05 uW/em?. (B) En el caso del infrarrojo medio, w = 6 THz, la inten-
sidad umbral es de Iy ~ 9 KW /cm? correspondiente al valor I3, ~ 9W/cm?.
(C) Mientras que en el visible, w = 500 T Hz, se requiere una intensidad de
Iy ~ 5 GW/em?, para producir un arménico de tercer orden con una intensi-

dad I3, ~ 5 MW /cm?.
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El formalismo anterior nos permite estimar la intensidad de la respuesta
del tercer arménico para diferentes frecuencias de la radiacion incidente. Sin
embargo para obtener una prediccién més precisa, se requiere un tratamiento
que revise con detalle varias de las aproximaciones utilizadas. (1) Los resul-
tados son validos cuando los efectos no-lineales no son muy intensos, ya que
consideramos A < 1, ec.(3.29). Considerando las ecs. (3.29,3.37) vemos que
la aproximacién es menos precisa conforme se incrementa la frecuencia de la
radiacién incidente. (2) En el cdlculo de la radiacién se supuso una muestra
muy grande de grafeno. Un calculo numérico preciso seria requerido para
tomar en cuenta los efectos del tamano finito de la muestra. (3) La ec.(3.27)
considera solamente los efectos de las transiciones intra-banda, en el régimen
de frecuencias que cumplen la condicion hw > 2FEp, se deben agregar los
efectos de las transiciones inter-banda.

3.2. Polarizacion circular

Consideramos ahora el caso del grafeno irradiado por una onda electro-
magnética con polarizacién circular. Como veremos aparecen diferencias im-
portantes con respecto al caso de polarizacion lineal. En particular encontra-
remos que el espectro de cuasienergias muestra la aparicion de brechas en los
puntos de Dirac como resultado de la irradiacién con ondas electromagnéti-
cas polarizadas circularmente. En este caso el campo eléctrico y el potencial
vectorial estan dados por las siguientes expresiones

E
E = Ey (cos(wt),sin(wt)) , A = =2 (—sin(wt),cos(wt)).  (3.38)
w
Utilizando las cantidades adimensionales definidas en las ecs. (3.2) tenemos
que la ecuacion de evolucion del sistema es la siguiente

3\11(5) _ 0 ke W _iNe %
! o0& o ( ke i)t 0 ) U(), (3.39)

donde € determina la orientacion del momento lineal de los portadores de
carga k = K(cosd,sinf). Es conveniente realizar la siguiente transformacién
U'(&) = exp {ioz(w — &)/2} U(£), con lo cual la ecuacién de evolucién toma
la siguiente forma
p 1 ket — i\
AN i w(e), (3.40)
o ke + i\ -1
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donde redefinimos sin pérdida de generalidad la constante de acoplamiento
Ae? — X En la ec.(3.40) observamos que en el punto de Dirac el hamilto-
niano se vuelve independiente del tiempo y por lo tanto, en k = 0 la ec.(3.40)
tiene una solucién exacta. En términos de la funcién de onda original W(¢),
es facil comprobar que la solucién se puede escribir como

e~ %

‘ / r_ e
V() =exp{i(1/2+ Q) &} i (M) , = Z+)\ , (3.41)

A

donde identificamos la expresion para €2 como la frecuencia (adimensional)
de Rabi [70]. Insertando unidades, la frecuencia de Rabi 2 toma la siguiente

forma
w? cvpFy\ >
Q=4/— ) 3.42
\/ () (3.42)

Lo anterior corresponde al resultado bien conocido de Rabi [64, 70], quien
mostrd que un sistema de dos niveles excitado por una onda electromagnética
polarizada circularmente tiene una soluciéon exacta.

La solucién en la ec.(3.41) es consistente con el teorema de Floquet [45,
63, 64], ya que la funcién de onda es de la forma W(¢) = exp(i e &) ¥(€) donde

€ es la cuasienergfa y W(€) es una funcién periddica W (€ + 27) = ¥(€). Esto
nos permite identificar el valor de la cuasienergia en el punto de Dirac como

1
e,jf(/f:()):§:|:Q'+n n=0,+1,42 +3....... (3.43)
donde se utiliz6 el hecho de que la energia (adimensional) esta definida médu-
lo n. Como este es un resultado exacto, podemos concluir que en el punto
de Dirac la irradiacién con una onda polarizada circularmente produce una
brecha A entre los niveles de energia positiva y negativa cuya magnitud

esta dada por
/1
A=2(k=0)=20 =2 Z+)\2' (3.44)

Para estudiar el espectro de cuasienergias en el caso general, valores arbi-
trarios de k, utilizamos el teorema de Floquet que nos permite expresar la
funcién de onda que aparece en la ec.(3.40) como

V(€ =e“@EP(E),  W(E+2m) = T(E). (3.45)
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donde ¥(¢) es una funcién periddica y €(k) representan la cuasienergia del
sistema. La periodicidad del espinor W nos permite expresar cada una de sus
componentes en una expansion de Fourier, es decir

T, o f(g) o einf — einf
\1!(5)—(9(@), FO=Ffu", g = Ve, (340

donde la suma es sobre valores enteros de n = 0,41,+£2,..... Sustituyen-
do estas ecuaciones en la ec.(3.40) obtenemos las siguientes ecuaciones de
recurrencia para los coeficientes de las funciones f y g¢:

Kgn + (€ —=n)fn —iNgns1 = 0 (3.47)
iMoo+ (e—n)gn +Kfn = 0.

Estas ecuaciones nos permiten corroborar que los valores de las cuasienergias
quedan determinados médulo n. Y ademés comprobamos que en el punto de
Dirac, k = 0, la solucién coincide con el resultado de la ec.(3.43). Por otro
lado, en el limite de acoplamiento nulo, A = 0, las ecs. (3.47) tienen como
solucién el espectro

e = 4k +n, n=0+1,+2 +3.. (3.48)

n

correspondiente al espectro de una serie de conos de Dirac con cruces exactos
en los puntos (€,k) = (n,m) y (¢,k) = (n+1/2,m + 1/2), donde n y m
son numeros enteros. De manera similar al caso de polarizacion lineal, nos
interesa analizar el efecto de la interaccion electromagnética sobre dichos
cruces y la posible generacion de brechas de energia. Para ello utilizamos
los coeficientes f,, v g, en la ec.(3.47) para definir un vector de dimension
infinita ®7 = (..., g1, f_1, 90, fo, 91, f1, - - .) donde &y = gy. Esto nos permite
escribir las relaciones de recurrencia (3.47) como una ecuacién de eigenvalores
MO = €(k)®P, donde la matriz M estd dada como

N -1 K 0O 0 0 0 0
0 -1 —iA 0 0 0 0
0O 0 2 0 & O 0 0
M= 0O 0 0 k0 —iA 0 0 (349)
0O 0 0 0 X 41 k 0
0O 0 0 0 0 &k +1 —i)
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Encontramos que esta es una matriz tridiagonal infinita, la cual es inde-
pendiente de la direccién del momento. Por lo tanto la cuasienergia depende
solamente del parametro A y la magnitud del momento x y se puede determi-
nar numéricamente al resolver el problema de eigenvalores correspondiente
al seleccionar una matriz truncada de dimension N x N, seleccionando N
suficientemente grande para asegurar la convergencia de los resultados.

Figura 3.5: Cuasienergias en funcién de la magnitud del momento lineal €(k).
Se ha utilizado una matriz de 40 x 40 y para el parametro A los siguientes

valores: (a) A =0.2, (b)) A=0.6, (c) A=1, (d) A=15.

En las figuras 3.5 se muestra la relacién de dispersion €(x) para diferen-
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tes valores de la constante de acoplamiento A. La matriz en la ec.(3.49) se
selecciona de dimension adecuada para obtener convergencia de los resulta-
dos mostrados en las gréaficas. Los resultados se pueden entender a partir del
efecto que produce el acoplamiento A finito sobre las expresiones (3.48) que
se obtienen para A = 0. En el limite A — 0 el espectro consiste de una serie
de réplicas de conos de Dirac cuyos vértices coinciden con los cruces de las
soluciones € y e localizados en k = %(m — n). Sin embargo para pola-
rizacién circular el efecto de un acoplamiento finito A siempre produce una
brecha en los puntos de Dirac k = 0, la cual es consistente con la ec.(3.44).
Adicionalmente observamos que conforme aumenta el valor del acoplamien-
to A se abren sucesivamente brechas en los siguientes puntos de cruce. Por
ejemplo en las figuras 3.5: (a) A = 0.2 se observan brechas en xk = 0,1/2. (b)
Mientras que para A = 0.6 aparecen brechas en k = 0,1/2,1,3/2. (c) Para
A = 1 se han abierto brechas hasta x = 2, el punto de acercamiento se ha
corrido a k &~ 1.85. En este caso observamos que la brecha en k = 0 se ha
ampliado tanto que en esa region los niveles se acercan a los de la siguiente
banda. Finalmente en A = 1.5 se observan brechas abiertas hasta x = 3, el
punto de acercamiento se ha corrido a k &~ 2.8. Observamos que cerca de
r =~ 0 los niveles se han acercado nuevamente al punto original de Dirac. En
conclusion para polarizacién circular, a diferencia de la lineal, no observamos
que se preserven los cruces exactos. Esto se puede entender al analizar el
hamiltoniano en la ec.(3.39) o ec.(3.40), para el cual no es posible definir una
simetria de paridad similar a la de la ec.(3.15), que proteja los cruces exactos.

Lo presentado anteriormente corrobora el resultado [57, 62|, de que la
radiacion polarizada circularmente induce una brecha en el espectro de la
cuasienergia cerca del punto de Dirac, la cual se puede interpretar como la
generacion de una masa efectiva para los portadores de carga del grafeno.
En el proximo capitulo estudiaremos en detalle la interaccién del grafeno
con un campo electromagnético cuantizado. Encontraremos que los efectos
anteriores se pueden interpretar como una cuasiparticula masiva electron-
foton que se forma como resultado del acoplamiento entre los portadores de
carga con los fotones.

72



Capitulo 4

Grafeno en interaccion con un
campo electromagnético
cuantizado

En los capitulos anteriores estudiamos la interacciéon de la radiacion elec-
tromagnética con fermiones de masa nula, los cuales representan a los por-
tadores de carga del grafeno. En dicho estudio consideramos que el campo
de radiacion es clasico, lo cual es una suposicion valida en muchos casos de
interés. Sin embargo resulta interesante considerar el caso en el que el campo
de radiacion esta cuantizado.

Los estudios de éptica cuantica han demostrado que al considerar el
caracter cuantico del campo de radiacion permite estudiar y entender fenéme-
nos novedosos de la interaccion de los atomos con la radiaciéon que no son
explicados por el formalismo semiclasico. Esto sucede aun en el caso de un
modelo sencillo, el modelo de Jaynes-Cummings (JC) en el cual se considera
un atomo idealizado por un sistema de dos niveles en interacciéon con un cam-
po de radiacién monocromatico cuantico. El modelo de JC permite explicar
la emisién espontanea, asi como los fenémenos de oscilaciones con colapsos
y resurgimientos.

En este capitulo estudiaremos la interaccion de los portadores de carga del
grafeno con un campo de radiacién cuantizado, mostraremos que el sistema
se puede representar por un hamiltoniano que es una extensién del modelo de
Jaynes-Cummings, y analizaremos sus propiedades. Encontraremos que los
fotones en interaccion con los portadores de carga del grafeno forman estados
ligados que representan cuasiparticulas masivas cargadas. Como resultado de
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lo anterior se genera en el grafeno una brecha entre las bandas de valencia y
conduccién. Posteriormente estudiaremos la evolucién temporal de paquetes
de onda, lo cual da lugar a oscilaciones de Rabi, asi como a fenémenos de co-
lapsos y resurgimientos (collapses and revivals), que aparecen en observables
del sistema.

4.1. Hamiltoniano fotén-grafeno y cantidades
conservadas

La cuantizacién del campo electromagnético se puede incorporar sustitu-
yendo las amplitudes que aparecen en la solucién de las ecuaciones de Max-
well para el potencial vectorial (a(k)y a*(k)) por operadores de aniquilacién
y creacién ai y aL. En el caso de una onda monocromatica sélo contribuye
un modo con operadores de aniquilacién y creacién a y a', por lo que el
potencial vectorial para una onda circularmente polarizada se puede escribir
de la siguiente forma [39]

2rc?h
A= v (era+e_al), (4.1)

donde w es la frecuencia de la onda electromagnética, V' es el volumen efectivo
que ocupa la radiacién y los vectores de polarizacién correspondientes a la
polarizacién circular son ey = (e,+ie,)/v/2, donde e, , son vectores unitarios
a lo largo de los ejes z, y.

En la ec.(4.1) no existe dependencia espacial ya que ¢** = 1, debido a
que consideramos que el vector de onda k es perpendicular al plano definido
por la muestra de grafeno, la cual se localiza en z = 0. Los operadores
de aniquilacién y creacién a y a' obedecen la regla de conmutacién usual
[a,a’] = 1, y acttian sobre los estados de nimero del campo electromagnético
In) de acuerdo a: afln) = /n+ 1|n+ 1) y a|n) = \/n|n — 1).

La interaccién del fermién de Dirac con el campo de radiacién se obtiene
a partir del hamiltoniano para el grafeno

Hg = vpo - p, (4.2)

utilizando el principio de acoplamiento minimo: p — p + €A, y sustituyen-
do para el potencial vectorial la expresion dada en la ec.(4.1). Adicional-
mente se incluye la contribucion de la energia del campo electromagnético
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H,, = hwa'a, con lo cual el hamiltoniano efectivo del sistema (fermién-fotén)
esta dado por la siguiente expresion

H = hwa'a 4+ vpo - p + hg(oya + o_al), (4.3)

donde oy = 1(0,+i0,) son las matrices de ascenso y descenso que actiian so-
bre las componentes del pseudoespin, y la constante de acoplamiento electron-

fotén g se define como
2me?v,
= : 4.4
TN v (4.4)

En el hamiltoniano completo ec.(4.3) el primer y segundo término (H, y H¢)
describen la dinamica del foton y del fermién en ausencia de interacciones,
mientras que el hamiltoniano de interaccién

Hip = hg(opa+ o_al), (4.5)

incluye la interaccion fotén-electrén; frecuentemente y por simplicidad nos
referiremos al electrén para representar al fermién de Dirac cuyos grados
de libertad incluyen las soluciones de electrones y huecos. El término o a
representa la absorcién de un fotéon acompanada de un salto del electrén de
la subred B a la subred A. Mientras que o_a' describe un proceso en el que
el electron salta de la subred A a la subred B con la emisién de un foton.

Observamos que en el punto de Dirac p = 0, el hamiltoniano ec.(4.3)
se reduce al modelo de Jaynes-Cummings [71], por lo cual en este limite el
sistema tiene una solucién exacta. La existencia de una solucién exacta para
el modelo de JC se relaciona con la existencia de cantidades conservadas.
Para el modelo de JC se encuentra que se pueden definir dos operadores que
representan cantidades conservadas [72]:

- 1

Njc = ala+ 572

N 1
Kjo = glota+o_a) - SWIs- (4.6)

En efecto, podemos comprobar que N ey K jc conmutan con el hamiltoniano
ec.(4.3) en el punto de Dirac p = 0. La pregunta que surge es ;se puede ex-
tender la definicién de los operadores N Jjc'y K Jc de tal forma que tengamos
cantidades conservadas para nuestro modelo completo? La respuesta es afir-
mativa y para ello es conveniente incluir los grados de libertad asociados al
momento angular del electrén en el grafeno.
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Resulta conveniente introducir la coordenada compleja z:

z = x+1y, 2f=x— 1y,
0 0 0 0
= —_ ] — * = ‘_. 4
. ox Z@y 0 ox +Z@y (4.7)

Lo anterior nos permite escribir el hamiltoniano Hg y el momento angular
de los portadores de carga como

HG = —2ihvp(a+8z+a_8:), (48)
L = h(z0,—2"0]).

Hacemos notar que el movimiento del electrén esta restringido al plano xy

por lo que el momento angular sélo tiene componente z, es decir L = —ihd,.

Utilizando los resultados anteriores se pueden construir los siguientes opera-

dores que dan lugar a cantidades conservadas del sistema

N = da+ ! J
= =,

. w

K = glorato_a)— E‘] — 2ivp(04.0, + 0_03). (4.9)

En esta ecuacion J seria un “momento angular total del electréon” J =

L+ ’2202. Se puede comprobar de forma directa que N y K conmutan con

el hamiltoniano completo del sistema: [N ,H] = [K H } = 0, y conmutan

entre si [N , K } = 0. Es importante notar que el operador N incluye grados

de libertad del fotén y del electréon. Por lo que N se puede identificar como un
operador que representa las excitaciones totales del sistema foton-electron.
Por lo tanto es de esperar que los eigenestados del hamiltoniano ec.(4.3) sean
estados ligados foton-electron que representan cuasiparticulas del sistema al
que da lugar el grafeno irradiado por fotones. Las tres cantidades conserva-
das del sistema: H, N y K no son independientes, podemos comprobar que
cumplen con la relacion H = hwN + hK.

La identificacion de cantidades conservadas nos resulta sumamente 1til
para construir de manera adecuada una representacién que nos permita en-
contrar los eigenestados del sistema. Para esto utilizamos los estados de
nimero del campo electromagnético |n) y los estados que representan la
localizacién del electrén en las subredes A y B del grafeno (|A), |B)).
Consideremos productos externos del tipo |n) x |A) y |n) x |B). Tomando en
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cuenta que los estados |A) y | B) se pueden identificar con los espinores (1,0)7
y (0,1)T, encontramos que la siguiente representacion es un eigenestado del
operador N

0 ap|n)
Uy =Y N0 y(¢) , (4.10)
n=—=1 Bnln + 1)

donde utilizamos coordenadas polares p = (/22 +y? y 0 = arctan(y/x);
Jn—n (&) son los polinomios de Bessel con argumento £ = kp, donde k =
Ip|/ k. Es interesante sefialar que k es la magnitud del vector de onda de las
cuasiparticulas descritas por la funcién de onda Wy, que representa electrones
“vestidos”por el campo electromagnético circularmente polarizado. El estado
U estda caracterizado por el nimero N de excitaciones fundamentales, sin
embargo en general no tiene un nimero definido de fotones, y el momento
angular del electron tampoco tiene un valor definido.

Utilizando la definicién de N en la ec.(4.9) se comprueba directamente
que

- 1
NUy = (N + ) ¥y (4.11)

Notamos que de acuerdo a su definicién ec.(4.9), N no es un operador positivo
definido, tomando en cuenta la unicidad de la solucién en ec.(4.10), los valores
posibles de N son enteros, N =0+ 1,42, £3....

Para determinar el espectro y eigenfunciones del sistema sustituimos la
funcion de onda Wy en la ecuaciéon de eigenvalores para la energia HWV y =
EVy donde H es el hamiltoniano completo del problema ec.(4.3). Después
de un célculo detallado encontramos el siguiente sistema de ecuaciones de
recurrencia

(k=n)a, = ¢Vn+18,+ik'B, 1 (4.12)
(k—(+1) B, = dVn+Tla, —ika,;.

En la ecuacion anterior se utilizaron las siguientes definiciones para las va-
riables adimensionales k = E/hw, ¢ = g/w y k' = vpk/w. Tomando en
cuenta que los coeficientes «,, y [, aparecen multiplicando en la ec.(4.10)
a los kets [n) y |n + 1) respectivamente, tenemos que se debe cumplir que
a_1 = f_o = 0. Es interesante observar que en el conjunto de ecuaciones
ec.(4.12) no aparece el nimero cuéntico N, por lo que en general esperamos

que exista una degeneracién en las soluciones, en cuanto a que la energia no
dependa de N.
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4.2. Modelo de Jaynes-Cummings en el pun-
to de Dirac

En el punto de Dirac k = 0, el conjunto de ecuaciones anterior (4.12) se
desacopla para diferentes valores de n y nos permite recuperar el modelo de
Jaynes-Cummings. Debido a que la solucion de este modelo nos servira para
calculos posteriores, presentamos algunos detalles. Resulta conveniente defi-

nir el espinor
%:<m). (4.13)

Op

En términos de este espinor las ecuaciones de recurrencia ec.(4.12) se desaco-
plan cuando k = 0 para diferentes valores de n, y se pueden escribir como una
ecuacion de eigenvalores H, ¢, = k¢, donde el hamiltoniano H, estda dado
por la siguiente matriz

(n+1) ¢dvn+1
H, = : (4.14)
gvn+1 n

Los eigenvalores se calculan de forma inmediata y coinciden con la solucion

de Jaynes-Cummings (para restablecer variables con dimensiones recordamos
que € = hwk)

n

1
EF = hw (n + 5) + hQE, (4.15)

donde QF es la frecuencia de Rabi dada por

1
ngv@%n+1)+zﬂ. (4.16)

En lo sucesivo utilizaremos la notacién £F para referirnos a los eigenvalores
de Jaynes-Cummings en la ec.(4.15), mientras que EF se utilizard para las
soluciones generales cuando k # 0.

Los eigenestados correspondientes se pueden escribir de la siguiente ma-
nera

(VT N

+ pum—

JCom ; Prem = —F= :
V2 \ = V2 T
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donde
w

= —. 4.1

Para referencia posterior nos conviene introducir el angulo ¢,, definido como

VA V 1
@, = arctan (ﬁnn) = arctan (%) . (4.19)
Tin n T W

La solucién para la funciéon de onda completa, incluyendo los grados de liber-
tad relacionados al nimero de fotones, se obtiene de la expresion ec.(4.10),
considerando la solucién de ¢ en ec.(4.17) y tomando en cuenta que en el
punto k£ = 0 las soluciones no nulas requieren de la condicién n = N, ya que
Jn-n(0) = 6,_n. Resulta que

N 1 \/1_77n|n> T 1 V1+77n‘n>
JCn JCmn —
V2\ T ln+1) V2\ — T+ 1)
(4.20)

Se puede comprobar de manera directa que en el punto de Dirac (k = 0)
las soluciones para la funcién de onda en ec.(4.20) diagonalizan al hamilto-
niano ec.(4.3) y son eigenestados de los operadores N Jjc'y K jc definidos en
ec.(4.6).

4.3. Cuasiparticulas electron-fotéon

Regresemos a considerar el caso general (k # 0), notando que en términos
. T . . .
de los espinores ¢, = (8,,a,) , el conjunto de ecuaciones de recurrencia
ec.(4.12) se pueden reescribir de la siguiente forma

kOn = Hptn — 1ko L ¢pi1 +iko_¢p_1, (4.21)

sujeto a la condicién ¢_y = (6_1,0)" y ¢_5 = (0,0)".

En este caso la ecuacion de eigenvalores para la energia conecta a los espi-
nores ¢, con los dos vecinos inmediatos ¢, 1 y ¢,+1. Es decir en la parte
derecha de la ecuacién (4.21) se pueden identificar los elementos de una
matriz infinita (acotada por abajo) que actiia sobre un espinor ¢ de di-
mension infinita, cuyas componentes son los espinores ¢, de dimension 2:
O = (.o y Ont1y Ory Pri 1y weeneeees ,¢_1)T, donde tomamos en cuenta que ¢,
se anula para n < —1. Lo anterior es muy conveniente ya que tenemos una
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expresion explicita de una matriz tridiagonal “infinita”, la cual podemos
truncar y diagonalizar numéricamente. Explicitamente la matriz tiene la for-
ma

(n+2) ¢vnt2 0 0 0 0
dVnt2 (n+1) W 0 0 0
0 —ik’ n+1) ¢vn+1 0 0

(4.22)
0 0 gvn+1 n ik 0
0 0 0 —ik' n g/n
0 0 0 0 gdvn (n—1)

En la figura 4.1, mostramos la relacion de dispersién como funcion del mo-
mento k', que se obtiene al diagonalizar numéricamente la matriz (4.22) para
diferentes valores de la constante de acoplamiento electrén-fotén ¢ = g/w.
Se utiliza una matriz truncada de dimensién 25 x 25, con lo cual se obtiene
convergencia de los resultados obtenidos en la regién que se muestra en las
graficas.
En la figura 4.1(a) observamos que cuando la interaccién electrén-fotén se
anula (g = 0), el espectro de energia corresponde a una relacion de dispersién
lineal con un conjunto de réplicas de Floquet, debido a una serie de conos de
Dirac desplazados por un valor semientero es decir k = n + % + k. A medida
que la constante de acoplamiento ¢’ se incrementa, observamos que se gene-
ran brechas de energia, las primeras se observan en k = 0 y en k = w/2vp
como resultado de un cruce evitado de niveles de energia, este efecto se hace
mas evidente a medida que la magnitud de g se incrementa pues aparecen
nuevos cruces evitados siendo clara la aparicion de nuevas brechas de energia.
El espectro mostrado en las graficas de la figura 4.1, representa la relacion
de dispersion de las cuasiparticulas o modos de propagaciéon electron-fotén
que resultan cuando se considera la irradiaciéon de grafeno con luz circular-
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Figura 4.1: Gréaficas para la relacién de dispersién: k = E/hw vs k' = vpk/w.
Se ha considerado una matriz de dimensién 25 x 25. Los valores para la

constante de acoplamiento electrén-fotén ¢ = g/w son los siguientes: (a)
g=0,(b)g/w=0.1, (c) g/w=0.25y (d) g/w=0.5.

mente polarizada y se toma en cuenta la cuantizacién del campo electro-
magnético. Con la finalidad de analizar y entender las propiedades de estas
cuasiparticulas es conveniente implementar aproximaciones que nos permi-
tan obtener soluciones analiticas. De las graficas observamos que en la region
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de momentos pequenos k < w/vp y constante de acoplamiento relativamente
pequena g = 0.25, el espectro presenta una serie de brechas tanto en k£ = 0
como en k = w/2vp. Por lo cual tenemos que el espectro consiste de una serie
de bandas, localizadas entre las regiones kK =n+1/2y kK = n + 3/2.

A continuacién presentamos una aproximacién que nos permite obtener
soluciones analiticas aproximadas, que describen de manera adecuada el régi-
men de momento y constante de acoplamiento pequenos.

Al considerar la ecuacion de recurrencia en términos de los espinores ¢,
ec.(4.21), recordamos que el primer término de lado derecho correspondiente
al hamiltoniano H,, de Jaynes-Cummings se puede diagonalizar exactamente,
ya que conocemos sus eigenfunciones, las cuales estan dadas en las ecuaciones
ec.(4.17). Consideremos la transformacion

& =Uldn, &= ( gn ) : (4.23)
donde U se construye a partir de los eigenestados (4.17)
L VI —VI=m

U= — . (4.24)
2\ visi VT

Aplicando la transformaciéon generada por U a la ec.(4.21) obtenemos la
siguiente relacién de recurrencia

’ffn = ,]:[nfn - ik,a—-l—fn—i—l + ik/&—gn—l’ (425>

donde tal y como se espera el hamiltoniano de Jaynes-Cummings se diago-
naliza

0 e

~ er 0
H, =UH,U = ( n ) : (4.26)
aqui definimos ¢ = £F/hw, donde recordamos que £ corresponde a las
soluciones del modelo de Jaynes-Cummings dadas en la ec.(4.15). El efecto

de la transformacién sobre las matrices de ascenso y descenso es el siguiente:

5 :1( VI-n2 14, ) 5 _1<\/1—ng —(1_nn)>
T2\ ) VI ) T 2 e 1m0 )
(4.27)

De manera similar a lo discutido anteriormente, observamos que el sistema de
ecuaciones recurrentes en la ec.(4.25) da lugar a una ecuacién de eingenvalores
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determinada por una matriz infinita y acotada por abajo, que actia sobre
un espinor = de dimension infinita, cuyas componentes son los espinores &,
de dimensién 2: = = (......... a1, Eny 1y e ,5,1)T, donde tomamos en
cuenta que &, se anula para n < —1. El hamiltoniano correspondiente se
puede escribir de la siguiente forma

€7J1r+1 0 %\/ 1- 7772z+1 _%(1 - 77n+1)
0 €nt1 %(1 + Mpt1) —%\/ L—mnay

(4.28)

Esta representacién del hamiltoniano efectivo no es tridiagonal, a diferencia
de la representacién anterior ec.(4.22), que se utiliz6 para obtener las solucio-
nes numéricas de la figura 4.1. Sin embargo, la utilidad de la representacion
en la ec.(4.28) es que en el régimen en el que £’ y la constante de acopla-
miento son pequenas, la matriz infinita ec.(4.28) se reduce a un conjunto de
hamiltonianos desacoplados de dimensién 2 x 2. En efecto notamos que si se

cumple la condicién
2¢%(n +1
S U DY (4.29)
w

tenemos (ver ec.(4.18)) que 1, &= 14+, con los cual los términos que aparecen
en la segunda y tercera lineas fuera de la diagonal son de orden k', y se
pueden despreciar, mientras que los términos de la primera linea fuera de la
diagonal se pueden aproximar por %k’ (2 +7,) — k. Tomando en cuenta lo
anterior, obtenemos que la matriz no sélo es tridiagonal, sino que se reduce

a un conjunto de matrices desacopladas de dimensién 2. El n-ésimo bloque

corresponde a la matriz
€nyr UK
e ) (4.30)
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Por lo que se justifica utilizar la siguiente ecuacién de eigenvalores

€n

_ -y

Exn = < iljkll le— )Xn‘ (4.31)
El espinor de dimensién 2, x,, es una de las componentes del espinor infini-
to =, sin embargo no coincide con &,. Lo anterior se debe a que el bloque
independiente que se selecciond de la matriz infinita contiene en la diagonal
las energfas de Jaynes-Cummings (e,,,,¢€,) en lugar de (¢}, €,). Es decir,
las componentes de x, v &, estan desfasadas. La componente superior de y,,
coincide con la componente inferior £, 1, mientras que la componente inferior

Xr» coincide con la componente superior de &,, es decir

Xn = ( g}zl ) . (4.32)

Resolviendo la ecuacion de eigenvalores en la ec.(4.31) obtenemos la siguiente
relacion de dispersion

E* = hé, £ hA,,, (4.33)
donde
Ap = V()% + (vrk)?, (4.34)
ademaés { 1
On = ﬁ(gnjrl—i_g:{)v Q, = ﬁ( 7111_5;)- (4-35>

La expresion para la relacién de dispersion ec.(4.33) reproduce los limites
correctos:

(a) Sise apaga el efecto de la radiacién g = w = 0, se obtiene la relacién de
dispersién de Dirac para portadores de carga en grafeno £ = thvgk.

(b) En el punto de Dirac k = 0 se recupera el resultado de Jaynes-Cummings
con la siguiente asociacién: Ef — &y B — &, 4.

A continuacién mostraremos que la relacién de dispersion ec.(4.33) brinda
una muy buena aproximaciéon al comparar con los resultados numéricos del
modelo completo.

En la figura 4.2 comparamos la relacion de dispersién obtenida al diago-
nalizar el hamiltoniano completo ec.(4.22) con la obtenida en la aproximacién
analitica dada en ec. (4.33). Para la constante de acoplamiento se seleccio-
nan los valores ¢ = g/w = 0.1y ¢ = g/w = 0.2, que cumplen con la
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(a) (b)
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Figura 4.2: Gréaficas para la relacién de dispersién: k = E/hw vs k' = vpk/w.
La linea continua (color rojo) corresponde a la aproximacién analitica ec.
(4.33). Mientras que la linea de puntos (color azul) se obtiene al diagonalizar
el hamiltoniano completo ec.(4.22), la dimensién de la matriz truncada se
eligi6 de 17 x 17. El valor de la constante de acoplamiento es ¢’ = g/w = 0.1
en (a)y ¢ =0.2en (b)

condicién requerida v, < 1 ec.(4.29) para los primeros valores de n < 50, 15
respectivamente. Observamos claramente un muy buen acuerdo entre ambos
resultados, sobre todo en la regién de k pequena; en particular se muestran
claramente las brechas que se generan en k£ = 0. El acuerdo es excelente en
general, excepto cerca de los puntos de cruce en k = w/2vp donde no se
reproducen las brechas que se generan en esos puntos.

Podemos concluir que los eigenvalores en la ec.(4.33) brindan una descripcién
correcta de las cuasiparticulas electrén-foton si su momento se encuentra en
la region k < w/2vp.

Para los eigenstados obtenemos el siguiente resultado

=1+ 1— g

y_ 1 _ L
Xn \/5 o ) Xn \/i )

. . Qn
? 1_E ] 1+A_n

(4.36)

85

k/



Tomando en cuenta que conocemos los eigenvalores del hamiltoniano en
ec.(4.31) podemos aplicar el operador de evolucién para obtener la evolu-
cién temporal de estas eigenfunciones:

~ _iET
X (t) = e Bt (4.37)

Ahora podemos escribir la funciéon de onda completa incluyendo los grados
de libertad de los estados de ntimero de fotones. Haciendo referencia a la
ec.(4.10), notamos que requerimos especificar los coeficientes «,, y 3, que
forman parte del espinor ¢, = (8,, )T, el cual a su vez se relaciona con el
espinor &, por medio de la transformacién &, = U'¢,, ec.(4.23). Finalmente
recordamos que introdujimos un nuevo espinor x,, cuyas componentes estan
desfasadas respecto a las componentes de &, ec.(4.32). El resultado de estas
transformaciones produce las siguientes relaciones

o = In }_C,n ) Pri1 = Inia ¢;C,n+1 ) (4.38)

donde s = +. Es decir, para los estados de energia E= (ec.(4.33)) la solu-
cién aproximada tiene dos contribuciones: el término n correspondiente al
espinor ¢ es proporcional al espinor (+) de Jaynes-Cummings en ec.(4.17)
con coeficiente f;. Mientras que para el término n+ 1 la contribucién a ¢,
proviene del espinor (-) de Jaynes-Cummings con coeficiente g5 ,. Los coe-
ficientes g, v f son las componentes de los espinores x en ec.(4.36).
Explicitamente estan dadas por:

e 1 Q,
Gn1 = ify = VG I+ ™ (4.39)
1 Q,

— — + — - 1__
gnJrl an \/5 An

Tomando en cuenta lo anterior la funciéon completa que incluye los grados de
libertad de los estados de nimero del foton queda dada como

LZQV,n,k = ei(an)G (fan—N<£)\II;C,n + eiwgfLJrlJn—H—N(é)\Ij;C,n_g_l) ) (44())

donde nuevamente s = +. Vemos que V% , es una combinacion de las
soluciones \Ij}rc,n, Y Ve, de Jaynes-Cummings, ec.(4.20), con coeficientes
[y go41 que son las componentes de los espinores x;,, ecs. (4.36) y (4.39).
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Resulta til escribir explicitamente el espinor de la funcién de onda \I/ﬁ k>
tomando en cuenta la estructura de los estados de Jaynes-Cummings en la
ec. (4.19), la expresion resultante es:

\Ijﬁm,k — ei(N—n)QX
fifsin o du-n(€)In) + e gy cos gy Jnpr-n(€)ln + 1)

fifcos pndnn(E)|n + 1) — e gy sin g Ty n(€)In + 2)
(4.41)
Podemos comprobar que en el punto de Dirac (k = 0), la funcién de onda
\Ifﬁ,n’k, ecs. (4.40,4.41) se reduce a la solucién de Jaynes-Cummings (ec.4.19):

\Ij]—i\_/',n,o = _5n+11N\P;C,n+1 ’ \Ij;f,n,O = _5’”»N\Ijjc,n‘ (442>

Por otro lado si consideramos el limite en que el acoplamiento electron-fotén
se anula (g = 0), la funcién de onda se reduce a la expresion siguiente

] :Fe_wjn—i-l—N(g)
N e = g (N—n)0 In+1), (4.43)

in-n(§)

que identificamos como el producto directo del estado de n 4+ 1 fotones por
el espinor del grafeno libre (expresado en coordenadas polares).
La funcién de onda \Ifﬁn . €n las ecs. (4.40,4.41) es eigenfuncion del opera-

dor N , por lo que estd caracterizado por el nimero cudntico N que representa
el nimero total de excitaciones totales del sistema, lo cual incluye grados de
libertad del electrén y del fotén. De la ec.(4.41), vemos que la funcién de onda
W3y . tiene contribuciones de los estados de nimero foténico: |n), |n+ 1) y
|n 4 2), por lo que estrictamente no es eigenfuncién del operador de nimero
foténico a'a, sin embargo se utiliza la etiqueta n ya que \Ifﬁn . se construye
a partir de las componentes del espinor x; en ec.(4.36) y por consiguiente
tiene de manera aproximada el eigenvalor de energia E; dado en la ec.(4.33).
De manera andloga se aplica el mismo argumento para Wy ;.

La evolucion temporal de estos estados esta dada por

~ i +
O R e (4.44)
Se comprueba de forma directa que las funciones de onda \Ifﬁn . en laec.(4.40)
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cumplen las siguientes condiciones de ortonormalidad:

2w
(Wb W) = / o [ DR, Vi
Sk — k)

= T 5N N’ 571 n' 55 B (445>
donde s,s" = +; se tomd en cuenta que |gi 4|> + |fi]* = 1y la siguiente
propiedad de las funciones de Bessel
o 1
/ T (k)T (K'p) pip = 7 600~ K) (4.46)
0

Para calcular valores esperados de las observables del sistema requerimos
definir estados que son combinaciones lineales de las funciones W}, ;. Por
ejemplo el estado W%, ,, se obtiene sumando componentes de diferentes valores

de k:
W= [ Vol Wbk (4.47)
0

donde la funcién de distribucion de los momentos cumple la siguiente condi-
cién de normalizacion

/ T () kdk =1 (4.48)

Podemos por ejemplo, calcular el valor promedio del operador de nimero
fotonico y del momento angular para el estado \I/]j\jn?k, suponiendo que n > 1,
obtenemos

<\I]§V,n,k‘ aTa" \I]?V,n,k> = n+ 1 + Sinz Pn <|g1i+1|2>7
<\D§V,n,k ‘L‘ \Ij}g\f,n,k> = N—n-— <|g781+1’2>’ (449)
donde -
(g5 l?) = / o) g2 k< 1. (4.50)
0

El valor esperado del niimero foténico esta acotado de acuerdo a: n < <aTa> <
n + 2. Sin embargo en el limite v, = 0 (@, = 0) el valor esperado se reduce
an+ 1, ya que en este caso la funcién de onda ec.(4.40) si es eigenfuncién
de a'a con eigenvalor n + 1. El valor esperado del momento angular puede
tomar cualquier valor, ya que n = 0,1,2,3.... pero N puede ser un nimero
entero cualquiera.
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De acuerdo a lo que hemos presentado podemos concluir que cuando el
grafeno es irradiado por una onda electromagnética circularmente polarizada
se generan estados ligados electron-fotén o cuasiparticulas que son descritas
adecuadamente por las ecuaciones ec.(4.33) y ec.(4.36). La region de validez
estd definida por las siguientes condiciones: k < w/2vp y v, = 2¢*(n +
1)/w? < 1. Esta tltima condicién nos permite distinguir dos escenarios, a
continuacion discutiremos las propiedades de la relacion de dispersion en
ambos casos.

4.3.1. Limite semiclasico

El primero que llamaremos el limite semiclasico considera un niimero muy
grande y fijo de fotones (ng > 1), pero con una constante g suficientemente
pequena de tal forma que se mantenga la condicién v, < 1. En este caso en
las ecuaciones ec.(4.35) podemos aproximar n + 1 — n, con lo cual tenemos
que

b= hom, Q= O, A, = /(O + (v, (4.51)

y la relacién de dispersion se reduce a

2
E* = hwno + h\/ WZ 24 (vpk)?, (4.52)

donde la constante de acoplamiento A estd dada por A = g,/ng. La energia
del sistema de acuerdo a este resultado, contiene la energia del campo elec-
tromagnético hwng y el resto que se puede interpretar como la relacién de
dispersion de las cuasiparticulas o estados vestidos del electrén, que son el re-
sultado del fuerte acoplamiento entre el electréon y el campo electromagnético.
La relacién de dispersion para esta cuasiparticula esta dada por

2
AZ(k) = :th\/wz + A2 4 (vpk)?, (4.53)
La cual claramente se identifica como la relacién de dispersion de una particu-
la relativista de masa m, = (h R S TS

En la figura 4.3 se muestra la grifica de AE(k) vs. k, la cual muestra
las dos ramas — y + correspondientes a las bandas de valencia y conduccion
separadas por una brecha dada por

wZ
Ay =20/ + 2 (4.54)
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An(k")/Fuw

Figura 4.3: Relacién de dispersion para electrones vestidos en el limite clasi-
co ec.(4.53) en funcién de la magnitud del momento k’. La curva superior
representa la banda de conduccién y la curva inferior la banda de valencia.
Se han considerado los pardmetros: g*ng/w? = 0.01

Observamos que el valor de la brecha inducida por la radiacién electro-
magnética en el limite semiclasico ng > 1, estd determinada por la frecuencia
de Rabi, ya que de acuerdo a las ecs. (4.16) y (4.54) tenemos que A,, = 2hQE.
También hacemos notar que A,, coincide con el valor de la brecha dindamica
inducida por ondas electromagnéticas clasicas estudiadas anteriormente.

4.3.2. Caso cuantico

En este caso la condicién ,, = 2¢%(n+1) /w? < 1 se satisface manteniendo
el nimero de fotones n pequeno. En este caso consideramos las ecuaciones
(4.35) y hacemos un desarrollo manteniendo los términos dominantes en 7,
con lo cual obtenemos para la relacion de dispersién

EF = hw (n +1-— 29—;> + \/(hi—Q (n + %))2 + (hvpk)®. (4.55)

La energia del sistema contiene la energia del campo electromagnético hw (n + 1)
y el resto, asociado a la relacién de dispersion de las cuasiparticulas que son
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el resultado del fuerte acoplamiento entre el electron y el fotén. La relacion
de dispersion para esta cuasiparticula esta dada por

AE(k) = i\/ (h%g <n + g))Q + (hopk)? — hwzg—; (4.56)

esta expresion para la relacion de dispersién de la cuasiparticula del sistema
depende del nimero de fotones n. En este caso la brecha entre las bandas de
valencia y conduccion estd dada por

9 3
An = QHZ (n + 5) . (457)
Observamos que la brecha en las ecs. (4.57) y (4.54) (para 2\ < w) es de
magnitud A ~ fig?/w, es decir es cuadratica en la constante de acoplamiento,
g*>. Lo anterior es consistente con el hecho de que es un efecto de segundo
orden, ya que cerca del punto de Dirac el electron emite y posteriormente
reabsorbe un fotén, generando con ello una masa efectiva [57].

En un trabajo anterior Kibis [73] estudié la interaccion entre los fermio-
nes de Dirac sin masa del grafeno y luz cuantica polarizada circularmente.
Nuestros resultados coinciden en general con su determinacién de la relacién
de dispersién ec.(4.52), vélida en el limite semiclasico. Sin embargo nuestro
trabajo contiene varios resultados novedosos que no fueron abordados ante-
riormente. Entre ellos debemos mencionar: la identificacién de constantes de
movimiento, asi como demostrar explicitamente que las soluciones aproxima-
das que se obtienen en el limite de constante de acoplamiento y momento &
pequenos son correctas, en el sentido de que reproducen adecuadamente las
soluciones numéricas exactas (ver fig. 4.2). En dicho articulo no se discute el
limite cuantico, ni los resultados de las siguientes secciones, relacionados con
las oscilaciones de Rabi y los efectos de colapsos y resurgimientos.

En conclusién; la funcién de onda en la ec.(4.40) representa cuasiparticu-
las masivas resultado del acoplamiento fotén-electrén, la masa correspon-
diente asociada con la brecha de energia esta dada por las expresiones: limite
semiclasico ec.(4.54) y caso cuantico ec.(4.57). Este resultado es similar al
encontrado en el estudio de la interaccion entre luz clasica polarizada circu-
larmente con grafeno [57, 74]. Sin embargo existe una diferencia esencial, en
el caso de luz clasica se refiere a una brecha generada dindmicamente en un
problema dependiente del tiempo. La brecha aparece en el espectro de cuasie-
nergias, razén por la cual no se puede determinar directamente de un analisis
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de la densidad de estados del sistema; aunque produce discontinuidades en
la conductancia [50, 57, 58, 74]. En nuestro caso, la dindmica del sistema,
resultado de la interaccién entre luz cuantizada y el grafeno, se describe por
un hamiltoniano independiente del tiempo ec. (4.3), la brecha aparece en el
espectro de eigenvalores de dicho hamiltoniano.

4.4. Colapsos y resurgimientos en paquetes
de onda en grafeno

Una vez que hemos determinado el espectro y la funciéon de onda que
caracteriza a las cuasiparticulas electrén-foton para el sistema de grafeno
irradiado por ondas polarizadas circularmente, nos interesa estudiar algu-
nas de sus propiedades dinamicas. En particular analizaremos la evolucién
temporal de paquetes de ondas, lo cual da lugar a las oscilaciones de Rabi
asi como a fenémenos de colapsos y resurgimientos (collapses and revivals)
que aparecen en observables del sistema.

El fenémeno de colapso y resurgimiento de paquetes de onda ha sido estu-

diado ampliamente, tanto desde el punto de vista tedrico como experimental;
una revision general del tema se encuentra en el articulo de R. W. Robinett
[75]. El fenémeno del colapso y resurgimiento cudntico estd caracterizado
en general por un primer periodo con comportamiento semiclasico en el que
se observan las oscilaciones periddicas de Rabi, seguidas por un colapso del
paquete de ondas en el cual la amplitud practicamente se cancela, para poste-
riormente resurgir como pulsos localizados los cuales pueden presentar varias
réplicas.
Estos fenémenos usualmente son el resultado de la interferencia de las com-
ponentes del paquete de ondas correspondiente a la evolucién temporal de
sistemas con estados cuantizados de energia. Las caracteristicas del fendmeno
dependen del espectro de energias y son independientes de los detalles del
paquete inicial.

El control detallado de sistemas cuanticos ha permitido la observacion
del fenémeno en sistemas atémicos, moleculares y opticos. Entre los pri-
meros ejemplos de corroboraciones experimentales podemos mencionar: la
observacion de colapsos y resurgimientos de paquetes de onda formados por
la superposicién de estados de Rydberg electronicos en dtomos de potasio y
rubidio [76, 77]. En este caso, se aprovechd el hecho de que los valores grandes
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de los niveles de energia para dichos dtomos se encuentran densamente espa-
ciados y de manera aproximada su espaciamiento es uniforme. Otro ejemplo
se relaciona con la evolucion temporal de paquetes electronicos localizados
en presencia de un campo eléctrico externo, configuraciéon denominada como
paquetes de onda de Stark [78, 79]. En el caso de sistemas moleculares, se
han observado los colapsos-resurgimientos en los paquetes de onda formados
a partir de los estados vibraciones de moléculas diatémicas [79, 80].

Una aplicaciéon de este fendmeno ha permitido implementar métodos de sepa-
racién de isétopos [81]. El fenémeno de colapsos-resurgimientos de paquetes
de onda se ha observado también en el caso de atomos localizados en redes
opticas. Encontrandose colapsos y resurgimientos periddicos en la evolucion
temporal de la funcién de onda macroscépica que caracteriza al condensado
de Bose-Einstein [82, 83, 84].

La ecuacién de Dirac para fermiones bidimensionales acoplados a un cam-
po magnético constante tiene una estructura equivalente al modelo de Jaynes-
Cummmings [85]. Este hecho ha permitido analizar el colapso-resurgimiento
de paquetes de onda en grafeno magnetizado, estudiando el efecto sobre el
movimiento del centro de masa, asi como la aparicién de resurgimientos aso-
ciados con diferentes escalas de tiempo que aparecen en el estudio de la
funcién de correlacion y de la corriente eléctrica [86, 87].

4.4.1. Oscilaciones de Rabi

Consideremos primero que N y el nimero de fotones n y k son fijos. La
evolucion temporal del estado la podemos escribir como (ec.(4.44))

Uni(t) = cr e BMwl g e Bty (4.58)

con las energias EX y funciones de onda U dadas en las ec.(4.33) y ec.(4.40)
respectivamente. Los coeficientes ¢; y ¢y se determinan una vez que se es-
pecifican las condiciones iniciales, para esto es conveniente recordar que los
coeficientes gf;rl v f£ que aparecen en la ec.(4.40), son las componentes del
espinor Y& que tiene los mismos eigenvalores para las energias £, por lo
cual nos conviene considerar la evolucion del estado

Xn(t) = cle’iE’TtX:{ + cge’iEthg, (4.59)

y especificar las condiciones iniciales para estos estados. Al analizar el modelo
de Jaynes-Cummings usualmente se selecciona como condiciones iniciales:
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() = (0,17, 0 ¥.(t) = (1,0)7, lo cual corresponde al caso en el que
el atomo se encuentra en el estado base, o excitado respectivamente. Sin
embargo en nuestro caso dichas condiciones corresponderian al caso en que los
electrones se localizaran en los puntos de las subredes B o A respectivamente,
lo cual no es una condicion factible de implementarse. En lugar de lo anterior
supondremos que las condiciones iniciales corresponden, en el limite g — 0,
al grafeno que se encuentra en un estado de energfa negativa (hoyos), Fg =
—hvpk. Lo anterior se obtiene apagando la interaccién electrén-fotén (g = 0)
en las expresiones de la ec.(4.36), con lo cual se obtiene la condicién inicial

Xn(0) = xg = % ( 1 ) : (4.60)

aqui X es el espinor para estados de energfa negativa (hoyos), el correspon-
diente espinor para los estados de energia positiva (electrones) estd dado por
AT
Xg = \/LQ (_17 Z) :
Tomando en cuenta estas condiciones iniciales, la evolucién temporal del
sistema en la ec.(4.59) se puede escribir como

§n+1<t>
Xn(t) = ) : (4.61)
fu(t)
donde
. 1 gt 1 k—Q, A,
Gns1(t) = 7° Eat/h (1 + 3 (1 + A—n) G t/h _ 1)) (4.62)

' ; 1 Q .
fult) = %B_thm (1 + 5 (1 i k Xn n) (612Ant/h _ 1)) .

Recordamos que A, = 3(E;f — E).
Es claro que de acuerdo a las ecuaciones (4.59) y (4.62) tenemos que al
tiempo inicial el estado se reduce al estado de energia negativa del grafeno
Xn(0) = Xg ec.(4.60). También notamos que si se apaga el acoplamiento
con el campo electromagnético (g = 0) el estado evoluciona de acuerdo a
n(t) = et/ "Xg, tal y como se espera para el estado de energfa negativa del
grafeno libre.

Tomando en cuenta lo anterior y las ecuaciones (4.40) y (4.58), es facil
comprobar que el estado completo con funciéon de onda U ~Nnk(t) queda dado
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por

@N,n,k (t) — piN=n)0
~ (4.63)
(£ T (O WS+ € it (O Jrir-n (Ve )

El estado inicial que denotaremos por W, se obtiene de la ecuacion anterior
Wy, = Wy, .(0), es decir sustituyendo ¥, (0) — xg de acuerdo a la condicién
inicial ec.(4.60). Se puede corroborar que en el limite g = 0, ¥, se reduce al
espinor de energia negativa dado por la ecuacién (4.43), que corresponde al
estado desacoplado de n+ 1 fotones y el grafeno libre en el estado de energia
negativa. De forma similar, podemos definir el estado W, sustituyendo en
la ec.(4.63) Xn(t) — x&, €l cual en el limite g = 0 corresponderia al estado
desacoplado de n+1 fotones y el grafeno libre en el estado de energia positiva.
Los estados U y W, son ortogonales, en efecto se comprueba facilmente que
(W ¥g) =0. i

Consideremos el traslape de la funciéon de onda Wy, x(t) con los estados
\IJ?;, definiendo

Aplt) = % (allnna®)) . Balt) = % (Welina®)), (464

donde S es la superficie del sistema. Notamos que al calcular los valores es-
perados en las ecuaciones anteriores con los mismos momentos k£ para las
funciones U} y Wy, x(t), se obtiene un factor §(0) (ver ec.(4.45)), cantidad
que en principio no esta bien definida. Este aparente problema no se presenta
si consideramos que el momento tiene una distribucién p(k), ec.(4.47). Sin
embargo, a partir de la expresién para la delta: (27)25(k) = [ d?re™*, po-
demos hacer la siguiente identificacién (27)26(0) = S. Con lo que obtenemos
cantidades bien definidas para las expresiones en la ec.(4.64). Tomando en
cuenta lo anterior y después de un calculo detallado se obtienen las siguientes
expresiones para la probabilidad de transiciones

102

|Ani(O)? = 1+ §A—; (cos (2A,t) — 1) (4.65)
2

BusOF = 332 (1= cos (2A0).

La autocorrelacién |A, (t)|?> representa la probabilidad de que al tiempo t,

el estado de n fotones permanezca en el estado inicial ¥ ,. Mientras que
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| B, x(t)|* nos da la probabilidad de transicién al estado de energfa positiva
Ul. En los casos que estudiaremos a continuacién consideraremos el limi-
te n > 1, con lo cual (ver ec.(4.51)) Q, =~ QF y A, = 5= (E} —E,) =

VIO + (oph)?.
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Figura 4.4: Evolucién de la autocorrelacién |A, x(t)]* y la probabilidad de
transicion | B, x(t)|?, ecs. (4.65), como funcién del tiempo normalizado 7 =
wt. Se consideran los parametros k' = 0.2, ¢ = 0.1 y n = 30 para la linea
punteada (roja), n = 40 para la linea continua (verde) y n = 50 para la linea
de guiones (azul).

En la figura 4.4 presentamos graficas que muestran la evolucién temporal
de |A, x(®)]* v |Bnk(t)|?, consideramos varios valores para el nimero n de
fotones, manteniendo k y ¢ fijos. Observamos que las probabilidades mues-
tran las oscilaciones caracteristicas de Rabi, con una frecuencia 2A,, que se
incrementa conforme n aumenta.

La figura 4.5 muestra los resultados cuando n y ¢ se fijan y se consideran
tres valores diferentes para k. Notamos que a tiempos cortos (,t < 1) la
excitacién del estado W, crece como #? y es independiente del momento k,
| Bk (t)]? = Q2. Los mdximos valores para la inversién de la poblacién se
dan en las resonancias tg = (2m+1)7/2A,,, donde m es un entero. Por otro la-
do una inversién completa de la poblacién en las resonancias | B, x(tg)|* — 1,
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Figura 4.5: Evolucién de la autocorrelacién |4, x(¢)|? y la probabilidad de
transicion | By, (t)[?, ecs. (4.65), en funcién del tiempo normalizado 7 = wt.
Los valores de n = 30 y ¢’ = 0.1 permanecen fijos. Se consideran tres casos:
k' = 0.01 para la linea punteada (roja), ¥/ = 0.1 para la linea continua
(verde), y k' = 0.2 para la linea de guiones (azul).

s6lo se da para k = 0, lo cual estda de acuerdo con el hecho de que k es pro-

porcional al desfasamiento (detuning), que es la diferencia de energias 2hvgrk
entre los niveles de energia U, y W/,

Es interesante notar que aun en el caso del vacio (n = —1), hay una
amplitud de transicién no nula dada por

2

1 w /
|B_17k(t)|2 = im (]_ — COS (t w2 + 41}%]{}2)) . (466)
F

4.4.2. Colapsos y resurgimientos: distribucién coheren-
te de fotones p(n,n)

Supongamos que en lugar de un numero fijo de fotones, el campo elec-
tromagnético corresponde a un estado coherente, el cual consiste de una
superposicién de estados |n) pesados por una distribucién de Poisson [88], es
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decir

|Vem) =V p(n,n)n) = e ”/22 \/_ln (4.67)

Para esta distribucién, la probabilidad de encontrar el campo electromagnéti-
co en un estado |n) estd dada por |[(n|ten)|* = p(n, 7). En este caso la funcién
de onda del sistema de grafeno en interaccion con el estado coherente de fo-
tones toma la forma

NNnO

Observamos que el estado Wy () resulta de una superposicién de estados con
diferentes valores de N y n, sin embargo tenemos un valor definido para el
momento k. Una cantidad de interés es la inversion de poblacién, que se
escribe como

=" pln, 1) (JAns(®)? = | Busx(®) | (4.69)

que resulta en la siguiente expresion
= Zp(n, n) [1 + A—; (cos (2A,t) — 1) | . (4.70)

La aparicion de colapsos y resurgimientos se muestra claramente en las fi-
guras 4.6 y 4.7, donde se presenta la grafica de Wy, (¢) como funcién del tiempo
normalizado 7 = wt, para el caso de un estado inicial coherente. El resultado
difiere considerablemente al compararlo con las oscilaciones de Rabi que se
observan cuando el campo electromagnético es clasico o en el caso en que el
nimero de fotones n esté fijo (figs. 4.4 y 4.5). Para tiempos cortos se obser-
van las oscilaciones de Rabi (fig. 4.6(b)), sin embargo conforme aumenta el
tiempo la envolvente de las oscilaciones se colapsa a cero. Lo anterior se debe
a que la frecuencia depende de n, por lo que las diversas componentes osci-
lan con frecuencias diferentes, que interfieren destructivamente produciendo
el colapso observado. Adicionalmente se observa que a tiempos posteriores,
(periodo de resurgimiento t,.,) el paquete inicial reaparece de manera recu-
rrente. Destacamos dos caracteristicas: la amplitud de los pulsos se reduce en
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Figura 4.6: Inversién de poblacién W como funcién del tiempo, en unidades
adimensionales 7 = wt (ec.4.70). Los valores de los pardametros son: k' =
0.1, ¢ = 0.1y n = 50. En la gréifica (a), Wy(t) muestra varios paquetes
equidistantes, separados por T,.., ~ 550. En la grafica (b) se muestra una
ampliacién del primer paquete de la grafica (a), los tiempos de oscilacién y
colapso estan dados por 7,5 ~ 3.6 y TC(;l) ~ 59. En la grafica (c) se muestra

una ampliacién del segundo paquete de la grafica (a), el tiempo de colapso
estd dado por Tc(fl) ~ 97. Los valores de los tiempos de oscilacién, colapso

y resurgimiento son consistentes con los valores calculados en las ecuaciones

(4.71), (4.73) y (4.75).

los sucesivos resurgimientos, y la anchura de los pulsos aumenta, el tiempo
caracteristico de colapso t.,; aumenta hasta que pulsos sucesivos se traslapan.

La dinamica asociada al fendmeno observado tiene tres escalas carac-
teristicas. A tiempos cortos el periodo de oscilacién de Rabi

™

= — 4. 1
tOSC A,ﬁ Y ( 7 )

de acuerdo a la ec.(4.70), es determinado por el valor promedio del nimero
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Figura 4.7: Inversién de poblacién W como funcién del tiempo, en unidades
adimensionales 7 = wt (ec.4.70). Los valores de los pardametros son: k' =
0.1, ¢ = 0.2y n = 50. En la grafica (a), W(t) muestra varios paquetes
equidistantes, separados por T,.., ~ 240. En la grafica (b) se muestra una

ampliacién del segundo paquete en (a), el tiempo de colapso estd dado por

)

. ~ 42. En la gréafica (c) se muestra una ampliacién del tercer paquete en

(a), el tiempo de colapso estd dado por T[ffl) ~ 58. Los valores de los tiempos
de colapso y resurgimiento son consistentes con los valores calculados en las
ecuaciones (4.73) y (4.75). El efecto en el aumento al valor de g es acortar

los periodos Trey V Teol-

de excitaciones fotonicas de la distribucién de Poissson. En la distribucion de
Poisson la desviacién cuadratica media estd dada por An = v/f. El periodo
de colapso se determina por la condiciéon de que los términos de la suma en
ec.(4.70) correspondientes a las contribuciones n = 7 + /i se sumen fuera
de fase, lo cual se puede expresar por la siguiente condicién

2 (M —Meyi) e =C2Cm+1) 7 m=1,234..., (4.72)

tomando en cuenta que para 7 > 1 se cumple que 7 > /7, se obtiene la
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siguiente expresion para el periodo de colapso

1\ 7A;
tl = (m + 5) —92\/’% , (4.73)
donde m = 1,2, 3... para los primer, segundo, tercer,... colapsos, respectiva-
mente.

El resurgimiento ocurre cuando términos sucesivos en la suma de la ec.(4.70)
interfieren constructivamente, lo cual ocurre cuando la diferencia de fase entre
dichos términos es igual a 27, es decir si se cumple la condicion

2 (Aﬁ+1 - Aﬁ) trev - 27T, (474)

considerando 7 > 1, nos permite obtener el periodo de resurgimiento como
2w A\;

brew = e (4.75)

En las figuras 4.6 y 4.7 se sefialan los periodos de oscilacion de Rabi, de
los colapsos y de los resurgimientos, los cuales coinciden con los periodos
calculados a partir de las férmulas en las ecuaciones (4.71), (4.73) y (4.75)
respectivamente.

El hecho de que el tiempo de colapso se incremente en cada uno de los pulsos
resultantes de los resurgimientos, da lugar a que eventualmente exista un
traslape entre los mismos, anulando con ello el efecto del colapso. Esto tiene
lugar cuando la suma de los periodos de colapso para dos pulsos sucesivos
es igual al periodo de resurgimiento, es decir tg;}) + thZLH) = t,¢, lo cual da
lugar a la siguiente relacion m* =~ \/n — 1. Este resultado indica que para
n suficientemente grande, el traslape entre pulsos aparece en el m*-ésimo
resurgimiento, independientemente del valor del momento k y del valor de la
constante de acoplamiento g. Esto se comprueba al comparar las figuras 4.6
y 4.7, en ambos casos n = 50 y el traslape aparece a partir del sexto pulso,
de acuerdo con la condicién v/50 — 1 &~ 6, a pesar de que los valores de la
constante de acoplamiento g son diferentes.

Para analizar el comportamiento de la corriente, calculamos las compo-
nentes x e y de la corriente tomando en cuenta que el operador de velocidad
se obtiene a partir de las relaciéon o, = i [H,x;] = vpo; con | = x,y. Utili-
zando la funcién de onda que incluye una distribucion coherente de fotones
ec.(4.68), podemos calcular las corrientes

VOES N ACILACHE (4.76)
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donde | = x,y. Después de un detallado calculo, y considerando el limite
n > 1 se obtienen las siguientes expresiones

L o gp(n,m (e (51.005:0) +sinizen) (107 - 3]

B = 23 pln,a) Im (G, (O (). (4.77)

n=0

Estas expresiones se simplifican bastante si se consideran solamente los térmi-
nos dominantes para la constante de acoplamiento g pequena, es decir en el
limite v, < 1, ec.(4.29), en cuyo caso obtenemos

JL(t) = Z Aﬁnp(n,ﬁ) sin (2A,,t)

J,(t) = Z A2 2 p(n, ) [1 — cos (2A,t)] . (4.78)

Las expresiones para las corrientes J, y J, tienen una dependencia tem-
poral similar a la de la funcién Wy (), por lo cual esperamos que su evolucién
temporal sea parecida. Las graficas para las corrientes en la fig. 4.8 mues-
tran que J, y J, evolucionan con colapsos y resurgimientos coincidentes, con
periodos descritos por las ecuaciones (4.73) y (4.75).

4.4.3. Colapsos y resurgimientos: efectos de la distri-
bucién de momentos p(k)

En los casos analizados anteriormente consideramos que el momento tenia
un valor unico fijo k, sin embargo, en general esperamos que en el grafeno
exista una distribucién de valores para k. Esto se puede incorporar introdu-
ciendo la funcién de distribucién de momentos p(k), ec.(4.47).
Consideremos primero una configuracién con un numero fijo de fotones n
y una distribucion constante de valores para k entre el valor £k = 0 y un
momento de corte k., es decir

plk) = —= 9(k k) . (4.79)

Considerando nuevamente las condiciones iniciales establecidas en las ecua-
ciones (4.60) y (4.62), la expresion anterior para p(k) corresponde a tener
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Figura 4.8: Dependencia temporal de las corrientes eléctricas: en la grafica
(a) se muestra .J, y en la grafica (c¢) se muestra J,, ambas en funcién de
T = wt (4.78). Se han considerado los pardmetros k' = 0.1, ¢’ = 0.1 y n = 50.
En (b) se presenta una ampliacién del segundo paquete en (a) y en (d) una
ampliacién del segundo paquete en (c).

inicialmente llenos los niveles de energia negativos, en el intervalo k = [0, k|.
En este caso la funciéon de onda se puede expresar como

W)= [ Vo ns(t) kil (4.80)

donde Wy, x(t) estd dada en la ec.(4.63).

Siguiendo procedimientos similares a los utilizados anteriormente, pode-
mos calcular la inversiéon de probabilidad W,(ch)(t). La integral sobre el mo-
mento k se evalia analiticamente, dando lugar al siguiente resultado

202 Q
Wik (t) =14 k‘?n {Log <A—n) + Ci(2A,t) — Ci (292, t)] , (4.81)
donde C'i(x) representa la funcién coseno integral Cii(x) = — [ <%Ldt y A,
se evalia en k = k., es decir A,, = /2 + ('UF]CC)Z.
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Figura 4.9: Inversién de poblacién Wk en funcién del tiempo ec. (4.81). Se
han considerado los siguientes parametros: ¥’ = 0.1, ¢ = 0.1 y n = 50. Puede
verse que la amplitud se colapsa a cero con un periodo 7., . El periodo entre
maximos de la distribucién estd determinado también por 7., . En este caso
los colapsos son producidos por la interferencia entre diferentes valores del
momento.

La figura 4.9 muestra la evolucion temporal de la inversion de poblacién
Wr(LkC)(t) para la seleccion de pardmetros: ¢' = 0.1, k., = 0.1 y n = 50. El
comportamiento es completamente diferente al que se presenta para las os-
cilaciones de Rabi, (figs. 4.4 y 4.5), mostrando la aparicién de una serie de
pulsos similares a los efectos de colapsos y resurgimientos, esto a pesar de
que tenemos un nimero fijo de fotones n = 50.

El colapso de la amplitud ocurre en un tiempo del orden 7 ~ 500. La envol-
vente de la amplitud decrece conforme se incrementa el tiempo, sin embargo
muestra claramente una sucesion de pulsos, seguidos de regiones de colapso
del paquete de ondas. Esta situacion es reminiscente de lo que observamos
en el caso en que tenemos un estado coherente de fotones. Sin embargo aho-
ra estamos sumando sobre diferentes valores del momento k; la frecuencia
de las diferentes componentes depende de k, por lo que interfieren destruc-
tivamente produciendo el colapso de la envolvente de la onda. De la figura
observamos que la distancia entre los colapsos es igual a la distancia entre
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los maximos relativos de la envolvente del paquete de ondas. Con base en
lo anterior podemos calcular la localizacién de los tiempos t.,, en los cuales
ocurren los colapsos debidos a las interferencias entre las diferentes compo-
nentes de k. Calculamos la localizacion de los maximos de W,gkC)(t) a partir
de la condicién

dWékC)Q = tcolk> o cos (QA" tCOIk) — COS (29” tmlk)

=0 4.82
dt tcolk ’ ( )

de donde determinamos t.,;, como

b T N 278,
coly, — An — Qn ~ kg )

(4.83)

donde se utilizé la condicién k& < €2, para obtener el dltimo término de
la expresién anterior. En la figura se observa claramente que la posicion
de los tiempos de colapso asi como los intervalos entre los maximos de las
envolventes de los pulsos quedan determinados por el periodo %, .

4.4.4. Interferencia debida a la distribucion de fotones
p(n,n) y de momentos p(k)

Consideremos ahora la inclusion simultanea de la distribucién de momen-
tos ec.(4.79) y un estado coherente de fotones descrito por la distribucién de
Poisson ec.(4.67). La funcién de onda es una extension de la expresién en la
ec.(4.68), agregando el promedio sobre p(k), por lo que estd dada como

g lke) (1) = JQ;TTN;V Z; / V(1) p(k) Uy i (t) k dE. (4.84)

Utilizando esta expresion para la funcién de onda podemos calcular la inver-
sién de poblacion, se tiene que

WO(t) = 3" plan, 1) W), (489

donde WT(LkC)(t) se obtiene de la ec.(4.81).
En la fig. 4.10(a), se muestra claramente la interferencia entre la mo-
dulacién producida por el estado coherente de fotones y la distribucion de
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Figura 4.10: Gréfica de W*e en funcién del tiempo adimensional (4.85). Se
han considerado los pardmetros k. = 0.1, ¢’ = 0.1 y n = 50. En (a) vemos
que los paquetes de onda centrados en multiplos enteros de 7,., ahora apa-
recen seccionados debido a que T,¢, & e, €s decir, el maximo del paquete
producido por la distribucién coherente de fotones coincide con el minimo
proveniente de la distribucién de momentos. En (b) tenemos una ampliacién
del inicio de la gréfica y en (c¢) tenemos una ampliacién del segundo paquete
donde se ve mas claro que el paquete esta seccionado.

momentos. Se seleccionan los pardmetros k., = 0.1, ¢ = 0.1 y n = 50. Se
identifican una serie de pulsos, cuya posicién central coincide con los de la
figura 4.6, determinados por la expresién para el tiempo de resurgimiento
trew, €C.(4.75) evaluado en k = k.. Sin embargo, los pulsos estdan modulados
de tal manera que la amplitud se cancela en la parte central. Esto se debe a
que la seleccion £, = ¢’ = 0.1 implica t,¢, & te, , €s decir la posicién central
de los pulsos producidos por los efectos coherentes del campo electromagnéti-
co ec.(4.75) coincide con el tiempo al cual los efectos de la distribucién de
momentos producen un colapso del paquete de ondas ec.(4.83), dando lu-
gar a que cada pulso se divida en dos 16bulos, ver figura 4.10(c). En la Fig.
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4.10(b) observamos las oscilaciones de Rabi para tiempos cortos, y también
que conforme aumenta el tiempo el envolvente de las oscilaciones se reduce
drasticamente, colapsando a cero al tiempo .., . Aunque posteriormente re-
surgen los paquetes de onda, la amplitud de estos paquetes es mucho menor
que la amplitud del paquete original.

Wke

2500 3000 3500

-0.4F (a)

Figura 4.11: Inversién de poblacién W*e en funcién del tiempo adimensional
(4.85). Se han considerado los pardametros k. = 0.1, ¢ = 0.173 y i = 50.
En (a) las flechas verticales indican los periodos donde los resurgimientos
deberian aparecer por efecto de los estados coherentes de fotones, sin embargo
son suprimidos debido a la interferencia producida por la distribucién de
momentos. La grafica (b) es una ampliacién de la regién comprendida entre
6Trev Y 9Trey- La gréfica (c) es una ampliacién de la parte central del paquete

de onda en (b).

En la figura 4.11 se presentan resultados de la evolucion temporal de
Whke(t), para los parametros k&, = 0.1, ¢ = 0.173 y i = 50. Los perio-
dos en unidades adimensionales 7 = wt, estdn dados por 7., = 280 y
Teol, = 840, notamos que se cumple la condicién 7.y, = 37, Los efec-
tos de interferencia son notoriamente mas diversos e interesantes en este
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caso. Observamos una serie de pulsos correspondientes a los resurgimien-
tos producidos por la distribucién coherente de fotones, estos aparecen en:
T = Trews 2Trevs ATrevs DTrevs (Trevs STrevs 10710y Pero notoriamente no aparecen
los correspondientes a multiplos de 37,,, debido que coinciden con multiplos
de 7,1, , lo cual corresponde a regiones en las que el efecto de la distribucién
de momentos produce un colapso de los paquetes de onda.

En la figura 4.11(b) observamos una ampliacién de los pulsos centrados
alrededor 7 = 77T,e, ¥ T = 87,0, adicionalmente aparecen otros pulsos que
al ampliarse en la figura 4.11(c) se muestran como oscilaciones con periodo
Tose = 2 moduladas por una envolvente de periodo 7 = 18.

4.5. Brecha de energia en k = w/2vp

En las secciones anteriores nos hemos concentrado en el comportamiento
de las cuasiparticulas electrén-foton en la region de momentos pequenos,
k < w/2vp. En particular la masa de estas cuasiparticulas se determina por
la brecha que se genera en el punto de Dirac. Tal y como se discutié en la
seccién 4.3, este es un efecto de segundo orden (g?), ya que se relaciona con
un proceso virtual en que el electron emite y reabsorbe un fotén generando
una masa efectiva.

Sin embargo, también se observan brechas en el punto k = w/2vg. Se
puede seguir un procedimiento similar al presentado en la seccién 4.3 para
obtener una expresion aproximada para la relaciéon de dispersion en esta
region. S6lo comentamos los puntos esenciales. Anteriormente utilizamos el
hecho de que el conjunto de ecuaciones (4.12) tiene una solucién exacta en
el punto de Dirac £ = 0. Sin embargo observamos que también tiene una
solucién exacta si consideramos g = 0. En este caso los eigenvalores estan
dados por €X = hwn & hvpk. Es decir la relacién de dispersién representa un
conjunto de conos de Dirac desplazados por las réplicas de Floquet, que en
este caso se relacionan al nimero n de fotones. El procedimiento es similar
al considerado anteriormente.

(1) Aplicamos al hamiltoniano completo la transformacién que diagonaliza
el hamiltoniano con g = 0.

(2) Del hamiltoniano resultante observamos que en el punto k = w/2vp, los
cruces de energfa se producen entre los estados € | v €.

(3) Nos restringimos al subespacio de estos dos estados, con lo cual obtenemos
un conjunto de hamiltonianos desacoplados de dimensién 2 x 2, que se puede
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diagonalizar dando como resultado los siguientes eigenvalores

Ef:hw(n+1)ih\/w+v%<k—i). (4.86)

2UF

En la figura 4.12 mostramos que para valores pequenos de la constante de
acoplamiento, la expresion anterior coincide con los resultados numéricos que
se obtienen de la solucién de la ecuacion de recurrencia completa. A partir
del resultado anterior obtenemos el valor de la brecha en el punto k = w/2vp

A, =hgy/(n+ 1) (4.87)

Es interesante observar que de manera similar a lo que se obtiene para la
generacion dinamica de la brecha en el caso de un campo electromagnético
clasico [56, 89, 90], la brecha resulta ser lineal en la constante de acopla-
miento, es decir es un proceso de primer orden producido por la transicion
resonante entre las bandas de valencia y conduccion. Sin embargo a diferen-
cia de los casos estudiados anteriormente, la brecha no es constante, sino que
aumenta proporcionalmente a y/n + 1, al considerar estados con un mayor
nimero de fotones. Otras propiedades de las cuasiparticulas electron-foton
cerca de la regién k ~ w/2vp se pueden estudiar de forma similar a lo que se
hizo al considerar las soluciones cerca del punto de Dirac.
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(a) (b)

Figura 4.12: Espectro de energias en funcién de &’ para la brecha al rededor
de k = w/2vp (ec. 4.86), se han considerado los pardmetros ¢’ = 0.1 y n = 25
en (a), para (b); ¢ = 0.2 y n = 15. Se aprecia claramente que la aproximacién
funciona mejor cuando ¢’ es pequeno.
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Capitulo 5

Grafeno con campo magnético

En el primer capitulo mencionamos que las barreras electrostaticas no son
aptas para confinar a los portadores de carga del grafeno debido al efecto de
tunelamiento de Klein (paradoja de Klein) [28]. El efecto tiinel de Klein tiene
importantes implicaciones en el disenio futuro de dispositivos electrénicos
basados en grafeno, debido a que los fermiones de Dirac sin masa no pueden
confinarse de manera efectiva por barreras electrostaticas. En particular en
el caso de incidencia normal la barrera se vuelve completamente transparente
91].

Una propuesta interesante consiste en la utilizaciéon de campos magnéticos
no homogéneos [92]. Estudios previos examinaron diferentes configuraciones
de barreras magnéticas: en el caso de pozos de potencial se han estudiado
pozos cuadrados aislados [92], pozos dobles [93] ¥ pozos multiples cuadrados
94, 95, 96], asi como el caso de funciones delta magnéticas [97].

Los estudios previos sobre barreras magnéticas en general consideran per-
files con fronteras abruptas. En esta tesis consideramos una barrera magnéti-
ca en la que los bordes de la frontera se suavizan. Seleccionamos un campo
magnético con un perfil hiperbélico y mostramos que la ecuacién de Di-
rac correspondiente se puede analizar dentro del formalismo de la mecénica
cuantica supersimétrica, lo cual conduce a un modelo que es exactamente
soluble. Esto nos permite estudiar el espectro de estados ligados a detalle.
Encontramos que para una barrera estrecha el espectro muestra una serie de
bandas separadas por brechas, a medida que el ancho de la barrera magnética
aumenta, las bandas evolucionan hacia los niveles de Landau degenerados.
En el régimen de dispersion obtenemos una féormula analitica sencilla para el
coeficiente de transmision, este resultado nos permite identificar condiciones
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de resonancia en las cuales la barrera se vuelve transparente [98].

La utilizacion de campos magnéticos no homogéneos en el estudio de gases
de electrones en estructuras semiconductoras bidimensionales (ESB) ha reci-
bido mucha atencién, tanto de forma experimental [99, 100, 101, 102, 103],
como de forma tedrica [99, 104, 105, 106, 107]. Se han podido crear cam-
pos magnéticos no homogéneos a través de varias configuraciones utilizando
estructuras ferromagnéticas a escala micro, asi como estructuras supercon-
ductoras depositadas encima de la estructura semiconductora bidimensional.
Se observaron interesantes fenémenos de transporte entre los que destacan:
magnetorresistencia y oscilaciones conmensurables, transporte anémalo a lo
largo de direcciones especiales, etc.

La configuracién para el campo magnético en la ecuacién (5.16) se apro-
xima muy bien a la forma que tiene una barrera magnética producida por
una pelicula ferromagnética depositada sobre la estructura semiconductora
bidimensional (ESB) [100]. Aunque a la fecha no existe una construccién ex-
perimental de configuracién similar en grafeno, su construccion parece inmi-
nente en el futuro cercano. De aqui esperamos que a parte del interés tedrico
por el problema mismo, nuestro analisis sea 1util en el estudio experimental
de confinamiento mediante campos magnéticos en grafeno.

5.1. Campo magnético uniforme

Para analizar el efecto de un campo magnético sobre los portadores de
carga del grafeno, utilizamos la prescripcién estandar para la interaccion entre
el campo y las particulas cargadas, a saber el acoplamiento minimo. En el
hamiltoniano libre H = vp o - p, el operador de momento p se sustituye por
el momento covariante w = p+ €A, por lo que la dindmica esta determinada
por la solucién de la ecuacién de Dirac

HVY =vpo -V = EV. (5.1)

La presencia de un campo magnético B introduce una escala de longitud en
el problema lg = \/h/eB, conocida como “longitud magnética”. Tomando en
cuenta la velocidad de Fermi vg, vemos que la frecuencia de ciclotrén w, debe
estar dada por w, = V2 g /1. El factor de V2 se introduce por conveniencia.

Las componentes x e y del momento covariante no conmutan entre si. El
conmutador esta dado por

[T, my| = iehB. (5.2)
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Esto implica que no se pueden diagonalizar al mismo tiempo 7w, y m,, a
diferencia del caso libre donde si es posible medir p, y p, simultdneamente.
Para el potencial vectorial elegimos la norma de Landau A (x) = B(—y,0,0),
lo cual permite escribir la funcién de onda como ¥(z,y) = e**¢(y), donde
¢(y) es un espinor de dos componentes.
Utilizando los operadores 7, y 7, se pueden definir los operadores de un
oscilador armoénico unidimensional u operadores de escalera como
lB T lB .
y o' = —=(m, +imy). (5.3)

a = E(Wx — Z.7Ty) \/ih

En la representacién de coordenadas estos operadores actiian sobre ¢((),

donde . .

a=—(0:+ (), al = — (-0, + 5.4
con ¢ = lgk —1y/lg. Cabe hacer notar que los operadores de escalera cumplen
con la regla de conmutacién habitual [a,a’] = 1 y el operador de nimero
estd dado por N = afa. Al aplicar estos operadores sobre estados propios del

operador de nimero (N|n) = n|n)), puede verse que [108]
a'ln) = vn+1jn +1) aln) = v/nln — 1). (5.5)

Cabe destacar que a|0) = 0. Lo anterior nos faculta para poder escribir un
estado cualquiera |n) en términos del estado de menor energia de la siguiente
forma

(ah)"

m) =" 10) (5.6

Una vez que tenemos definidos los operadores de escalera, podemos escribir
el hamiltoniano (5.1) en términos de estos operadores

H = hw,(ac™ +a'o7). (5.7)
Una propiedad importante del grafeno que se mantiene en presencia de cam-

pos magnéticos, es la existencia de estados de energia cero ¢q. Esto se puede
comprobar del hamiltoniano anterior si pedimos que apy =0y 0~ ¢g =0, lo

cual se logra con el estado
0
o= ( 10y ) (5.
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que en la representacién de coordenadas esta dado por

Po(C) = ( 6_?2/2 ) : (5.9)

Esto representa un estado de energia cero localizado en la subred A del gra-
feno. Ahora bien, un estado arbitrario |¢, 1) se obtiene aplicando el operador

~

O+ al estado base, es decir

|6n,2) = Ontldo), (5.10)

donde
Ons = (1—0"0™)

aTiaer'
2 Va Ve

En efecto se comprueba de manera directa que H|¢, +) = €54 |Pn.+), con los
valores propios dados por

(5.11)

Ent = Fhwey/n = i?\/ﬁ (5.12)
B
Estos son los niveles de Landau para el caso relativista de masa nula. De-
bemos hacer énfasis sobre la diferencia entre la dependencia en el campo
magnético del caso relativista donde la energia depende como la raiz cuadra-
da del campo magnético y el nimero cudntico n, es decir v/ Bn. Mientras que
para los niveles de Landau no relativistas la dependencia es lineal tanto en
B como en n [109].
En la representacién de coordenadas encontramos que el estado |¥,, 1)
estd dado por

U, 1(x,y) = e'h® ( ‘il};((g)) > , (5.13)

donde recordamos que ¢ = £ —Igky fn(C) corresponde a las soluciones del
oscilador arménico unidimensional f,(¢) = \/;Tme_<2/ 2H,(C), con H,(¢) los
polinomios de Hermite.

El espectro determinado por la ecuacién (5.12) tiene varios elementos que
merecen ser resaltados. Tal y como comentamos, incluye un nivel de energia
cero. El espectro es simétrico respecto a £q; por cada nivel de energia positivo
En,+, €xiste un nivel de energia negativo ¢, _.

Adicionalmente notamos que el espectro de energia no depende del nimero
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k, esto significa que es degenerado respecto de k. La degeneracién respecto a
k se puede calcular suponiendo que el sistema se encuentra confinado en una
superficie de lados L, y L.

Imponiendo condiciones periddicas respecto a la direccién x, tenemos que
kL, = 2mj. Pero por otro lado la solucién en (5.13), representa un oscilador
armoénico centrado en y. = [%k, el cual debe estar dentro de la caja; es decir
Y. < L,. Por lo tanto la degeneracién (N = jma.x) estda dada por

_ L.L, L,L,B &

= = = — 14
27l% h/e Dy’ (5.14)

donde &y = h/e es el cuanto de flujo magnético. Es decir, la degeneracién de
cada nivel de Landau estd dada por el nimero de cuantos de flujo magnético
que se pueden acomodar en una caja de superficie L, X L.

Finalmente notamos que existe una degeneracion extra de 2, por cada
una de las orientaciones posibles de espin y otro factor de 2 por cada uno de
los puntos de Dirac que son equivalentes. Por lo tanto

Np =4— (5.15)

Figura 5.1: En esta grafica se muestran los primeros niveles de Landau rela-
tivistas como funcion de B. El espectro de energia es de la forma ¢, ~ v Bn

En la figura 5.1 se muestra el espectro de energias, como funcién de B,
para una particula de Dirac confinada a moverse en dos dimensiones en pre-
sencia de un campo magnético uniforme.
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5.2. Barrera magnética con perfil hiperbdlico

En esta seccién analizaremos el problema de una barrera magnética cuyos
bordes en la frontera son suaves. Una barrera de bordes suaves es en cierta
manera mas realista y cercana a condiciones experimentales. En particular
elegir un perfil hiperbélico como el que analizamos aqui, ademés de aseme-
jarse mas a los perfiles que se pueden construir experimentalmente [100],
tiene la ventaja de que la ecuacién de Dirac bidimensional que describe este
sistema se puede analizar mediante el formalismo de la mecanica cuéntica
supersimétrica y se puede resolver exactamente.

Consideremos un campo magnético no homogéneo que varia a lo largo de
la direccion x y que apunta perpendicularmente al plano definido por la hoja
de grafeno, su magnitud esta dada por

B(z) = B, sech’ (x 5 dxo) . (5.16)

Esta configuracion representa una barrera magnética unidimensional como
puede verse en la figura (Fig.5.2), donde By es la intensidad maxima del
campo en el centro de la barrera y d es el ancho medio de la barrera. Notamos
que en el limite d — oo recuperamos el caso de un campo magnético uniforme.
En ocasiones puede ser conveniente utilizar como parametro a k = 1/d.

Para tener condiciones que sean relevantes fisicamente en el grafeno,
necesitamos que el campo magnético varie suavemente respecto a la esca-
la de espaciamiento de la red a = 0.246 nm. Considerando que a << d,
observamos que el ancho medio A ~ 3.25d y la longitud de atenuacion
|(1/B)(dB/dz)|™* > d de la barrera magnética, satisfacen las condiciones
requeridas.

Para el potencial vectorial seleccionamos la norma como A = (0, A(z), 0),
donde

A(z) = 2Byd tanh (‘” > dxo) . (5.17)

El campo magnético seleccionado permite obtener soluciones exactas de
la ecuacion de Dirac bidimensional, que describe la dindmica de portadores
de carga en grafeno.
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Figura 5.2: Barrera magnética con perfil hiperbélico a lo largo de la compo-
nente x

5.2.1. Estados ligados

La ecuacién de Dirac efectiva que describe la dinamica de portadores de
carga en grafeno cerca de uno de los puntos K (6 K’) de Dirac, sujeto al
campo magnético dado por la ecuacién (5.16) se escribe como

EV(x,y) =vrpo -m¥(z,y), (5.18)

donde v es la velocidad de Fermi, el vector o = (0, 0,) incluye las matrices
o, y 0, de Pauli. Los operadores de momento covariantes estan definidos
como

9,

0
= —ih— = —ih— A 1
T Zhax Ty zhay + eA(x), (5.19)

donde A(x) esta especificada en la ecuacién (5.17). Explicitamente la ecua-
ci6én (5.18) toma la forma

EU(x,y) = v ( 0 ”x‘O”y ) Uz, y). (5.20)

Tz + 17y

Tomando en cuenta la invariancia ante traslaciones en y, proponemos una
solucién de la forma

V(x,y) = exp(ipyy/h) ¢(v), (5.21)
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donde ¢(z) es un espinor de dos componentes
_ [ ¢+(@)
o(z) = ( AR ) . (5.22)

Esto produce el siguiente par de ecuaciones acopladas

. L0 -
80.(2) = (ige = W) 0@ (5.23)
. L0 .
Ap_(7) = (—z% + zW(:v)) o4 (), (5.24)
donde hemos utilizado las variables adimensionales
r = l’/lB
y = y/lB
Ry = lBk?y
d = d/lg

recordamos que la longitud magnética estd dada como lp = y/h/eBy. Ademas
la funcién W (Z) se define como

W (&) =k, + 26 tanh (%) | (5.26)

Combinando las ecuaciones (5.23) y (5.24) obtenemos un par de ecuaciones
desacopladas

dz?

Hobo(7) — (—d—2 ; vi) 04 () = A%, (), (5.27)

donde los potenciales efectivos V. (%) estan dados por

AW i\’ i
P =W?4+ — = 26 tanh | — +sech? [ = | . 2
Vi(z) =W 7 </£y + 20 tan (25)) sec (25> (5.28)

Es interesante observar que en presencia de campos magnéticos la ecuacién
de Dirac bidimensional tiene una estructura que permite el uso del formalis-
mo de la mecdnica cudntica supersimétrica [110]. Los potenciales V., y V_ se

118



conocen como potenciales supercompaneros y se obtienen a partir de la fun-
cién W, por medio de la relacién (5.28). Las expresiones para Vi se conocen
como potenciales de Rosen-Morse II [110] y sus ecuaciones de Schrédinger
correspondientes son exactamente solubles.

Una caracteristica importante de la mecanica cuantica supersimétrica es
que las eigenfunciones y el espectro de energia de los hamiltonianos efectivos
H, y H_ estan relacionados. En particular H, y H_ tienen el mismo espectro
para A2, excepto para el estado base.

Definiendo los siguientes operadores

d
L* = —i & iW (%), (5.29)

se vuelve mas sencillo escribir la relacion entre los espinores superior e inferior

. r N 1 N
¢4 () = AL ¢-(2),  ¢_(T)= ZL+¢+($)- (5.30)
Ahora utilizamos el siguiente cambio de variable
1

Notar que & varia en el intervalo [0, 1]. El cambio de variable nos permite
reescribir la ecuacién (5.27) como

[d? 1-2¢ d

& LA —20rrea-9],
g §(1—¢)d¢ &(1 =)

(5.32)
La ecuacién anterior tiene las soluciones asintoticas ¢4 ~ &£” cuando & — 0
(x = 00) y ¢px ~ (1 =¢)? cuando £ — 1 (x — —o0) donde los valores de p y

o quedan determinados como

p=0\/(r, + 207 =A% o =5\/(r, —20)° — A2, (5.33)

Como mencionamos anteriormente, la componente superior e inferior del es-
pinor estan relacionadas mediante las ecuaciones (5.30).

En lo que sigue elegimos obtener primero la componente inferior y a
partir de la primera relacién en la ecuacién (5.30) determinar la componente
superior. Tomando en cuenta el comportamiento asintético se propone el
ansatz de la forma

¢-(§) = &(§ = 1)7F_(¢). (5.34)
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Al sustituir en la ecuacion (5.32) se encuentra que F_(§) satisface la ecua-
cién hipergeométrica, con dos posibles soluciones independientes: F_(§) =
F(Oé,ﬁ,’%f) y F,(f) = é‘—QPF(a - ’V"‘ 17ﬁ - 7+ 17 2— 775)7 donde F repre-
senta la funcién hipergeométrica. Sin embargo la segunda solucién no tiene
el comportamiento asintético correcto, por lo cual se debe descartar. Por lo
tanto la componente inferior del espinor queda como

¢-(§) = £7(§ — 1)72F1(a, B,7%;6), (5.35)
donde los coeficientes «, 8 v v quedan determinados como
a = pto—46% (5.36)
B = pto+1+48, (5.37)
v o= 2p+1. (5.38)

La componente superior ¢, se obtiene de la primera ecuacién (5.30). Hecho
esto, podemos escribir finalmente la solucién completa

(e y) = Ceter(l — &)
( LIG(O)F (0, 8,7:€) + 61— %L F(a+ 1,8+ 1,7+ L;€)] ) (5.39)
Fla, 3,7;¢]

donde G(&) = [(p —26%)(1 — &) — &(0 — 26% — k,0)] y C es la constante de
normalizacion.

Dado que H, y H_ comparten los mismos valores propios, la existencia
de estados ligados requiere que tanto V, como V_ tengan forma de pozo.
Esto sucede cuando

Ik, | < 26. (5.40)

En la figura 5.3 se ejemplifica la validez de esta condicion.
Cuando la condicién (5.40) se cumple, el minimo de los pozos de potencial
se localiza en
T, = 26 arctanh(k, /20) (5.41)

Notemos que cuando x, = 0 los potenciales son simétricos.

Para garantizar la convergencia de la solucién (5.39) es necesario que
alguno de los coeficientes de la funcién hipergeométrica o 6 8 sea un en-
tero negativo, digamos que o = —n con n entero. Esta condicién ademas
de garantizar la convergencia de la solucion, provee también la condicién
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Figura 5.3: Gréficos de los potenciales efectivos V. (linea de guiones) y V_
(linea continua) en funcién del pardmetro Z. En (a) los pardmetros toman
los valores k, =1y 0 = 2, que satisfacen la condicién de que los potenciales
tengan ambos forma de pozos (5.40). En (b) los pardmetros toman los valores
ky = 1y d = 04, en este caso la condicién (5.40) no se satisface y los
potenciales efectivos no tienen la forma adecuada para tener estados ligados.

de cuantizaciéon para la energia. Combinando la condicion o = —n con las
ecuaciones (5.33) y (5.36) se obtiene

A=+,]2 <n - 8"—(;> [1 - (%)1 (5.42)

Los valores de n y &, estan restringidos por las condiciones

[46% — n]?
853

La primera condiciéon determina el maximo nivel ligado permitido y evita una
singularidad en la ecuacién (5.42), mientras que la segunda condicién deter-
mina los posibles valores de x, para un nivel n y esté relacionada con el hecho
de que la velocidad de grupo (|0E/0p,|) en grafeno debe ser menor que la ve-
locidad de Fermi vp. Ambas condiciones garantizan que A < min|Vy (£00)|,
de tal manera que el electron no se escape del pozo de potencial; de manera
equivalente estas condiciones aseguran que los coeficientes p y o (5.33) que
determinan el comportamiento asintético de la funciéon de onda, cumplan con
p,o > 0.

Mmax < 40% . Kymax < (5.43)
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La solucién para el nivel de energia cero se obtiene directamente de re-
solver (5.23) y (5.24) con A = 0;

oo e (2] () o

Figura 5.4: Espectro de estados ligados A, como funcién del pardmetro s,
para una barrera de § = 1.5, de acuerdo a (5.43) el nimero de niveles permi-
tidos es nmax = 9 y para cada nivel los valores de s, estan delimitados por
la energia de particula libre A = £k, (linea de guiones). En la figura se ob-
servan los 9 niveles con energia positiva y 9 con energia negativa, sin contar
al nivel n = 0. Los niveles n = 7, 8,9 estan muy cercanos y en particular el
nivel n = 9 consiste de un solo punto (k, = 0,A = 3).

La elecciéon de uno de los parametros de la funcién hipergeométrica como
un entero negativo, ademas de darnos la condicién de cuantizacion también
nos permite escribir la solucién (5.39) en términos de los polinomios de Jacobi
como

U = Ce™¥(1 4 2)P(1 — 2)°

i —1,—n+8— a —-1,1—n+p5—
S [M(2)PY T () — (1 22) g PO () (5.45)
Py(Lv—L—nJrB—”/) (Z) ’
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donde M(z) = (p—20*)(1 —2) — (60 — 26*)(1 + 2) — 2k, 0 y 2 = 2§ — 1.

La relacién de dispersién (5.42) muestra que la inhomogeneidad del campo
elimina la degeneracion usual en los niveles de Landau. Para cada nivel n se
tiene una dependencia en k,, lo cual da lugar a una velocidad de arrastre a
lo largo del eje y. Esto es cierto excepto, para el nivel n = 0, que se mantiene
como nivel de energfa cero independientemente del valor de B y de k.

El espectro de energia como funcién de k, se muestra en la figura 5.4
para el valor 6 = 1.5. Para los valores seleccionados se observan niveles con
n < Ngme: = 9. Para cada valor de n, el nivel consiste de una banda que
abarca desde k, = 0 hasta un valor maximo Ky ., dado por la segunda
condicién en (5.43).

>

20 40 60 80 100

W[
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T T

Figura 5.5: Espectro de energia A como funcién de § = d/l para una barrera
confinada en una caja cuadrada de drea L x L. El valor de L = L/lg = 50.
Las zonas oscuras representan los valores permitidos de energia. La linea de
guiones A = 2§ acota el ancho minimo necesario para que la barrera admita
estados ligados. Para cada nivel n la componente transversal del momento
varia entre k, = 0y K.

Los resultados previos son validos cuando el ancho de la barrera es pe-
queno comparado con las dimensiones del sistema. Veamos que pasa si cam-
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biamos de una barrera angosta a una ancha. Consideremos que el sistema se
encuentra confinado en una caja finita de tamano L x L, para una barrera
angosta sabemos que los valores de x, estan limitados por (5.43), pero si la
barrera es ancha el nimero de estados permitidos esta limitado por el niimero
de estados que caben en la caja. Suponiendo condiciones periédicas para la
funcién de onda en (5.45) en la direccién y, se tiene que k, = 275/ L con j
un entero y L = L/lp.

Pero de acuerdo a (5.41), x, también determina la posicién central del
electrén, de ahi que 7z, < l~)/ 2 y el nimero de estados esté dado por N =
jmax = P.E.[(20L/m)tanh(L/46)] donde P.E. es la parte entera. La res-

triccién para el momento impuesta por el tamafo del sistema es K =

Y, max

26tanh(L/46).
Es interesante observar que esta degeneracion coincide con el nimero de cuan-
tos de flujo magnético que atraviesan el sistema, es decir N = ® /P, donde el
flujo total de campo magnético dado por la ecuacién (5.16) se calcula como
® = (4h1/e)d Ltanh(L/46) y &y = h/e es el fluxén elemental.

Para poder seguir la evolucién de la degeneracién cuando el ancho de la
barrera se modifica comparado con L, definimos

1 1 1
— = + (5.46)

L 6
’C’!J Hy7max 'Liy,max

Ky es un corte efectivo para el momento transversal. Se debe notar que K,
interpola entre mg’max en barreras estrechas y Iiimax cuando § > L. En la
figura 5.5 se muestra el espectro de energias como funcién del ancho de la
barrera. Para un nivel n el momento transversal permitido varfa entre x, = 0
y ky = Ky, dando lugar a las bandas observadas en la figura. La restriccién
en n dada por (5.43) se traduce en una separatriz A = 24, las energias a la
izquierda no estan permitidas. Para valores pequenos de d se pueden observar
unas pocas bandas y brechas para los primeros valores de n, seguidos por
una region de espectro continuo que se extiende hasta el valor maximo 7,,,4;.
Cuando § se incrementa, tomando valores comparables con L, la anchura de
las bandas disminuye. Finalmente en el limite de B homogéneo, § >> L, los
niveles de energia se reducen a los niveles de Landau observados en grafeno
Apy, = +v2n y la degeneracién se reduce al resultado conocido N = &/
con ® = ByL>.
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5.2.2. Dispersion

Para analizar el régimen de dispersion, consideremos una onda plana in-
cidente desde x — —oo (£ — 1), que incide con un éngulo ¢ respecto al eje
x. La eleccién de la norma (5.17) permite parametrizar el momento como

Ky = A cos ¢ Ky = Asing + 20 (5.47)

La onda transmitida tiene momento longitudinal !, = A cos ¢, donde ¢’ es
el angulo refractado. La conservaciéon de x, da la relacién entre el dngulo
incidente y el refractado como

4
sin ¢’ = sin ¢ + Z(S’ (5.48)

mientras que la conservacién de la energia nos permite relacionar los momen-
tos longitudinales incidente y transmitido como

ki = /K2 — 80K,. (5.49)

La ecuacion (5.48) implica la existencia de un angulo critico

¢. = arcsin <1 - %) (5.50)

a partir del cual no es posible la transmision. Adicionalmente notamos que
cuando se cumple la condicién

A < 26, (5.51)

la transmisién se anula sin importar el dngulo incidente ¢. Recordando la
definicién de las variables adimensionales en la ec.(5.25), notamos que esta
condicién establece que los estados con radio de ciclotrén promedio r. =
E/(eByvr) menor que 2d, seran doblados por el campo magnético y seran
completamente reflejados.

Comparando las ecuaciones (5.33) y (5.47) observamos que los momentos
longitudinales k, y &}, estan relacionados a los coeficientes p y o como sigue:
o= —ik 0y p=0y/—K?. Se verifica que si se cumple la condicién (5.51), p
es real, mientras que cuando (5.51) no es vélida, reemplazamos p = —ix!d.
Utilizando las propiedades de la funciéon hipergeométrica, se verifica que en
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el limite z — oo (£ — 0) la funcién de onda en (5.39) produce la expresion
asintética correcta

o —i¢’
U~ el(ReT+ryd) ( 361 ) ’ (5'52)

donde s = sgnF. El valor asintético de la funciéon de onda para x — —oo
(¢ — 1), se obtiene utilizando férmulas de transformacién que relacionan
F(a, 8,7;€) con las funciones hipergeométricas evaluadas en 1 — &, para
obtener

U~ ez’(nzﬂnyg)r(’Y)F(’Y —a—p) ( se'® )

F(y—a)l(y=p5) \ 1
icrpitnyp L NI (@ +B—=7) [ —se™™
iRty ) ot ( ‘ ) (5.53)

De esta ecuacién se obtiene el coeficiente de reflexion

2
C(p — ike0 + 462 + DT (p — ik,0 — 46?)

L(p+ k0 + 402 + 1)I'(p + ik 6 — 46?)

: (5.54)

donde se utilizaron las expresiones (5.36).

Cuando se cumple la condicién (5.51) p es real, entonces R = 1y como se
esperaba, el coeficiente de transmision desaparece. Pero si la condicién (5.51)
no se cumple, p se sustituye por p = —idx!, y la probabilidad de transmision
T =1 — R se puede escribir en una forma simple como

sinh(27k, ) sinh(27k,)

" sin?(4702) + sinh?(n[k], + rg])

(5.55)

La férmula anterior nos permite identificar condiciones resonantes en las que
la barrera se vuelve transparente (7' ~ 1),

= v/ i=1,2,3... (5.56)

En este caso la barrera actia como un filtro asimétrico, se vuelve perfecta-
mente transparente para angulos en la regién —7/2 < ¢ < ¢. (Fig.5.7). En
particular, para valores de la energia ligeramente por arriba de la condicion
umbral (5.51), A =20 + ¢, con ¢ << 1, la regién de transparencia puede ser
muy estrecha.
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Por otro lado cuando se cumple la condicién

i3
5:T, j=0,1,2,3... (5.57)
el valor del coeficiente de transmisién se atentia. Cuando el valor de la energia
estd ligeramente por arriba de la condicién umbral (5.51), A = 2§ 4 &, con
e << 1, el coeficiente de transmision es fuertemente atenuado (Fig.5.8).

En las siguientes gréaficas observamos el comportamiento del coeficiente de
transmision en diferentes situaciones. En la primera gréfica (Fig.5.6) puede
verse que para una energia de incidencia A dada, existen regiones para las
cuales todas las direcciones de incidencia comprendidas en esa regién tienen
transmision 7' = 1 y estas regiones son mas amplias conforme disminuye el
ancho de la barrera, como era de esperarse.

En la segunda gréfica (Fig.5.7) tomamos ahora una condicién resonante
j = 1, la cual al sustituir en (5.56) implica que 6 = 1/2. Es decir, tenemos
un ancho de la barrera ¢ fijo y vamos variando la energia de incidencia A,
vemos que las regiones en las que hay transmisiéon 7' = 1 se hacen angostas al
aumentar la energia de incidencia, es decir solo para direcciones de incidencia
muy especificas hay transmision.

En la tercera gréfica (Fig.5.8) buscamos minimizar el coeficiente de trans-
misién, para ello elegimos j = 0 que al sustituir en (5.57) nos dice que
§ = 1//8, entonces puede verse que eligiendo A cercanas a 0.7 la trans-
misién se atenua. Esto es, la barrera actia como un filtro que solo permite
direcciones y energias muy especificas.

De esta manera hemos visto que las barreras magnéticas pueden ser 1ti-
les para confinar portadores de carga del grafeno. En particular el perfil
hiperbdlico que propusimos tiene semejanzas con los que se han podido cons-
truir experimentalmente, pero también nos ha permitido un anélisis muy
completo tanto de estados ligados y niveles de Landau asi como del régimen
de dispersion, con lo que esperamos que este trabajo pueda ser 1til en el
estudio experimental del confinamiento de portadores de carga en grafeno
mediante campos magnéticos.
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Figura 5.6: Coeficiente de trasmisién para una energia dada de la particula
incidente A = 3 en funcién del angulo de incidencia. En las tres curvas
tomamos diferentes anchos de la barrera; 6 = 0.5 linea punteada, § = 1 linea
de guiones y 6 = 1.4 linea continua.
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Figura 5.7: Coeficiente de trasmision en funcién del angulo de incidencia para
un ancho medio de la barrera dado 6 = 1/2 y consideramos tres energias de
incidencia distintas A = 1.01 linea continua, A = 1.03 linea de guiones y
A = 1.1 linea de puntos.
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Figura 5.8: Coeficiente de trasmisién en funcién del angulo de incidencia.
Damos un ancho de la barrera 6 = 1/ V8 y energias de incidencia A = 0.71
linea de puntos, A = 0.72 linea de guiones y A = 0.73 linea continua.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis nos propusimos estudiar la dindmica de los portadores de car-
ga del grafeno en interaccion con campos electromagnéticos. Pusimos especial
énfasis en analizar aspectos andlogos a los que aparecen en la electrodinamica
cuantica, a los que llamamos fenémenos pseudorelativistas. Estos fenémenos
se originan en el hecho de que la dinamica de los portadores de carga a bajas
energias se puede modelar por la ecuacion de Dirac para particulas de masa
nula.

Al considerar el caso del campo eléctrico constante en el régimen lineal
(campo eléctrico débil), encontramos que la corriente eléctrica es dominada
por la contribucién de polarizacion la cual se identifica con el efecto de Zitter-
bewegung. La corriente estd caracterizada por la conductividad o = e*/4h,
ec.(2.70), la cual coincide en orden de magnitud con el valor observado para
la conductividad minima del grafeno.

Para analizar el régimen no-lineal del campo eléctrico constante utiliza-
mos el formalismo de Magnus, el cual combinamos con un par de transfor-
maciones unitarias, que permitieron escribir la ecuacion de evolucion en una
forma resonante. La contribuciéon dominante proviene de la region cercana
al punto de Dirac mévil, el cual corresponde al punto donde se anulan los
eigenvalores instantdneos de la energia. El formalismo permite obtener una
convergencia mucho mas rapida de la expansion, lo cual comprobamos al
comparar con los resultados numéricos exactos. El formalismo de Magnus
nos permitié obtener una expresion analitica explicita para la produccién de
pares electrén-hueco como funcién del tiempo n(t). Encontramos que existen
dos regimenes separados por el tiempo de Schwinger tg. Para tiempos cortos
t < tg la producciéon de pares tiene una dependencia cuadratica tanto en el
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tiempo como en el campo eléctrico. Mientras que para t > tg la produccion
de pares es lineal en el tiempo y tiene una dependencia Eg/ % en el campo
eléctrico. El ultimo resultado coincide con la prediccion de Schwinger ecs.
(2.4,2.55) para la tasa de produccién de pares por un campo eléctrico, en el
caso de fermiones de masa cero en sistemas bidimensionales. En el régimen
no-lineal la corriente eléctrica estd dominada por la contribucion de conduc-
cién y es proporcional a la densidad del ntiimero de pares electrén-hueco n(t)
ec.(2.72), por lo cual muestra la misma dependencia temporal que n(t).

Al estudiar el grafeno en interacciéon con una onda electromagnética clési-
ca, consideramos inicialmente el caso de polarizacion lineal. En el limite en el
que los portadores de carga se propagan paralelamente a la direccién de pola-
rizacién de la onda obtuvimos una solucién analitica explicita ec.(3.4). Para
analizar el caso general utilizamos el formalismo de Floquet para determinar
numéricamente el espectro de cuasienergias. Encontramos que en el punto
de Dirac x = 0 no se generan brechas, es decir se preservan los cruces exac-
tos. Para otros valores del momento x se observa una alternancia de brechas
resultado de cruces evitados con cruces exactos. Estos resultados se pueden
entender ya que es posible definir un operador de paridad que conmuta con
el hamiltoniano ec.(3.15). Los estados con una misma simetria se mezclan
por efecto de la interaccion en el punto de cruce, dando lugar a una brecha.
Pero en el caso de cruces de niveles caracterizados por diferentes ntimeros
cuanticos, la simetria preserva los cruces exactos; esto es precisamente lo que
sucede en el punto de Dirac £ = 0.

También mostramos que el sistema se puede analizar por medio del for-
malismo de Magnus-Floquet. Utilizando este formalismo determinamos la
corriente eléctrica inducida por la onda electromagnética con polarizacién
lineal. Corroboramos que los efectos no-lineales dan lugar a la generacion de
armoénicos impares de orden mayor. Adicionalmente calculamos los campos
de radiacion inducida, lo cual nos permitié estimar el orden de magnitud de
la intensidad de la radiacién para el primer y tercer armonico.

En el caso de irradiacién por una onda circularmente polarizada encon-
tramos que siempre se produce una brecha en los puntos de Dirac k = 0, la
cual se puede calcular de forma exacta ec.(3.44). Adicionalmente observamos
que conforme aumenta el valor del acoplamiento A, se abren sucesivamente
brechas en los siguientes puntos de cruce.

Al estudiar la interaccion del grafeno con un campo electromagnético
cuantizado, identificamos cantidades conservadas, las cuales fueron ttiles pa-
ra construir una representacion adecuada de la funcién de onda del sistema
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y determinar un conjunto de ecuaciones de recurrencia, cuya solucion deter-
mina el espectro y otras propiedades del sistema.

En la regién de valores pequenos del momento y de la constante de aco-
plamiento, el espectro consiste de una serie de bandas separadas. Implemen-
tamos un método que nos permitié encontrar una solucién analitica apro-
ximada, en la que el hamiltoniano se reduce a un conjunto de matrices de
dimensién 2 x 2 desacopladas, observamos que ajusta muy bien al comparar
con el resultado numérico que se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones
de recurrencia.

Uno de los resultados mas importantes de este andlisis es que cuando el
grafeno es irradiado por una onda electromagnética polarizada circularmente
se generan estados ligados electron-fotén, que representan cuasiparticulas
masivas con una relacién de dispersion relativista (4.53). Las propiedades de
estas cuasiparticulas masivas fueron discutidas en detalle, en particular el
estado correspondiente a la energia EZ estd formado por la superposicién
de estados de n, n + 1 y n + 2 fotones.

El contar con una soluciéon analitica explicita nos permitié estudiar en
detalle la evolucion temporal de paquetes de onda. Primeramente considera-
mos el caso en el que el momento k y el nimero de fotones n tienen un valor
fijo. En este caso la evolucién temporal de las amplitudes de autocorrelacion
y la amplitud de transicion muestran la conocidas oscilaciones de Rabi.

A continuacién consideramos el caso en el que se mantiene fijo el valor
del momento k, pero el campo electromagnético corresponde a un estado
coherente de fotones, descrito por una distribucién de Poisson. Al estudiar
la inversion de poblacion encontramos que la evolucién temporal muestra la
aparicion de una sucesiéon de colapsos en la amplitud de la onda; seguidos de
resurgimientos en los paquetes de ondas. Encontramos un buen acuerdo entre
las expresiones obtenidas para los periodos de colapso t., y resurgimientos
trev con los resultados mostrados en las graficas. Los mismos fendmenos se
observan en la evolucion de la corriente eléctrica.

Considerando nuevamente un nimero fijo de fotones n, pero en este caso
con una distribucion de momentos representada por una funciéon escalén,
donde k € [0, k., la evolucién temporal de la inversion de poblacién muestra
un patrén de colapsos y resurgimientos de los paquetes de onda. En este caso
los colapsos no son extendidos y su periodo %y, coincide con el periodo entre
resurgimientos sucesivos, lo cual nos permitié obtener una expresion explicita
para dicho periodo.

Finalmente consideramos el efecto combinado de la luz coherente con la
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distribucion de momentos. Los efectos de interferencia son notoriamente mas
diversos e interesantes. Se encuentra toda una estructura novedosa, como
resurgimientos seccionados o suprimidos dependiendo de los valores de los
parametros. Lo anterior es resultado de la interferencia entre la modulacion
producida por el estado coherente de fotones y la distribuciéon de momentos.

En el ultimo capitulo estudiamos al grafeno en interaccién con un cam-
po magnético en forma de barrera con un perfil suave tipo hiperbélico. Las
ecuaciones de Dirac que describen el problema se pueden analizar dentro del
formalismo de la mecédnica cuantica supersimétrica. Encontramos una solu-
cién analitica compacta para la funcion de onda de los portadores de carga
asi como una féormula para sus eigenvalores. El nimero de estados ligados
estd limitado por el ancho de la barrera y el espectro pierde la degeneracion
caracteristica de los estados de Landau respecto al momento k,. Analizamos
céomo a medida que la barrera se vuelve mas ancha se recuperan los niveles
de Landau relativistas, incluyendo la degeneracién respecto a k.

Al estudiar el problema de dispersién obtuvimos una férmula compacta
para el coeficiente de transmisién, esto nos permitié identificar condiciones
resonantes en las que la barrera se vuelve transparente. Sin embargo, en gene-
ral encontramos que la barrera puede actuar como filtro ya que solo energias
y direcciones especificas de los electrones incidentes pueden atravesarla.

Los resultados de esta tesis dejan abiertas varias interrogantes y la posi-
bilidad de un nimero importante de temas de estudio a futuro. Las técnicas
presentadas para analizar la interaccién del grafeno con campos dependien-
tes del tiempo, que dan en algunos casos lugar a la generacién de brechas
de energia, podran ser utilizadas para estudiar la dindmica de los estados de
borde. Esto resulta de interés con respecto al tema surgido recientemente de
los llamados aislantes topoldgicos de Floquet.

Por otro lado sera interesante analizar con mas detalle diversos aspec-
tos de la interaccion del grafeno con un campo electromagnético cuantizado.
Aparte de estudiar las condiciones que se se requieren para observar experi-
mentalmente los efectos descritos, seria interesante analizar el problema de
la generacion de armoénicos de orden superior en este contexto. En particular
en relacion al estudio del problema del mezclado de cuatro ondas, con la
finalidad de generar fotones correlacionados.

En cuanto al tema de la dindmica del grafeno en presencia de barreras
magnéticas, esperamos que este trabajo pueda ser 1til en el estudio experi-
mental del confinamiento de portadores de carga en grafeno mediante campos
magnéticos.
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Apéndice A

Método de algebras de Lie

En este apéndice vamos a explicar como se implementa el método de
algebras de Lie para resolver de forma exacta (numéricamente) la ecuacién de
evolucion para los portadores de carga del grafeno en presencia de un campo
electromagnético. Esto nos permitird comparar con el resultado obtenido
a partir de la aproximacién de Magnus. El método se puede utilizar para
una dependencia temporal arbitraria, pero en particular se aplicara al caso
de un campo eléctrico constante, en cuyo caso el potencial vectorial crece
linealmente con el tiempo.

El método de algebras de Lie se ha utilizado en diferentes contextos, en
particular es 1til para encontrar la solucién exacta numérica al problema
de un atomo de dos niveles que interactia con un campo electromagnético
clasico [111].

Consideremos el hamiltoniano de la ec.(2.35). Utilizando la definicién de
los operadores o4 = 01 £ i09, tenemos que el hamiltoniano se puede escribir
como

K 2a(T —12a(T
HQ:—4—Ey2 (e” Mo, + e ()0_). (A.1)
Identificamos las funciones ¢(7) como
_ Ky i2a(T) * _ Ky —i2a(T)
O1) = -3¢, (1) =5 - (A.2)
Lo anterior nos permite escribir el hamiltoniano (A.1) de la siguiente manera
Ho = g(r)os + 6" (7)o (A3)

El conjunto de operadores {o,,0_,0,} forma una dlgebra de Lie, lo cual nos
permite escribir la solucién para el operador de evolucién de la ec.(2.35) como
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un producto de exponenciales de la forma [112]
U = e*(Mo+ey(o—ez(n)ox (A4)

Las funciones que parametrizan al operador de evolucion vienen dadas por las
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas [111]

d$ _Z"Liy 2 —i2 12

@t _ 4 2o 12« A.
dr A(ke — 7)* + K2] ( ve € ) (A-5)
dy iy —i2a

dr — 4(ky —T7)? + K2] (1+8wy)e (4.6)
dz —iKy %

dr 4[(ky — 7)2 + K2] e (A7)

Resolviendo numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales, pode-
mos obtener el operador de evolucion.
Explicitamente tenemos que

(cosh z + sinh z)(1 + 4zy) 2(cosh z — sinh 2)x ) (A.8)

U(r) = ( 2(cosh z + sinh 2)y cosh z — sinh z

Anteriormente mencionamos que utilizaremos este método para comparar
los resultados que obtenemos utilizando la expansion de Magnus, para ello
escribimos la tasa de creacion de pares en términos del operador de evolucion
anterior (A.8), Tomando en cuenta que inicialmente el sistema ocupa los es-
tados de energfa negativa, los cuales corresponden al estado, (0, 1), tenemos
que la tasa de creacion de pares al tiempo 7 esta dada por

lu(7)|> = 4|(cosh z(7) — sinh z(7))z (7). (A.9)
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Apéndice B

Corrientes para campo eléctrico
polarizado linealmente

En este apéndice evaluamos la corriente inducida en el grafeno por el
efecto de una onda electromagnética polarizada linealmente que incide per-
pendicular al plano del grafeno. El resultado se expresa como una serie de
potencias de A, lo cual de acuerdo a la ec.(3.29) equivale a una expansion
en potencias de la intensidad del campo eléctrico. El método seguido a con-
tinuacién es similar al de la referencia [54], sin embargo el formalismo que
se utilizo para llegar a las expresiones de la corriente es diferente, en nues-
tro caso estd basado en el formalismo de Magnus-Floquet, mientras que en
dicha referencia el método se basa en el uso de una transformacion unitaria
combinada con el uso de una funcién de prueba.

Tomando en cuenta las ecs.(3.26,3.24,3.27) tenemos que el promedio de
la corriente de polarizacién toma la siguiente forma

27 1 3
JEE) = LAl / d9/ x sin @ sin (é sin931n§> dz, (B.1)
0 0

™ i

para obtener este resultado se realiz6 el cambio de variable © = k/kp en la
integral de la ec.(3.27). El integrando de la ecuacién anterior se expande en
términos de polinomios de Bessel utilizando la siguiente identidad

sin(zsin) = 2 Z Jon+1(2)sin[(2n 4+ 1)£] , z =

n=0

sinf . (B.2)

8| >
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Con lo cual la corriente en la ec.(B.1) toma la forma

2evpngp

k() = — S sin[(2n + )] Ga(h), (B.3)

donde G, ()\) esta dado por las siguientes expresiones

27 1 Y
N N N A
Gn(\) = / dfsin0F, (), 0), F.(\,0) = / x Jopyr | —sinf | .
0 0 T
} (B.4)
La integral que determina la funciéon F,()\,6) se puede evaluar de forma
exacta con el siguiente resultado [113]

- \2sin? 6
F,(A0) =
(A, 0) 8n3 4+ 12n2 — 2n — 3

1 (1 .\ - 1 1 ley
-I (n— 5) (5)\Sln9) 1F5 (n— §;n+§,2n+2;—1)\231n29) .

En la ecuacién anterior I’ (n — %) es la funcién Gamma y 1F5 es la funcion

hipergeométrica. La integral angular en la ec.(B.4) no se puede evaluar de
forma exacta. Sin embargo, F;,(A,0) se puede expresar como una expansion
en serie de potencias de A. Expandiendo la funcién 1 F5 a orden \* obtenemos

(B.5)

N A2 sin? 0 N 27201 gin(9) A
Fo(\0) = A2 sin2 ¢
WO = Sarizme—gn o3 A S <(1 —2n)0(2n + 2)

272 35in3(A) N3 2720 gind(h) NP

Cn+)T(2n+3) @n+3l@ntd) 0@6)) . (B.6)

Sustituyendo este resultado en la primera ec.(B.4), nos permite evaluar la
integral angular para cada término de la expansién. Al sustituir el resulta-
do en la ec.(B.3) obtenemos finalmente el promedio de la contribucién a la
corriente de polarizacion como una serie en potencias de 5\, a orden \° el
resultado es el siguiente

- 3, 5 -
JPD () = —evpnp {/\sm (wt) (1 + 32 A — m)\4> (B.7)

5\3 . 5 12 XE) . N4
~35 S0 (3wt) (1 - @)\ ) ~ 5316 sin (5wt) + O ()\ > }
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Para evaluar la corriente de conduccién utilizamos las ecs. (3.26,3.24,3.27),
con lo cual el promedio de la corriente sobre los momentos se expresa de la
siguiente forma

2 1 \
Jeond(g) = _ CURNE / do (Cos@ — \sin 5) / cos (% sin981n5> dz .
0 0

T

(B.8)
En este caso el integrando se expande utilizando la siguiente expresion para
la funcién generadora de polinomios de Bessel

A
2 Jon( (2 = —sindf, B.9
cos(zsin&) = )+ Z an(2) cos(2nf) , 2= —sin (B.9)
que nos permite escribir la corriente de conduccién como
cond __ EUpnhp ’ /X . 1 n=0
Jm(E) = Asané cos (2n&) G, (N), (5n—{2 =0
(B.10)

donde utilizamos el hecho de que la integral angular del término que incluye
el cosf se cancela. La funcién G/, ()) estd dado por las siguientes expresiones

21 1 Y
G (N) :(sn/ dOF' (X, 0),  F'(\,0) :/ Jom esine) dr. (B.11)
0 0

Utilizando la identidad sin & cos 2n = £ [sin(2n + 1)§ — sin(2n — 1)¢], pode-
mos reescribir la ec.(B.10) de la siguiente forma

Jeend(¢) = @ A sinf(2n + 1)¢) KL, (B.12)
donde
= { L) moo” (B13)

La integral que determina la funcién F.(X,6) en la ec.(B.11) se evalia de
forma exacta obteniendo [113]

\sin 6 (Xsin&)%ng < 27TL+ i ,2n 4+ 1; —}15\2 sin® 9)

F'(\6) =
N = et (1 —2n)T(2n + 1)

(B.14)
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Para poder evaluar la integral angular en la primer ec.(B.11), expandimos la
funcion 1F2 a orden )\4 con lo cual obtenemos

Asin @ © (Rsin 0)%( 4= N 4771 sin?() N2
4n? —1 (I1-2n)'2n+1) (2n+1)2T'2n+1)
473 5in(h) A
T (n+1D(2n+1)(2n +3)C(2n + 1)

F/(\,0) ~

+ O(X6)> . (B.15)

Sustituyendo este resultado en la primera ec.(B.11) nos permite evaluar
las integrales angulares y al sustituir en la ec.(B.12) obtenemos la corriente
de conduccién a orden \°

Jerd(t) = evpnp {5\ sin (wt) (2 + 2 A2 — 7285\4) (B.16)

L 5 <y DL <
—g sin (3wt) (1 - @)\ ) ~ {r3g Sin (bwt) + O (/\ ) }

Observamos que las contribuciones de las corrientes de conduccién y
polarizaciéon son del mismo orden. Finalmente la corriente total J,(t) =
@D (1) + J"D(t) se obtiene al sumar las contribuciones de la ec.(B.7)
y la ec.(B.16)

- 2
L) = evpnp {)\sin (wt) (1 + 3% -2 62 o) ) (B.17)
z 25 - o .
~35 S0 (3wt) (3 - @)\ ) ~ 9216 sin (bwt) + O ()\ > }

Es interesante senalar que sélo contribuyen potencias impares de la inten-
sidad del campo eléctrico A < Ey. Correspondiendo a cada potencia E(()Q"H),
la dependencia temporal es un arménico sin [(2n + 1)wt|, cuya frecuencia es

un multiplo impar de la frecuencia de la radiacién incidente.
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