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Abstract

A solution to the problem of spacecraft tracking a desired attitude using the con-
traction analysis is given in this thesis. First, an ideal state feedback controller, as-
suming the knowledge of inertial matrix and the total angular momentum, is devised
and ensured to be contracting. Then the adaptive control law is designed in a certainly
equivalence fashion substituting the controller parameter vector by its estimate. The
overall system is shown to be contracting under a sufficient excitation condition, which
is a strictly weaker condition than the persistent excitation required for most adaptive
control schemes.







Resumen

En este trabajo se desarrolla una solucién al problema de seguimiento de orienta-
cién de un satélite usando la teoria de contraccion. Primero, se presenta un controlador
por realimentacion de estados ideal y se asegura que sea contrayente, asumiendo el co-
nocimiento de la matriz inercial y el momento angular total. Posteriormente se disena
la ley de control adaptable sustituyendo el vector de parametros reales por su equiva-
lente estimado de una manera similar al principio de equivalencia cierta para sistemas
lineales.

La principal contribucion de esta tesis es el diseno de un controlador adaptable
para seguimiento de orientacién por realimentacion de estados que alcanza convergen-
cia exponencial casi-global usando analisis de contraccién. Esta aproximacion permite
un simple y transparente analisis y disenio, comparado con las teorias de Lyapunov y
pasividad empleadas en trabajos de la bibliografia consultada. Ademas, se alcanza con-
vergencia exponencial en los errores de seguimiento, superando la naturaleza asintdtica
de algunos resultados previos.

El sistema bajo la ley de control disenada, muestra que es contrayente bajo una con-
dicién suficientemente excitante, la cual es estrictamente mas débil que la condicion de
excitacion persistente requerida para la mayoria de los esquemas de control adaptable.
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Capitulo 1

Introduccion

Controlar la orientacién de un sistema es un importante objetivo en vehiculos es-
paciales, submarinos y terrestres, asi como en sistemas industriales. Por ejemplo, apli-
caciones de satélites en particular (satélites de vigilancia y comunicacién), requieren
un posicionamiento preciso de su orientacién, a menudo en ventanas de tiempo muy
pequenas [1].

En las ultimas décadas, el uso de satélites artificiales se ha convertido en una parte
fundamental para el desarrollo de la humanidad debido a que existe un gran nimero de
aplicaciones técnicas que van desde su uso para telecomunicaciones hasta sistemas de
posicionamiento terrestre. En la mayoria de estas aplicaciones es crucial la orientacién
exacta para tomar fotografias, establecer comunicacién con la estacion terrestre o co-
municarse con otros satélites, por lo que es de vital importancia controlar su posicién
global y su orientacion. Una vez que un satélite se encuentra en érbita, es necesario
controlarlo desde tierra y moverlo, ya sea para ajustar su Orbita, evitar que colisione
con la basura espacial o por requerimientos especiales de una misién, como apuntar a
una antena u orientar de modo especial un sensor. Dependiendo de la misién, se puede
requierir el seguimiento de orientacién en lugar de la regulacién [2].

El responsable del control de orientacion del satélite para llevar a cabo su misién
y adquirir datos es el subsistema conocido como Sistema de Control de Orientacién
(ACS), el cual estabiliza al satélite y lo orienta a un punto especifico durante la misién
a pesar de las perturbaciones externas que actiian sobre él.

En la actualidad con el desarrollo de nuevas tecnologias, al incremento en los re-
querimientos de la carga 1til y la tendencia mundial en el desarrollo de microsatélites,
es necesario desarrollar sistemas de control de orientacién cada vez més precisos y
que permitan realizar las maniobras con un minimo consumo de energia y a un costo
razonable.




1. INTRODUCCION

1.1. Motivacion y estado del arte

La ecuaciéon de movimiento de un satélite tiene una estructura muy similar a la ecua-
ciéon de movimiento de un robot manipulador. Esto lo hace interesante para investigar
si los esquemas de control adaptable para robots basados en la parametrizacién lineal
de la ecuacién de movimiento pueden ser aplicados al control de orientacion adaptable
de satélites. El espacio de configuracion de un robot manipulador tipo serie puede ser
descrito por las coordinadas articulares, mientras que la configuracion espacial que des-
cribe la orientacion de un satélite rigido es el conjunto de matrices ortonormales cuyo
determinante es uno, es decir, matrices de rotacién que pertenecen al grupo especial
ortogonal SO(8). Este espacio de configuracién puede presentar algunas dificultades
para el desarrollo de controladores u observadores ya que no existe parametrizacion de
3 parametros que sea global y sin singularidades.

Aunque existen resultados fuertes en este espacio [3], es preferible trabajar con una
parametrizacién que presente cualidades més deseadas [4, 5, 6].

En el caso de satélites, el problema se vuelve mas complicado debido a las incer-
tidumbres en las propiedades de masa e inercia del satélite derivadas del consumo de
combustible, variaciones en la carga, despliegue de accesorios, entre otras. Sumado a
esto, es muy comun que en la implementacion de los algoritmos de control disenados no
se disponga de informacion acerca de la matriz de inercia ni de los momentos angulares
totales del satélite por lo que contar con un algoritmo para identificacién paramétrica
serfa una herramienta de gran utilidad.

Se han presentado varias soluciones al problema de control de orientaciéon en la
literatura. En [4, 5, 6, 7] se desarrollan esquemas de regulacién y seguimiento, donde se
consideran modelos generales de satélites, pero se enfocan en un tnico tipo de actuador.

En [5], los autores presentan herramientas de pasividad para alcanzar regulacién
usando diferentes parametrizaciones. La estructura de estos algoritmos es parecida al
control PD para robots manipuladores. En [7], con la representacién de cuaternion se
toma ventaja de las cualidades pasivas del sistema para obtener regulaciéon sin medi-
ciones de velocidad.

Por medio de la inclusién de la cinemdtica dentro de la dindmica de la orientacién, [4]
estudia el control adaptable de orientacién en el contexto de sistemas Hamiltonianos. Sin
embargo, este esquema es local debido a la parametrizacion minima de la orientacién. En
[6], se desarrolla un control adaptable basado en pasividad y el problema de seguimiento
es analizado. El esquema propuesto, basado en cuaterniones, es analogo al algoritmo
Slotine-Li [8] usado en robdtica, pero la convergencia de los pardmetros estimados no
es clara.

Paralelamente en [9], se presenta un algoritmo de adaptacién promediado para con-
trol de robots basado en pasividad. En éste se muestra que el algoritmo propuesto
es capaz de alcanzar convergencia paramétrica bajo una condiciéon de excitacion sufi-
ciente, la cual es una condicién estrictamente mas débil que la condicién de excitacion
persistente requerida por la mayoria de los esquemas de control adaptables.

En esta tesis se desarrolla un controlador adaptable de orientaciéon para regulacién




1.2 Objetivos

y seguimiento utilizando como herramienta principal la teoria de contraccién. Se usan
cuaterniones unitarios como parametrizacion y se consideran las ruedas de reaccién
como principales de actuadores, utilizados actualmente en la mayoria de satélites. Se
revisita el algoritmo dado en [9] comtinmente utilizado en control de robots manipula-
dores, y se lleva el problema al caso de satélites, resolviendolo desde un punto de vista
de anélisis de contraccion.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar un esquema de control adaptable
basado en analisis de contraccion capaz de lidiar con incertidumbre en los valores de
momento angular total y momento de inercia, y que permita llevar la orientacion del
satélite a una trayectoria deseada variable en el tiempo iniciando desde cualquier punto
inicial.

Como objetivo secundario tenemos que establecer las condiciones bajo las cuales se
obtiene convergencia en los parametros estimados ya que, una vez lograda, podremos
usar el algoritmo de control para fines de identificacién paramétrica.

Asimismo, se busca aplicar los algoritmos obtenidos a un ejemplo numérico para
verificar el desempeno por medio de simulaciones numéricas.

1.3. Metodologia

La metodologia que se emplea en esta investigacion es el analisis de contraccién re-
cientemente desarrollado en [10, 11], como un andlisis no lineal y herramienta de disefio.
La contraccién es una forma incremental de estabilidad [12] que estudia la convergencia
en términos de la proximidad entre la evolucion de trayectorias en un sistema no lineal.
Un concepto particular en el andlisis de contraccién es la contraccién parcial introdu-
cida en [11]. En virtud de tal concepto, una paso clave en disenos adaptables basados
en contraccién es encontrar un sistema virtual que tenga como soluciones particulares
las trayectorias del sistema deseado y el actual. La contraccion del sistema virtual im-
plica que las trayectorias del sistema actual, inicializadas en la regién de contraccién,
convergen exponencialmente a aquellas del sistema deseado.

En la investigacién se busca resolver el problema de manera secuencial, es decir,
primero se trata de resolver el problema de seguimiento por realimentacién de estados
asumiendo que los parametros son conocidos. Posteriormente, se resuelve el problema
de adaptacién restringiendo las posibilidades del problema, es decir, asumiendo los
parametros del sistema como desconocidos.




1. INTRODUCCION

1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo estd dividido en 5 capitulos. Al principio se encuentra el Capitulo 2
donde se introducen conceptos y definiciones necesarios para el estudio de sistemas
dindmicos con la teoria de contracciéon. Ademas se presentan las preliminares tedricas
como la estructura de sistemas de orientacién de cuerpo rigido, ecuaciones cinematicas
y dindmicas, cuaterniones y la parametrizacion de la planta, necesarias para desarrollar
el algoritmo de control.

En el Capitulo 3 se disena un controlador ideal de orientacién por realimentacién
de estados basado en el analisis de contraccién, asumiendo el conocimiento de la matriz
de inercia y el momento angular total. Se muestran simulaciones para demostrar el
desempeno del controlador.

Posteriormente, en el Capitulo 4 se desarrolla una ley de control adaptable por me-
dio de la sustitucion del vector de parametros por su estimado de una manera similar
al principio de equivalencia cierta para sistemas lineales. El sistema de control bajo la
ley de control adaptable, se muestra que es contrayente bajo una condicion suficiente-
mente excitante, la cual es estrictamente una condicién mas débil que la de excitacién
persistente cominmente requerida en la mayoria de esquemas de control adaptable. Se
considera el algoritmo de adaptacién tipo gradiente como caso particular del algorirmo
propuesto en este trabajo. Las simulaciones muestran el desempenio del controlador
ante una trayectoria deseada que no cumple con la condicién de excitaciéon persistente.

Finalmente en el Capitulo 5 se presentan algunos comentarios a manera de conclu-
siones y los posibles direcciones hacia donde se dirige la presente investigacion.
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Capitulo 2

Preliminares Teoricas

A continuacién se muestra un breve resumen de las herramientas del andlisis de
contraccién utiles para el diseno del controlador de seguimiento por realimentacién de
estados.

2.1. Teoria de contraccion

El anélisis de contraccién [10], [11] se ha desarrollado recientemente como un ana-
lisis no lineal y herramienta de disefio ( ver [31], [32], [33] ). La contraccién es una
forma incremental de estabilidad [12], la cual estudia la convergencia en términos de la
proximidad entre las trayectorias de un sistema no lineal.

Inspirado por mecdnica de fluidos, intuitivamente el andlisis de contraccién estd
basado en una vista ligeramente diferente de lo que es el concepto de estabilidad. Como
es sabido, generalmente la estabilidad es relativa a un movimiento nominal o a un punto
de equilibrio.

El andlisis de contraccion estd motivado por la idea elemental de que hablar de
estabilidad no requiere conocer el movimiento nominal, asi pues un sistema es estable en
alguna region si el comportamiento final del sistema es independiente de las condiciones
iniciales.

2.1.1. Contraccién

El analisis de contraccién es un analisis diferencial, en contraparte al andlisis por
Lyapunov a través de funcién integral implicita. Para evitar ambigiliedad, a este con-
cepto de estabilidad se le denomina simplemente convergencia.

A continuacién se presentan algunos resultados y definiciones fundamentales del
andlisis de contraccién que serdn de gran utilidad para el diseno de la ley de control
adaptable.

11



2. PRELIMINARES TEORICAS

Definicién 2.1 (Region de contraccion [10]) :

Considere el sistema no lineal

T = f(x,t), x(ty) = o, (2.1)

donde © € R"™ es el vector de estados y f es un campo vectorial en R™. Considere

ademds la transformacion de coordenadas
z = 0O(x,t)x, (2.2)

donde ©(z,t) es una funcion cuadrada, uniformemente invertible. La distancia infini-

tesimal del sistema transformado estd dada por
62162 = 6270 (2,4)0(x, t)0x £ s2T Mo,

donde M = 7 (z,t)O(z,t) induce una métrica simétrica continuamente diferenciable.
La region dentro del espacio de estados donde la parte simétrica del Jacobiano ge-
neralizado del sistema F := (@(i‘?t) + @(:c,t)g—x)@_l(az,t) es uniformemente negativa

definida, i.e.,
F, = %(IF—HFT) < M <0, Vz, Vt>to, (2.3)

es la region de contraccion, donde A > 0 es una constante. I denota, de aqui en adelante,

una matriz identidad, cuya dimension se define apropiadamente.

A

Teorema 2.1 (Andlisis de Contraccion Generalizado [10]) : Bajo la condicion (2.3),
el sistema no lineal (2.2) es contrayente con tasa de contraccion A. Esto implica con-
vergencia exponencial de todas las trayectorias cercanas a una sola trayectoria desde
cualquier condicion inicial en una bola de radio constante centrada alrededor de esta
trayectoria y contenida todo el tiempo en la region de contraccion. Esto también se cum-

ple para el sistema original (2.1). Si la region de contraccion es el espacio de estados

12



2.1 Teoria de contraccion

completo, el resultado es global.

A

Un concepto particular en el analisis de contraccion es la contraccion parcial in-
troducido en [11]. En virtud de tal concepto, un paso clave en el diseno basado en
contraccién es encontrar un sistema virtual el cual tiene como soluciones particulares
las trayectorias del sistema deseado y las del sistema actual. La contraccion del siste-
ma virtual implica que las trayectorias del sistema actual, inicializadas en la regién de
contraccién, convergen exponencialmente a las trayectorias del sistema deseado.

2.1.2. Contraccién Parcial

Teorema 2.2 (Contraccion Parcial [11]) : Considere el siguiente sistema auziliar, co-

nocido como sistema virtual

€:f(§7x7t)a (2'4)

asociado con el sistema no lineal (2.1) expresado como

T = f(z,x,t). (2.5)

Suponga que el sistema virtual (2.4) es contrayente en §, Yz, YVt > ty. Entonces, si el
sistema virtual (2.4) verifica una propiedad suave especifica, entonces todas las trayec-
torias del sistema original (2.5) verifican la misma trayectoria exponencialmente. El

sistema (2.1) se dice que es parcialmente contrayente.

A

Note que la seleccién del sistema virtual no es arbitraria. El sistema virtual se

construye del tal manera que una solucién particular de & sea el sistema de interés
original y otra solucién verifique la propiedad especifica buscada.

2.1.3. Contraccién de sistemas particulares

Finalmente, se presentan dos resultados para sistemas con estructura particular
muy utiles en el diseno de controladores y observadores por andlisis de contraccion.

Lema 2.1 (Contraccion de Sistemas Jerdrquicos [10]) : Considere dos sistemas posi-

13



2. PRELIMINARES TEORICAS

blemente de dimensiones diferentes

&1 = fi(x1,1),

ig = fg(xl,xg,t). (26)

Considere la evolucion en el tiempo del desplazamiento infinitesimal [§xT 5217, orde-

nado como

d |0z F 0 oxq

dt 5%2 Fo1 Fy (5~T2
Si en alguna region del espacio de estados Fy := g—f:ll y Fy = g—g son uniformemente
negativos definidos, y Fo1 = g—g es acotado, entonces el sistema total (2.6) serd con-

trayente en esa region.

El siguiente teorema es 1til para sistemas con estructura semicontrayente.

Teorema 2.3 (Sistema semicontrayente) Considere el sistema no lineal de la forma

5= 51 _ fl(l‘l,l‘g,t) . (27)

To fa(z1, x2,1)

Y sea la parte simétrica de la matriz jacobiana dada por

Fis(xy, xo,t 0
Jo(z) = | (71, 2,1) , (2.8)
0 Fys(xy,xo,t)

donde Fys := on , Fys = o2 , con (+)s denota la parte simétrica de (), y
8561 81’2 s

asuma que (0f1/0x2) = —(0fa/0x1)T.

s

Suponga que

F18(£L‘1, 9, t)

IN

M1, A\ >0, (2.9)

FQS(xg,{BQ,t) < =X, A >0. (2.10)
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2.1 Teoria de contraccion

FEntonces:

1) Sida > 0, el sistema (2.7) es contrayente y sus trayectorias convergen erponen-

cialmente una a la otra.

2) Si Xy >0, el sistema (2.7) es semi contrayente y las trayectorias de x1 convergen

asintdticamente una a la otra mientras que dxs se mantiene acotada.

Demostracion: La prueba es similar a la prueba del Teorema 8 en [13]. Considere la
primera variacién del sistema (2.7) dada por

ot = J(x)ozx, (2.11)
y sea la longitud media cuadratica
vl s s~ 52T (@) (2.12)
=507 0z = 0 Ji(z)0x .
T
. ox1 Fyg 0 dxy
- <5ZE2> |: 0 F25:| (51‘2) (2.13)
< =Mzt oxy — Nodxd by, (2.14)

Note que la expresion de (2.12) es andloga a la derivada de una funcién de Lyapunov
por lo que de acuerdo a las nociones de energia de la teoria de Lyapunov y de acuerdo
a la definicion de A1 y A9, obtenemos dos resultados principales.

En el caso que A\; > 0y A2 > 0, entonces la dindmica del sistema (2.7) es contrayente,
i.e. 0x — 0 exponencialmente.

Por otro lado, si A1 > 0y A2 > 0, el sistema (2.7) es semicontrayente ya que el
andlisis de sus longitud cuadratica conlleva una matriz Jacobiana negativa semidefinida,
esto es

V < —\dxl oz <0, (2.15)

Por lo que aplicando el lema de Barbalat dx es acotado y dz; tiende a cero asintéti-
camente.
A
El conocimiento de la planta para el disefio del controlador es muy importante por lo
que a continuacién se presentan algunos conceptos e ideas bésicas para el entendimiento
del satélite.
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2. PRELIMINARES TEORICAS

Satélite

Tierra

Ix

Figura 2.1: Marco de referencia inercial I y marco de referencia del satélite B.

2.2. Cinematica y dinamica del satélite

La ecuacion de movimiento para un satélite tiene una estructura similar a la ecua-
cién de movimiento para un robot manipulador. Esto lo hace interesante para investigar
si los esquemas de control adaptable de robots basados en parametrizacién lineal de
la ecuaciéon de movimiento puede ser aplicado al control adaptable de orientacién en
satélites [6].

La configuracion espacial de un robot manipulador tipo serie puede ser descrito por
las coordenadas de sus uniones, mientras que la configuracién espacial que describe la
orientacién de un satélite rigido es el grupo ortogonal especial SO(3) el cual no tiene
representacion de tres pardmetros que sea global y sin singularidades [3]. Debido a esta
diferencia formal, pueden presentarse problemas cuando aplicamos técnicas de control
adaptable conocidas en la literatura para robots al control de orientacién de satélites
rigidos.

2.2.1. Orientacion de un cuerpo rigido

Un cuerpo rigido estd completamente descrito en el espacio por su posicion y su
orientacion con respecto a un marco de referencia o inercial. Ya que el satélite puede
ser visto como un cuerpo rigido, de aqui en adelante asumiremos esta consideracion.

Para definir la orientacién de un cuerpo rigido se necesitan dos marcos de referencia:
el marco de referencia inercial I y el marco de referencia en el cuerpo B, fijado en su
centro de masa.

Asumiendo que cada marco de referencia esté definido por tres vectores ortogonales
unitarios ordenados de acuerdo a la regla de la mano derecha, la orientaciéon de un cuer-
po rigido, como una transformacion lineal, esta representada por una matriz de 3 x 3
que transforma un vector dado en el marco de referencia en el cuerpo a el marco de
referencia inercial. Los tres vectores columna de la matriz representan los tres vectores
ortogonales unitarios base del marco de referencia inercial vistos desde el marco de refe-
rencia en el cuerpo. La matriz resultante, referida como matriz de rotacién, representa

16



2.2 Cinematica y dinamica del satélite

la orientacion fisica del cuerpo rigido.

2.2.2. Matrices de rotacion

FEl conjunto de todas las matrices de rotacién es el grupo ortogonal especial de
rotaciones rigidas en R3, que es denotado por SO(3).

Sea x € R? un vector arbitrario. Sus coordenadas en los marcos de referencia I y
B son z! y 2P, respectivamente. La relacién entre ambos esta definida por la matriz de
rotacion:

! = TRyzb = Ra?®, (2.16)

donde R = 'Ry, es la matriz de rotacién del satélite con respecto al sistema inercial
(ver Figura 2.1). De acuerdo con las propiedades del grupo SO(3) se puede obtener
facilmente el mapeo inverso, del marco de referencia inercial al marco de referencia en
el satélite:

2 =Rzl = (IRb)TxI = RTa2! (2.17)

Generalmente, la orientacion de un cuerpo respecto a un marco de referencia inercial
estd completamente determinada por la matriz de rotaciéon R, por lo que comtinmente
ésta es la salida a controlar en problemas de control de orientacién.

Una matriz de rotacion tiene nueve elementos, pero esta sujeta a la restriccion de
ortonormalidad, esto significa que existen solo tres elementos independientes. Un reto
de trabajar en SO(3) es hacer cumplir la restriccién de ortonormalidad. Se puede usar
un nimero menor de elementos para parametrizar la matriz de rotacién, pero cualquier
representacion minima de tres elementos introducird singularidades, como es el caso
con angulos de Euler, por lo que una representacién minima no es siempre las mas
recomendable. Una ventaja de utilizar tres elementos es que el Jacobiano que mapea la
velocidad angular con la evolucion temporal de la parametrizacién es invertible en la
region de validez de la cinematica, lo que permite desarrollos de controladores analogos
a los utilizados en robots manipuladores [4].

Los cuaterniones unitarios, o parametros de Euler, brindan una representacién sin
singularidades usando cuatro elementos y una restriccion. Esta representacién es po-
pular en control de orientacién debido a sus propiedades [5].

2.2.3. Cuaternion unitario
El cuaterniéon se define mediante un elemento escalar y un elemento vectorial:
1Y, ¢ €R, g, €R? (2.18)

q=1l0 ¢

que satisface la restriccién en su norma (o condicién de normalizacién)

lall3 = a6 +¢0 90 = 1. (2.19)
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Cuando trabajamos con cuaterniones cumplir la restriccion de la norma es més simple
que cumplir la restriccién de ortonormalidad. Ademaés el cuaternién tiene la ventaja de
que preserva la posibilidad de rotaciones sucesivas como en matrices de rotacion.

La matriz de rotaciéon puede calcularse en términos del cuaterniéon mediante el uso
de la férmula de Rodrigues [1]:

R(q) = (4§ — a4 @) + 2 (0@ — 905 (@) - (2.20)

Es importante notar que ambos cuaterniones g y —q corresponden a la misma matriz
de rotacion, por lo que representan la misma orientacién. Esta redundancia hace que
obtener el cuaternién de la matriz de rotacién sea una tarea muy demandante, sin
embargo en [14] se presenta un método més sencillo.

A continuacion se definen algunos conceptos del algebra de cuaterniones ttiles para
el desarrollo del controllador de orientacién.

La norma de un cuaternién esta dada por:

gl = /a5 + aF'aqw (2.21)

Como se menciona anteriormente, para la representacion de orientacion se usan
cuaterniones unitarios por lo que todos tienen norma unitaria.

Para normalizar un cuaternion, es decir, transformarlo en un cuaternion unitario,
se tiene que dividir por su norma:

lall = = (2.22)

lq|

El conjugado de un cuaternion tiene la parte vectorial cambiada de signo:

—Qv

¢ = [ @ ] (2.23)

Para obtener el cuaternion inverso, su conjugado es normalizado:

*

-1 _ 49

=1 (2.24)

q

Para todos los cuaterniones unitarios, el inverso es igual a el conjugado ya que tienen
norma unitaria.
El producto de dos cuaterniones ) y P esta definido por:

S0 qo - Po — 4v © Py
QP=S= = 2.25
@ |:3v:| |:QO “Pv+P0Gu+ Qv X Py ( )
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2.2 Cinematica y dinamica del satélite

donde o es el producto punto de vetores ¢, y p, y ® es su producto cruz [15].
Una propiedad importante del cuaternion de rotacion inverso es la siguiente relacién
con la matriz de rotacién:

R(g™")=R"'(q) = R"(q) (2.26)

2.2.4. Operador antisimétrico

FEl operador vectorial aparece comtinmente cuando se trabaja con ecuaciones de
velocidad y aceleracion para sistemas de dos o més variables por lo que a continuacién
se define el operador antisimétrico S(-) el cual hace més simple el manejo del producto
cruz entre vectores transformandolo en un producto simple de matrices. A continuacién
se define el operador antisimétrico y se presentan algunas propiedades ttiles retomadas
de [16] para el manejo del operador antisimétrico S(-).

Definicién 2.2 (Operador Antisimétrico) Sea u € R3 un vector arbitrario, es decir,

T
U= [ul U U3] , el operador antisimétrico S(u) se define como:

0 —us u2
S(u) = | us 0 —u (2.27)
—Uug Ul 0

Teorema 2.4 (Propiedades del Operador Antisimétrico) Para cualquier u,v € R3, el

operador antisimétrico S(-) verifica las siguientes propiedades:

S(u)v =uxv (2.28)

S(u)v = =S(v)u (2.29)
S(au+ pv) = aS(u) + S(v), «,fER (2.30)
S(u)S()w = —=Sv)S(w)u — S(w)S(u)v (2.31)
S(u) = RTS(Ru)R, R e SO(3) (2.32)
S(u)S(v) = —ulvlz 4+ vul (2.33)
(2.34)

15 (u)ll2 = [lull2

Las respectivas pruebas se pueden encontrar en [16].

2.2.5. Ecuacién cinemaéatica

Cuando el satélite con marco de referencia B rota con velocidad angular w alrededor
del marco inercial I entonces se puede decir que la matriz de rotacién es una funcién
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del tiempo, R = R(t). Asi pues, la cinematica del satélite estd dada por la evolucién
temporal de la matriz de rotacion [17]

R = RS(w), (2.35)

recordando que R = ,R! es la matriz de rotacién que mapea del marco de referencia en
el satélite a coordenadas inerciales, w = w? es la velocidad angular del satélite medido
en coordenadas del satélite y S(-) estd definido anteriormente.
Por otro lado la cinematica también se puede expresar en términos de la parame-
trizacién 1
qg= iJ(q)w, (2.36)

donde J(q) es conocido como el Jacobiano de la cinematica, definido por

T
J(q) = [qof +q§(qv>} : (2.37)

Algunas propiedades ttiles de este Jacobiano se presentan en el siguiente lema
retomado de [18].

Lema 2.2 (Propiedades de la matriz Jacobiana de la cinemdtica) Para toda x, y € R*

el Jacobiano verifica las siguientes propiedades:

Al JN(@))(x) = [|lz]31s,

A2,  J'ay=0ey=kz, keR,

A3. J(az + By) = aJ(z) + BJ(y) o, BER,
A4 TT(@y=-J"(y)z,

A5. | J(z)]]2 = ||z]|2,

D7) = 1),

AG6. —
dt

Demostracion: Las pruebas de estas propiedades se encuentran en el anexo de este
trabajo.

2.2.6. Ecuacién dinamica

El movimiento del satélite puede ser impulsado de dos maneras: pares externos,
como cohetes o propulsores, o pares internos generados por dispositivos de intercambio
o almacenamiento de momentum angular, como ruedas de reaccién o giroscopios de
control. La dindmica de la orientacién para un satélite estd dada por [2]:

Mo = S(h)w+ T, (2.38)
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donde

mir miz Mg
M = |mia ma2 ma3|, (2.39)
mi3 M3 M33

es la matriz de inercia constante simétrica positiva definida, 7(¢) € R? es el vector de
torques de control, y h € R? es el momento angular total del satélite, todos expresados
en coordenadas del satélite.

En este trabajo se consideran ruedas de reaccién como actuadores principales por
lo que h = RTh!, con h! = [h{ hé hé]T como el momento angular total expresado en
coordenadas inerciales [6]. La matriz de inercia en coordenadas del satélite es constante,
es decir, que se conoce su norma en todo momento. El vector de momento angular total
en coordenadas inerciales es constante también.

2.2.7. Parametrizacién lineal de la planta

Ya que la dindmica de la orientacién del satélite (2.38) pertenece a dindmicas de
sistemas Lagrangianos, es posible obtener una parametrizacion lineal de la manera

T=Mw+ Sw)h=Y(q,w,w)b, (2.40)

donde Y (q,w,w) € R3*™ es el regresor, y § € R™ es el vector de pardmetros de
dimension ng.
Especificamente,

Wi w2 wg 0 0 0 pix pi2 pi3

Y(q,w,w) =10 w1 0 w2 wg 0 p2a1 p22 p2|,
0 0 w 0 w2 w3 p3s1 P32 P33
0=[mi1 miz miz mp moy ms3 hi hj hé]T ;

donde los elementos p; ; provienen del término S(w)RT(¢q) = P(w,q) := [pi;]-

Note que el regresor (2.40) depende de la derivada de la velocidad angular w, la cual
no es medible en aplicaciones reales. Sin embargo, la dependencia de w puede eliminarse
por medio de un filtrado como se muestra a continuacién.

Considere

T = F(s)T, (2.41)

que es la versién filtrada de 7 donde

AR
F(s)=——, A 0 2.42
es un filtro lineal de primer orden con s := d/dt denotando el operador derivada. Por
lo que
Ty = Yy(g,w), (2.43)
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con Y¢(q,w) como el regresor filtrado

Yi(q,w) = F(s)Y (q,w,w). (2.44)

2.3. Condicién de excitacion persistente (PE) y suficien-
temente excitante (SE)

Considere el regresor de la dindmica del sistema (2.38) de la forma (2.40). Se esta-
blece entonces la siguiente definicién.

Definicién 2.3 (Condicién PE y SE [9]) El regresor (acotado) Y (q,w,w) se dice que

es de excitacion persistente (PE) si para algin to, ag > 0 y para todo t > 0
t+to
[ Yovear = a. (2.49
t

es suficientemente excitante (SE), si para algin to, ag >0

[3)
YT ()Y (7)dr > asl, (2.46)
0

donde Y (1) = Y(q(t),w(t),w(t)).
A

Como se indica en [9], la condicién PE implica la condicién SE, pero lo contrario
no es cierto, ya que mientras PE exige que el regresor sea excitante en una ventana
de tiempo movil para todo tiempo, la SE se satisface con un regresor excitante en una
ventana de tiempo para algiin momento.

La condicién (2.45) es crucial en cualquier esquema adaptable donde la convergencia
de los parametros es uno de los objetivos.

2.4. Estabilidad asintética casi-global

Una definicién que serd de gran utilidad dentro del disefio del controlador es el
concepto de estabilidad asintotica casi-global que se presenta a continuacion.

Definicién 2.4 (Estabilidad casi-global asintdtica [19] ) Un punto de equilibrio x=* de
un sistema dindmico & = f(x) (es decir f(z*) = 0) se dice asintdtica y casi globalmente
estable si es asintdticamente estable para cualquier condicion inicial x(0) excepto para

un conjunto finito y conocido de condiciones iniciales.

A
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Capitulo 3
Control ideal para seguimiento
de orientacion

El objetivo de este trabajo es llevar la orientaciéon de un satélite a una trayectoria
deseada variante en el tiempo que inicia desde cualquier condicion inicial. La trayectoria
deseada, en este trabajo, estd dada por el cuaternion deseado gz y su derivada ¢q, los
cuales se asume que son uniformemente continuos. El objetivo de seguimiento se cumple
cuando q¢ — q4, ¢ — ¢4 en tanto t — oo.

En este capitulo se desarrolla un esquema de control de seguimiento de orientacién
asumiendo que se cuenta con el conocimiento de la matriz de inercia y de los momentos
angulares totales. La teoria de contraccién es utilizada como herramienta principal para
el desarrollo de estos disenos.

3.1. Diseno del controlador ideal

Es de particular interés la eleccién de los errores de seguimiento, y en consecuencia,
las variables compuestas. Para la definicién del error nos basamos en el trabajo [4]
donde operan con una definicion del error de orientacién mas convencional:

de =q — qq- (3.1)

La ventaja de esta representacién es que su manejo resulta ser mas simple. En
particular si ¢ — qq4, g tiende a cero, se garantiza que la orientacion del satélite sea
la misma que la trayectoria deseada evitando el fendmeno de desplegado (unwinding)
en el que, de manera sencilla, el satélite desperdicia esfuerzo de control para llegar a
la misma orientacion. Este fenémeno es analogo al problema de equilibrar un péndulo,
el sistema puede dar un giro de 360 grados cuando un movimiento menor en sentido
contrario resultaria suficiente.

Cuando la trayectoria deseada se prescribe con qq, ¢q y (g, entonces wy vy wg pueden
obtenerse fuera de linea con un calculo algebraico. De acuerdo con esto, en adelante se

23



3. CONTROL IDEAL PARA SEGUIMIENTO DE ORIENTACION

supone que la trayectoria deseada estd acotada por:

laall = 1
ldall = c1, a1 €RT
lGall = c2, co€RT (3.2)

Se define la trayectoria deseada y sus respectivas derivadas qq4, ¢q y Gq- Estos valores
pueden estar en dos formulaciones comunes: a través de una matriz de rotacién (Ry,
Rd, Rd) 6 a través de la representacién eje-dngulo de Euler.

En el presente trabajo se eligié esta ultima representacion, debido a que se puede
elegir un eje arbitrario en el espacio de tal manera que si lo dejamos fijo, nos enfo-
cariamos tan solo al angulo necesario para obtener la trayectoria deseada. De manera
fisica, el eje que fijamos k,; representa el radio de la érbita medido desde el centro de
la Tierra hasta el satélite, de tal manera que

qa = [4qd, q:ﬂT (3.3)

qd, = COs <¢2d> ., qd, = kqsin <¢;d> . (3.4)

donde ¢4 representa un giro alrededor del eje ky. Para obtener ¢ v gy se debe derivar
tantas veces como sea necesario la expresion (3.3).
Ademds, la velocidad angular deseada, wy, esta definida por:

con

da= 5@+ Mg — aa) (35)

Por simplicidad, A = A. I con A, > 0.
La ley de control por realimentacién de estados se propone como:

7= Mésg — S(h)wq — Kelw — wy), (3.6)

donde K. = K! > 0 es la ganancia del controlador. La velocidad angular deseada wg,
de acuerdo con (3.5) y a la propiedad A1 del Lema 2.2, estda dada por

wa =277(a) (da = Aola — aa)). (3.7)
Esta se puede simplificar aiin mas por la Propiedad A2 del Lema 2.2 como
wa = 2J"(q)(da + Aeqa)- (3.8)
Usando esta expresion, wy se calcula como

wa = 2J7(q) (Ga + Aeda) — Aw, (3.9)
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donde A estd definida por

A = A(g.04:d4) = (I (d) + A" (40)) I (a). (3.10)

Note que A es una funcién acotada tan grande como ¢, esté acotada (¢ y g4 siempre
lo son). Ya que este perfil es parte de la trayectoria preescrita, para una aplicacién dada,
la suposicién siempre se cumple. Ademas J(q) también es acotada puesto que para la
construccion de la matriz Jacobiana se utilizan siempre cuaterniones que a su vez, por
tratarse de movimientos rotatorios, son unitarios.

De acuerdo con las consideraciones anteriores, podemos establecer el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.1 (Convergencia exponencial casi-global:) La ley de control definida por
(3.6), (3.5), y (3.9), en lazo cerrado con el sistema (2.36), (2.38) lleva [¢" ¢7]" a
[qF ¢11T exponencialmente desde cualquier condicion inicial, excepto en [T (0) ¢ (0)]T =
[—q7(0) 0.

Demostracion: Para casi cualquier punto, excepto los establecidos anteriormente, con-
sidere la ley de control (3.5) y (3.6) la cual puede reordenarse de la siguiente manera:

Mwg = S(h)wg + Ke(w —wq) + 7, (3.11)

4a = %J(Q)Wd + (g — qa)- (3.12)

De acuerdo con la forma del controlador, la dindmica de orientacién (2.38) y la ci-
nemadtica (2.36), sugieren un sistema virtual de la forma

Mél =8(h)é + Ke(w — &) + 7,

b = 5T+ Aela — &), (313)

donde es importante notar que ¢ = [¢] €27 tiene dos soluciones conocidas para con-
diciones iniciales dadas: [w? ¢"]7 y [wg qg]T, las cuales corresponden a la planta
(dindmica y cinemédtica de orientacién) y al controlador, respectivamente.

Ahora, para el anélsis de la dindmicas desarrollamos el desplazamiento infinitesimal
dado por

M§&y = S(h)o&1 — Kco¢1, (3.14)
5 = L 7(0)561 — Aeb (3.15)
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Reordenando la dindmica podemos escribir el desplazamiento infinitesimal por

e =Y 5] () .10
0 nj\oe) [ Ji@  -a) \oe) |
Asi, la evolucién de su longitud cuadrética bajo la métrica M := diag {M, I} es

%%(&TI\\/M&) = 6¢] M6y + 6626,

1
= —0&] Kb — \eb€3 662 + 062 5.7 (0)06

o[ Koo
= —5¢ [—;J(q) AJ} 5€. (3.17)
J

Como se puede observar, el sistema tiene una configuracion jerarquica. Recordando
que ambos términos K. y A. son definidos positivos por diseno, las dinamicas de &1 y &2
son contrayentes con tasa de contraccion Amin { K¢} /Amaz {M} y A¢, respectivamente.
Debido a que el término —%J (q) es acotado, el sistema virtual total es contrayente
con velocidad de contraccion min {A\pmin {Kc} /Amaz {M}, A¢}, implicando que las so-
luciones particulares convergen exponencialmente una a la otra. Esto quiere decir que
W — wq ¥ ¢ — qq exponencialmente. Ademads, nos permite ver que de

. 1
G~ da=5J(@){(w —wa) = Aclg —qa)} (3.18)
g — q¢q exponencialmente, alcanzando el objetivo de seguimiento.

Sin embargo, podemos notar que cuando la condicion inicial es el equilibrio opuesto,
es decir, el punto dado por [¢7(0) ¢ (0)]T = [—¢} (0) 0], resulta que

wa(0) = 2J7(g(0)) {—2Acq(0)} = w(0) = 0. (3.19)

Asi cuando la ley de control es aplicada, el efecto de la accién de control, K.(w — wy)
es nulificada. Si se lleva a cabo el mismo analisis de contraccion en tal punto, la matriz
Jacobiana J en (3.17) resultard negativa semidefinida lo que significa que el sistema no
es contrayente en este punto. El sistema permanecera indefinidamente en este simple
punto hasta que una perturbacién lo aleje de él.
A
Debido a que w — wy exponencialmente, se puede observar que w — wqg Vv ¢ — ¢4
exponencialmente. Por lo que inicamente w — wg y ¢ — qq se establecerd para el resto
del trabajo.
Por otro lado, como ya se menciond, la trayectoria deseada puede originarse de dos
formulaciones comuines: matrices de rotacion y representacion eje-angulo de Euler. Dada
una matriz de rotacién, existen dos cuaterniones y dos parametrizaciones eje-angulo.
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3.2 Simulacién del controlador

Ambas pueden ser elegidas para obtener la trayectoria en términos de cuaterniones
pero es prudente seleccionar la condicién inicial més cercana del sistema. Esto puede
verificarse facilmente a través de la parte escalar del cuaternién del error definido en
[5].

Es importante mencionar que el resultado casi-global es muy comun en las formula-
ciones con cuaterniones. Una ley de control continua no puede ser convergente global-
mente para una parametrizacion no minima. El término usado es estabilidad casi-global,
esto significa que es global excepto para un conjunto finito bien definido de puntos en
el espacio de estado.

Una simple manera de entender el resultado semi-global es desde el punto de vista
del equilibrio. El sistema tiene dos puntos de equilibrio definidos por ¢ = g4, w =0y ¢ =
—qq, w = 0. En ambas instancias, la entrada de control es anulada. Esta multiplicidad
es la causa del resultado semi-global. El primero es un punto de equilibrio estable,
mientras que el dltimo es inestable. Si el sistema en el segundo punto de equilibrio es
sujeto a una perturbacion arbitrariamente pequena este se movera hacia el punto de
equilibrio estable bajo una accién de control.

3.2. Simulacién del controlador

Para ilustrar el desempeno del control ideal, se llevaron a cabo simulaciones numéri-
cas. La dindmica del satélite es la misma que la utilizada en [6]. El satélite tiene un
momento angular total h! = [1 -1 O] y la matriz de inercia es

15 5 5
M=|5 10 7. (3.20)
5 7 20

El desempenio del controlador se verifico mediante una trayectoria deseada definida
por un éngulo ¢4 y un vector kq idénticos a los descritos en [4] donde el eje de rotacién

kg = (1/\/5) [1 1 1]T se fijo en el marco de referencia inercial.

La trayectoria deseada para la orientacion se muestra en la Fig. 3.1 mientras que
la velocidad angular deseada y su derivada en las Fig. 3.2. Como se puede observar la
trayectoria emula un barrido al principio y un caso de regulacién en una posicién fija.

Los valores de los parametros de diseno se trataron de proponer tan cercanos a
los dados en el trabajo [6] para asi poder hacer una buena comparacién y verificar
su correcto funcionamiento, por lo que en la Tabla 3.1 se muestran los parametros de
disenos y sus respectivos valores. Las condiciones iniciales obtenidas fueron calculadas
a través de

w(0) = MR (g(0)h", 4(0) = %J(qm))w(o» (3.21)

En la Fig. 3.3, podemos notar como la trayectoria actual se acerca mucho a la
deseada mientras que la velocidad angular tan solo tiene la forma de la trayectoria
deseada en algunos tramos sin embargo, cuando el tiempo aumenta los valores tienden
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Figura 3.1: Trayectoria deseada: orientacién ¢4, velocidad ¢4 y aceleracién ¢, en términos
de cuaterniones.
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Figura 3.2: Velocidad angular deseada y su derivada: wq y wq.
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3.2 Simulacién del controlador

’ Parametro ‘ Valor ‘
K, 951
e 25
4(0) 1 00 o
w(0) 0.2 —0.142 0]"
$4(0) 0
wq(0) 0

Figura 3.3: Cuaternion de posicién ¢, velocidad angular w y esfuerzo de control 7 del
controlador ideal.

a los desesados. Es importante mencionar que los valores de los esfuerzos de control
alcanzan valores muy grandes debido a que el tiempo de la trayectoria es muy pequeiio,
asi entre més alto el valor de las ganancias del controlador y los valores altos de la matriz
de inercia implican un mayor esfuerzo de control. Sin embargo, en la implementacién
del controlador no se tendria algin problema con los actuadores puesto que actualmente
existe la tecnologia para conseguir valores de torque que van desde 0.1 a 250 [N - m)].

Se puede observar en la Fig. 3.4 que los errores de seguimiento son muy pequenos
y se alcanza un valor de cero exponencialmente, razén por la que podemos confiar en
que los resultados son los esperados, sin embargo, no hay que dejar de lado el hecho de
que ain no se sustituyen los pardmetros estimados por lo que el objetivo de control no
se ha cumplido por completo.

En el siguiente capitulo se trata la problematica de las incertidumbres pardme-
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Figura 3.4: Erores de seguimiento ¢ y @ del controlador ideal.

tricas sin dejar tener en cuenta el resultado obtenido en el diseno ideal. Aunque los
requerimientos de convergencia paramétrica exigen algunas condiciones un tanto mas
estrictas, el controlador disenado debera ser capaz de alcanzar esta convergencia en los
parametros sin contar con restricciones en la senal de entrada.
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Capitulo 4
Controlador adaptable

A lo largo de los anos, se han presentado varios controladores adaptables de segui-
miento de orientacién para diferentes clases de satélites usando diferentes parametri-
zaciones. En [4] los autores proponen una aproximacién basada en pasividad usando
angulos de Euler. El controlador resultante asegura convergencia asintética a la tra-
yectoria deseada. Sin embargo, debido a la parametrizacién de orientacién utilizada, el
resultado es local, es decir que solamente se puede utilizar la mitad del espacio tridi-
mensional. Ademas, las ecuaciones cineméticas y dinamicas fueron introducidas en una
ecuacion mas compleja, muy parecida a la usada en control de robots manipuladores.
Las limitaciones de este esquema son rectificadas en [6] donde se emplea una parametri-
zacién diferente, cuaterniones de rotacién. El resultado es también asintotico, aunque
es casi-global en el sentido definido en [5]. El presente trabajo toma como punto de
partida la parametrizacién lineal utilizada en [6] para satélites, mientras que los datos
de simulaciones estén basados en los de [4]. Por otro lado, para resolver el problema
de convergencia paramétrica, se revisd el algoritmo de adaptacion desarrollado para
robots en [9] y se adapté para el caso de satélites.

La principal contribucién de esta tesis es el diseno de un controlador adaptable de
seguimiento de orientaciéon por realimentacion de estados capaz de lidiar con incerti-
dumbre paramétrica que alcanza convergencia exponencial casi-global usando analisis
de contraccién. Esta aproximacién permite un simple y transparente andlisis y diseno,
comparado con las teorias de Lyapunov y pasividad empleadas en trabajos de la bi-
bliografia consultada. La relacion entre las ganancias del controlador y el desempeno
deseado del sistema, total estd claramente definido, como lo notamos en las simulaciones
del controlador ideal, haciendo el proceso de sintonizacién mucho mas facil. Ademas,
se alcanza convergencia exponencial, superando la naturaleza asintética de algunos re-
sultados previos.

En este capitulo se utiliza el marco de contraccién para diseniar un controlador
adaptable para seguimiento de orientacion. Basados en el disefio del controlador ideal
del capitulo anterior, se sustituyen los pardmetros que asumimos conocidos por sus
estimados de manera similar al principio de equivalencia cierta para sistemas lineales. Se
establecen también las condiciones bajo las cuales se alcanza convergencia paramétrica
sin dejar de tener en cuenta los objetivos de seguimiento del esquema de control total.
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4. CONTROLADOR ADAPTABLE

4.1. Parametrizacion del controlador ideal

Como se mostro en el Capitulo 2, la dindmica de la planta puede ser parametrizada
como en (2.40), de manera similar un paso muy importante para el diseno del esquema
adaptable es parametrizar la ley de control ideal (3.6), de acuerdo con las ecuaciones
dindmicas de orientacién (2.40), se tiene que

7= —K.(w —wq) + Y(q, wa, wa)0. (4.1)

Por lo tanto, la ley de adaptacion es obtenida recurriendo al principio de equivalencia
cierta substituyendo 6 por sus estimados 0

~

T=—K.(w—wq) + Y(q,wg,wq)b. (4.2)

De aqui en adelante el argumento del regresor serd omitido para simplificar la no-
tacion.

Para desarrollos futuros del controlador la ecuacién (4.2) puede reordenarse de la
manera

Mg = —S(wa)RTW + 7 + K (w — wy), (4.3)

6 en términos del error parametrico 6, esta ecuacién se puede escribir como

Moy = S(RThWDwg + 7 + Ke(w — wy) — Y. (4.4)

En el disenio del controlador adaptable se utiliza la forma de (4.4) para una mejor
visualizacion del sistema virtual.

4.2. Diseno del control adaptable

La idea principal de esta tesis es lograr un esquema de control capaz de alcanzar
convergencia en el error de seguimiento a pesar de tener incertidumbre en parametros
de inercia y momento angular total; ademas, se utiliza el andlisis de contraccién como
herramienta de diseno principal.

Recientemente el anélisis de contraccion ha sido utilizado en varios trabajos, desde
esquemas generales de control adaptable para un tipo de sistemas no lineales [27], hasta
el diseno de observadores [29] y controladores de orientacién para pequenos satélites
[18].

El antecedente inmediato de la presente investigacion es el trabajo dearrollado en
[18] que presenta un tipo de controladores desarrollados por medio del anélisis de con-
traccién capaces de alcanzar convergencia en el error de seguimiento sin la necesidad
de mediciones de velocidad angular. Sin embargo, una desventaja principal es que aun
se necesita conocer los valores exactos de inercia y momento angular, ya que alguna
variacion de estos parametros podria ser fatal para los resultados obtenidos.

Por lo tanto, la tesis aqui desarrollada parte del disefio del controlador de [18]
que nombramos controlador ideal ya que suponemos que contamos con valores de los
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4.2 Diseno del control adaptable

parametros de inercia y momento angular. El reto y principal aportacién de la investiga-
cion es transformar el controlador ideal para que sea capaz de lidiar con incertidumbre
paramétrica y que no pierda sus propiedades de estabilidad.

Explotando las propiedades de pasividad en los satélites [6], nos permite tener una
gran flexibilidad en la eleccion del algoritmo de adaptacion.

A pesar de que se puede utilizar practicamente cualquier algoritmo de adaptacién
que cumpla con la propiedad de pasividad, se retoma el algoritmo de [9] el cual ideal-
mente se emplea para control de robots manipuladores. Debido a que usa informacién
pasada y al efecto del factor de ponderacién, el algoritmo es capaz de obtener un error
de seguimiento muy suave ademads de convergencia paramétrica bajo una condicién de
excitacion mas débil que la de excitacién persistente.

De tal manera que el vector de pardmetros estimados es actualizado por el siguiente
algoritmo de adaptacién modificado para la dindamica del satélite

0() = —durag(t) — %Y (w —wa), 0(0) = by, (4.5)
g(t) = — I +0aZ(1)] g(t) + vaYre(t) — 1 Z(H)Y T (w — wa), g(0) =0, (4.6
Z(t) = =M Z(t)+ Y] Y, Z(0)=0, (4.7)

donde 7, y d, son constantes positivas (ganancias), mientras que Ay > 0 es el factor de
olvido, y su adecuada eleccién sera aclarada posteriormente.
El error de prediccién € es definido como

€ £ Fp— 14, (4.8)

~

7r = Yi(z,w)0, (4.9)

donde Y} estd dado en (2.44).

Teorema 4.1 (Controlador adaptable) Considere la ley de control adaptable (4.2) con
el algoritmo de adaptacion (4.5)-(4.7), donde se cumple que

t
2(t) = 7 /0 e MDY ()Y (r)dr > AT, V> T >0, (4.10)

donde Yy(t) = Yy(x(t),w(t)).

T T
Entonces para cualquier condicidn inicial, excepto |q" (0) qT(o)} = [—qg(()) 0} )

1) Si A, > 0, d.e., Y(t) es suficientemente excitante, entonces [wl ¢ or)T -

[wI' ¢ 6T]T exponencialmente para todo t > 0.

2) Si X, >0, entonces [wT ¢T|T — (Wl ¢21" asintdticamente, y 0 es acotado para
todo t > 0.
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4. CONTROLADOR ADAPTABLE

Demostracion: Como se mostré en [9], el algoritmo de adaptacién (4.5)-(4.7) puede ser
escrito de la siguiente manera

710 = YT (g way 60) (@ — wa) + 62 Z(1)(6 — B). (4.11)

Ahora considere el sistema virtual

Mé& = S(h)& + Ke(w — &) + Y(q,wa,wa) (0 — &) + 7, (4.12)
£ = %J(Q)ﬁl + Ae(q — &2), (4.13)
Yo'ls = —YT(qwi,dq)(w—&)+08.2(t)(0 — &), (4.14)

que puede ser reordenado como

M 0 0 5{1 S(h)& +Kc(°10—§1) + Y (q,wq,wq)(0 — &) + 7
0 I 01 56 | = 37 (@& + Aelg — &) (4.15)
0 0 v ] \d& ~YT(q,wa, wa)(w — &) — 6. Z(t)(0 — &)

Note nuevamente que [¢] €2 €17 en el sistema virtual tiene [wh ¢ 0117 y [wh ¢ 67T
como dos soluciones particulares, donde ;5 = 0, 04(0) = 0, i.e., 04(t) = 0 ¥t > 0.
Para analizar su propiedad de contraccién, considere la dindmica del desplazamiento

virtual dado por

M6y = S(h)o&r — K06 — Y 6¢s, (4.16)
5 = 3 T(@)061 — Ao (4.17)
Vo 1083 = Y186 — 6, Z(1)5Es, (4.18)

que de igual forma puede ser rescrito como

M 0 0 551 S(lf) - K. 0 Y (551
{o I o] (55;) = | @ A 0 (5@). (4.19)
0 0 '] \o& YT 0 6,2(7)| \%&/

Efa

Y sea 6&, = [6¢61 661 6¢T]T. La evolucion temporal de su longitud cuadritica bajo
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4.2 Diseno del control adaptable

la métrica M, := diag{M,I,v; '} es
Ld

2dt
= 555Ma5§a,

K. 0 Y

1
=0 |5 (@) AT 0|0,

YT 0 5.2(¢t)

66T M, 0¢,)

J Y
= [—YT 5az(t)] 08a,
= 06T I8¢ — 0,068 Z(1)d¢s, (4.20)

donde 6§ y J < —min{A\ninKc/Amaz M, A} son definidas en (3.17).

Si A, > 0 el sistema virtual (4.16)-(4.18) es contrayente, es decir, 6§, — 0 exponen-
cialmente. Por otro lado, si A, > 0 el sistema virtual (4.12)-(4.14) es semi-contrayente
ya que el anélisis de su longitud cuadratica media conlleva una matriz Jacobiana nega-
tiva semidefinida. Por lo que 0§ tiende a cero asintéticamente mientras 63 permanezca
acotado. Este resultado permite que [w’ ¢7]T — [w! ¢J]7 asintéticamente, y 0 sea
acotado para todo t > 0 ya que el vector paramétrico verdadero 6 es constante.

A

La condicion PE sobre el regresor es requerido para la mayoria de los algoritmos
adaptables existentes para su convergencia. Recordemos que, como se dijo antes, la
condicion de SE es estrictamente més débil que la condicién PE; un regresor que cumple
la condicion PE siempre satisface la condicién SE, mientras que el inverso no es verdad
para algunas combinaciones de los parametros de diseno. El Teorema 4.1 retoma los
resultados de convergencia exponencial de [9] desde el punto de vista del andlisis de
contraccion.

Para Ay > 0 la condicién (4.10) es equivalente a (2.45). Por otro lado, para Ay =0
la condicién (4.10) es SE. Ya que Z(t) es continua en A, la condicién (4.10) tiende a ser
SE para un Ay muy pequeno. Por lo tanto, uno puede elegir A; basado en la trayectoria
deseada tal que la condicién (4.10) se cumpla.

Note que el algoritmo de adaptacién (4.5)-(4.7) incluye el algoritmo gradiente
estdndar como un caso especial. Sea 0, = v, = 0, entonces en (4.7) y (4.7) Z(t) = 0,
g(t)=0y .

0(t) = =Y (w — wq). (4.21)
el cual es el algoritmo gradiente estandar basado en el error de seguimiento de veloci-

dad angular. En la secciéon de simulaciones se lleva a cabo un caso para demostrar el
desempeno de ambos algoritmos de adaptacion.
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’ Parametro ‘ Valor ‘

K. 251

Ae 25

T

q(0) 1 0 0 0
w(0) 0.2 —0.142 0]"
¢4(0) 0
wa(0) 0

Ar 2

0a 2

Ya 1

As 0.1

Tabla 4.1: Pardametros para la simulacién del controlador adaptable.

4.3. Simulacion del controlador

Como en el caso del controlador ideal, se desarrollaron simulaciones numéricas para
verificar el desempeno del controlador para el caso de seguimiento donde se retoma la
trayectoria deseada mostrada en las Figs. 3.1-3.2. La idea de la trayectoria deseada es
comparar los resultados del trabajo [6] mostrando que se obtiene convergencia en el error
de seguimiento y adicionalmente se alcanza convergencia paramétrica. Las condiciones
y datos son los mismos utilizados para la simulacién del controlador ideal. Aunque los
nuevos valores de los parametros del algoritmo de simulacién y de datos iniciales usados
para la simulacién se muestran en la Tabla 4.1. Ninguna informacion inicial es asumida
acerca de la matriz inercial, y por lo tanto é(O) =0.

Como se menciond anteriormente, un caso particular del algoritmo de adaptacién
propuesto en [9] y retomado para este trabajo, definiendo d, = 7, = 0 obtenemos el
algoritmo de adaptacién gradiente estdndar cominmente usado en algunos trabajos
previos.

A manera de comparacion, se realizaron simulaciones tratando de emular las mis-
mas condiciones y datos ya que el resultado se asemeja al resultado presentado en [6]
en cuanto al algoritmo tipo gradiente de adaptacion utilizado, sin embargo, en dicho
articulo no se muestra explicitamente el comportamiento de los pardmetros estimados
ni las entradas de control, lo que claramente muestra una ventaja de implementacién
del trabajo propuesto en ésta tesis. Por lo tanto en la Fig. 4.1 se puede notar como es
el comportamiento de la orientacion ¢, la velocidad angular w y las entradas de control
T para el algoritmo tipo gradiente estandar como caso especial del esquema de control
propuesto.

En la Fig. 4.2 se muestran los errores de seguimiento para el algoritmo gradiente
que de igual forma son muy cercanos a los obenidos anteriormente con el algoritmo de
adaptacién propuesto en esta tesis. Sin embargo, una diferencia muy marcada esta en
la convergencia de los parametros estimados a los reales, ya que como la trayectoria
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Figura 4.1: Orientacién ¢, Velocidad angular w y esfuerzo de control 7 del controlador
adaptable con el algoritmo de adaptacién gradiente estdndar (K. = 251, A\, = 25, Ap = 2,
0o =2,% =1, A =0.1).

deseada no cumple con la condicién PE con el algoritmo tipo gradiente no es posible
obtener convergencia paramétrica (ver Fig. 4.3); este resultado se puede notar de ma-
nera mas simple en la Fig. 4.4, donde notamos que las desviaciones paramétrica no
estan acotadas ni muestran alguna tendencia.

Los resultados de la simulacién para la orientacién, velocidad angular y entrada
de control del controlador adaptable propuesto se muestran en la Fig. 4.5. Podemos
notar nuevamente que los esfuerzos de control son muy elevados, esto es debido al poco
tiempo de respuesta y a la cantidad de pardmetros a estimar.

Los errores de seguimiento de orientacion ¢ y de velocidad angular & se presentan
en la Fig. 4.6, en donde podemos notar como las desviaciones convergen de manera
asintotica a cero debido a que la trayectoria deseada no cumple con la condicion PE,
resultado que era el esperado segtun el Teorema 4.2.

Para comprobar la convergencia en la Fig. 4.7 se puede observar como los parametros
estimados alcanzan sus valores verdaderos asintéticamente, ademés para una mejor
visualizacion la Fig. 4.8 muestra las desviaciones de los pardametros estimados respecto a
los reales. Podemos observar que los resultados del error de seguimiento con el algoritmo
gradiente estandar son muy parecidos a los obtenidos con el algoritmo de adaptacién
propuesto sin embargo, la diferencia radica en la tendencia de los parametros estimados
pues con el algoritmo propuesto existe convergencia paramétrica a pesar de no existen
condiciones de excitacién persistente.

Una manera de comprobar el desempeno del controlador propuesto es mediante
una trayectoria que tenga como objetivo regulacién por lo que se propuso la trayectoria
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Figura 4.2: Error de seguimiento de orientacién ¢ y error de seguimiento de velocidad
angular @ para el controlador adaptable con el algoritmo de adaptacién gradiente estandar
(Ke=25I, A\c =25, \p = 2,0, =2, 7, =1, A\ =0.1).

5
Tiempo 3]

5 5
Tiempo [s] Tiempo 3]

Figura 4.3: Convergencia del vector de parametros estimados 6 para el controlador adap-
table con el algoritmo de adaptacién gradiente estandar (K. = 251, A\, = 25, A\p = 2,
0o =2,7 =1, Ay =0.1).
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Figura 4.4: Desviacion del vector paramétrico 6=0-10 para el controlador adaptable
con el algoritmo de adaptacién gradiente estdndar (K. = 251, Ao = 25, A\p = 2, §, = 2,
Yo =1, Ay =0.1).
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Figura 4.5: Orientacién ¢, Velocidad angular w y esfuerzo de control 7 del controlador
adaptable propuesto (K, =251, A\c =25, A\p =2, 6, =2, 7, =1, Ay =0.1).
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Figura 4.6: Error de seguimiento de orientacién ¢ y Error de seguimiento de velocidad
angular @ para el controlador adaptable propuesto (K. = 251, A, = 25, \p = 2, §, = 2,
Yo =1, Ay =0.1).
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Figura 4.7: Convergencia del vector de pardmetros estimados 6 para el controlador adap-
table (K. =251, A\e =25, A\p =2, 0, =2, 7o = 1, Ay = 0.1).

40



4.3 Simulacion del controlador
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Figura 4.8: Desviacién del vector paramétrico 6=0-10 para el controlador adaptable
propuesto (K. =251, A\c =25, \p =2, 0, =2, 7, =1, Ay =0.1).
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Figura 4.9: Trayectoria deseada (regulacién): orientacién qq4, velocidad ¢q y aceleracién
dq en términos de cuaterniones (K, = 251, A\ =25, A\p =2, 0, =2, v, =1, Ay = 0.1).
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Figura 4.10: Velocidad angular deseada y su derivada: wy v wq (K. = 251, A\, = 25,
/\F :2, (Sa :2, Ya = 1, )\f :0.1).
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Figura 4.11: Orientacién ¢, Velocidad angular w y esfuerzo de control 7 del controlador
adaptable propuesto para el caso de regulacion (K. = 251, A\. =25, \p = 2,0, =2, v, = 1,
Ar=0.1).
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Figura 4.13: Convergencia del vector de parametros estimados 6 con el controlador adap-
table para el caso de regulacién (K. =251, A\ =25, A\p =2, 0, =2, 7, =1, Ay = 0.1).
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Figura 4.14: Error de seguimiento de orientaciéon ¢ y error de seguimiento de velocidad
angular @ para el controlador adaptable propuesto con ruido de medicién (K. = 251,
Ae=25,Ap=2,0,=2,7%=1,A=01,0=0.1).

mostrada en las Figs. 4.9 - 4.10 la cual contempla una aceleraciéon con duracién de dos
segundos hasta los 120 grados iniciando del reposo. La posicién ¢, la velocidad angular
w vy el esfuerzo de control se muestran en la Fig. 4.11. El desempeno se califica por el
errorde = q¢—qq y @ = w — wy por lo que la Fig. 4.12 muestra los resultados obteni-
dos para el caso de regulacion. Por otro lado, podemos notar la principal diferencia con
respecto a los otros algoritmos de control puesto que con el objetivo de regulacion, que
claramente no cumple con la condicién de excitacién persistente, alcanzamos conver-
gencia paramétrica (ver Fig. 4.13). Es evidente que si el desempenio de nuestra ley de
control alcanza convergencia paramétrica ain cuando la trayectoria deseada no cumple
con la condicion PE, entonces si la trayectoria cumple PE, esto implica la convergencia
de los parametros estimados a los verdaderos, como se demostré en el Teorema 4.1.
Para que un algoritmo de control tenga un valor practico debe tener cierta robustez,
asi la calidad de estimaciéon paramétrica en el algoritmo de adaptacién depende de:

= El nivel de excitacion persistente de las seniales
= La velocidad de variacién paramétrica
» El nivel de incertidumbres no paramétricas (ruido de medicién y perturbaciones)

El nivel de excitacién persistente en las senales, para nuestro caso las trayectorias
deseadas, se decide por la tarea de control o el diseno del experimento. Por lo que
como ya se mostré en el controlador propuesto, la convergencia de los parametros es
independiente de la eleccion de la trayectoria deseada y se comprueba robustez ante esta
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Figura 4.15: Convergencia del vector de parametros estimados 6 para el controlador
adaptable con ruido de medicién (K. = 251, A\c =25, A\p =2, 0, =2, 7 = 1, Ay = 0.1,

o=0.1).
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Figura 4.16: Desviacion del vector paramétrico 6=0-10 para el controlador adaptable
propuesto con ruido de medicién (K. = 251, A\c =25, A\p =2, 9, =2, 7, =1, Ay = 0.1,
o=0.1).
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4. CONTROLADOR ADAPTABLE

situacién. Debido a que se planted desde el principio que la variacion de los parametros
es lenta, de tal manera que se consideren constantes, la robustez ante la velocidad de
variacion paramétrica no se contempla en este trabajo.

Como ejercicio adicional y para hacer notar el valor préctico por medio de su robus-
tez ante mediciones ruidosas, se realizé una simulacién considerando un ruido blanco
en mediciones de w con magnitud de ¢ = 0.1. Los resultados los podemos ver en las
Figs. 4.14, 4.15 y 4.16. Es notable que los resultados no se alejan de los obtenidos sin
mediciones de ruido por lo que podemos demostrar robustez ante ésta situacion.

46



Capitulo 5
Conclusiones y trabajos futuros

El principal problema desarrollado en este trabajo es el control de orientacién de
satélites (que puede modelarse como un cuerpo rigido) cuando en el modelo se presen-
tan incertidumbres en parametros como la matriz de inercias o el momento angular
total. La metodologia presentada a lo largo del trabajo busca resolver de manera se-
cuencial el problema pues primero se trata de obtener un controlador de orientacién
por retroalimentacion de estados basados en andlisis de contraccién para que una vez
estemos familiarizados con el uso de las herramientas de contraccién, posteriormente
sustituimos los parametros reales por los estimados recurriendo al principio de equiva-
lencia cierta. De esta manera resolvemos el problema en bloques, primero resolvermos
la parte del seguimiento sin preocuparnos por la parte adaptable y finalmente resolve-
mos el problema como un todo, basandonos en el controlador obtenido anteriormente.
Como herramienta fundamental se empleé la teoria de contraccién, misma que permitié
el diseno fragmentado de este trabajo.

Se eligié como parametrizacion de la orientacion el cuaternién, ya que carece de sin-
gularidades y su restriccién de norma es mas simple que la ortonormalidad de la matriz
de rotacion. La validez de esta parametrizacién se verifica en las simulaciones. Por otro
lado, la ambigiiedad de signo del cuaternién nos impide obtener un resultado global y
unico, aunque la manipulacién matematica de este es mas sencilla principalmente por
la cantidad de operaciones y el ahorro en la capacidad de calculos. Asimismo, la defi-
nicion del error de orientacién ¢ = g — ¢4, aunque es poco comun, nos permitié evitar
el fenémeno de desplegado obteniendo un resultado en R*.

Como una parte principal para el desarrollo del controlador, fue la parametrizacion
lineal de la dinamica de la planta y del controlador ideal pues gracias a esta fue posible
el diseno del controlador adaptable.

La teorfa de contraccion demostrd ser una herramienta util para el disefio frag-
mentado de sistema de control complejos. Ademads, permite obtener resultado fuertes
de estabilidad exponencial de una manera transparente, comparado con otros métodos
mas complejos.

Se obtuvieron resultados de convergencia paramétrica a pesar de que la trayectoria
deseada no cumpliera con la condicién de PE, es decir, inicamente cumpliendo la
condiciéon SE que, como se aclard anteriormente, es una condicién mas débil. Gracias a
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5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

este resultado se cuenta con un algoritmo capaz de realizar identificacién paramétrica
librandonos de condiciones restrictivas impuestas sobre las trayectorias deseadas. La
utilidad de este algoritmo se presenta en la implementacién de los esquemas de control
ya que a menudo se realizan sobre plataformas que emulan la microgravedad del espacio.

Futuros planes para esta investigacion incluyen la eliminacién de la necesidad para
mediciones de velocidad angular y mantener los mismos resultados de estabilidad y
convergencia en los parametros, es decir, la idea de un controlador adaptable de orien-
tacién de satélites por realimentacién de salida basado en el andlisis de contraccion es
muy posible.
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Apéndices

Prueba de Lema 2.2

Las Propiedades A1 y A2 son ampliamente conocidas y pueden ser encontradas en
[2], ambos son comtinmente usados en formulaciones de orientacién. En particular si
y y son cuaterniones unitarios de rotacién, A1 se convierte en J7 (z)J(x) = y A2 se
simplifica a JT (z)y = 0 & y = +u.

Las Propiedades que siguen no son muy utilizadas cominmente en problemas de
orientacién. La Propiedad A3 muestra que el operador J(z) es lineal y puede ser
facilmente verificado por sustitucion.

La Propiedad A4 es similar a la propiedad encontrada en la matriz de fuerzas de
Coriolis y centrifugas en robot manipuladores. Esto puede ser verificado por sustitucion

JT(‘T)y = —YoTy + ToYo — S(mv)yw
_JTQ/)-%' = ToYy — Yoy + S(yv)xv~

Ambas expresiones son idénticas ya que S(s)b = —S(b)a,Va,b € R?, una propiedad
inherente derivada del producto cruz.

La Propiedad A5 muestra que la matriz J(z) es acotada por su argumento, una
consecuencia de la Propiedad A1l. En particular, si  es un cuaterniéon de rotacién,
||J(z)||]2 = 1. Finalmente, la Propiedad A6 provee una manera facil de manejar deri-
vadas. Esta es verificada debido a que la derivada de una matriz es obtenida por cada
uno de sus elementos y J(z) presenta elementos inicamente elementos del vector x.
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