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Resumen

El presente trabajo de tesis tiene como objetivo principal dar una introduccién a un
método de analisis ampliamente utilizado en el area de la Ingenieria Estructural,

dentro de la Ingenieria Civil, denominado “método de los elementos finitos”.

Este método ha tenido un gran crecimiento en las ultimas décadas por su aplicacion,
por ende, ha tomado una gran importancia en la ingenieria, volviéndose
imprescindible que haya nociones del método a nivel licenciatura y no sélo a nivel
posgrado como comunmente existe, siendo este uno de los principales objetivos de

este trabajo.

En primera instancia, se presenta una pequefa introduccion a la historia del método,
derivando asi en las diferentes etapas de desarrollo del mismo. Posteriormente, se

expone los fundamentos de elasticidad, pues estos son la estructura del método.

Asimismo, se realiza una breve introduccion a las funciones B-spline, las cuales han
sido en la actualidad un complemento y mejora al método; seguido a esto, se
presentan las formulaciones basicas y fundamentales del método de los elementos

finitos.

Para ilustrar el uso del método de los elementos finitos, en el capitulo 5 se presentan
4 ejemplos de aplicacion que ponen de manifiesto las capacidades de calculo del
método de analisis, para condiciones elasticas lineales y un régimen de carga
estatico. Al final del trabajo, se dan conclusiones derivadas y recomendaciones al

uso y aplicaciéon del método de los elementos finitos.
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Abstract

The main objective of this thesis, is to introduce to undergraduate students, to one

method of analysis widely used in the area of Structural Engineering, within Civil

Engineering, called "finite elements method".

This method has had a great growth in the last decades by its application, therefore,
it has taken a great importance in the engineering; becoming essential that students
of undergraduate level, have notions about the method, not only in a graduate level,

being this one of the main objectives of this thesis.

In the first instance, a brief introduction to the history of the method is presented,
thus deriving to the different stages of its development. Subsequently, the
fundamentals of elasticity are exposed, essential for the analysis of stress problems

by means of the finite element method.

A brief introduction is made about the B-spline functions, which have been a
complement and improvement to the method in the present; following this, the basic
and fundamental formulations of the finite element method are exposed, for a family

of solid elements.

To show the using of the finite element method, in chapter 5 the finite element
method is applied to four examples that demonstrate its capabilities for linear
analysis and under a static loading condition. At the end of the work, derived
conclusions and recommendations about using and application of the finite element

method are given.
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Capitulo 1. Introduccion al MEF

El método del elemento finito (MEF) o (FEM, acrénimo de su nombre en inglés
“Finite Element Method”), es un método numérico utilizado en diversos problemas
de ingenieria y fisica. En muchas ocasiones, este método es utilizado en la solucién
de problemas con cierta complejidad. Este método, ha llegado a convertirse en una
herramienta de analisis con grandes aplicaciones dentro del campo de la ingenieria,
pues con ella es posible calcular soluciones aproximadas de la solucién exacta del

problema.

El MEF, relativamente, es un método de analisis nuevo, aunque sus fundamentos
surgieron desde hace bastante tiempo. Asimismo, en la actualidad el MEF ha tenido
grandes avances en su desarrollo, pues con la ayuda de las nuevas tecnologias, se
han creado nuevos softwares especializados para este método de analisis que se

han puesto al alcance de todos.

1.1. Breve historia del MEF

Como ya se ha mencionado, el MEF ha tenido grandes desarrollos en los ultimos
25 afos, pero sus bases se pueden encontrar desde la época de la civilizacion
egipcia, pues para calcular el volumen de sus piramides ocupaban métodos de

discretizacion, i.e., dividir el objetivo en partes mas pequefias.

Los fundamentos basicos del MEF se originaron aproximadamente en la década de
los afos 40 del siglo XX, principalmente con avances en el analisis estructural para
aeronaves. En 1941, el ingeniero ruso Alexander Hrenikoff (1896-1984) calculd y
presentd una solucién para problemas elasticos, siendo este un momento
importante del MEF, (Chandrupatla y Belegundu, 1999).

Posteriormente, en 1943, el matematico aleman Richard Courant (1988-1972)
realizd un articulo, donde publicaba acerca del uso de la interpolacion polindmica

por partes en subregiones triangulares usados directamente en problemas elasticos
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y modelos de torsion, siendo este una forma especial del método variacional de
Rayleigh-Ritz, (Cook, et al., 2001; Gallagher, 1975).

Para 1956, M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin, y L. J. Topp presentaron un
documento, el cual se centré en matrices de rigidez y deformacion de estructuras
complejas, como armaduras, vigas y otras estructuras, asi mismo realizaban una
definicion mas cercana al método. Y fue hasta 1960, cuando se presenté como tal
“‘método de los elementos finitos” por R. W. Cloungh (1920-2016), (Chandrupatla y
Belegundu, 1999; Pavlou, 2015).

Para el afio 1967 se publica el primer libro del método por Olgierd Cecil Zienkiewicz
(1921-2009) y Cheung, llevando por nombre: “The Finite Element Method in
Structural and Continuum Mechanics” (EI método de los elementos finitos en

mecanica estructural y de medios continuos), (Cubo, 2010; Reddy, 2005).

En la ultima década, el MEF se ha encontrado en un periodo de completa expansion,
pues ha tenido un gran auge en los campos de la ingenieria y la industria, siendo
parte de muchos trabajos de investigacién. Ademas, con la ayuda de procesadores

y softwares complejos, se pueden acelerar los procesos de analisis del MEF.

1.2. Generalidades

Principalmente, el método se basa en la divisidbn de la estructura o cuerpo, tal
division se deriva en una serie de subdominios no intersectantes, denominados
“elementos finitos”. A este proceso de dividir el cuerpo en partes mas pequenas se
le conoce como “discretizacion”, y el conjunto de elementos finitos que componen

el total del cuerpo se le denomina “malla’.

En cada elemento de la malla existen puntos definidos a los cuales se les denomina
como nodos, asi mismo, el conjunto de estos nodos y elementos se le conoce como
malla. Es importante mencionar, al igual que en cualquier figura geométrica, si dos
nodos son adyacentes o convergen en el mismo punto es porque pertenecen al

mismo elemento finito.
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El método también ofrece la posibilidad de considerar varios parametros como son:

el médulo elastico, temperatura, densidad, viscosidad, entre algunas otras, para

cada uno de los elementos que conforman la estructura, ya sea que estén

constituidos por uno o varios materiales, esto de acuerdo a las ecuaciones

constitutivas que se emplean en el analisis, (Pavlou, 2015; Gallagher, 1975; Cook,
et al., 2001).

1.2.1. Pasos basicos del MEF

El método de los elementos finitos en cierta manera es complejo, pero

esencialmente consta de los siguientes pasos generales para su desarrollo
(Pavlou, 2015; Reddy, 2005):

1.

Discretizacion: consiste en dividir el medio continuo en elementos finitos, esto
con geometrias simples. Dicho de otra manera, se realiza la generacion de
la llamada malla. Este primer paso es de suma importancia para la exactitud

de la solucion.

Seleccion de nodos: consiste en seleccionar los puntos del sélido que seran
los nodos de la malla. Con esto se puede establecer las condiciones de
equilibrio y de compatibilidad.

Aproximacion: consiste en aproximar el o los campos independientes,
variables del problema. Esto se puede lograr mediante polinomios que

cumplan con las condiciones de compatibilidad y/o de equilibrio del problema.

Relaciones de compatibilidad y constitutivas: consiste en establecer las
relaciones entre los desplazamientos y las deformaciones para lograr una
compatibilidad; asi como también las relaciones constitutivas entre las
deformaciones y los esfuerzos, esto para cada elemento generado de la

malla.

Matriz de rigidez: consiste en calcular la matriz de rigidez para cada uno de
los elementos generados de la malla. Asimismo, se puede calcular igual el

vector de cargas nodales de cada elemento.

Ensamble de la matriz de rigidez global: consiste en restablecer la

compatibilidad y el equilibrio de la estructura completa. Se logra mediante el
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ensamble de cada matriz de rigidez por elemento, asi como el vector de

cargas de toda la estructura y la aplicacion de los apoyos.

7. Solucion de sistema de ecuaciones algebraico: consiste en resolver el
sistema de ecuaciones algebraicas obtenido para las incognitas del

problema.

8. Calculo de los campos dependientes: consiste en calcular los esfuerzos y

deformaciones, asimismo, las fuerzas internas para cada elemento.

9. Calculo de reacciones: consiste en determinar las reacciones en los nodos

donde existe un apoyo.

1.3. Justificacion

Actualmente existen grandes avances en el desarrollo del método de los elementos
finitos, que permiten su aplicacién a practicamente cualquier problema de la fisica.
Sin embargo, la mayoria de planes de estudio, de Ingenieria Civil de la
Universidades mexicanas, no contemplan la materia de elementos finitos. Este
hecho conlleva a que el estudiante de licenciatura desconozca los fundamentos
matematicos y fisicos que sustentan el desarrollo del método, y se limite al uso de
programas de computadora, basados en el método, sin la capacidad de juzgar el

problema a resolver y los resultados obtenidos del analisis.

Por lo antes expuesto, en el presente trabajo de tesis se presenta un estado del arte
general del método de los elementos finitos enfocado a estudiantes de nivel
licenciatura, algunos desarrollos recientes mediante funciones B-Spline, y su
aplicacién a problemas de la ingenieria estructural; poniendo especial atencion en

la construccién del modelo matematico y en el analisis de los resultados obtenidos.
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1.4. Objetivos

En el presente trabajo de tesis, se busca dar un panorama general del estado del
arte del método de los elementos finitos, y sus desarrollos recientes, a través de la
revision de bibliografia especializada en el tema y la presentacion de una familia de
elementos finitos, que sirva de consulta para estudiantes de Ingenieria a nivel

licenciatura, interesados en el tema.

1.5. Organizacion de la tesis

A continuacion, se describe de manera general el contenido de la tesis:

= Capitulo 2. Se realiza una explicacion somera de los fundamentos de la teoria
de la elasticidad; esencial para el estudio de problemas de esfuerzo por
medio del método de los elementos finitos.

= Capitulo 3. Se introduce a las funciones B-spline. Se explica su estructura,
su aplicacion y el uso de las mismas dentro del MEF, asi como algunos
ejemplos de aplicacion.

= Capitulo 4. Se presentan las formulaciones: variacional y numérica del MEF.
Asimismo, se formulan, numéricamente, elementos unidimensionales y
bidimensionales mediante polinomios de interpolacion de Lagrange.

= Capitulo 5. Se presentan ejemplos de la aplicacion del método de los
elementos finitos, con distintas variaciones de condiciones de apoyo, cargas
y topologia de la malla, que muestran su influencia en los resultados.

= Capitulo 6. Se presentan conclusiones en las que se puede sintetizar los

conceptos y planteamientos basicos y esenciales del MEF.
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Capitulo 2. Fundamentos de elasticidad

En este capitulo se presentan fundamentos de la teoria de la elasticidad, parte
esencial de la “Mecanica de solidos” y necesaria para comprender el método de los

elementos finitos.

Se dice que un cuerpo es elastico cuando es capaz de recuperar su forma original
después de haberle aplicado y retirado un sistema de fuerzas. Este comportamiento
puede ser lineal o no lineal, esto depende de la relacibn que existe entre
desplazamientos-deformaciones y esfuerzos-deformaciones (Gere y Timoshenko,
1991).

Esta teoria, asi como la resistencia de los materiales, tiene como objetivo principal
el estudio y analisis de la resistencia y la rigidez (estado de esfuerzos y estado de
deformaciones, respectivamente) de los cuerpos solidos, estando bajo condiciones

de fuerzas en equilibrio.

Como base para explicar los temas elementales de la teoria de la elasticidad, se
considera un cuerpo sélido (cuerpo tridimensional), sometido a un sistema de

cargas, y que ocupa un volumen finito, figura 2.1.
fs2

fs1

Figura 2.1 Cuerpo tridimensional.

Donde fs1 y fs2 son cargas ejercidas sobre el cuerpo, VV es el volumen total del

cuerpo y S es la superficie donde se apoya el mismo.
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2.1. Desplazamientos

Un elemento finito cual sea, como el que se muestra en la figura 2.1, esta definido
por una serie de puntos, los cuales tienen coordenadas en los ejes x, y y z. Al estar
sometido a un sistema de cargas, este tiende a tener un desplazamiento en las 3

direcciones, las cuales se definen con las siguientes expresiones:
u=u(xy,z)
v=v(x7y,2) (2.1)
w=w(x,1y,2z)

que, de forma matricial, se pueden reescribir como:

u
U= [vl (2.2)

w

donde u, v, y w son los desplazamientos en las direcciones x, y, z, respectivamente
(Zienkiewicz, et.al., 2013; Chandrupatla y Belegundu, 1999).

2.2. Deformaciones

Al considerar un cuerpo cual sea, el cual tenga apoyos que eliminen los movimientos
de cuerpo rigido, podemos suponer que sufre pequefias deformaciones (de no ser
asi, la deformacion no seria lineal) por efecto de fuerzas internas o por la aplicacion

de fuerzas externas (Zienkiewicz, et.al., 2013; Gallagher, 1975).

Con base en la figura 2.2 se puede definir un tensor de deformaciones, el cual puede

expresarse de forma matricial de la siguiente manera:

1

1
I[ Ex E Yy E sz}
1 1
[5] = IEny &y Eyyzl (2.3)
1 1
lz Vxz E yyz = J
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Figura 2.2 Cuerpo deformado.

donde F es una fuerza externa que afecta al cuerpo.

Sabiendo que el tensor de deformaciones es simétrico y dentro de la denotacion del

MEF, el mismo tensor se puede reescribir como un vector de deformacion, el cual

toma la siguiente forma:

] =

Vyz

—sz—

(2.4)

donde ¢,,¢,,&, son deformaciones longitudinales en las direcciones (x,y,z) y

Yxy» Yyz: Yxz SON deformaciones angulares en los planos (x —y), (y —2), y (x — z),

respectivamente, (Urugal y Fenster, 2003; Zienkiewicz, et.al., 2013).

2.2.1. Deformacioén unitaria

Dentro de un punto, cual sea, de un cuerpo solido existen relaciones de

compatibilidad entre las componentes de deformaciones y las componentes de

desplazamiento (Vazquez y Lépez, 2001).
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Dicho lo anterior, las componentes de deformaciones se obtienen al derivar las
componentes de desplazamiento; que para el caso de pequefas deformaciones

estan dadas como:

ou ov ow
Ex=— ; & =— ; &=—— 2.5
X dx 4 y dy 4 z 9z ( )
ou ov ow v ow ou
==4 2= . =— 4= =—4 — 2.6
Vay ay  ox '’ Vyz oy a9z ' Yz dx + dz (2.6)

En el contexto del MEF, se expresa las ecuaciones de compatibilidad en forma

matricial,

[e] =[0]-u 2.7)
donde el operador matricial [0] contiene las operaciones diferenciales
correspondientes y, estas a su vez, multiplican al vector de desplazamientos,

expandiéndolo de la siguiente manera:

— a —
P 0 0
a
e 0
0 0 Z
el=] , 5 v (2.8)
5  ox 0 | w
9 9
0 0z ay
9 0 9
- 0z dx -

2.2.2. Deformaciones por temperatura

En muchos casos, en los problemas a analizar se tiene que hacer consideraciones
por deformaciones iniciales. Generalmente, estas deformaciones estan asociadas
a efectos de temperatura. Si se conoce los incrementos de temperatura AT (x, y, z),
se puede determinar la deformacion inicial. La ecuacion necesaria para poder
calcular la deformacién inicial por efectos de temperatura esta dada por la siguiente

expresion:

g = [a-AT - 1] (2.9)
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donde:

&y = deformacién unitaria inicial,

a = constante de expansién termina del material,
AT = incremento de temperatura,

I = matriz identidad,

de este modo, la ecuacion 2.9 se puede reescribir de la siguiente forma:

g=a-AT[0 1 0

0 0 1

(2.10)

100]

Asi mismo, la ecuacion 2.10 se puede simplificar en un vector de deformacion inicial:

[a-AT]
|a - AT |

la ATI (2.11)

& = | 0
I I
o ]

donde las deformaciones longitudinales son igual al producto de la constante de
expansion por el incremento de la temperatura, y las deformaciones angulares son

igual a cero (Celigueta, 2008, Chandrupatla y Belegundu, 1999).

2.3. Esfuerzos

Un cuerpo cualquiera (figura 2.3), que estd sometido a un sistema de fuerzas,
f1,..,f5, en equilibrio, i.e., se satisface las ecuaciones de equilibrio de la estatica,

y sea el punto “A” con coordenadas (x, y, z) de un elemento diferencial.
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Figura 2.3 Cuerpo s6lido sometido a un sistema de carga.

Ahora, si el elemento diferencial en el punto A se aisla, se obtendria un cuerpo como
el que se muestra en la figura 2.4, cuyo estado de esfuerzos esta definido por el

siguiente tensor de esfuerzos con 9 componentes, expresados en la matriz dada
por la ecuacion (2.12).

YA
ay
—Tyx
/ ok
Tyz “T y
Tzx~———
Txz I
4T
ax "'___'I/ = T!ZY L . OX
| / >
| Txz X
1 Tzy
Txy
Ayz
z y
Tyxe———
|
]
T
|

V4 '

ay

[o] =|Txy Oy Tyz (2.12)

12| Pagina



Al igual que para el caso del tensor de deformaciones, el tensor de esfuerzos es
simétrico, y también por la notacion empleada en el MEF, el tensor de esfuerzos se

puede reducir a un vector de esfuerzos, el cual toma la siguiente forma:

_O'x_

[o] = (2.13)

[Ty
donde oy, 0,, 0, representan los esfuerzos normales y t,,, 7,,, 7., representan los
esfuerzos cortantes. El tener un tensor simétrico de esfuerzos reduce el numero de
componentes independientes de 9 a 6 que constituyen el estado de esfuerzos de

un cuerpo solido tridimensional (Gallagher, 1975; Celigleta, 2008; Hurtado, 2012).

2.3.1. Esfuerzos principales

El calculo de los esfuerzos principales (Reddy, 2013; Sack, 1994) se utiliza para
obtener esfuerzos caracteristicos, esencialmente de un punto perteneciente a un
sélido. Generalmente el calculo de éstos se realiza con fines de disefio o de revision
de una pieza o elemento especifico. En el caso mas general se resuelve con la

ecuacion caracteristica:
lo—AM|==-2B3+1-2-1L-1+13=0 (2.14)
donde:

A = valor caracteristico del tensor de esfuerzos, o,

L =o0x+0,+0,, (2.15)
I, = 0,0, — Tyy* 4+ 040, — 1)),° + 0,0, — T, %, (2.16)
I3 = 0,00, — 0yTy,* — 0y Ty — 0,Txy % + 2Ty TypTix (2.17)

siendo Iy, 1,15, los invariantes tensoriales, los cuales son independientes del

sistema de coordenadas que se haya empleado.

13| Pagina



Al resolver la ecuacion 2.14 se tiene que cumplir la siguiente condicion:

o; > oy > oy (2.18)

El esfuerzo principal maximo o; es el mayor de los valores caracteristicos 1. Los
demas esfuerzos principales se toman de los valores caracteristicos restantes,

tomando en cuenta la ecuacion 2.18.

2.3.2. Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio estan basadas en el teorema de Cauchy (1789-1857)
(Timoshenko, 1983), asi mismo para poder ilustrarse mejor, se deben de considerar

las figuras 2.3y 2.4.

Haciendo sumatoria de fuerzas en las direcciones x, y, z, se obtienen las siguientes

ecuaciones de equilibrio para el cuerpo solido:

ad 5} d
= ;—;Z+%+qx=0 — SF,=0 (2.19)
a d d
aiy’y %+ ;§Z+qy=o « SF,=0 (2.20)
(7] 0 0
TG+ T4, =0« IE=0 (2.21)

donde q,, q,q, son fuerzas de cuerpo por unidad de volumen, las cuales actuan

cada una en su direccion correspondiente (x,y, z).

Con las tres ecuaciones restantes de la estatica: XM, = 0; XM, = 0; XM, = 0, se

demuestra que el tensor de esfuerzos es simétrico,

Ty = Tyx (2.22)
Tyz = Tzy (2.23)
Tyw = Tyz (2.24)

con esto podemos reducir el tensor de esfuerzos de 9 componentes a el vector de

esfuerzos de 6 componentes (Gallagher, 1975; Vazquez y Lépez, 2001).
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2.4. Ecuacion constitutiva

La ecuacion constitutiva define la forma en que las componentes del tensor de
esfuerzos y las componentes del tensor de deformaciones se relacionan para cada
tipo de material que se utilice. Puede ser una ecuacion constitutiva tridimensional,

bidimensional o unidimensional.

Cabe resaltar que los casos de 1 y 2 dimensiones algunos autores los consideran
como casos especiales (Chandrupatla y Belegundu, 1999), pues son

simplificaciones de la ecuacion constitutiva de 3 dimensiones.
2.4.1. Caso tridimensional
La ecuacion constitutiva mas general esta dada para cuerpos solidos, donde se

encuentran 3 planos, (x,y, z).

El tensor constitutivo para el caso de un cuerpo sélido, elastico y lineal, esta dado
por la ley de Hooke generalizada que pone el estado de deformacion en funcion del

estado de esfuerzos (Vasquez y Lopez, 2001):

&x = 2=~ (0y +0;) (2.25)
g, =2~ (o + 0y) (2.26)

E E
&, = % - % (O’x + ay) (2.27)
Vay = T"Ty (2.28)
Yyr = 2 (2.29)
Vox = 2 (2.30)

siendo G el modulo de contante definido como:

=~ (1’1 = (2.31)
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Con las ecuaciones anteriores podemos determinar el estado de esfuerzos en
funcion del estado de deformacion, reescribiendo las relaciones esfuerzo-

deformacion mediante las constantes de Lamé:

oy = Mex + &) + ;) + 2ue, (2.32)
oy, = Aex + &, + ;) + 2ue, (2.33)
0, = A(sx +¢&, + SZ) + 2ue, (2.34)
Tay = 1" Vay (2.35)
Ty = U Vyz (2.36)
Tox = 1" Vox (2.37)

donde 1y u son los coeficientes de Lamé dados como:

_ E-v . _ E _
T a+v@a-2v) H= 201+v)

A (2.38)

Quedando de la siguiente manera, en forma matricial, la ecuacion constitutiva para

cuerpos tridimensionales:

[ Ox 'l 1-v) v 4 0 0 0 Ex
Oy [ 1-v) (1V ) 0 0 0 ] [Syl
0y E -V 0 0 0 &,
Ty |~ Gev(-2v) (0.5 —v) 0 0 I'lyxyl (2.39)
Ty | sim. (0.5 -v) 0 | |yyz|
Ty l (0.5 — V)J lysz
De donde se considera como matriz constitutiva:
1-v) 4 4 0 0 0
[ (1-v) : v ) 0 0 0 ]
E 1-— v 0 0 0
[¢] = a+na-—2v) (0.5-v) 0 0 | (2.40)
| sim. (0.5-v) o |
l (0.5 — v)J
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2.4.2. Caso bidimensional

La ecuacién constitutiva bidimensional es una simplificacion para los problemas de
elasticidad y en consecuencia también en el MEF; reduciendo una dimensién
permite resolver con mayor facilidad ciertos problemas, pues el numero de
incognitas también se reduce y la solucién se vuelve mas facil de calcular, cuando
se realiza este procedimiento es porque se habla de un esfuerzo plano y una

deformacion plana.

En un estado de esfuerzo plano, los esfuerzos actuan solamente en el plano “x, y”
y son nulos en la direccion z, es decir, que el esfuerzo normal y los esfuerzos
cortantes equivalen a 0 (o, = t,, = 7,0 = 0), pues se considera que el espesor
es demasiado pequeio o incluso despreciable en comparacidon con las otras

dimensiones (Ameen, 2011).

Ahora bien, la relacién de esfuerzo-deformacion para un material isétropo puede
simplificarse de los principios de elasticidad, donde las deformaciones lineales estan

dadas de la siguiente manera:

Exz%_v'% (2.41)
o o
eysz—v-Fx (2.42)

ademas, las deformaciones angulares y,, Y ¥, son iguales a 0 por lo que la Unica

deformacién angular es la siguiente:

Txy _ 2(1+v)

yxy = T T Txy (2.43)

donde:

0x, 0y, Txy = €sfuerzos normales y cortante,
&x) €y, Vxy = deformaciones lineales y angular,

v = relacion de Poisson.
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En consecuencia, las ecuaciones 2.41-2.43 pueden reescribirse de forma matricial

de la siguiente forma:

Ex 1 -V 0

Ox
. [ Oy ] (2.44)
Vxy 0 0 2(1+v)

Txy

para un estado de esfuerzo plano, y la relacién inversa esta dada por:

Oy 1 v O Ex
—_E v 1 0].|¢
[Uy ] e 0 o 1y [ y ] (245)

Txy

siendo [C], el tensor constitutivo dado como,

1 v
[]=—5-[v 1 0 (2.46)
0 0

Cabe mencionar que, aunque el esfuerzo normal en la direccion z es igual a 0 en

un caso de esfuerzo plano, la deformacion axial “z” es diferente de 0, por lo que esta

se puede calcular de la siguiente manera:
%
& ="15 (ex + sy) (2.47)

Por otro lado, en los problemas de estado de deformacién plana, la relacion de
esfuerzo-deformacién esta dado como a continuacidon se menciona, pues hay que
tener en cuenta que, aunque la deformacion lineal en la direccioén z es igual a 0, no
precisamente el esfuerzo normal en esta misma direccion tiene que serlo (Ameen,
2011). Con base a la Ley de Hooke generalizada, precisamente en la ecuacion 2.27

se tiene lo siguiente:

£, = % - g (O'x + ay) =0 (2.48)
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que consecuentemente la componente de esfuerzo en la direccion z queda de la

siguiente manera:
o, =V (0, +0y) (2.49)

Ademas, con base en las ecuaciones 2.28 y 2.29, se puede reescribir las siguientes

ecuaciones en las direcciones de x y y

1-v? v(1+v)
Ex =0 Ox — y (2.50)
_1-v? v(1+v)
& =~ 0y~ —,  Ox (2.51)
Y.
T 2(1+v)
Yxy = % = E “Txy (2.52)

En consecuencia, las ecuaciones 2.50-2.52 pueden reescribirse de forma matricial

de la siguiente forma:

Ex - 1—v v 0 Ox
[Sy]=—v'[—v 1—v O]'[ay] (2.53)
E
Yxy 0 0 21 1Txy
para un estado de deformacion plana, y la relacion inversa esta dada por:
Oy i 1—v v 0 Ey
Oy|l=—— .| V 1-v O .[gy] (2.54)
[Txy] (1+V)(1_2V) O O 121 yxy

Siendo [C], el tensor constitutivo dado como,
1—v 1

0

—__EFE | v 1-v O

[€]= (1+v)(1-2v) 1-v (2.55)
o007
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2.4.3. Caso unidimensional

Al ser la situacion mas simple de un analisis de MEF, la ecuacién constitutiva se
simplifica a una ecuacion escalar (Gallagher, 1975), siendo la matriz constitutiva el

modulo elastico del material, por lo tanto, se reescribe la relacion constitutiva como

[o] =[C] - [€] (2.56)

donde:
[o] = vector de esfuerzos,
[C] = matriz constitutiva = E (mddulo elastico del material),

[] = vector de deformaciones.
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Capitulo 3. Interpolacion con funciones B-spline

En el campo de la ingenieria, se han buscado muchas formas, métodos y/o
procedimientos para resolver y satisfacer de manera eficaz y simple las
problematicas que se presentan actualmente. Derivado de esto, en la ultima década
se ha buscado optimizar el proceso de disefio y analisis mediante el uso de
funciones B-spline, que permiten una mejor aproximacion de las ecuaciones de
campo involucradas en la solucion, mediante el método de los elementos, finitos, de
problemas de la ingenieria. Estas funciones son una alternativa a las funciones

polindbmicas utilizadas de manera estandar en la formulacion del método.

3.1. Introduccion

Dada las problematicas de la ingenieria estructural, el dibujo técnico ha sido una
pieza fundamental de la misma, del mismo modo, lo ha sido el analisis estructural,
los cuales han tenido una cierta correlacion, que hoy en dia son representados por
la programacién CAD (por su acrénimo en inglés, Computer Aided Design), y el
analisis con elementos finitos. Dicha relacion se ha estrechado aun mas con el uso
de los denominados analisis isogeométricos que permiten tomar la geometria de los

dibujos CAD en el proceso de analisis mediante el MEF, (Hughes, et al., 2009).

Basicamente, el andlisis isogeométrico consiste en utilizar la programacién CAD
para discretizar tanto la geometria como la solucién del problema, dando como
resultado un modelo geométricamente exacto, como consecuencia, el disefio y el

analisis pueden trabajar con una misma geometria (Hughes, et al., 2009).

En un principio, el dibujo técnico se realizaba por medio de trazos en papel, basado
principalmente en lineas, pues es la forma mas sencilla de un dibujo; las curvas
eran en cierto punto dificiles de concretar, ya que se realizaba un conjunto de lineas

continuas para crearlas.

Hace algunas décadas se comenzé a utilizar los softwares CAD, donde se podia
realizaba el dibujo técnico con mayor rapidez, pero teniendo también la limitante en

la creacion de curvas. Posteriormente, comenzaron a surgir las curvas de
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interpolaciones como pueden ser las curvas de Béizer, spline, B-spline, entre
algunas otras. Fue en el afio de 1972 cuando Rich Riesenfeld presentd una tesis

sobre la aplicacion de las curvas B-spline a la programacion CAD, (Rogers, 2000).

El refuerzo de la programacién CAD con tecnologia isogeométrica, ha provocado
un impacto positivo en el analisis con elementos finitos, pues la aplicacion del MEF
se ha podido concretar con mayor exactitud y eficacia, como se puede ver en la

siguiente figura.

Nodo

Poligono de
contro

@ (b)
Figura 3.1 (a) Analisis de elementos finitos y (b) analisis isogeométrico.

En el analisis de los elementos finitos, las mallas de nodos generadas tienen un
determinado rango de error en relacion a la geometria; con ayuda de las curvas B-
spline, se puede generar mallas con mejores resultados. Gracias a su flexibilidad de
aplicacién y uso, ademas del poderoso funcionamiento, las curvas B-spline fueron
adoptadas rapidamente, por lo que es imprescindible hacer mencién de las

funciones B-spline.

Es importante resaltar que, a pesar de las grandes ventajas que tienen las curvas
B-spline, en comparacién con las funciones polindmicas, no existe mucha

investigacién en relacion a aplicacion a problemas practicos de Ingenieria. Algunos
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de los autores que han investigado sobre este tema en los ultimos 20 afios son:
Hugges, et al., 2009; Magoon, 2010; Rogers, 2000.

3.2. Funciones B-spline

Las curvas B-spline, nombradas asi por “Basis Spline”, esencialmente tienen una
naturaleza no global, es decir, cada vértice de un poligono de control generador de
una curva, esta ligado a una funcion determinada (Rogers, 2000). Lo especial de
este tipo de curvas es que tienen una unica y propia funcién base para establecer

una relacion con el poligono definido o de control.

Esta funcion esta dada por cada vértice que tiene dominio sobre la forma de la curva
en cierto intervalo establecido, donde la funcién es positiva y completamente distinta
de 0. A continuacién se detallan las funciones base B-spline (Magoon, 2010;
Rogers, 2000).

3.2.1. Definicion
Se establece que P(t) sea el vector de posicion a lo largo de la curva en funcién del

parametro t, por lo tanto, la curva B-spline esta dada por:

P(t) = X1 BiNyy (8) (3.1)
tmin <t< tméx (3-2)
2<k<n+1 (3.3)

donde B; es el vector de posicion, n son los vertices del poligono de control y N;

son las funciones base B-spline normalizadas.

Por ejemplo, la expansion de la ecuacion 3.1 para un vector de posicion de cuarto

orden (k = 4), se tiene,
P(t) = ByN14(t) + BN 4(t) + B3N3 4(t) + ByNy4(t)
o bien, para un n-ésimo orden (k = n), se tiene,

P(t) = BlNl,n(t) + -t BnNn,n(t)
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3.2.2. Propiedades

Debido a que se utiliza una base B-spline para describir una curva B-spline, a

continuacion, se numeran algunas de las propiedades de este tipo de funciones:

1.

La suma de las funciones de base B-spline para cualquier valor del parametro

t es,
N () =1 (3.4)

Cada funcion base siempre es positiva, con un valor mayor o igual a cero,

para todo valor del parametro t, i.e.,
Nix =0 (3.5)

Excepto para las funciones base de 1er orden, k = 1, cada funcién base tiene
precisamente un valor maximo.

El orden maximo de la curva es igual al numero de vértices del poligono de
control. EI maximo grado es uno menos.

La curva muestra la propiedad de disminucion de variacion. Asi, la curva no
oscila alrededor de ninguna linea de desplazamiento, en cambio, su poligono
oscila alrededor de la linea.

La curva generalmente sigue la forma del poligono de control.

La curva es transformada mediante la transformacion de los vértices del
poligono de control.

La curva siempre debe de estar por dentro del limite convexo del poligono de

control.

En las siguientes figuras se pueden apreciar algunas propiedades de las curvas
B-spline, (Rogers, 2000).
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k=2

k=3

k=4

k=6

k=8

Figura 3.2 Propiedades de las curvas B-spline.
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3.2.3. Componentes
Para calcular una curva con funciones B-spline se requiere de 3 componentes, un

vector de nodos, funciones base y puntos de control (Magoon, 2010; Rogers, 2000).

1. Vector de nodos

Principalmente, existen dos tipos de vectores de nodos y a su vez otras dos

subdivisiones, (Rogers, 2000):

I.  Periddico.
a. Uniforme.
b. No-uniforme.
[I.  Abierto.
a. Uniforme.

b. No-uniforme.

Para este trabajo, se consideran sélo los vectores de nodos uniformes, en especial

los vectores abiertos.

En un vector de nodos uniforme sus valores individuales de los nodos estan

separados uniformemente, por ejemplo:
[0 1 2 3] (3.6)
[0 0.25 050 0.75 1] (3.7)

0 sea, los vectores de nodos uniforme generalmente inician en 0 y tienen
incrementos de 1 hasta su maximo valor (expresion 3.6); o se normaliza en el rango

de 0 a 1, es decir, tiene intervalos decimales iguales (expresion 3.7).

En un vector de nodos abierto uniforme, este tiene multiplicidad de valores de nodo
en su extremo igual al orden k de las funciones base B-spline, como se ha
mencionado, los valores internos de los nodos estan separados uniformemente, por

ejemplo, se tiene:
k=2 [0 0 1 2 3 4 4] (3.8)
k=3 [0 0 0 1 2 3 3 3] (3.9)
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k=4 [0 0 0 0 1 2 2 2 2] (3.10)

y para incrementos normalizados, se tiene:

k=2 [0 0 025 050 075 1 1] (3.11)
k=3 [0 0 0 033 067 1 1 1] (3.12)
k=4 [0 0 0 0 050 1 1 1 1] (3.13)

Concretando lo anterior, un vector de nodos abierto uniforme se genera bajo las

siguientes expresiones:

x; =0 1<i<k (3.14)
xi=1—k k+1<i<n+1 (3.15)
xi=n—k+2 n+2<is<n+k+1 (3.16)

La seleccion de un vector de nodos es de suma importancia cuando se va a realizar
el calculo de una curva B-spline. Por ejemplo, para un vector de nodos de orden

k=3yn+1=4,setiene:

x; =0
x, =0
x3=0

satisfaciendo la condicién de la expresion 3.14,
X, =4—-3=1
satisfaciendo la condicién de la expresién 3.15,

Xs=3-3+2=2
x6=2

satisfaciendo la condicion de la expresién 3.16. Como resultado, el vector de nodos
obtenido esta definido como:

x=[0 0 0 1 2 2 2]
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2. Funciones base

Para i-ésima funciones base B-spline normalizadas de orden k (grado k — 1), las

funciones base N;; son definidos por las formulas de recursion de Cox-de Boor.

1 six; <t <x;
Nik(t) = {0 ot forma t (3.17)
Por lo tanto,
N (t) = (E=x)Nk—1(t) n Kitk =N it1,k—1(t) (3.18)

Xi+k—1—Xi Xi+k—Xi+1

donde los valores de x; son elementos de un vector de nodos satisfaciendo la

relacion x; < x;,,. Los parametros t varian desde t,,;; a t,4, @ lo largo de la curva

P(t).

Técnicamente, una curva B-spline tiene como definicion una funcion spline

polinomial de orden k, porque satisface las siguientes 2 condiciones:

= P(t) es un polinomio de grado k — 1 en cada intervalo x; <t < x;,1.

= P(t)ysuderivadadeorden1, 2, ..., k-2 son todas continuas en toda la curva.

Cabe decir que, para los vectores periodicos uniformes, para un orden k, este

mismo tiene funciones base dadas por la siguiente expresion,
Nip(t) = Ni_q (= 1) = Niyq i (t + 1) (3.19)
es decir, cada funcion base es traducida a otra.

Para ejemplificar las funciones base B-spline, se pueden apreciar las siguientes

figuras:
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1.200

1.000

0.800

0.400

-0.200

250

Figura 3.3 Funciones base B-spline para in vector abierto uniforme, k=3.

1.200

1.000

0.800

0.600

0.400

0.200

0.000

-0.200

7.00

Figura 3.4 Funciones base B-spline para un vector periddico uniforme, k=3.
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3. Puntos de control

Al determinar el vector de nodos, lo consiguiente se refiere a la determinacion del
vector de posicién B;, con el fin de establecer la curva B-spline. Los puntos de
control se refieren a los vectores compuestos por coordenadas, asimismo, se
definen los vértices del poligono. Estos se determinan metédicamente para obtener

una aproximacion exacta a la curva por aproximar.

3.3. Colocacion de puntos

Para un analisis estructural en la teoria de vigas, se pueden utilizar distintos
métodos de aproximacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales,
segun sea el caso. En este trabajo se emplea el método de los residuos pesados
aplicado al MEF, pues las funciones B-spline se pueden acoplar mejor a esta

formulacion.

3.3.1. Fundamentos del método
En un estado o elemento continuo, la representacion finita de variables en un
determinado problema, existe un cierto error o residuo. Dicho esto, la formulacion

de los residuos pesados (Stasa, 1986), estipula lo siguiente:

pu*) —p =Ry (3.20)

donde ¢ es un operador diferencial, u* es una funcién de aproximacion, p es una
funcién conocida y R, es el error residual en el dominio 2. Ademas, la funcién de

aproximacion esta dada de la siguiente manera:
ut =Y, a; Pi(x) (3.21)

donde P;(x) es el i-ésimo término de la funcién base y «; es el i-ésimo coeficiente

desconocido de la funcién base.

Para este método, se puede forzar a que el error residual sea exactamente igual a

cero, dicho de otra manera, se realiza una colocacion de puntos.
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Para cada determinado parametro a; se selecciona un punto x; dentro del mismo

dominio 2 en el cual el valor sea 0, esto es:
R(xi = Cli) =0 (322)

Por ejemplo, considérese una viga cualquiera, con una longitud L, asi como, un
modulo de elasticidad E y un momento de inercia I, como se muestra en la figura
3.5.

X
VZT 02

-

L EI

Q :
E

Figura 3.5 Viga con formulacién de residuos pesados.
Esta viga tiene en total dos grados de libertad de giro y dos mas de desplazamiento
vertical. La ecuacion diferencial que gobierna el comportamiento de esta viga (Gere

y Timoshenko, 1991) es,

d?y
Elm = M(x) (3.23)

. o e . . d?
donde E es el mdodulo elastico, I es el momento de inercia, —— €s la segunda

derivada, y es el desplazamiento en un punto y M(x) es la ecuacion del momento
flexionante. Ademas, se puede tener una funcion de aproximacién de
desplazamiento de sus nodos y(x), la cual se puede sustituir en la ecuacion

diferencia de la curva de deflexién, por lo tanto,
d2
El— y(x) = M(x) (3.24)

Ademas, si la ecuacion anterior se despeja, en teoria se igualaria a 0, pero bajo las
condiciones de la formulacion de residuos pesados, se iguala a un residuo

ponderado R(x), teniendo,
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EI;—XZ2 y(x) — M(x) = R(x) (3.25)

Por ejemplo, si la funcion de aproximacién cual fuese, se desarrolla en la ecuacion
3.24, se obtendria:

. X ./ . .z
y(x)=a smnT — como funcién de aproximaciéon (3.26)
. . .y . TTX .
donde a es coeficiente desconocido de la funcién base y sin — esuna funcion base,

d? . TIX
Elﬁ( a Sin T) = M(X) (327)
al realizar la integracion correspondiente, se obtiene:

d T X
E1< (2a cosT) = M(x) (3.28)

2
—EI (%) asin™ = M(x) (3.29)

si se despeja la ecuacidn resultante, se puede aplicar la expresiéon 3.25,

reescribiéndose como:
2
—EI (%) asin™ — M(x) = R(x) (3.30)

Ahora bien, si se colocan un punto donde se obligue al residuo a tener un valor de
0, por ejemplo R (x = g) = 0, se puede sustituir en la ecuacion 3.30 y de este modo

se puede calcular el coeficiente desconocido de la funciéon base, siendo la Unica

incégnita en la ecuacion.

A

\/

B /\

Figura 3.6 Colocacion de puntos.
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Para la aplicacién como tal de las funciones B-spline en vigas, se presentan a
continuacion las siguientes dos vigas, con base en las expresiones de la formulacién

de los residuos pesados en el MEF.

3.3.2. Viga tipo 1

Considérese una viga, la cual esta simplemente apoyada, con una longitud L, un
modulo de elasticidad E y un momento de inercia I. Ademas, esta sometida a un
par de momentos Mo, los cuales estan actuando en cada uno de los extremos de la
viga, como se muestra en la siguiente figura.

y(x)
A

Mo( )Mo
X

— —

. —
— -
— -
-

L LE|

Figura 3.7 Viga tipo 1.
Primordialmente, es necesario calcular las reacciones de la viga con métodos
isostaticos para que, con base en la ecuacioén diferencial de la curva de deflexion,

se pueda calcular la solucién exacta para la viga.

Mo( ‘
/ X

Figura 3.8 Analisis isostatico de la viga tipo 1.

L

Dado que la viga sélo esta bajo acciones de momento puro, la sumatoria de

momentos, M (x), resulta ser igual al momento actuante, por lo tanto:

M(x) = Mo (3.31)
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y al sustituirlo en la ecuacién 3.24, se obtiene:

2
EI222) = o (3.32)

dx?

por consiguiente, al realizar las integraciones correspondientes:

EIZ—z =y'(x) =Mox+ (; (3.33)
2
Ely(x) = Mo+ Cix + C; (3.34)

Ahora se aplican las condiciones de frontera, donde el desplazamiento y el giro sean
cero, o sea: y(x = 0) = 0, y también: y’ (x = g) = 0, las constantes de integracion

tendran los siguientes valores:
C, = —Mog i C,=0 (3.35)

que al sustituir estos valores en la ecuacion 3.34, esta se puede reescribir de la

siguiente forma, siendo una solucion exacta proveniente de un analisis estructural:
x? L
Ely(x) = Mo;—Mo; x (3.36)

Al sustituir estas constantes de integracion en la ecuacion 3.34, se llega a que la
solucion exacta de la ecuacién diferencial esta dada como,

fy() =22 (x? — Lx) (3.37)

Con funciones B-spline se realizara el calculo de una funcion de interpolacion, la
cual se debe de aproximar a una solucion exacta, es decir, a la expresion 3.37. Por
ende, si se considera un k =3 yunvectordenodosx=[0 0 0 1 1 1],se
obtiene la siguiente expresion de interpolacion, la cual esta en funcion del parametro

t (ver apéndice A),

y(t) = ByNy3 + B;N,3 + B3N3 3 (3.38)
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Asimismo, se hace la consideracion de las siguientes funciones base:

Niz=(1-1t)?
N2’3 ES Zt - 2t2 (339)
N3‘3 == tz

que al sustituirlas en la funcion de interpolacion, se obtiene:
y(t) = B;(1 — t)? + B,(2t — 2t?) + B;(t?) (3.40)

Ahora los vectores de posicion B; son constantes a determinar, por lo que se aplican

las siguientes condiciones de frontera:
Para y(t=0)=0
B;(1—0)%+ B,(2(0) — 2(0)>) + B3(0>) =0
B;(1)?=0
~B; =0 (3.41)
Paray(t=1)=0
B;(1-1)2%+B,(2(1) —2(1)>) +B3;(1>) =0
Bs(1) =0
~B;=0 (3.42)

Hasta ahora se ha podido calcular 2 de 3 constantes, por lo que se ve la necesidad
de aplicar como tal la formulacion con residuos pesado para calcular la constante

restante, por consiguiente, se deriva dos veces la expresiéon 3.40.
y'(t) = =2B,;(1 —t) + B,(2 — 4t) + B5(2t) (3.43)
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Este ultimo resultado puede ser sustituido en la expresion 3.25, resultando de la

siguiente forma:
EI(2B; — 4B, + 2B3) — Mo = R(¢t) (3.45)

y si se realiza la colocacién de un punto, esto obliga al residuo a tener un valor nulo,
. 1 . 'y .
por lo tanto, se puede considerar R (t = 5) = 0, ademas, también se incluyen los

valores nulos de las constantes B; y B;. La expresion anterior se puede reescribir

de la siguiente manera:
EI(2(0) — 4B, +2(0)) — Mo =0

Mo

& B, =
2 4EI

(3.46)

Una vez que se han determinado las 3 constantes, la funcion de interpolacion con

funciones B-spline obtiene la forma,
y() = (0)(1 - )2 + (- 22) (2t — 2¢%) + (0)(t2) (3.47)

fy() =y(@) = o (2 —1) (3.48)

Si se observa detenidamente, esta ultima expresion obtenida y se compara con la
solucion exacta, tiene la misma composicion, es por ello que se puede determinar

que se pueden hacer formulacion con funciones B-spline aplicadas al MEF.

3.3.3. Viga tipo 2

Considérese una viga, la cual esta empotrada en el extremo izquierdo, con una
longitud L, asimismo, un mdédulo de elasticidad E y un momento de inercia 1.
Ademas, esta sometida a una carga uniformemente distribuida W, como se muestra

en la figura 3.9.
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L, El

Figura 3.9 Viga tipo 2.

Primeramente, se realiza el analisis estructural con métodos isostaticos para

compararlo con la funcién de interpolacion con funciones B-spline, por lo tanto, las

reacciones obtenidas son:

L

X

WL | |
Figurg 3.10 Analisis isostatico de la viga tipo 2.

wL?
MA == 2

;. Ry=WL
Si se realizar la sumatoria de momentos, M(x), se obtiene:
W 2 2
M(x) =?(L + 2Lx — x*)
o bien, en su forma algebraica:
w2
M(x) = Ryx + My —X
y al sustituirlo en la ecuacién 3.24, se tiene:

d?y(x) w
EIWZ RAX+MA —;xz

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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por consiguiente, al realizar las integrales correspondientes:

d ’ R w
Eld—z=y(x) =7Ax2+MAx—Ex3+C1 (3.53)
ELy(x) = 223 + 242 — = 2" 4 Cix + G (3.54)

y se aplican las condiciones de frontera, donde el desplazamiento y el giro sean
cero, o sea: y(x = 0) = 0, y también: y’(x = 0) = 0, las constantes de integracion

tendran los siguientes valores:
;=0 ; C,=0 (3.55)

Ahora se sustituyen estos valores de las constantes y las reacciones de las
expresiones 3.49 en la ecuacion 3.54, esta se puede reescribir de la siguiente forma,

siendo una solucion exacta proveniente de un analisis estructural:

2
Ely(x) = %x3 + %xz - %x‘* (3.56)

Ademas, este resultado también puede ser interpretado como una solucion con

funcién de interpolacion del MEF de formulacidon numérica, es decir:
y(x) = ag + a;x + a,x? + azx3 + a,x*
L y(x) = g (—x* + 4Lx3 + 612x2) (3.57)

Con funciones B-spline se realiza el calculo de una funcion de interpolacion, la cual
se debe de aproximar a una solucion exacta, es decir, a la expresion 3.56. Para este
caso, se considerara un k=5 y un vector de nodos
x=[0 0 0 0 01 1 1 1 1],porloque seobtiene la siguiente expresion

de interpolacion, la cual esta en funcion del parametro t (ver apéndice A),

y(t) = BiNy5 + ByNy 5 + B3Ny 5 + ByNys + BsNs 5 (3.58)
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Asimismo, se hace la consideracién de las siguientes funciones base:
Nis=(1- t)*
Nys =4t(1—t)3
N3 5 = 4t*(1 —t)? (3.59)
Nys =4t3(1—1t)
Ns5 = t*
que al sustituir estas funciones en la funcion de interpolacion, se obtiene:

y(t) = Bi(1 — t)* + B,[4t(1 — t)°] + B;[4t*(1 — t)?]
+B,[4t3(1 — t)] + Bs[t*] (3.60)

y si se realiza su derivada correspondiente:

y'(t) = B1[—4(1 — t)3] + B,[4(1 — t)3 — 12t(1 — t)?] + B5[8t(1 — t)? + 8t2(1 — ¢t)]
+B,[12t%(1 — t) — 4t3] + B5[4t3] (3.61)
Ahora, se pueden aplicar las condiciones de frontera para simplificar términos y las

constantes B;, por lo tanto:
Para y(t=0)=0

B;(1—0)* + B,[4(0)(1 — 0)3] + B3[4(0)%(1 — 0)?]
+B,[4(0)3(1 — 0)] + B5[0°] = 0

Bi(1)=0
~“B; =0 (3.62)
Paray (t=0)=0

B,[4(1 - 0)° — 12(0)(1 — 0)*] + B3[8(0)(1 — 0)* + 8(0)*(1 — 0]
+B,[4(0)°(1 — 0)] + B5[0%] = 0

“B,=0 (3.63)
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Por lo que las expresiones 3.60 y 3.61 se pueden reescribir como:
y(t) = B3[4t*(1 — t)?] + B,[4t3(1 — t)] + Bs[t*] (3.64)
y'(t) = B5[8t(1 —t)? — 8t%(1 — t)] + B,[12t%*(1 — t) — 4t3] + Bs[4t3] (3.65)
Por consiguiente, la segunda derivada esta dada de la siguiente forma:

y (t) = B3[8(1 —t)? — 32t(1 — t) + 8t2] + B,[24t(1 — t) — 24t?]
+B:[12t2] (3.66)
Como se puede observar, 2 de las 5 constantes ya estan determinadas, por
consiguiente, se tiene que realizar una colocacion de 3 puntos, uno para cada
constante faltante, la ecuacion 3.66 y 3.50 tienen que ser sustituidas en la expresion

3.25, por lo tanto:

R (t - %) =0
e [o(1-2) = 22) (1-2)# 0 () oo () - 242
+ B [12 G)Z” - [% (1 - %)2] =0 (3.67)

realizando los procedimientos correspondientes, se obtiene:

EI[—B3+3B4+%BS -2 =0

0 bien:

3 ow
El [—33 +3B, + ZBs] =2 (3.68)
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R (t - %) =0
o[ (1~ -2 (-3 +0) | 2o () (-5 -2
+ B [12 (%)2” - [% (1 - %)2] =0 (3.69)

realizando los procedimientos correspondientes, se obtiene:

Y_o

EI[-4B; + 3Bs] — = =

o bien:

w

EI[-4B; + 3Bs] = = (3.70)

R (t - Z) =0
e[ (13 2 () (-2 + 0 (e ) 1=~
+ B [12 (%)2” - [% (1 - %)2] =0 (3.71)

realizando los procedimientos correspondientes, se obtiene:

El [—33 — 9B, +24—7135] —-2=0
o bien:

27 w
El [—33 — 9B, + TBS] =2 (3.72)

Con las expresiones 3.68, 3.70 y 3.72, se puede formar un sistema de ecuaciones,
que al resolver dicho sistema se pueden obtener los valores de las constantes B;,

por lo tanto:
By=— ; By=——- ; Bs=— (3.73)
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Consecuentemente, los valores de las 5 constantes obtenidas pueden ser
sustituidos en la funcién de interpolacién con funciones B-spline, ecuacion 3.60, por

lo tanto, se puede reescribir de la siguiente forma,

Y(6) = e 42— 7] + o (431~ D] + g1 (e)

Ly =y(0 = 2| (421 - 2]+ S [4A- 0]+ D] @79

Al igual que en la viga tipo 1, si se observa detenidamente, esta ultima expresion
obtenida y se compara con la solucién exacta, tiene la misma composicion, es por
ello que se puede determinar que se pueden hacer formulacién con funciones

B-spline aplicadas al MEF.

Para ilustrar mejor esto, se puede apreciar la figura 3.11, donde las expresiones
3.56 y 3.74 han sido evaluadas para una viga con 3 m de claro y 3 ton/m, con ello
se puede comparar los resultado que arrojan dichas expresiones, una como una
solucion exacta proporcionada por una analisis estructural y la otra como una

solucion con funciones B-spline.

COMPARACION, SOLUCION EXACTA Y B-SPLINE

-0.010

-0.020 o
.~\\~.
%.
_ 0030 g
= '\'\
) X
© -0.040 ,\'
\_
= 0050 N
< Se
- N
E 0.060 .\.
S o0 \.\
0.080 .\o
0. .
[ }
-0.090 =e=EXACTA B-SPLINE \'

-0.100
LONGITUD DE LA VIGA(M)

Figura 3.11 Comparacion de solucién exacta y funciones B-spline.
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3.4. Elementos solidos

Las funciones B-spline no sélo pueden ser aplicables a la teoria de vigas sino
también estas pueden emplearse para la formulacién de elementos soélidos. Es
decir, para elementos barra o tipo armadura, asi como también para elementos de

esfuerzo y deformacién plana.

3.4.1 Elemento armadura de 1er orden

Considérese un elemento tipo barra, como se muestra en la figura 3.12, el cual se
encuentra en una sola dimension. Al ser un elemento lineal, se realiza una
formulacion de interpolacion de primer orden o primer grado, es decir, que el

elemento sélo tiene 2 grados de libertad.

@ 2

O O—pX
X=0 X=L
’ L EA ?

Figura 3.12 Coordenadas globales (x,y) en elemento armadura de ler orden.

Para iniciar el analisis y poder emplear las funciones B-spline es necesario usar las
coordenadas locales del elemento, realizando un calculo isoparamétrico (ver
apéndice A). Por lo que para el elemento anterior, sus coordenadas cambiaran del

eje x al eje t, de tal forma que se puede ver en la figura 3.13.

@ 2

Q O—pt

Figura 3.13 Coordenadas (t) en elemento armadura de ler orden.

Primeramente, con base en la expresion 3.1, se puede considerar una funcion de

interpolacién de desplazamientos, u(x), por lo tanto:

u(x) = Nl,Z(t)dl + N2,2(t)d2 (375)
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O bien, una funcién de interpolacién de geometria:

X = Nl’z(t)xl + NZ‘Z(t)xZ (376)

donde d; y d, son los desplazamientos de su correspondiente nodo, x; y x, son las

coordenadas de cada nodo y N; , @ SOn las funciones base con respecto al eje t,

las cuales, para este caso, son las siguientes:

Ni(0)=(1—1t)

Ny, (t) = t (3.77)

Al sustituir las funciones base en la ecuacion de desplazamiento y de geometria,

respectivamente, el resultado es el siguiente:
u(x) =1 -1t)d, + (t)d, (3.78)
x=00-t)x; + (t)x, (3.79)

Una vez determinada la funcién de desplazamiento y geometria se puede calcular
la matriz de la deformacién axial del elemento, siendo la primera derivada de la
funcién de interpolacion de desplazamientos, ver seccion 2.2,

_du(x)
X dx

(3.80)

Para un elemento isoparamétrico, es necesario el uso de la “regla de la cadena”,
pues la funcién de desplazamiento y geometria estan en funcion de un eje diferente

del eje x, por lo tanto:

d du dt
du _ du dt (3.81)
dx dt dx
Al realizar las respectivas derivadas se obtiene:
d dN; 3
=Z==2".q (3.82)
dt dt
du _ d d,
— = =[N N, -1 -
dt  dt [N12 22] dz] (3.83)
Mz _ 9, 4Nz _ (3.84)

dt
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%: [—1 1]-[32] (3.85)

analogamente:

Z =] = Z[1-Dx + (O)x;] (3.86)

donde J es el Jacobiano de la funcion,

dx _d X1

Z =Ny Ny [xz (3.87)
dx X1
TS oo
% = —x, +%, (3.89)

Asimismo, se sabe que x; y x, tienen como valores 0 y L, respetivamente, por lo

tanto:

L _o4L=1L
dt

. dt —

s = (3.90)

1
L
Al sustituir los resultados obtenidos de la regla de la cadena, la matriz de

deformacion lineal se reescribe de la siguiente manera:

-

17d N;
(e =7 ]
d
we] = %[_1 1] d;] (3.92)

de donde se puede considerar como una matriz de compatibilidad [B] :

[B] = % 4] (3.92)
~ [B] = %[_1 1] (3.93)
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Una vez determinada la matriz de deformacién, con ayuda de la ley constitutiva o
matriz constitutiva, [C], se puede calcular la matriz de esfuerzos la cual se expresa

de la siguiente manera, ver seccion 2.3,
[o] = [C]- & (3.94)

Al ser un elemento unidimensional, como se mencioné en el apartado 2.4, la matriz

constitutiva se considera como simplemente el médulo de elasticidad, por lo tanto:

-1 1] Z;] (3.95)

Para concluir el analisis de este elemento se procede a calcular la matriz de rigidez,
es por ello que la matriz de deformacion lineal fue calculada previamente, de donde
se puede retomar la matriz de compatibilidad para poder sustituirla en la expresion

general de la matriz de rigidez del elemento finito:
[k] = J, [B]" - [C] - [B]- dn (3.96)
donde:
[B] = matriz de compatibilidad;
[C] = E = matriz constitutiva;
dQ=A-dx ; dx=]-dt - dx=L-dt

Al sustituir los términos en la expresion general de la matriz de rigidez, obtenemos
la siguiente forma de la expresion, teniendo una integral definida por los nodos en

las coordenadas naturales, yendo de 0 a 1:

11 1

[k]=foz[—1 1]T-E-L[—1 1]-A-L-dt (3.97)

Se procede a desarrollar la expresion, los cuales se presentan a continuacion:
_EA1[—17. )
=T [Ty 1 1)

k] =221 [_11 —11] . dt
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La integral se evalua en los valores definidos:

[k = EL_A[—11 _11]01

Sl =2 [_11 ‘11] (3.98)

Cabe destacar que la matriz de rigidez siempre debe de ser:
1. Simétrica,
2. Definida positiva,
3. Todos los términos de la diagonal principal son positivos y no nulos, y
4

. Es singular, pues la matriz no tiene inversa.

3.4.2. Elemento armadura de 2do orden

Considérese un elemento tipo barra, como en el apartado anterior, con la Unica
diferencia que este tendra 3 nodos en vez de solo 2, como lo representa la figura
3.14. Por lo que la formulacion de interpolacion se convierte en una de segundo

orden o segundo grado.

@ @ ©)
QO ( O——»mX
X1=0 Xo=L/2 X3=L
L/2 L/2
L, EA

Figura 3.14 Coordenadas globales (x,y) en elemento armadura de 2do orden.

Como en el anterior apartado, para iniciar el analisis y poder emplear las funciones
B-spline es necesario usar las coordenadas locales del elemento, realizando un
calculo isoparamétrico (ver apéndice A) Por lo que las coordenadas cambiaran del

eje x al eje t, de tal forma que se puede ver en la figura 3.15.
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@ 2 ®

( @) O—pt
t;=0 t,=1/2 t3=1

112 112
1

Figura 3.15 Coordenadas (t) en elemento armadura de 2do orden.

Primeramente, la funcion de interpolacion de desplazamientos crecera un término

mas, pues tiene un grado de libertad mas, por lo tanto:

u(x) = N1’3(t)d1 + N2’3(t)d2 + N3’3(t)d3 (399)
O bien, una funcién de interpolacién de geometria:
X = N1’3(t)x1 + Nz‘g(t)xz + +N3’3(t)X3 (3100)

donde d, son los desplazamientos de su correspondiente nodo, x, son las

coordenadas de cada nodo y N, @ SOn las funciones base con respecto al eje t,

las cuales, para este caso, son las siguientes:
Nis(t) = (1 —1t)?
Ny3(t) = 2t(1 —t) = 2t — 2t? (3.101)
N33(t) = t?

Al sustituir las funciones base en la ecuacion de desplazamiento y de geometria,

respectivamente, el resultado es el siguiente:
u(x) = (1 —t)2%d; + 2t — 2t®)d, + (t?)d, (3.102)
x=(1-1t)x + (2t —2tH)x, + (t?)x; (3.103)

Una vez determinada las funciones de desplazamiento y geometria se puede
calcular la matriz de la deformacién axial del elemento con la expresion 3.80.
Haciendo uso de la “regla de la cadena” se realizan las respectivas derivadas y se
obtiene:
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du _ dNi 3 (3.104)
dt dt
d d dl
d—‘l; = E [N1'3 N2'3 N3'3] - dz] (3105)
ds
AN _ 9p 9 . dN23 _ o _ 4t ; N33 _ oy (3.106)
dt dt dt
dy
du
s—=[2t-2 2-4t 2t]- ldzl (3.107)
ds
analogamente:
Ly o (01— %, + 26— 2690, + ()] (3.108)
X1
dx d
Z =[Nz Nz Nysl|xo (3.109)
X3
dx d L
2= Llet-2)0+ -4 (%) + @nw) (3.110)
% = (1-26)(L) + 2t(L) (3.111)
% =L —2tL + 2tL (3.112)
“@x_y 9 a1 (3.113)
dat dx L

Al sustituir los resultados obtenidos de la regla de la cadena, la matriz de

deformacion lineal se reescribe de la siguiente manera:

1[dN; 2
[ex] =7 ?] -d (3.114)
1 d1
sled =72t -2 2-4t 2t] [dz] (3.115)
d3
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donde la matriz de compatibilidad queda de la siguiente forma, a la cual

posteriormente se recurrira en el calculo de la matriz de rigidez:

[Bl==[2t—-2 2—4t 2t] (3.116)

=

Una vez determinada la matriz de deformacién, con ayuda de la ley constitutiva o
matriz constitutiva, [C], se puede calcular la matriz de esfuerzos con base en la
expresion 3.94. Asimismo, al ser un elemento unidimensional la matriz constitutiva

se considera como simplemente el médulo de elasticidad, por lo tanto:
dy
s |o] =E- % [2t —2 2—4t 2t]- [dzl (3.117)
ds

Para concluir el analisis de este elemento se procede a calcular la matriz de rigidez,
donde se puede retomar la matriz de compatibilidad para poder sustituirla en la

expresion general de la matriz de rigidez del elemento finito, y se sabe que:

Por lo tanto, al sustituir los términos en la expresién general de la matriz de rigidez,
obtenemos la siguiente forma de la expresion anterior, donde la integral esta

definida por los nodos en las coordenadas naturales, yendo de 0 a 1:
[k] = f01%[2t—2 2 — 4t Zt]T'E'%[Zt—Z 2—4t 2t]-A-L-dt (3.118)

Desarrollando la expresiéon se obtiene:

1 1 Zt - 2
kl = —_|72 — - E-— _ _ “A-L-d
(] LLZZtALt S[2t-2 2-4t 2] ¢
[k]=T 2—4t][2t—2 2—4t 2t]-dt
ol 2t
EA (1 (2t — 2)? (2t —2)(2—-4t) (2t-2)(2b)
[k] = Tj 2-4H)(2t-2) (2 — 4t)? (2 —-4t)(2t)| - dt
o[ @vEt-2) (2t)(2 — 4t) (2t)?
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al evaluar la integral en sus valores definidos, se obtiene:

WINWIDd WIN
|

A 4 -2 =2

clkl==-1-2 4 =2 (3.119)
-2 -2 4

Y se puede observar que la matriz de rigidez obtenida cumple con las propiedades

mencionadas en el apartado anterior.

3.4.3. Elemento rectangular plano de 4 nodos
Considérese un elemento cuadrilatero cualquiera como el de la figura 3.16 como un

elemento bidimensional, el cual esta definido por sus 4 nodos correspondientes.

> X

Figura 3.16 Elemento plano en coordenadas cartesianas.

Para poder emplear las funciones B-spline es necesario usar las coordenadas
locales del elemento, como en los 2 apartados anteriores, realizando un calculo
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isoparamétrico (ver apéndice A) Por lo que las coordenadas cambian de los ejes
(x,y) alos ejes (s, t), como lo muestra la siguiente figura:

t
A

0,1) (1,1)

@ @

(0,0) (1,0)

> S

Figura 3.17 Elemento plano en coordenadas (s,t).

Tal elemento tiene desplazamientos, los cuales estan definidos por la funcién de
interpolacion i,, asimismo, tiene una geometria que también esta definida por las

funciones X. Estas 2 funciones se muestran a continuacion, respectivamente:

-

. u
Ue = [‘U](s,t) = Niggp " d (5320)
L,
2o [y] (3.121)
donde:
o u(s, t) = N1,4(Slt)u1 + N2,4(S,t)u2 + N3,4-(s,t)u3 + N“"“‘(s,t)u4 (3.122)
e T (s, t) = N1,4(S,t)u1 + N2,4(Slt)uz + N3,4(S,t)u3 + N4-,4-(s,t)u4-
. X = N1'4(5,t)x1 + NZ"*(S,t)x2 + +N3'4(Srt)x3 + N4'4(S't)u4 (3.123)
y= N1'4(s,t)y1 + N2,4(S,t)3’2 + +N3,4(S‘t)y3 + N4,4(S’t)}’4 :

En las ecuaciones anteriores, u, y v, son los desplazamientos correspondientes a

cada nodo, x, Y y, son las coordenadas de cada nodo y Ni,n(t) son las funciones

base con respecto a los ejes (s, t), las cuales, para este caso, son las siguientes:
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Ny () =1 —-s)(1—1t)
Ny (t) =s(1—1t)
N3, (t) =s-t
Ny, (t) =t(1—s)

(3.124)

Una vez determinadas las funciones de desplazamiento y geometria se puede
calcular la matriz de deformaciones del elemento. Por ser un elemento en 2

dimensiones, este tiene 2 deformaciones longitudinales y 1 angular, teniendo lo

siguiente:
Ex
[e] = [SJ/] = [ONi](s,p) d (3.125)
Vxy
o bien:
[e]=[B]-d (3.126)

donde la matriz de compatibilidad, con base en la expresién 3.92, esta dada de la

siguiente forma:

[B] = U1 [0Ni](s,) (3.127)
por lo tanto:
u ov ou  Ju
Ex = a ; Ey = 5 ; ]/xy = a a (3128)

haciendo uso de la “regla de la cadena” se obtiene lo siguiente:

ou _ Odu 0x du dy
ds  9x Os T dy 0s (3.129)
ou _ Odu 0x du dy
gt  9x ot T dy ot (3.130)
y analogamente:
ov _ dv 0x dv dy
ds  0x Os T dy 0s (3.131)
ov ov Ox v 0
—==Z4 == (3.132)

at  ax at | ay ot
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El resultado de la regla de la cadena también puede escribirse en forma matricial,

como se muestra a continuacion:
ou dx Ot a_u
ds| _19s os||0x
ou| — |ox dy||9u (3.133)
ot ot ot ] Loy

de esta expresion podemos obtener el Jacobiano, [/], del elemento, donde:

ox ot
s 0
Ul = é i (3.134)
at ot
analogamente:
ov @
g ox
ol = Ullas (3.135)
at dy

Si se realizan las derivadas de las funciones base se puede obtener lo siguiente:

SNy =t—1 SNy =s—1

%NZA-_ 1-t % 24— —S

; ;o (3.136)
SeVza =t S V34 =S

2 Nyy = —t S Npy=1-5

Al sustituir todos los valores correspondientes en la matriz de deformacion se

obtiene:

_ul_

V1

&y t—1 0 1—t 0 t 0 —t 0 Uy

e, =115 —1 0 =S 0 s 0 1-s 0 ||v2
[e] L,y] U] 0 t—1 0 1—-t 0 ¢t 0 Zt ||us| 8137

Xy 0 s—1 0 s 0 s 0 1-—sl{vs

Uy

|V,
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y consecuentemente:

t—1 0 1—-t 0 t 0 -t 0
_r-1ls—1 0 —s 0 s 0 1-s 0
BI=UI"1"0" ¢Z1 0 1=t 0 ¢ o -¢| @139
0 s—1 0 —-s 0 s 0 1-—s

Una vez determinada la matriz de deformaciones, se procede al calculo de la matriz
de esfuerzos, que al igual que la de deformacion, esta cuenta con 2 esfuerzos

normales y 1 esfuerzo cortante, la cual se expresa de la siguiente forma:

O-.X'
[o] = lay] = [C][e] (3.139)

Txy

donde la matriz constitutiva resulta ser la expresidn 2.46 0 2.55, segun sea el caso,
como se explico en el apartado 2.4, ya que es un problema de 2 dimensiones. Ahora

si se sustituye la matriz de deformacion, se tendra la siguiente expresion:
[o] = [C][B]-d (3.140)
o bien:
[o] = [CTUT7*[ON](s.r) (3.141)

Para terminar, se debe de calcular la rigidez del elemento utilizando la ecuacién

general de la matriz de rigidez y se sabe que:

donde al ser un elemento de 2 dimensiones, esta se reescribe de la siguiente

manera, teniendo integrales definidas:
[k]= [, [][BI"-[C]- [B]-da (3.142)
ademas:

d=b-dA=t-dx-dy
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dx-dy =[J]"'ds - dt

por lo tanto, la expresion 3.142 se puede reescribir de la siguiente forma:
(k1= b f; [;IBI7-[C1- [B]- 1 7'ds - dt (3.143)

Por la extensién de la integral y la complejidad del procedimiento se puede aplicar

la integracién numérica de Gauss (ver apéndice B), por lo tanto:

[ = by, X7 [B (s )] [C1[B(sit))] [B(si )] - Wi - W (3.144)

donde s y t son puntos seleccionados y W, es el factor de peso correspondiente al
punto, en consecuencia, la expresién 3.144 se puede reescribir de la siguiente

forma:

[K] = [k(sq, t)] + [k(s2, t2)] + [k(s3,t3)] + [k(s4, ta)] (3.145)
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Capitulo 4. Formulacion variacional y numerica del
metodo.

Para el desarrollo del MEF en una problematica, se define mediante ecuaciones
diferenciales y condiciones de contorno, llegando a un tipo de formulacion para la

aproximacion de la solucion.

Entre estas formulaciones podemos encontrar la variacional y la numérica, las
cuales son las bases para las soluciones aproximadas del método, a continuacion,

se describen estos 2 tipos de formulaciones.

4.1 Formulacion variacional

Los métodos de formulacion variacional forman una opcién sélida y amplia usada
en la formulacion de aproximaciones de elementos. Se han constituido herramientas
para el analisis de estructuras en la ingenieria, sofisticando estos métodos vy

aplicandolos por ejemplo en el MEF.

Los principales métodos variacionales que puede ocupar el método de los
elementos finitos se encuentran los principios del trabajo virtual y la energia
potencial minima, asi como los principios duales a estos mismos, que a continuacion

Se expresan.

4.1.1. Principio del trabajo virtual

El principio del trabajo virtual (Washizu, 1975; Gallagher, 1975) se deriva de las
ecuaciones de equilibrio explicadas en la seccion 2.3. De este modo, si se considera
un cuerpo completamente en equilibrio, sometido a determinadas fuerzas de cuerpo
y condiciones de frontera, de este modo se puede denotar las componentes de

esfuerzo oy, 0, y 0, (ecuaciones 2.19, 2.20 y 2.21, respectivamente) y ,,,, por lo

tanto:

do JtT ot do at
x £+_Zx+qx=0;___;_z Zzx
dx ay 0z

+@

P ™ 3y +q,=0enV (41
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ty—t,=0;..;t,—t, =0 sobre S, (4.2)

Se supone que el cuerpo ahora esta obligado a tener desplazamientos virtuales
infinitesimales, 6., §, y 6, a partir de esta constitucién de equilibrio, por lo que se

puede tener:

— IS, [(%+a;—;z+(%+qx)6u+(...)5,,+(%+(%+a;—f+qz)aw]dv+

M, [t = @8y + ()8, + (8, — 42)8u1dS (4.3)

donde dV =dxdydz y dS son el volumen elemental y el area elemental de la

superficie del cuerpo, respectivamente.

Ahora bien, se toma un conjunto de desplazamientos virtuales siempre que las
condiciones de contorno geométricas en S, se satisfacen a priori. En otras palabras,

se escogen de tal manera que se satisfagan las siguientes condiciones:
6,=0;6,=0;6,=0 sobre S, (4.4)
Ademas, mediante el uso de las siguientes relaciones geomeétricas
dydz=+ldS; dzdx=4+mdS; dxdy=+ndS (4.5)

las cuales se mantienen en el contorno y mediante integracién por partes, se puede

obtener la siguiente expresion:

9oy a8y,
- JIf, %% dx dy dz = [[; 0,16,dS— [[f, 0,5 dxdydz (4.6)

de tal modo que la ecuacion 4.3 se puede reescribir como:

-1, (axsgx +0y,0e, + 0,0¢, + Tay0¥xy + Ty20Yy, + sz6yzx) —[If, (a6, + a,6, +

q.0,)dV — | f51 (€6, + E,6, + £,6,)dS =0 (4.7)
donde:
96y _ 9% — 9w , _ 96y | 06y _ 96w , 06y
6Sx_ax' Sy_ay'6fz_az'6yx3’_ax+ay’6yyz_ay 9z ’
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38, = 38,
o =5 o “8)

Este principio se aplica para un desplazamiento virtual infinitesimal arbitrario que

satisface las condiciones de contorno geométricas ya determinadas. Es decir, el

principio de trabajo virtual estipula que:

“Si un cuerpo esta en equilibrio bajo un sistema de fuerzas y permanece en equilibrio
al someter al cuerpo a un pequerio desplazamiento virtual, el trabajo virtual realizado
por el sistema de fuerzas externas actuando sobre el cuerpo es igual al trabajo de

deformacion virtual realizado por las fuerzas internas”.

4.1.2. Principio del trabajo virtual complementario

Dentro del principio del trabajo virtual y las pequefias deformaciones se puede
formular un principio dual al principio del trabajo virtual. Para ello se considera un
cuerpo solido en equilibrio, sometido a un sistema de fuerzas y condiciones de
frontera. Seguido a ello, se denota las componentes de deformacién y

desplazamiento por &,,..., ¥x, Y U, v, w, respectivamente, por lo que se tendra lo

siguiente:
a ou 8
ex—£=0,..., yxy—£—£=OenV (4.9)
u—u=0;..; w—w=0sobre S, (4.10)

Ahora, se supone que el cuerpo toma un conjunto arbitrario de variaciones virtuales

infinitesimales de las componentes de esfuerzo, &, , 85,0 - s Ory de la

configuracion de equilibrio, por lo que se tiene lo siguiente:

u ou Ju dv
I8, |(ee = 55) 0o + (o = 55) By + 0 (v = 55 = 55) 8y 4V +
ffsz [(w — W)t + (v — D)8t + (W — w)bt,]dS = 0 (4.11)
y por la integracion por partes, esta expresion puede transformarse de la siguiente
manera:

8z

a5gx a x 65sz
[T, (280, + 980, + o+ VayBey, + (52 + 2+ 522 ) u ot (v + ()] av -
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f] f51 [ust, + vét, + wbt,|dS — | fsz [ust, + v6t, + wot,|dS =0  (4.12)

Consecuentemente, se escoge un conjunto arbitrario de esfuerzos virtuales tales
que las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de contorno mecanicas no se

satisfacen a priori, ademas de que las siguientes ecuaciones sean completamente

satisfechas:
aaax 6Txy aa‘fxz —
T T 5.2=0 (4.13)
08z,  08g, 06z,
3 + 2y + 0 0 (4.14)
08c,, 901y, 065,
pw 3y 9 0 (4.15)
en el interior del cuerpo V' y:
Oty = 65 1+ 6Txym +6;,,n=0 (4.16)
oty = 6Txyl + SGym + STyzn =0 (4.17)
6t, =6, L+ 6Tyzm + 6, n=0 (4.18)

sobre S;. Con base en las ecuaciones anteriores, la ecuacion 4.12 se puede reducir

como:
111, (sx60x + ey 8+t yxyéfxy) dv — [f, [ast, + v6t, + Wot,]dS =0 (4.19)

A la ecuacion 4.19 se le conoce como el principio del trabajo virtual complementario
(Washizu, 1975). Este principio es completamente valido para variaciones de
esfuerzo virtual infinitesimal que satisfagan las ecuaciones de equilibrio y las
condiciones de contorno mecanicas. Con ello se puede apreciar que el principio del
trabajo virtual complementario tiene una forma que complementa al principio del

trabajo virtual, valga la redundancia, expresado por la ecuacién 4.7.
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El principio de trabajo virtual complementario estipula que:

“En una estructura con un campo de movimientos y deformaciones compatibles, el
trabajo externo complementario de un campo arbitrario de fuerzas virtuales sobre el
campo real de movimientos es igual al trabajo interno complementario de los

correspondientes esfuerzos virtuales sobre el campo real de deformaciones”.

4.1.3. Principio de la energia potencial minima

Dentro de los principios variacionales en la teoria de pequenas deformaciones de
elasticidad se puede encontrar el principio de la energia potencial minima (Washizu,
1975; Pian y Wu, 2006; Retama, 2010).

Este principio se deriva del principio del trabajo virtual mencionado en el apartado
4.1. Asimismo, tiene una limitante, ya que ahora, este principio esta restringido a
meramente cuerpos elasticos debido a que los desplazamientos estan relacionados
con esfuerzos por medio de una ley constitutiva, mientras que el principio del trabajo
virtual, los desplazamientos virtuales son validos para cualquier ley constitutiva. El
principio de la energia potencial minima es un principio de un solo campo y se

denota como:

nw) = [, [o"[e] —u"b,]dV — fsz u'tdS (4.20)

Con base en la expresion 4.19, el principio establece que:

“Entre todos los desplazamientos admisibles u que satisfacen las condiciones de
contorno esenciales i, definidas en S;, los desplazamientos reales hacen que la

energia potencial total sea minima”.

La aplicacion de este principio variacional a la solucion de problemas de la mecanica
de sdlidos, da como resultado métodos de equilibrio. Un ejemplo de este tipo de

métodos es el de las Rigideces.
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4.1.4. Principio de la energia potencial minima complementaria

Otro principio variacional, también derivado del principio del trabajo virtual
complementario, se encuentra el principio de la energia potencial minina
complementaria (Washizu, 1975; Retama, 2010), que como su adjetivo lo
determina, complementa al principio de la energia potencial minima. Este principio
complementario es derivado de la relacion esfuerzo-deformacion, cuando se
satisfacen las condiciones de equilibrio para las tensiones o y un sistema de carga

t a lo largo de la frontera del elemento, por lo que se tiene la siguiente expresion:

(o) = [, [¢"[o]]dV — f51 [tTu ]dS (4.21)

Con base en la expresion 4.19, el principio establece que:

“Entre todos los conjuntos de esfuerzos admisibles o, que satisfaces las ecuaciones
de equilibrio y las condiciones de frontera naturales t, definidos sobre S,, aquel que
corresponde a la configuracion de compatibilidad, es el estado de esfuerzos que

hace minima la energia potencial complementaria, definida por la ecuacion 4.21”

La aplicacion de este principio variacional a la solucion de problemas de la mecanica
de sodlidos, da como resultado métodos de compatibilidad. EI método de las

flexibilidades es uno de ellos.

4.2. Formulacion numérica

La formulacion numérica o, en algunos casos también nombrado como método
directo dentro de los elementos finitos, se obtiene por la composicion directa de las

ecuaciones de elasticidad expresadas en el capitulo 2.

Este tipo de formulaciéon es muy util para poder observar las relaciones
fundamentales entre la aproximacién del MEF y la estructura real. La limitante de
esta formulacion es que solo se puede aplicar para estructuras simples, pues
aplicarlo a estructuras mas complejas es muy tardado y laborioso e incluso, en
algunos casos, resulta ser imposible resolver. Ademas, es necesario mencionar que

cuando la problematica sea complicada de resolver dada por una geometria en las
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coordenadas cartesianas, podemos recurrir a los elementos lagrangianos o

isoparamétrico, los cuales tiene coordenadas naturales.

Con lo anterior se puede simplificar el procedimiento, pues se realiza una
interpolacién entre un mundo real (coordenadas cartesianas) y un mundo padre
(coordenadas naturales), finalizando el calculo de la matriz de rigidez con una
integracion numérica de Gauss. A continuacion, se expresa la formulacion numérica

del método para las estructuras elementales de MEF.

4.2.1. Elemento armadura de 1er orden

Se considera un elemento finito tipo barra, como el que se muestra en la figura 4.1,
el cual se encuentra en una sola dimension. Este elemento resulta ser el problema
mas simple con un analisis con el MEF, pues soélo tiene 2 nodos y trabaja
simplemente a compresion y tension. Al ser un elemento lineal, se realiza una

formulacién de interpolacién de primer orden o primer grado.

Y,
@ 2
O ) ——=X
- M-
- X —

Xo-X1= L

Figura 4.1 Elemento unidimensional de ler orden.

Para iniciar el analisis del elemento se procede a calcular y aproximar los
desplazamientos y, al considerarse un elemento unidimensional, se puede utilizar
u(x) como una funcion de interpolacion de desplazamiento, la cual se expresa de

la siguiente manera:

u(x) =ay+a;x (4.22)
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este polinomio tiene esta forma, pues las constantes a, y a,, representa los 2 grados
de libertad de la estructura. Asimismo, puede transformarse en forma matricial, el

cual se reescribe de la siguiente manera:
a
ux) =1 - [af] (4.23)

De primera instancia, se puede considerar:

1 x]=P() ; [2‘1}] =d (4.24)
~u(x) =P(x)-d (4.25)

Ahora, si se evalua la funcidén u(x) en x; y x,, obtendriamos las siguientes

ecuaciones:
ulx=x1) =d; =ayg+a;x; (4.26)
u(x =x,) =dy, = ag + a1 x, (4.27)

donde la funcion u(x) evaluada corresponde a los desplazamientos del nodo 1y 2,

respectivamente, lo cual deja la posibilidad de formar una matriz:
dl _ 1 x1 . aO
dz] - [1 Xz] [al] (4.28)

para simplificar los términos se puede hacer las siguientes consideraciones:

s [dy
d= dz] (4.29)
1 ox
m=; 7 (4.30)
por lo tanto, se tiene lo siguiente:
d=[M]-d (4.31)

de donde se pueden despejar las constantes “a” de la ecuacién anterior:

d=[M]"t-d (4.32)
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Posteriormente se procede a sustituirlo en la funcion u(x):

-

u(x) =P(x)-[M]™-d (4.33)

Consecuentemente, se sustituye cada término reducido por sus respectivas

matrices:

e =01 -2 (3] (4.3)

de donde se desarrollan las funciones de interpolacion para u(x):
1 dl
u@ =1 -0 -xl- | (4.3
2

Una vez establecida la funcién de desplazamiento se procede a definir las funciones

de forma o funciones de interpolacion, N , con base a la ecuacion 4.35, por lo tanto:

n, = Z (2 —x)
N(x) =1 nz] ; L (4.36)
n =7 (x —x1)

donde las funciones de forma pueden sustituirse en la funcidon de desplazamiento,

por lo que la expresion u(x) puede reescribirse de la siguiente manera:
u(X) == n1d1 + nzdz (437)

o bien:

u(x) = [ dz] (4.38)

Es importante mencionar las propiedades de las funciones de forma, las cuales se

enuncian a continuacion.

1. La suma de todas las funciones de forma siempre deber ser igual al valor de

1, la siguiente expresion representa esta propiedad:
XN =1 (4.39)
Por ejemplo, para el elemento de primer orden seria:
YNi=n,+n,=1
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1 1 1
“ng +n, =Z(x2 —x)+z(x—x1) =Z(x—x+x2—x1)
donde se sabe que x, — x; esigual a L, por lo tanto:
1
—(L) =1
(L)

con ello se comprueba esta propiedad.

2. Las funciones de forma siempre tienen el valor definido unitario en su nodo
correspondiente, por lo que en los demas nodos su valor es nulo. La siguiente

expresion representa esta propiedad:
donde §;; representa la Delta de Kronecker con la propiedad:

5 _F’ Vi=j
T, Vi#j

Por ejemplo, para el elemento de primer orden seria:

Para el primer nodo se sabeque x; = 0y x, = L

-1 le-w=taw-0=1
Tl1—z(xz—x)—z( —X)—Z( -0) =

1 1 1
”2=Z(X—0)=Z(X)=Z(0)=0

y graficamente se tiene:
1

) ©0
@ @

Figura 4.2 Funcion de forma del nodo 1.
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Para el segundo nodo se sabe igualque x; = 0y x, = L

_1 _1 _1 _
nl—z(xz—x)—Z(L—x)—Z(L—L)—O

_1 _1 _1 _
nz—z(X—O)—z(x)—z(L)—l

y graficamente se tiene:

0
@ 2

Figura 4.3 Funcién de forma del nodo 2.

con esto, se comprueba esta segunda propiedad de las funciones de forma.
3. Primera derivada

La suma de todas las primeras derivadas de las funciones de forma, debe ser igual

a cero; esto es,
Z Ni,x =0

Lo que garantiza que las funciones permitan describir un movimiento de cuerpo

rigido del sdlido.

Una vez mencionadas las propiedades de las funciones de forma, se continuara con
el procedimiento del analisis, con base en la expresion 4.38, se procede al calculo
de la deformacién axial del elemento, |la cual se basa en la expresion de deformacion
siguiente:

__dp—dy
xT oy

(4.41)

67|Pagina



o bien:

__du(x)
X dx

(4.42)

Dado que la deformacion axial también puede ser la derivada de la funcion de
desplazamiento aproximada con respecto a “x”, se puede deducir que la derivada
de la matriz de funcién de forma por la matriz de desplazamientos resulta ser la

deformacion, esto es

du(x) _ d

[e,] = —[n1 nz]- [32] (4.43)

dx dx

y realizando el procedimiento correspondiente, se obtiene

any _ 1r_ ., anz 1
E_L[ 1] =—[1] (4.44)

sled=10-1 11+, (4.45)

de donde se puede considerar una matriz de compatibilidad, [B], expresada como:
[B]=-[-1 1] (4.46)

reduciendo la matriz de deformacion de la siguiente forma:
[e,] = [B]-d (4.47)

Una vez determinada la matriz de deformacién, con ayuda de la ley constitutiva o
matriz constitutiva, [C], se puede calcular la matriz de esfuerzos la cual se expresa

de la siguiente manera:
[o] = [C] - & (4.48)

Como se explicé en el apartado 2.4, por tratarse de un elemento unidimensional, la
matriz constitutiva se reduce simplemente al modulo elastico del material del
elemento, por lo que al sustituir en la matriz de esfuerzos, esta se reescribiria como

se muestra a continuacion,
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[o]=E--[-1 1]- ;lz] (4.49)

Para finalizar el analisis del elemento unidimensional de dos nodos se procede a
calcular la matriz de rigidez, es por ello que la matriz de deformacion lineal fue
calculada previamente, de donde se puede retomar la matriz de compatibilidad para

poder sustituirla en la expresidén general de la matriz de rigidez del elemento finito:
[k] =, [B]"-[C]-[B]-dv (4.50)

donde:

[B] = matriz de compatibilidad;

[C] = E = matriz constitutiva;

dv = A - dx = area de la seccion trasversal por un diferencial de x

Al sustituir los términos en la expresidén general de la matriz de rigidez, se obtiene
la siguiente expresién, teniendo en consideracion que la integral esta definida por

los nodos del elemento finito lineal, x; y x,:
X2 |1 T 1
[l =, |z[-1 1]] 'E'[Z[‘l 1]]-Adx (4.51)

al desarrollar la expresion, se obtienen los siguientes calculos:

[k] = f:%[_ll]-E-%[—l 1] - Adx (4.52)
=500 T (453

y al evaluar la integral definida con los valores correspondiente, esta obtiene la

siguiente forma:

EA

x  —Xx)*2
[k] = 2 [—x x ]x1 (4.54)
[k] _ E Xy —Xq —X3 + xl] 455
T2 _x2+x1 Xy —Xq ( )
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de donde se sabe que:

por lo tanto, al sustituir esta condicion en la matriz de rigidez, se puede desarrollar

de la siguiente manera:

[k] = i—f[_LL _LL] (4.57)
k=231 [_11 _11] (4.58)

obteniendo finalmente como matriz de rigidez del elemento finito unidimensional la
siguiente expresion:

[k] = EL—A [_11 _11] (4.59)

Como ya se mencioné en el capitulo 3, la matriz de rigidez siempre debe de ser:
1. Simétrica,
2. Definida positivamente,
3. Todos los términos de la diagonal principal son positivos y no nulos, y
4

. Es singular, pues la matriz no tiene inversa.

4.2.2. Elemento armadura de 2do orden

Ahora, se considera un elemento finito unidimensional con 3 nodos, al igual que en
el apartado anterior, tal elemento tipo barra que de igual forma trabaja solo a
compresion y tension, figura 4.4. Para este elemento lineal, se realizara una

formulacion numérica con interpolacion de segundo orden o segundo grado.
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L/2 L/2
@ 2 ®
( ( O—mX

X3

Ny

-
\

Figura 4.4 Elemento unidimensional de 2do orden.

Al igual que para el analisis del elemento de dos nodos, primeramente, se procede
al calculo de la interpolacion de los desplazamientos y, al considerar el elemento
unidimensional de 3 nodos, se puede utilizar u(x) como la funcién de interpolacién

de desplazamientos, que ahora se expresa de la siguiente forma:
u(x) = ay + a;x + a,x? (4.60)

donde las constantes ay,a,y a, representas los 3 grados de libertad de la
estructura. Ahora, la ecuacioén 4.60 se transforma en forma matricial, reescribiéndola

de la siguiente manera:
Qo
u(x)=[1 x «x?%] [%] (4.61)
az
y haciendo el mismo procedimiento del apartado anterior, se puede considerar:

Qo
[1 x x?]=Px) ; [‘11] =da (4.62)
a

cu(x)=PXx)-d (4.63)

Ahora, si la funciéon u(x) se evalua en x;, x, y x3, se obtienen las siguientes

ecuaciones:
u(x =x;) =d; = ag + a;x; + a,x? (4.64)
u(x =x,) =d, = ay + a;x, + a,x3 (4.65)
u(x = x3) =d; = ag + a;x3 + a,x2 (4.66)
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donde la funcién u(x) evaluada corresponde a los desplazamientos del nodo 1, 2y
3, respectivamente, lo cual deja la posibilidad de formar una matriz de la siguiente

forma:

d, 1 x; x%] rag
[dzl =[1 x, x2 -[01] (4.67)
ds 1 x3 x2] %

Para simplificar la matriz, se hacen las siguientes consideraciones:

dy
d= [dzl (4.68)
d3
1 x; x?
M]=|1 x, x? (4.69)
1 x5 x2
por lo tanto, se reescribira como:
d=[M]-d (4.70)

de donde se pueden despejar las constantes “a” de la ecuacion anterior:
i=[M]"'d (4.71)

Posteriormente se procede a sustituirlo en la funcién u(x):

-

u(x) =P(x)-[M]™-d (4.72)

Ahora se puede sustituir cada término reducido por sus respectivas matrices:

1 0 0
3o+ 1| [4
u(x)=[1 x x?]- L L Ll [dzl (4.73)
2 4 2 d
- —= — 3
L2 L2 L2
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consecuentemente se puede desarrollar la funcidon de desplazamiento aproximado

u(x), como se muestra a continuacion,
d
wo=[iai(E3) E(Fe0) HE-0He] e
ds

de donde se pueden definir las funciones de forma, N, con base a la ecuacion

anterior:

R

Nx)=[mu ny ng] ; n2=4_x(_£+1) (4.75)

donde las funciones de forma pueden sustituirse en la funcién de desplazamiento,

por lo que la expresion u(x) puede reescribirse de la siguiente manera:
u(X) - n1d1 + nzdz + Tl3d3 (476)

o bien:
dy
u(x) = [n1 n, n3] . [dzl (477)
d3

Una vez definida la expresiéon anterior, se procede al calculo de la matriz de la

deformacion del elemento, la cual se basa en la expresion 4.42:
dy
[e,] = =2 = [B] H (4.78)
dx d
3

y consecuentemente, se derivan las funciones de forma con los procedimientos

correspondientes:

dy
d;—ix) = % [M1 nz nz- [dzl (4.79)
d3
2
any _ 4(F3) x_3 (4.80)
dx dx L L
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=—L =——+- (4.81)

1
= == (4.82)

Ahora, las derivadas de las funciones de forma se sustituyen en la expresion

correspondiente a la matriz de deformacion:

= e - =
d3
donde se considera a la matriz de compatibilidad, [B], como:
Bl=[F-1 —F+i F-1 (489
resultando finalmente como la matriz de deformacion:
[ex] = [B]-d (4.85)

Una vez determinada la matriz de deformacion, con ayuda de la matriz constitutiva

y con base en la ecuacion 4.48, se puede calcular la matriz de esfuerzos.

Como se explicé en el apartado 2.4, por tratarse de un elemento unidimensional,
matriz constitutiva se reduce simplemente al mdodulo elastico del material del
elemento, por lo que, al sustituir en la matriz de esfuerzos, esta se reescribiria como

se muestra a continuacion:

3 8x 4  4x

dy
[cl=E-|2-2 -Z42 ——1]-[d2] (4.86)

L2 L L2 L L2 L

Para finalizar el analisis se procede a calcular la matriz de rigidez, donde la matriz
de compatibilidad sera sustituida en la expresion general de la matriz de rigidez del

elemento finito:

[k] = [, [B]"-[C]-[B]-dv (4.87)
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que al sustituir los términos correspondientes en la expresién general de la matriz
de rigidez, se obtiene la siguiente forma de la expresion, teniendo una integral

definida por los nodos del elemento finito lineal, x; y x5:

4 3 8 4 4 11T
K=["F-2 -Z+2 -1 -E-[3-3 -5+ T-7] 4dr (a89)

L L2 L

Consecuentemente se procede a desarrollar la expresion:

x_3
L? L
=Bl e[t el E-dae e

Y @R E-DE-D)
W (B ED) (B (Ee(E-Dleen
E-DE-) @O0 @Y |

y al evaluar la integral definida con los valores correspondiente, se obtiene:
(D ) <— @D
L L L L L L |

I

EBE s @y ey

L2 L/\L*? L L2 L L2 L

_ 8x 4\ [4x 3 8x 2 8x

k=ea)(-Z+)(E-)  (E+)  (E+)E-D| e

7 8 1

| % "=

8 16 8
] =EAl-— = - (4.92)

L _8 e

3L 3L 3L

obteniendo finalmente como matriz de rigidez del elemento finito unidimensional de

3 nodos la siguiente expresion:

7 -8 1

[k]==]-8 16 -8 (4.93)
1 -8 7

Como se puede observar, esta matriz cumple con las condiciones ya explicadas en

el apartado anterior.
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4.2.3. Elemento triangular

Considérese un triangulo como el de la figura 4.5 como un elemento bidimensional
de 3 nodos, los cuales estan definidos en la misma figura. Es importante mencionar
que este elemento finito, también conocido como de deformacién constante, es el
mas simple en el MEF para analisis en el plano. De esta forma se puede determinar

las funciones de desplazamiento que estan dadas de la siguiente manera:
u(x,y) =ay +ax + ayy (4.94)
v(x,y) =ay+a.x +a,y (4.95)

i/

(X2, ¥a)

X1, ¥1)

X

Figura 4.5 Elemento bidimensional de 3 nodos.

Asimismo, los desplazamientos horizontales u y los desplazamientos verticales v

estan en funcion de (x, y) y, a su vez, afectados por las funciones de forma N:
u(x,y) = nquy +nyu, + naus (4.96)
U(X, y) = nlvl + nzvz + n3173 (497)

que reescrito de forma matricial se obtiene:

N

1

0 n2 0 n3 O
[] [O n, n, 0 n3] (4.98)

IS &<

| |
|us|
[ v, |
1
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Con base en la expresion anterior, se puede denotar un vector de desplazamiento
donde se contengan los desplazamientos horizontales y verticales, u y v,

respectivamente:

i, =] (4.99)

de este modo, la ecuacion 4.98 se puede reescribir y reducir como:

U, = [Ny |N; N3] - de (4.100)
donde:
ng 0 n 0 ny; O
Noy = NN INs) = |0 T T n3] (4.101)
[41]
]
- u
de = |, | (4.102)
| |
Lo,

3

Para definir las funciones de forma n,, n, y ns;, estas estan dadas por la siguiente

expresion:
n; = i (a; + bix + ¢;y) (4.103)
donde:
a; = XjYx — XYj (4.104)
bi =y — ¥k (4.105)
C; =Xk —Xj (4.106)
1 1 x1 »n
A= EDet 1 x, yz‘ (4.107)
1 %3 3
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y haciendo los célculos correspondientes, las funciones de forma son:

ng = i [(2y3 — x3¥2) + (2 — ¥3)x + (x3 — x2)y] (4.108)
n, = i [(x3y1 — x1y3) + (V3 — y)x + (X — x1)y] (4.109)
ng = i [(c1y2 — x291) + (V1 — ¥2)x + (22 — x1) Y] (4.110)

Posteriormente se procede a determinar la matriz de deformacion. En este caso por
ser una deformacion bidimensional, se tienen 2 deformaciones lineales y 1 angular,

las cuales estan expresadas de manera general como:

_u

& = - (4.111)
gy = g—; (4.112)
ou  dv
Vxy = ay ' ox (4.113)
por lo que la matriz de deformacién se expresa como:
[e] = [B] - d, (4.114)
donde:
gx
[e] = [Ey (4.115)
ny
[B] = N (4.116)
siendo la matriz de compatibilidad:
a
i ]
a
[B] = ay [N1[N2|Ns] (4.117)
A
dy 0Ox
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o bien:

d
= ol 0 0o
_ R n; ng
[B]_|O By} 00 nu 0 n, 0 ng (4.118)
a 0
oy ox

Consecuentemente, al realizar las derivadas correspondientes, la matriz de

compatibilidad se reescribe como:

6n1 anz an3 T
{a 0|5 057 o
d d 0
[B]=| 0 aiyl 0 aiyz 0 ai; (4.119)
dy dx | dy dx | 0y ox
by 0|b, 0 b; 07
[B]=i[0 al0 |0 o (4.120)
¢c1 bilcy, bylcy bsl

Como se puede apreciar, la matriz de compatibilidad resulta ser constante, la cual
se sustituye en la ecuacion 4.114, asi como el vector de desplazamiento, por lo que

la matriz de deformacion se reescribe de la siguiente forma:

ul]
[br Oy 03 0 |Zl|
[E]ZZ[O |0 |0 c3]| v§| (4.121)
i bilcy byles by

i
U3
Es importante hacer notar que las deformaciones dentro del elemento no dependen
de las coordenadas del punto donde éstas se calculan, por lo que se deduce que

estas son constantes. Este hecho hace que al elemento se le conozca como de

deformacioén constante.

Una vez determinada la matriz de deformacién se procede a determinar la matriz de

esfuerzos, que, de igual manera, se tienen 2 esfuerzos normales y 1 cortante:

Ox
[0] = [ffy] (4.122)

Tyy
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pero se sabe que la matriz de esfuerzos puede también ser calculada como el
producto de una matriz constitutiva por la matriz de deformacion, por lo que se tiene

lo siguiente:
[o] = [C][e] (4.123)

donde la matriz constitutiva puede ser para un estado de esfuerzo plano o
deformacion plana. Para el caso de esfuerzo plano, se utiliza la expresion 2.46,

rescribiendo la matriz de esfuerzo como:

1 v O
E 4
[o] = — v 1 191/ [B] - d, (4.124)
0 0 —
o bien:
[41]
. 1V0b10b20b30|31|
_ dv 1 0 2
[0]_2A(1—v2) v 2 [O c1|0 ¢, |0 C3]|v2| (4.125)
0 0 —|lc; bylcy, byles by |u3|
L, ]

y se puede saber que la matriz de esfuerzos es una constante, pues resulta ser el
producto de dos constantes, la matriz de deformacidén, que previamente se
determiné como una, y la matriz constitutiva que de igual manera se sabe que es

una constante.

Ahora bien, para calcular la matriz de rigidez del elemento se puede utilizar la

siguiente expresion, definida en forma general en la ecuacién 4.50,

[k] =/ [B]"-[C]-[B]-dv (4.126)
donde:
dv=t-dA

siendo t el espesor del elemento y dA un diferencial de area. Sustituyendo las

respectivas matrices en la ecuacion 4.126, esta se puede reescribir como:

80|Pagina



[k] =

1 v
v 1
0 0

by Ob, 0b; 071"
f|:0 C1 O Cz 0 C3] " E_ 2 "
c; bylcy, bylcs by 2A0=vS)
071 b, 0(b, 0bs O
1(_)v [0 ci|0 ¢ |0 c3|t-dA (4.127)
- Cl bl Cz bz C3 b3

2

como se ha mencionado, la matriz de compatibilidad y la constitutiva son

constantes, por lo que al realizar la integracion correspondiente se puede obtener

lo siguiente:
by 01b,

_E@®
[k] = AT [0 c,| 0
c1 bilc

Se puede apreciar en

0; 071°[1 v 07, 0|b, 0bs O
c, |0 c3] v 1 1(_)v [0 |0 ¢, |0 c3] (4.128)
b2 C3 b3 O 0 T Cl b1 C2 bz C3 b3

la expresion anterior que solo existen constantes,

transformando de esta manera a la matriz de rigidez en una constante, por lo que el

elemento bidimensional mostrado en la figura 4.5 también es llamado como

triangulo de deformacion constante.

4.2.4. Elemento rectangular de 4 nodos

Considérese un cuadrilatero cualquiera como el de la figura 4.6 como un elemento

bidimensional, el cual esta definido por sus 4 nodos correspondientes. Tal elemento,

puede tener desplazamientos u y v, en el eje x y y, respectivamente.

(U] ’ VI)

n (uz,v3)

(i;,v5)

X

Figura 4.6 Elemento bidimensional de 4 nodos.
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Dado por la geometria de la figura anterior, resulta ser complicado el procedimiento
en cierta manera, es por ello que para simplificar este mismo se ve la necesidad de
recurrir a una interpolacién entre las coordenadas cartesianas (x,y) y las
coordenadas naturales (¢,n), convirtiendo al cuadrilatero en un elemento
lagrangiano rectangular. De este modo, con las coordenadas naturales (0 mundo
padre) el elemento lagrangiano puede convertirse en un elemento perfectamente

rectangular como se muestra en la siguiente figura (ver apéndice A).

n
-1,1) A 1,1
@ L ]
@ ©)

>

@ @

®
(-1,-1) (1,-1)

Figura 4.7 Elemento lagrangiano rectangular.

La funcion de desplazamiento esta dada de la siguiente manera:
U (x,y) = [u(x,y) v(,»N]" (4.129)
Y los desplazamientos nodales,
de=[u; v, u, v, Us vs Us V4] (4.130)
ademas, u; y v; es el desplazamiento de cada nodo.

Con ayuda de las funciones de forma se puede interpolar al mundo padre, por lo
que la funcion de desplazamiento podria reescribirse de la siguiente forma:
l_ie = N(f ) - de (4.131)

U =[M1 M2 N3 MNy]E - d, (4.132)

donde las funciones de forma para las coordenadas naturales son las siguientes:
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OEEICETCET) (4.133)
n, = %(1 +O(1 -1 (4.134)
ng ==+ +1) (4.135)
ng==(1—-5A+7) (4.136)

Al ser un elemento isoparamétrico, las coordenadas de cualquier de sus nodos

puede ser representada con las siguientes expresiones:

X
y

= N mX1 + Nae Xz + NaE X3 tNaE n)Xa

4.137
N1 Y1 T N2 Y2 + N3 Y3 +nae mYa (4.137)

Para el calculo de la matriz de deformacion, por ser un elemento plano, se tienen 2

deformaciones longitudinales y 1 angular, teniendo lo siguiente:

o [
[e] = [fy] =0 ;—yl[z] (4.138)
Yxy [a 9

Y mediante la regla de la cadena, se

correspondientes, por lo que se tiene:

u _ ou 9¢
dx  9¢ ox
u ou 0
dy  9¢ dy
y con tal razonamiento, también:
v _ ov 2§
dx  9f ox
ov v 0
dy  0¢ dy

|

pueden obtener

ax

las derivadas

du dn
an ox (4.139)
du dn
an 2y (4.140)
v dn
an ox (4.141)
dv 0n
an 2y (4.142)
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Las expresiones 4.139 y 4.140 pueden reescribirse de forma matricial:

ou
ox
ou
oy

3
ax
on
ax

287 [ou
ay || 9§
e

aya

de esta expresion podemos obtener el Jacobiano, [/], del elemento, donde:

U]

9¢
ax
an
ox

43
ay
an
ay

(4.144)

y analogamente, para las expresiones 4.141y 4.142:

v
ox
a_v
oy

]

ov
ag
v
an

(4.145)

Para las funciones de forma, las derivadas correspondientes también se calculan

mediante la regla de la cadena, por lo que se tiene lo siguiente:

ani _

ani

0
=+

on; dy

= 4.14
o0& dx 0¢ dy 0¢ ( 6)
% = % a_x % a_y (4 147)
on ox 0n oy dn '

Las expresiones anteriores se pueden

manera:
ani
0§ | _
omi|
an
donde se puede apreciar que:
ox
23
dx
on

ox

0¢
dx

on

ay
0§
ay
on

reescribir matricialmente de la siguiente

o1 [on;
o8| | ox
ay| |om: (4.148)
onl Loy
=[J]? (4.149)
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Al sustituir las ecuaciones de geometria de la expresion 4.137 en la inversa del

Jacobiano, se obtiene lo siguiente:

[anl an, 0Jns 6n4] X, V1
|2

U]—l = | af af af a‘f V2
|an1 anz an3 an4| X3 Y3

lan on 0On 67]Jx4 Y4

o bien:

X1 M1
-1 _ X2 Y2
17 = [0N¢ ] Yo Yo (4.150)
Xa Ya
Al realizar las derivadas parciales correspondientes a las funciones de forma, se

obtiene:

_i[--m  (A-m @A+n) —@Q+n)
Nenl=ila-p —avp are a-o (4150

Una vez que se calcularon las funciones de forma, estas pueden ser sustituidas en

las funciones de desplazamiento de la expresion 4.132, teniendo asi:

ou on, 0n, o0nz on,|[U1
0 d ) d 0 u
Sl _ |9 ¢ 3 ¢ 2 (4.152)
ou| = |ons onp oms oms||us
an an on on on 1luy
Y.
ov on, 0n, o0nz odn,1[V1
d d 0 d 0 v
§1_ |9 3 ¢ ¢ 2 (4.153)
ov| = |om omp o oma|vs
on on on on on 1Lv,
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De las cuales se puede hacer la siguiente equivalencia:

oul 1 9m 0 on 0 ons 0 ons 0 11
9¢ 9¢ 23 23 13 V1
uf | oy O s o ||%2
on on on on on [ 4
w|Tl g g g oo oomflug] (4199
Gl3 & G13 Gl 2¢ |l v
o 0 ony on, 0 ong Ong 11Uy
o an an on ondly,
de donde se puede considerar:
Gl3 0 G13 0 G13 0 9& 0
— [71-1
0 oy 0 ony 0 ons 0 ong | Ul [N(f’n)] (4.155)
& G13 13 9¢
anl 6n2 6n3 an4.
L 0 an 0 on 0 on an |

Con base en la ecuacion 4.42, la expresion anterior la podemos sustituir en la matriz

de deformacién, por lo que se puede expresar como:

[e] = U1 [Nee o] - de (4.156)
siendo la matriz de compatibilidad:
[B] = [J17 [N ] (4.157)

Ahora, se procede a calcular la matriz de esfuerzo con la ecuacion 4.48, la cual esta

dada de la siguiente manera:
(4.158)

donde la matriz constitutiva resulta ser la expresion 2.46 o 2.55, segun sea el caso,
ya que es un problema de 2 dimensiones.

Lo consiguiente es el calculo de la matriz de rigidez, y con base en la ecuacién

general de la matriz de rigidez, ecuacion 4.50:
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[k] =/ [B]T-[C]-[B]-dv (4.159)

donde dv = dA - t, un diferencial de area por un espesor. A su vez, dA = [J]]71 - d¢ -

dn. Sustituyendo se obtiene:

[kl = [L[BIT-[C]-[B]-t- [ - d¢ - dn (4.160)

Al ser un elemento bidimensional, la expresién anterior se puede reescribir de la

siguiente forma, ademas de definir las integrales:

(k] =t [L[BI"-[C]-[B]- 17" d& - dn (4.161)

Dada la estructura de la matriz de rigidez, es conveniente aplicar la integracion
numérica de Gauss (ver apéndice B) para simplificar el procedimiento, la cual esta

dada por la siguiente ecuacion:

[k] = ¢ Sy STl Beem] €1 [Bem) Uem] ™ - Wi, (4.162)

donde ¢ y n son puntos seleccionados y W, es el factor de peso correspondiente al
punto. Como se menciond, se debe de hacer uso de dos 2 puntos de Gauss, los

cuales corresponden a:

fl=_1/\/§ fzzl/\/g

771:_1/@ 772:1/\/5

Para finalizar, se expresa a continuacion la matriz de rigidez final dada por la

integracion numérica:

[K] = [k(1,m)] + [k(E2,m2)] + [k(E5,m3)] + [k(4,14)] (4.163)
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Capitulo 5. Ejemplos

En este capitulo se presentan diversos ejemplos donde se hace uso de los
conceptos fundamentales del método de los elementos finitos incluidos en el
presente trabajo. Estos fueron seleccionados y desarrollados con sumo cuidado
para poder ilustrar mejor el uso del método, donde los ejemplos varian con
determinadas condiciones, dimensiones, formas, tipos de apoyos, sistemas de
cargas, etc.; para asi obtener variaciones en los resultados y observarse mejor las

aplicaciones que tiene el método.

Cabe resaltar que para el analisis y calculo de los ejemplos se hizo uso de un
software especializado en el MEF llamado “FEAP”, acrénimo de su nombre en inglés

(Finite Element Analysis Program), (Taylor, 2013).

5.1. Membrana de Cook

La membrana de Cook, nombrada asi por su autor R. D. Cook (Amezcua, 2016;
Cook, 1974), es un problema muy usual, utilizado como ejemplo en el analisis
estatico lineal, siendo asi un ejemplo ideal debido a su solucion analitica. Este
problema se compone de una geometria trapezoidal en el plano (x,y), la cual esta

representada en la siguiente figura.

16 CM P
7

44 CM

48 CM ‘

Figura 5.1 Membrana de Cook.
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Esta membrana tiene condiciones especificas como un espesor unitario para
realizar un calculo bidimensional, su apoyo es un empotramiento en su extremo
izquierdo. Del mismo modo, la membrana esta sometido a una carga (P) de 1,000
kg, distribuida sobre todo su extremo libre derecho, asi como un modulo elastico (E)
de 1,000 kg/cm? y una relacion de Poisson (v) de 0.33. Con ello se genera un
desplazamiento de 23.91 centimetros en el punto medio del extremo derecho,

(Amezcua, 2016); considerados como solucidon exacta en un analisis estructural.

En este ejemplo se pretende mostrar la aproximacion del MEF a la solucién exacta
hecha por Cook (23.91 cm. de desplazamiento vertical), asi como las variaciones
en los resultados del método cuando una misma estructura se discretiza con

diferente numero de elementos.

Para ello, se han elaborado 5 mallas (figuras 5.2-5.6), cada una con 4, 16, 64, 256
y 1024 elementos rectangulares, respectivamente. Cabe mencionar que la carga
aplicada de 1,000 kg esta repartida por areas tributarias en todos los nodos

generados en la malla a lo largo del extremo libre derecho.

En las siguientes figuras se muestran los modelos que se ingresan al software
FEAP, el cual analiza y calcula los desplazamientos nodales, asi como la energia
de deformacion. Estos valores son los parametros de comparacion con la solucion

exacta.

t
250 1125 ;
/T ./‘:?: 4250 o ;125
, ts00 ] t 7 ?
Y ;'/'./‘./l %250 ] ;62.5
1250 / tas
2
/I
Figura 5.2 Malla con 4 Figura 5.3 Malla con 16 Figura 5.4 Malla con 64
elementos. elementos. elementos.
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31.25 ;15.625

1
!

1 ! t
B ese 2 1625 13125

, —7 1 } }

7 1 t 2 !

oSS t t
g 131.25 115.625

]
Figura 5.5 Malla con 256 Figura 5.6 Malla con 1024
elementos. elementos.

Obsérvese que en los diagramas anteriores, como se menciond, la carga fue
repartida en todos los nodos, asi las 2 cargas exteriores son menores que las cargas
intermedias, pues el area tributaria en los extremos es la mitad en comparacion a
las areas interiores. Una vez determinados los modelos, se procede a su analisis

mediante el programa de elementos finitos FEAP.

Consecuentemente, los resultados arrojados por el software, con respecto a los

desplazamientos nodales y a la energia de deformacién se muestran en las

siguientes tablas:

Tabla 5.1 Desplazamiento.

No. de elementos Desplazamientos (cm)
totales Exacta MEF % de error
4 23.91 11.844 50.46%
16 23.91 18.301 23.46%
64 23.91 22.078 7.66%
256 23.91 23.426 2.02%
1024 23.91 23.813 0.41%

Tabla 5.2 Energia de deformacion.

No. de elementos Energia de deformacion (kg-cm)

totales Exacta MEF % de error
4 23910 11797.87 50.66%
16 23910 18276.04 23.56%
64 23910 22068.49 7.70%
256 23910 23451.44 1.92%
1024 23910 23867.33 0.18%
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Es preciso mencionar que la energia de deformacion se puede calcular con la

siguiente expresion:
U=F- 1 (5.1)

donde U representa la energia de deformacion, F es la fuerza aplicada y u es el

desplazamiento nodal.

Asimismo, el porcentaje de error se calcula con la siguiente expresion:

SE—-SMEF

% de error = -

(5.2)

donde SE representa el valor de la solucion exacta y SMEF representa la solucién
obtenida por el MEF.

Los resultados de las tablas 5.1 y 5.2 se han graficado como se muestran a
continuacion en las figuras 5.7 y 5.8, respectivamente, para una mejor visualizaciéon

de la aplicacién del MEF.

DESPLAZAMIENTOS NODALES

30.00

25.00

20.00

15.00

10.00

DESPLZAMIENTO (CM)

5.00 =e=SOLUCION EXACTA

SOLUCION MEF

0.00
4 16 64 256 1024
NO. DE ELEMENTOS

Figura 5.7 Desplazamientos nodales.
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ENERGIA DE DEFORMACION
30000

25000

20000 /

15000

10000

ENERGIA DE DEFORMACION (KG-CM)

5000 ,
=eo=SOLUCION EXACTA

—-e-SOLUCION MEF

4 16 64 256 1024
NO. DE ELEMENTOS

Figura 5.8 Energia de deformacién.

Se puede observar que conforme la estructura se discretiza en un mayor numero
de elementos, el resultado es muy préximo a la solucion exacta; lo cual concuerda
con la teoria del método de los elementos finitos, i.e., a mayor numero de elementos

menor el error en la solucion obtenida.

Para complementar este ejemplo, se presentan las siguientes figuras obtenidas del
software FEAP, donde se muestran desplazamientos y esfuerzos de cada una de
las 5 mallas generadas.

DISPLACEMENT 1 DISPLACEMENT 2
1.01E+00
3.45E-01
-3.24E-01
-9.93E-01
-1.66E+00
-2.33E+00
-3.00E+00
-3.67E+00
-4.34E+00
-5.01E+00
-5.67E+00
-6.34E+00
-7.01E+00

1.19E+01
1.09E+01
9.93E+00
8.94E+00
7.94E+00
6.95E+00
5.96E+00
4.97E+00
3.97E+00
2.98E+00
1.99E+00
9.93E-01

0.00E+00

Time = 0.00E+00 Time = 0.00E+00

(@) (b)

Figura 5.9 Desplazamiento con malla de 4 elementos, (a) horizontales y (b) verticales.
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T RE 1

5.29E+01
4.03E+01
2.77E+01
1.51E+01
2.50E+00
-1.01E+01
-2.27E+01
-3.53E+01
-4.79E+01
-6.05E+01
-7.31E+01
-8.57E+01
-9.83E+01

Time = 0.00E+00

Figura 5.10 Esfuerzos principales maximos generados con malla de 4 elementos.

DISPLACEMENT 1 DISPLACEMENT 2

1.48E+00 1.86E+01
2.88E-01 1.71E+01
-9.05E-01 + 1.55E+01
-2.10E+00 1.40E+01
-3.29E+00 1.24E+01
-4.48E+00 1.09E+01
-5.67E+00 9.31E+00
-6.87E+00 7.76E+00
-8.06E+00 1 6.21E+00
-9.25E+00 4.66E+00
-1.04E+01 3.10E+00
-1.16E+01 1.65E+00
-1.28E+01 0.00E+00

Time = 0.00E+00 Time = 0.00E+00

(@ (b)
Figura 5.11 Desplazamiento con malla de 16 elementos, (a) horizontales y (b) verticales.

TRE 1

9.78E+01
7.34E+01
+ 4.90E+01
+ 2.47E+01
2.82E-01
-2.41E+01
-4.85E+01
-7.29E+01
-9.72E+01
-1.22E+02
-1.46E+02
-1.70E+02
-1.95E+02

Time = 0.00E+00

Figura 5.12 Esfuerzos principales maximos generados con malla de 16 elementos.
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DISPLACEMENT 1 DISPLACEMENT 2
1.77E+00 2.27E+01
2.45E-01 2.08E+01

— -1.27E+00 1.89E+01
-2.79E+00 1.70E+01
-4.31E+00 1.51E+01
-5.83E+00 1.32E+01
-7.35E+00 1.13E+01
-8.87E+00 9.45E+00
-1.04E+01 7.56E+00
-1.19E+01 5.67E+00
-1.34E+01 3.78E+00
-1.49E+01 1.89E+00
-1.65E+01 0.00E+00

Time = 0.00E+00 Time = 0.00E+00

(@) (b)

Figura 5.13 Desplazamiento con malla de 64 elementos, (a) horizontales y (b) verticales.

STRESS 1

1.28E+02
9.44E+01
6.04E+01
2.63E+01
-7.69E+00
-417E+01
-7.57E+01
-1.10E+02
-1.44E+02
-1.78E+02
-2.12E+02
-2.46E+02
-2.80E+02

Time = 0.00E+00

Figura 5.14 Esfuerzos principales maximos generados con malla de 64 elementos.

DISPLACEMENT 1 ; _DISPLACEMENT 2

1.89E+00 2.43E+01
2.37E-01 2.22E+01
-1.42E+00 2.02E+01
-3.07E+00 1.82E+01
-4.73E+00 1.62E+01
-6.38E+00 1.42E+01
-8.04E+00 1.21E+01
-9.69E+00 1.01E+01
-1.13E+01 8.09E+00
-1.30E+01 6.07E+00
-1.47E+01 4.04E+00
-1.63E+01 2.02E+00
-1.80E+01 0.00E+00

Time = 0.00E+00 Time = 0.00E+00

(@) (b)

Figura 5.15 Desplazamiento con malla de 256 elementos, (a) horizontales y (b) verticales.
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1.36E+02
9.53E+01

53
ww
D N
N @
-q

-6.94E+01
-1.11E+02
-1.52E+02
-1.93E+02
-2.34E+02
-2.75E+02
-3.16E+02
-3.58E+02

0.00E+00

Time =

Figura 5.16 Esfuerzos principales maximos generados con malla de 256 elementos.

2.48E+01
2.28E+01
2.07E+01
1.86E+01
1.66E+01
1.45E+01
1.24E+01
1.03E+01
8.28E+00
6.21E+00
4.14E+00
2.07E+00
0.00E+00

DISPLACEMENT 2

ILLELALIRR AR R A Y \
.-:-n—:ﬂfr’fr//////////./ﬁﬁa//
LLEAT1TTIANANENNANRANANRNNNNNNNY

LSRR SRS AR AR RARANAAAMAANNNN

BRRRRRRRRna Y

1.92E+00

2.20E-01
-1.49E+00
-3.19E+00
-4.89E+00
-6.60E+00
-8.30E+00
-1.00E+01
-1.17E+01
-1.84E+01
-1.51E+01
-1.68E+01
-1.85E+01

DISPLACEMENT 1

RN

0.00E+00

Time =

0.00E+00

Time =

(b)

Figura 5.17 Desplazamiento con malla de 1024 elementos, (a) horizontales y (b) vert

les.

IcCa

STRESS 1

1.38E+02
9.00E+01

o
=]

+
w
©
©
©

-5.50E+01
-1.03E+02
-1.52E+02
-2.00E+02
-2.48E+02
-2.97E+02
-3.45E+02
-3.93E+02
-4.41E+02

0.00E+00

Time =

dos con malla de 1024 elementos.

les maximos genera

incipa

Figura 5.18 Esfuerzos pr
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En las figuras anteriores se puede apreciar la variacion de la aplicacion de MEF

cuando la estructura es discretizada en diferente niumero de elementos.

Si se comparan los resultados de los desplazamientos y de los esfuerzos de la malla
con 4 elementos (figuras 5.9 y 5.10, respectivamente) respecto a los resultados de
los desplazamientos y de los esfuerzos de la malla con 1024 elementos (figuras
5.17 y 5.18, respectivamente) podemos observar que en las primeras figuras los
campos tienen una forma o distribucion con bordes irregulares pero en las ultimas
figuras estos mismos campos toman una forma mas alisada, asimismo se aprecia
el mismo efecto si comparamos cada malla consecutivamente de menor a mayor

numero de elementos.

5.2. Viga de Euler-Bernoulli

La teoria de vigas es una parte de la mecanica de materiales que permite el calculo
de esfuerzos y deformaciones en vigas. Los bases de esta teoria fueron dados por
Leonhard Euler (1707-1783) y Daniel Bernoulli (1700-1782) en el siglo XVIII
(Timoshenko, 1983). Esta teoria, dada sus condiciones, representa los problemas
mas simples de la formulacién restringida de la elasticidad lineal, por lo que es viable

para formular un problema y analizarlo con el MEF.

Ahora se considera una viga en cantiléver empotrada por su lado extremo izquierdo,
la cual estda sometida a una carga concentrada (P) de 1,000 kg en su extremo
derecho. Tiene dimensiones de 300 centimetros de largo, 30 centimetros de peralte
y 15 centimetros de base, como se muestra en la figura 5.19.

P=1,000 KG

30/CM

15CM

300 CM

Figura 5.19 Viga de Euler-Bernoulli.
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Las dimensiones anteriores han sido asi consideradas para cumplir la relacién

empirica:
Ly, =10 (5.3)

que permite despreciar las deformaciones por cortante, y resolver el problema

mediante la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, (Gere y Timoshenko, 1991).

Del mismo modo, la viga considerada tiene un mddulo elastico (E) de 100,000

kg/cm? y una relacién de Poisson (v) de 0.20.

En este ejemplo se hace la comparacion de los resultados de un analisis del MEF
con elementos rectangulares respecto a los resultados con elementos triangulares.
A su vez, estos mismos resultados se comparan con la solucién exacta para poder
ver su aproximaciéon del MEF a esta solucién. Cabe mencionar que la comparacion
se hace con base al nodo que se encuentra justo a la mitad del peralte de la viga en
su extremo derecho donde se encuentra aplicada la carga. Para lo anterior se han
elaborado 10 diferentes mallas, 5 mallas con elementos rectangulares y 5 con
elementos triangulares; cada una de ellas con un numero diferente de elementos,

como se muestra en las préximas figuras:

Y Y.
|
17 11 3 5 7 9
1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10} | 4 N\[6 N8 \J1o\J12 \(J14 \J16 18\ |20
X | T
_ (@) o
Figura 5.20 Mallas con (a) 10 elementos rectangulares y (b) 20 elementos triangulares.
Y Y
B b 7 P 111815017 [19 1 P35 P7 P9 B1 B3 B5 B7 B9 |
P ¥ .Bx 10 12 [14 [16 [18 RO P2 P4 P6 P8 B0 B2 B4 B6 B8 U0
_ (@) ®
Figura 5.21 Mallas con (a) 40 elementos rectangulares y (b) 80 elementos triangulares.
Y Y.
(@) (b)

Figura 5.22 Mallas con (a) 160 elementos rectangulares y (b) 320 elementos triangulares.
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<

(@ (b)

Figura 5.23 Mallas con (a) 640 elementos rectangulares y (b) 1280 elementos triangulares.

(@) (b)

Figura 5.24 Mallas con (a) 2560 elementos rectangulares y (b) 5120 elementos triangulares.

Es importante mencionar que la carga aplicada de 1,000 kg se distribuye en los
nodos ubicados en todo el peralte del extremo derecho, como se puede observar
en las respectivas figuras, para los modelos con elementos finitos. Esta condicion
permite mitigar los efectos locales, como lo estipula el principio de Saint-Venant

(Ugural y Fenster, 1995).

Al ingresar los datos de entrada al software FEAP, este nos arroja los siguientes
resultados con respecto a los desplazamientos nodales y a la energia de

deformacion; mismos que se muestran en las tablas 5.3 y 5.4, respectivamente.

Tabla 5.3 Desplazamiento nodal.

Desplazamiento nodal (cm)
Exacta  Rectangular Triangular % de error % de error

No. de
elementos en

el peralte rectangular triangular
1 -2.67 -1.840 -0.625 31.00% 76.55%
3 -2.67 -2.404 -1.460 9.86% 45.26%
5 -2.67 -2.607 -2.216 2.25% 16.90%
9 -2.67 -2.664 -2.548 0.11% 4.43%
17 -2.67 -2.678 -2.648 -0.44% 0.69%

Tabla 5.4 Energia de deformacion.

Energia de deformacion (kg-cm)
Exacta Rectangular Triangular % de error % de error
rectangular triangular

No. de
elementos en
el peralte

1 2666.67 1840.00 625.16 31.00% 76.56%
3 2666.67 2403.70 1459.83 9.86% 45.26%
5 2666.67 2606.88 2216.00 2.24% 16.90%
9 2666.67 2663.78 2548.53 0.11% 4.43%
17 2666.67 2678.57 2648.34 0.45% 0.69%
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Es importante mencionar que para el célculo de la energia de deformacion y el

porcentaje de error se usan las ecuaciones 5.1 y 5.2, respectivamente.

Los resultados de las tablas anteriores (tablas 5.3 y 5.4) se graficaron como se
muestran a continuacién en las figuras 5.25 y 5.26, respectivamente, con el fin de
observar mejor la comparacién entre los resultados de la aplicacién del MEF con

elementos rectangulares, triangulares y la solucion exacta:

DESPLAZAMIENTO NODAL

0.00
1 3 5 9 17

=e=SOLUCION EXACTA
-0.50

SOLUCION MEF RECTANGULAR

SOLUCION MEF TRIANGULAR
-1.00

-1.50

DESPLAZAMIENTO {CM)

-2.00

-2.50

-3.00
NO. DE ELEMENTOS EN EL PERALTE

Figura 5.25 Desplazamiento nodal.

ENERGIA DE DEFORMACION
3000.00

2500.00

2000.00

1500.00

DESPLAZAMIENTO (CM

1000.00

500.00 =e=SOLUCION EXACTA

SOLUCION MEF RECTANGULAR
SOLUCION MEF TRIANGULAR

0.00

1 3 17

5
NO. DE ELEMENTOS EN EL PERALTE

Figura 5.26 Energia de deformacion.
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Al observar los resultados podemos ver que los resultados obtenidos por el MEF
van aproximandose a la solucién exacta conforme se aumentan de elementos en la
discretizacion de la estructura. Asimismo, se observa que la discretizacion con
elementos triangulares tiene un comportamiento mas rigido en comparacion con la
discretizacion con elementos rectangulares, pues en la figura 5.25 los
desplazamientos de los elementos triangulares son menores que los

desplazamientos de los elementos rectangulares.

Paralelamente, se observa en los resultados de la energia de deformacion, la
solucidon exacta es sobrepasada sutilmente por el resultado dado por el MEF en la
ultima malla, pues la solucién exacta considera exclusivamente la energia de
deformacion por el momento flexionante, excluyendo la contribucién de fuerzas
cortantes, mientras que la solucion del MEF toma en cuenta todas las energias

involucradas en el problema continuo.

Para complementar esta informacioén, se presentan las siguientes figuras obtenidas
del software FEAP, donde se muestran los desplazamientos verticales y esfuerzos

principales maximos de las 10 mallas generadas.

Desplazamientos verticales

DISPLACEMENT 2 DISPLACEMENT 2

0.00E+00 0.00E+00
-1.53E-01 -5.21E-02
-3.07E-01 -1.04E-01
-4.60E-01 -1.56E-01

i e -6.13E-01 = . — -2.08E-01
4 -7.67E-01 / ! -261E-01
o — _ s -9.20E-01 . S - X -3.13E-01
} =

1.07E+00 -3.65E-01
1.23E+00 -417E-01
-1.38E+00 -4.69E-01
-1.53E+00 -5.21E-01
-1.69E+00 -5.73E-01
-1.84E+00 -6.25E-01

(@) (b)

Figura 5.27 Malla (a) 10 elementos rectangulares, y (b) 20 elementos triangulares.
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DISPLACEMENT 2 DISPLACEMENT 2

0.00E+00 0.00E+00
-2.00E-01 -1.22E-01
-4.01E-01 -2.43E-01
_— -6.01E-01 -3.65E-01
g — -8.01E-01 -4.87E-01
_J m -1.00E+00 -6.08E-01
| L ot -1.20E400 : -7.30E-01
-1.40E+00 -8.52E-01
-1.60E+00 -9.73E-01
-1.80E+00 -1.09E+00
-2.00E+00 -1.22E+00
-2.20E+00 -1.34E+00
-2.40E+00 -1.46E+00
(@) (b)
Figura 5.28 Malla (a) 40 elementos rectangulares, y (b) 80 elementos triangulares.
_DISPLACEMENT 2 _DISPLACEMENT 2
0.00E+00 0.00E+00
-2.17E-01 -1.85E-01
-4.34E-01 -3.69E-01
-6.52E-01 -5.54E-01
-8.69E-01 -7.39E-01
-1.09E+00 -9.23E-01
-1.30E+00 -1.11E+00
-1.52E+00 -1.29E+00
-1.74E+00 -1.48E+00
-1.96E+00 -1.66E+00
-2.17E+00 -1.85E+00
-2.39E+00 -2.03E+00
-2.61E+00 -2.22E+00
(@) (b)
Figura 5.29 Malla (a) 160 elementos rectangulares, y (b) 320 elementos triangulares.
DISPLACEMENT 2 DISPLACEMENT 2
0.00E+00 0.00E+00
-2.22E-01 -2.12E-01
-4.44E-01 -4.25E-01
-6.66E-01 -6.37E-01
-8.88E-01 -8.50E-01
-1.11E+00 -1.06E+00
-1.33E+00 = -1.27E+00
-1.55E+00 -1.49E+00
-1.78E+00 -1.70E+00
-2.00E+00 -1.91E+00
-2.22E+00 -2.12E+00
-2.44E+00 -2.34E+00
-2.66E+00 -2.55E+00
(a) (b)
Figura 5.30 Malla (a) 640 elementos rectangulares, y (b) 1280 elementos triangulares.
_DISPLACEMENT 2 _DISPLACEMENT 2
0.00E+00 0.00E+00
-2.23E-01 -2.21E-01
-4.46E-01 -4.41E-01
-6.70E-01 -6.62E-01
-8.93E-01 -8.83E-01
-1.12E+00 -1.10E+00
-1.34E+00 & -1.32E400
-1.56E+00 -1.54E+00
-1.79E+00 -1.77E+00
-2.01E+00 -1.99E+00
-2.23E+00 -2.21E+00
-2.46E+00 -2.43E+00
-2.68E+00 -2.65E+00

(@ (b)
Figura 5.31 Malla (a) 2560 elementos rectangulares, y (b) 5120 elementos triangulares.

102 |Pagina



Al analizar las figuras anteriores se puede notar que los desplazamientos son
mayores en el extremo derecho en comparacion con el extremo izquierdo pues es
congruente, ya que la carga aplicada esta en el extremo derecho mientas que el

empotramiento esta en el extremo izquierdo.

Esfuerzos principales maximos

_STRESS 1 _STRESS 1
3.02E+01 1.01E+01
2.51E+01 6.73E+00
2.01E+01 3.36E+00
1.51E+01 -3.73E-13

T — 1.01E+01 % -8.36E+00
[ l I l I 1 l 5.03E+00 -6.73E+00
-1.82E-12 -1.01E+01
-5.08E+00C -1.35E+01
-1.01E+01 -1.68E+01
-1.51E+01 -2.02E+01
-2.01E+01 -2.35E+01
-2.51E+01 -2.69E+01
-3.02E+01 -3.03E+01
(@ (b)
Figura 5.32 Malla (a) 10 elementos rectangulares, y (b) 20 elementos triangulares.

__STRESS 1 TRE 1
791E+01 4.64E+01

% 6.59E+01 3.65E+01
5.28E+01 2.66E+01
3.96E+01 1.68E+01

2.64E401 6.87E400
1326:01 | NI -3.01E+00
-6.31E-12_RENESOSEEAAONENNENNNNNNN] -129E+01
+ -1.32E+01 -2.28E+01
-2.64E+01 -3.27E+01
-3.96E+01 -4.25E401
-5.28E401 -5.24E+01
-6.59E+01 -6.23E+01
-7.91E401 -7.22E+01

(@) (b)

Figura 5.33 Malla (a) 40 elementos rectangulares, y (b) 80 elementos triangulares.

SSSSS22SSSSCCCTRRRRE

STRESS 1 TRE 1
1.09E+02 9.00E+01
9.07E+01 7.33E+01
7.26E+01 5.65E401
5.44E+01 3.97E+01

:H'Jﬂ-q...rllln I T HEEEEEEERER 3.63E+01 2.30E+01
1P P e A [ A A A A A A A Y N N N NN

I 1.81E+01 RN NNNNNNNNNNNRNNNRNNNSNNNSRINNSRRY 6.22E+00
T SN NEERREERRRN SESNAN V‘E;‘E;\mk‘

-4.92E-11 BN} “umw ;;;B!Eﬂﬂnn;.- SNSRNSRN T -1.05E+01

-1.81E+01 -2.73E+01

-3.63E+01 -4.41E+01

-5.44E+01 -6.08E+01

-7.26E+01 -7.76E+01

-9.07E+01 -9.43E+01

-1.09E+02 -1.11E+02

(@) (b)
Figura 5.34 Malla (a) 160 elementos rectangulares, y (b) 320 elementos triangulares.
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TRESS 1 SREES

1.26E402 1.16E+02
1.05E+02 9.55E+01
8.41E401 7 49E+01
6.31E+01 5.43E+01
E s 421E+01 3.36E+01
E. 240E+013 1.30E+01
—— AE10 S ——— E i -7.60E+00
-2.10E+01 -2.82E401
-4.21E+01 -4.88E+01
-6.31E+01 -6.95E+01
-8 41E+01 -9.01E+01
-1.05E+02 -1.11E+02
-1.26E+02 -1.31E+02
(a) (b)

Figura 5.35 Malla (a) 640 elementos rectangulares, y (b) 1280 elementos triangulares.

__STRESS 1 TRE 1.
1.40E+02 1.31E+02
1.16E+02 1.08E+02
9.31E+01 8.52E+01
6.98E+01 6.22E+01

- 4.65E+01 S 3.92E+01
g 2.33E+01 5, 1.62E+01
—b—_; -5.18E-10 ;‘ : -6.73E+00
-2.33E+01 -2.97E+01
-4.65E+01 -5.27E+01
-6.98E+01 -7.57E401
-9.31E+01 -9.86E+01
-1.16E+02 1.22E402
-1.40E+02 1.45E402
(@ (b)

Figura 5.36 Malla (a) 2560 elementos rectangulares, y (b) 5120 elementos triangulares.

Al analizar las figuras anteriores, se puede observar que los esfuerzos maximos se
encuentran en el extremo izquierdo donde se encuentra el empotre, asimismo, los

esfuerzos minimos se encuentran en el extremo libre derecho.

Se puede apreciar que se cumple con los esfuerzos obtenidos de la teoria de vigas
con la formula de la escuadria (Pytel y Kiusalaas, 2011), ecuacion 5.4. Podemos
observar que los campos de tonalidad azul representan los esfuerzos de
compresion y los campos de tonalidad roja representan los esfuerzos de tensién
correspondiente a la teoria de vigas de Euler-Bernoulli.

M.
o= Ty (5.4)

donde o representa el esfuerzo, M es el momento flexionante, y es la distancia

desde el eje neutro y I es el momento de inercia de la seccion transversal e la viga.
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5.3. Viga de concreto reforzado

Dentro de la ingenieria, el concreto es el material mas utilizado después del agua,
en su mayoria de las obras de infraestructura son construidas con concreto armado.
Es por ello que este ejemplo tiene como base el analisis de una viga de concreto

armado, como se muestra en la figura 5.37.

Se sabe que el concreto simple es muy resistente en compresién, pero no es de la
misma manera en tensién, el ejemplo mas comun donde se puede encontrar estas
condiciones es en una viga. En este caso, cuando una viga es sometida a una carga
gravitacional cual sea, esta misma le produce una flexién generada de una tension
en la parte inferior de la viga y es esta la razén por la cual se refuerza usualmente

con varillas de acero.

En este ejemplo se pretende mostrar el efecto positivo que produce el refuerzo con
varillas de acero dentro del concreto, pues este refuerzo absorbe las tensiones y
consecuentemente reduce el desplazamiento vertical. En el analisis de este
problema se muestra el desplazamiento cuando la viga es de concreto simple y se

compara con el desplazamiento cuando la viga es de concreto reforzado.

Ahora, considérese una viga que esta sometida a una carga puntual de 4,500 kg
justamente a la mitad de su claro de 400 cm, ademas, la viga esta simplemente

apoyada.

4,500 KG

B 400 CM

Figura 5.37 Viga de concreto reforzado.
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Para este caso, el concreto tiene como propiedades mecanicas una resistencia a la
compresion de 250 kg/cm?, una relacion de Poisson (v) de 0.20 y, por ser un
concreto de clase Il, el modulo elastico (E) de 221,360.0 kg/cm?, esto con base en
las Normas Técnicas Complementarias para el Disefio de Estructuras de Concreto
de la CDMX del ano 2004 (NTC-Concreto 04). Cabe mencionar que el acero de

refuerzo tiene un esfuerzo de fluencia de 4,200 kg/cm?.

Al realiza un calculo isostatico se sabe que la carga puntual provoca un momento
flexionante de 4,500 kg-m, este resultado se puede comprobar con la ecuacién 5.5
(Pytel y Kiusalaas, 2011). Para lo anterior, se realiz6 un disefio estructural
reforzando la zona a flexién con base en la normatividad de las NTC-Concreto 04.

El momento maximo actuante se calcula mediante la ecuacion,

P(L)
MU = T (5.5)

donde My es el momento flexionante 0 momento ultimo, P es la carga aplicada y
L es la longitud del claro de la viga. La normatividad menciona que el momento

resistente debe ser calculado con la siguiente expresion:
Mg =Fg-b-d* f’c-q(1—0.5q) (5.6)

donde My, es el momento resistente, F; es el factor de resistencia de 0.9 para flexion,
b es la base de la viga y d es el peralte efectivo de la viga, siendo en este caso la
altura total de la seccién menos 5 cm de recubrimiento del acero en la parte inferior

de la viga. Asimismo, los factores f"’c y q estan dados por las siguientes ecuaciones,

respectivamente:
f7c=0.85(0.8"fc) (5.7)
_As(fy
" bd (f"c) (5.8)

donde f’c es la resistencia compresion del concreto, fy es el esfuerzo de fluencia

del acero y As es el area total de la seccion del acero de refuerzo.
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Para el calculo del momento resistente, primero se efectuan el calculo de las
ecuaciones 5.7 y 5.8, considerando como area total de acero 3 varillas del numero
4, ademas, la altura y la base son de 40 y 20 centimetros, respectivamente, para
cumplir la condicion empirica de la teoria de vigas de Euler-Bernoulli establecido en

la ecuacion 5.3, por lo tanto:

o ) kg _ kg
fre=085(08-250"9/ ,)=170"9/ , (5.9)
3.80cm? 4200 kg/cmz

Estos resultados son sustituidos en la ecuacion 5.6, obteniendo el siguiente

resultado:
My = 0.9(20 cm?)(35 cm?) (17022 (0.1341)(1 - 0.5(0.1341)) (5.11)
s Mp =46,906.19kg —m

Con esta solucion, el refuerzo es completamente éptimo para soportar el momento
flexionante ejercido por la carga puntual. La siguiente figura muestra la seccion

transversal de la viga de concreto reforzado con base en el disefio estructural.

1k
35cm
140/cm
L 3vs#4
1 o e’@
5cm , :
: v

20ecm

Figura 5.38 Seccion transversal.
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Una vez determinado el disefio del refuerzo de la viga, se procede a realizar el

modelo que sera analizado por el software FEAP.

Por tenerse simetria en la viga respecto al centro de la misma, por geometria, carga,

apoyos y material, se ha considerado soélo su extremo derecho como se muestra en

la siguiente figura.

200 CM

e

-

Figura 5.39 Extremo derecho de la viga.

Y para que las condiciones de la mitad de la viga sean iguales a las condiciones de

la viga completa, en el extremo izquierdo de la mitad se colocan apoyos moviles

verticales como se muestra en la figura 5.40. Dentro del modelo, estos apoyos

restringen el desplazamiento horizontal y permiten el desplazamiento vertical.

4,500 KG

0000

200 CM

Figura 5.40 Modelo a analizar.

Una vez determinado el modelo a analizar, se procede a configurarlo en los datos

de entrada del software FEAP, el cual arroja los siguientes mallados, uno de

concreto simple y otro de concreto reforzado, respectivamente:
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Figura 5.41 Malla de viga de concreto simple.

Figura 5.42 Malla de viga de concreto reforzado.

Es importante mencionar que la carga de 4,500 kg fue repartida en todos los nodos
verticales del extremo izquierdo, con el fin de mitigar los efectos locales, como lo

establece el principio de Saint-Venant (Ugural y Fenster, 1995).

Después de que el software FEAP haya realizado el analisis de las dos mallas, este
nos arroja los siguientes resultados respecto a los desplazamientos nodales que se

han concentrado en la siguiente tabla:

Tabla 5.5 Desplazamiento nodal.

Carga Desplazamiento (cm)
-LICELERL RS Concreto simple Concreto reforzado  Diferencia
0 0 0 0
4500 -0.2776 -0.2690 -0.0086

Como se puede apreciar, el desplazamiento vertical es ligeramente mayor en el
concreto simple en comparacion del concreto reforzado. El acero de refuerzo
absorber la tension en la parte inferior de la viga logrando que la deformacion sea

menor, consecuentemente el desplazamiento se reduce.
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Los resultados de la tabla 5.5 se han graficado en la siguiente figura para poderse

observar mejor la diferencia de cada uno.

DESPLAZAMIENTO NODAL

5000
4500
4000

3500

CARGA APLICADA
N w
o o
(=] [=]
o o

[~]
Q
[=]
o

1500
1000 ©=CONCRETO SIMPLE

500 -®=CONCRETO REFORZADO

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
DESPLAZAMIENTO

Figura 5.43 Desplazamiento nodal.

En esta figura se aprecia por completo que el desplazamiento es mayor cuando el
concreto es simple. Es importante mencionar que aunque el desplazamiento de la
viga de concreto simple sea relativamente pequefio y no haya mucha diferencia con
el concreto reforzado, esto no implica que no sea necesario el refuerzo de acero,
pues sin este muy probablemente llegaria a su estado de falla, por otro lado, lo que
principalmente se pretende mostrar en este ejemplo es el efecto positivo y la forma

de trabajar del refuerzo, mas no el comportamiento como tal de la viga.

Para complementar esta informacién, se presentan las siguientes figuras obtenidas
del software FEAP, donde se muestran los desplazamientos verticales de las 2

mallas generadas.

110 | Pagina



DISPLACEMENT 2

4.51E-03
-1.90E-02
-4.25E-02
-6.60E-02
-8.96E-02
-1.13E-01
-1.37E-01
-1.60E-01
-1.84E-01
-2.07E-01
-2.31E-01
-2.54E-01
-2.78E-01
Figura 5.44 Desplazamiento de viga de concreto simple.

___EEEEEEES

DISPLACEMENT 2

4.29E-03
F -1.85E-02
L .413E-02
- -6.41E-02
1 -8.68E-02
L—{ -1.10E-01
il -1.32E-01
: : 2 1.55E-01
¥ -1.78E-01
v -2.01E-01

-2.24E-01

-2.46E-01

-2.69E-01

Figura 5.45Desplazamiento de viga de concreto reforzado.

5.4. Simulacién hibrida de una viga

Dentro del area de la Ingenieria Estructural, se puede encontrar distintos tipos de
estructuras y muy a menudo se observan estructuras compuestas con 2 o mas tipos.
Para este ejemplo, se pretende mostrar la interaccién que existe entre dos tipos de

elementos finitos (Cook, et al., 2001).

Se ha considerado una viga en cantiléver con seccién transversal de 30x15
centimetros, como se muestra en la figura 5.46, la cual esta compuesta de dos tipos
de elementos finitos. Las dimensiones fueron establecidas para cumplir la condicion
empirica de la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, ecuaciéon 5.3. El primer tipo
elemento utilizado en uno sélido de esfuerzo plano, el cual esta justo donde queda
el empotre teniendo un claro de 200 cm, y el segundo tipo de elemento finito
corresponde a un elemento marco que se utiliza para modelar la parte extrema

derecha de la viga, con una longitud de 100 cm. Ademas, esta viga esta sometida
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a una carga concentrada (P) de 1,000 kg en su extremo izquierdo, por lo que la

carga solo esta aplicada a la estructura tipo marco.

P=1,000 KG

y : , )
PR T 30/CM

“ : : e 15CM

200 CM | 100cM

Figura 5.46 Viga hibrida.

Para el solido se ha considerado con las propiedades mecanicas del concreto, por
lo tanto, se tiene un mddulo elastico (E) de 221,360.0 kg/cm? y una relacion de
Poisson (v) de 0.20. Por otro lado, para la estructura tipo marco se han considerado
las propiedades mecanicas del acero, teniendo un maédulo elastico (E) de 2.1x108

kg/cm?. Al realizar el modelo en el software FEAP, este queda de la siguiente forma:

Figura 5.47 Modelo FEAP viga hibrida.

Se puede observar que este modelo no es muy parecido al de los ejemplos
anteriores, esto es debido a que los modelos anteriores fueron analizados como una
estructura tipo solido, en este caso también se tiene una estructura tipo marco, es
por ello que el claro correspondiente a este se puede observar con una linea, pues

esta corresponde al eje neutro del marco.

Cabe mencionar que se han realizado 4 mallas mas, muy parecidas a las de la figura
5.47, con la diferencia en que la estructura tipo marco esta empotrada al sélido con
diferentes longitudes, en la primera malla el marco solo esta conectado al solido
mediante un nodo (figura 5.47), las siguientes mallas tiene como empotramiento 50,
100,150 y 200 centimetros, respectivamente, como se muestra a continuacion:
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Figura 5.48 Malla con 50 cm de empotramiento.

Figura 5.49 Malla con 100 cm de empotramiento.

Figura 5.50 Malla con 150 cm de empotramiento.

Figura 5.51 Malla con 200 cm de empotramiento.

Una vez realizado el analisis de los modelos, estos nos arrojan resultados que se

muestran en la siguiente tabla:

Tabla 5.6 Desplazamiento nodal.

Empotre (cm) Desplazamiento

(cm)
(] -262140000000.00
50 -1.0658
100 -0.9294
150 -0.6903
200 -0.3146

Diferencia
consecuente
0.00

-262139999998.93
-0.1364
-0.2391
-0.3757

Los resultados de la tabla anterior se han graficado como se muestran a

continuacion en las figuras 5.52, con el fin de observar mejor el comportamiento y

desplazamiento de cada malla.
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DESPLAZAMIENTO NODAL

0.0000

50 100 150 200

-0.2000

-0.4000

-0.6000

DESPLZAMIENTO {CM]

-0.8000

-1.0000

»—Desplazamiento

-1.2000
EMPOTRAMIENTO (CM)

Figura 5.52 Desplazamiento nodal.

En los resultados mostrados en la tabla 5.6 se puede observar que el
desplazamiento de la viga, particularmente de la estructura tipo marco cuando su
empotramiento es 0 o cuando solo esta conectado en un nodo, es muy grande, pues
esto implica que la estructura completa se encuentra en un estado inestable, la
estructura tipo marco tiene un movimiento libre como se muestra en la figura 5.53.

Es esta la razon por la que gira como un perno, figura 5.52. El desplazamiento no
se grafica por ser muy grande.

Figura 5.53 Estado inestable, movimiento libre.

Asimismo, también en la figura 5.52 se aprecia que a medida que la estructura tipo
marco se empotrada con mayor longitud en la estructura sdlida, el desplazamiento

va disminuyendo gradualmente. Lo interesante de este ejemplo es que las
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reacciones isostaticas son iguales en cualquiera de las 5 mallas generadas, como
se demuestra en las ecuaciones 5.12 y 5.13 (Pytel y Kiusalaas, 2011), pero el

desplazamiento no es el igual en todas las mallas.
M=P-L (5.12)
~ M = (1,000 kg)(300 cm) = 3,000 kg —m
V=" (5.13)
~V =1,000kg

Para complementar esta informacioén, se presentan las siguientes figuras obtenidas
del software FEAP, donde se muestra los desplazamientos verticales de las 4 mallas
generadas con empotramiento de la estructura tipo marco en la estructura tipo

sélido.
DISPLACEMENT 2

I 0.00E+00
-8.88E-02
1 -1.78E-01
— -2 66E-01
- -3.55E-01
— -4.44E-01
— B -5.33E-01

— -6.22E-01
— -7 11E-01

-7.99E-01
-8.88E-01
-9.77E-01
-1.07E+00

Figura 5.54 Desplazamiento vertical de malla con 50 cm de empotramiento.

DISPLACEMENT 2

W 0.00E+00
-7.74E-02
— -1.55E-01
— -2.32E-01
— -3.10E-01
— -3.87E-01
— |t 465E01
— -5.42E-01
—t -6.20E-01

-6.97E-01
-7.74E-01
-8.52E-01
-9.29E-01

Figura 5.55 Desplazamiento vertical de malla con 100 cm de empotramiento.
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DISPLACEMENT 2

0.00E+00
. -5.75E-02
- -1.15E-01
== -1.73E-01
-2.30E-01
-2.88E-01
-3.45E-01
-4.03E-01
-4.60E-01
-5.18E-01
-5.75E-01
-6.33E-01
-6.90E-01

Figura 5.56 Desplazamiento vertical de malla con 150 cm de empotramiento.

DISPLACEMENT 2

0.00E+00
5 -2.62E-02
- -5.24E-02

—t -7.86E-02
- -1.05E-01
—t -1.31E-01

] -1.57E-01
vl -1.84E-01

—t -2.10E-01

-2.36E-01
-2.62E-01
-2.88E-01
-3.15E-01

Figura 5.57 Desplazamiento vertical de malla con 200 cm de empotramiento.

Como se puede observar en las imagenes anteriores, la deformacion y
desplazamiento en cada malla es mas evidente y estas son representaciones

congruentes con los datos de la tabla 5.6 y con la grafica 5.52.
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Capitulo 6. Conclusiones

Con base en el presente trabajo, en suma, se puede concluir que el método de los
elementos finitos se ha convertido en una herramienta muy util para los actuales
ingenieros civiles, pues ha llevado al analisis estructural a otro nivel. Con él se
puede resolver problemas que con otros métodos no se podria o seria muy tardado

y tedioso.
Recapitulando, se ha visto que:

1. EI MEF es un método de interpolacion y aproximacion a una solucioén exacta.
Los momentos dentro del MEF no existen, para elementos sdlidos.

Se pueden generar distintos tipos de mallas, variando la geometria de los
elementos, es decir, la malla puede tener como elementos triangulos,
rectangulos, etc.

4. Todas las mallas arrojan un resultado diferente, el hecho de cambiar un solo
nodo el resultado cambiara.

5. Entre mas refinada sea una malla, el resultado sera mas proximo a una
solucion exacta. Cabe resaltar que jamas se llegara a esta pues la
interpolacién con el MEF tiene un comportamiento asintético respecto a la
solucion exacta.

6. El comportamiento de los elementos triangulares es mas rigido que el
comportamiento de los elementos rectangulares, pues los desplazamientos
de estos son mas reducidos respecto a los desplazamientos de los
rectangulares.

7. Con el MEF se pueden realizar analisis de estructuras compuestas, analisis
de temperatura, entre otros tipos de analisis.

Por otro lado, se puede apreciar que este método representa muchas ventajas, pero
al igual de todo, tiene ciertas desventajas, por ejemplo, las nuevas tecnologias que

pueden reforzar al elemento finito todavia estan en edades muy tempranas, como
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las funciones B-spline, por lo que habria que estar en constante actualizacion para

poder eficientizar aun mas el método de los elementos finitos.

Asimismo, para el analisis de estructuras complejas se requiere de softwares
especializados e integrales que pueden ofrecer las soluciones necesarias en lapsos

cortos y, para lograr esto, es necesario de equipos de computo adecuados.
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Apéndice A

Elementos isoparameétrico.

Dentro del método de los elementos finitos, es muy usual que la geometria del
elemento o de la estructura por analizar sea irregular o compleja, originando cierta
dificultad al resolver estos problemas. Para simplificar esto podemos recurrir al
analisis isoparamétrico (Hughes, et al., 2009), el cual simplifica la geometria del

elemento o estructura, con dimensiones o parametros unitarios.

Generalmente, se esta acostumbrado a realizar analisis en las coordenadas
cartesianas, las cuales estan dentro del mundo real. Con el analisis isoparamétrico,
las coordenadas cartesianas pasan a ser coordenadas locales, las cuales estan

inmersas en el mundo padre.

Dicho esto, es necesario realizar calculos que pueden interpolar de un mundo a
otro, es decir, realizar calculos que sean equivalentes en un tipo de coordenadas a
otras. En el MEF, estos calculos generalmente son para interpolar parametros de

geometria y desplazamiento.
e Mundo real

La representacion del mundo real, como sea mencionada, trabaja en los ejes (x,y),

por ejemplo, un elemento unidimensional:

X

Figura A.1 Elemento unidimensional en el mundo real.

119 | Pagina



O bien, un elemento bidimensional cual sea, compuesto por 4 lados no paralelos:

Figura A.2 Elemento bidimensional en el mundo real.

e Mundo padre

Asimismo, cuando se analiza el elemento en el mundo padre, los ejes cambian a
(¢,7m), los cuales tiene dimensiones que van de -1 a 1, es por ello que simplifican el
calculo. Por ejemplo, en el mundo padre, la figura A.1 se transformaria de la

siguiente forma:

Q O—m

]
-_—
—

Y
X

2

Figura A.3 Elemento unidimensional en el mundo padre.

Con esta figura se puede ver que el elemento unidimensional sélo se encuentra en

el eje &, teniendo una longitud de 2 unidades.

120 | Pagina



O bien, la figura A.2 se transformaria de la siguiente forma:

n
A
A @ ®
2 1’6
Lo ® |
[ — 2 —

Figura A.4 Elemento bidimensional en el mundo padre.
Analogamente, el elemento bidimensional adopta la forma de un cuadrado, con
longitudes de 2 unidades por lado y un area de 4 unidades cuadradas.

¢ Analisis isogeométrico con funciones B-spline

Cabe mencionar, que de igual manera las coordenadas cartesianas cambian para
un analisis con funciones B-spline, los ejes correspondientes son (s, t), por ejemplo,

para la figura A.1, esta se transformaria de la siguiente forma:

0 @
@ O—pt
0 1
-

1

Figura A.5 Elemento isogeométrico unidimensional en el mundo padre.

Para un elemento unidimensional con analisis con funciones B-spline, el eje donde

se encuentra el elemento es t, teniendo una longitud de 1 unidades.
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O bien, la figura A.2 se transformaria de la siguiente forma:

A @ 3
1
, 0 2
® O—F'S
1

Figura A.6 Elemento isogeométrico bidimensional en el mundo padre.

Al igual que en el mundo padre, el elemento bidimensional toma una forma
completamente regular y simétrica, pues el analisis isogeométrico con funciones

B-spline lo obligan a tomar esta forma, con parametros unitarios.
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Apéndice B

Integracion numérica de Gauss

La integracion numérica de Gauss (Vazquez y Lopez, 2001) es un calculo numérico,
también conocido como cuadratura de Gauss. Esta se utiliza dentro del MEF cuando
se tiene que realizar el calculo de integrales. En del presente trabajo se utiliza para
calcular las integrales de la matriz de rigidez. Asimismo, esta puede ser aplicada

para 1, 2 y 3 dimensiones. El calculo de la integral toma la siguiente forma:

i=nJj=m k=l

k
T=) ) @n;,50 - Wi Wy W
i k

=1

S

=

i=1 j=1

donde @(¢;,7;,Gx) es el valor de una funcion; &;,7;, G, son los puntos de integracion
seleccionados y W;, W;,W; son factores de peso correspondientes a cada punto

seleccionado. Para lo anterior, es necesario el uso de la siguiente tabla, donde se

relacionan diferentes puntos de Gauss, con puntos &; y sus pesos W;,.

Tabla B.1 Puntos para integracion numérica de Gauss.

n $i W,

n 0.00000 00000 2.00000 00000

n £0.57735 02692 = + 1/v/3 1.00000 00000
+0.77459 66692 = +/0.6  0.55555 55555 = 5/9
0.00000 00000 0.88388 83888 = 8/9

+0.86113 63116 0.34785 48451

+0.33998 10436 0.65214 51549

+0.90617 98459 0.23692 68851

+0.53846 93101 0.47862 86705

0.00000 00000 0.56888 88889

+0.93246 95142 0.17132 44924

+0.66120 93865 0.36076 15730

+0.23861 91861 0.46791 39346
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Es importante mencionar que la expresién de la integracion numérica de Gauss va
simplificandose a medida que se reducen las dimensiones. Ademas, en esta misma
integracion, cuando se integra para ¢ en un caso general, n y ¢ permanecen

constantes y lo mismo inversamente en cualquier punto.
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