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Resumen

La finalidad de este trabajo fue realizar un ejemplo sencillo de holografia con el objetivo
de plantear una construccién heuristica y elemental a nivel bésico (licenciatura o “under-
graduate”) de la correspondencia norma/gravedad o AdS/CFT. Dicha correspondencia, aun
conjeturizada, representa una de las herramientas mas ttiles y sorprendentes de la teoria de
cuerdas, pues es posible la descripcion de teorias con y sin gravedad a la par, poniendo a

prueba a uno de los mayores paradigmas en la fisica fundamental.

En este trabajo se estudia brevemente la correspondencia norma/gravedad o correspon-

dencia AdS/CFT aplicada sobre fermiones en el caso més sencillo, un espinor libre de Dirac.

La base de este trabajo recae en el articulo realizado por David Tong y Joao N. Laia[23],
donde se aplica la tecnologia de Wilson o renormalizacion hologrdfica y el flujo del grupo
de renormalizacién con el fin de conocer la estructura de la teoria de campo que reside en
la frontera de la teoria dual. Para este propdsito se intento escribir el escenario adecuado:
utilizando elementos basicos en topologia y geometria diferencial para definir a los espinores
descritos por la ecuacién de Dirac, asi como fundamentar de forma sencilla los requerimentos
y desarrollos l6gicos en la teoria holografica para demostrar, una vez mas, el poder de la

correspondencia.

Es a partir de los trabajos acerca de esta dualidad donde se define la conexién entre
el grupo de renormalizaciéon Wilsoniano y el flujo generado por la accién que describe una
ecuacion radial de tipo Hamilton-Jacobi, dicha accién expone la teoria de campo que vive en
la frontera de la teoria dual y a través de estudiar dicha accién en la frontera, por medio de
operadores relevantes multitraza se encuentra de manera adicional un teorema que contribuye
a la investigacién presentada en [23] sobre bultos espinoriales a través de la correspondencia

holografica.
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Introduccion

La correspondencia holografica se ha convertido en una herramienta poderosa y 1til prove-
niente de la teoria de cuerdas; esta correspondencia ha sido corroborada al describir fenémenos
fuertemente acoplados en teorias de campo mediante el estudio de un fondo gravitacional a
bajas energias, como el plasma de quarks y gluones[42]. Ademds tiene aplicaciones en estado

s6lido[17] y en fisica descrita por la dindmica de fluidos [44, 51].

El proceder con la correspondencia norma-gravedad enfatiza los hallazgos llevados a cabo
por la equivalencia de una teoria cuantica de campos (QFT) con una teoria de gravedad
cudntica (QG) en dimensiones mayores; a esta caracteristica se le conoce como “holografia”
pues la teoria de gravedad cuantica puede estudiar a su companera holografica en una di-

mension menor, sobre la frontera del espacio.

Como una aplicacion de la teoria, se toma un ejemplo basico y muy interesante: objetos

con espin semi entero, es decir espinores.

El primer acercamiento a los espinores puede derivarse del estudio de la ecuacién de Dirac,
la cual, a diferencia de la ecuacién de Klein-Gordon es una ecuacién diferencial parcial de
primer orden. Esta ecuacién tiene un origen radicalmente distinto, debido a las caracteristicas

de los espinores.

Dentro del estudio de una teoria cuantica de la gravedad, se consideran bultos o “bulks”
para campos espinoriales, para este fin, se trabajé con un lagrangiano que describe espinores

libres de Dirac.

El primer capitulo de este trabajo se centra en el estudio matematico de estos campos
fermionicos. Se partio al hacer un recorrido fugaz de las bases matematicas para la descripcion
de fermiones, pasando de espacios topoldgicos, algebras de Lie, derivada covariante y conexion
aplicadas sobre fermiones para finalmente, deducir una ecuacion y lagrangiano de Dirac donde

la derivada covariante es D, = D,, + }lwawfab con wap,y, la conexion de espin o conexion uno-
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forma en el bulto. Al definir la derivada covariante y la conexién de espin, se trabaja con
objetos llamados politradas (del aleman wvielbeins), donde el indice griego denota espacio-

tiempos del bulto y los indices latinos definen el espacio tangente a este.

Durante el segundo capitulo se hace una breve introduccion a la correspondencia AdS/CFT,
dicha introduccién pretende sintetizar la construccion légica que ha llevado a cabo esta equiv-
alencia entre una teoria de campos no gravitacional con una teoria de gravedad cuantica sobre
un espacio-tiempo AdS, la cual, pese a ser una conjetura, ha sido uno de los mayores logros
en teoria de cuerdas, pues aunque aun se desconoce por qué ocurre esta correspondencia, ha

sido muy ntil al aplicarse en diversos problemas en la fisica de frontera.

En el tercer capitulo se aplica lo descrito en los capitulos predecesores. Se definio el
lagrangiano clasico de Dirac sobre un fondo gravitacional a bajas energias, y es aqui donde

se aplic la herramienta holografica sobre un caso sencillo: un espinor libre de Dirac.

Dicha herramienta holografica es completamente compatible con el enfoque de Wilson;
se observa un equivalente holografico de la ecuacién de Callan-Symanzik, la cual es una
ecuacion tipo Hamilton-Jacobi, en donde el tiempo ha sido sustituido por la coordenada
radial del bulto, la cual juega el papel del el inverso de la escala de energia en la teoria de
campo. A esta ecuacion tipo Hamliton-Jacobi le son impuestas condiciones de frontera de

Neumann, de donde se obtuvieron operadores equivalentes a impetus candnicos.

Segun los diccionarios de la dualidad, para que espinores, de lado de la teoria de gravedad
cuantica, sean cantidades invariantes de norma, a su dual le corresponden operadores fermion-
icos compuestos, que son formados tipicamente por trazas de operadores (las trazas son in-
variantes de norma). Al encontrar la solucién general en terminos de la coordenada radial de
la ecuacién tipo Hamilton-Jacobi, se observa el flujo de renormalizacion de la teoria dual, y

dado el espiritu de esta dualidad, a dicho flujo le es asociado un grupo de renormalizacion

(RG).

Investigaciones en la dualidad han senalado que, la teoria de campo que vive en la frontera
de AdS no es tnica, es decir, la teoria en gravedad cuantica admite dos soluciones distin-
tas a las condiciones de frontera de Neumann, esto es, la dinamica del bulto describe dos
teorfas conformes duales[23]. Lo cual implica que aunque satisfacen las mismas ecuaciones
de movimiento son teorias disintas, pues sus operadores duales no contienen la misma in-
formacién (pesos conformes diferentes), y dentro del concepto de t'Hooft [16], se consideran
operadores de una o dos trazas. En este trabajo se descubrié que, estos ultimos tambien

contribuyen al flujo de reormalizacion.



Capitulo 1

Ecuacién de Dirac en espacios curvos.

En la bisqueda de una formulacion apropiada de una ecuacién de movimiento relativista
en conjunto con teorias cuanticas, siendo el caso de particulas sin espin o con un numero
pequeno de espin, es inevitable recurrir a las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac, descritas
en espacios planos; asi mismo se pretende realizar una extension de estas ecuaciones para

pasar de espacios planos a espacios curvos.

En este trabajo el efoque fue sobre fermiones, particulas descritas por la ecuacién de Dirac;
se puede obtener una gran variedad de aplicaciones, ya que la riqueza de dicha ecuacién es

muy extensa empleada hacia distintos fenémenos fisicos.

Es importante senalar que, para los fines de este trabajo, se desarrolla el concepto de
espinores sobre espacios curvos (en particular sobre AdS) a través de la conexién de espin o

conexion uno forma.

Es decir, se aplica el mismo principio de equivalencia que en un caso de caida libre,
a la accién descrita por particulas fermidnicas de espin 1/2 sobre un espacio curvo. Este
principio de equivalencia se reescribe por medio la formulaciéon de Cartan, que establece la
compatibilidad métrica en la conexion de espin, que no es otra cosa que una conexion uno-
forma (conexién Levi-Civita) en el formalismo de Vielbeins. Durante las primeras secciénes
de este capitulo, se mencionaran los conceptos matematicos basicos, como lo son espacios
topoldgicos, variedades y la notacion tensorial; asi mismo el definir las nociones de algebras
de Lie hasta llegar al concepto de conexién y derivada exterior con la finalidad de extender

estas ideas hacia la construccion del formalismo de Cartan para obtener la conexién de espin.
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1.1. Espacios Topoldégicos

Definicién 1.1.1. [31] Sea X un conjunto y ¥ = {Ujer} denota una coleccién de di-
mensién finita o infinita, de subconjuntos de X. Entonces el par (X,Y’) forma un espacio

topoldgico si satisface:
i) 0,XeY

(ii)Si Z es una subcoleccién de X, la familia de subconjuntos de I, {U;|i € I} satisface:

Yuvievy

el

(iii)Si Z, es un subconjunto finito de I, se satisface que ﬂ U,eY
aeN

Se dice que el conjunto X es un espacio topoldgico, mientras que el conjunto U es llamado
i
el conjunto de abiertos, de tal manera que Y da una topologia a X.

1.1.1. Mapeos conformes o continuos

Definicién 1.1.2[31, 45] Sea X y Y conjuntos. Se define un mapeo donde la funcién f

es una regla, la cual asigna y € Y para cada x € X. Escribiendo

fiXoY (1.1.1)

donde f estd definida explicitamente como f :— f(z).

Pueden existir mas de dos elementos en el conjunto X de tal forma que, correspondan al
mismo y € Y. Un subconjunto de X cuyos elementos son mapeados a y € Y bajo f se llama

la imdgen inversa de y, denotada f~1(y), tal que

[ ) ={z e Clf(z) =y} (1.1.2)
El conjunto X es el dominio, mientras que Y es el rango del mapeo. Se define a la imagen
del mapeo como f(z) ={y € Y|y = f(x) para alguna x € X} o bien, Im.

Si se consideran ciertas estructuras algebraicas, las cuales estan presentes en los conjuntos

XyY.Sif:X — Y preserva algebras, entonces se llama a f un homeomorfismo. Si un
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homeomorfismo en f es biyectivo, se dice que la aplicacién f es un isomor fismo, denotado

X~y (1.1.3)

En general, si X y Y espacios topologicos, un mapeo f : X — Y es continuo, si la imagen

inversa de un abierto en Y es un abierto en X.

1.1.2. Homeomorfismos e invariantes topologicos

Sean X; y X5 dosespacios topoldgicos, se dice que el mapeo f : X; — X, es un homeo-
morfismo si es continuo y tiene una inversa f~!: X; — X; tambien continua. Si existe un

homeomorfismo entre X; y X, se dice que X es isomorfo a X, y viceversa.[31]

En otras palabras, X; es homeomorfo a X5 si existe un mapeo f: X7 = Xoyg: Xo — X3
tal que fg =1idXs y gf = idX;.

Si se dividen a los espacios topoldgicos como clases de equivalencia, de acuerdo con que
tanto es posible deformar un espacio u otro por un homeomorfismo. Entonces, dos espacios

topoldgicos son homeomorfos mutuamente si pueden deformarse uno a otro continuamente.

Si dos espacios topologicos tienen distintos invariantes topoldgicos no pueden ser mutua-

mente homeomorfos.

1.2. Variedades

Definicién 1.2.1.[31] Se define a M como una variedad diferenciable m-dimensional si:
(i)M es un espacio topolégico
(ii) M estd provisto con una familia de pares {(U;, ¢;)}

(iii) {U;} Es una familia de abiertos que cubren M tal que U;U; = M con ¢; un
homeomorfismo de U; a un subconjunto abierto U; de R™.

(iv) Dado U; y U; tal que U; NU; # 0 el mapeo i;; = cpz-wj_l de ¢;(U; N U;) es
infinitamente diferenciable.

Un homeomorfismo ¢ mapea U; en un subconjunto abierto U/ C R™, de esta forma provee

coordenadas al punto p € U;. Entonces, si U; # U; # (0 la transicién de un sistema a otro
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es suave. El par (U;, ;) es llamado carta mientras que toda la familia es llamada atlas.
Siendo asi, el subconjunto U; es llamado la vecindad coordenada, mientras que ¢; es llamada
la funcién coordenada. p; es representada por m funciones {X!(p), ..., X™(p)}. El conjunto
{X*"(p)} es llamado la coordenada. Es importante senalar que un punto sobre una variedad
p € M existe de manera independiente a su coordenadas, esto quiere decir que es el mismo
punto el que nos dice de qué manera determinar sus coordenadas. M es localmente Euclidiano,
pues en cada vecindad coordenada U;, M aparece como un abierto de R™, cuyo elemento
es {X1, ..., X™}. Nétese que no se requiere que M sea R™ globalmente; basta con que éste
parezca serlo localmente. Si existe un traslape entre U; y Uj;, dos sistemas coordenados se
asignan a un punto en U; N U; Por (iv), la transicién de un sistema coordenado a otro es
suave (C*). Entonces, el mapeo ; asigna m valores coordenados z#(1 < p < m) a un punto
p € U;NU,. Mientras que ¢; asigna y*(1 < g < m) al mismo punto; asi mismo la transiciéon
y ax ' = x*(y) estd dada por m funciones de m variables. La transformacién de funciones

coordenadas z* = z#(y) es la forma explicita del mapeo
iy = ip; (1.2.1)

La unién de dos atlas {(U;, i)} y {(Vj,¢;)} es un atlas. Estos dos atlas se dicen ser com-
patibles. Mientras que tal compatibilidad es una relacién de equivalencia, la cual es llamada
estructura diferenciable. Lo cual concluye que si el atlas es mutuamente compatible, define a
la misma estructura diferenciable M. El significado de variedad diferencial reside en el hecho
que se puede usar el calculo usual en R™. La suavidad de las transformaciones de coordenadas

asegura que el calculo es independiente de las coordenadas escogidas.

1.2.1. Vectores

Sea M una variedad, se define una curva ~ tal que
v {a,b) = M (1.2.2)

definida como un mapeo del intervalo (a,b) en la variedad M. De esta manera se puede
constrenir a la derivada como una funcién f : M — R. Supongamos que el parametro de

cambio es el tiempo t tal que

ir_of

e = L (o() (123
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Se puede definir un difeomorfismo entre las partes, tal que al realizar la derivada de la

composicién con su inversa f - ¢~ (z)], con v(0) = P.

jl_ilp = %:ﬁ“lt_o (1.2.4)
con pu=1,2,..n,Pe M xeR™
Definicién 1.2.2. Sea
o = ey (1.2.5)
con ¢, la base coordenada de vectores
V= V"i =VHo, =Vre,. (1.2.6)
OxH
De igual manera que X|[f] actia sobre las funciones
VIf] = yu 9 (1.2.7)
OxH

con f: M — R™ Dicho operador actua sobre los puntos P tales que al conjunto de todos estos
vectores lo llamamos T, M. A estos vectores usualmente se les conoce como contrvariantes en
la nomenclatura del grupo de Lorentz, mientras que a sus covectores w € T,,, M se les llama

covariantes; es decir, w, = wy,dz" con dz* la base de las uno-formas.

Noétese que si df = 0,fdx*, df como una 1l-forma, entonces, como J,f es un vector

covariante. Dado w, = w,dzxpu y V = V*#¢, se puede escribir

wp[V] = w, V¥ = (w,, V) (1.2.8)

como un invariante que es congruente con el producto interno entre vectores y uno-formas.

Es decir, se puede obtener

df[V] = (df,V) = %V“ = VI[f] (1.2.9)

ya que V = V*#9,. El fin es que w,V* sea invariante ante el grupo de difeomorfismos.



8 Capitulo 1. FEcuacion de Dirac en espacios curvos.

1.2.2. Uno-formas y su accion

Como T, M es un espacio vectorial, existe un espacio vectorial dual a 7T}, M, cuyo elemento
es la funcién lineal de T,M — R. El espacio dual es llamado el espacio cotangente a p,
denotado como T}, M[26, 31]. Un elemento w : T,M — R de T),,M es llamado el vector dual
o vector tangente, mientras que en el contexto de formas diferenciales se define como una

uno-forma.

El vector V' actia también sobre uno-formas, tal que al tomar las ecuaciones (1.2.6) y
(1.2.7)

Viw] = VFw,

= (V,w) (1.2.10)
esta congruencia con el producto interno, nos indica que dicho producto es bilineal

wlV] = Viw]. (1.2.11)

1.2.3. Mapas Diferenciables.

Sea f : M — N un mapeo para una variedad m-dimensional M a una variedad n-
dimensional N. Un punto p € M es un mapeo a un punto f(p) € N definido f : p — f(p).
Tomando una carta (U, p) en M y (V,7) en N, donde p € Uy f(p) € V. Entonces, f tiene
la presentacién coordenada v fp~1 : R™ — R™ [31].

Si se escribe o(p) = {2} v ¥(f(p)) = {y*} entonces ¢fp~! es sélo la funcién vectorial
(valuada) y = ¢ fio~! de m variables. Si y = ¢ fp~1(x) o, en otra notacién usual y* = f*(z*)
es C* con respecto a cada z*. Se dice que f es suave o infinitamente diferenciable en p o en
r = p(p). Nétese que se requiere que sea infinitamente diferenciable (C*°) en armonia con la
suavidad de las funciones de transicién 1;;, donde dicha diferenciabilidad es independiente

del sistema coordenado [6, 31].

Un mapeo suave f : M — N induce naturalmente un mapeo f, llamado el mapeo difer-

encial entre los espacios tangentes

fx: TpM — Tf(p)N (1.2.12)
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La forma explicita de f es obtenida por la definicién de vector tangente, como una derivada
direccional sobre una curva. Si g € F(N), entonces g o f € F(M) donde F' es el espacio de

las funciones continuas a los reales.

Un vector v € T, M actu’a en gcirquf para dar un nimero V[gF] se puede definir f,V €
TspyM por
(f = V)lg] = Vl]gf]. (1.2.13)

O en términos de mapas, (U, ¢) en M y (Uy) en N

(FW)g ™ (@)] = VIgfe™ (o). (1.2.14)

1.2.4. Base Dual

En el estudio de uno-formas y vectores, tomando (1.2.6) junto con
w = wydx" (1.2.15)

es decir w[V] = w,V*# define al vector de contraccion, tal que

wlV] = w,dz"[V] (1.2.16)
= w,dzt[VPe,) (1.2.17)
=w,V# (1.2.18)

con f: M — R. Obsérvese que de (1.2.17), se toma la derivada total actuando sobe una
base coordenada se encuentra una delta de Kronecker que indica la contraccién de tensores,

es decir
dzt[e,] = oF. (1.2.19)
En esta construccién se observa, dadas las propiedades del tensor de Kronecker, o bien
6= ,a¢e"®e, =, 0e"®e, € T,M®T,M. Como se trata de formas bilineales
V e T,M tal que V : T,,» M — R. De igual forma w € T),- M tal que w : T,M — R. Entonces

Viw] = Viw, = (V,w) = (w, V) (1.2.20)
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es un invariante ante difeomorfismos.

1.2.5. Tensores y campos tensoriales.

En la forma usual o clasica, un vector es un objeto lineal que mapea una funcién o 1-
forma (vector dual) a un escalar. Esto puede generalizarse a objetos multilineales llamados
tensores, que mapean vectores o vectores duales a un escalar. Un tensor tipo (p,q) es un

mapeo multilinear que mapea p-vectores a ¢-formas a R. [6, 26, 31]

T:®"V @V — R. (1.2.18)

El conjunto de todos los tensores de tipo (p,q) es llamado el espacio tensorial de tipo

(p,q), denotado TP. Mientras que el producto tensorial 7' = ® v € T} es un elemento de

Tp+p’

a1y definido por

T (W1, ooy Wy, &1y ey Epr s Uty vy Ug V1 ey Uyt

= (W, e, Wy, Uy ooy Ug) V (Exy o, Ery V1, o, Uy ). (1.2.19)

Si v es un vector y este es asignado suavemente a cada punto de M, es llamado el campo

vectorial sobre M. En otras palabras, V' es un campo vectorial si, V|[f] € F(M) para alguna
feFM).

Cada componente de un campo vectorial es una funcién suave de M a R. H(M) denota al
conjunto de campos vectoriales en M. Similarmente T, M se define como un campo tensorial
H de tipo (p,q) por la asignacién suave de un elemento de 17, a cada punto ¢ € M. El
conjunto de los campos tensoriales de tipo (p, q) en M es denotado por (M) en el contexto

de formas diferenciales.

1.3. Tensor métrico

En geometria elemental, el producto interno de dos vectores V' y U esta definido por
UdotV = Z;”:Z U;V;, donde U; y V; son las componentes de los vectores en R™. En una

variedad, el producto interno estd definido para cada espacio tangente 1,M [26].

Definicién 1.3.1. Sea M una variedad diferenciable. Se define una métrica Riemanniana

g en M como un tensor tipo (0,2) en M que satisface los siguientes axiomas para cada punto
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p € M.

(1)gp(U, V) = gp(V, U)
(ii) g,(U,U) > 0 Donde la igualdad se cumple si U =0

Con U,V € T,M. Se define, entonces el producto interno entre un vector V' en la variedad
T, M y su vector dual w € T,,, M como el mapeo de T,,, M xT,M — R™. Si existe la métrica g,
se define el producto como g,(U, V) con U,V € T,M. Tal que, g, da lugar a un isomorfismo
entre el espacio vectorial y su espacio dual. Es decir, que el tensor métrico es una forma
multilineal que mapea elementos ordenados del dual y elementos del espacio vectorial a los

reales.

Para los propédsitos de este trabajo, se considera la métrica de una 2-forma tal que, el
mapeo lineal U, ¢ es una carta en M y a esta le asignamos sistemas coordenados z*. En el
sentido de métrica, se puede considerar el tomar un desplazamiento infinitesimal dz*9,, €
T,M tal que, [31]

0 0

ds* = g(dx“%,dx”%) — gudztdas’. (1.3.1)

Siendo esta la métrica usual, mientras que en un sentido estricto es un tensor g =
gudx* @ dx¥. Dado que se puede ver a la métrica como una matriz simétrica, se consid-

eran sus valores propios reales y estrictamente positivos.

1.4. Algebra de Lie

Al dotar a un grupo de una estructura topoldgica, se dice que este grupo es continuo,
ademas si se le provee una estructura de variedad compatible con la estructura del grupo, se

obtiene un grupo de Lie. [2, 9, 26]

Dada esta combinacion de grupo se encuentran algunas propiedades, como lo es garantizar
la suavidad de la variedad, entonces el espacio tangente al elemento de grupo, resume al propio
grupo a través de un algebra de Lie. Esto implica que la mayoria de los grupos de Lie son
isomorfos a un grupo lineal, es decir, se puede obtener por medio de un grupo de operadores

matriciales una representacion lineal.
Las siguientes proposiciones conforman la estructura conocida como algebra de Lie.

Definicién 1.4.1. Sean X e Y campos vectoriales suaves sobre una variedad continua-
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mente diferenciable M. Dada una funcién suave f : M — R se aplica X a f para obtener
una funcién X|[f] continuamente diferenciable. Al aplicar Y a esta funcién, se obtiene una
nueva funcién Y [X f] = V(X f). El operador f — Y (X f) no satisface la regla del producto,

es decir, no puede ser un espacio vectorial. [38]

Como los vectores tangentes a una variedad en un punto son idetificados por derivadas
en dicho punto, los campos vectoriales pueden considerarse como operadores diferenciales,

los cuales asignan funciones suaves a funciones suaves, tales que

[(X(NHl(p) = X(p)(f); XeX(M); feC®M);peM (1.4.1)

con X el conjunto de campos vectoriales. En este sentido, el campo vectorial X es un mapeo
lineal, el cual satisface la regla del producto de Leibniz. Es decir, el mapeo lineal X : §(M) —
§(M) cuyo producto estd definido

X(fg) = X(fg+ fX(9) (1.4.2)

Dicho mapeo lineal puede verse como [X,Y] = X oY — Y o X llamado el conmutador del

mapeo. A dicho mapeo se le conoce como el paréntesis de Lie.

Cabe mencionar que en el sentido estricto, esta no es un algebra al no cumplir con la
asociatividad del producto, sin embargo nétese que la identidad de Jacobi es un sustituto
para la asociatividad, lo cual no ocurre en general para paréntesis en algebras de Lie en

espacios no reales.
Para concluir esta seccidon se considera una ultima definicién del conmutador de Lie.

Definicién 1.4.2. Se dice que dos campos vectoriales X, Y conmutan si su paréntesis de

Lie es el campo vectorial cero 0.

1.4.1. Flujos y Derivada de Lie

Al asociar objetos geométricos sobre campos vectoriales suaves, se piensa en curvas inte-
grales, o bien curvas suaves sobre las cuales, el cambio de posicion en cada punto es igual al
valor del campo vectorial en dicho punto. Una colecciéon de curvas integrales en un campo
vectorial dado sobre una variedad determina una familia de difeomorfismos, dicho conjunto
es un flujo. (3, 9, 26, 31]
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Proposiciéon 1.4.3. Sea X un campo vectorial suave sobre una variedad suave M. Para
cada punto p € M existe € > 0 y una curva suave 7 : (—¢,€) — M que es al menos una curva

integral de X.

Si se considera que X y Y campos vectoriales, generan un flujo, utilizando la siguiente

defincion se generaliza el concepto de derivada de Lie aplicada a uno-formas.

Definicién 1.4.4. Sea define a w € Q'(M) a lo largo de X € X tal que, su derivada de
Lie

. 1
Lxw = lzmﬁog((ae) * W (@) — W]a) (1.4.3)

si se toma w = w,dz" esta expresion queda de la forma

Lxw = (X"Ow, —w,0,X")dx" (1.4.4)

nétese que al tomar a w en = en (1.4.3) con (0¢) * W|o () = wy(v)dat + €[ XV (x)Ovw,(x) +

0, X"w,(x)]dz" implica (1.4.4).

Finalmente, la derivada de Lie para cualesquiera campo vectorial tiene las siguientes

propiedades.
Corolario 1.4.5.[26] Sea M una variedad suave y X,Y,Z € X(M) se cumplen las sigu-

ientes propiedades.
i) LxY =—-£¢y X
H)Lex[Y, Z] = [£xY, Z] + Y, £x 7]

(

(

(i) Lx [X,Y]Z = [Ex Ly Z — £y Lx 7]

(iv)Si g € C(M), entonces £x(gV) = (Xg)V + gLxY
(

v)Si F': M — N es un difeomorfismo, entonces F,(£x2) = §.XF.Z

1.5. Derivada Exterior

En la seccién (1.4.2.) se definié que la derivada de una 0-forma es una 1-forma al conmutar
con pull-backs. Se puede extender esta definicién para una n-forma arbitraria y construir asi el

concepto de derivada exterior, que convierte una n-forma en una n+1-forma tal que conmute
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con un pull back.

Para definir un operador diferencial sobre formas suaves, esta extension de la definicion de
funcion diferenciable considera a las n-formas como diferenciales de funciones, sin embargo,
no todas estas funciones son diferenciales, se requiere, a partir de la condicién de una funcion
suave f tal que w = df, es decir w es cerrada si y sélo si dw = 0 en cada carta. Se define,

entonces para variedades suaves M, N tal que existe el operador diferencial d : Q(M) —
QFFL(M).

Teorema 1.5.1.[26] Sea M una variedad suave tal que, el operador de derivada d :
QF(M) — QFFL(M) para toda k, llamado el operador de derivada exterior, que satisface las

siguientes propiedades:
(i) El operador es lineal sobre todo el campo.

(ii) Si w es una k-forma y n es una [ — forma suave en un subconjunto abierto U C R"

(en otro caso puede ser H"™), entonces

dwAn) =dwAn+(—1)wAdny (1.5.1)

(iii) Si V' es un conjunto abierto de R™ y W es un conjunto abierto de R™ | entonces

F:V — W es un mapeo suave y w € QF(W), entonces

F(dw) = d(F*w) (1.5.2)

(iv) Para f € QM) = C®(M), df es la derivada de f dada por df (X) = X f

(v) fod=0

Para concretar las proposiciones de esta seccidn, el siguiente es un resultado fundamental

para formas diferenciales exactas y cerradas.

Teorema 1.5.2. (Lema de Poincaré): Sea una variedad M tal que, para una r-forma
€ X (A, TM*) tal que dw = 0 es una forma cerrada. Asi mismo, sea A € X (A,_{TM*) con

w
@ = d\. Tal que, una forma diferencial exacta es localmente cerrada.
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1.5.1. Derivada de Lie de formas diferenciales

En la seccién (1.4) se propuso a la derivada de Lie de campos tensoriales suaves, asi mismo
se plantea este argumento para formas diferenciales. Gracias a la construccién de la derivada
exterior en la seccién (1.5), se otorga una fo'rmula més eficaz para calcular derivadas de Lie

y ademas obtener resultados significativos mas profundos.

Definicién 1.5.3.[6, 11, 26] Sea M una variedad suave, X € X(M) y sean w,n € Q*(M).

La derivada de Lie para formas:

LEx(wAn) =(Lxw) An+wA (Lxn) (1.5.3)

En el siguiente teorema, se establece una formula para la derivada de Lie sobre formas;
notese que la generalizacion de la presente formula es el resultado de obtener operadores
diferenciales sobre variedades pseudo Riemannianas y variedades complejas. Asi mismo al
utilizar la conexién V definida en (1.6) que extiende la derivada covariante en un espacio

suave sobre tensores y formas.

Asi mismo se utiliza a o como el operador de contraccion, dicho operador define la derivada

interior que es una “antiderivada” de orden —1

Teorema 1.5.4. (F'ormula méagica de Cartdn)[26] Sobre una variedad suave M, para
cualesquiera campo vectorial X y una forma diferencial suave w, tal que £xdu = d(Lxu) =
d(Xu)

Lxw = X i(dw) + d(X _w) (1.5.4)

1.6. Conexioén y derivada covariante

Para definir la derivada covariante sobre vectores, es importante recalcar que esta es
mas que la derivada de sus componentes. Dado que derivar (1.2.6) puede escribirse como

combinacion lineal de su base, se obtiene

ox?

donde I" son los coeficientes de Christoffel. Utilizando esta definion, se puede plantear la

=T, (1.6.1)

derivada sobre un vector V tal que
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ov Ve

W — Wéa + VOTZBéM (162)

sumando los indices mudos en el dltimo término

v ave )
donde los términos dentro del parentesis son las componentes del campo vectorial. A este
campo vectorial le es asociado un campo tensorial que mapea el vector base con un vector
867‘;. A dicho campo tensorial se le llama la derivada covariante y se denota Vu.[47] Mds

adelante se da una explicacién fisica relevante del concepto de la conexién de Christoffel

1.6.1. Conexion y transporte paralelo en una variedad Pseudo-

Riemanniana

En el contexto de la relatividad general, la métrica inspirada en el espacio de Minkowsky
no es una métrica Riemanniana, puesto que el producto interno no es positivo definido. Sin
embargo, uno de los puntos clave en las variedades pseudo-Riemannianas, como es el caso
de la relatividad general, es su isomorfismo con el dual, lo cual requiere de variedades de
dimension finita. Dada esta correspondencia, para ambas variedades la siguiente definicién

es equivalente.

Definicién 1.6.2. Una variedad pseudo-riemanniana (M, ¢g) es una variedad real de di-
mensién finita dotada de un tensor simétrico (0, 2) que induce una forma g simétrica, bilineal
no-degenerada en 7M. Esta definicién es equivalente para una variedad Riemanniana. Es

decir, una variedad Riemanniana es una variedad pseudo-riemanniana de signatura (m,0).

En este espacio se define el producto interno como una forma bilineal, llamado usualmente

métrica. A su vez, la metrica define la curvatura de la variedad.

Una forma intuitiva de observar la conexién afin como resultado de encajar una métrica
sobre una variedad, es apartir de un ejemplo [53] de un objeto en caida libre bajo la influencia
unicamente de fuerzas gravitacionales. Supongamos que desde el sistema inercial de referencia
o SIR en caida libre sus coordenadas estan dadas por &%, su ecuacion de movimiento con
respecto a su tiempo propio 7 es

d2 52
— =0 (1.6.4)
dr
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donde el tiempo propio dr? = —n,5dE*dEP, claramente puede observarse que, dada su
validez en un sistema de coordenadas cartesiano, es valido para cualesquier sistema tal que

d7r? = —gapd&®d&P. Al colocarse en otro SIR en el laboratorio en coordenadas cartesianas,

d o0&~ dxt
—_— pu— ].u .
dT<8$“ d7'> 0 (16.5)
al derivar(1.6.5) y usando la definicién (1.2.19), se obtiene la ecuacién de movimiento

d?a? \ Ozt dz”
— =0 1.6.6
dr? Mdr dr ( )

y se observa en el segundo sumando la conezxion afin, definida por

\ ax)\ 825()‘

wo (9_50‘(91:/‘6@” (167)

y del elemento de linea dado por el tiempo propio en un intervalo, el tensor métrico se

puede escribir
_ 06 o

v — a . ap- ].68
gﬂ 0$uaxyn B ( )

Es importante notar que al obtener valores del tensor métrico y de la conexién afin en
un punto, este permite determinar sus coordenadas locales iniciales. Esto parece senalar que,
en este ejemplo de caida libre el campo que actia como una “fuerza” de tipo gravitacional
es la conexion afin, y el intervalo de tiempo propio es determinado por el tensor métrico al
incrustarse en una variedad, el cual actia a su vez como un potencial gravitacional. Sin estos

operadores, una variedad es sélo una coleccién de puntos arbitrarios.

Para relacionar el tensor métrico con la conexién afin, se puede tomar la ecuacién (1.6.7)

y al multiplicar por 9¢° /0z* se obtiene

oge o¢e

Al tomar la derivada de(1.6.8) con respecto a z* y por (1.6.9)

09, _
oz

Pf\,ugpv + T8, u- (1.6.10)
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Resolviendo para la conexion afin

8g,uu + ag)\u . ag,u)\

— 29, T 1.6.11
oz ok oxV i ( )

y tomando la inversa de g, tal que ¢"?¢,, = 7, se obtiene

" 1 000w  Ogn,  Ogur
Auzﬁg{ o+ - H}'

1.6.12
oz Ozt oxV (1.6.12)

Al observar el cambio un campo vectorial Valo largo de una trayetoria, se dice que este

es transportado paralelamente a lo largo de una curva. En este sentido, se puede definir el

transporte paralelo a lo largo de la curva ~, es decir, si U = g—f (con A el pardmetro de la

curva) es tangente a ((t)) valuado en el punto ¢ sobre un SIR local, tal que V sea constante

a lo largo de ~(t)

dve _ 50V _

- 505 =0 (1.6.13)

se tiene el caso de ser un invariante del SIR, I'j,, = 0 esto si y sélo si el transporte paralelo

de V alo largo de U
d

—V =ViV =0. (1.6.14)
d\

Para una variedad pseudo-Riemmaniana, se puede definir conexién simétrica entre la norma
de un vector y si misma, y se dice que es invariante ante transporte paralelo; a esta se le conoce

como la conexién de Levi-Civita, la cual es mutuamente una métrica libre de torsion.[9)]

Al considerar el transporte paralelo de un vector tangente sobre el espacio Eulclideano, la
forma de dicha linea es una recta, en el caso de un espacio curvo esta linea es una geodésica.

Se dice que U es tangente a una geodésica si y solo si

Vﬁ[j =0
l.e.
A da g datdo?
d)\ d)\ AN dN

es una ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden y A es llamado el pardmetro

(1.6.15)

afin. Al definir el transporte paralelo de un vector a lo largo de una trayectoria cerrada tal

que se observa como cambian las componentes del vector V', a tal cambio se le conoce como
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el tensor de curvatura de Riemann

RY,, = 0,0, — 0,10, + 0T, —T0,T%,. (1.6.16)

ouY
Cabe senalar que el tensor de Riemann proveé del conmutador de derivadas covariantes.

R(u,v)r = V,V,2 — V,V,& — Vi, T (1.6.17)

donde (1.6.17) es la primera de las ecuaciones de estructura de Cartdn, la segunda viene
dada como
T(u,v) = Vv — Vyu — [u, v (1.6.18)

que es la torsion o la segunda ecuacion de estructura de Cartén.

1.7. Conexién de espin

Al ampliar el concepto de conexién afin, se encuentra un panorama méas general al tomar
en cuenta cantidades sujetas a leyes de transformacion que son invariantes absolutas si es-
tas son consideradas sobre una extension adecuada del espacio. Desde el punto de vista
matematico, esta variedad F' llamada frame manifold es definida como la coleccién todos
los marcos de todos los puntos de la variedad M de dimensién n es decir, la dimensién de
F es (n + n?). Al aplicar el concepto de tensor métrico g, de relatividad general[50] so-
bre la 4-variedad M, donde este tensor métrico es simétrico de segundo rango, consierando
entonces que la geometria del espacio-tiempo se encuentra en el elemento de linea (1.3.1);
con coordenadas locales x#, donde (1.3.1) define la distancia entre dos puntos. Asi mismo,
a dicha métrica se le puede dotar de un formalismo en el que la base de la variedad no sea
coordenada, donde e® se define como el conjunto de vectores base. De esta forma n describe
al espacio tangente a la variedad, es decir si se toma el producto interno e,e, = 14, De esta

forma, la métrica resulta

G = e“uebunab (1.7.1)

donde los objetos e () son los frame fields o vierbeins en el contexto de fisica, ya que se
requiere este concepto extendido de transporte paralelo e invarianza aplicada para fermiones
en relatividad general. Utilizando como base para el espacio tangente [57] generado por las

derivadas parciales de las coordenadas en cualesquier punto e, = dz*; adicionalmente, una
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base para el dual del espacio tangente, es decir, el espacio cotangente T;M : daz* cuyos

elementos duales son uno-formas. Se puede considerar la combinacion lineal tal que

R 0
€y = GQM% (172)

donde (1.7.2) se puede tomar como un SIR que preserva orientacién bajo rotaciones [31].

Se pueden escribir sus condiciones de ortonormalidad como

ete =90, el =0 (1.7.3)

finalmente se puede definir el siguiente producto interno

n" = g‘“’e,ﬁeg. (1.7.4)

Si se considera una transformacién local (tipo Lorentz) de los vierbein o campos vielbein
tal que
ds* = d3* (1.7.5)

y deje a la métrica invariante. Si
Napdz®da’ = nchcaAdbdxadxb
con My = NegA°, A%
= d7° = A, dz* dz’ = A%da® (1.7.6)

al ser invariante local se puede ampliar su simetria como transformaciones coordenadas gen-
erales y rotaciones locales generalizadas. Notese en los vierbein que los indices griegos pu, v, ...

pueden ser superiores o inferiores. Se puede escribir
14
gab = ea‘u‘eb g:U‘V = T]ab (177)

donde los objetos e pueden usarse para convertir tensores espacio-temporales en tensores

del espacio tangente; al tomar un vector V' cualesquiera dado que es independiente de la base

Vi =Vl V=t VK (1.7.8)

In
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de igual forma se pueden definir los vierbein inversos de e, como 6

g° = e, dr" que obedece  (6%,&,) = 4,0 (1.7.9)

a

y (1.7.7) en términos de los vierbein inversos se escribe como g = ggpdr* ® dzx¥ = 5ab§“ ®

6® dado que, al utilizar vierbein usuales e inversos es posible invertir indices de la base

coordenada a indices de la base no-coordenada. Puede verse entonces, a los vierbein como si
fuesen la “raiz cuadrada” de la métrica. [50, 57] Finalmente, si los vielbein estédn dados por

(1.7.2), tiene asociado un paréntesis de Lie:

(6., 8] = C.CE, (1.7.10)

a

donde
Ci(t) = e ey’ — e de, (1) (1.7.11)

1.7.1. Derivada Covariante

Como se definié la derivada covariante en (1.6), ahora aplicada a vierbeins tal que dicha

derivada sea un tensor espacio-temporal de tipo (0, 2).

Se define la derivada covariante para vectores y uno-formas sobre una base no coordenada:
VX =9, X" + wi, X" (1.7.12a)

ViXa = 0, X —wi, X" (1.7.12Db)

El desarollo de las definiciones en (1.6) aplica de igual forma para la conexién de espin, se
tiene como propiedad la compatibilidad metrica Vg = 0, puede demostrarse facilmente para

este caso, obteniendo el llamado “postulado de las tétradas”

Ve =0ue, — e, Thy + wu‘ge,/b =0 (1.7.13)

puesto que

=0 Ve =0 (1.7.14)
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para construir la conexién afin sobre una base no-coordenada, se define la conexion de
espin wiy,, con el fin de obtener las derivadas covariantes de los espinores. Se reemplazan asi
los coeficientes de la conexién afin por aquellos de la conexion de espin; la conexién de espin

en términos de la conexién afin:

W#Z = 61/ae>\b Z)\ - eAbaue)\a' (1715)

y escribiendo la segunda en términos de la primera

IV =€, 0ue)" + e”ae)\bwzb (1.7.16)
para cualquier base no-coordenada de 1-formas ge = epdz! se define la conexion de espin
de 1-formas como
wy = w,pd’. (1.7.17)
Se debe recordar que una conexién métrica a grandes rasgos consiste en dos partes, donde
la parte simétrica estd dada por los simbolos de Christoffel y la parte antisimétrica define la
torsion
Tieb A e (1.7.18)

N =

T =de” +w Neb =

en esta nueva notacién, Elie Cartan [59] inst6 al desuso de escribir la torsién explicitamente
en términos de la base coordenada, pues al uso excesivo de indices le llamé “libertinaje de
indices”; en (1.7.18); la nueva notacién, sin embargo, también puede prestarse a confusién,
asi que hay dos alternativas: o se puede confundir operando indices en términos de la base
coordenada o se puede usar la notacién de Cartan y prestarse a confusién. Tomando como

hipdtesis (1.7.13) y esrcribiendo explicitamente la torsién en términos de la base coordenada

A A a
T,ulf =¢e CLT,LLI/
=& (0ue, — Ove,t +wie —w, e, (1.7.18b)
al desarrollar (1.7.18b) y dado que la conexién afin es
F;)V = eA“(‘?Me‘II, + eAaewa“% (1.7.19)

se reduce la torsién como
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=T,=0I,-T, (1.7.20)

notese que la torsién en (1.7.20) es cero si (1.7.19) es simétrica en sus indices inferiores.

1.7.2. Estructura de Cartan e identidades de Bianchi

De (1.7.20) se encuentra la primer ecuacién de estructura de Cartan, de igual forma, al

tomar la conexién de uno-forma (1.7.17) se define la curvatura como la 2-forma
Ry = dwy +wi ANwy =
1 a C d

finalmente si se toma la derivada covariante de (1.7.16) y de (1.7.17) las ecuaciones que
se obtienen
dT* + wi AT = Rf N b (1.7.22)

dRy +wi ARy — R Awy =0 (1.7.23)

son las dos identidades de Bianchi para una base no coordenada, equivalentes a (1.6.16) y
(1.6.17) para una base coordenada. Estas identidades son permutaciones ciclicas de derivadas
covariantes, asi mismo al ser un algebra de Lie, cumplen con la identidad de Jacobi, como

cualquier conexion.

1.8. La Ecuacion de Dirac

Al estudiar a los espinores en el contexto se supersimetria es posible determinar la clase
de campo fermionico al tomar la ecuacién de Dirac, dicho campo debe poseer cuatro grados
de libertad, esto debido a la naturaleza del espin descrita por Pauli. Para este contexto
se consideran estos grados de libertad en diversas representaciones: campos fermionicos de

Dirac, Weyl y Majorana. [1]

En la descripcion de espinores de Dirac, se forman campos espinoriales de cuatro com-
ponentes, para este fin una visualizacion sencilla es tomar campos espinoriales de dos com-

ponentes en dos componentes para obtener los cuatro grados de libertad, cosa que ocurre
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en Weyl (dos campos espinoriales reales y sus correspondientes complejos); de igual forma
es posible obtener dos campos espinoriales de dos componentes y, las otras dos restantes, al

considerar sus antiparticulas respectivas, cual es el caso de los campos de Majorana.

Dado que en la seccion anterior se busco el definir campos espinoriales invariantes de
norma, es decir, invariantes bajo transformaciones de Lorentz; en el contexto de altas energias,

se puede tomar la ecuacion de Dirac en el espacio de impetus
EV = (a- P+ fm)¥ (1.8.1)

utilizando unidades naturales, ¢ = A = 1. Adicionalmente las componentes

_00 5_01 _0—0 _10
““No ) 7" \L10o) Y7 s 0 A R

son la representacion de las matrices de Dirac en el contexto de altas energias. Igualmente

o = (04,0,,0%) no son otra cosa que las matrices de Pauli de 2 x 2. Si se escoge

()

con Y y x eigenestados de helicidad es decir, objetos de dos componentes con propiedades
que bajo transformaciones de Lorentz estan bien definidas. Del espinor de cuatro componentes

de Dirac ¥ tal que, este sea invariante bajo transformaciones de Lorentz

U = Uigy (1.8.2)

para escribirlo en términos de objetos de dos componentes (Weyl) ¢ y x tal que sean

0 1
wa‘L(l ><¢>=”¢TX+XW
0 X

con esto en mente o' = (1,0) , 3@ = (1,—0) y se redefine entonces la matriz v* tal que

invariantes de Lorentz

sea invariante de Lorentz
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(o7
T ot 0

notese que para los espinores de Dirac, se toma su representaciéon irreducible, esto sigu-

iendo las propiedades del dlgebra de Clifford para espinores[46]
(VA =Y Y =29 i=0,1,2,3 (1.8.3)
las cuales son 4 matrices e I la identidad. Notese también que

Vol ==yl i (1.8.4)

y ademas

P =1 (")P=-1 k=123 (1.8.5)

dado que ¥foip v xTay se transforman como un 4-vector; se puede entonces reescribir la

ecuaciéon de Dirac en esta notacién como
o' Py = my
—i .
o' Pyx = my

donde el término o°P; convierte un objeto de tipo ¢ en uno de tipo x e igualmente, el
término &' P; convierte a un objeto tipo x en uno de tipo 1. Utilizando lo anterior, se reescribe

la ecuacién de Dirac como
U(i7'0; — m)¥ = Plic' 0 + xTic' 0ix — m(vTx + xT) (1.8.6)

para dotar de una notacion coordenada ad hoc a la notacion en gravedad general, se puede

reescribir a los espinores ¢ , ¥t o I, ..., x™ como

X1 . . X2
9 = 102X =
X —X1

==y, ademis Y =-—x1
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para observar sus cantidades invariantes se toma x" y formar ioox") obteniendose un

espinor de tipo . De igual manera se puede definir el producto punto entre espinores de tipo

¥ con otro de tipo x® = ( tal que

c=<<1> con (ioax)7¢
G

tal que, al ser invariante de Lorentz

(x'x%) < gl ) =X'¢+ X6 =X
2

0

notese que la matriz 10y = ( )

donde €*# es el tensor métrico y se redefine entonces el producto punto

(0}

— oB
X =€ Xg
se puede reescribir €,4 intercambiando indices

Xo = €apX’.

1.8.1. Espinores sobre espacios curvos

1
0 ) puede escribirse como €

af

(1.8.7)

Se ha visto a lo largo de este capitulo como definir objetos sobre una variedad, en particular

interesa como transforma localmente un espinor ¥ bajo Lorentz sobre un punto ¢ es decir, si

A% (t) es de Lorentz, transforma

U(t) = p(A)u(t) W(t) = b(t)p(A) ™

(1.8.8)

donde ¢ = T y p(A) es la representacién espinorial de la transformacién. El fin es

construir una accion que sea invariante, esto es, definir la derivada covariante de un vector
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de Lorentz que transforme como un espinor

Vot — p(MALVy) (1.8.9)

y el Lagrangiano invariante bajo esta transformacion resulta

L = i7"V 1 (1.8.10)

puede notarse ademds como transforma e? 1 bajo A(t), es decir:

&, 000 = A Le Qup(A = A%e, [p(A)3,p(A) + Bp(A)e] (1.8.11)

tomando a la derivada covariante para obtener un objeto que satisfaga (1.8.10)

Vath = "0, + Qv (1.8.12)

tal objeto es ), tal que, debe satisfacer

Q= p(N)p(A) " — Bup(A)p(4) ™ (1.8.13)

para mostrar a {2, explicitamente se toma la transformacion infinitesimal de Lorentz

ALb(t) =0,0+¢b(t) tal que, el espinor transforme como

Y — exp[%z'e“bgab]w >~ [1+ %z’sabfab]w (1.8.14)

donde &, = ii[%, )] es la representacion espinorial de los generadores de transformacién
de Lorentz, la cual ademds esta satisface un dlgebra de Lie [31]. Bajo esta transformacién

infinitesimal, el objeto 2,

1 1 1 1
Q. — (1+ §¢sab§ab)au(1 — EiECdfcd) - Eiﬁueabfab(l — §iscd§cd)

1 1
=Q, + Eisab[fab, Q] — éz'aus“”gab (1.8.15)
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igualmente, la conexién uno-forma bajo la transformacion infinitesimal de Lorentz

wab % wab + gacwcb - wacgcb - déwab (1816)

finalmente, se escribe explicitamente €2,

ie®,V e Eap (1.8.17)

N | —

tal que satisfaga la propiedad de transformacion (1.8.10), i.e.
L = Bine M (9, + ~iTt 1.8.18
- wzf}/ €, ( 1% + 52 ugbcﬁ/} ( M )

con (1.8.18) un Lagrangiano escalar bajo rotaciones locales de Lorentz y bajo cambios

coordenados. Finalmente la accion escalar

Sy = / d*z/—g[ive (0, + %irﬁ’f&)e) + m]e (1.8.19)
"



Capitulo 2

Introduccion a la dualidad

norma/gravedad o correspondencia
AdS/CFT.

En fisica, el concepto de dualidad esta presente en muchos de sus més sorprendentes des-
cubrimientos, por mencionar algunos, la dualidad electromagnética, que combina los campos
eléctrico y magnético como una misma entidad; la dualidad onda particula que revolucion6
el concepto de particulas de luz, con las consideraciones previas que proponian a la luz como
una onda. Una idea mas general del concepto de dualidad es la descripcién de dos teorias

radicalmente distintas que resultan ser completamente equivalentes.

La esencia del concepto de dualidad radica en que se trata de interpretar las distintas
manifestaciones de una sola teoria. La correspondencia hologréfica o AdS/CFT describe uno

de los descubrimientos mas excitantes de la fisica tedrica en las ultimas décadas.

La correspondencia Anti-de Sitter/Teoria de campos conforme (AdS/CFT) fue propuesta
por Juan Maldacena[27-29] en 1997 como una equivalencia proveniente de las propiedades en
teorias de cuerdas (Teorfa de cuerdas tipo IIB y D-Branas). Por un lado, el fondo de Anti-de
Sitter, el cual es en si mismo, solucién de teorias de cuerdas ademas de una teoria relevante de
gravedad cudntica (QG); entonces se tiene en este espacio una teoria de cuerdas tipo IIB de
9+1 dimensiones con gravedad; y por otro lado, se tiene una teoria cuantica de campos como
la teoria Super Yang-Mills de cuatro dimensiones sin gravedad. La conjetura de Maldacena

establece que ambas teorias, que aparentemente poseen formulaciones distintas, resultan ser

29
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completamente equivalentes.

Para describir aspectos generales de la correspondencia holografica, se presenta un esbozo
heuristico con la finalidad de hacer més clara la asociacion de teorias con y sin gravedad;
a lo largo de este capitulo se construird una idea general de como se pueden tomar los
desarrollos en teorias sin gravedad como teorias de campos (como QCD)[30] y en teorias con
gravedad como las teorias de cuerdas y stper cuerdas[42] cuya fusién nos permite encontrar

una herramienta para entender el comportamiento de ciertas teorias de norma.

2.1. La conjetura de Maldacena: Dualidad norma/gravedad

Su esencia matemaética se denomina la conjetura de Maldacena[29], la cual concierne a
la equivalencia en teorfas de cuerdas sobre el fondo AdSs x S° de dimensién 9 + 1 y una
teoria de campos conforme -que puede generalizarse a D = d — 1-, es decir, una teoria de
campo que resulte invariante ante transformaciones de norma como Siuper Yang Mills en
3 + 1 dimensiones. La conjetura AdS/CFT era inesperada pues sus atributos describen con
exactitud teorfas sin gravedad de la misma forma que teorias con gravedad. Adicionalmente
a la conjetura se le relacionan problemas en la teorfa de SYM a las preguntas en la teoria

clasica de stiper cuerdas y super gravedad.

Sin embargo, en el sentido matemdtico continua siendo una conjetural41], pues se de-
sconoce a un nivel riguroso por qué ocurre esta dualidad; esto se debe a que este descubrim-
iento se basa en las propiedades de una teoria de cuerdas la cual no ha sido corroborada del
todo, pues tiene aun problemas para describir una teoria interactuante fuertemente acoplada;
asi mismo, de lado de la teoria de norma, esta no puede tener una expansién perturbativa;
es por eso que se consideran modelos aproximados y mas simples que no estan del todo

conectados a la realidad.

Al tomar estos modelos “de juguete”[14] y dando por sentado las teorfas de cuerdas como
ciertas, se puede encontrar en dicha dualidad una aplicacién muy eficiente en teorias de super
gravedad. Esto implica que la correspondencia no tiene las mismas ambiciones que una teoria
de la gran unificacién (GUT) o una descripcién total de nuestro universo como la teorfa de

cuerdas M y sus hijas cercanas; esta dualidad es en si una aplicacién de la teoria.

El nombre de correspondencia AdS/CFT se atribuye a que los ejemplos més recurrentes

involucran espacios Anti-de Sitter con teorias de campo conformes; es por esta razén que se
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pueden estudiar soluciones de agujeros negros en fondos curvos como AdS, pues esta es la
solucién més sencilla a las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica negativa. Sin
embargo, en un aspecto més general, se denomina dualidad norma/cuerdas o norma/gravedad
ya que teorias de gravedad resultan equivalentes a teorias de norma. Asi mismo se refiere
como “holografia” ya que por un lado, en la teoria con gravedad se tiene un espacio de
dimensién d 4+ 1 cuya informacién puede encontrarse en un espacio de menor dimension,
haciendo referencia a un holograma, como una fotografia, que recava toda la informacién de

un cuerpo tridimensional en otro de una dimensiéon menor.

La correspondencia AdS/CFEFT postula que toda la fisica sobre un espacio-tiempo que es
asintoticamente Anti-de Sitter puede ser descrita por una teoria cuantica de campos local

que vive en la frontera.

Si se considera que la conjetura es cierta, esto implicaria grandes consecuencias al obtener
informacion no perturbativa en una CFT; en particular para N grandes -Es decir, para un
nimero grande de super simetrias-[38]; asi mismo juega un rol importante en formulaciones
no perturbativas en teorias de cuerdas M. Este limite para N grande o limite de t’"Hooft es
crucial, dado que la correspondencia AdS/CFT con gravedad ocurre cuando una teoria de

norma no-abeliana tiene un nimero grande de grados de libertad.

De este limite N, -o limite para un nimero grande de grados de libertad- para las teorias
de norma en general, nos regresa una teoria de cuerdas, aunque esta no sea bien conocida;
sin embargo, si se organizan los diagramas de Feynman de la teoria -que pueden dibujarse en
una esfera o toro-, al incrementar el género en la superficie se tiene una potencia adicional de
1/N?[29, 54]. Esto parece una teorfa de cuerdas con una cuerda de acoplamiento gs ~ 1/N, es
decir, estas pueden ser cuerdas del bulto. El bulto puede considerarse como un “hiperespacio”,
es decir, un universo de dimension menor el cual esta restringido a una brana dentro de un

espacio de mayor dimension.

2.2. El fondo AdS

Como se menciond en la seccién anterior, la conjetura de Maldacena concierne a la teoria
de cuerdas o una teoria M en algunos fondos de la forma AdS; x Mp_g4, con AdS y M un
espacio de compactificacién de D — d dimensiones (tomando D = 10 para cuerdas y D = 11
para la teorfa M)[38].
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El fondo se elije al establecer el flujo de la intensidad del campo como una forma diferen-

cial.

La conjetura establece que la teoria de cuerdas o la teoria M en el fondo es mateméaticamente
equivalente o dual a una teoria ordinaria pero conforme en el espacio tiempo de d — 1 dimen-

siones que se interpreta como la frontera de AdS,.

2.2.1. AdS como solucion a las ecuaciones de Einstein.

De la accién de Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica [38]

1 D
16W€D/d eVIgl(R+ A). (2.2.1)

De Sitter y Anti De Sitter son soluciones de la ecuacion de Einstein en el vacio. Dichas

S =—s

ecuaciones estan dadas por
1
GMV = RMV — §Rguy

= 81GT ) (2.2.2)
con G, el tensor de Einstein, R, el tensor de Ricci y g, el tensor métrico

1 1
Rw/ — §gMVR = iAgwj. (223)

De esta manera, se observa que en espacios de Einstein con curvatura constante W

|14
R = 2.2.4
2 W (2.2.4)
de donde
A
R, = 5y Im (2.2.5)
el tensor de Ricci es proporcional al tensor métrico. Para una simetria maximal
R
RMVDU = m(guogup - gl/pg/ta) (226)

con R = 0. Son espacios para esferas Sp y espacios de Sitter y Anti de Sitter con D dimen-

siones. Como se ha mencionado previamente, la constante cosmoldgica A > 0 para AdS.



2.2. El fondo AdS 33

co 30—
(%]
|
9
Il
72

Figura 2.1: “Diagrama de Penrose del fondo Anti de Sitter”

2.2.2. El espacio-tiempo de Anti de Sitter

Como se ha mencionado en la seccién (2.2.1.) -hasta el cansancio- AdS es un espacio-
tiempo simétrico con curvatura negativa y solucién de las ecuaciones de Einstein con con-

stante A negativa. [24]

A esta variedad se le puede describir en un sistema de coordenadas globales

1

dS? = ———
cos*(p/R)

(dt? — dp? — sm2(%)dQ§,1) (2.2.7)
para el espacio AdS se requiere definir una escala particular de distancia y curvatura. La
coordenada radial p € [0,7/2] con t € (—o0, 00) siendo las cordenadas angulares 2 las cuales

cubren una esfera de dimensién (d — 1).

Para tener un esbozo detallado de esta idea, un ejemplo sencillo de esta situacion, prop-

uesto en [24], si la dimensién es d = 3 la métrica puede escribirse como
dQ? = do* + sin*0d¢?, (2.2.8)

para cubrir la esfera S%. Nétese que p va de un rango infinito, siendo la distancia espacial
que, para cualesquiera p < 7/2 de 7/2 diverge, entonces AdSy:, no es compacta. En coor-

denadas globales se puede colocar a AdS en el interior de un cilindro; observese que en tales
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Figura 2.2: “Otro posible diagrama de AdS que muestra el comportamiento en la frontera”

coordenadas hay una simetria de traslaciéon en el tiempo, ademés de simetrias de rotaciones

SO(d) en la esfera.[29]

De la ecuacién (2.2.7) La métrica AdS en coordenadas globales puede escribirse, entonces
como [28]
dp?
2 _ 72 2 2 2 112
dSAdeJrl — L [_<p + 1)dt + m + p de*l] (229)

con L el radio de curvatura. Observese que cerca de p = 0 parece localmente un espacio
plano. Si se considera una particula masiva moviendose en un potencial gravitacional g,
dicha particula estd sujeta a una interaccion del orden v ~ /—ggo. Si dicha particula es
colocada en reposo, para valores grandes de p esta se movera como una particula en un
potencial harménico. De esta forma, el potencial gravitacional confina a las particulas al

rededor del origen.

Una particula masiva con energia finita no puede escapar del infinito p = co. Por otro

lado, una geodésica sin masa puede ir al infinito y regresar en un tiempo finito.

De la métrica en la ecuacién (2.2.9), se elimina el factor (1 + p?) definiendo una nueva

coordenada radial X tal que
dp

dX = -~
p°+1

(2.2.10)

lo que implica que la métrica en (2.2.9) tiene ahora un rango finito. De las figuras (1.1) y (1.2)
se puede observar que el fondo AdS es un cilindro cuya direccién vertical es una representacion
temporal; con la frontera en p = oo ahora finita localmente en X. Siendo S¢~! la seccién

espacial de la superficie del cilindro. Tal métrica posee simetrias R x SO(d). Sin embargo
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AdS contiene aun mas simetrias, en general su grupo de simetria completo es SO(2,d); el

resto de estas pueden ponerse en manifiesto observando este fondo como el hiperboloide
— Y3 Y2+ YR . Y=L (2.2.11)

en R4,

Esto implica que en este hiperboloide, la direccién del tiempo es compacta. Es decir,
que el espacio-tiempo poseé curvas cerradas de género tiempo que violan la causalidad. Sin

embargo, en las aplicaciones fisicas debe considerarse no compacto.

Teniendo esto en mente, Antti de Sitter se puede desenrrollar, ya que, si se toma un
espacio tridimensional con coordenadas (x,y, z), este puede desenrrollarse como una recta,
siendo el espacio entero simplemente conexo, es decir, se puede contraer en un punto sin

abandonar la superficie.

Las simetrias mencionadas en AdS son muy interesantes, por ejemplo, volviendo a la
geodésica con masa en un espacio localmente plano, al aplicarse un boost en un sistema en
reposo sobre una particula con una trayectoria harmoénica tal que, el nuevo sistema esté ahora

en reposo. Esto quiere decir que no hay un “centro” en AdS.

Para esta descripcién, se escoge un Hamiltoniano, por ejemplo[29] uno que involucre a
t en LS?, asf se escoje este “origen” y de esta manera es posible encontrar una descripcién
a bajas energias de una particula en este nuevo origen. En estas coordenadas la métrica en
(2.2.9) se vuelve
—dt? +da? | + d2?
2

Observese que la frontera esta en p = 0, donde se tienen cortes que muestran al grupo de

ds? =17

(2.2.12)

simetrias de Poincairé de d — 1 dimensiones espaciales y el tiempo. Si al tiempo se le toma
como t — 1Y se obtiene el espacio hiperboloide de AdS o bien, el espacio euclidiano. En la

seccién (2.2.5.) se hace énfasis en este caso.

Siendo entonces que, estas coordenadas cubren sélo una porcién de la métrica inicial,
debido a que el horizonte se encuentra en p = co. Estas coordenadas son convenientes cuando

se considera una teoria conforme de campos CFT dentro del espacio de Minkowksy.

Se hace hincapie en las soluciones sobre estos espacios localmente planos, pues dentro de
la teorfa AdS/CFT la fisica en este espaciotiempo, asintéticamente AdS, puede ser descrita

por una QFT local en la frontera, dado que las simetrias de AdS actian en la frontera;
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dichas simetrias envian puntos en la frontera a puntos en la frontera. De esta forma, la teoria

cuantica de campos es una teoria conforme.

Puede verse ademds que de la métrica en (2.2.12) el reescalamiento de simetrias traslada
a una dilatacion de la frontera, y dado que una teoria en la frontera es invariante de escala,

es un invariante conforme.

La limitante de este hallazgo se debe a que esta métrica es necesariamente no dinamica,

por localizarse en la frontera.

2.2.3. Agujeros negros con geometrias AdS en el horizonte.

Los agujeros negros en cuestiéon tienen un horizonte cercano con AdS, debido a las
propiedades inusuales de este espacio, como el tener un infinito espacial en la frontera. Parece
contradictorio comparar soluciones en cuerpos con fuerte atraccién gravitacional a la par de
objetos cuanticos. En medio de esta construccién, se menciona de forma insistente la am-
plitud de una teoria de la gravedad cuantica; pues la fuerza gravitacional es una fuerza de
largo alcance (sin masa, de espin entero), lo cual no ocurre en gravedad cudntica pues es lo
suficientemente débil para medirse; es en altas energias (10'9 GeV), donde la fisica cambia

radicalmente a una escala de energia critica. [24, 54]

Tal es el caso con la teoria electromagnética o QCD, ya que se encuentran particulas
fuertemente interactuantes, donde la gravedad difiere cualitativamente. En este punto, se
tratan de resolver distancias del orden de la longitud de planck (Ip; ~ 10735m) requiriendose
energias del orden de la masa de Planck. Nétese que a este punto i/lp; es donde comienzan

los agujeros negros.

Parecia evidente el proceder con la correspondencia AdS/CFT. La forma clasica proviene
de la termodindamica de los agujeros negros, en particular la entropia del agujero negro Spy =
A/ 4l§;l la cual es proporcional a su area superficial y no a su volimen. Esto implica que la
cantidad de informacion existente en cualquier region del espacio-tiempo es proporcional a

su area superficial.

Otra idea relevante es que, a distancias cortas, el espacio tiempo no es consiederado pues
no se puede obtener informacién del bulto, la informacion se localiza exclusivamente en la

frontera.

Ademas, se considera que la energia gravitacional no esta bien definida localmente, en el
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caso de colocarla en el infinito, esta si puede medirse, aunque localmente.

Dado que la energia del sistema puede representarse como el Hamiltoniano, se debe con-

siderar a dicho hamiltoniano en la frontera al infinito para teorias gravitacionales.

2.2.4. La métrica AdS, 1

La forma general de la métrica AdS puede verse en (2.2.7) y (2.2.9); es muy préctico

mencionar el caso de n + 1, como subvariedad con un espacio seudo euclidiano incrus-

tado, de dimension n + 2 con coordenadas Y% = (3% ¢, ...,9"™!) v una métrica 1, =
diag(+,—,—,...,—,+) cuya longitud al cuadrado[4]
V= 00) + (ne)” = ()’ (2.2.13)

i=1
la cual se preserva por el subgrupo de Lorentz SO(2,n)

Para AdS,, 1 se considera el espacio de Minkowski de n + 1 dimensiones, siendo la teoria
invariante bajo el grupo de Poincaré, el cual, tiene dimensién d = n + 1 para traslaciones y
(1/2)n(n + 1) dimensiones adicionales para las transformaciones de Lorentz. Siendo en total
d=(1/2)(n+1)(n+2).

De hecho, el grupo de Poincaré es el grupo de isometria de un espacio plano; espacios con
intervalos invariantes y asi mismo cuadraticos son preservados por este grupo. De esta forma

se obtiene al subespacio definido por AdS como SO(2,n)

En la seccion (2.3.1.) se retomard el caso AdS,,;; para analizar sus isometrias en el grupo

conforme.

Se tiene que la métrica en AdS, 1 pertenece al espacio incrustado tal que el grupo SO(2,n)
es invariante. Las teorfas cudnticas en este espacio-tiempo también poseen invarianza bajo
este grupo. La invarianza de grupo para teorias en AdS es muy grande, siendo asi mismo

para teorias en un espacio plano de la misma dimensién.

Maximizando la simetria, es decir, si AdSy.; tiene un nimero maximal de simetrias
espacio-temporales d = (1/2)(n + 1)(n + 2), las cuales son equivalentes a un espaciotiempo
plano de d + 1 dimensiones, con d + 1 dimensiones para traslaciones, d dimensiones para el

boost y (1/2)d(d — 1) dimensiones para rotaciones.

Para encontrar las simetrias de AdS, volviendo a las coordenadas globales, estas pueden
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verse como solucion de

d
XX = X0+ X7, — ) (X)) =R (2.2.14)

i=1
donde el centro estd en p = 0 y el infinito espacial se aproxima como p — 7/2

Notese la aparicion del radio R en AdS. Para mapear las coordenadas globales en X, se

puede usar la ecuacién cos?t + sin?t = 1 para el tiempo y sec?p = tan?p + 1, como

cost

Xo=R = Rsecpcost 1=1,---.n

cos p

sint
Xd+1 =R

cos p

X; = Rtan p§2; (2.2.15)

La ventaja de X, recae en que todas las simetrias son rotaciones y boost triviales. En
particular se tienen 1/2d(d — 1) rotaciones alrededor de X; con 1 < i < d; adicionalmente
se tiene una rotacion entre las dimensiones Xy y Xy, 1, teniendo 2d boost que mezclan X, y

X411 con X;. Todas estas transformaciones pueden representarse por medio de

a __ aa ba
Lb_XaXb XaXa

(2.2.16)

el cual genera al grupo SO(2,d) de transformaciones lineales de X, dejando a la ecuacién
(2.2.14) invariante. Por otro lado, los generadores inicamente espaciales L;; sélo generan

rotaciones de €.

2.2.5. El parche de Poincaré

Existe un sistema coordenado de AdS, usado muy frecuentemente en la literatura y en
mayor medida que las coordenadas globales, llamado el parche de Poincaré (PP). Este espacio
no cubre a AdS en su totalidad, sin embargo puede extenderse -de una manera no trivial-;
la razén de su extenso uso es debido a que hace manifiesto al subgrupo de Poincaré de d

dimensiones el cual es un grupo conforme.
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Tomando las coordenadas globales en (2.2.7) y las del parche de Poincaré

coshr 1 2% +1r?2+ R?

Xo=R = (—
0 cos p 2( z )
sint 1 z22+4+7r?— R?
X = R = S(——)
cosp 2 z
R
X; = Rtan pQ;—r; (2.2.17)
z

siendo r la coordenada espacial, cuya coordenada global es 7. Dado que z va de 0 a oo, es
necesario que el signo de Xj sea fijo; justo como en el caso euclideano. Si se estira el espacio,

las dilataciones son generadas por
D - L07d+1 - X@Z —l— Fl&n (2218)

este operador actua en r al estirar el espacio. Esto puede observarse ya que (z0,+7;0,,)X; =0
y esto es
20, +7:0,, = X0X" — X9 X! (2.2.19)

que es AdS euclidiano. Nétese que el caso euclidiano de AdS, cuyo grupo conforme es
SO(1,d + 1) puede escribirse como

d+1
Xg-) X} =R (2.2.20)

de la métrica en coordenadas globales en (2.2.7) hay un cambio de signo en el término dt? tal
que los senos y cosenos en (2.2.15) se transforman en cost — cosh(t) y sin(t) — sinh(¢) y se
obtienen las mismas coordenadas del parche de Poincaré en (2.2.17). La coordenada global
temporal (7) consiste en bolas fijas en el cilindro, de tal manera que sea 7 constante. En
contraste, la superficie z constante comienza en r = 0 en algin 7 fijo con p =0y en r — 0o

simultaneamente p(r) — m/2 con 7 — 0.

Hay que senalar que las coordenadas globales en conjunto con las coordenadas euclideanas

y el Parche de Poincaré cubren todo el espacio AdS.

Sin embargo esto no siempre ocurre, en el caso de un espaciotiempo de Lorentz, el parche
de Poincaré sélo cubre una parte de AdS. El parche es constante en el tiempo. En general,

las coordenadas globales pueden representarse por SO(2) x SO(d) que es un subgrupo del
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Figura 2.3: “Diagrama de Penrose del fondo Anti de Sitter en el parche de Poincaré. Notese
que la coordenada temporal se representa como bolas fijas en el cilindro.”

grupo conforme SO(2,d), mientras que el parche de Poincaré hace manifiesto al grupo de

Poincaré y sus dilataciones.

De (2.2.15) y (2.2.17) se pueden escribir las coordenadas de Lorentz como en el diagrama

de la figura (1.4)
cos(t) =z N R*+7% —t?

Xo=R———=—(1
0 cos p 2< 22 )
sin(71 R
Xy = RN _ By,
Cos p z

R
Xi<d = Rtan le = Efl

z R? — 72 4+ 2
Xgq = Rtan pf)y = 5(1 — —2) (2.2.21)

z

donde T es un vector espacial de dimensién d — 1. Asi mismo las ecuaciones (2.2.21) pueden

~

escribirse en términos de las coordenadas globales (7, p, €2;) como

sin(7)

t=R

cosT — Qgsinp

cos(p)
cosT — gsinp

z =
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Q; si
T, =R MRp (2.2.22)
cosT — gsin p

de esta forma se cumple t — 400 ya que sélo se tiene un rango finito en 7. De estas

coordenadas se obtiene la métrica

d—1

1

ds? = ?(dtz —d* =) dz) (2.2.23)
=1

donde z cubre sélo el rango o < z < 0o. Se puede reescribir la ecuacién (2.2.23) como

2

ds? = R—(dz2 + dz® — dt?) (2.2.24)

22

2.2.6. La frontera en AdS

Por medio de diagramas de Penrose, que son diagramas conformes o diagramas causales,
se ha pretendido visualizar la estructura causal de este espaciotiempo. Para realizar dichos
diagramas se distorciona la geometria para mapear el espaciotiempo a una regién finita,
pero aun manteniendo las nociones espaciales, temporales y la distancia entre puntos. En
particular, se utilizan los diagramas de Penrose para entender la estructura del infinito en
la frontera. Para distorsionar su geometria sin afectar la causalidad, se puede multiplicar la

métrica total por un factor de Weyl f(x) enviando g,,(x) a f(z)gu.(z).

Al estudiar AdS/CFT y dadas las propiedades en la frontera del fondo My, se agrega el
factor 1/cos?(p) el cual multiplica a la métrica para determinar el diagrama de Penrose de

AdS. Se obtiene entonces la nueva métrica
dS? = dt* — dp* — sin’(p)d? (2.2.25)

con 0 < p < 7/2. De esta forma sélo se puede dibujar un diagrama causal espacialmente
finito que va de —oo a 0o; este hecho no se puede alterar debido a que los diagramas de luz

se mueven a 45° en el plano ¢ — p.

De esta manera, se cubre la variedad AdS enteramente, siendo la frontera el cilindo
R x S%! que se obtiene al tomar el limite p — 7/2 en el infinito espacial, utilizando las

coordenadas t y o como frontera para parametrizar este cilindro.

Si se toman las coordenadas del PP
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Figura 2.4: “Diagrama de Penrose del fondo Anti de Sitter Lorentziano”

d—1

1

ds? = ;(dtz —dz* =) X7) (2.2.26)
=1

donde z cubre sélo 0 < z < oo

Al multiplicarse por un factor de Weyl 2? se obtiene la métrica para un espaciotiempo
plano de dimension d + 1, donde su diagrama de Penrose, en forma de diamante, es el mismo

que para medio espaciotiempo plano de Minkowski.

La superficie z = 0 es parte de la frontera My, debido a que el diagrama de Penrose
termina de forma abrupta. De las ecuaciones (2.2.25) y (2.2.26) cuando z — 0 corresponde a
p = 7/2 pero sélo en un tnico punto en la frontera del cilindro §2; = 0 y 7 = 0 en coordenadas
globales. Si se toma alguna combinaciéon de T y ¢ al infinito se puede alcanzar el final del PP
pero no la frontera del espaciotiempo. Sin embargo, se puede extender con libertad el pasado

espaciotemporal hacia el infinito, alargandose en un tiempo finito.

Se debe recalcar que al tomar z — 0 se encuentra una frontera parcialmente distinta
para el PP en AdS. Esta frontera estd parametrizada por (Z,t) y tiene la geometria de un

espacio-tiempo d — 1 dimensional de Minkowsky.

Para tener clara la idea de la fisica en la frontera y la elecciéon de un espacio como AdS,
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Figura 2.5: “Diagrama de Penrose de un diamante Euclideano”

se puede considerar la métrica euclidiana plana, tal que
dS? = dt* — dr* — r*d)? (2.2.27)

se pueden introducir coordenadas 2tanU =t+ry 2tanV =1t —r tal que U y V vayan de

—7/2 a w/2. En estas coordenadas la métrica se convierte

o2 AdUdv

— 4 (tanU — tan V)%d0? 2.2.28
cos2 U cos?2 V + (tan an V) ( )

se anade entonces la transformacién de Weyl al multiplicar por cos? U cos? V. En términos

de las nuevas coordenadas T'=U +V y R =U — V la métrica

dS? = dT? — dR? + sin®(R)d? (2.2.29)

con T'y R actuando sobre un diamante finito. Nétese que esta es la manera de derivar un
diagrama de penrose (forma de diamante) para un espacio-tiempo plano. Siendo la frontera
el “infinito conforme” cuyo diagrama es un diamante nulo. Existen puntos espaciales donde
terminan geodésicas de tipo espacial y temporal, donde las superficies nulas son todos los

rayos de luz aproximandose al infinito. Cabe mencionar que la frontera no es un buen espacio-
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tiempo ya que no tiene métricas lorentzianas de direcciones del tipo temporal. Esto explica
por qué no es trivial encontrar una descripcién holografica del espaciotiempo; dado esto, la

QFT tiene que vivir en un espacio-tiempo exotico.

2.3. Teorias de Campo Conformes CFT

En la seccion (2.2) se planted un panorama general del fondo AdS, haciendo énfasis en su
dualidad gravitacional, comparando las soluciones de agujeros negros con la entropia de una
CFT en la frontera. Se ha descrito que la frontera M, de AdSy., es de hecho una copia del
espacio de dimension d de Minkowski con puntos al infinito; cuyo grupo de simetria actua en

la frontera como el grupo conforme.[29, 54]

Sin embargo, al considerar las teorias de campo conformes en general, aun sin su dual
gravitacional, se pueden realizar mapeos entre estados del cilindro R x S¢~! y operadores en
el plano RY. Siendo la dimensién del operador igual a la energia correspondiente de dicho
operador. Asi mismo, la dimension del escalamiento nos da la informacién de cémo actia el

operador bajo transformaciones de escala.

La accién de AdS/CFT refiere que, a un estado de la teoria de campo conforme dentro

del cilindro le corresponde una teoria del bulto en coordenadas globales.

Si se desea una teoria del bulto débilmente acoplada, se requiere que la teoria de campos
conforme tenga una gran cantidad de campos. Una propiedad importante para una teoria
débilmente acoplada es la existencia de una estructura del espacio de Fock dentro del espacio
de Hilbert.

Sus energias son proporcionales -para pequenas correcciones- a la suma de energias de
cada particula. Por otro lado, al considerar a la CFT dual, esta tiene una estructura similar

al estar basada en teorias de norma para N grandes.

Una teoria de norma con N muy grande estd basada en los grupos de simetria SU(N) y
U(N) con campos en su representaciéon adjunta. En este caso se pueden formar operadores
invariantes de norma, tomando las trazas, asi como los productos de estas, de sus campos
fundamentales. Dado que son operadores locales, los campos pueden ser evaluados en un

mismo punto del espacio-tiempo.

Dado que las simetrias en ambos casos son las mismas, se pueden dividir los estados y

operadores, de acuerdo a sus leyes de conservacién bajo su grupo conforme. Estas representa-



2.83. Teorias de Campo Conformes CFT 45

ciones estan caracterizadas por el espin del operador y su dimensién de escalamiento.

2.3.1. Las simetrias conformes

Dado que, SO(2, d) actua en AdSy,1 como el grupo de simetrias ordinarias y en la frontera
My, como el grupo de simetrias conformes, esto implicaria que hay dos caminos para obtener
una teoria fisica con esta simetria, por un lado, una teoria de campo conforme en la frontera

My y por el otro, una teoria de campo relativista con o sin gravedad en AdSy.q [54].
De la seccién (2.2.4.) al tomar la ecuacién (2.2.13) con una longitud al cuadrado

V2= (VO 4 (Y2 =) (V) (2.3.1)

la cual se preserva por el subgrupo Lorentziano SO(2,n) que actua como

Y= Y™ =AYY A€ SO(2,n) (2.3.2)

de donde se puede considerar esta teoria, localmente Minkowsky de dimensién n + 1,
invariante bajo el grupo de Poincaré. Siendo el grupo de Ponicaré el grupo de isometria de
un espacio plano, es decir, que si se toman intervalos cuadréticos como en (2.3.1), estos son

preservados por el grupo de Poincaré [38].

Si se considera una subvariedad de AdS cuadratica, como Y? = b? = constante y se
toman dos puntos cualesquiera y§ y dy{ cuya imagen correspondiente y/§ y dy/{ bajo la
transformaciéon de SO(2,n) de y* — yr* = A%y’. En particular, al tomarse el producto
dy, - dys = dyly - dyly donde para cualesquiera vectores en el espacio seudoeuclidiano de

dimension n + 2

XY =n,XY? (2.3.3)

donde los puntos dyi, dy}, dys, dyy, € AdS,.1 esto implica que la métrica deja invariante a

SO(2,n)
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2.3.2. Equivalencia de escalamiento

1

Al tomar esta equivalencia cuadratica, descrita por coordenadas u, v, z", ..., %, que obe-

dece la ecuaciéon
uv — ijxi:vj =0 (2.3.4)
4,J

sujeta a distintas equivalencias de escalas, como u — su,v — sv,x" — sx’, con s #
0 € R. En (2.3.4) n;; es la métrica de Lorentz con signatura — + +... + .. Siendo (2.3.4)
una variedad que admite la accién del grupo SO(2,d) que preserva esta forma cuadratica.
La compactificacién de (2.3.4) describe la compactificacién del espacio de Minkowski, esto
puede verse al tomar v # 0, dado esto se usa la relacion de reescalamiento para v = 1,
despues de que se resuelve ecuacién para u. Esto permite que se dejen fijas las coordenadas
espaciales estandard de Minkowski conteniendo ademas puntos al infinito en v = 0. Dicha
compactificacién es, topolégicamente hablando, S x S4°!/Z, donde Z, actua como una

rotacion, ya que, al tomar u =a+ by v =a — b la ecuacién se vuelve
d
ol +a3 =Yy (2.3.5)
j=1

escalando sélo s positivas, teniendo asi un mapeo tnico que es copia de S x S%1; es-
calando entonces con s = —1 se obtiene S* x S971/Z,. Teniendo asf mismo curvas del tipo
temporal cerradas; sin embargo, se prefiere reemplazar estas caracteristicas por una cubierta

universal que es topolégicamente S¢~! x R donde R puede verse como la direccién temporal.

Como se ha mencionado previamente, grupo de isometria SO(2,n), (SO(1,n + 1)) actua
en la frontera como el grupo conforme actuando sobre un espacio euclidiano de Minkowsky.
Para demostrar que la accién de SO(1,n+1) en la frontera no da transformaciones conformes,

se puede tomar un punto en AdS,;; como (u,v,y) con

w — 7 = b? (2.3.6)

es mapeada por SO(1,n+ 1) a (u/,v/,3/) como

U ul

vl =1w (2.3.5)
!

<
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donde A € SO(1,n + 1) i.e. A preserva la norma uv — g2,

2.3.3. Algebra conforme

Al considerar al espacio Euclideano de dimensién n, E™ cuyo grupo conforme es SO(1,n+
1)[38], para generar dicho espacio se debe contar con cierto nimero de generadores, los cuales
son equivalentes al nimero de matrices linealmente independientes y antisimétricas, siendo
la dimensién del espacio SO(1,n + 1) = (1/2)(n + 2)(n + 1). Comparandolo con el grupo
de Poincaré de dimensién n, con n generadores de traslacion y 1/2n(n — 1) generadores de
rotacién, la dimensién de la version euclideana de Poincaré es igual a (1/2)(n)(n + 1), cuya

diferencia es (n + 1). Agregando posibles dilataciones adicionales [38]

T— X ,xeR (2.3.6)

que dan un generador, y finalmente las tranformaciones conformes espaciales T — 7/ tal
que
— = — +a (2.3.7)

Para el algebra de Lie de un grupo conforme, se escoge una posible representacion, la cual
es en términos de campos escalares ¢(x) la mas simple, con x un n-tupla de coordenadas
cartesianas. Siendo los generadores de:

(i)traslaciones: P, = —i0,

(ii) rotaciones (Lorentz): M, =i(x,0, — X,0,) = —(X, P, — X, P,)

(iii) dilataciones: D = —X*d,

(iv) Transformaciones especiales conformes: K, = i(2X,X -9 — X?9,) = —i2X,D + X*P,

2.4. AdS/CFT como invariante de escala

Para concluir esta seccién, se ha mostrado de forma introductoria la equivalencia entre
teorfas de gravedad cuantica en un espaciotiempo AdS que asintéticamente define una teoria
de campo conforme. Asi mismo, se dice que los espacios de Hilbert de ambas teorias son
idénticos, i.e. Hopr = Ha4s,0¢ vy todas sus simetrias globales, que son simetrias fisicas pueden
ser combinadas entre ambas teorias, en particular simetrias espaciotemporales representadas

en isometrias de AdSyy1, forman el grupo SO(2,n) el cual actiia como el grupo conforme de
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la CF'T que asi mismo contiene como subgrupo al grupo de Poincaré, el cual ejecuta todas

las representaciones de ambas teorias.

Igualmente, si se tiene una QFT incompleta, o bien una teoria de campo efectiva de la
gravedad, se obtiene entonces una teoria conforme aproximada. En cambio, al tener una teoria
completa de la gravedad a nivel cudntico, o bien una completitud UV, conlleva al siguiente

paso: Una QFT de bajas energias a una de altas energias en el régimen ultravioleta.

Al obtener dicha completez para una teoria efectiva, se obtiene la transicion a una teoria de
campo conforme exacta. Al colocarse en el fondo curvo, una QFT sin gravedad define teorias
conformes, las cuales son no locales con operadores similares a los de QFT con correladores
que son simétricos bajo el grupo conforme y obedecen la expansién de producto de operadores

(OPE), aunque sin un operador de energia-momento local.

Asi mismo, el descubrir que agujeros en AdS pueden verse como estados en una CFT,

esto implica que se tiene una teoria invariante de escala.

Para distancias cortas -grandes energias- se puede analizar por medio de teorias UV como
una teoria de campo efectiva. Esto depende de las simetrias, pues de estas se obtienen grandes
consecuencias, dependiendo de cuales se preservan, rompen, si son anémalas o emergentes.
La simetria espacio-temporal es esencial cuando se determina qué clase de teoria puede de-
sarrollarse. En el caso de fisica de altas energias, se tienen QFT invariantemente conformes

como invariantes de escala.

Esto, desde el punto de vista de la filosofia Wilsoniana [24] se puede ver como “el hacer
un zoom” de una teoria a distancias cortas, hacia una a gran escala. A este proceso se le
conoce como renormalizacion. De esta manera se puede ver a las QFT de una teoria UV a
otra en el limite infrarrojo I R. Es posible que, para propagadores masivos en una teoria del
bulto, al regular el area de la frontera de la CFT por el regulador infrarrojo § , este juega el
rol de un regulador UV. El flujo de renormalizacion ocurre al deformar la CF'T en el limite

UV, rompiendo simetrias conformes.

Teorias cuanticas de campos bien definidas pueden usarse como CFT, dado que se pueden
ajustar o remover los cortes de una UV de una QFT al mandar energias infinitas a distancias
iguales a cero. De esta forma se puede concluir que estudiando teorias de campos conformes

equivaldria a estudiar teorias cuanticas de campos bien definidas.

Por otro lado, desde el punto de vista de la filosofia de Weinberg [24] se puede considerar

a una QFT como el tinico medio de obtener una teoria invariante de Lorentz, unitaria y
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local para dispersion de particulas. Para esta teoria de dispersion, se definen operadores de
creacién y aniquilacién, los cuales son invariantes de grupo de Poincaré. Estos operadores
estan motivados por el principio de descomposiciéon por acumulacion, es decir, que cada
proceso no afecta a las particulas interactuantes, en términos de la distancia. Asi mismo, la

matriz S es la responsable de fundamentar una teoria de la dispersién.

Sin embargo, la interaccién cambia la definicion de las simetrias de Poincaré, dado que
estas simetrias no actian de igual modo en el caso de particulas libres y particulas inte-
actuantes. Estas simetrias deben contener estados asintéticos de la matriz S para describir

particulas con una teoria invariante local.

Los conceptos de simetrias de Poincaré, el tener una teoria unitaria y el principio de de-
scomposicion por acumulacién pueden, sin embargo, reemplazarse por simetrias conformes,
unitariedad y simetrias cruzadas. De esta manera, ambos puntos de vista terminan correla-
cionados, ya que en un espacio plano de matrices S se pueden derivar un limite de funciones
de correlacion en CFT donde la escala dual de longitud en AdS en R — oo. Asi mismo
se puede observar que la localidad en QFT produce una matriz S covariante de Poincaré;
ademas al tener QFT en AdS se pueden obtener buenas funciones de correlacion para una
CFT. Asi mismo al analizar la completez UV para teorias de gravedad cuantica se puede

entender por qué la gravedad en AdS debe ser una teoria de campos conforme.

2.4.1. Diccionario AdS/CFT

Existe un diccionario desde el punto de vista del fondo AdS desde donde se compara con
su CFT dual[24]. Desde una perspectiva general, y bajo la condicién de una construccién

heuristica para cualquier CFT se pueden considerar las siguientes equivalencias:

Las teorfas conformes consisten en el grupo de transformaciones de Poincaré, que involu-
cran transformaciones de escala y tranformaciones especiales conformes. Para obtener las
simetrias adicionales estas pueden derivarse de inversiones con respecto a un punto, donde
x' — z' /2. Estas son transformaciones de coordenadas que no dejan a la métrica invariante,

pero ante un reescalamiento por factores de escala son dependientes del espacio-tiempo.

Las CF'T se pueden cuantizar en el modo estandard sobre superficies localmente planas.

Alternativamente se puede realizar una cuantizacién radial en el espacio euclideano.

La cuantizacién radial se comienza en un punto y se va expandiendo en esferas hacia el

exterior. Este método asocia los espacios de Hilbert de cierta CFT sobre una regién pequena
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Figura 2.6: “Cilindro AdS en coordenadas globales correspondientes a una CFT en la cuan-
tizacion radial.”

alrededor de un punto. La asociacién de estados se produce en estos pequenos circulos sobre
una region pequena alrededor de un punto (ver Fig (2.6)). Tal asociacién de estados se
produce en estos pequenos circulos expansivos que contienen operadores en su centro, lo que

conduce a la correspondencia entre operadores y estados.

Usando la simetria conforme, es permitido mover estos operadores, por ejemplo, si se toma
un operador O(0) en el origen se obtiene O(x) en algin punto z. Es decir, los correladores de
los operadores en una CFT estan fijos por simetria. Asi mismo, como en mecanica cuantica,
en una CF'T de la multiplicaciéon de operadores se obtiene un nuevo operador. Asi se define

un producto de operadores expansivos (OPE), el cual tiene un radio finito de convergencia.
No hay necesidad de la existencia de una integral de trayectoria [25, 54]

Las corrientes conservadas son de extrema importancia. Si se tienen corrientes J,, con
espin 1 satisfacen 0*J, = 0 y generan simetrias globales. En el caso de corrientes para
espines iguales a 2 se tiene a T),,. Por ultimo, es necesario senalar que, de lo contrario, se

considera que la teoria es no-local. [24]

2.5. El grupo de renormalizacién Wilsoniano

Cémo se vio al final de la seccién anterior, se ha creado un diccionario para definir una

teoria conforme desde el punto de vista de gravedad cuantica, proponiendo como uno de
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los mayores retos la invariancia de escalamiento. Existe una busqueda insistente para este
problema, a través de una formulacién precisa del grupo de renormalizacién para la teoria
holografica (RG). Utilizando el diccionario AdS/CFT se entiende que se toma una teoria de
campo QFT local definida sobre la frontera de AdS; es claro que no existe una evolucién

temporal en la QFT, el problema ahora parece ser la evolucién de la teoria.

Para abordar el problema, la herramienta matematica asociada a una variacion de es-
calamiento es el llamado grupo de renormalizaciéon. Si se considera la aproximacion de
Wilson[18, 22, 49] mencionada en la seccién anterior, suponiendo que el espacio AdS con-
fina a dicha QFT local que vive en la frontera. Se muestra el comportamiento hologrdfico
cuando a la teoria de gravedad cuantica se le asocia una teoria de menor dimensién que es
localmente plana quedando de sobra una coordenada extra: la coordenada radial. A dicha
coordenada radial le es asociada la escala de energia de la teoria en la frontera. Esto es,
identificando la QFT que reside en el bulto espacio-temporal confinado, entonces se realiza
un corte: este corte se divide en dos factores, el factor IR como la integral de trayectoria en
la QFT dual con un corte UV, mientras que el factor UV corresponde entonces, a la accion
Wilsoniana integrando fuera los campos sobre el corte de escala[l8]. Esto sugiere que existe

una correspondencia entre la QFT y el RG Wilsoniano.

Puede verse que, la teoria en el bulto requiere que esta se escriba como una integral de
trayectoria, bajo la sugerencia de Wilson, al hacer un corte, se separa la integral de trayectoria

en dos modos: uno de energia inferior y otro de energia superior. Si z es la coordenada radial

z = / DMs 1D Mysore™ = / DM5-1e 50 (2.5.1)

con M asociada a campos genéricos de contorno. Como se vio en la seccién (1.4.1.), esta
integracién progresiva genera un flujo, este flujo sustituye las deltas y epsilon de la integral
de trayectoria -donde § = oo y se obtiene la trayectoria completa- reduciendo el problema
a un andlisis dimensional [18]. Este proceso tiene grandes repercusiones, pues si se toman
sistemas fuertemente acoplados con su dual gravitacional, se puede conocer dicho sistema a
bajas energias (la cual es detectable s6lo bajo un nimero muy pequenio de acoplamientos
sobre puntos fijos); asi mismo, para fisica a corta distancia, la fisica microscépica puede ser

cada vez mas integrable.

De esta forma se clarifica una vez mas el diccionario AdS/CFT: Al asociar la coordenada

radial extra en el bulto a la escala de energias de una QFT, el flujo radial de dicha geometria
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puede asociarse al flujo del grupo de renormalizacion Wilsoniano. Hay que senalar de forma
adicional que esta herramienta no es trivial, ya que es dificil hacer la separaciéon de esta
integral de trayectoria y preservar al mismo tiempo estructuras importantes, como simetrias
o invarianza de norma. Es por esta razén que para que se considere a la gravedad cuantica

un problema resuelto se deben definir observables simples y adecuados (o de “juguete”).



Capitulo 3

Fermiones en el espacio de Anti
de-Sitter

En el capitulo uno se hizo un rapido vistazo a las herramientas matematicas para trabajar
sobre espacios curvos (como De Sitter o Anti de Sitter); y ademds, en la seccién (1.7) se
definenieron las politradas o vielbeins, que permiten trabajar con espinores, esta formulacién
y sus propiedades operacionales son la herramienta esencial para analizar el siguiente ejemplo

de holografia.

En este capitulo se trabaja a partir de los principios de la correspondencia norma-
gravedad, definida en el espacio-tiempo AdS puro, con la ecuacién de Dirac en el caso mas
sencillo: la particula libre. Una vez que se obtienen sus ecuaciones de movimiento, se observa
como evoluciona un espinor en AdS,, AdSs, y cémo es dicha evolucion con respecto a la
escala de energia, es aqui donde la direccién radial en el bulto puede asociarse al inverso de
la escala de energia de la teoria dual en la frontera. En este sentido, se utilizara el enfoque
Wilsoniano, que desde el punto de vista de la dualidad, consiste en hacer un corte sobre la
coordenada radial cerca de la frontera de AdS y asi establecer dos limites con el fin de integrar
los grados de libertad en esta region para conocer como evolucionan las cantidades fisicas, y
en partcicular, las constates de acoplo ante este reescalamiento. Esto es quivalente, de lado de
la teoria de gravedad, a tener una ecuacién tipo Hamilton-Jacobi; pues al tomar la derivada
de la accion total, esta debe ser cero para que la energia no cambie. La fisica bajo este corte
puede abordarse utilizando el grupo de renormalizacion Wilsoniano, siendo particularmente
util en el limite a bajas energias y donde se define el flujo radial en la geometria del bulto,

el cual se puede interpretar como el flujo del grupo de renormalizacién (Wilsonian flowing
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RG)[49].

Una vez que se utiliza el RG Wilsoniano, al imponer condiciones de frontera de tipo
Newmann, se concentra toda la fisica en un punto fijo, es decir, todo el flujo del grupo
de renormaliacion se localiza en puntos fijos. Un caso interesante es donde la fisica puede

encontrarse justo entre dos puntos fijos.

El presente capitulo se presenta como una aportacién sutil a los resultados del trabajo
realizado por Joao Laia y David Tong[23] donde se consideran flujos del grupo de renormal-
izacion Wilsoniano actuando sobre campos en bultos espinoriales, poniendo suma atencién
en los operadores entre los flujos de la teoria holografica y su dual conforme. Dentro del
contexto de t'Hooft para una expancién a N grande[16], se considera el operador O como un
operador de una sola traza, y O? como un operador doble traza; siendo el flujo inducido por

el operador de doble traza el tema central del presente trabajo.

3.1. Conexion de Espin: el lagrangiano clasico de Dirac

y el parche de Poincaré

En la seccién (2.25) se introduce el sistema coordenado més usual en holografia: el Parche

de Poincaré. De la ecuacién (2.2.24) el parche o cuna de Poincaré puede escribirse como

L2
ds* = F(dp2 + 1y datdx”) (3.1.1)

sobre este sistema coordenado, se busca resolver el Lagrangiano de Dirac, siendo el caso
clasico (Grassmann) el foco de interes, se tiene

— —

L = ip[=(T"D,, — D,%) — m]y (3.1.2)

cuyos indices u = p,0,1,2,3 para AdS en cinco dimensiones. Cabe aclarar la notacién

para abordar este problema. Se consideran las tétradas planteadas en la seccién (1.7) en cinco

dimensiones; es decir, la pentrada posee cinco indices curvos escritos en términos griegos,

mientras que los indices planos son escritos con indices latinos. Para el lagrangiano libre de
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Dirac del bulto, donde las matrices I' satisfacen (1.8.3), para

(DT —m)ih =0 (3.1.3)

considerando la definicién de politrada de la seccién (1.7) tal que se satisfaga de la ecua-

cion(1.7.1), escogiendo una base tal que, en términos de la base no coordenada (1.7.7)

' =ell* con p=p0,1,2,3 (3.1.4)
tal que pueda obtener
Waby = €’ pun (3.1.5)
entonces, tomando
L, = %g“"(ﬁuGop + Ope — 05 Gp — 04G ) (3.1.6)

donde la conexién es (1.7.15); sustituyendo = p,0,1,2,3 en (3.1.7) se obtiene I';, ) = —/lj.

Con esto se busca “aplanar los extremos” en la ecuacién (3.1.1) entonces

L2
ds? = ?(dﬁ + dz* + dy® + dz?) (3.1.7)
donde la conexién de espin
1
ab a b a b
w, = ;(5P6M — 5u5p) (3.1.8)

intercambiando super indices por sub indices en (3.1.8)

1
Wab,u = ;(npanub - nuanpb> (3'1'9)

obteniendo la forma requerida para satisfacer (3.1.2), obteniendose al operador de derivada

covariante .
Bu = 3# + Zwab,urab (3.1.10)

[T, TY].

con "% =

N
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3.2. Ecuacién para una onda plana

De estas nuevas coordenadas y sustituyendo en (3.1.4) se obtiene

1
I“D, =T"9, + Zwab,urab (3.2.1)
como el = £~4
DD, = 2@+ 1 ) + 20+ 1Dt
L 4p" 7 L 4p°" 7

p2 1 r p3 1 r z
P20y + —1 ) + 20 + —[,
+Lv(y+4p[%v])+L7( +4ph 7*])

tomando el lagrangiano en la ecuacién (3.1.2)

[—iT"k, + 110, — %(g —m)] (3.2.2)

multiplicando (3.2.2) se puede obtener la ecuacién de Klein-Gordon

1 d?
(=

02 4

d
—m?) + 55t %F“W =0 (3.2.3)

d
(02 — k* — =0, +
P
tomando la ecuacién de Dirac (3.1.3) con la signatura K, = (—w, k) (nétese que K* =

(w, k) sin embargo, usamos la signatura “al revés”)

7" K+ 770, = (5T + ml() = 0 (3:2.4)

usando +m aplicada a la ecuacion (3.2.4). Al obtener K-G para una onda plana, es decir

W(p, ) = Ty (p) (3.2.5)

—

con (k=z,y,2)

: 1 r r o7 1 r
ipy'w =57+ 90— pit k= 57" (d = 1)
v'd

2

“D, =ipy’w — ipik + py 0, — (3.2.6)
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de (3.2.6) implica
s W 0 1 d r s W 0 1 d r
[—iv"ky + 770, — ;(57 +m)|[—iv"ky + 770, — ;(57 —m)Ji(p) =0
tomando los dos ultimos términos como (% — m?) se obtiene
d 1,d? d 1
D=k — —0,+—(——m*)+ — + =m7" [y = 0. 3.2.7
ahora se define .
Ay = 5(1 +97) (3.2.8)
con Ay +A_ =1 AL=AL
VA=A o A=A
se define tambien 4 L2 J
A=12_p2_¢ AT N
y la ecuacion resulta
(A+ %vr)wi —0 (3.2.9)
m
pero [Ai, A + ?’}/T] =0
= A(As + A ) = —”;Z (Ay + A)p

restando
m m
(AN — AN )Y = —?A#ﬁ + ?A—?ﬂ

m
= Ahst) = F o5 As

m
y como (A= E)Aiw =0

se puede escribir
m m
(ANy = AN )Y = 25Ny = oA
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m
= Ahs = F 5000

se tiene

(A+ )Aﬂ/} =0 estoes i = A4
P>

se puede escribir igualmente

1 d? d m
292 k2—— L n _
[p°0, — 3+p(4 )+2p pQ]wi 0
202 2 2 2 d2 d
= [p°0; — pdd, — (k*p~ +m —Z—gqim)]wi:O
haciendo el cambio ¢ = p% Ot
d+1
= Ity = (T)p( w4+ p 8,04
d+1, d—1, (as d-1 d+1
= Opts = () ()0 T s + (d+ 1) T + 0l
) 2 -1
PrOpps +(d+1)pOpps + (=)
d+1.d—1_ @3 dt1
= Opve = (—) (=) 7 pet(d+ 1) T+ p
292 d? -1
PrOpps +(d+1)pOpps + (——)ps
d+1 d d
— d()ps = pddpps — (K2p* +m* — 7 — S Fm)ps =0 (3.2.10)

1
[0°05 + p0, — (Kp+m? T m + Z)](pi =0
haciendo un nuevo cambio de variable

1
vi=mPFEm+ - =(mF =)

1 5 v w=kp

se obtienen dos casos para v, por un lado

vy =(mF1/2) entonces mF 1/2=n n=0,1,2
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Figura 3.1: “Funciones de Bessel modificadas”

=m=n=+1/2 con n#0 para el signo negativo

es decir, m es semientero

[°— + xi —(@* +v])e =0 (3.2.11)

con  ¢F(x) = 2 FICEL () + CFL(x)]

que es la solucion a las ecuaciones de Bessel. Debido a las condiciones para que se satisfagan
las funciones de Bessel usuales J,(kp), asi como las funciones de Neumann y cualquier combi-
nacién lineal, como lo son las ecuaciones de Hankel[52]; se toman dos soluciones para (3.2.11).
Si v es un nimero entero, se pueden tomar las funciones de Bessel usuales J,(z), pero nuestra
atencion se centra en el caso de v semientero, la primer solucién para este problema es tomar
las funciones modificadas de Bessel I,(x); como otra posible solucién, se utiliza una funcién
de Hankel H, (i) tal que satisfaga la misma relacién de recurrencia, teniendo como segunda

solucion una funcién Bessel modificada de segundo tipo.
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3.3. Evolucién de espinores en AdS

El estudiar la evolucién de un espinor en AdS en la teoria dual de gravedad cuantica
establece una conexion intima sobre como evolucionan los operadores asociados a la teoria de
campos con respecto la escala de energia. Como se mencioné en la seccién (2.5.) para este fin
se recurre a la tecnologia de Wilson, al confinar AdS en una “caja” a la cual se le realiza un
corte y se imponen condiciones de contorno (Condiciones usuales para D-Branas: Dirichlet
y Neumann, este caso se usaran estas ultimas) e integrando al bulto sobre sus grados de
libertad se obtiene una accién en la frontera Sp.[49] Es decir, a la teorfa de gravedad cudntica
de D = d + 1 cuya cordenada radial extra en el bulto puede asociarse al inverso de la escala

de energia de la teoria en la frontera, siendo este el flujo del grupo de renormalizacién de

Wilson RG.

Otra caracteristica impresindible de la tecnologia de Wilson es que el RG simplifica la
caracterizacion a bajas energias de la QFT, puesto que un corte efectivo en la region de
interes del bulto recaba toda la informacién necesaria de la teoria y elimina la premura de
maximizar en todo el espacio-tiempo, es decir, el corte Wilsoniano implica que todas las

teorias son efectivas.

3.3.1. Flujo entre puntos fermiodnicos fijos

Reproduciendo la escencia de [23], al analizar el corte Wilsoniano a la cufia de Poincaré,

cuando p — 0 como el limite correspondiente a un corte UV; dicho corte se coloca en r = €

De lado de la teoria con gravedad en D = d + 1 dimensiones, se tiene que la acciéon
fermionica

5= / ey =glL (5. 0]+ el v, (33.1)

con la ecuacién (3.1.2) el lagrangiano que describe un espinor libre de Dirac, donde la derivada
covariante es (3.1.10). Es aqui donde se imponen condiciones de frontera[18, 49] tipo Neumann
0SF

S m=2E (3.3.2)

0SF
II=— 50

oy
donde II no es otra cosa que los impetus canénicos de los campos espinoriales para la coor-

denada radial

= —5v=gefl"y = —2y/=ghe/l"



3.3. Fvolucion de espinores en AdS 61

con I'* las matrices gamma con indices del espacio tangente acompanados de los vielbein.
Obsérvese que a es el indice que senala al espacio tangente, es decir, la direccién radial de
AdS. Al imponer tales condiciones de frontera, existe un término conforme que preserva la

accion en la frontera

Sp=1 / Vs (3.3.3)

donde v = gg'"" es la métrica inducida y f es una constante por determinar. De las condiciones

de Neumann, se obtiene:
Mp=0 , M=fI+T* (3.3.4)

donde M es una matriz de 4 x 4 . Nétese que I'* = ~°, dado que las matrices v son de
naturaleza par, considerando el hecho de que (I'*)? = 1 dicha matriz M es de rango dos. Sin
embargo, en el caso de la ecuacion de Dirac, sobran grados de libertad, pues la ecuacién es
estrictamente de primer orden. Esto implicaria que las distintas componentes de los espinores
corresponden tanto a variables de posiciones como a variables de impetu. Para solucionar el
problema con los grados de libertad sobrantes, y considerando que el rango de M es dos, se

obtienen solo dos posibles soluciones:
f=4+1 (3.3.5)

tomando el primer caso f = 1 (cuantizacién alternativa) se obtiene 1, o un espinor derecho

como sigue:

1 1
ME§G+WW:O, ¢:§u—ﬂw:o (3.3.6)
mientras que en el caso f = —1 (cuantizacién estandard) con ¢_ un espinor izquierdo. Dado

que en la seccién (3.2.) al obtener la solucién a la ecuacién de movimiento de Dirac, se obtiene
un comportamiento descrito por funciones de Bessel; dada una transformada de Fourier para

las direcciones cercanas a la frontera, cuando p — 0

bk, p) = / e (2, p)da (3.3.7)

1
(2m)
se pueden obtener la forma de los espinores izquierdos y derechos respectivamente. Debe

notarse que el estudiar los casos en los que ¥, = 0 o ¢ = 0 depende de la masa del bulto.
1/1_(k3,p> = A(k)pd/2—mL + B(k})pd/2+mL+1

Ui (k, p) = D(k)p™* ™™ + C (k) p >+t (3.3.8)
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con A, B,C, D espinores; dado que nos acercamos a la frontera, es pertinente que las solu-

ciones de (3.3.8) se asocien a la escala de energfa

E N/ dd-‘rl /S @Z)Hﬂ) / dp d+1 C d—2mL+1 Dde+2mL+1] (339)
p>e

dada la naturaleza de Wilson, en la busqueda de la renormalizacién de la accion en la frontera,
a partir de la ecuacién (3.3.9) se observa que en el punto mL > 1/2 el término DB es
normalizable, mientras que el término de lado izquierdo AB es no normalizable y se obtiene
t_ = 0 en la frontera. Idem el caso cuando mL < —1/2 donde AB se vuelve normalizable

mientras que DB ya no lo es y 1, = 0 en la frontera.

Nuestro interes recae en el intervalo donde ambos puntos fijos —1/2 < mL < 1/2
son normalizables[19]. Se tiene que para cada uno de los casos -cuantizacién alternativa o
estandard- se obtienen dos teorias distintas descritas por las mismas ecuaciones de movimien-
to; obsérvese también que las condiciones son equivalentes a unas ecuaciones de Hamilton

Jacobi sobre la coordenada radial p, como si dicha coordenada fuese el tiempo, es decir € = p

Sle + Soe] — Sdle] = /Pe d™/=gL + Sp[(x, e + 5€)] — Sr[(e)] (3.3.10)

—c+de

tomando la variacién de la accién en (3.3.3)

ds 65 L)
___/ dd;cx\/—_gL+/( S0+ 007

de p=¢ p=¢

:/ dix H+8SF| - (3.3.11)
p=¢ e

asociando la escala de energia al Hamiltoniano, donde la variable de impetu no es mas que

H=Y Pj—L
H=> Tg§-L (3.3.12)

el impetu canénico conjugado

entonces el hamiltoniano radial
H = —TI0, + 9,¢11 — \/—gL

= LGB, — DIy 2,7
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— %ﬁ[egﬁ(zraaﬂ + %wbw{rarb}w — 2mapy)] (3.3.13)
con
Fbc — %[Fb, FC]

en este caso la conexién es cero, debido al anticonmutador y por ser términos que no se

encuentran en la diagonal. Pido que las cantidades de la accién no dependan del corte

ds
— =0 3.3.14
o ( )
entonces dS no depende de €
o p=e = — d“cH 3.3.15
ap |P e ( )

se requiere agregar términos a la accion para observar el comportamiento de las teorias que

obedecen estas ecuaciones de movimiento.

8SF|
op "
se repite (3.3.13) y entonces
0Sr  0SF g
— = —p=e=— [ d“zH
b = p e / )
H = —TI10,% + 0,411 — \/—gL (3.3.16)

si tomamos AdS puro, sin perturbar

1
7@en{T, I} =0

entonces (3.3.16) se puede escribir como

S 1 B
H = —7/=gletb(2y" Oy + 70, T D) — 2mipy)]

= —iy/—gmipy
0SSk

— d
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obteniendo asi el flujo de renormalizaciéon. Al resolver AdS puro para un fermién, la
funcién beta para esta deformacién
dg  Og

B:E@—Ea

con el fin de buscar que la accién se mantenga

0t =0

para hacer un analisis del flujo RG para fermiones, dado que el propdsito principal fue tomar
el caso de AdS; y AdSs. considerando AdS en 4 dimensiones, entonces si D = d + 1 es la
frontera con d = 2 se tiene entonces la QFT en la frontera tiene D = 2 + 1; mientras que
AdS en 5 dimensiones I'* corresponde a la cordenada radial con la QFT en D = d + 1 con
d=3estoes D=3+1

0 ~M
F“z( y 7()) con pu=20,1,2
f)/

(10 m_ 01
0 —1 ~1 0
3 2

con Y = (io3, 0%, 0%); como I' y T’ son equivalentes y tienen la propiedad de que ambas

conmuten, dichas soluciones:
1
by =S (1£TY

2
y tomando la ecuacion (3.3.3) para AdS en cuatro o cinco dimensiones
7 — T _
Sy = _5/ Ao/ +n) = =527 + 1) (3.3.17)
p=¢€

hay una corriente que genera al campo, la teoria podia tener dos flujos de renormalizacion,
esta corriente se llama fuente de renormalizacion. Dado que esta es la accion real, entonces
a los impentus candnicos

po8Se i

= gV = =)
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Iy = (¢ +n)
porque la identidad . .
=t = S+ DY+ (- Ty

Dy — vy — v
=y + Y- =y Y-+

la fuente se comporta como ¢¥_ = —2n. Esto indica que el término mas divergente va de la

mano del espinor A

n~ A
=1~ Agm/Z—an
NAgmL—d/Q,’,}

esta ultima es el caso de interes. En la interpretacion de la dualidad, si n es una fuente (en

Sr) es el valor promedio del campo en presencia de una fuente
(W)

de lado de la teoria de campo (corresponde a un operador) que es la fuente el valor de

[ i)

1 1
T-TY o (4T

espectacion del operador.

en los casos

y el coeficiente conforme
1~ Agd/Q—mL y A~ é-mL—d/Q

A, =d/2+mL (3.3.18)

con (3.3.18) el coeficiente conforme. Considerando a ¢ como un espinor en el bulto y a ¥
como un operador de valor de expectacion en la QFT. En la cuantizacién alternativa es
exactamente al revés; como se vio para el caso de la cuantizacién estandar f = —1. La fuente

va como
d/2—mL
n~ &Y

(V)4 ~ D(k)
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del dual. Y el peso conforme es (3.3.18), mientras que en la cuantizacién alternativa, cuando

el espinor es D

le ’ 1/14_:0
(Wyp ~ Ak) , A =d/2—mL

Si se anade un término nuevo en la frontera, se obtiene una nueva teoria asociada a ese

término. Usando ¢+ = 0 se reduce a la mitad de grados de libertad

A3k
ASpirac =1 | —=EV (k)Y(k 3.1
Spie =1 [ T EVRE) (33.19)
de lado de una QFT
V14
como Yy ~ Yot
0
0
tiene paridad, y
0
0
wi ~
Y1-
Pa-

tiene helicidad. Notese que el término extra viola paridad. Como se comparten simetrias
de la teoria del bulto en la teorfa de campo en la frontera ocurre lo anterior. En [23] dice que

si se agrega el término que viola paridad en (3.3.19)

Se=3 | div=Advy

el término de frontera se modifica tambien
) _ _
=5 | VLT + gliry

si my = 0 implica que

m= f(&) + T+ g()T”
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pues ¢(f — I'* + )1 = 0 entonces
Yy =0
O+ gl =0

se tiene una relacion entre los bilineales
fu = —gyT

se aplica una deformacion de Dirac. Donde ¥ es un operador fermionico y para que sea

invariante entre ambas teorias, se ve como

tr(yA,)

como solo dependen del parametro €, para f y ¢
m = f(e) + T+ g()If*(e) + g°(e) = 1

con estas propiedades, se resuelve una ecuacién diferencial ordinaria de la forma

eg—f +2(1—f*) =0 (3.3.20)

en el bulto, g debe ser la constante de acoplo para un operador de doble traza, de la ecuacion
(3.3.20)

1 — A2e2mL
fle) = 2 amlL
1+ A%

dado que con g se obtiene una constante de acoplo

6%:27719\/1— 2=5
€

siendo esta [ la funcion beta de la deformacion de Dirac, mientras que g esta relacionada
a la constante de acoplo del operador de doble traza. Si se toma el limite UV f — 1y
g — 0 implica que € — 0, en el caso de tomar el limite IR f — 0y ¢ — 0 lo que implica
a € — 00. Para resumir lo anterior con la finalidad de construir una “receta”: si se propone

una deformacion cualquiera

&k
(27)?

ASDeformacién = Z/ f@(/{)f’“ﬁ“w(k) (3321)
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con fi, = (1,0,0,0) en reposo. mientras tanto en la frontera

Sr=3 | daV=ls@Te + g,

en el caso de un sistema de referencia en reposo  g(e)yI

existen dos formas del mismo operador, como se muestra en (3.3.8); como AT — (¥) es el
valor promedio del operador dual, en este caso O? el operador doble traza, pues cada operador
O es una traza, y en este caso se tiene (U), (V) es decir, de dos trazas. De la variacién de la
accién en la frontera en (3.3.15) y el hamiltoniano obtenido en (3.3.16)

?

=1I= —5\/—_965Fa¢

con \/—g = p~ Y dado que /=y =p~y

¥ (p=a) L=l

p_
el =

P
L
se tiene

fe) 4 g(e)I = —T'*y

= [[* = f(e) + g()T°I[T* — f(e) + g(e)I"]y =0

=1+ P2=0 f21rg®=1

teniendo asi que S = Sg,,, + S tal que este ultimo término de frontera deba compensar a
la accién y asi compensar los infinitos. Asi el término de frontera se anula y el lagrangiano
queda invariante; es decir, la finalidad es anadir un termino de frontera tal que compense la
variacion en el bulto. En nuestro caso, se considera una deformacion que deje invariante al

lagrangiano, se hace una deformacion de Dirac[23], de (3.3.19), se enciende la fuente

B =1 | %mmw) T (k)n(k) (3.3.22)

y de lado de la teorfa de campo, z no es otra cosa que la ecuacién (2.5.1) la cual evoca la
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tecnologia de Wilson. Si se deriva funcionalente a z

6%z

()07 (za) = (Y(x1),¥(22))

con 7 el término de fuente. Al encender la fuente se encienden campos del estilo ¥9?"¥
, U@V, WO PV, etcétera, a estos operadores se les conoce como operadores de derivada
de orden superior (Higher Derivative Operators). A estos operadores también se les llama

descendientes conformes. Ahora, se busca un término de frontera apropiado
i — — . — . — _ =
Sr=3 / A=A, )00 + g )PT°0 + ia(K) ST + ih(K) Pk — 7 — i
esta k? se escoge de tal forma que el término cuadratico de una transformacién cuya propiedad

es ser continua y derivable, es decir k% = k, k" = —w?+k?. Tomando la ecuacién de momento

canodnico, la derivada resulta

T = [foo + gD + ial°fb + ihfbn]

como por un lado my = n con m™my = m {7y =0y se tiene
[—f + g +ial®k + ihf 4+ TH[f + gI° + ial°F + ihf + T = 0

ahora, para que el término se compense, se requiere demostrar que a = 0. Haciendo la

multiplicaciéon anterior, se obtiene

_f2g2 —a2k2 - h2k2+2iaF4F5% — F1k0+rlki

.= 01
10

multiplicando I'* por I'®

entonces

0 i03k0 0 k101 0 k202
= kol + kT + ko2 = + +
% 0 ! ? ingO 0 klO'l 0 k10'2 0
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?;F4F5k — 01 0 ‘ ikoO’g + ]ﬁO’i
10 ikoo® + kot 0
B —k?00'3 + iklgi 0
B 0 —]{?00'3 + ZI{PZOJ
, -k 0 0 k! 0 ik?
:>—k00'3+7/-ki0'l: +1 +1 . '
0 i° Kt 0 ik* 0

k0 ik K2
| 2 0 70
ikt + k k

que es una contradiccion, pues esta tultima ecuacién no puede ser cero, se deduce entonces
que

ca=0

que es lo que se queria demostrar. Dado que la accién se compensa de esta forma, es posible
enunciar el siguiente teorema.

Teorema: No existen descendientes de doble traza de la forma UO*™@V¥, los tinicos de-
scendientes posibles son de una traza.
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El propdsito de este ejemplo de dualidad fue tomar la coordenada radial “extra” del
espacio-tiempo AdS, la cual es asociada al inverso de la escala de energia de la CFT dual, y
observar su evolucion con respecto a esta escala. Por su naturaleza de tipo Hamilton-Jacobi
fue natural el pensar que esta evoluciéon podria verse como una ecuacion de flujo; siendo

posible estudiar el flujo de renormalizacion de la teoria dual sobre la frontera.

La dualiad es tan poderosa tal que permite estudiar el comportamiento a bajas o altas
energias de la teoria dual QFT, lo cual no siempre es posible a altas escalas de energias. Es por
eso tan interesante la dualidad norma/gravedad, ya que permite entender la renormalizacién
de la teoria de campo y obtener resultados no perturbativos al analizarlo como un sistema a

bajas energias.

Por ejemplo, en esa tesis descubrimos que el flujo de renormalizacion tiene dos puntos

fijos, y uno de esos puntos fijos en el limite UV, estd esociado a los operadores doble traza.

Como fue propuesto en [18, 49], el flujo corresponde a dos teorfas de campo distintas
que aunque tienen las mismas ecuaciones de movimiento, sus pesos conformes son diferentes.
El propésito de [23] fue analizar el flujo entre los limites IR y UV, propuesto en [19]. Una
vez impuestas las condiciones de frontera para espinores, al encender una fuente, es posible
alejarse del estado base de la teoria al agregar estos nuevos términos fuente al Lagrangiano

que vive en la frontera (3.3.23).

Citando a [23] se plantea que si el término de fuente rompe simetrias traslacionales en el
Lagrangiano, son sus operadores multitraza asociados a la teoria los que preservan simetrias,

dada su naturaleza de Grassmann; dichas simetrias muestran la necesidad de encender oper-
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adores descendientes que contienen derivadas de orden superior.

El caso de interés para este trabajo fue el encender fuentes de tipo W9?@¥ en una de-
formacién de Dirac(3.3.22); para concluir con una sutil contribucién al trabajo de [23] por
medio del ultimo teorema, el cual prueba que para esta fuente aparentemente no existen

descendientes multitraza, pudiéndose obtener tinicamente descendientes de una séla traza.

Una de las conclusiones mas importantes de esta tesis es que nos confirma la relevancia
de los operadores multitraza, los diagramas que son de nuestra atencion son los diagramas

planos y no planos.

La relevancia de los operadores multitraza recae en el concepto de simetrias 1/N de
t’Hooft[16] dado que la construccién de una teorfa con N grande conduce al uso de operadores

normalizados traza

1
Oy = NTTFQ(CI)i)

donde F,, son funciones arbitrarias, ®; campos SU(N) y O, el operador de una traza. Asi

mismo se define la funcional de accion

I =N?P(0,)

con P una funcion arbitraria del operador de una traza, esto en el caso de que P sea lineal,
asi O, es una accion de una sola traza mientras que términos no lineales en P tienen como
resultado interacciones multi-traza. [gualmente dichos operadores multi-traza corresponden
a estados multi-particula en AdS de lado de una CFT.[55]

Para explicar esta idea, se considera un sistema de N branas, dado que dentro del contexto
de t'Hooft las interacciones entre cuerdas abiertas estan guiadas por medio de la constante
de acoplo gg. Dichas cuerdas oscilan en branas 7,7 con ¢ # j, asi mismo se deben de sumar
todas las contribuciones sobre condiciones iniciales y finales de principio a fin sobre la cuerda,
y dada la complejidad de tal suma, esta puede representarse por medio de diagramas que

van dados por la constante de acoplamiento de t'Hooft definida como A = g%,,N. [58]

Entonces, la amplitud de la cuerda sujeta a las branas ¢, j viene dada como

A1 = §0)\
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WA /AN

| |

jw j jb) \ j

a)

Figura 4.1: “a) Diagrama plano correspondiente a un operador de una traza b) Diagrama no
plano correspondiente a un operador de dos trazas”

donde ¢ es una constante que depende de gy,s. Si se agrega una nueva interaccion, esta
se representa como una nueva frontera en el diagrama, por ejemplo, en la figura 4.1 a) se
observa un diagrama plano con una séla interaccién de la brana ¢ a la j mientras que en
el diagrama 4.1 b) se observa una doble interaccién. Si se suman todas las interacciones, la

suma de amplitudes resulta

A=) "A,=> o\ = fo(x)

n=0 n=0

y entonces, cada vez que se agrega una tira al diagrama, se obtiene un factor extra de A/,

siendo la amplitud total

A= fol@)+ fg(x)% + ﬁ;% o

dado que, en este limite cuando N — oo con A fijo, se tiene que gy — 0, siendo entonces
natural pensar que sélo contribuyen los primeros términos de la serie. Siendo posible encontrar

contribuciones relevantes en las interacciones de una y dos trazas.

El operador de doble-traza nos permite encontrar el flujo del grupo de reormalizacién
entre las dos distintas teorias de campo conformes relacionadas mutuamente por una trans-
formacion de Legrendre, y es justo en este rango donde los términos de frontera se vuelven
normalizables. En este ejemplo, los operadores de doble-traza permiten observar la fisica en-
tre puntos fijos, por un lado, si se toma el limite donde f # 0 define una teoria en el limite
UV, mientras que en el flujo en el otro punto fijo nos da condiciones de frontera para la teoria

en el limite IR. Asi el operador de doble-traza dota de una deformacién relevante y de esta
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forma se rompe la invarianza conforme en la teorfa de norma.[13]

Una de estas consecuencias es que los operadores doble traza, que se creia que no eran
relevantes, tienen una contribuciéon fundamental en el comportamiento de la QFT. Siendo la
conclusion crucial de este trabajo que, al obtener operadores descendientes de una sola traza
en una deformaciéon de Dirac, ya no es posible encontrar deformaciones relevantes, dado que,
se puede ver a los operadores multi-traza como la “llamada telefénica” que “comunica” a los

espinores A, B, Cy D.

Con esta misma construccion, es posible en una contribucién adicional en el futuro para
bultos espinoriales en AdS/CFT el corroborar la existencia de descendientes multi-traza para
fuentes de la forma ¥9?" o UP.

Trabajos recientes en dualidad sugieren a los operadores multi-traza como una manera
en que dos objetos fisicos relevantes puedan comunicarse entre si, por ejemplo en [40] se
propone una interaccion entre dos fronteras de agujeros negros que podrian estar relacionados
con la teleportacion cuantica al comunicarse por medio de agujeros de gusano, retomando la

propuesta de un puente tipo Einstein-Rosen.



Apéndice A
Lista de Acrénimos

AdS Espacio Anti de Sitter, variedad Lorentziana con constante cosmoldgica negativa
CFT Teoria de campos conforme Conformal Field Theory

EFT Teoria de campo efectiva Effective Field Theory

GUT Teoria de la gran unificacion Grand Unified Theory

H Espacio de Hilbert

IR Régimen infrarrojo

OPE Producto expansivo de operadores Operator product expansion
PP Parche de Poncaré Poincare Patch

QCD Cromodinamica Cuantica Quantum Cromodinamics

QFT Teoria cuantica de campos Quantum Field Theory

QG Gravedad Cuéntica Quantum Gravity

RG Grupo de Renormalizacién Renormalization Group

SIR Sistema Inercial de Referencia

SO Grupo especial ortogonal Special orthogonal group

SU Grupo especial unitario Special unitary group

SYM Stuper Yang Mills

U Grupo unitario Unitary group
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UV Régimen ultravioleta
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