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IHTRODUCCiotl 

LOs hidrocarburos representan un factor lmport.anle 

y determinante en la econotn.la nacional. Su .importancia 

radica en los bionos y servicies que involucra su 

procosamient.o, asi como el volumen de ingresos y divisas 

quo oon capLados por ol paig a Lravds dq ogo conc•p~o. Su 

valor se traduce como la principal fuente de sum.Lnislro 

de enorgt'tt.icos y La mat.eria prima ,fundament.a.l en las 

indust.rias de refinaci.ón y pet.roqu1mica. 

Dado que son un recurso no ronovablo requieren para 

su explot.ac16n de lécnjcas m.As soflst.1cadas que permitan 

1.ncreJnent..ar su recuperac;:16n) la 

fundamentalment.e de las propiedades 

cual 

del 

depende 

sist..oma 

roca-fluidos de la rormac!ón productora, del Upo de 

mecanismo do dospluamient.o, asi como de la t.ecnologia 

utilizada en su explolación. 

En la primer.a etapa de explolación de hidrocarburos. 

do un ya.cimient..o so ilprove-cha la onargl.il nat.ura.1 del 

mismo. !ogrAndose rl!!tCuperac!onos ent.re el ta y 16% del 

volumen original depondiendo del t.ipo de yacimient.o, En 

una segunda ot.apa denominada Recuperación Secundarla. se 

obtienén cantidades adicionales d& hidrocarburos a través 

de la inyección do a.lgón f'luJ,.do. generalmente agua, con 

ol propósito de reest.ablecer el potencial del yacim.J.ent..o 



alcanzAndose recuperaciones 

tolal '·1..z·3 • • 

entre 20 y 35~ en 

El presént.e trabajo eslá orientado a desarrollar un 

modelo malemá.tlco que permita simular el comportamiento 

de un yacimiento sujelo a un proceso de di&Splazamienlo de 

aceite por agua. El modelo es resuelto numéricamente 

ulilizando la t..écnica de diferencias finitas. 

solucionando el sistema de ecuaciones lineales que se 

genera por medio del algoritmo de 1ñomas. 

Los resultados mlls importantes que se obt..ienen son. 

la dislribución de la presión y de la saturación del 

aceite, asi como la recuperación y ol er-ror por balance 

de materia. 

Por último hay que hacer not..ar que sólo se Llene 

una oportunidad para explotar adecuadamente un 

yacimienlo, cualquier error que se cometa estará presente 

por siempre. Sin embargo un estudio de simulación de un 

yacimiento puode realizarse para diforonles pol1Lic•s d• 

explotación, lo cual permi Lirá seleccionar la óptima. 

logrando as;! una recuperación mayor y seguramenlo una 

operación más económica. 

1Referencias al ~inal. 



CAPITULO I 

DEFillICION DEL PROBLEMA 

Uno de los grandes problemas que enfrenta la 

t.ecnologia de- la oxpJ.ot.ación del pot.rólea es la 

predicción del comport.amienlo de los tluldos on un 

ya.cimiont.o sujet.o a procesos de rQcuporac16n secund.aria. 

Aún cuando las l&yes que gobi19'rnan el f"ltJjo de flllidos 

alravés d& med!os porosos son bi~n conoc.t.das"'·5 •d, la.s 

operaciones de recuperación secundaria por .lnyección de 

agua plantean un problf3m.a dif.!cil de sel"' tratado 

mat.omát.i cament.e. 

Una do las primeras cont.ribuciones on est.a área fuá 

realizada en la década de los clncuent.as por 

Buc.lcley-Leverelt. 7 • quienes desarrollaroJ1 las ecuaciones 

del proceso de d&splazamient.o ont.re fluidos inmisclbles 

en sistemas lineales ut.i l .L zando ol concept.o de 

permeabilidad rolaliva y la idea del desplazam.ient.o por 

modio de un pislóh con fugas. Esta Loorla presenta 

limitaciones por la necasidad de solución. PosleriormenLe 

Welge8 replanteó esla teorta, simplificando el calculo de 

la salur-ación de fluido en ol frent.e de despla.zam.iento, 

haciendo más pr~ctico y sencillo el mét.odo an~erior. 



El propósi~o dol pres~nte trabajo es el desarrollar 

un modelo m.at..omát.ico con menores limit.acicmas que permita 

predecir . da mani.ra confiable, el flujo blf.l.sico 

agua-aceite en un sistema l!neal. 

El modelo matemA~ico estA reprosen~ado por 2 

ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden no 

linealest cuya soluc16n no puede obtenerse ~nalit!camenle 

por lo que se resolver~ por t.é>cnicas numéricas. 



CAl"ITULO II 

CARACTERISl'ICAS V DESARROLLO DEL MODELO KATEMATICO 

Los principios t1sicos que permiten describir 

mat.emft.ticament.e el flujo de fluidos en un modio poroso 

est.An regido por las mismas leyes fundamont.ales que 

gobiernan el movimiento en, por eJernplo, la at.mósfora. 

t.uborias y ríos. E~t.a.s leyes se basan en la conservación 

de la masa, y/o do la oner9ia 1 de la cantidad de 

movl miento y en una ecuación de eost.ado, 

II.1 La Ley do la Conservación de la Masa. 

Este principio establece, simplemente, que la masa 

que ont.ra ;¡. un volumen de cent.rol, menos la que sale es 

igual a la acumulaci_ón de masa en ol mismo. 

Considere el flujo de un solo fluido ( como una 

rnq.zcla homogénea o un solo cornponent..o ) en dirección 

axial en un nócleo cilindrico como se muestra en la Fig.1 

. El volumen do control debe ser representativo del modio 

poroso, esto es, debe de ser grande comparado con el 

t.ama~o de los poros pero pequeffo comparado con el t.amano 

del núcleo. Las propiedades fisicas del medio poroso. 

como la porosidad, dat.on de (_\~ociarse con el volumen do 

control, de ~al manera que el va.tor de porosidad asoc(aclo 

en un punto P es ql valor representativo para un volumen 

3 



cU> controt q'U9 cont i6ln.9 al. punto P. otras: propiedades 

fisicas se definen de la misma manera en un punt.o en el 

medio poroso. Esta es la aprox.imaci6n continua, en la 

cual el medio poroso real se sust.i tuyo por un medio 

continuo ficticio para cualquier punto al que lo podamos 

asignar parAmet.ros y variables que sean funciones 

continuas de las coordenadas de tiempo y espacio. 

entrado 
de 

fluido 

r---· L ..¡ 
solido 

de 
f\u(do =E·-~-:J= .¡ tu. j. volumen de control 

FIG. 1 Flujo lineal en un cilindro poroso de longitud 6~ 

Sea inK la component~ en la dirección x del vector 

do flujo mAsico ( flujo de masa por unidad de volumen por 

unidad de tiempo de un fluido do densidad p. 

Refiriendose a la Fig.1, se observa que la entrada de 

masa a través de la superficie del volumen de control que 

se encuentra a una distancia. x. durante el intervalo de 

Uompo At ""' 

y que la masa que sale at..ra~ de la superficie dül 

volumen de control que se encuentra en la distancia x + 



Ax • durant.e el mi s121() intervalo de t.iempo At.. es: 

La dlforonci.a enlra la masa que ent.ra y que sale 

debe ser igual a la acumulación de masa dent.ro del 

V"Olumen de cont.rol. La acumulación de masa en el 

int.ervalo de tiempo At. es: 

y la ext.racción de masa del volumen de cent.rol, osto es, 

la acumulación de masa debido a una fuent.e o sumidero de 

intensidad Q 1 Cmasa por unidad d-o volumen por t.tnlda.d de 

tiempo) en el intervalo de tiempo At. es: 

Q'/J.V/J.t 

Do donde se t.i eno: 

Av [ Cptp) • - Cp</>) ] + Q' t.VAt 
h.._.L L 

Di vi di ando por AVAt y notando que AV = AAx. se obtiene; 

__ c_M_'_,_•_A_•,..,..----'-P<I>_'_,_ + Q' 
/J.t 

5 



Tomando el limite conforme Ax ... O y Al-to O se tendrá la 

ecuación de conservación de la masa para este sistema: 

él m. _"_" __ ~ Cf'4'J + Q' 

Nótese que Q' es posi li vo para una fuente, como un pozo 

inyect.or, y negali vo para un sumidero, como un pozo 

product.or, 1.e. lo que entre es positivo , lo que salga 

es negat.1 vo. 

~s posible expresar el flujo másico en términos de 

una velocidad suporf icial ( o de Darcy ) definida por; 

Sustituyendo esta velocidad en la ecuación de cont.inuidad 

se llene: 

ltpu 
- o,f ~ ~ Cf'4'J + Q' .... 1 

de manera an1loga se procederia para las direcciones Y y 

Z, si se t.uviera flujo en tres dimensiones, por lo que la 

ec.(1) se puede expresar en forma vectorial quédando: 

.... 2 

Nótese que en las aes. Cl) y C2) se est.á 

considerando un medio poroso saturado por un solo fluido, 

por 1 o que al generalizar se par a el flujo do agua y do 

aceito se tiene: 

6 



Tornando el limite conforme &x-t O y .6.t~ O se tendrá la 

ecuación de conservación de la masa para este sistema: 

il m• 
_/J_x __ 

Nótese que a• es positivo para una fuent.e,como un pozo 

inyector, y negativo para un sumidero, como un pozo 

productor, 1.e. lo que entre es positivo , lo que salga 

es negat.i vo. 

Es posible expresar el flujo másico en términos de 

una velocidad superficial ( o do Darcy ) definida por: 

Sust.it.uyendo esta velocidad en la ecuación de continuidad 

se llene: 

8pu 
- " x" 2 ~ Cpt,) + Q' .... 1 

de manera análoga se procederia para las direcciones Y y 

z. si se tuviera flujo en lre-s dimensiones, por lo que la 

ec.(1) se puede expresar en forma vectorial quedando: 

.... 2 

Nótese ~ue en las ecs. C1) y (2) se est.á 

considerando un medio poroso saturado por un solo fluido, 

por lo que al generalizarse para el flujo de agua y de 

aceito se tiene: 

6 



OC.pouo)C) 

bx u ~ CS
0

p;/>) + Q~ .... 3 

«p"u""? ~ CSvp¡f>l + a: .... 4 
iJ X 

II.2 Ecuación de Estado de los Fluidos. 

Las ecuaciones do esta.do, expresan los cambios en 

1 as densidades de 1 os f 1 ui dos como consecuencia de los 

camblos en la presión y la temperatura. en es~e trabajo 

se considera que el flujo do las fases ocurre 

!so\..érmicarnent.e. 

Las den.si dados dol agua y del a.ce1 te a COl)dlciones 

de yacimiento Ce:. y.). están relacionadas con las 

dohsidades a condiciones est.á.ndar Ce.•·) de la siguiente 

rna.n&ra: 

1 
.... 5 Po '13 Poc. o, c. y. 

o 

1 
•... 6 Pv e, Y• -a:- Pvc. •· 

Considerando que las densidades de los fluidos @ 

c. s. son constantes, susli luyendo las Ecs. C6) y CO) ll'l"I 

las Ecs. (3) y (4). y simplificando se obtienw; 

.... 7 

7 



en donde: 

Il.3 Loy de Darcy. 

Q' 

Qo= -º-­
poe.. •· 

o= .., 
Q~ 

P..,c., •· 

Ademi.s de la ecuación de 

.... a 

con ti nui d.a.d ya 

desarrollada, se necesita una relación entre el rit.mo do 

flujo y el gradien~e de presión an cada f asa. Tal 

relación fué descubierta por Darcy en 1866, para flujo de 

una fase. t...a forma diferencial de esta relación es: 

.... 9 

donde k es el tensor de permeabilidad absoluta dol modio 

poroso, µ os la viscosidad del fluido, g es el vector do 

aceleración gr a vi tacional, P es la presión del fluido, p 

l;:. densidad y U es la velocidad a.pa.r·ent.e. en ol 

present.e trabajo no SQ consideran 

gravit.acionales, quedando la ecuación: 

. 
u 

e 

ef octos 

. ..• 10 



Para el ca.so de flujo bifásico agua a.ce! le se 

tienen las siguientes expresiones: 

kk . 
u ~9? . ... 11 

o µ o 
o 

kk . 
u ____!:!. VP . .. . 1Z 
" µ" V 

Obsérvese que las Ecs. C11) y C12) expresan una 

velocidad aparente. si se quiere obtener las velocidades 

reales. se deba de dividir las Ecs, (11) y C12) por la 

porosidad del medio. 

II.4 Ecuaciones de Ditusidn. 

Finalmente sust.i tuyendo en las ecs. (7) y (9) las 

ecs. C11) y C12:> respectivamente se obtienen las 

ecuaciones da difusión para el aceite y para el agua: 

kk c!P "'5 
~ e µá: ai- ) a ~ e~ ) + ºº .... 13 

ll e kk rv ap" ) " e 16., ) 
6X' µa;:~ ::r bt' e:- + o.., ...• 14 

Nótese que se tiene un sistema de 2 ecuaciones 

diferenciales con 4 inc6gnit.as CP
0
,Pv,S

0
,Sv) por lo que 

para poder resolver éste, es necesario usar las 

siguientes relaciones : 

.... 15 

9 



.... 16 

Despojando de la Ec.C1!l) la s,,, y de la Ec.C16) la 

Pv y sustituyéndolas en la Ec.(14) se tiene: 

{I 

{ 

kk llCP -P ) 
rv o e 

;;x ~ 6X } ... 18 

Las ecs. (17) y (18) represent.an el modelo 

mat.•mAt.ico que describo el rlujo birAsico agua-aceite en 

un medio poroso. Para t.enor definido complet.amenle el 

problema es necesario involucrar las condiciones 

iniciales y de front.era. Las condiciones de f"ront.era quo 

se utilizan son las de frontera ext.erna cerrada. o de no· 

Clujo. que ma.tem.lLicament.e son expresadas: 

1 
= o 

)C:O 

con las condiciones inicial~s siguient.es1 

y 

10 



Sfx,0) donde l • o.v. 

En el desarrollo del modelo mat.emá.t.ico se 

encuentran de manera. implicita las siguientes 

suposiciones: 

•Yacimiento lineal, het.ereogéneo y anisótropo. 

• Flujo laminar e isotérmico. 

• Fluidos compresibles. 

• El yacim.ienlo es de aceite bajosat.urado. 

• No ocurre inlercamblo de masa entre las fases, 

• No existo reacción qulmica ont.ro el medio poroso 

y los fluidos. 

• No so prosenla ofect.o eloclrocinélico. 

• No existe efecto de Y.linkenberg (si se usa para 

simular inyec.ci6n de gas). 

• Se considera término fuente o sumidero. 

• St.t desprecia efecto gravit.acional 

• Se considera efecto capilar 

•Medio poroso compresible. 

•No se toma en cuenta el efecto de frontera. 

11 



CAPITULO III 

MODELO NUMERICO 

l..as Ecs. C17) y C18), a las que se lleg6 en el 

capitulo anterior, definen el Modelo MatemAt.ico que 

represent.a el flujo bifá.sico agua-acelt.e en un medio 

poroso lineal. Tales ecuaciones son ecuaciones 

diferenciales en derivadas parciales no-linea.les las 

cuales no tienen solución analit.ica, por lo que se 

ulilizarA la t.knica de discrolización por diferencias 

finitas, para resolverlas. 

Antes de discret.izar las ecuaciones ant.erioros se 

presentará. el desarrollo de las aproximaciones discretas 

a las derivadas espa.cialtK y del t.iempo. L..a idea básica 

detrás de cualquier método de aproximación es rempla:.i:ar 

el problema original por otro problema que sea má.s 

sencillo de resolver y cuya solución sea. aproxima.da en 

algW\ sentido a la solución del problema original. 

En la aproximación por modio de diferencias 

fini las, en lugar de tratar de encontrar una función 

continua, suficiont.ement.e suave la cual satisfaga la 

ecuación planteada. se buscan sólo valores aproximados de 

la solución, sobre un conjunto finito de puntos 

1i! 



discret.os x,.x2 •~···· .x" denlro del intervalo CO,.L). Los 

punLos xl se llaman nodos o puntos de la malla. De est.a 

manera la ecuación dife,-encia.1 se remplaza por un 

conjtmt.o de ecuaciones algebraicas. Estas ecuaciones se 

llaman "ecuaciones en diferencias fin! tas" y as! el 

problema $9 reduce a un problema alcebraico. 

B~s:icamenle, existen métodos para la. 

dis.::ret.i2aci6n de cualquier operador. como lo son las 

derivadas parciales. estos son: 

1. M6todo de O!rerencias F!n!las (Serie de Taylor). 

2. El ~lodo Integral. 

3. El Método V"rl acional. 

En el presont.e t.~abajo,. se discret.i:zar~ por medio 

del método de la serie de Taylor. 

III.1 Discretizaci6n en el Espacio y en el Tie"'!>O• 

Discretizactón en ol Espacio. 

Considó~eso una malla de nodos C$nlrados eon 

espaciamiento eonstanle Ax. es~o s~: 

X x+t.x 
A>< 

¡.__. -

\+• 

El espaciam!enlo de malla esl~ d&~inido por: 

13 



b.x=x -x =L/H 
l+1 l. 

1.=1,N 

donde la distancia entre dos puntos consecutivos es la 

difer-encia finita x. 

Ahor-a expAndase una función U cualquiera. en Ui+L y 

Ui-t en serie de Taylor alr-ededor- de Ui.: 

........... 
6 

+ •.••.•••••• 

Manipulando las: dos series anteriores so pueden 

obtener las aproximaciones en difer-encias fin!t..as. para 

la pr-lmera der-ivada de U, e-s decir U~. ent.r-e las que se 

oncuent.ran: 

u• • 
' 

u· 
' 

u• = 

' 
u - u 

\+l/2 i.-1/2 

6x 

Diferencia Progresiva 

Diferencia Regresiva 

Dlferoncia Central 

La aproximación en diferencias centrales para la 

se~unda derivada u~· 

U" 
l 

es: 

Una forma mAs comün de expresar la ecuación 



anterior es: 

CU')' = CU' - U' ) / /lX 
l <tl/Z l-i/Z 

donde 

u· = cu - u' ,, Ax y U' = CU. - U. ) / Ax 
l-l/Z \ \.-A \.•S/Z l+i. l 

Si la malla presenta un espaciamiento variable como 

se muestra en la Fig.2; 

6y J+ 1 

6Y¡ 

i-1 

o o 

o 

o 
1 

¡ 

1 

o -- '---

---·- -

::f 
FIG. 2 Malla variable 

l•' 

J-1 

la distancia entre los nodos Ccont.ros de los bloques) se 

obt.ieno de la siguiente manera: 

CL+vi = O. 5CAx\. + Axi+s.) V l 

P.'.lr.:. r..ost.r.?.r la d!fer~ncia en la discrot.izac16n 

15 



para. el caso de malla con espaciamlentq constante y 

aquella con espaciamiento variable. considdrese la 

siguiente ecuación diferencial parcial: 

donde :;:: :; se tJ) 

considerando un esp.a.ciamiento constante >e tiene: 

y para un espaciamJ.ent.o variable: 

c::r::: 
\.+U2 Ax\. ( L+i/2 

u - u 
i. + t L 

u u 
\. L-1 

Ax\. ( i, .. 1./2 
o 

Est.a aproximaci6n es m1s general por lo que os la 

que se utill'Zara. en la discreti:zaci6n del mod•lo 

Discretización en el Tiempo. 

Para la primera derivada con respecto al tiempo se 

utilizará. la. aproximación en diferencias regresivas que 

es: 

10 



III.2 Forma Final del Hodelo Nwnérico. 

Aplicando a las Ecs. C17) y C18) las aproximaciones 

on diforoncias finit.as presentadas anleriorment.e, 

multiplicando ambas por el volumen de la celda b.Vc1.ª 

.c»cLóyAz, se llega al modelo numérico el cual se presenta 

a cont.inuación: 

..... 20 

donde 

donde las lransmisibilidades son: 

T = ( k krl AyL>z) 
l'i.d/2 

µl ª: ~h&/Z 

T '" [ k krl _&L>z] 
lt-uz 

µl ª: ~ l-VZ 

17 



qn= ri t.mo de producción o de. inyección d~l bloque 1 @ 

condiciones estandar. 

Vci"' volumen del bloque i = A>\AYAz 

III.3 C~lculo de lag Translft.islbilidades. 

Las t.ransrn.1.sibilidades Tt\.+&/J• 

aparecen en las ecuacion&S en diferencias fi ni t.as Ecs. 

C1Q) y C18), contienen t.8rminos dependientes de la 

presión como son, al. µl. y t.érm.ln0$ que dependen de la 

saturación como krl' Est.as variables se eva.lOan 

generalmant.e en el paso de tiempo anterior o sea 

expl1cit.ament.e et."). sin importar que las presiones es~án 

ref~r1das implicit.ament.e. 

Cuando se est.á calculando la t.ransmislbilidad para 

"l aceil.e 

kk ti.yAz 
T ( ro ) 

ol+vzss µ B t 
o o \+t/Z 

se necesita conocer los val ores de k • a et.e, en 1 a 
ro o 

posición \.+i/J • ent.r• los punt.os \. e \.+&. Sin embargo, 

sólo s~ conocen las presiones y las sat.uracion&S •n ost.os 

ált.imos La.s propte~s de~ndtont•s de la prut6n son 

punto corriente arriba.. El punt.o corrient.e a.rriba <ts \.+i 

• si ol flujo es de L+t. a "' • y es \. si ol flujo es en la 

direc16n opuest.a. Los casos report..ados en 1a 

10 



literat.uraP.u,as. han demost.r-ado la supremac!a de esta 

ólL!tna t.écnl~a sobre la primera y otr4s, 

El valor de la permeabilidad relat.iva entre los 

bloques i. e hl puede oblenerse por medio de: 

a). Un pro,,..,dio ~"ad.o 

b). Un proMdio d9 J..;r pt9Sada s•eún. ta sattll"ac: lón 

e). Un promsdio cxr~n.!co 

Se recomienda cat.egóric<a.ment.e el uso de la t.écn.tea 

corl"ienle .a.rl"iba. porque las t.écnJ.cas a y b presentan 

errores en perrllas d9 saturación abruptos. 

El t.ár.tnlno k/{ rest..ant.e on el c.tlculo de las 

lransm!sibilidades so . obluvo ulili:tando uo promedio 

armónico. Considérese la geomet.ria. mostrada en la Fig. 3 

que consisle en dos bloques adyacent.os con d.1ferenles 

permeabilidades absolutas: 

1.1 
r-· 
1 • k¡ 

FIG. 3 Bloques de longitudes y permeabilidades diferentes 

sabiendo que la ley de Oaf'e;y riJlaciona la e.a.ida de 
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presión con el ritmo de flujo: 

donde A es el área transversal igual a Ay&z, y ademas 

( ~ J...,.~ -~~-,/i-1-a--&<~,-.-.-/i-a--
~ + L+J 

Est..a lécri.ica do valuación es superior al promodio 

ar!t.mét.ico de k:/~ de los ·dos bloques, cuando se alcanzan 

condiciones de flujo estable. 

Por t.ant.o las t.ransm.lsibilidades so calculan 

como: 

Las (l}'\tertor•.s s• atJalúan a partir da las 

dlstrtbu.c ion~:; Je prest6n y .satw-actón c:onoctdaa,. o sf/ICl 

oxptlc,tanv.tnt•, o al ntv•l d6 tt•mpo a.ntertor tn 



CAPITULO IV 

METODO DE SOLUCION 

En el capilulo anterior se derivó la dlscretización 

en diferencias finitas, de las ecuaciones que describen 

el ~lujo bifásico agua-aceite, Ees C10) y C20). 

La idea principal del método do solución 

seleccionado, IMPES, es reducir las ecuaciones de flujo 

mult.ifásico en una sola. ocuaci6n con una incógnita, que 

es la presión de alguna do las fases. Para lograr esto es 

n•cesario oxpandor los términos: que aparecen on el lado 

derecho de las ecuaciones, de Ut'la manera convenienle,y 

luego sumarlas de alguna manera. La expansión que se haga 

debe de sor consislonle con ol balance de ma.le~i&. 

IV.1 Expansión de lit• 

La expansión l11J6 se ~titisa en este trabajo, y que 

Se eligió ésta porque al operar en los lados 
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derechos de las ecuaciones (19) y C20), se evit.a la 

apa.rlci6n do saturaciones evaluadas al nivel de tiompo 

desconocido n+t, 

Expandiendo el lado derecho de la &euación del 

aceit.e Ec,(19), se obtiene: 

donde se toma en cuenta que: </Jn•t = rJ:Pc1 + c,6P res). 

de manerA an~loga, para ol agua Ec. C20) se tiene: 

nótese quo; 

P • CP +p )r.! 
r•aarvolr o v 



y que 6Pr••es igual al cambio de presión de poro del 

yaci mi enlo. 

IV, 2 Método I KPES. 

El método de solución que se uli 11 za os el I M?ES, 

"lmplicit.. Pressure Explicit. Sa.t.uration", y la suposición 

básica de éste es "~a. (lMOUm ~ ~ C<Ul4114 a. (8 

kAg4 de "" fWLl.dd.Y cte ~·"'. "" decir, ésta y las 

permeabilidades relativas se calculan a partir de los 

valores conocidos de saturación, por tanto: 

de donde se deduce quo: 

A P = O 
l cov 

AP 
l y 

€n este ca.so se ha elegido como inc6gnit.a, la 

presión del aceite. Adem!s a partir de la const.ancla de 

la suma de las saturaciones se tiene: 

s ft 
o 

S. Nótese ta.Jnbién que 6Pres=6P. Al sustitutir los iados 

derechos en las ecuaciones rO"Spect.ivas, so obtienen la.s 

siguientes: 



términos (+)'y(+)' cont.ienen 
O V 

las 

incógnitas evit.a.r la no 

linealidad, est.os valores ospecificos se aproximan con el· 

Oltimo valor iterado disponible. Es importante notar que 

estos términos son pendientes de cuerdas tra2adas entre: 

los va.loros respectivos evaluados a los niveles de tiempo 

"n" Y un+f. 11
, 

Al multiplicar la Ec. C21) por un factor A, 

sumándola a la Ec. Cze:>, y haciendo que lodos los factores 

quo están asociados con fl.1.S se anulen o sea que: 



de donde se concluye que: 

Re-cu~rdese que las unidadas manejadas son las de 

Darcy, por lo que si se quiere utilizar olro sisloma. so 

debe realizar la transformación correspondiente. En este 

lrabajo se utilizan las unidades inglesas de campo con lo 

que se t.i eno: 

+ T {cp"•'-P" ) -<P"•'-P" ).J 
VL'f-t/2 COV L•S cov \. 

- T {cpn• '- pc"ov): -CPn+t_ pn ) } + 
vl•t/Z .. cov L·l 

donde~ 



1 1 

(+ºJ • º ___ e"'":_·_• ____ e-': ___ _ 
pn•t pn 

__ 1 __ 

a: 
p" 

Cabe mencionar que los t.Orm.inos C
10

1Ct0 y AJ se 

ac~ualizan en cada iteración hasla alcanzar la tolerancia 

f'ij:!.d:. para l.:l. prG::ión. Oi'danando t~rminos GW Liitth• lo 

siguiente: 



+ 

-ATn -AT" -T" -T" -1!38. 0364~AC +C ) P~ 
{ 

V } 
oi.•l/2. oi.-t/Z vi.+V'2 v\.-t/Z At. to to " 

Al aplicar la Ec. (23) a cada una de las celdas de 

la malla se genaró:l un sist.ema de 9CUACiones algebraicas 

t.ricllagonal. al cual se resuelva por el algoritmo de 

Thomas'0 

Una V02: que se ha oncont.rado la nueva d1st.ribuci6n 

de pros16n&S; se procede a. calcular la. d.ist.ribuci6n de la 

sat.uracioné'S, utilizando oxplicit.ament.e cualquiera de las 

dos ecuaciones de flujo, i. e., lom.a.ndo la del aceile se 

t.iene: 

en•' o o \. o ... --'--º-' 
{

AlCACT AP ).+ "67.3115<¡ l) ~ns". } 

º" 15é.0364Vci. e:'" 



En la figura 4 se presenta &1 diagrama de bloques 

del método de solución IMPES. 

Paso de tiempo nr------·-------·-----, 
• 

Información 
p" s~ 
s~ : q,º 
P~ , k~0 , k~w 

¡ 
Formulacidn de ta ecuacidn 

en DIFERENCIAS FINITAS de 

la ecuacldn de 

1 
1 
¡ 

difusldn 

Re-solucidn del sistema motnclol r..---· ¡ 

f b e 

1 
• r ] ' [ 

1
¡· '"' r~cidn 1 

1 a , + 
l J 

! 

Cdlculo de S a partir 
de la ecuacidn de flujo 

Cólculo de la nueva Pe J--·-

FIG. 4 Diagrama de bloques del método IMPES 
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IV. 3 Estabilidad. P.<•"•· 

Al ut..ilt.zar t.in modelo numóric;o. para aproximar- la 

solución de una ecuación. es necf!rsario pregunt.arse que-

·erecto t.i•nen sobre la solución nu~rica. el t.amano de 

los incrementos de t.iempo que se ut.ilizan. Para estudiar 

los errores que se genoran y que se propagan por buscar 

de manera it.erat.iva esta solución aproximada, el 

ingeniero recurre a lOSi crit.erios de ast.abilidad. 

Exist.en dos limit.aciones pcsibles d<t est.abJ.lidad 

las cuales pueden analizar-se 1ndependient.ement.e, ya sea 

por an~l1$1s de Fourior o por análisis matricial. 

La. primera do &St..as limitaciones proviene del 

trat.&miento o evaluación &n forma •XJ)l!cita de las 

variables, .Le.• el esquema. !MPES '11&J'\eja. 1& presión 

capilar de man.era explicit..e. y por lo t.anlo exist.e un 

11ml.t.e de estabilidad que depende del valor de dP
0
/dS. 

Por .-11 o d• un anll.li sis ma t.r i ci al ""' pued., 

damost.rar",que t.al Hml t.e es: 

l>t. S V 
p 

donde 



y T • T + T 
T O V 

La segunda limi tant.e resulta del manejo expl1ci to 

de las t.ransmisibilidades, que son las variables no 

lineales involucradas m.As importantes. 

Por medio de un análisis de Fourier, y de la teoría 

do Buckley-Leverett., suponiendo flujo bifásico 

incompresible con presión capilar nula y despreciando 

efectos gravitacionales se lleg~ aº·: 

AL < A>e/u
1 

lo que significa qua el trente de invasión puede avanzar 

Onica.mente una distancia de un bloque por paso de tiempo, 

o qua el gasto at.raWs de cualquier bloque por paso do 

t.iegapo debe ser menor que su volwnen poroso. 

En el pasa.do. un crilario (lt.il y prA.ct.ico era " 

seleccione un paso de tiempo t.al que ocurra un cambio 

menor del 10 6 20'-' en la. saturación del fluido en el 

bloque en que se encuentre el pozo""'. Para un modelo de 

muchas celdas de dimensiones diferentes, este criterio se 

puede expresar como: 
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Asi. el increment.o rn.ixlmo de t.iempo es menor que el 

liempo requerido para producir un dkimo del volumen 

poroso de la celda mAs peque~a que cont.enga un pozo 
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CAPITULO V 

PROGRAMA DE COMPUTO 

Una vez expandida la ecuación de difusión en 

diferencias finitas.se codifica el.programa que simula el 

problema. planteado. 

El lenguaje utilizado es FORTRAN 77, las 

propiedades de los fluidos, las per rneabi li dades 

relativas, y la presión capilar se proporcionan en forma 

de tabla. Sobro las subrutinas que utiliza el programa 

cabe senalar algunos detalles. 

SUbrutina PLAF. Est.a subrutina calcula las 

pendientes de manera lineal ,entre los valores que se 

proporcionan en f"orma de tabla y que se utilizan en la 

subrutina de interpolación Zl..INE. 

Subrutina THOMAS. Est.a subrutina resuelve un 

sistema ma.t.ricia.l lridiagonal 'º.!'. y presenta ventajas 

do almaconamionlo y do tiompo do cómputo ~obro la lócnica 

de eliminación Gaussiana. 

Error por el M6t.odo de Balance de Materia. Un 

criterio para determinar la compat..ibilidad de los valores 



do presión y de satu~ac16n que se obt!enen de una 

simulación es el err-or por el método d& balance de 

rnat..eria.. Una f'orm.a de calcular 6sto, os conociendo los: 

V"OlOIJlQnes de acei t.e en el yacimiento al principio y al 

final del .J.nt.ervalo de tiempo. La diferencia ent.re los 

valores deberA ser igual a la producción total durante el 

intervalo. eslo es: 

- 1 

donde Ve es el volumen de celd.a y la suma.tor-J.a. s• loma 

para las m celdas. Cc:tbi:t advertir qug ag necesarto obtsnsr 

6<U'an.U:oa qUt> .. t ac~(to 9St.é d!lftr!bu(do correct""'8nt,. 

•n.tre t.odt'.a Laa c•lda.s1'. 

Vol"'"8n Poroso Inyectado. Se obt.1ene con la 

sigui•nt.e o><pr-.sión: 

V • 
p< 

,:. di.4q\tl'&e. Y· t 
Al.r/>n+t 
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en donde A es el Ar ea t.ransversal en pJ.e
2

, L es la 

l ongi t.ud total en pie, el gasto lolal 

inyección do agua. rp'M'es la porosidad al nivel d& tiempo 

n+t, en fracción, y t. es el tiompo acumulado en la 

simulación, en dias. 

Presión de Fondo Fluyendo. Como en el programa se 

.-specifica ol gast.o de producción y el do inyección, la 

P "' se calcula para ambos casos con la siguienle 

expresión" 

donde~ 

p m p 
vi 

; qµBClnCr •/r v)-a/• +S> 

o.oo767k k, 1a. 

Recuperación de Aceite. El cAlculo de la 

recuperación de acoi le se realizó en baso al volumen 

original de la siguient.e manera'd: 

n 

__ f CV•.p So)lnlcl"l - f CV•</> So) n•• 

R"<' • --

\' cv "' s ) f e o Lnlclal 

La. Fig.5 muestra el di~grama de bloques del programa. 



Inicio 

R•suelve la EouAoión 
d• Pr•si<Sn 

por •I aJ9orltMo de 
THOHAS 

Rosu•1r• Exp o 1 t.,,ente 
S• ur•oidn 

NO 



Pw = Po - Po 
Sw = i - So 

Pwr 

M O R 



CAPITULO VI 

EJEMPLO DE APUCACION 

Para validar la eficiencia del simulador que se 

desarrolló en el presente traba.jo. se t.otnaron dos 

ejemplos da la literatura. El pri.,..ro de ellos se tomó de 

las rotor9nc1as P..U.ta. en la.s que se comparan los 

rasulla.dos num4ricos con los qua arroja la t.eoria de 

Buckley-Leveret..t.. Los da.t.os necesarios para correr el 

simulador so presentan a continuación: 

Gasto d• In,...,,ción • 76 BPD 

µo• µv• 1 cp 

Porosidad de la formación• 0.20 

Los fluic!Cltl son incomprffibles. 

Ar•a Transversal • 10000 pie' 

Longitud del Yacirnl.ento • 1000 pie 

Hámef'o da Bloques • 1000' A!S' • 40 

Incr-to d• Ti•lllPO • 10 diu. 

En la Fig. e, se mue:1t.ran las curvas de 

pernieabilidades relativas al agua y al aceite, asi como 

la de flujo fracciona! de agua. 

En la figura 7, se prosent.an los resul t.ados. 



10 ¡-· 
9 ~ 

i 

.2 r 

·~ l 
,¡ 

Sw 

FIG. 6 Curvos de permeabilidad relativo aguo-aceite y de flujo fracciono! de agua 



s 
A o.a T 
u 
R 
A 0.6 
o 
1 

~ o 
0.4 N 

A 
G 0.2 u 
A 

o 
o 

POAC 

DESPLAZAMIENTO UNIDIMENSIONAL 
AGUA ACEITE 

.32 vol. poroso inyectado 

0.2 0.4 0.6 o.a 
LONGITUD ADlfv!ENSIONAL 

~analftlca -l- simulador 

Fig. 7 

1.2 



Finalmente se realizó la segunda corrida de. 

validación, ut..ilizando los datos de la referencia '"• 

para el paquete BOAST CBlack OJ.l Applled Simulation 

Tool) 1
'. En las Figs. 0 y 9 se comparan los resultados. 

Una forma adicional de probar la estabilidad del 

programa, es realizar una corrida con gastos de inyección 

y de producción iguales a cero. De esta forma los 

resultados de presión y de saturación que se obtengan. 

deben de ser bastante aproximados a los valores iniciales 

de presión y saturación que se tengan inicialmente. 
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CAPITULO VII 

RES\ll.TADOS Y CONCLUSIONES 

Analizando los result.ados obtenidos al aplicar el 

simulador. se puede inferir lo siguiente: 

Para el primer ejemplo de validación. se obLuv!oron 

prAclicamenle los mismos resultados. en la dislribución 

de la saturación del agua. Con respeclo a la presi6n. 

estas referencias no aportan dalos para la comparación. 

Par a el segundo aj ompl o de apl i cae! 6n, l a.s 

diferencias entre las presiones calculadas por los dos 

simuladores, son m1r"limas, siendo la m.Axima diferencia de 

20 lb/pg2 C1. 41 kg/cm2
), para un t.l•>mpo t.olal de 360 

días. Est.a diferencia se debe a que el paquet.e BOAST 

utiliza un método diferente de solución del sistema de 

ecuaciones. Con respecto a los resultados de saturaciones 

las diferencias que se presentaron entre los dos 

simuladores, fueron despreciables. 

Por lo ant.erior, se concluyo que el simulador 

dosarrollado cumplió exit.osamenle, con el objelivo 

fijado, que era reproducir o simular el proceso de 

1 nyeceión d9 agua para desplazar .acei t.e. Pero además. 



resulla ólll para: 

Simular un proyecto piloto de inyección de agua. 

Ajust..ar la hisLoria de un yacimiento sujet.o a un 

proceso de inyección de agua. 

Realizar un análisis de sensibilidad de los 

resultados, variando las propiedades de los fluidos 

y/o de las rocas. 

Simular pruebas do dosplazamJ.enLo sobre núcleos en 

el laboratorio. 

Usarse didAclicamenle. 

Simular inyección de gas. un yacimiento 

bajosat..urado, considerando fluidos inmiscibles. 



NOMENCLATURA 

Sólo so presentan las unidades finales de 

las variables más importantes. 

mx Vector de flujo másico en la dirección x. 

p Densidad (lb
11
/pie8

). 

x distancia en la dirección x (pie). 

AL Intervalo de tiempo Cdia). 

A Aroa transversal igual a Ay&z Cpie2
). 

f.lx Diferencial de x. 

AV Diferencial de volumen igual a A.Ax. 

~ Porosidad Cfracci6n). 

Q' T'1r"mi no fuent..e o sumidero. 

~ Símbolo de derivación parcial. 

uM Rapidez superficial o de Carey en la dirección 

X. 

+ 
u Velocidad superficial CuM,uY,u.). 

ti ti ti 
Operador divergencia C-¡;x i + lly j + 7fi k) 

S Saturación Cen la ecuación de P vt representa 

el factor de daNo) (fracción). 

O F•ctcr do vol u:r.cn. 

Q Igual a Q' /p. 

V Operador gradiente. 

k Permeabilidad absolu~a Cmd). 



p 

µ 

g 

A 

r 
y 

Presión. <l b r/pg') • 

Viscosidad Ccp). 

Aceleración de la gravedad. 

Constante de transformación de unidades. 

Permeabilidad relativa. 

Presión capilar Clb/pg2
). 

Longitud del yacimiento Cpie), 

Número de ecuaciones o nodos. 

Variable cualquiera de x y t. 

Variable cualquiera de U. 

Distancia entre los nodOs. 

Variación. 

Operador de discrelización en la dirección x. 

Operador de discretizac16n en el tiempo. 

Ritmo de lnyeccion o de producción BPD @ c.s .. 

Volumen de celda Cpie8
). 

Transmisibilidad C q • T A?) Cmd-pie/cp). 

Factor de promedio. 

Factor para resolver el sistema. 

Variable de abreviación. 

Variable de abreviación. 

Radio de drene Cpie). 

Radio del pozo Cpie). 

Presión de fondo fluyendo Clb1/pg2
). 

Velocidad del frente Cpie/seg). 



Subindie&s: 

acolle. 

agua. 

contador. 

t..ot.al. 

Superindices indican nivel de tiempo. 
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