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RESUMEN

El presente documento tiene como principal finalidad servir de complemento,
a las clases de las asignaturas Matematicas Il, Bioestadistica, Disefio de equipo,
Ingenieria Eléctrica, Transferencia de Calor, Ingenieria de Reactores y en general
para cualquier otra asignatura de la carrera de Ingenieria Quimica que se imparte
en la Facultad de estudios superiores Zaragoza, donde sea necesario resolver una
ecuacion diferencial lineal de primer orden y con valor inicial, pues en este trabajo
se resolvieron distintos problemas de estas asignaturas que involucran este tipo de
ecuaciones, utilizando la transformada de Laplace como método alterno para
resolverlas.

La idea de realizar una tesis con problemas que involucran ecuaciones
diferenciales y resolverlos por el método de la transformada de Laplace, surge a
partir de considerar conveniente contar con un documento que explique
detalladamente la funcion Laplace, ya que este tema no es estudiado dentro del
plan de estudios de la carrera.

Para poder aplicar el método de la transformada de Laplace en una ecuacion
diferencial, primeramente, se estudid la definicion de la funcién Laplace y su
transformacién inversa, asi como algunas de sus propiedades basicas y con base
a una serie de ejemplos se formd una tabla con 26 pares de transformadas de las
funciones mas comunes.

Seguidamente y mediante 16 ejemplos se explicé el método para resolver una
ecuacion diferencial, asi como un sistema de ecuaciones diferenciales, y se
procedid a plantear los problemas de aplicacion que involucran este tipo de
ecuaciones. Cabe sefialar que este documento consta con 24 problemas de temas
que se imparten en las asignaturas antes mencionadas y cada uno presenta la
solucion finamente detallada y desglosada, esto para que el alumno tenga una
mayor facilidad para el entendimiento y comprensién del método.

Con este trabajo se obtiene un documento que sera de gran utilidad para
alumnos de segundo semestre en adelante y profesores de la carrera de Ingenieria
Quimica que se imparte en la FES Zaragoza y en general, para todos los
estudiantes de areas afines que requieran contar con conocimientos de este
método.
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INTRODUCCION

Para los estudiantes de la carrera de Ingenieria Quimica, la Transformada de
Laplace, TL, es util en la solucidon de problemas que involucran ecuaciones
diferenciales con valor inicial. Recordando: si una ecuacion contiene las derivadas
o diferenciales de una o mas variables dependientes con respecto a una o mas
variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial. Las ecuaciones
diferenciales se clasifican de acuerdo con el orden, grado, si es ordinaria (o parcial),
y si es lineal (0 no lineal). En los procesos quimicos aparece la necesidad de
resolver una ecuacion diferencial, la TL puede ser una herramienta muy util para
resolver ese tipo de problemas.

Dada esta razon el presente trabajo se planteé como un método alterno para
resolver este tipo de ecuaciones diferenciales, pues a menudo se encuentran
problemas con funciones que cambian cuando sus variables cambian, es decir
problemas de tasa de cambio y algunos de ellos resolverlos por métodos
tradicionales puede llegar a ser una tarea muy dificil y laboriosa. La transformada
de Laplace nos permite resolverlas por un método sencillo, en donde es
transformada la ecuacion diferencial, en una ecuacion que puede ser resuelta por
meétodos algebraicos.

Después de terminar de leer esta tesis, se podra tener una idea clara, asi
como una metodologia para abordar problemas de este tipo, utilizando la funcién
Laplace para resolverlos.

Con base a lo anterior, se plantearon los siguientes objetivos.
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OBJETIVOS

I.  Objetivo general:

Elaborar un documento que, a base de ejemplos, explique detalladamente el
uso de la transformada de Laplace, para resolver problemas que involucren
ecuaciones diferenciales con valor inicial, de las distintas asignaturas de la carrera
de Ingenieria Quimica que se imparte en la FES Zaragoza y sirva como material de
apoyo para los estudiantes que cursan dichas asignaturas.

El primer y segundo capitulo tienen como objetivos primordiales dirigirse a
estudiantes que cursen a partir del segundo semestre y que deseen aprender un
método distinto para la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales y de primer
orden, pues cabe mencionar que existen ecuaciones diferenciales cuya resolucion
es muy extensa y llega a ser un proceso laborioso, aplicando el método de la
transformada de Laplace la ecuacion puede resolverse de una manera mas practica
y sencilla. El capitulo tercero esta enfocado en resolver problemas de Ingenieria
Quimica que son estudiados a partir del cuarto semestre en adelante y puedan ser
resueltos por la transformada de Laplace, dicho nuevamente, de manera practica y
sencilla.

ll.  Objetivos particulares:

1.- Explicar la definicidon de la transformada de Laplace y desarrollarla para
las funciones mas comunes vy utilizadas.

2.- Definir el método general, para resolver una ecuacion diferencial y un
sistema de ecuaciones diferenciales utilizando la transformada de
Laplace.

3.- Resolver detalladamente los problemas de aplicacion que se ven en la
carrera de Ingenieria Quimica, los cuales contengan ecuaciones
diferenciales que puedan ser resueltas por la transformada de Laplace.
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CAPITULO 1
La transformada de Laplace

Una transformada matematica es un recurso utilizado para resolver problemas
que dé otro modo serian muy complicados de solucionar. También se puede decir
que una transformada —en general- es una funcion, es decir, un conjunto de parejas
ordenadas cuyos primeros elementos les corresponde uno y solo un segundo
elemento. El primer elemento de esa funcion es f(t) y el otro es justamente la

transformada de Laplace (£), o sea, la solucién de la integral que es igual a F(s).

Por consiguiente, la transformada de Laplace es un tipo de transformada
integral usada para la resolucion de ecuaciones diferenciales, donde Laplace
demostré como transformar esas ecuaciones diferenciales en ecuaciones que se

pueden resolver por medios algebraicos.
1.1 Definicidon de la transforma de Laplace

La transformada de Laplace de una funcion f(t) se define como la integral:

(00}

LF©) = F@s) = [ e f@de:
0
Donde s es un parametro (real o complejo) tal que la integral existe cuando
t— . Esto impone algunas restricciones sobre la parte real de s. En este trabajo

so6lo se consideraran valores reales de s.

1 (Edwards, 2009, p.442)
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A continuacion, se presenta la resolucion de las transformadas de Laplace para
los valores de f(t) mas comunes y mas utilizados en este trabajo. Dando un total de

26 pares de transformadas, las cuales son resumidas en la tabla 1.

Resolucién 1: Transformada de Laplace de la funcion escalon unitario f (t)=1.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t)=1, quedando:
F(s) = [ et (1) dt
Se resuelve la integral formada: F(s) = f0°° e Stdt = _—;e‘“
Sustituyendo los limites de integracion de 0 a oo:
= -1 —-5() _ 0] =1 —
F(s) S[es e’ ]— S[O 1],

Quedando: F(s) = %
Resolucién 2: Transformada de Laplace de la funcién constante f (t)=k, en
donde k es la constante.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t)=k, quedando:
F(s)= [ et (k) dt
Se resuelve la integral formada: F(s) = f0°° k e Stdt = _—’:e‘“
Sustituyendo los limites de integracion de 0 a oo:
= 2K [g=s(@) _ gs(®] = =K g —
F(s) = — [e™s es(O] - [0-1],

Quedando: F(s) = g

Resolucién 3: Transformada de Laplace de la funciéon rampa f (t)=t.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t)=t, quedando:
F(s)=J e sttdt
Se resuelve la integral formada por el método de Por Partes:
u =t [dv = [e™stdt ; (resolucién en el ejemplo 1)
1 st

du = dt, vz—ge‘ ,
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Utilizando la férmula de integracion por partes. [ udv =uv — [ v du
F(s)=[ te™tdt =t (-5 e™) — [—~ e~ dt
-t st , 1 —st _ Tt st 1 _st
F(s)=—e +Sfe dt =—e e

s2

Evaluando de 0 a o, quedaria:

F(s) = [? o—s(®) _ _TO e—s(O)] _ Siz [e=5) _ o=s(0)]
1
F(s)=[0-0] -5[0—-1]

Quedando: F(s) =Siz

Resolucioén 4: Transformada de Laplace de la funcion potencia f (t)= t".
Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t)=t", quedando:
F(s)= J, et t" dt
Se resuelve la integral formada por el método de Por Partes:
u = t", [dv=[estdt
1

du = nt"1dt, v= —;e‘“,

Utilizando la férmula de integracién por partes. [ udv = uv — [ v du

F(s)= J, th e stdt = ¢" (—% e=st) _f_i o5t m 1 gt

F(S)=%e‘5t+§fe_5t gn-1 dt=%e_5t+§ﬁ{tn_1}
=t g-st 4 ol o2 3
F(s)=—e™ +< - — — —....L{t}

Se sabe que F(s) para la funcion f(t)=t es igual a 1/s?, sustituyendo esta solucion:

—t" 1 —t" n!
Fis)=—e™St+- —-—-— ..o = —e
( ) s +s s s s s2 s +s"+1

Evaluando de 0 a o, quedaria:
F(s) =
Quedando: F(s) =

Lemso) _ 2%, —s@] 4 ™
s € s € ]+s"+1

n!
Sn+1
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Resolucién 5: Transformada de Laplace de la funciéon exponencial f(t) = e,
en donde a es cualquier constante.
Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t)=e4, quedando:

F(s) = fooo e St et gt = fooo et=sta) g

Se resuelve la integral formada por el método de cambio de variable:

u = t(—g + a), F(S) = foooet(—5+a) — fOOO el _j_l:a
du = (- d F(s) = —— (Celdy = —— . glt = —L_ pt(=s+a)
u = (—s+a)dt (s) _S+af0 eldu=——-e'=——e

Evaluando de 0 a o, quedaria:

F(s) = —— [e@)(s+0) _ o (O (=s+a)]

-Ss+a

1
-s+a

[0—1] =—

F(S) - h —(-s+a)
Quedando: F(s) = ﬁ
De la misma manera cuando f(t) = e~ %, su transformada de Laplace seria:

F(s) =

1
st+a

Resolucién 6: Transformada de Laplace de la funcién seno f(t) = senwt, en
donde w es una constante.
Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t), quedando:
F(s) = fooo e Stsen wt dt
Se resuelve la integral formada por el método de Por Partes:
u = et [dv = senwt dt
du = —se St dt, v= _chos wt

-1

F(s) =fooo e”*'senwt dt = e‘“( cos wt) — f%cos wt (=se Y dt

w
F(s) =f0°° e Stsenwt dt = _71 e Stcoswt — %f e Stcoswt dt
La integral:

[ e™5t coswt dt; También se resuelve por partes:

u = e, [dv = [coswtdt

— 1
du = —se St dt, v =—senwt
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JeStcoswt dt = et (% sen wt) - f% senwt (—s e™SH)dt

Sustituyendo la integral anterior en la ecuacién F(s):

F(s) = ——e~St coswt — > [e‘“ (i sen Wt) — [~ senwt (—s e‘“)dt]
w w w w

Simplificando:

— 1 _ _ 2 B
F(s)= f, e 'senwtdt = — — e™ coswt —— e™'senwt — 7 [e™" senwt dt
w w w
2 1
F(s) =(1 + S_z) [ e Stsenwt dt = —= e~ coswt —— e~ senwt
w 0 w W2

_ 1 1 _ _
F(s) =f0°°e Stsen wt dt = L Szl [—; e St coswt — % e Stsenwt]

+=
w2

Evaluando la solucién de 0 a «, quedaria:

1

F(s) =[

-1 (oo _ s (oo
1+s_zzl [; le s cos w(co) — e~ cosw(0)] —F[e $(®) senw (o) —

e_S(O)SenW(O)]]
(s) =L+1;—il [-0-D-—0-0]= L:;—il 2]

w

Quedando: F(s) =

s2+w?2

Resolucion 7: Transformada de Laplace de la funcion coseno f(t) = cos wt,

en donde w es una constante.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t), quedando:
— (® —st
F(s)= [, e coswt dt
Esta integral se resolvié en la resolucion 6 por el método de por partes:
=( ,—st — ,-st(1 _rL —g e~ St
F(s)=fe S coswt dt = e (Wsenwt) fw senwt (—s e SH)dt
La integral:
[senwt ((e™St) dt ; También se resolvio en la resolucion 6:

[senwt (e St)dt = —& e Stcoswt — %f e Stcoswt dt
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Sustituyendo la integral anterior en la ecuacion F(s):
_ 1 _ 1 _ -
F(s) =f0°° e Stcoswt dt = —e St senwt + = [—— e Stcoswt — = [ e Stcoswt dt]
w w w w
Simplificando:

o _ 1 _ s - s2 _
F(s)=[ e Stcoswtdt ==e Stsenwt —— e Stcoswt —— [ coswt e Stdt
0 w w2 w2

st

— N —
e st senwt — — e”*
w

2 (o]
F(s) = (1 + %) J, e fcoswtdt = tcoswt

1
w
1

S 1
F(s)=J, e *‘coswtdt = L+Szl [; e St senwt — % e St cos Wt]
w2

Evaluando la solucién de 0 a «, quedaria:

1

F(s) =[

szl [% [e—s(oo) senw(oo) — e~50) gan W(O)] — % [ e‘5(°°)cosw(oo) -
1+m

e‘s(o)cosw(O)]]

afigee-a-z0-o)-Fo

Quedando: F(s) = ——

sZ+w?2

Resolucién 8: Transformada de Laplace de la funcion seno con fase

f(t) = sen (wt + a), en donde w y a son constantes.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t), quedando:
F(s) = fooo e St sen(wt + «) dt

Se sabe que la transformada de Laplace de la funcién seno, es igual a:

o  _ 1 _ —
fo e Stsen wt dt =l l [—;e St coswt — %e Stsenwt];yaes una

1
1435
constante, por lo tanto, F(s) es igual a:
1

s2
w2

F(s) = foooe—stsen(wt + ) dt = I l [—%e‘“cos(wt +a)— %e—st sen(wt + «) ]
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Evaluando la solucién de 0 a «, quedaria:

F(s) = ™) cos(w - 00 + o) — @ cos(w - 0 + )] = = [ e Psen(w -

o+ a)—eSOsen(w-0+ oc)]]

w w2

F(s) [ Szl [— (0 —cosa) —— (0 — sen oc)] L lszl o= a]

w
ssena+wcosa

s2+w?2

Quedando: F(s)=

Resolucién 9: Transformada de Laplace de la funciéon coseno con fase

f(t) = cos (wt + a), en donde w y a son constantes.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t), quedando:
F(s) = fooo e St cos(wt + a) dt

Se sabe que la transformada de Laplace de la funcién coseno, es igual a:

fooo e Stcos wt dt = [
1+—

l [— e St senwt — W— e St cos Wt] y a es una constante,

por lo tanto F(s) es igual a:

F(s) = fooo e Stcos(wt + ) dt = I 152] [l e St sen(wt + a)] — — e~ cos(wt + (x)]
1+— w w

Evaluando la solucién de 0 a «, quedaria:

F(s) =l 152] [% [e—s(w) sen(w- oo +a) —e @ sen(w- 0+ a)] - %[B_S(W)COS(W'
1+m
o+ a)— e*Ocos(w-0 + oc)]]

F(s) =

senoc s:cosa
—sena iy —COS(Z] l l > ]
w

Scosa—-wsena

s2+w?2

Quedando: F(s) =
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Resolucion 10: Transformada de Laplace cuando f(t) =t senwt, en donde w

es una constante.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t) quedando:
F(s) = fooo e St (t sen wt) dt
Se resuelve la integral formada por el método de Por Partes:
u=e*st [dv=[tsenwtdt
du = —se St dt, v =L (tcoswt) + izsen wt
w w
Utilizando la férmula de integracion por partes: [ udv =uv — [ v du
F(s) =e™st [_71 (tcosw) + #sen wt ] —f [_71 (t coswt) + %sen Wt] [-s e St dt

-1

w

—_ 1 _ — —
F(s) e~ tcoswt + — e *'senwt — %f e St (t coswt) dt +%fe Stsenwt dt
La siguiente integral se resolvio en la resolucion 6:

%fe_“senwt dt = [i- :

2
w2 1 S

1 _ N -
[— — et coswt — — e Stsenwt]
+2 w w
w

Simplificando:
2

s
—=e
w(sZ2+w?2)

N

—Sst
—=¢e sen wt
w2(s2+w?2)

S — —
—Je*tsenwt dt = - St coswt —

La integral: [ e™5¢(t coswt) dt también se resuelve por partes:
u = et [dv=[tcoswt dt
du = —se St dt, v= l(tsenwt)+izcos wt
w w
Utilizando la férmula de integracién por partes: [ udv = uv — [ v du
[e St (tcoswt)dt = et [& (tsenwt) + #cos Wt] —f [% (tsenwt) +
—cos W] [—s e 5] dt = Ze~St tsenwt + — e ~Stcos wt +
w w w
S —st S —st
—Je(tsenwt) dt + — [ e coswt dt

La siguiente integral se resolvié en la resolucion 7:

S 1

S —
— e coswt dt = lﬁj

N

— S _
[— e St senwt — —e tcoswt]
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Simplificando:

[e St (tcoswt) dt = %e‘“ tsenwt + %e_StCOS wt + %f e **(tsenwt) dt +

s 52

—st —st
— n —_— —
S € senwt — s e coswit

Sustituyendo las integrales anteriores en la ecuacion F(s):

-1 _ 1 s[1 1
F(s)= —e St t coswt + —e Stsenwt—;[;e St t senwt + —e Stcos wt +

2
fe‘“(t senwt) dt + m St senwt — m e St cos Wt] -
S —st Sz —st
m s COSWt—me Stsenwt

Simplificando:

2_2

- _~WwW st _ —st S —st _
F(s) = e " tcoswt — —e " tsenwt + Gerwr € senwt
2wWs st
m e coswt

Evaluando la solucién de 0 a «, quedaria:
F(S)=

e~5(®) (00)cos w(w) — e (0)cos W(O)] [ e~5(®) (c0)sen w(w) —

[ 52+W2 2 4t p2

e O)senw(0)] + [ e sen w(e) — e Osen w(0)] -

[ 2ws
(s2+w?2)2

F(s) = —

eS@cos w(o) — e SO¢os W(O)]

[ 2ws
(s2+w?2)2

|10-1]

2ws
(s2+w?2)2

Quedando: F(s) =
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Resolucion 11: Transformada de Laplace, cuando f(t) = tcoswt, w es una
constante.
Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t) quedando:
F(s) = fooo e St (t cos wt) dt
Esta integral se resolvié en la resolucion 20 por el método de por partes:

F(s) =f e t(tcoswt)dt = —e 5" tsenwt + —e Stcos wt +%f e St(tsenwt) dt +

2
S —st S —st

— e senwt — —————- ¢ coswt

w(sZ2+w?2) w2(s2+w?2)

La integral [e S‘(tsenwt)dt; También se resolvid en la resolucion 20:

1 1
[e~st(tsenwt) = ——e " tcoswt + — e tsenwt —— [ e™!(t coswt) dt —
w w w
S —st _ s? —st
w(s2+w?2) coswt w2(s2+w?) € senwt

Sustituyendo la integral anterior en la ecuacién F(s):

_ 1 _ 1 _
F(s) = Sttsenwt+—e coswt+%[—;e St t coswt + —e Stsen wt —
2 [ e=St(t coswt) dt — ————e 5t cos wt — 2 e-Stsenwt ] +
w w(sZ+w?2) w2(s2+w?2)
S —st _ s? —st
wGTreD € senwt — —oms e~ cos wt

Simplificando:

w2—s2
F(s) = e St senwt — e Stt coswt + ———=eStcos wt
( ) 24+w?2 sZ+w? + (s2+w?2)2 +
2wWs —st
— e sen wt
(s2+w?2)2

Evaluando la solucién de 0 a «, quedaria:

F(s) =
[sz+w2 B (c0)sen w(e) —e O (0)sen W(O)] [52+W2 s (o0)cos w(e) —
2_ 2
e (0)cos W(O)] [m e cos w(w) — eSO ¢ps W(O)] +
_2Wws __ L-s(a@) _ ,—s(0)
(s2+w2)2 e senw(o) —e sen W(O)]

F(s) = [( w 2)2] [0-1]

2

Quedando: F(s)= —-%

(s +w?)?

Pagina 13
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1.2 Propiedades de la transformada de Laplace

Una vez analizada la definicion de la transformada de Laplace para las
funciones mas comunes, se pasa a estudiar las propiedades basicas de esta
transformada, las cuales son aplicadas para el calculo de ecuaciones diferenciales.

Cabe mencionar que existen mas propiedades para la funcidon Laplace, sin
embargo, para fines de este trabajo solo se estudiaran las siguientes: linealidad,
primer teorema de traslacién y derivabilidad de la funcidn Laplace.

1.2.1 Linealidad

Si  L{f()}=F(s) y L{g(t)} = G(s), entonces:
L{f () £ g(O)} = F(s) £ G(s)

oo [ee] [ee]

LUF(O) + ()} = f eStF(D) + g(D)] dt = f eStF(D) dt + j e~Stg(D)dt?
0 0 0

A partir de la propiedad de linealidad en la transformada de Laplace, se pueden
obtener nuevas transformadas de funciones elementales, las cuales se muestran
en las siguientes resoluciones.

Resolucion 12: Transformada de Laplace de la funcion seno hiperbdlico, es

decir cuando f(t) = senh at, a es cualquier constante.

Se sabe que f(t) = senh at = %(e“t — e %) por lo que al sustituirla en F(s):
F(S)=f0Oo e Stsenh at dt = fooo et %(e“t —e ) dt = %[fooo et@=9)de — fooo e~ t@)qi|
Se sabe que F(s) para la funcion exponencial es igual a:

Para f(t) = e%, F(s) = ﬁ y para f(t) = e~®, F(s) = —

st+a

Sustituyendo estas soluciones en la ecuacion principal:

1

Fo)= =3l el =il

s—a sta 2 Ls?2—a?

Quedando: F(s) =

s2—q2

2 (Edwards, 2009, p.444)
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Resolucién 13: Transformada de Laplace de la funciéon coseno hiperbdlico, es

decir cuando f(t) = cosh at, a es constante.
Se sabe que f(t) = cosh ft = %(e“t + e~%) por lo que al sustituir en F(s):
F(S)=f0OO e Stcosh Bt dt = fooo e st %(e“t + e~ )dt = %[fooo et@=9dt + fooo e t@r)qe|

Sustituyendo la transformada de Laplace de la funcién exponencial en la ecuacién

principal:

F(s) = =%[L+L]=§[ 2 ]

s—a sta s2—a?

N

Quedando: F(s) = Yo
Resolucion 14: Transformada de Laplace, cuando f(t) =1—coswt, w es
constante.
Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t):

F(s) = fooo e St(1 — coswt) dt = fooo e Stdt — fooo e St coswt dt
Sustituyendo la transformada de Laplace de la resolucién 1 y funcion coseno en la

ecuacion principal F(s):

Quedando: F(s) =

s(s2+w?2)

Resoluciéon 15: Transformada de Laplace, cuando f(t) = sen wt — wtcosw t, w
es constante.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t):

F(s) = fooo e St(sen wt — wt cos wt)dt = fooo e Stsenwt dt —w fooo e St(t coswt )dt
Sustituyendo la transformada de Laplace de la funciéon seno y de la resolucion 11

en la ecuacion principal F(s):
_w sZ2-w?
F(S) T szywz w [(W2+52)2]

Quedando: F(s) = 2w

(s2+w?2)2
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Resolucion 16: Transformada de Laplace de la funciéon convergencia

exponencial f(t) =1 — e*, en donde a es constante.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t) quedando:
F(s)=["e st (1—e®)dt = [ e stdt — [~ et@)qt
Sustituyendo la transformada de Laplace de la funcion constante y funcion

exponencial en la ecuacién principal F(s):

o=t
Quedando: F(s) = S(:a)

De la misma manera cuando f(t) =1-—e~%, su transformada de Laplace

. ’ 1 1
correspondiente seria: F(s) = ST s(scj-a)

Resolucién 17: Transformada de Laplace de la funcién doble

f() = ﬁ (et — eP'), en donde a y b son constantes.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t) quedando:
o _ 1 1 [ - _
F(S) = fo e stfE (eat _ ebt) dt = E [fo et(a s) _ et(b S)dt]
F(s) = ai—b [fooo et@s)qt — fooo et®=9qt|

Sustituyendo la transformada de Laplace de la funcién exponencial en la ecuacion
principal F(s):

1 1

Fo) = 5 52— 53]

Quedando: F(s) = m

: 1, - -
De la misma manera cuando f(t) = — (e~ — e7Pt), su transformada de Laplace

. ’ 1 1 1 1
correspondiente seria: F(s) = — [E - E] = SrGiD)
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Resolucién 18: Transformada de Laplace, cuando f(t) = ﬁ (aeat — bebt), en

donde a y b son constantes.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t) quedando:

F(s) =f0°° e~ st j (ae®* — bebt) dt = [fooo(aet(a_s) - bet(b_s))dt]

L
a-b
F(s) = [/, aet@dt — [, be*®=)d]
Sustituyendo la transformada de Laplace de la funcién exponencial en la ecuacién
principal F(s):
=1 U AU P R
F(S) B E[a s—a b s—b] " a-bls-a s-b

. _ S
Quedando: F(s) = T~
De la misma manera cuando f(t) =$ (ae™3 —be~), su transformada de

Laplace correspondiente seria:  F(s) = alTb [ﬁ — ﬁ] = m

1.2.2 Primer teorema de traslacion

El primer teorema de traslacion hace referencia a la transformada de Laplace
de la funcion exponencial por alguna otra funcién f(t), este teorema afirma:

L{eat ()} = F(s — a); Es decir: L{eat f@©)} =L so5-a
Aligual:  L{e - f(t)} = F(s + a); Es decir: L{e™*" - f(£)} = L(ft)s55+a>

A partir de este primer teorema de traslacion se pueden obtener nuevas
transformadas de funciones elementales, las cuales se muestran en las siguientes
resoluciones.

3 (Dennis G. Zill. 2008, p.197)
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Resolucion 19: Transformada de Laplace, cuando f(t) = e“k, a y k son
constantes.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t):
F(s) = foooe_St(K - e®) dt = Kfoooet(“_s)dt
Se sabe que F(s) para la funcion constante es igual a:
_k. . - K
F(s) = ~ s»>s—a -~ F(s) = —
De la misma manera cuando f(t) = e~ *'K, su transformada de Laplace seria:

F(s) =

K
s+

]

Resolucion 20: Transformada de Laplace, cuando f(t) = e*t", aes una
constante.
Se sustituye en la integral (TL) el valor de f(t), quedando:
F(s)= [ e™te®tndt = [~ etCSt®tndt
Se sabe que F(s) para la funcion potencia es igual a:

F(s) = oo

n!
S—>s—a - F(S)=W

De la misma manera cuando f(t) = e~ %‘t", su transformada de Laplace seria:

F(S) — n!

(s+a)nt?t

Resolucién 21: Transformada de Laplace de la funcion onda senoidal con
amortiguacion exponencial f(t) = e* senwt, en donde wy a son constantes.
Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t) quedando:

F(s)= J, et (% senwt) dt = [ " @ senwt dt
Se sabe que F(s) para la funcién seno es igual a:

F(S)=L s—>s—a ~ F(s)=

w2452’

w
w2+(s—a)?

De la misma manera cuando f(t) = e %‘sen wt, su transformada de Laplace seria:

F(s) = ——

w2+ (s+a)?
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Resolucién 22: Transformada de Laplace de la funciéon onda cosenoidal con
amortiguacion exponencial f(t) = e** coswt, en donde wy a son constantes.

Se sustituye en la integral F(s) el valor de f(t), quedando:
F(s) = fooo e St(e* coswt) dt = fooo et(@=5) x coswt dt
Se sabe que F(s) para la funcion coseno es igual a:

F(s) = so>s—a -~ F(s)=———

2+ 27 w2+(s—a)?

De la misma manera cuando f(t) = e~ % cos wt, su transformada de Laplace seria:

F(s) =

w2+(s+oc)2

1.2.3 Derivabilidad de la transformada de Laplace:

La Derivabilidad de la transformada de Laplace hace referencia a cuando se
tiene que calcular la transformada de una derivada de una funcién f(t). Esta
propiedad es de gran importancia ya que nos demuestra que es posible transformar
una ecuaciéon diferencial en una ecuacion algebraica al poder transformar las

derivadas en productos tal como se muestra en los siguientes ejemplos:

Resolucién 23: Transformada de Laplace, cuando f(t) = x.
Lix}=F(s) = [, e~x dt,

Como evidentemente, no sabemos a qué es igual x en términos de t, entonces
vamos a definir a esta transformada simplemente como:

= _ (® ,-st
Xx=[ e *xdt
Es el equivalente en derivadas a la derivada implicita.

Resolucion 24: Transformada de Laplace, cuando f(t) = %.

S =F(s)=f e = at

Esta integral se resuelve por el método de integracién ptor partes:
u=est [dv —f—dt

du = —se~Stdt v=x

Utilizando la férmula de integracion por partes. [ udv =uv — [ v du

F(s) = foooe‘“% dt =xe st — [ —se™Stx dt
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F(s)=xe St +s[eStxdt =xe St + sx

Evaluando la solucion de 0 ac, con la condicion: x(t = 0) = x, quedaria:
F(s) = (xe () — xe™5®) + sx

Quedando: F(s) = sx — x,

Zx
Resolucion 25: Transformada de Laplace, cuando f(t) = d—z.

dt
L{dx} F”(s)—f e~stEX ¢

dt? dt?
Se resuelve esta integral por el método de integraci()n por partes:
u:e_St fd'l?—f— dt

du = —se~Stdt

T
Sustituyendo en la férmula de integracién por partes: [ udv =uv — [vdu
F(s) = f e‘St dx - dt = — X gt —f—se‘“d—xdt
s =—xe‘5t+s e‘“dxdt— e St +sx e St + s%%
F(s)= -,

Evaluando la solucion de 0 ac, con las condlc:lones: x(t=0)=xy; %(t =0)=x
_(dx _c(co —s(0 —5(o0 -s(0 25
F(s) = (Ee s(®) — x,75( )) + (sxe™5) — sxpe75) + s%x
Quedando: F(S) = 52X — sxy — x;
dx

Que es igual a: F(s) = s"F(s) — s 1x — -

Resolucion 26: Transformada de Laplace, cuando f(t) = %.

n

. . . , . . d"x
Si continuaramos en esta linea, para las derivadas de orden superior — con las

condiciones:

x(t=0)=x, dt2 (t 0) =x, dt4 (t—O) =X,
dx

E(t—o)—ﬁ dt3(t 0) = x3 dtn(t—o)_xnl

Por lo tanto, la transformada de Laplace de orden n de una funcion f(t) es:

d"x\ _ n= _wn-1, _ n-29x -3 d*x _ on—4 d3x d"'x
— t=s"%—s"1lx—s sn=3 — — e ——
datn dt dt? dt3 datn—1
dx _ _ _ _
L{W} ="k — sV lx — s 2x! — g3y Ny XML

Que cuando t=0 es igual a:

dmx _ _ _ _ -
L{dtn } = Fn(’s) = Snx_ Sn 1x0 _Sn 2x1 _Sn 3X2 _Sn 4x3 ""_le—l
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Tabla 1.- Transformada y Transformada Inversa de Laplace para las
funciones mas comunes.

No. Funcién f (t) F(s)
1 escalén unitario 1 1/s
2 constante k/s
3 rampa 1/s?
4 potencia tn nl/smH
5 exponencial e*t 1/(s —a)
et 1/(s +a)
6 seno sen wt w/(s* +w?)
7 coseno cos wt s/(s* + w?)
8 seno con fase sen (wt + a) (ssena+wcos a)/(s* +w?)
9 coseno con fase cos (wt + a) (scosa—wsena)/(s? +w?)
10 t sen wt 2ws/(s?+w?)?
11 t cos wt (82 — w?) / (82 + w?)?
12 seno hiperbdlico senh at a/(s? —a?)
13 coseno hiperbélico cosh at s/(s? —a?)
14 1 — cos wt w?/s(s? + w?)
15 sen wt — wt cos wt 2 w3/ (s2 + w2)?
16 convergencia 1—e* —a/s(s —a)
exponencial 1—e* a/s(s+a)
17 1/a—b (e —eP) 1/(s—a)(s—b)
exponencial doble 1/a—b (e~ — e~ 1/(s+a)(s+b)
18 1/a—b (ae® — be") s/(s-a)(s — b)
1/a—b (ae™® — be™"") s/(s+ a)(s+ b)
19 e f (t) F(s-a
e () F(s+ a)
20 eQt ¢ n/(s — a)"*1
e et tn n!/(s + a)**?!
21 onda senoidal con e sen wt w/{w? + (s — a)?}
amortiguacion exp. e % sen wt w/{w? + (s + @)%}
22 onda cosenoidal con e® cos wt s—a)/{w?+(s—a)?}
amortiguacion exp. e~ cos wt (s+a)/{w?+ (s +a)?}
23 *
x x =J e Stx dt
[1]
24 derivada dx/dt SX — X
25 derivada cuadratica d?x/dt? s%X — sx9 — x1
26 n n shx —sVlx — s 2y L —x™t
derivada n-enésima d"x/dt s"x — s xg —s"T%xy =Xy g
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1.3 Transformada inversa de Laplace

Se sabe que la transformada de Laplace permite pasar una funcién que esta
en términos de “t” a una nueva funcion que esté en términos de “s”

s”, es decir:
L{f()} = F(s)

Ahora bien, la transformada inversa de Laplace permite pasar una funcién que esta

en términos de “s” a una nueva funcién que esté en términos de “t". Por lo que la
transformada inversa de Laplace se puede definir como:

L7HF ()} = f(O*

De la misma manera, F(s)[ F(s)']=1, como sucede con las operaciones inversas.

1.4 Propiedades de la transformada inversa de Laplace

En la transformada de Laplace existen propiedades basicas que facilitan las
resoluciones de funciones mas complejas, dichas propiedades también son
utilizadas para el calculo de la transformada inversa, las cuales se definen a
continuacion:

e Linealidad:
Si LTYFG)}=F@®) y L7YG(s)} = g(t), entonces:

L7HF(s) £ G(s)} = () £ g(£)°
e Traslacion:
L YF(s —a)} = e* L HF(s)}
LTYF(s+a)} = e L YF(s)}6

Para poder resolver una transformada inversa de Laplace se utiliza la tabla 1
desarrollada en el capitulo anterior, como ejemplos muy sencillos:

1.- Se observa que k/s, es la funcion cuya transformada es k, por lo tanto, k es
la transformada inversa de k/s que podriamos escribir como:

o -

4 (Edwards, 2009, p.446)
5 (Dennis G. Zill. 2008, p.200)
6 (Edwards, 2009, p.446)
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2.- Para la funcion F(s) = {S%} se utiliza la férmula de la funcién potencia:
(1 1 (2!
P =2 PO )

Por lo tanto, la transformada inversa quedaria como:

1 (20 1,
21 FG) {sm}:zs

Como se puede observar en el ejemplo anterior fue necesario multiplicar y
dividir a su vez la funcion por 2!, para poder hacer uso de la formula funcion
potencia. Cabe destacar que en ocasiones es necesario hacer este tipo de
operaciones basicas para poder aplicar las formulas de las transformadas de
Laplace.

Sin embargo, hay funciones mas complejas, que para poder encontrar su
transformada inversa de Laplace es necesario descomponer la funcion en factores,
es decir hacer uso de fracciones parciales. Tal es el caso de las funciones cuyo
grado polinémico del numerador es menor al grado polinédmico del denominador.
Este tipo de funciones pueden presentarse en cinco distintos casos, los cuales son

descritos a continuacion mediante un ejemplo.

Caso 1: Los factores del denominador son lineales e iguales:
-1 sZ+s5-1 } _ _1{ s2+s5-1 }
F(S) {53—652+125—8 F(S) (s—2)(s—2)(s-2)
La fraccion cuyo denominador consiste en tres factores cuyas raices son idénticas,

es decir: s1, s2 'y s3 =2 se puede expresar mediante las fracciones parciales:

sZ+s-1 A B 4L
(s-2)(s=2)(s=2) = (s-2)3  (s-2)2  s-2

Multiplicando toda la igualdad por (s-2)3:
s?+s—1=A+B(s—2)+C(s—2)?

Sustituyendo la raiz:

S=2, 5=A, porloque: A=5
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Se suponen valores:

S=1, 1=54+B(1-2)+C(1-2)? porloque: —4=—-B+C

S3= 0, —-1=5+B(0-2)+C(0-2)? porlo que: —6 = —2B + 4C
Resolviendo este sistema de ecuaciones de 2x2, se obtienen los valores de B =
5; C = 1.Por lo tanto:

s2+4s5-1

FO) Mmoo} = F ) 5] + 5FO g+ S
Aplicando las propiedades de la Transformada y usando la tabla 1:
FO ™ fomemem) = 3 PO o) 10 oot o ()

s2+s5-1

(s=2)(s-2)(s-2)

Quedando: F(s)‘l{ } = g(e“ t?) + 5(e?'t) +e?t

Caso 2: Los factores del denominador son lineales y diferentes:

F(s)™! {M} — F(S)_l{ s34352+65+27 }

s*—9s2 (s—3)(s+3)(s—0)(s+0)

La fraccion cuyo denominador consiste en cuatro factores cuyas raices son: s1=3,

s2= -3, s3=0 y s4= -0 se puede expresar mediante las fracciones parciales:

s3+3s2+6s+27 A B c D

(s—3)(s+3)(s—0)(s+0) _ s-3 ' s+3 ' s—0 ' s+0

Multiplicando toda la igualdad por (s-3) (s+3) (s-0) (s+0):
s3+3524+65+27=A4(s+3)(s=0)(s+0)+B(s—3)(s—0)(s+0)
+C(s—3)(s+3)(s+0)+D(s—3)(s+3)(s—0)

Sustituyendo las raices:

Si= 3, 81=A(3+3)(3—0)(3+0), porloque: 4 =2

So=-3, 45 = B(~3 - 3)(~3 — 0)(=3 +0), por lo que: B = —=

Ss= 0, 27 =C(0—3)(0+ 0)(0+ 0), por lo que no existe valor de C

S4= -0, 27 =D(—0—-3)(—=0 + 3)(—0—0), por lo que no existe valor de D
Por lo tanto:

F(s)™ {(s_iéififjf(;o)} - %F ()™ {f} - 'F( ) {S+3}

Pagina 24



Resolucion de problemas de Ingenieria Quimica
utilizando la transformada de Laplace

Aplicando las propiedades de la Transformada y usando la tabla 1:

. -1 53+3SZ+6S+27 _ E 3t _ E —3t
Quedando: F(s) {(5—3)(s+3)(s—0)(s+0)} =3 —5e™)

Caso 3: Los factores del denominador son no lineales e iguales:

F(s)™?! {M} = F(s)™! {M}

s4+8s2+16 (s2+4)(s2+4)
La fraccion, cuyo denominador consiste en dos factores cuadraticos idénticos, se

puede expresar mediante las fracciones parciales:

2s3+s2-2s+4 _ As+B Cs+D
(s2+4)(s%2+4) (s2+4)2 s2+4

Multiplicando toda la igualdad por (s? + 4)2
253 +s2—2s+4=As+ B+ Cs®+4Cs + Ds?> + 4D
2s3+5s2—2s+4=Cs>+Ds*?+(A+4C)s+ B + 4D
Al ser una igualdad nos queda:
C=2, D=1, A=-2-4C=-10; B=4—-4D=0
Por lo tanto:

25°+5“—25+4

F(s)” {m} =—10F()™ {( 2+4)2}+ 2F(s)” {( 2+4—)} TR {521+4)}

Aplicando las propiedades de la Transformada y usando la tabla 1:

-1 253+SZ—25+4} _ 2:2's

F(s) {(52+4)(52+4) _% F(S)_l{(suT)z} +2F(s)” {( 2+22)} 1_121:(5)_1 {(5214;222)}

F™ {ﬁ%} =3 F()™ {(522;2252)2} +2F(s)” {( 2+22)} 2F) {(52+22)}

253 +s2-25+4
(s2+4)(s%2+4)

Quedando: F(s)~ { } = — g (t sen 2t) + 2(cos 2t) + % (sen 2t)

Caso 4: Los factores del denominador son no lineales y diferentes:

F(S) {s4+552+4} - F( ) {%}

La fraccién, cuyo denominador consiste en dos factores cuadraticos distintos, se

puede expresar mediante las fracciones parciales:

s3-s—2 _ As+B | Cs+D
(s2+1)(s2+4)  s2+1  s?+4
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Multiplicando toda la igualdad por (s? + 1)(s? + 4):
s3—s—2=As>+4As +Bs?*+ 4B+ Cs®*+ Cs + Ds*+D
s3—5s-2=(A+C)s>+(B+D)s>?+(4A+C)s+4B+D

Al ser una igualdad nos queda:

A+C=1,; B+D=0; 4A+C = —1; 4B+ D = -2
Se forman dos sistemas de ecuaciones de 2x2:

A+C=1 B+D=0

4A+C =-1 4B+ D = -2

Resolviendo estos sistemas de ecuaciones nos queda:

3 3 3 3

Por lo tanto: F(s)~! {(52131_)%} = -2 F(s)" {m}—— F(s)” { 2+1} +

%F(s)_ {2+22}+ F(s) {2122}

Aplicando las propiedades de la Transformada y usando la tabla 1:

s3—5-2

F(S)_l{m} =z F( )~ {ﬂ}__ F(s)” { 2+1}+
2P g+ 5FO) o)
= —- F( )~ {2__'_1}__ F(s)™ { 2+1}+ F(s)” {sz+22}+ F(s)™ {2?_22}

—-5—2
s2+1)(s2+4)

Quedando: F(s)~ { } = — 2 (cost) — g (sent) + g (cos 2t) + é (sen 2t)

Caso 5: Los factores del denominador son lineales y no lineales:

-1 2 2
F(s) {(s+2)(s+3)(52+4s+8)} =F(s)” {s+2 s+3][4-+(s+2)2]}

La fraccién, cuyo denominador consiste en tres factores; dos factores lineales y un

factor cuadratico, se puede expresar mediante las fracciones parciales:

2 A B Cs+D

[s+2][s+3][4+(s+2)2]  s+2  s+3 @ 4+(s+2)2
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Multiplicando toda la igualdad por (s + 2)(s + 3)[4 + (s + 2)?]:
2 = As3 + 7As? + 204s + 24A + Bs® + 6Bs? + 16Bs + 16B + Cs3
+5Cs% + 6Cs + Ds? + SDs + 6D
0s3+0s2+0s+2=(A+B+C)s®>+ (7A+ 6B + 5C + D)s?
+(20A + 16B + 6C + 5D)s + 24A + 16B + 6D

Al ser una igualdad nos queda un sistema de 4x4:

A+B+C=0; 20A+16B+6C+5D =0
7A+ 6B +5C+ D = 0; 24A+ 16B + 6D =2
Resolviendo este sistema de ecuaciones nos queda:
A=%; Bz_?z; Czl—g; D=_?3

Por lo tanto:

F(s)” {s+2 s+3]2[4+($+2)2]} -
—F( )~ {E}_ %F( s)” {E}__ (s)” {4,+(S—+2)z}__ ()7 {4+(s+2)2}

Aplicando las propiedades de la Transformada y usando la tabla 1:

F( ) {s+2 s+3]2[4+(s+2)2]}
iR - e - ) (5o i)

= F& M - PO - S F O ) 1 F O )

Quedando:

-1 2
F(s) {(s+2)(s+3)[4+(s+2)2]

_ Y1 -2tN_2.,-3ty_ 1 -2t _ B, 2t
}—Z(e ) 5(e ) 10(6 cos 2t) 10(e sen 2t)
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CAPITULO 2
Resolucion de ecuaciones diferenciales usando Ila
transformada de Laplace.

Una ecuacion diferencial con la forma:
ax™ 4+ bx" 1+ -+ cx = f(x);

Se le conoce como ecuacion diferencial de orden superior ordinaria lineal y de
coeficientes constantes.
En donde:
n = orden de la ecuacién
f(x) = funcion en terminos de x
a,b,c = constantes

El principal objetivo de este capitulo es introducir este tipo de ecuaciones,
estudiando y analizando sus soluciones obtenidas por el método de la transformada
de Laplace, pues esta transformada permite obtener soluciones explicitas en
problemas con valores iniciales. En conclusion, convierte este tipo de ecuaciones
en problemas algebraicos en las cuales se incorporan de forma automatica las
condiciones iniciales.

Para poder resolver una ecuacion diferencial utilizando la transformada de
Laplace es preciso seguir tres pasos basicos, los cuales son descritos a
continuacion:
1.- Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién diferencial, con
ayuda de la tabla 1. Por lo que se obtendra una nueva funcién en términos
de “s”.

2.- Se sustituyen las condiciones iniciales en esta nueva funcion y se resuelve
algebraicamente despejando x.

3.- Se calcula la transformada inversa de Laplace con lo cual se obtendra la

funcién en términos de t, es decir la solucién de la ecuacion diferencial.

Para poder entender este procedimiento, se describe en seguida las
resoluciones de una serie de ejemplos de ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo 1: cuando f(x)=0.
2x" —3x"—=5x =0
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =0, x'(0)=-2

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{2x" — 3x" — 5x} = L{0}

2L{x"} —3L{x'} —5L{x} =0

2(s?%—sx —x')—3(sx—x)—5x=0

Sustituyendo las condiciones iniciales:

252% — 25(0) — 2(=2) — 3s¥ 4+ 3(0) =58 = 0

Simplificando:

x(2s> —35s—5) = —

_ -4 _ -4

X = (2s2-3s-5)  (25—5)(s+1)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

e =t = R L e )

(2s=5)(s+1) 7 25=5 7 s+1
_ 1z _
L_l{f} = _SL—l 2=+ fL—l {L} = —4L_1 LS + EL—I {L}
7-2 55—5 7 s+1 7 5—E 7 s+1

Quedando: x = _g(eét) + % (e~

Ejemplo 2: cuando f(x)=0
x""+4x" +x"'=0
Bajo condiciones iniciales: x(0) =1, x'(0)=-1, x"(0)=3

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x""+4x" +x'} =0

L{x"}+4L{"}+ L{x'} =0

(s3x —s?x —sx' —x")+4(s?’x—sx —x' )+ (sx —x) =0

Sustituyendo las condiciones iniciales:

s3x—s?2(1)—s(-1)—(3)+4s?x—4s(1) —4(-D) +sx— (1) =0
Simplificando:

X(s3+4s?2+s)=5s2+3s—2

_ s? 3s 2

X = s3+4s2+s | s3+4s+s  s3+asiis

_ s? 3s 2

x= s(s+2—v3)(s+2+v3) + s(s+2—v3)(s+2+v3)  s(s+2—v3)(s+2+3)
i s+3 2

T (+2-v3)(5+2+3) _ s(s+2—V3)(s+2+V3)
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Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

o _ s+3 - 2
LHx}=L 1{(5+2—\/§)(5+2+\/§)} —L 1{s(s+2 \/_)(s+2+\/—)}

e = -2 R e SR R0 ()

Quedando: x = %zi (e(-2+V3)t) 4 # (e(2V3)r) _ 2

Ejemplo 3: cuando f(x)=t>.
x" + 6x' + 5x = t?
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =0, x'(0) =2

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
L{x"" + 6x" + 5x} = L{t?}
L{x"}+ 6L{x'} + 5L{x} = t?
(s?x —sx —x") +6(sf—x)+59?=533
Sustituyendo las condiciones iniciales:
s2% — s(0) — (2) + 6s% — 6(0) + 5% = 1
Simplificando:
X(s?+6s+5)s3=2+2
_ 4 _ 4
T (s2+65+5)s3  (s+1)(s+5)s3
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
—1¢=1 — r-1 4
L =1L {(S+1)(s+5)s3}
—p-rfil 2 pafl) 124 g fI) paf T 1 o f T
- SL {53} 25L {52} + 125L {s} L {s+1} + 125L {s+5}
-1 1f 224 p-a i) 12t 1) p-af 1) L poaf
{x} T 52! 2' {52+1} 25L {52} + 125L {s} L {s+1} + 125L {s+5}
124

L2y a3 Sex —t 1 -5t
Quedando: x = (t ) (t) + + (™)

Ejemplo 4: cuando f(x)=t3 + t* — 2t.
x"+x' =t3+t* -2t
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =1, x'(0) :%

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x"+x"} = L{t3 + t? — 2t}
L{X"} + L{x'} = L{t3} + L{t?} — 2L{t}

2

(s?x — sx —x')+(sa€—x)——+——s—2
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Sustituyendo las condiciones iniciales:
szf—s(l)—( )+Sx— (1) ——+——i

s2

Simplificando:
2 _6,2_2 3
X(st+s)=g+5—5+s+3

Fo_6 2 2 s 3

T s%(s2+s)  s3(s2+s)  s2(s2+s)  (s2+s) = 2(s2+s)
— 6 2 2 1 3
X = —_—

s5(s+1)  s*(s+1) B s3(s+1)  s+1  2s(s+1)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
“1(=1 — p—1 6 2 2 1 3
L {x} =L {35(s+1) T s*(s+1) s3(s+1) T s+1 T Zs(s+1)}

e ) 220 (] 2o e -
et [ 2o B [ e ) -2

Quedando: x == (t4) =2 (£3) + t2 = 2(t) + 2 — 2 (e™")

Ejemplo 5: cuando f(x)=2e~*
x" —3x" +2x =2
Bajo condiciones iniciales: x(0) =0, x'(0)=1

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x" —3x" + 2x} = L{2e7*}

L{x"} = 3L{x'} + 2L{x} = 2L{e *'}
2= ol = - _ o 1

$°X—sx —x —3(sXx—x)+2x =2 (5+4)
Sustituyendo las condiciones iniciales:
52% — 5(0) — 1 — 3s% + 3(0) + 2% = —
Simplificando:
—r 2 2 s+6
X(s*—=3s+2)=—+1=—

s+4 s+4
_ S+6 _ s+6
T (s+4)(s2-35+2)  (s+4)(s—2)(s—1)

&

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

ot = 1 ) =3 G ) -1 2

Quedando: x = —(e™*) + 3 (%) — (")
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Ejemplo 6: cuando f(x)=3e? + t
x" +4x" +3x =3e?* +t
Bajo condiciones iniciales:  x(0) = % x'(0) =-2

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x"" + 4x" + 3x} = L{3e?" + t}
L{xX"} + 4L{x'} + 3L{x} = 3L{e?'} + L{t}

2% — oy — x' v — =3(1)+1
sk —sx —x' +4(sx —x) +3x = 3(s—z)+

SZ
Sustituyendo las condiciones iniciales:

25 _ (LY (— c_a(l = 41
S“X s(z) (—2) + 4sx 4(2)+3x—s_2+52
Simplificando:

—ro2 -3 1.
x(s*+ 4s + 3) ==+t
_ 3 1 S _ 3 1 S
T (s-2)(s2+4s5+3)  s2(s2+4s5+3)  2(s2+4s+3)  (s—2)(s+3)(s+1) = s2(s+3)(s+1) = 2(s+3)(s+1)

x|

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
—1¢=1 — r-1 3 1 s
L {x} =L {(5—2)(s+3)(s+1) + s2(s+3)(s+1) + 2(s+3)(s+1)}

o = e [+ B [ L [ e - e )

S—2 180 s+3 4 s+1 9 S

R O ST YA . VAN I N oD
Quedando.x—s(e )+180(e ) S (e )+3(t) 5

Ejemplo 7: cuando f(x)=sen 2t
4x" +9x = sen 2t

Bajo condiciones iniciales:  x(0) =0, x'(0) =%

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{4x" + 9x} = L{sen 2t}
4L{x"} + 9L{x} = L{sen 2t}
_ , _ 2
4(s?x —sx —x") +9x ===
Sustituyendo las condiciones iniciales:

4527 — 45(0) — 4(3) + 9% =
Simplificando:
x(4s?+9) =

2
52+4 +2

2 2
(s2+4)(45249)  (452+9)

x|
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Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

LMz =L {(52+4)§4sz+9) + (4522+9)} - _721:_1 {sz+4} t7 L {4sz+9} +2L {452+9}

L, L6) 1. =
LR =S G el 1{%:“%}__71: et {52:(3)2}
2

c o= 1 11 3
Quedando: x = - (sen 2t) + ” (sen > t)

Ejemplo 8: cuando f(x)=cos 3t
x" +3x" +2x = cos 3t
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =0, x'(0) =4

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x" + 3x" + 2x} = L{cos 3t}
L{x""} + 3L{x"} + 2L{x} = L{cos 3t}
2% —gx — %' ¥ — = —
(s*x —sx —x)+3(sk —x) +2x = ey
Sustituyendo las condiciones iniciales:
2x —s(0) — (4) + 3sx — 3(0) + 2x =
Slmpllflcando:
— 2 _ S
X(s“+3s+2)= e

s + 4 _ N + 4
(s249)(s2+3s5+2)  (s2+3s+2) - (s249)(s+1)(s+2)  (s+1)(s+2)

2+32

X =

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
—1¢=1 -1 S 4
Lo} =1 {(52+9)(s+1)(s+2) + (s+1)(s+2)}
=1 f L0 f 1) 7 peaf S V27 poaf 1
{ } 10£ {s+1} 13L {s+2} 130L {52+9}+130L {52+9}

L_l{f} - 1_0£_ {5%1} B i_gﬁ_l {ﬁ} B 5701:_1 {52i32} + 1:(?3]‘:_1 {5214.-332}

Quedando: x = ( -ty — ( ‘Zt)—%o(cos 3t) +%O(sen 3t)

Ejemplo 9: cuando f(x)=8(sen 3t cos 2t)
x" + gx’ + x = 8 (sen 3t cos 2t)
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =-1, x'(0) =0

Se aplica la siguiente identidad trigonométrica:
senA cosB = %sen(A —B) + %sen(A + B)
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x" + gx’ +x=8 E sen(3t — 2t) + %sen(Bt + Zt)]

x" +gx’ +x=4sent+ 4senb5t

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x” + gx’ + x} = L{4 sent + 4 sen 5t}

L{x"} + 2 L{x'} + L{x} = 4L{sen t} + 4L{sen 5t}

(s?x —sx —x') + g (sx—x)+x=4 (52112) +4 (52i52)

Sustituyendo las condiciones iniciales:

S22 =s(-1) = O +357 =3 (D + 5= 4(75) +4 (=)
Simplificando:

— 5 4 20
x(52+—s+1)= —s—=
2 s2+1  s2+25 2
7= 4 20 s 5
T (e2 2.5 2 2,5 T 2.8 T (e245
(s +1)(s +Zs+1) (s +25)(s +25+1) s2+-5+1 z(s +25+1)
_ 4 20 N 5
X

- (s2+1)(s+2)(s+2) + (s2+25)(s+2)(s+2)  (s+2)s+2)  2[(s+2)(s+2)]

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

ey o1 4 20 B s B 5
Lo} =1 {(52+1)(s+§)(s+2) + (52+25)(s+§)(s+2) (s+%)(s+2) z[(s+§)(s+z)]}
2012 . _ 1 287 . _ 1 8 ._ S 200 _ S 1920 ._ 1
= EL ' {g} - EL ' {E} o EL ' {52+1} o 29291: ' {s2+25} a 29291: ' {52+25}

2012 ._ 1 287 ._ 1 8 ._ s 200 ._ s 1920 ._ 15
=B e e e e )
1515 s+ 435 s+2 5 s2+12 2929 2452 29295 52452

2012 -1 287 , _ 8 200 384
Quedando: x == (e zt) -5 (e 2ty — < (cos t) ———=(cos 5t) — ——(sen 5¢)
Ejemplo 10: cuando f(t)=4 e't

xV+2x" +x=4e't

Bajo condiciones iniciales:  x(0) = x'(0) = x"(0) =x"'(0) =0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{xV 4+ 2x" + x} = L{4 e't}
LIV +2L{x"} + L{x} = 4L{e"t}

_ — — 1
stx —s3x —s%x" —sx'' —x" + 2(s*k —sx—x)+x =4 ((S 1)2)

Sustituyendo las condiciones iniciales:

s*% — 53(0) — 52(0) — s(0) — 0 + 25%% — 25(0) — 2(0) + % = —

(s—1)?
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Simplificando:
X(s*+2s°+1) = =y

4 _ 4
(s—1)2(s*+252+1)  (s—1)2(s2+1)2

X =

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

LMy =L {(5—1)2?52“)2} =L {(5—11)2} —L {ﬁ} +L7 {(522;)2} +L7 {jj:}

R ] B et R (e s ol R P

Quedando: x = e't — 2(e') + tsent + 2(cost) — sent

Ejemplo 11: cuando f(t)=6 e*‘t
x" —4x’ + 4x = 6 %'t
Bajo condiciones iniciales: x(0) =1, x'(0) =2

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x"" —4x" + 4x} = L{6 e?'t}
L{x"} — 4L{x'} + 4L{x} = 6L{e?*'t}

szf—sx—x'—4(sf—x)+4f=6(

1
(s—2)2)
Sustituyendo las condiciones iniciales:
s2% —s(1) — 2 — 4sx + 4(1) + 4% = —2

(s-2)2
Simplificando:
2 6 _
x(s“—4s+4) = =y +s—2
_ 6 s—2 6 s—2 6
X = =

(5-2)2(s2—4st4) | (s2—4s+4) _ (5-2)2(s—2)2 ' (5-2)2 _ (s—2)* T3

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
—1(= — 6 1 _ 1 _ 1
1 = e e ) = o ) ()

(s—2)* (s—2)* s—2
_1 — _ 6 _1 3' _1 1
@ = L ) 0 )

Quedando: x = 6(e?tt3) + e?t
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Ejemplo 12: cuando f(t)=e3t?
x"" —6x' + 9x = e3tt?
Bajo condiciones iniciales: x(0) =2, x'(0)=6

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
L{x" — 6x" +9x} = L{e3't?}
L{x"} — 6L{x'} + 9L{x} = L{e3't?}

25 oA = = 2
Sk —sx —x' —6(sx —x) +9x = R
Sustituyendo las condiciones iniciales:

25 _ — 6 — 657 F=_2
s“x —s(2)—6 6sx+6(2)+9x-(s_3)3

Simplificando:
S(c2 _ —-_2 _
X(s“—6s+9) = =5E +2s—6
2 2(s-3) 2 2(s-3) 2 2
(s—3)3(s2—6s5+9) = (s2—6s+9)  (s—3)3(s—3)2 = (s-3)2 (s—3)5 @ s-3

X =

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

LMy =L {(5-23)5 t5) =2 {(5_31)4+1} +2r )
Mg =2 2t {2

(s—3)4t1 s-3

Quedando: x = 1—12 (e3tt4) + 2(e3t)

Ejemplo 13: cuando f(t)=e %!sen 2t
x" +5x" + 6x = e ?tsen 2t
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =0, x'(0) =-3

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x" + 5x' + 6x} = L{e ?'sen 2t}

L{x"} + 5L{x'} + 6L{x} = L{e ?!sen 2t}

2
224+ (s+2)2
Sustituyendo las condiciones iniciales:

s?% —s(0) — (—=3) + 5s% — 5(0) + 6% =

s?x —sx —x' +5(sx —x) + 6x =

2

22+(s+2)?
Simplificando:
(<2 — 2 _
X(s*+5s5+6)= 132 3
_ 2 3 2 3
X = —

[22+4(s+2)2][s%2+55+6] s2+5s+6 = [22+4(s+2)2][s+2][s+3] - (s+2)(s+3)
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Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
—1¢=1 — r-1 2 st 3
L} =L {[22+(s+2)2][s+2][s+3]} £ {(s+2)(s+3)}
i =Tp-1f 1 7 paf 1] 1 s _3r-1 L
L7x = ZL {s+2} 5 L {s+3} 10’C {22+(s+2)2} 5‘C {22+(s+2)2}

3 .
i =30 () -2 ) -5 ) - () i)

Quedando: x = %( e 2t — % (e™3)) — 1—10 (e ?tcos 2t) — % (e ?tsen 2t)

Ejemplo 14: cuando f(t)=3e’cos 2t
2x" —3x" + x = 3etcos 2t
Bajo condiciones iniciales:  x(0) =2, x'(0) =3

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{2x" —3x" + x} = 3L{etcos 2t}

2L{x"} — 3L{x'} + L{x} = 3L{etcos 2t}

2(s?2x —sx —x')—3(sx—x) +x = 3(%)

Sustituyendo las condiciones iniciales:
2s2% —2s(2) —2(3) —3sx +3(2) + ¥ =3 (L)

22+(s—-1)?
Simplificando:
X(ZS —3S+1) _3(m)+45

_ 3s5s—-3 4s 3s5-3 4s
X =

[22+(s—1)2][sz—3s+1]+52 3s+1 [22+(s 1)2][2s—1][s— 1]+(25—1)(s—1)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

L7z} =L {[22+(s 1)3;];5 1[s— 1]}-"‘C_1 {(Zs f)s(s 1)}
ity = 2 (e () - 5P () + 50 )

) = 220 () - 20 e + () o )

1
Quedando: x = — g (ez") + 4(et) — % (efcos 2t) + g (efsen 2t)
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2.1 Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y de coeficientes
constantes, también se utiliza la transformada de Laplace. El procedimiento es
semejante al que se ha descrito para la resolucion de ecuaciones diferenciales.

1.- Se calcula la transformada de Laplace de las ecuaciones del sistema.

2.- Se sustituyen las condiciones iniciales en las nuevas funciones y se
despejan las incognitas x y y del lado izquierdo, obteniendo asi dos nuevas
ecuaciones en términos de s con incognitas x y y.

3.- Finalmente se resuelve el nuevo sistema de ecuaciones, aplicando la

transformada inversa de Laplace para obtener las soluciones de “x” y de “y

A continuacién, son descritos algunos ejemplos de sistemas de ecuaciones
diferenciales.

Ejemplo 15: Resolver el sistema de ecuaciones formado por:
x'+05y=0...... (D

y' —05x=0...... (2)

Bajo condiciones iniciales:  x(0) =5, y(0) =2

Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

L{x" + 0.5y} = £{0} L{y" — 0.5x} = L{0}

sx—x+05y=0 sy—y—05x=0

Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:
sx—(5)+05y=0 sy—(2)—05x=0
S¥+05y=5......(3) Sy—05%=2......(4)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:
e Despejando x de la ecuacion 3:

0.5y
S

=24
S
e Sustituyendo x en la ecuacion 4:
s7—-05 (2+22) =2
e Simplificando y despejando y:

- 2 + 5 8s 5 8s 5
Y S—— Zs(s—i) 452-1 252—% (2s-1)(2s+1) 252—%

Pagina 38



Resolucion de problemas de Ingenieria Quimica
utilizando la transformada de Laplace

e Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
—1(=1 — r-1 8s -1 5
L7t =L {(25—1)(25+1)} +L {252—%}

1 1
151 — -1 -1 -1
Loy =2t {25 — 1}+2L {Zs + 1} T5F(s)

1
2 _ =
2s )
= 2

Joie (5]
e g {3 o i)

1 1
Quedando: y =ez' +e 2" +5 (senh %t)

1 1
L-l{y}=§r1{21 +oL {

2
2

e Despejando x de la ecuacion 2 y resolviendo:

— = ’
x ==
1 1 1 1 5 1
y' =-ezf —-¢ 2t+—(cosh—t)
2 2 2 2
11 % _1 5
x=—[—ezt—le 2t+—(cosh 11:)]
0.5 12 2 2 2

lt —lt 1
Quedando: x =ez —e 2z +5 (cosh Et)

Ejemplo 16: Resolver el sistema de ecuaciones formado por:
x'+3y=2t.. . .. (1)

y' +5y— 2x——3t— -.(2)

Bajo condiciones |n|C|aIes. x(O) =2, y(0)=0

Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

L{x" + 3y} = L{2t} L{y' + 5y — 2x} = L{—-3t — 4}
53?—x+337=532 537—y+5)7—2f:_5%_§

Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:
SJ?—(2)+337=532 sy—(0)+5y—2£=—siz—§

ST+3Y =542 (3) SYHEY =28 === (4)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:
e Despejando x de la ecuacion 3:
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e Sustituyendo x en la ecuacion 4:

2 35 2 3 4
sy+sy-2(5-F+%)=-3-;
e Simplificando y despejando y:
— 6 4 3
(s+5+8)=5-3
_ 4 _ 3 _ 4 _ 3 _ 4 _ 3
y= 53(s+5+g) 52(5+5+§) T s%4+553+6s2  s3+5s2+6s  s2(s+2)(s+3)  s(s+2)(s+3)

e Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

—1¢(=0 — -1 4 _ -1 3
L7yy=L {sz(s+2)(s+3)} L {s(s+2)(s+3)}
gy Lt f 2V S f ) 2y L fl
L7} = 21: {s+2}+9L {s+3}+3L {52} 181: {s}
vy — Y2ty 5,3ty 4 2, 1
Quedando: y = 2(e )+9(e )+3t "
e Despejando x de la ecuacion 2 y resolviendo:
x=%(y’+5y+3t+4)
2

e — 3 -2ty 4 5, -3t 19 79
Quedando: x = 4(e )+9(e )+6t+36
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CAPITULO 3
Resolucion de problemas de aplicacién en Ingenieria
Quimica utilizando la transformada de Laplace.

En Ingenieria quimica muy a menudo se encuentran problemas de aplicacion
que contienen ecuaciones diferenciales lineales, en los capitulos anteriores se
estudidé, como resolver una ecuacion diferencial de este tipo utilizando Ila
transformada de Laplace, en los temas siguientes se estudiaran los distintos
problemas de aplicacion de algunas ramas de la Ingenieria quimica y la utilizacién
de la transformada de Laplace para resolver este tipo de problemas.

3.1 Aplicacién a mezclas quimicas

Una mezcla esta formada por dos o0 mas componentes unidos, en la cual cada
uno de los componentes mantiene sus propiedades quimicas, es decir no hay
presencia de reaccion quimica, una mezcla que posee una composicion uniforme
es conocida como solucién, la cual estda compuesta por un soluto y un solvente
(estos pueden ser liquidos, sélidos 0 gaseosos); en los procesos quimicos es comun
encontrar la operacion unitaria de mezclado y es de gran importancia controlar en
la operacidon las cantidades y concentraciones de los componentes que seran
mezclados, es decir, saber con exactitud la tasa de cambio de un determinado
soluto que se encuentra en cierto solvente.

En los siguientes ejemplos ilustrativos se muestran las resoluciones para
encontrar la tasa de cambio de una mezcla, utilizando la transformada de Laplace
para poder resolver la ecuacion diferencial lineal formada.
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Ejemplo1:

Un tanque (Figura 3.1.1) esta lleno con 200 L
de agua salada en la cual estan disueltas 10
kg de sal. Una salmuera que contiene 1 kg de
sal por L, se bombea dentro del tanque con
una rapidez de 4 L/min y la solucidon bien
mezclada se bombea hacia afuera con la
misma rapidez. Determinar:
(a) La cantidad de sal en el tanque en
cualquier tiempo.
(b) La cantidad de sal presente en el
tanque después de 6 min.
(c) El tiempo en el que la cantidad de
sal en el tanque es igual a 50 kg.
(d) Graficar la cantidad de sal en el Figura 3.1.1
tanque respecto al tiempo,
resaltando el punto en el que la cantidad de sal dentro del tanque llega a
Su maximo.

Formulaciéon matematica. Sea x el numero de gramos de sal en el tanque después
de t minutos. Luego dx/dt es la tasa de cambio de esta cantidad de sal y esta dada
por:

dx

P tasa de cantidad ganada — tasa de cantidad perdida

Al tanque entra 1 kg/L de sal a razén de 4 L/min, por lo tanto, la cantidad de sal que
entra por minuto es igual a:

4L (1kg k
(1) =

El tanque contiene 200 L de agua salada y debido a que hay x kilogramos de sal en
cualquier tiempo t, la concentracion de sal al tiempo t es x gramos por 200 L y la
soluciéon mezclada sale a la misma rapidez con la que entra, por lo tanto, la tasa de
cantidad de sal perdida por minuto esta dada

Figura 3.1.1
por:
xkg(4L>=4xkg/ ‘ =ikg/ .
200 L\min/ 200 ‘™Min 50 min
Y la tasa de cambio queda:
dx kg X kg
524 /min_% /min
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Puesto que inicialmente hay 10 kg de sal, se tiene x =10 en t =0. Asi, la
formulacion matematica completa es:
1
! _ — 4
x + 50 X
Bajo condiciones iniciales: x(0) = 10
Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
1
L{x +%x}—ﬁ{4}
1
L{x'}+ %L{x} = L{4}
_ 1 _ 4
(X —x) + %=+

Sustituyendo las condiciones iniciales:
_ 1 _ 4
sx—10+—x = -
50 N

Simplificando:

_ 1 4
X (s + —) =-+10
50 N
¥ = 4 10 200 190
— T/ 1N T 1 — " 1
S(S+5) S+5 S S+E

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

Lz} = £ {@ - 19?} =200 £~ {2} - 190 L—l{ 11}

N _— N _—
S+50 S+50

1
a) Quedando: x = 200 — 190 (e‘%t)
La cual indica la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo t.

b) La cantidad de sal en el tanque cuando t = 6 min:
1
x = 200 — 190 [e‘%(f’)] = 31.4851 kg de sal

c) Eltiempo cuando x =50 kg :
1
50 = 200 — 190 (e—%f)
t

50 —200 1
——=—9¢ 50
~190

15 1
MI9~ 50

15
t = in5 (~50) = 118194 min
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d) La gréfica 3.1.1, indica que la cantidad maxima de sal dentro del tanque es
de 198.5 kg al tiempo de 4h.

Tasa de cambio dx/dt
250

X Méx.(240)=198.5 kg

% 00 e ’
G |
<
g |
o 150 |
c
o |
3 |
S 100 |
[0
° |
(*2]
X |
X 50 |
|
|
0 |
0 60 120 180 240 300
t=Tiempo (min)
Gréfica 3.1.1 Kg de sal en el tanque con respecto al tiempo.
Ejemplo 2:

Un tanque (Figura 3.1.2) contiene 500 L de
agua pura. Una solucion de 6 kg de azucar por
litro, entra a razén de 3 L/min y sale a 3.5
L/min. Determinar:

(a) La concentracion de azucar en el
tanque en cualquier tiempo.

(b) La cantidad de agua en el tanque al
minuto 360.

(c) La concentracién de azucar cuando el
tanque tenga 40 L de la mezcla de
agua con azucar.

(d) Graficar la concentracion de azucar en
el tanque con respecto al tiempo y
determinar la maxima cantidad de
azucar presente.

Figura 3.1.2
Figura 3.1.2
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Formulacion matematica. Sea x el numero de gramos de azucar en el tanque
después de t minutos. Luego dx/dt es la tasa de cambio de esta cantidad de azucar
en el tiempo y esta dada por:

X
i tasa de cantidad ganada — tasa de cantidad perdida

Al tanque entran 6 kg/L de azucar a razén de 3 L/min, por lo tanto, se tiene que la
cantidad de azucar que entra es:

3L (6kg kg
(1) =18 i
El tanque contiene 500 L de agua pura y debido a que hay x kilogramos de azucar
en cualquier tiempo t, la concentracion de azucar al tiempo t es x kilogramos por
500 L y la solucién mezclada sale a razén de 3.5 L/min, por lo tanto, la tasa de

cantidad de azucar que sale por minuto esta dada por:

xkg (35L\ 3.5x kg .
500 L (mm) 500 /mln 1000x kg/min
Y la tasa de cambio queda:
dx

Z_18%9/

dt min ~ Topg* K9/min

Puesto que inicialmente no hay azucar en el tanque, porlotantox = 0ent = 0. Asi,
la formulaciéon matematica completa es:
7
=18
* + 1000 ©
Bajo condiciones iniciales: x(0) = 0
Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:

7
L{x oo x }_L{18}
, 7
L{X } + mﬁ{x} L{18 }
18
(sx—x)+mx ~

Sustituyendo las condiciones iniciales:
— 7 _ 18
SX—0+—x=—
1000 s
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Simplificando:
18 __ 18000 18000

X = s(s+ﬁ) RO 7(s+ﬁ)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

“1goy _ —1)18000 18000 | _ 18000 ._q (1) 18000 ._ ;| 1
L7Er =1L {7(5) 7(s+L)}_ 7 L {s} 7 L {S+L}

1000 1000

18000 18000/ ——_
a) Quedando: x = T (e 1000t)

La cual indica la cantidad de azucar en el tanque en cualquier tiempo t.

El Volumen Total del tanque en cualquier instante, se puede deducir de la siguiente
forma:

VI = Vot+ Ve— Vs

Donde:

VT = Volumen Total

V, = Volumen inicial

V, = Volumen entrante

V; = Volumen saliente

VT =500L+(3-—xt)— (35 —xt)

Quedando:

VT =500L - (0.5——+t)

La cual indica el volumen total del tanque en cualquier tiempo.

b) El volumen total del tanque al minuto 360:

VT =500L - (05— 360 min) = 320 L
min
c) Eltiempo, cuando el volumen total de tanque es igual a 40 L:

500L —VT 500L—-40L

t = - = 920 mi
05 L/min _ 0.5 L/min min

La concentracion de azucar al minuto 920, es decir cuando el volumen del tanque

esigual a 40 L:
7
x = 12000 _ 18990 (7555 200 = 2567.3235 kg
7 7
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d) La grafica 3.1.2, indica que la cantidad maxima de azucar es de 2,570 kg
al tiempo de 18h.

Tasa de cambio dx/dt

3000
x max.(1080)=2570 kg

2500

2000

1500

1000

Kg de azucar dentro del tanque

500

X=

T
I
I
|
|
|
|
I
I
|
|
|
I
I
I

0 120 240 360 480 600 720 840 960 1080 1200

t=Tiempo (min)

Gréfica 3.1.2 Kg de aztcar en el tanque con respecto al tiempo.

Ejemplo 3:

Se tienen dos tanques de mezclado en serie (Figura 3.1.3). El primer tanque (A)
contiene 300 L de agua, en el cual estan disueltos 25 kg de sal y el segundo tanque
(B) contiene 300 L de agua pura. Se bombea liquido hacia y desde los tanques en
las proporciones indicadas en la figura.

Deducir la ecuacién diferencial para el tanque A y el tanque B que indique los
kilogramos de sal que hay en un instante cualquiera y ademas graficar los
kilogramos de sal de cada tanque con respecto al tiempo, indicando en que tiempo
se obtienen las maximas y minimas concentraciones de sal para cada tanque.

Formulaciéon matematica. Sea x, y xz €l numero de kilogramos de sal en los tanques
dxa dxp

Ay B respectivamente, después de t minutos. Luego — Y. son las tasas de

cambio para cada tanque de esta cantidad de sal con respecto al tiempo y estan

dadas por:
dx
d_tA = tasa de cantidad ganada en A — tasa de cantidad perdida en A
dx
d—: = tasa de cantidad ganada en B — tasa de cantidad perdida en B
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Figura 3.1.3

Al tanque A entra por una linea 10 L/min de agua pura, es decir con 0 kilogramos
de sal y por una segunda linea que es proveniente del tanque B entran 4 L/min con
xg kilogramos de sal por 300 L, por lo que la tasa de cantidad de sal que entra por
minuto en dicho tanque A es:

%(%) + %(3;%) - :_g kg/min
Asimismo del tanque A salen x4 kilogramos de sal por 300 L, con una velocidad de

fluo de 15 L/min, por lo tanto la cantidad de sal que pierde el tanque A es:

15L( XA )_xA kg/
min\300L/ ~ 20 min

La linea de salida del tanque A es la linea de entrada para el tanque B, por lo tanto,
la tasa de cantidad perdida en A es igual a la tasa de cantidad ganada en B.

Del tanque B salen x5 kilogramos de sal sobre 300 L por dos lineas, una de ellas a
razon de 4 L/min y por la linea final a 10 L/min, por lo tanto, la cantidad de sal que
pierde por minuto el tanque B es:

ﬂ( aLi )+ﬂ( az )=Lx3 kg/min

min \300 L min \300 L 150
Las tasas de cambio para cada tanque resultan de la siguiente manera:
dxs _ X5 kg _Xa kg
i dt § 75 720
d_tB = % kg/min TR kg/min
Puesto que inicialmente hay 25 kg de sal en el tanque A y el tanque B solo es agua
pura, tenemos que x, =25 en t=0y x5 =0 en t =0. Asi, las formulaciones
matematicas completas son:

/min /min
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Xa Xp
Y ——— =0.............(1
¥ats0775 =0 (1)
o+ 7 Xa =0 2
Xp+ s xp ok =0 2)

Bajo condiciones iniciales: x4(0) = 25, x5(0) =0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.

Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

Xp , 7 X4
c{xs +E_ﬁ} £{0} L{x3+ﬁ 20} L£{0}
B N Lo 1o ) N 7 1 0
S¥a T Xa T o XA T 75 YE T SXg —Xg + 155 X8 T g4 =
Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las inc()gnltas del lado izquierdo:
_ 1 _ 7 1 _
—(25)+Ex,4 75xB—O st—(O)+ﬁxB 2OxA—O
X, + ! ! 25 wu..(3) s+ 4 ! 0. 4
SXat o Xa T 758 = S¥ + 150 Y8 0% = 0 (W)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:
e Despejando x4 de la ecuacion 3:

— 25 Xp

XA = 1 T
S+% 75(S+E)
e Sustituyendo x, en la ecuacion 4:
_ 7 _ 1| 25 X
SXp +E Xp —El—1+—Bll =0
S+E 75(S+%)

e Simplificando y despejando xj:

1 -
X |S+ 155 1500(s+%)l as+)
_ 5 _ 1875 _ 5
Xp = [4 ol ][ (15005+75) s+150) 1] "~ 1500 (s2+29/300 s+$) T 4(s+0.022459)(s+0.074206)
20 1500 s+—

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

T P A —

(5+0.022459)(s+0.074206)

LM%y} = 24155988 L7 {———} —24.155988 £ {——]|

$+0.022459 $+0.074206

Quedando: xp = 24.155988(e~0022459%) — 24155988 (e ~0-074206 ¢)
La cual indica la cantidad de sal dentro del tanque B en cualquier tiempo t.
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e Despejando x, de la ecuacidn 2 y resolviendo:

14

T 15
x'p = —0.542519(e™0022459¢) 4 1.792519 (0074206 1)

Xy = 2[24.155988 (e 0022459t) _ 24,155988 (¢ 0074206 1)]
15
+20[—0.542519(e~0022459t) 4 1792519 (¢~ 0.0742061)]

X xg + 20x'g

Quedando: x, = 11.695206(e~0022459t) 4 13.304791 (e~ 0074206 1)
La cual indica la cantidad de sal dentro del tanque A en cualquier tiempo t.

Como se observa en la grafica 3.1.3, para el tanque A la cantidad maxima de sal es
de 25 kg al inicio de la reaccion y la cantidad minima es de 0 kg después de 5 horas.
En el tanque B, se llega a la cantidad maxima de sal (9.7 Kg) a los 30 minutos y la
cantidad minima es de 0 kg después de las 5 horas.

Tasa de cambio dx/dt

25
xA max.(0)= 25 kg

Tanque A

Tanque B
20

15

xB max.(30)= 9.7 kg

10

Kg de sal detro del tanque

X=

xA min.(300)=0 kg

xB min.(300)=0 kg

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300

t=Tiempo (min)

Grafica 3.1.3 Kg de sal en el tanque A y B, con respecto al tiempo.
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Ejemplo 4:

Un colorante solido disuelto en un liquido no volatil (Figura 3.1.4), entra al tanque A
con una velocidad de 15 L/min y con una concentracion de 0.5 kg/L de solucién. La
solucién bien homogeneizada, sale del tanque a una velocidad de 12 L/min y entra
a un segundo tanque B del cual sale, posteriormente a una velocidad de 10 L/min.
Inicialmente el primer tanque contiene 4 kg de colorante disueltos en 200 L de
solvente y el segundo tanque 3 kg de colorante en 100 L del solvente.

Encontrar dos ecuaciones que determinen los kilogramos de colorante en cada
tanque, en cualquier tiempo, y graficar esta tasa de cambio, indicando en que tiempo
se obtienen las maximas y minimas concentraciones de colorante para cada tanque.

Figura 3.1.4

Formulacion matematica. Sea x4 y xz €l numero de kilogramos de colorante en los

. , . d d
tanques A y B respectivamente, después de ¢ minutos. Luego % y % son las

tasas de cambio para cada tanque de esta cantidad de colorante con respecto al
tiempo y estan dadas por:

dx
d_: = tasa de cantidad ganada en A — tasa de cantidad perdida en A
dx
d—f = tasa de cantidad ganada en B — tasa de cantidad perdida en B

Al tanque entran 15 L/min de solucion con una concentracion de 0.5 kg/L, por lo
tanto la tasa de cantidad ganada en el tanque A:

15 L (0.5 kg) 15 kg/
min L T2 min
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Asimismo del tanque A salen x, kilogramos de sal por 200 L a razén de 12 L/min,

por lo tanto la cantidad de colorante que pierde por minuto el tanque A es:

12L [ xa )
— X, kg/min
min (200 L 50 "4 g/

La linea de salida del tanque A es la linea de entrada para el tanque B, por lo tanto,
la tasa de cantidad perdida en A es igual a la tasa de cantidad ganada en B.

Del tanque B, la linea de salida es de 10 L/min con xz kilogramos de colorante por

100 L, por lo que la cantidad de colorante que pierde el tanque B por minuto es:
10L X 1 .
v (507) = 158 kg/min
Por lo tanto, las tasas de cambio para cada tanque resultan de la siguiente manera:
dxA 15 kg/ 3
dr min "~ 50
de 3

Tt — 5o ™ kg/min BT kg/min

x4 kg/min

Puesto que inicialmente hay 4 y 3 kilogramos de colorante en los tanques Ay B
respectivamente, se tiene que x4, =4 en t=0 Yy xg=3 en t=0. Asi, las
formulaciones matematicas completas son:

- 3 B 15 "
1

! —Xp — — =0...... 2

xB+1OxB 0 x4 =0 (2)

Bajo condiciones iniciales: x4(0) = 4, x5(0) =3

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.
Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

3 15 , 1 3
L{xA+50 } L{_7} L{xB‘l‘ExB_%xA}:L{O}
_ N 3 15 _ N 1 3 _ 0
§X4 — X4 0 X4 = s SXg — Xp 10 Xp SOxA_
Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:
X 4+3‘—15 X 3+1‘ 3‘—0
_ 3 _ 15 ~ 1 3
SX4 +% X4 = —z+4........(3) SXp +E Xg —gg¥a = 3. (®d
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Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:
e Despejando x, de la ecuacion 3:

T, = 15 + 4 _ 8s+15
4~ Zs(s+%) s+% o Zs(s+%)

e Sustituyendo x, en la ecuacion 4:

_ 1
SXB +_

_ 3 8s5+15
10

¥ =5 —ZS(H%)] =3
e Simplificando y despejando xj:

_ 1 3 85+15
sl =3+l

85+15
_ 3 3 |s(s+=5)| _ 3 3 8s+15 l_ 3 3[ 8s+15 l

Xp = 1 1 1 4 3 - 1 3 1
L7 100 L L7 100 | s34+ 2s242 L 7 100 3 _)
T S+75 T §34=s 4o oS s+ s+50)(s+10 (s+0)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
gz _2pr-1) 1 |, 3 ~1 8s+15
et =30 e e (ot
11 =29 ,p-1) 1 363,19} 1 -1{1
LM xpy =L { i} 2L {S+1}+75F(s) {S}

S+1O 50

Quedando: x5 = %(e‘l_lot) — :ﬁ(e‘%t) + 75

La cual indica la cantidad de colorante en el tanque B en cualquier tiempo t.

e Despejando x, de la ecuacién 2 y resolviendo:

5 50,
X4 _ng +?xB

1 3 1 3
w =35 () =T (e ) 78]+ S () + S5 (7))
3L 2 2 3 20 100

3,
Quedando: x, = —121 (e 50 )+ 125

La cual indica la cantidad de colorante en el tanque A en cualquier tiempo t.
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Como se observa en la grafica 3.1.4, en el tanque A, la cantidad maxima de
colorante es de 125 kg al tiempo de 5.5 h y la cantidad minima es de 4 kg al inicio.
En el tanque B, la cantidad maxima de sal es de 75 kg al tiempo de 6.25 h y la
cantidad minima es de 3 kg al inicio.

Tasa de cambio dx/dt

o 140 xA max.(330)= 125 kg
o
= Y *
8 120 1
o) |
o 1
g 100 :
[ |
3 L
P xB max.(375)= 75 kg
2 80 I
c oo == T ) g
k) 1 1
8 60 i :
o) ! 1
-g) ] ]
% : :
i 1 1
XA min.(0)= 4 kg I I
20 : —Ta:nque A
xB min.(0)= 3 kg : —-Ta:nque B
0 1 1
0 60 120 180 240 300 360 420

t=Tiempo (min)

Gréfica 3.1.4 Kg de colorante dentro del tanque A y B, con respecto al tiempo.
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3.2 Aplicacién en la Ingenieria de las reacciones quimicas.

Una reaccion quimica describe como las moléculas de varias sustancias
conocidas como reactivos se unen para formar nuevas sustancias llamadas
productos. Por ejemplo, la reaccion: 4 Al + 3 Oz > 2 Al20s3, indica que cuatro
moléculas de aluminio se combinan con tres moléculas de oxigeno para producir
dos moléculas de 6xido de aluminio.

Existen muchas maneras de clasificar las reacciones quimicas, una de las mas
sencillas es segun su estructura:

Nombre Descripcion Representacion
De sintesis o de Dos o mas sustancias (reactivos) reaccionan para
combinacion formar un Unico compuesto (productos). A+B~>C
De Una sustancia compuesta se descompone en los
descomposicion elementos que lo conforman. A>B+C

Una sustancia sustituye el lugar de alguno, de los
De sustitucion elementos de un compuesto, de tal manera que el AB+C>AC+B
elemento sustituido queda libre.

Se produce un intercambio entre los elementos de

De doble las sustancias que componen la reaccién quimica.

sustitucion AB + CD > AC + BD
Tabla 3.2.1 Clasificacién de las reacciones quimicas segun su estructura molecular.

Otra forma de clasificarlas y que probablemente en la Ingenieria de las
reacciones quimicas es el método mas util, es segun el niumero y tipo de fases
implicadas, de donde resaltan dos grupos: sistemas homogéneos y sistemas
heterogéneos. Una reaccion es homogénea si se lleva a cabo en una fase,
heterogénea si se realiza en dos o mas fases.

En una reaccion quimica, la tasa a la cual se forma un producto A, se llama
velocidad de reaccion (v,) y esta definida como el numero de moles de un reactivo
A (x4) por unidad de volumen que han reaccionado después de un tiempo t:

_dxy
T

Como se sabe algunas reacciones ocurren muy rapidamente, otras muy
lentamente y esto se debe a que existen variables que afectan directamente a la
velocidad de reaccidn, en el caso de los sistemas homogéneos, la temperatura y la
presidon son variables muy evidentes. Esta proporcionalidad entre la velocidad de
reaccion y estas variables es conocida como constante de velocidad (k). Al igual la
concentracion de la sustancia reaccionante (C,) es una variable fundamental que

Vs
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afecta a la velocidad de reaccion, por lo tanto, la tasa dx/dt de una reaccién esta
dada por:

dox términos términos

A . . a
VA== f| dependientes -  dependientes =k [C,"]
de la temperatura de la concentraciéon

Donde "a" es el orden de la reaccion que describe la forma en el que la
velocidad de reaccidon depende de la concentracién de la sustancia reaccionante.
Este numero (entero o fraccionado) se obtiene experimentalmente y no esta
necesariamente relacionado a la estequiometria de la reaccibn a menos que la
reaccion sea elemental, recordando que una reaccion elemental es aquella en la
que consta de una sola etapa a diferencia de las reacciones complejas que constan
de varias etapas, es decir varias reacciones elementales para llegar al compuesto
formado.

Con base a los valores mas comunes de orden de reaccion, las reacciones
quimicas se pueden clasificar de la manera siguiente:

Nombre Reacciones de orden Reacciones de primer Reacciones de segundo
cero n=0 orden n=1 orden n=2
y 4 ;
v v v
Representacion k
k k
Ca Ca Ca
1 2
U:k[CAO]:k U=k[CA] v:k[CA]
La velocidad de La velocidad de La velocidad de
Descripcion reaccion es constante y reaccion es reaccion es proporcional
entonces, independiente directamente al cuadrado de la
de la concentracién del proporcional a la concentracion del
reactante. concentracion del reactante.
reactante.

Tabla 3.2.3 Clasificacion de las reacciones quimicas segun su orden de reaccion.
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3.2.1 Reversibilidad de las reacciones quimicas.

Otra caracteristica fundamental de las reacciones quimicas consiste en la
reversibilidad de la reaccidén. En una reaccion reversible (Figura 3.2.1) los reactivos
no se transforman totalmente en productos, ya que estos vuelven a formarse en
reactivos, dando lugar asi a un proceso de doble sentido; al contrario de lo que
sucede en una reaccion irreversible (Figura 3.2.2), en la cual la reaccion quimica se
prolonga hasta agotar las sustancias reaccionantes.

A+BoC+D A+B-C

Figura 3.2.1 Ejemplo de reaccion reversible Figura 3.2.2 Ejemplo de reaccion irreversible

Ejemplo 5:

En un reactor (Figura 3.2.3) se lleva a cabo
una reaccion quimica elemental, de primer
orden, irreversible y de descomposicion,
donde A se descompone en B.
A-B
Inicialmente se tiene 5 gmol de A y la
constante de velocidad k de A a B = 0.01.
Plantear las ecuaciones diferenciales de la
velocidad de reaccion de cada sustancia (A,
B) y determinar:
(a) La concentracion de Ay B en el reactor
en cualquier tiempo.
(b) Graficar la cantidad de A y B en el Figura 3.2.3
reactor respecto al tiempo.
(c) El tiempo de reaccion final.
(d) La concentracion y velocidad de reaccién de A 'y B en el reactor, después de
30 minutos.
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Formulacion matematica. Sea C, y Cy la concentracién de los reactivos A y B
dCy dCp

respectivamente, después de un periodo de tiempo t. Luego — Y —,; son las
velocidades de reaccion de los reactivos y estan dadas por:

dCy Y. dCp kC

e~ " dt 4

Donde la velocidad de reaccion del reactivo A es negativa por que indica su
desintegracion para formar el reactivo B, y la velocidad de reaccién de B es positiva
indicando la concentracion de A para formar B.

Puesto que inicialmente se tienen 5 gmol de A y 0 gmol de B, se tiene que C, =5
ent=0y Cz =0ent=0. Ademas, la constante de velocidad es igual a 0.01, asi
las formulaciones matematicas completas son:

C'y+001C,=0.civeicee e (1)

C'g—001C4 =0.cvceevi e (2)

Bajo condiciones iniciales: C4,(0) =5, Cz(0) =0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.
Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

L{C'y + 0.01C,} = L£{0} L{C's — 0.01C,} = £{0}
sC,—C,4+0.01C, =0 sCy — Cz —0.01C, =0

Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:
sCy — (5) +0.01C, =0 sCy — (0) — 0.01C, =0
sCy+0.01C4 =5........(3) sCg —0.01C, =0.......(4)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:

e Despejando C, de la ecuacion 3:
= 5
Ca = (s+0.01)

e Sustituyendo C, en la ecuacion 4:

= 5

sCp = 0.01 [s+0.01] =0

e Simplificando y despejando Cj:

5

Cy = 0.01 [%l = 0.05[ ! ] = 0.05[ !

$2+40.01s s(s+0.01)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

¢/ _ -1 1
L7{Cp}=0.05£L {(S)(s+0.01)}

LGy =57 {5} —sct =]

s+0.01
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a) Quedando: Cp = —5(e7%01t) + 5

La cual indica la concentracion de B en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando C4 de la ecuacion 2 y resolviendo:
1 !
Ca=t01"

C's = 0.05(e~001F)
=1 -0.01t

Ca =557 [0.05(e )]
Quedando: C, = 5(e~%01%)

La cual indica la concentracion de A en el reactor en cualquier tiempo t.

b) La grafica 3.2.1, indica la concentracion de los reactivos A y B con respecto
al tiempo sefialando las concentraciones iniciales y finales de cada reactivo.

Velocidad de reaccion irreversible dC/dt

3 CA injcial= 5 gmol CB final3 5 gmol
s 45 ,
£ |
© 4 :
® |
(]

» 3,5 |
g I
= |
© 3 1
S |

2,5

gE2 |
S 2 :
5 I
0

© 1,5 |
® I
< I
g 1 i
e |
8 05 CB inicial= 0 gmol !

CA finalF 0 gmol
|

C=

0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600
t=Tiempo (min)

Gréfica 3.2.1 Concentracion de los reactivos A y B dentro del reactor con respecto al tiempo, para una
reaccioén irreversible

c) Como se observa en la gréafica anterior el tiempo de reaccion final es de 540
min, que es igual a 9h.
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d) Concentracion y velocidad de reaccion de Ay B en el reactor, después de
30 minutos:

Cy = 5(e~001G0) = 3.7041 gmol
Cp = —5(e7%01B9) + 5 = 1.2959 gmol

dc,
d—: = —0.01(3.7041) = —0.037041 gmol/min

B

dcC
T 0.01(3.7041) = 0.037041 gmol/min

Ejemplo 6:
Del ejemplo anterior, considerar ahora que la reaccion quimica es reversible, es
decir: A—B, con una constante de velocidad k, de B a A = 0.045, recordando que
la constante de velocidad k; de A a B=0.01.
Determinar:
a) La concentracién de Ay B en el reactor en cualquier tiempo.
b) Graficar la cantidad de A y B en el reactor respecto al tiempo.
c) Eltiempo de reaccion final.
d) La concentracién y velocidad de reaccion de Ay B en el reactor, después de
30 minutos.
Formulacion matematica. Las velocidades de reaccién ‘%‘“ y ‘%B para los reactivos
Ay B considerando la reaccién reversible, estan dadas por:
dC, dCg

E = _kch + kZCB; dt

kICA - kZCB

Puesto que inicialmente hay 5 gmol de Ay 0 gmol de B, setieneque C, =5ent =
0y Cgz =0ent=0.Ademas, considerando el valor de las constantes de velocidad,
las formulaciones matematicas completas son:

C'a+0.01C, — 0.045C5 = 0 o evv v vev v (1)

C'5 —0.01C, + 0.045C5 = 0 coeee cvv e v e (2)

Bajo condiciones iniciales: C4,(0) =5, Cz(0) =0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.

Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:
L{C', +0.01C, — 0.045Cz} = L{0} L{C'y — 0.01C, + 0.045Cg} = L{0}
SCA - CA + 001(24 - 004'5(;_'3 == O SC_B - CB - OO].C_A + 00456_3 = O

Pagina 60



Resolucion de problemas de Ingenieria Quimica
utilizando la transformada de Laplace

Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incégnitas del lado izquierdo:
sCy +0.01C, — 0.045C5 =5 ........(3) sCy —0.01C, + 0.045C5 =0.......(4)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:

e Despejando C, de la ecuacion 3:
= _ 5 0.045 Cp
$+0.01 5$+0.01

Cy =
e Sustituyendo C, en la ecuacion 4:

5Cg — 001 [+ 22558 ] 1 0,045, = 0

s+0.01 s+0.01

e Simplificando y despejando Cy:
5 [ 0.00045 40 045] 0.05 —0
BT s+o001 s+001

1 1
— —_stoo01 | _ sv001 | — $+0.01
Cp = 0.05 ls—"s'ﬂ’rzo:f+o.o4sl = 0.05 l52+°-OSSSl =005 [s(s+0.01)(5+0.055)

5+0.01
~ 0.05s 0.0005

Co =
B ™ (540.01)(s2+0.055s) ' (5+0.01)(s2+0.0555)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

—1¢,~ _ -1 S -1 1
L7H{Cp}=10.05L {s(s+0.01)(s+0.055)} +0.0005 £ {S(S+0-01)(S+0-055)}

MGy = -1 )

S 11 s+0.055

Quedando: Cp = —2(9-0-055@ + g

La cual indica la concentracién de B en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando C4 de la ecuacion 2 y resolviendo:

9
Cs =5 Cp +100C's

C'y = % (e~0-055t)

C, =2 [_g(e—o.osst) n i_(l)] +100 [% (e—0.0SSt)]

Quedando: C, = 1—(1) (e70:055t) 4 %

La cual indica la concentracién de A en el reactor en cualquier tiempo t.
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(b) La grafica 3.2.2, indica la concentracidn de los reactivos A y B con respecto
al tiempo, sefalando las concentraciones iniciales y finales de cada reactivo.

Velocidad de reaccioén reversible dC/dt

5 I
S .
§ 4,5 Tiempo final de Ikeacci()n
o |
T 4 inicial= ——
. CA inicial= 5 gmol C}I\ final= 4,09 gmol
» 3,5 |
Q |
= |
© 3 I
3= '
3 \% 2,5 :
% 2 1
c |
O |
© 1,5 1
S |
5 1 !
S CB final= 0,9 gmol
o 05 T i
c”J CB inicial= 0 gmol |

0 ]

0 60 120 180 240 300 360 420

t=Tiempo (min)

Gréfica 3.2.2 Concentracion de los reactivos A y B dentro del reactor con respecto al tiempo, para una
reaccion reversible.

(c) Como se observa en la grafica anterior el tiempo de reaccion final es de 360
min, que es igual a 6h.

(d) Concentracién y velocidad de reaccion de Ay B en el reactor, después de 30
minutos:

10 45
Cy = H(e—0-055(30)) tg = 4.2655 gmol
Cp = — 12 (e70055G9) + 22 = 0.7345 gmol

dc
d—; = —0.01(4.2655) + 0.045(0.7345) = —0.0096025 gmol/min

dC
—2 = 0.01(4.2655) — 0.045(0.7345) = 0.0096025 gmol /min

dt
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3.2.2 Reacciones quimicas consecutivas.

Las reacciones quimicas consecutivas son aquellas en las cuales sus
productos formados actuan como reactivos de otra reaccion posterior: A - B — C.
Se debe diferenciar las reacciones del tipo:

A+B-C

C+D-E
de las del tipo:

A+B-C

C+B-E

Estas ultimas se llaman reacciones consecutivas competitivas, mientras las
del primer grupo se llaman reacciones consecutivas no competitivas.

Ejemplo 7:

En un reactor (Figura .2.4) se lleva a cabo

una reaccion quimica elemental, consecutiva

no competitiva y de primer orden:
A-BoC-D

Donde:

k1= Constante de velocidad de Aa B = 0.01

k2= Constante de velocidad de B a C = 0.02

k3= Constante de velocidad de C a B = 0.03

k4= Constante de velocidad de Ca D = 0.01

Con condiciones iniciales:

Ca (t=0) = 5 gmol, Cs (t=0) = Cc (t=0) = Cpb

(t=0) = 0 gmol

Plantear las ecuaciones diferenciales de la

velocidad de reaccion de cada sustancia (A,

B, C, D) y determinar:

Figura 3.2.4

(a) Las concentraciones de cada sustancia en cualquier tiempo.

(b) Graficar las concentraciones de cada sustancia respecto al tiempo,
resaltando los puntos de concentracién inicial y final para cada sustancia.

(c) Determinar el tiempo de reaccién final.

(d) La concentracion y velocidad de reaccion de A, B, C y D en el reactor,
después de 45 minutos.

Pagina 63



Resolucion de problemas de Ingenieria Quimica
utilizando la transformada de Laplace

Formulaciéon matematica. Sea C,,Cy, Cc Yy Cp las concentraciones de los reactivos A,
dCyq dCg dCc

B, C y D respectivamente, después de un periodo de tiempo t. Luego — )

dCp . ., . . .,
— > son las velocidades de reaccion para los reactivos respectivamente, y estan

dadas por:
dc, dCp
E: —k1CA} d_t: kch—kZCB+k3CC
dcp dCc
dt = k4C¢; dr = k,Cp — k3Cc — kyCe

Puesto que inicialmente hay 5 gmol de A y 0 gmol para todos los demas reactivos,
setieneque C, =5ent =0y Cg C;, Cp = 0ent = 0. Ademas, sustituyendo el valor
de las constantes de velocidad, las formulaciones matematicas completas son:

C'y+0.01C, =0.. e (D)
C'y —OOlCA+OOZCB—OOSCC—0 - (2)
C'p—0.01C, =0.. e (3
C'c ooch+oo4cC_o .........(4)

Bajo condiciones iniciales: CA(O) =5, Cg(0) =Cc(0)=Cp(0)=0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.
Se calcula la transformada de Laplace para las funciones:

L{C'y +0.01C,} = L{0} L{C'5 — 0.01C, + 0.02C5 — 0.03C.} = L{0}
sC,—C,+0.01C, =0 sCy — Cz — 0.01C,4 + 0.02C5 — 0.03C, =0
L{C'p — 0.01Cc} = L{0} L{C'c — 0.02C5 + 0.04C.} = L{0}
SC_‘D - CD - 00166' == 0 SC_C - CC - OOZCB + OO4’C_C == 0

Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:

sCp — (0) = 0.01C, = 0 sC, — (0) — 0.02C5 + 0.04C, = 0

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:

e Despejando C, de la ecuacién 5:
= 5
$+0.01

Cy =
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Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
LMY =57 {—=—}

s+0.01

Quedando: C, = 5(e7901%)
La cual indica la concentracion de A en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando Cj de la ecuacion 8:
Cg = 50sC; + 2C,
e Sustituyendo C,y Cgz en la ecuacion 6:
s(50sCc + 2C¢) — 0.01( > ) + 0.02(50sC; + 2C;) — 0.03C. =0

s+0.01
e Simplificando y despejando C,:

_ 2 005
Cc(50s5° + 35 + 0.01) 00l
1
~ 5+0.01 — 0.05 1
Cc =0.05 l5052+3s+o.o1l "~ 50 L(s+0.01)(s+0.00354)(s+0.0564)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

1/ _ -1 1
L7HCc}=0.001L {(s+0.01)(s+0.00354)(s+0.0564)}

£74Cc} = —33333L7{

1
s+0.01

1
5+0.00354

}+2.9265L—1{ }+0.4068L—1{ ! }

5+0.0564

Quedando: C. = —3.3333(e~%01t) + 2,9265(e~0-00354t) 1+ 0.4068(e~0-0564t)
La cual indica la concentracién de C en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando Cy de la ecuacion 4 y resolviendo:
CB = mclc + ZCC
C'c = 0.0333(e~%01) — 0.0104(e~*0354) — 0.0230(e~00%64")
Cp = ﬁ [0.0333(e~%91%) — 0.0104(e~0003548) — 0,0230(e~00564%)]
+2[—3.3333(e7%01t) 4+ 2.9265(e0-003541) 4 0.4068(e0-05641) ]

Quedando: CB — —5(9_0'01 t) + 5.333(6_0'00354t) _ 0.3364(6_0'0564t)
La cual indica la concentraciéon de B en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando ('}, de la ecuacién 3 y resolviendo:
C'p = 0.01C,
C'p = 0.01[—3.3333(e201t) 4+ 2.9265(e~000354) 1 0.4068(e~0-0564t) ]
C'p = —0.033333(e~%0%) + 0.029265(e~00935%) 4 0.004068 (e ~*-05641)

Integrando:
Cp = 3.3333(e™001t) — 8.2669(e~000354t) — 0.0721(e~0-0564t) + ¢
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Despejando la constante C, bajo condiciones de Cp=0 en t=0
C = 0 —3.3333(e~%02®)) + 8.2669(¢~000354(0)) 4 0,0721(e~00564®)) = 5
Por lo que Cp queda:
Cp = 3.3333(e00%) — 8.2669(e~000354) — 00721 (e~ 0056%) + 5
La cual indica la concentracion de D en el reactor en cualquier tiempo t.

b) La grafica 3.2.3 indica la concentracion del reactivo A y de los productos
formados con respecto al tiempo, sefialando las concentraciones iniciales y
finales para cada reactivo.

Velocidad de reaccién dC/dt

CB final= 0,1 gmpl
CC final= 0,05 gmol
]

CA inicial= 5 gmol

CD final= 4.8 gmlbl

1
|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
1
|
|
|
|

|
CA fina!= 0 gmol

concentracion de los reactivos en el reactor

CB, CC y CD inicial= 0 gmol

C

0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600
t=Tiempo (min)

Gréfica 3.2.3. Concentracion de los reactivos A, B, C y D dentro del reactor con respecto al tiempo, para una
reaccion consecutiva.

c) Eltiempo de reaccion final es de 570 min, que es igual a 9.5 h.

d) Concentracion y velocidad de reaccion de los reactivos en el reactor, después
de 45 minutos:

Cy = 5(e~001*5)) = 3.1881 gmol
Cp = —5(e7001(49) 4 5333 (e0:00354(45)) — 0.3364(e~00564(45)) = 1.3329 gmol
Cc = —3.3333(e7001149)) 4 2.9265(e~0-00354(45)) 1 0.4068 (e ~0-0564(45))
= 0.4023 gmol
Cp = 3.3333(e700145)) — 8.2669(e~0:00354(45)) — 00721 (e~0.0564(45)) 4 5
= 0.0702 gmol
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dc

d—t“‘ = —0.01(3.1881) = —0.031881 gmol/min

dc

d—tB = 0.01(3.1881) — 0.02(1.3329) + 0.03(0.4023) = 0.0173 gmol/min
dc,

d—tc = 0.02(1.3329) — 0.04(0.4023) = 0.0106 gmol/min

dCp .

g = 0.01(0.4023) = 0.004023 gmol/min

3.2.3 Reacciones quimicas paralelas.

Las reacciones quimicas paralelas son aquellas en las cuales se llevan a cabo
dos 0 mas reacciones simultaneas y en el mismo sentido. Los reactivos reaccionan
segun dos esquemas diferentes para dar productos distintos:

A+B->C
A+B-D
Ejemplo 8:
En un reactor (Figura 3.2.5) se lleva a cabo una
reaccidon quimica elemental, consecutiva no
competitiva, paralela y de primer orden:

A- B
N )
C-> D

Donde:
k1 es la constante de velocidadde AaB =04
k2 es la constante de velocidad de Ba C = 0.1
k3 es la constante de velocidad de C a B = 0.97
k4 es la constante de velocidadde AaC =0.1
k5 es la constante de velocidad de Ca D = 0.38
Con condiciones iniciales: Figura 3.2.5
Ca (t=0) = 10 gmol, Cs (t=0) = Cc (t=0) = Cp (t=0) = 0 gmol
Plantear las ecuaciones diferenciales de la velocidad de reaccidon de cada sustancia
(A, B, C, D) y determinar:
(a) Las concentraciones de cada sustancia en cualquier tiempo.
(b) Graficar la concentracion de cada sustancia respecto al tiempo, resaltando
los puntos de concentracion inicial y final para cada sustancia.

Formulaciéon matematica. Sea C,,Cy, Cc y Cp las concentraciones de los reactivos A,

B, C y D respectivamente, después de un periodo de tiempo t. Luego % ‘%?, %

dCp . ., . . .,
—,» son las velocidades de reaccidn para los reactivos respectivamente, y estan
dadas por:
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dc, dCp
Ez _kch_k4,CA; Wz kch_kZCB+k36C

dc, dC,

Wz kscc; Wz k263+k4CA_k36C_k5CC

Puesto que inicialmente hay 10 gmol de Ay 0 gmol para todos los demas reactivos,
se tiene que C,=10ent=0y Cg C.,Cp =0 en t = 0. Ademas, sustituyendo el
valor de las constantes de velocidad, las formulaciones matematicas completas son:

C'y+05C,+=0.. (D)

C's 04CA+01CB—097CC—0 (2)
C',—0.38C,=0.. . (3)

C'c —0163—01€A+1SSCC—O ...........(4)

Bajo condiciones iniciales: C4(0) = 10, Cz(0) = C-(0) = Cp(0) =0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.

Se calcula la transformada de Laplace para las funciones:

L{C'y + 0.5C,} = £{0} L{C's — 0.4C4 + 0.1C5 — 0.97C.} = L{0}
SEA - CA + OSC_A = 0 SC_B - CB - 045,4 + 01C_B - 097€C = 0
L{C', — 0.38C.} = L£{0} L{C'c — 0.1Cz — 0.1C, + 1.35C;} = L£{0}
sCp—Cp,—0.38C, =0 sCc—Cc—0.1C5 —0.1C4, + 1.35C, = 0

Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incdgnitas del lado izquierdo:

sC, — (10) +0.5C, =0 sCy — (0) — 0.4C, + 0.1C; — 0.97C, = 0
sC, +05C,=10........(5) sCg —0.4C4 + 0.1C5 — 0.97C, =0 ....(6)
sCp — (0) —0.38C; = 0 sC. — (0) — 0.1C5 — 0.1C, + 1.35C; = 0
sCp—0.38C,=0........(7) sCc—0.1Cy — 0.1C, + 1.35C, = 0...(8)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:

e Despejando C, de la ecuacién 5:
= 10
A7 st05
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

-1 — I,
€y = 1007 {7}
Quedando: C, = 10(e™%%)
La cual indica la concentracién de A en el reactor en cualquier tiempo t.
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Despejando Cj de la ecuacioén 8 y sustituyendo:
EB = 1056—'6' - EA + 1356—'6'
Sustituyendo C, y Cg en la ecuacion 6:
s (10sC; — === +13.5C;) — 04 (=) + 0.1 (10sC; — —=—+13.5C¢ ) — 0.97C; = 0

s+0.5

e Simplificando y despejando C,:
5 10s

— 2 _ — =
Cc(10s + 14.55 + 0.38) s+0.5  s+0.5 0
1
. s __[5+10s 1
Cc = [5+ 10s] [1052"‘14-55"'0-38] - [ 10 ] [(5+0.5)(s+0.0267)(s+1.4233)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

S T

10 (5+0.5)(s+0.0267)(s+1.4233)

L7YC.} = 0.716023 1:-1{ ! }— 0.716023 £~ {;}

s+0.0267 S+1.4233

Quedando: C; = 0.716023(e~%0267t) — 0.716023 (e~ 14233¢)
La cual indica la concentracion de C en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando Cy de la ecuacion 4 y resolviendo:

1 ’
CB =HCC _CA + 135CC

C'c = —0.01912(e~%0%67) + 1,01912(e~14233)
Cp = —=[—0.01912(e™00267%) + 1.01912(e~4233t)] — 10(e°%)
+13.5[0.716023 (e "*0267) — 0.716023 (e ~42331)]

Quedando: Cz = —10(e™ %) + 9.47514(e~%9267") + 0.52485(e~14233F)
La cual indica la concentracién de B en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando C',, de la ecuacion 3 y resolviendo:
C'p = 0.38C,
C'p = 0.38[0.716023(e~%0267t) — 0,716023 (e~ 142331)]
C'p = 0.27208(e~00267t) — 0.27208 (e~ 14233t)
Integrando:
Cp = —10.19117(e~%0267t) + 0.19117 (e~ 14233t) + C
Despejando la constante C, bajo condiciones de Cp=0 en t=0

C =0+10.19117(e~*0267®) — 0,19117(e~14233() = 10
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Por lo que Cp queda:
Cp = —10.19117(e~29267t) + 0.19117 (e~ 14233%) + 10
La cual indica la concentracion de D en el reactor en cualquier tiempo t.

(b) La grafica 3.2.4, indica la concentracion de los reactivos A y de los productos
formados con respecto al tiempo, sefialando las concentraciones iniciales y
finales de cada reactivo.

Velocidad de reaccion dC/dt

— . ]
L CA inicial= 10 gmol cB fmahI 4,99 gmol
[&]
5 ° CC final= 0,4 gmol
= |
© 8 CD finallt 4.6 gmol
% |
%) 7 i
S |
g_ ¢ |
() %\ i
» |
85> i
S 4 !
1= |
uo I
s |
9 |
& 2 !
2 |
c
g 1 ;
CA fihal= 0 gmol

o) CB, CC y CD inicial= 0 gmol hal= 0 gmo

0 .

0 2 4 6 8 10 12 14

t=Tiempo (min)

Grafica 3.2.4 Concentracion de los reactivos A, B, C y D dentro del reactor con respecto al tiempo, para una
reaccién quimica paralela.

3.2.4 Reacciones quimicas en cadena.

Las reacciones quimicas en cadena son un caso particular de las reacciones
consecutivas ya que, en ellas, uno de los productos intermedios es siempre un
radical libre, el cual reacciona con los reactivos u otros radicales. El proceso de
reaccion en cadena consta de tres etapas definidas. La primera se llama iniciacion
y es aqui, en donde se forman los primeros radicales libres. La segunda etapa es la
propagacion y se caracteriza por la interaccién de un radical libre con un reactivo
generando un radical libre de otra especie. La tercera etapa se denomina
terminacion y en ella se verifica la union de dos radicales libres entre si.
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Ejemplo 9:
En un reactor (Figura 3.2.6) se lleva a cabo la
reaccion de descomposicién del

acetaldehido, de acuerdo a la ecuacion:
CH3CHO - CHs+ CO
Es una reaccién compleja por lo tanto esta
formada de las siguientes etapas:
Etapa 1 de iniciacion:
CH;CHO — CH3 + CHO;
A-B+C
Etapa 2 de propagacion:
CHO - CO+H; H+ CH3CHO — H, + CH;CO;
C—»D+E E+A->F+G Figura 3.2.6
Etapa 3 de terminacion:
CH; + CH3;CHO - CH, + CH3CO; CH5CO — CH; + CO;

A+B-H+G G-B+D
La anterior reaccidn se representa esquematicamente: H
Donde: 1
k1 es la constante de velocidad de Aa B = 0.35 A > B & &G
k2 es la constante de velocidad de Aa C =0.2 ! ¢
k3 es la constante de velocidad de Ca D =0.5 ¢ o D
k4 es la constante de velocidad de Ca E =0.1 F « E

k5 es la constante de velocidad de E a F = 0.38
k6 es la constante de velocidadde Ea G =0.4
k7 es la constante de velocidad de Ba H =0.15
k8 es la constante de velocidad de B a G = 0.25
k9 es la constante de velocidad de GaB =0.2
k10 es la constante de velocidad de Ga D =0.15

Se tiene las siguientes condiciones iniciales:
Ca (t=0) = 15 gmol;
Cs (t=0) = Cc (t=0) = Cp (t=0) = Ce (t=0) = Cr (t=0) = Cs (t=0) = Cn (t=0) = 0 gmol
Plantear las ecuaciones diferenciales de la velocidad de reaccion de cada sustancia
(A,B,C,D, E, F, G, H)ydeterminar:

(a) Las concentraciones de cada sustancia en cualquier tiempo.

(b) Graficar la concentracién de cada sustancia respecto al tiempo, resaltando

los puntos de concentracion inicial y final para cada sustancia.
(c) Determinar el tiempo de reaccion final.
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Formulaciéon matematica. Sea C4,Cg, C¢, Cp, Cg, Cr, C; y Cy 1as concentraciones de los

reactivos A, B, C, D, E, F y G respectivamente, después de un periodo de tiempo t.
dCq dCp dCc dCp dCg dCg dCg dCy . .y
Luego —, —, — o o g g Y g SON las velocidades de reaccion para los

reactivos respectivamente, y estan dadas por:

dCA dCB

E: —kch—kch; d_t: kch+kch —k7CB _kSCB;
dCC dCD

W: kZCA_k3CC_k4CC; d_t: k]_OCG +k3CC;

dCE dCF

W = k4CC - k5CE - kGCE; W = k5CE;

dCG dCH

E = k6CE + kSCB - kgCG - k10CG 7 = k7CB;

Puesto que inicialmente hay 15 gmol de A y 0 gmol para todos los demas reactivos,
se tiene que C4,=15en t=0Yy C,C¢ Cp,Cg Cr,C;,Cy =0 en t =0. Ademas,
sustituyendo el valor de las constantes de velocidad, las formulaciones matematicas
completas son:

C'y+0.55C, =0.. SO ¢ )
C'5 —0.35C, — 0. ch +o. 4cB O 2)
Cle—=0.2Cs 4 0.6C =0 eeeeeee e eee e e eee e eee o (3)
€'y — 0.15C5 — 0.5C0 = 0 o veeeee e e eee e e (B)
Clg—0.1C, + 0.78C5 =0 oo eee e eee e e eeee e (5)
€'y —038C; =0.. TN ()
'z — 0.4C; — 0. zscB 0. SSCG S0 (7
Cllp = 0.15C5 = 0 ers e eee e e eree e e aee e e (8)

Bajo condiciones iniciales:
Ca(0) = 10,Cp(0) = Cc(0) = Cp(0) = C£(0) = Cp(0) = C((0) = C(0) =0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.
Se calcula la transformada de Laplace para las funciones:

L{C'y + 0.55C,} = L{0} L{C' 3 — 0.35C, — 0.2C; + 0.4C5} = L{0}
sC4,—C4+055C, =0 sCy — Cz —0.35C, — 0.2C; +0.4C5 =0
L{C'c — 0.2C, + 0.6Cc} = L{0} L{C', — 0.15C; — 0.5C;} = L{0}

SCC - CC - OZCA + 066_'6 - O SC_‘D - CD - OlSC_‘G - OSC_'C - O

L{C'g — 0.1C¢ + 0.78Cg} = L{0} L£{C'z — 0.38C;} = £{0}

SC_'E - CE - OlC_'C + O78CTE = 0 SC_'F - CF - 0386_'5‘ = 0
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L{C'; — 0.4Cy — 0.25C, + 0.35C;} = £{0} L{C'y — 0.15C5} = L{0}
SEG - CG - 046—‘E - OZSEB + 03566 = 0 SEH - CH - 01563 = 0
Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:
sCg —0.1C, +0.78C; = 0 .......(13) SCr —0.38C5 = 0 evs v e e (14)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:

e Despejando C, de la ecuacion 5:
= _ 15
47 54055

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
LG =157 )
Quedando: C, = 15(e~%35%)

La cual indica la concentracion de A en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando C. de la ecuacion 11 y sustituyendo C,:

Co(s +0.6) = 0.2 (Sjss)

e Simplificando y despejando C,:
= 3
Cc= (s+0.55)(s+0.6)
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

LGy =L 2 —]

(s4+0.55)(s+0.6)
L£YC,} = 60 L1 {;} — 60L1 {L}

5+0.55 s+0.6

Quedando: C. = 60(e~%55%) — 60(e~%)
La cual indica la concentracion de C en el reactor en cualquier tiempo t.
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e Despejando C; de la ecuacién 13 y sustituyendo C,:
Co(s +0.78) = 0.1 (;)

(s+0.55)(s+0.6)
e Simplificando y despejando C;:
= 0.3
Cp = (s+0.55)(s+0.6)(s+0.78)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
MG} = £ o }

(s+0.55)(s+0.6)(s+0.78)

) = 2 0 ) e () e e

23 s+0.55 3 s+0.6 69 s+0.78

600 _ 100 _ 500 _
Quedando: Cg = ——(e7"%%) ——(e7") +=—(e~°7%)
La cual indica la concentracion de E en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando C; de la ecuacion 14 y sustituyendo Cy:

— 0.3
Cp(s) = 0.38 ((S+0.55)(s+0.6)(s+0.78))

e Simplificando y despejando C;:
C. = 0.114
F ™ $(s+0.55)(s+0.6)(s+0.78)
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

CAfA L et 0.114
L7} =L {s(s+0.55)(s+0.6)(s+0.78)}

MGy = -2 o+ St ) - 330200 { =Y+ ot

253 s+0.55 9 s+0.6 s+0.78 429 S

Quedando: Cr = —425% (9—0-551') + 1%:0(6_0'61') _ 3_53029(6—0.78t) + %

La cual indica la concentracidon de F en el reactor en cualquier tiempo t.

e Despejando Cy de la ecuacion 10 y sustituyendo C:

Cy(s + 0.4) = 0.35 (5:015) +0.2C;

e Simplificando y despejando C:
C. = 5.25 0.2C¢
B ™ (s4+0.55)(s+0.4) = s+0.4

e Sustituyendo C., C; Y Cy en la ecuacion 15:
Co(s +0.35) — 0.4 o3 ) 025 (24 22 _ g

(s4+0.55)(s+0.6)(s+0.78) (s+0.55)(s+0.4) $+0.4
e Simplificando y despejando C;:

= (5%240.75540.14 0.12 1.3125
Co ( S+0.4 ) (=0.05) = (s+0.55)(s+0.6)(s+0.78) + (s+0.55)(s+0.4)

C.o—— 24 _ 26.25
G~ (s4+0.55)(s+0.6)(s+0.78)(s+0.35)  (s+0.55)(s+0.35)(s+0.4)
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Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

LYC) = £ {_ 2.4 _ 26.25 }

(s+0.55)(s+0.6)(s+0.78)(s+0.35)  (s+0.55)(s+0.35)(s+0.4)

LG =28 c ) - et ) + 13481630 {——)

23 $+0.55 3 s+0.6 s+0.78

117675

T 43 L7 {s+;.35} +3500L7" {s+10.4}

(e706) + 134.8163(e °78%)

— 2222 (e7035) + 3500(e~04)

La cual indica la concentracion de G en el reactor en cualquier tiempo t.

3200

Quedando: C; = % (e~055t) —

e Sustituyendo Czde la ecuacién 7 y resolviendo:
CB = 4CIG - 16CE - 14CG

= 4 [ E2(¢7055t) 4 640(e~0%) — 105.1567(e 7% + 957.8198(e ~035¢) -

1400(6—0.4t)] 1.6 [500 —0.55t) _ 120 (e06%) + 500 (e—o 78t)] 1.4 [3523;5 (e055t) —

e~06%) + 134.8163(e~078) — 221 (e—0-35f) +3500(e %)

Quedando: Cy = — 222 (7055 %) + 2222 (e706%) — 620.9638(e ~07)

23
+7662.5583(e~035) — 10500(e~04%)
La cual indica la concentracion de B en el reactor en cualquier tiempo t.

3200
= (

e Despejando C'j, de la ecuacion 3 y resolviendo:
C'p = 0.15C; + 0.5C,

'y =015 [3875 (e=055t) — 32300(

3500(e~%*)| + 0.5[60(e~°55¢) — 60(e~°¢")]
C'p = 228 (¢70551) — 190(e~06t) 4 20.22245(e078t) — 2200 (o -035t)

—06t) 4 134.8163(e~078t) — 117675( —0.35t)_|_

92 72
+525(e~%4)
Integrando:
950
Cp = —100.4941(e~055¢) + = (e~06t) — 25.9262(e°78t) + 1172.8405 (e ~035%)
— @( —0. 4f) +C

Despejando la constante C, bajo condiciones de Cp=0 en t=0
= (0) + 1004941 (055 @) — 22 (¢706(@) 4 25.9262(e~078®) —

1172.8405(e~035(0)) 4 228 (,-04(0)) = 50,5869
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Por lo que Cp queda:

950
Cp = —100.4941 (%55 ) + —— (e706*) — 25.9262(e~%78") + 1172.8405(e~*3%")

3
2625

2
La cual indica la concentracion de D en el reactor en cualquier tiempo t.

(e794) — 50.5869

e Despejando €', de la ecuacion 8 y resolviendo:
C,H = 015CB

C'y =0.15 [—%(e-o-55 0) + 22 (e706%) — 620.9638(e °78) +

7662.5583(e~035t) — 10500(e—°-4t)]

C'y = =22 (e70554) + 616(e~%0") — 93.1446(e™07%) + 1149.3837 (e 703%)
~1575(e~0%)
Integrando:
3080
Cy = 176.79842(e™0%5") — —— (e7°%") + 119.4162(e~*7"") — 3283.95343(e***)
7875
— (e7 ) +C

Despejando la constante C, bajo condiciones de Cx=0 en t=0
C = (0) — 176.79842(e 055 @) + 22 (706(©) — 119.4162(e°78@) +

3283.95343 (¢ 035©) — 22 (¢704®) = 76,9055

Por lo que Cy queda:
3080

Cy = 176.79842(e~0551t) — 3

(e7%01) + 119.4162(e~78%) — 3283.95343(e~035%)

7875

——(e7**) + 76,9055

La cual indica la concentracién de H en el reactor en cualquier tiempo t.
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3.3 Aplicaciones en Transferencia de Calor.

Siempre que exista una diferencia de temperaturas en un cuerpo o entre
cuerpos se habla de una transferencia de calor. Hay tres mecanismos en los que el
calor se puede transferir; conduccién, conveccion y radiacion.

3.3.1 Transferencia de calor por conduccién.

Cuando existe una diferencia de temperatura en un medio estacionario que
puede ser un solido o un fluido se utiliza el término, conduccion para hacer
referencia a la transferencia de calor que se producira a través del medio, este flujo
de calor presenta una relacion directamente proporcional a la diferencia de
temperatura dT, asi como al area de transferencia de calor A, y una relacion
inversamente proporcional al espesor dx. De aqui se deduce la ecuacion:

_ kAdT
Q= dx
_Q_ dT
q_A_ dx

Que es conocida como ecuacion de Fourier, donde k es una constante de
proporcionalidad llamada conductividad térmica y esta especificada para cada
material y q es el flux de calor que representa la cantidad de calor en un area
determinada.

Para estudiar el uso de esta ecuacion se proponen los siguientes ejemplos:
Ejemplo 10:
Una pieza de aluminio puro de 2m de espesor tiene una cara a 25°C y la cara
opuesta a 55°C. Si la conduccién térmica es 202 J/s'm-°C, encontrar:
(a) La temperatura en la pieza, como una funcion de la distancia del espesor x.
(b) ¢ Cual es la tempera de la pieza de metal, a la mitad de su espesor?
(c) Graficar la temperatura de la pieza con respecto al espesor de esta y
resaltar el punto anterior.

Formulacion matematica. Sea T |la temperatura de la pieza de metal después de x
distancia. Luego dT /dx es la tasa de cambio de esta temperatura y esta dada por:

— _ J L, ar
q=—202 ——x =
Puesto que en la distancia cero la temperatura es de 25°C, se tiene que T = 25°C
. .y Ly q daT
en x = 0. Asi, la formulacion matematica completa es: - L

Bajo condiciones iniciales: T(0) = 25
Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:

L{T'}zﬁ{—%}
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1
L'} = = 5= L)

(sT—T) = ——

202's
Sustituyendo las condiciones iniciales:

sT — 25 = — 12
202-s

SimplificandO'

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

LN =L mt S = L s e

202 s2 s 202

Quedando: T = —E(x) + 25

En esta ecuacion, q es una constante, bajo condiciones de T=55°C en x=2 m:
55°C = ———1—— (2m) + 25°C
202 s-m-°C

_55°C —25°C 202
= (P2
a) Por lo tanto: T—m( )+ 25

b) La temperatura de la pieza de aluminio a 1 m de espesor:

) = -3,030 L

3,030 —
T = = (1m) + 25°C = 40°C

ZOZSm <

c) La grafica 3.3.1 indica la temperatura de la pieza de aluminio con respecto al
espesor de esta, sefialando la temperatura de la pieza a mitad del espesor.

Tasa de cambio dT/dx
60

T(1)=40°C

temperatura de la placa
°C
D
o

T=

l
!
l
l
!
l
l
!
l
l
|
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1,2 14 1,6 1,8 2

x= Espesor (m)

Grafica 3.3.1 Temperatura de la pieza de aluminio con respecto al espesor.
|
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3.3.2 Transferencia de calor por conveccion y radiacion.

El término conveccion, se refiere a la transferencia de calor que ocurre entre
un fluido y una superficie solida cuando estan a diferentes temperaturas. Hay dos
tipos de transferencia de calor por conveccion: conveccion natural en la cual el
movimiento del fluido resulta de causas naturales como la diferencia de densidades
y la conveccion forzada en donde una fuerza motriz exterior mueve el fluido sobre
la superficie que se encuentra a temperatura distinta.

La radiacion se presenta en todas las superficies con temperatura finita, ya
que emiten energia en forma de ondas electromagnéticas, no requiere un medio a
diferencia de la conduccion y conveccion.

En esta seccion se estudiara una de las aplicaciones mas importantes que
existen en las ecuaciones diferenciales; la ley de enfriamiento de Newton que nos
dice que la rapidez con la que se enfria un objeto es proporcional a la diferencia
entre su temperatura y la del medio ambiente que lo rodea y matematicamente se
expresa como:

dT
i h (T —Ty,)
Donde T es la temperatura del cuerpo, Tm es la temperatura del medio y k es una

constante conocida.
Para ver el uso de esta ecuacion se proponen los siguientes problemas:

Ejemplo 11:
La carne puesta en un congelador se enfria con una rapidez proporcional a la
diferencia entre su propia temperatura y la temperatura del congelador. Si un asado
que se encuentra a la temperatura ambiente de 68°F se introduce en un congelador
de 20°F y si la temperatura del asado después de 2 horas es de 40°F, encontrar:
(a) La temperatura de la carne en cualquier tiempo.
(b) ¢ Cual es la temperatura de la carne después de 5 horas?
(c) Graficar la temperatura de la carne en el congelador con respecto al
tiempo.

Formulaciéon matematica. Sea T |la temperatura del asado en el congelador después
de t minutos. Luego dT/dt es la tasa de cambio de esta temperatura y esta dada
por:

dT—hT T,) = h(T) — h(20
=2 = h (T =T) = (1) = h(20)
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Puesto que inicialmente el asado se encuentra a una temperatura de 68°F, se tiene
que T = 68 ent = 0. Asi, la formulacion matematica completa es:

T'—KkT =—(20)h
Bajo condiciones iniciales: T(0) = 68

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
L{T' — hT } = L{—20h }
L{T'} — h L{T} = —L{20 h}

(sT—T)—hT = -22
Sustituyendo las condiciones iniciales:
sT — 68— hT = — 2%
Simplificando:

= 20h 68

20
r=-wmtsm=571

48
s—h

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

= o[22 o (2
Quedando: T = 48(e") + 20

Despejando la constante h, bajo condicionesde T = 40°Fent = 2 hr
40 = 48(e"®) + 20

40 — 20 _ o2
48
In i
12
h=——=
2

Ini
a) Porlo tanto: T = 48 (elet> +20

b) La temperatura de la carne después de 5 horas:

5
D12 (s) .
T=48<e 2 >+20=25.3791F
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c) La grafica 3.3.2 indica el descenso de la temperatura del asado con respecto
al tiempo.

Tasa de cambio dT/dx
70

60

50

temperatura del asado
(°C)
S
o

T(5)=25,37°C

—= I
20 |

|

|

|

10 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t=Tiempo (h)
Grafica 3.3.2 Descenso de la temperatura del asado con respecto al tiempo.
Ejemplo 12:

Se calienta etanol a su temperatura de punto de ebullicién que es de 78.4°C. El
etanol se remueve del calor y se guarda en una camara que se encuentra a una
temperatura constante de 50°C. Después de 3 min la temperatura del etanol es
68.4°C.

(a) Encontrar la temperatura del etanol en cualquier instante del tiempo.

(b) ¢ Cual es la temperatura del etanol después de 6 min?

(c) ¢ Cuando la temperatura del etanol sera de 55°C?

(d) Graficar la temperatura del etanol en la camara con respecto al tiempo y

resaltar los puntos antes mencionados.

Formulaciéon matematica. Sea T la temperatura del etanol en la camara después de
t minutos. Luego dT/dt es la tasa de cambio de esta temperatura y esta dada por:

— =h(T —T,,) = h(T) — h(50)

Puesto que inicialmente el etanol se encuentra a su temperatura de ebullicion de
78.4°C, asi la formulacién matematica completa es:

T'—hT =-50h
Bajo condiciones iniciales: T(0) = 78.4
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Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
L{T' — hT } = L{-50 (h) }
L{T'} — h L{T} = —L{50 (h)}

(sT—T)—hT = -2&
Sustituyendo las condiciones iniciales:
sT — 784 —hT = - 2®

Simplificando:
7 _50M 784 50 284
o s(s=h) = s-h T s s—h
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

T = {2+ B =50 .1 {3 + 284 .71 {1
Quedando: T = 28.4(e") + 50

Despejando la constante h, bajo condiciones de T = 68.4°C en t = 3 min.
68.4 = 28.4(e"®) + 50

68.4 — 50

28.4

_ 3

In ==
71
h =
3

In4'—6

a) Porlo tanto: T = 28.4 <eT71t> +50

b) La temperatura del etanol después de 6 min:

46

111_7—1(6)
T =284(¢e 3 + 50 =61.9211°C

c) ¢ Cuando la temperatura del etanol sera de 55°C?

Despejando la variable tiempo de la ecuacién de temperatura:

T 50
)Y
46

Il’lﬁ

Sustituyendo la temperatura y resolviendo:
3 In 55— 50

t=—284 _ 150055min

Il’lﬁ
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d) La grafica 3.3.3 indica el enfriamiento de la temperatura del etanol con
respecto al tiempo.

Tasa de cambio dT/dx

T(6)=61,92°C

}

]

}

|

]

) }

! 5
— 50 | |

| |

| |

1 1

] ]

} )

1 1

temperatura del etanol
(°C)
[e2])
o

45

40
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t=Tiempo (min)

Gréfica 3.3.3 Temperatura del etanol con respecto al tiempo.

Ejemplo 13:
Un termdmetro se saca de una habitacién donde la temperatura del aire es de 95°F
al exterior, ahi la temperatura es de 15°F, después de 2 minutos el termdmetro
marca 40°F.

(a) ¢Cuanto marcara el termémetro en 4 min?

(b) ¢ Cuanto tardara el termdmetro en alcanzar la temperatura de 20°F?

(c) Graficar la temperatura del termdmetro y resaltar los puntos antes

mencionados.

Formulacion matematica. Sea T la temperatura del termémetro en el exterior
después de t minutos. Luego dT/dt es la tasa de cambio de esta temperatura y
esta dada por:

dT

7 = h (T =Ty) = h(T) — h(15)
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Puesto que inicialmente el termdémetro se encuentra a la temperatura del aire de
95°F, asi la formulacién matematica completa es:
T'—hT = —15 (h)

Bajo condiciones iniciales: T(0) = 95

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{T' — hT } = L{-15(h) }

L{T'} — h L{T} = —L{15 (h)}

(sT —T) — hT = - 28

Sustituyendo las condiciones iniciales:

sT—95—hT = - 28

Simplificando:

T _15h 95 _ 15, 80

o s(s=h) = s—-h T s s—h

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
—1¢7 _ pr—1f15 , 80 _ _1(1 _1( 1

T = 2+ B =150 480271 {2

Quedando: T = 80(e*t) + 15

Despejando la constante h, bajo condiciones de T=40°F en t=2 min
40 = 80(e"®) + 15
40 — 15

80

In = = 2(h
n 7z =2(h)
5

In —
16
h =
2

— o2

a) Latemperatura del termémetro después de 4 min:

Ini
_16(4) o
T=80(e 2 4+ 15 = 22.8125°F

b) ¢Cuando la temperatura del termdmetro sera de 20°F?

Despejando la variable tiempo de la ecuacion de temperatura:

T —15
t=21nT
5

In1—6
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Sustituyendo la temperatura y resolviendo:

20— 15
2In—g5—

t= — =% = 4.767376 min

II‘IE

c) La grafica 3.3.4 indica el descenso de la temperatura del termémetro con
respecto al tiempo.

Tasa de cambio dT/dx
100

90
80
70
60
50

40

30 T(4)=22,8°C

temperatura del termémetro
(°C)

20 F--ZZIZoos

T=

T(4,7)=20°C

b
| [}
| |

10 —

] ]

] 1

4

6 8 10 12 14 16 18 20

t=Tiempo (min)

Grafica 3.3.4 Temperatura del termémetro con respecto al tiempo.
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3.4 Aplicaciones en la Ingenieria Eléctrica.

La electricidad proviene del movimiento de particulas llamadas electrones y
protones, y produce principalmente tres efectos: luminosos, magnéticos y térmicos.
El medio fisico para lograr esta produccién de fendmenos es el circuito eléctrico y
consta basicamente de una fuente de energia, un conductor y un dispositivo que
aproveche la energia eléctrica, la presion que ejerce esta fuente de energia se le
denomina tension o voltaje. Los conductores pueden tener alta o baja capacidad
para dejar fluir la energia eléctrica a estos términos se les conoce como
conductancia y resistencia respectivamente, es decir a mayor conductancia existe
una menor resistencia y a mayor resistencia menor conductancia. Para introducir
una mayor resistencia al circuito eléctrico se utiliza uno o mas resistores.

Un circuito eléctrico puede ser continuo o alterno, un circuito es continuo (c-c),
cuando la corriente eléctrica fluye en la misma direccion y alterno cuando la
corriente eléctrica cambia de direccion (c-a).

En los circuitos de corriente continua c-c existe una relacién entre la tension,
corriente y resistencia, esta relacién se conoce como ley de Ohm y nos dice: /a
corriente es directamente proporcional a la tension e inversamente proporcional a
la resistencia. Y se expresa segun la ecuacion:

I=E/R

Donde la corriente (I) es igual a la tension (E) dividida entre la resistencia (R).

Con unidades de medicion Ampares (A), Volts (V) y Ohms (Q) respectivamente.

Se dice que un circuito eléctrico esta abierto cuando no permite el paso de la
corriente eléctrica, y cerrado cuando permite dicho flujo. En un circuito la corriente
eléctrica puede seguir solo una trayectoria, a este tipo de circuito se le conoce como
circuito en serie (Figura 3.4.1). En cambio, un circuito en paralelo es aquel en el que
existen uno o mas puntos donde la corriente eléctrica se separa y sigue distintas
trayectorias (Figura 3.4.2).

Figura 3.4.1 Circuito eléctrico en serie Figura 3.4.2 Circuito eléctrico en paralelo
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La primera ley de Kirchhoff nos explica que la suma algebraica de las corrientes
eléctricas en un circuito paralelo es igual a cero.

n
ZIL=11+12+ITL=0
i=1

3.4.1 Circuitos RL

El circuito eléctrico pose una propiedad que _L
se opone a cualquier cambio de direccion de la -
corriente eléctrica, esta propiedad es conocida
como inductancia, para introducir inductancia en —- = % .
el circuito se embobina un conductor, el cual L r
recibe el nombre de inductor. Los circuitos que
contienen tanto resistencia (R) como inductancia
(L) .se llaman circuitc?s RL, estan conectados en Figura 3.4.3 Gircuito RL on serie y
serie o en paralelo (Figura 3.4.3) y pueden constar paralelo
de unos o mas resistores y mas de una bobina.

Ex
Wh
¥ "'l.-""."'.l—l

Un inductor actua generando un nuevo voltaje o voltaje inducido para
contrarrestar la direccion de la corriente, este voltaje inducido también es conocido
como fuerza electromotriz o fem y se puede determinar conociendo el valor de la
inductancia (L) dada en Henrios (H), asi como el cambio de la corriente en un
intervalo de tiempo (dI/dt):

dI

=L—
fem = T

Este tipo de circuitos suelen ser mas complejos, por lo que la ley de Ohm es
imposible de aplicar. Por lo tanto, para resolver este tipo de circuitos es necesario
hacer uso de la segunda ley de Kirchhoff, la cual nos explica que la suma algebraica
de las caidas de tension o voltaje en cualquier trayectoria cerrada es igual al voltaje
aplicado. Y se expresa por la siguiente ecuacion:

ZE=ZRI

Para ver el uso de esta ecuacion y explicar el circuito RL se propone el
siguiente problema, utilizando la transformada de Laplace para resolverlo.
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Ejemplo 14:
Se tiene un circuito RL en serie (Figura 3.4.4), en donde
se conecta una bobina con resistencia 12 Q e
inductancia 3 H, con un generador de voltaje E(t).
Determine la corriente (I) que fluye en el tiempo t (s),
después de que se cerro el circuito, si el generador de
voltaje E(t) es:

E(t) = 12 (bateriade 12 V) Figura 3.4.4 Circuito RL en serie
Ademas, graficar la corriente con respecto al tiempo y resaltar la corriente maxima
e indicar que direccion tomo la corriente, en el circuito eléctrico.

Formulacion matematica. Sea E(t) el suministro de voltaje que es igual a la suma de
caidas de voltaje del inductor y resistor en el circuito. Por lo tanto, la ecuacion esta
dada por:

Ldl + RI=E(t)
dt B

voltaje del inductor + wvoltaje del resistor = voltaje aplicado
Sustituyendo en la ecuacion anterior los valores de resistencia, inductancia y voltaje
aplicado:

dl
a) 3= +121 =12

Puesto que en tiempo cero el circuito se encuentra abierto, no existe flujo de
corriente eléctrica por lo que: I1(0) =0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{3I' + 121 } = £{12}
3L{I'} + 12 L{I} = £{12}

3T—-D+12I=2

S
Sustituyendo las condiciones iniciales:
3sT —3(0) + 127 = %
Simplificando:
= 12 1 1

T s(3s+12) s s+4
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

R N

Quedando: I =1—¢™*
La cual indica la corriente eléctrica en el circuito en cualquier tiempo t.
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La grafica 3.4.1 indica la Intensidad de corriente eléctrica del circuito con respecto
al tiempo, fluyendo en una sola direccidn considerandose asi un circuito de corriente
continua, con una corriente maxima de 1 A al tiempo 4.8 s.

Corriente c-c en circuito RL

| max (4.8)=1

I= Intensidad de corriente
)
o
(o]
PLCU UL ORI LRV L ALY AR s L]

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
t=Tiempo (s)

Grafica 3.4.1 Intensidad de corriente eléctrica con respecto al tiempo en un circuito RL de corriente
continua.

Ejemplo 15:
Del ejemplo anterior, considerar ahora que el generador de voltaje es:

E(t) = 240v2 sen 100t (240 V, 50 ciclos)
Determine la corriente (1) que fluye en el tiempo t (s), después de que se cerro el
circuito, si el generador de voltaje y ademas graficar la corriente con respecto al
tiempo y resaltar la corriente maxima e indicar que direccion tomo la corriente, en el
circuito eléctrico.
Puesto que en tiempo cero el circuito se encuentra abierto, no existe flujo de
corriente eléctrica por lo que: 1(0) =0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{3I' + 121 } = £{240V2 sen 100t }
3L{I'} + 12 L{I} = 240v2L{sen 100t }

3(sl — 1) + 121 = 240v2 (%)
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Sustituyendo las condiciones iniciales:
35T — 3(0) + 12 = 2400021

s2+(100m)2

Simplificando:
[= 24,000V21 _ 12V2m _ 42ms 16V2m
[s?2+(100m2][3s+12]  5(m2+—_)(3s+12)  5|m2+—|ls2+(100m)2] = 5[m2+—_][s2+(100m)?]

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
“1(7 -1 1227 4W2ms 16V2m
L HI}=L {5 ( T + }

n2 4+ )@s+12)  S[m2+r][s?2+(100m)2]  5[n?4—=][s2+(100m)?]

_ 1227 -1 3% __ 4Verm £_1{ s } n 16v2m L_l{ 11007 }
53(n2+-) S+ )  s(m2e=) s2+(100m)2)  5(n2+—_—)100m $2+(1007)2
LGl (e %) — LZTL; (cos 1007t) + Lzl (sen 1007t)
5(1‘[2+E) 5(n2 +E) 125(”2+E)
La cual indica la corriente eléctrica en el circuito en cualquier tiempo t.

Quedando: [ =

La grafica 3.4.2 indica la Intensidad de corriente eléctrica del circuito eléctrico con
respecto al tiempo, fluyendo en diferentes direcciones considerandose asi un
circuito de corriente alterna, con una corriente maxima de 0.7 A, corriente minima
de -0.027 A, tiempo de propagaciéon de onda de 0.02 s y una frecuencia de 50 Hz.

Corriente c-a en circuito RL

0,8

Imax=0.7 A

Intensidad de corriente

t=Tiempo (s)

Grafica 3.4.2 Intensidad de corriente eléctrica con respecto al tiempo en un circuito RL de corriente
alterna.
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Ejemplo 16:
Se tiene un circuito RL en paralelo
(Figura 3.4.5), en donde se conectan
tres bobinas con resistencia R;=15 Q,
R,=65 Q y R;=120 Q e inductancias
L; =3 HyL,=2.5H con un generador
de voltaje E(t)=300 Volts. Determine:
a) Las corrientes (1) que fluyen
en el tiempo t (s), después de
que se cerro el circuito.
b) Graficar las corrientes con respecto al tiempo.
c) Indicar que direccion toman las corrientes en el circuito eléctrico.

Figura 4.4.4 Circuito RL en paralelo

Figura 3.4.5 Circuito RL conectado en paralelo

Formulaciéon matematica. Sea E(t) el suministro de voltaje que es igual a la suma de
caidas de voltaje de los inductores y resistores en el circuito en paralelo. Por lo
tanto, las ecuaciones estan dadas por:

dl,
LlE + Rlll + Rzlz - E(t)

dl;
dt
Aplicando la primera ley de Kirchhoff:

L=5L+1
Sustituyendo la corriente I; en las ecuaciones anteriores:

L2 + R111 + R3I3 = E(t)

dl
L, d—tz + (R, + Ry, + Ryl = E(t)

dl
L, d_t3 + (R, + R)Ils + Ry, = E(t)

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores los valores de resistencia, inductancia y
voltaje aplicado:

dl,
3—2+80 L+ 1513 =300 . (1)
dls
25—>+ 13515 + 151 =300 . .. (2)

Puesto que en tiempo cero el circuito se encuentra abierto, no existe flujo de
corriente eléctrica por lo que: I,(0) = I5(0) = 0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.
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Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

L{3I', +80 I, + 1513} = L{300} L{2.5I'3 + 13515 + 15 I,} = L{300}
_ _ - 300 - - - 300
3(512 - 12) + 80 12 + 15 13 = _S 25(5[3 - 13) + 135 13 + 15 12 = T
Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:
_ _ - 300 - - - 300
3sI, —3(0)+801,+151; = — 25513 —25(0)+1351;+ 151, = -
_ - - 300 - - - 300

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:
e Despejando I, de la ecuacion 3:

- 300 1505
IZ = -
s(3s+80) 35+80

e Sustituyendo I, en la ecuacion 4:

_ _ 300 1513 ] _ 300
2.5s5I3 + 13513+ 15 [s(3s+80) 3S+80] -

e Simplificando y despejando I;:

N

= 225 300 4500
L[25s - +135) =22
(3s+80) s s(35+80)
1 1
T s _ s(35+80) _ 120s+2600
13 =300 [7.5 52+6055+1057sl 4500 [7.5 52+6055+1057sl - s(s+25.61)(s+55.0567)
35+80 35+80

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:

1T 1 1205+2600
L7 =L {s(s+25.61)(s+55.0567)}

1
s+25.61

L[} = 1.8439L1 {%} +0.6275L"1 { } — 2.4714L71 {;}

s+55.0567

Quedando: I; = 0.6275(e2561t) — 2.4714(e~550567 1) + 1.8439
La cual nos indica la cantidad de corriente tres en cualquier tiempo.

e Despejando I, de la ecuacion 2 y resolviendo:

I, = 20—%1’3 —91,
I's = —16.0703(e~2561t) 4 136.0671 (e~ 550567 t)
I, = 20 — = [~16.0703 (e "2551¢) 4 136.0671(e 55957 ©)]
—9[0.6275(e~2561t) — 2.4714(e 559567 t) 4+ 1.8439 |
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Quedando:
I, = —2.9691(e™2>61t) — 0.43525(e~5505671) 4+ 3.4049
La cual nos indica la cantidad de corriente dos en cualquier tiempo.

e La corriente uno es la suma de las dos corrientes anteriores, por lo tanto:

L=5L+I
I, = —2.9691(e~2>61t) — 0.43525(e~5505671) 4+ 3.4049

+0.6275(e~2561t) — 2.4714(e~>>0567t) + 1.8439
Quedando:
I, = —2.3416(e~25611) — 2.90665(e°50%671) + 5.2488
La cual indica la cantidad de corriente uno en cualquier tiempo.

La grafica 3.4.3 indica la Intensidades de corriente eléctrica del circuito eléctrico
paralelo con respecto al tiempo, fluyendo las corrientes en una sola direccién

considerandose asi un circuito de corriente continua, con una corriente maxima de
5.248 A.

Corriente c-c en circuito RL paralelo

I, max (0.78)=5.248 A

I, max (0.78)=3.404 A

Intensidad de corriente

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
t=Tiempo (s)

Grafica 3.4.3 Intensidad de corriente eléctrica con respecto al tiempo, en un circuito RL paralelo de
corriente continua.
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3.4.2 Circuitos RC

La capacitancia es la propiedad de un _

circuito eléctrico que le permite mediante un L H%
campo electrostatico almacenar energia R = - . y
eléctrica y liberar esta energia posteriormente. %} T .

Se Puede introducir capacitancia a un circuito *
eléctrico con un dispositivo llamado capacitores. T

La capacitancia esta definida por la  Figura 3.4.6 Circuito RC en paralelo y
siguiente ecuacion: serie

C=Q/E

Donde C es la capacitancia, dada en farades (F), Q es la carga en una placa

medida en coulombs (C) y E es la caida de tension del capacitor. Entre la carga Q

. . . do
existe una relacion con la corriente: [ = p

Un circuito con resistencia (R) y capacitancia (C) se conoce como un circuito
RC y pueden estar conectados en serie 0 en paralelo. (Figura 3.4.6).

Al conectar el capacitor en un circuito, inicialmente se encontrara descargado
es decir no contiene energia eléctrica por lo tanto Q = 0 en t = 0. Cuando comienza
a fluir la corriente eléctrica empezara a cargarse el capacitor, de forma que una vez
alcanzada la carga maxima, la intensidad de corriente en el circuito es cero.

Para ver el uso de esta ecuacion y explicar el circuito RC se propone el
siguiente problema, utilizando la transformada de Laplace para resolverlo.

Ejemplo 17:

Se tiene un circuito RC en serie, en donde se conecta
una resistencia de 200 Q y un capacitor de 2.5x104 F,
con un generador de voltaje E(t) (Figura 3.4.7).

Determine la carga del capacitor (Q) y la corriente que

fluye en el tiempo t (s), después de que se cerr6 el

circuito, si el generador de voltaje E(t) esta dado por:
E(t) = 100e~>t (Volts)

Figura 3.4.7 Circuito RC en serie

Al igual graficar la carga del capacitor y la corriente con respecto al tiempo y resaltar
el punto en que la carga llega a su maximo y la intensidad de corriente a cero
amperes, indicando que direccion toma la corriente del circuito RC.
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Formulacion matematica. Sea E(t) el suministro de voltaje que es igual a la suma de
caidas de voltaje del capacitor y resistor en el circuito. Por lo tanto, la ecuacion esta
dada por:

Q  Q
RE + E_E(t)

voltaje del resistor + wvoltaje del capacitor = voltaje aplicado
Sustituyendo en la ecuacién anterior los valores de resistencia, capacitancia y

. . ) aQ Q — -5t
voltaje aplicado: 200 pri e 100e

En tiempo cero la carga del capacitor es cero, por lo tanto:

Q(0)=0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
’ Q _ -5t
L{ZOOQ + 5 % 10— } = L{100e"}
200L{Q'} + 4000 L{Q} = 100L{e5¢}
200(sQ — Q) +400Q = 100

Sustituyendo las condiciones iniciales:
100

200s0 — 200(0) + 4000Q = =

s+5

Simplificando:
g= 100 _ 1 20
T (s+5)(200s+4000) ~ 30(s+5)  3(200s5+4000)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
1

Ay eeif 1 20 _ L) 20 g 2005

L0 = £ s s} = 5 () s 7
oY, -s5ty_ 1, —20t

Quedando: Q = - (e™") — - (e7*%)

La relacion que existe entre la carga Q y la corriente |, esta dada por:

I = %; Por lo que al derivar Q se obtiene I:

— _ Y. -5ty 2.,-20t
I'=—-(e™)+3(e™™)

La grafica 3.4.4 indica la carga e Intensidad de corriente eléctrica del circuito
eléctrico en serie con respecto al tiempo, fluyendo la corriente en una sola direccion
considerandose asi un circuito de corriente continua, con una carga maxima de
0.0157 C al tiempo de 0.09 s.
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Carga y Corriente c-c en circuito RC

0,02 0,5
0,018 0,45
0016 Q max (0,09)=0,0157 C 04 <
— 0,35 &
% 0,014 03 g
s 0,012 ’ S
a > 025 o
o ©
o 001 02 =
S <
S 0,008 015 G
3] 01 £
n 0,006 k=
c 0,05 I
0,004
0
|
0,002 | \ 0,05
! Imin(0,09)=0A
0 ! 0,1
0 0,1

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 11 1,2

t=Tiempo (s)
e Carga de la placa

Intensidad de corriente

Gréfica 3.4.4 Carga e Intensidad de corriente eléctrica con respecto al tiempo, en un circuito RC en serie
de corriente continua.

3.4.3 Circuitos RLC

Se le conoce como circuito RLC a
aquellos circuitos que tienen las tres
propiedades; Inductancia (L), capacitancia (C)
y resistencia (R) y pueden estar conectadas
en serie 0 en paralelo.

Figura 3.4.8 Circuito RLC en serie y paralelo

Ejemplo 18:
Encuentre la carga en el capacitor de un circuito RLC en serie (Figura 3.4.8.),
cuando la inductancia L=5/3 H, la resistencia R=15 Q, la capacitancia C=1/30 F, la
carga en tiempo cero Q (0)=0 C y la corriente en tiempo cero 1(0)=0 A.
si el generador de voltaje E(t) es:

E(t) = 300 Volts

Graficar la carga del capacitor y la corriente con respecto al tiempo y resaltar el
punto en que la carga llega a su maximo y la intensidad de corriente a cero amperes,
indicando que direccién toma la corriente del circuito RCL.
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Formulacion matematica. Sea E(t) el suministro de voltaje que es igual a la suma de
caidas de voltaje del inductor, capacitancia y resistor en el circuito. Por lo tanto, la
ecuacion esta dada por:

Q

Ldl + RI + = E(t)
dt c

voltaje inductor + voltaje resistor + voltaje capacitor = voltaje aplicado

La relacion que existe entre la carga Q y la corriente |, esta dada por:
d i ., .
I = a_(f; Por lo que al sustituir | en la ecuacion anterior:

d*Q dQ Q
LW+RE+E E(t)

Sustituyendo en la ecuacion anterior los valores de resistencia, inductancia,
capacitancia y voltaje aplicado:
5 d*Q aQ @

§ 74'15—-{-% = 300

En el tiempo cero: Q(0) =0y Q'(0) =0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
5
L{§ Q" +10Q' +30Q } = L{300}

EL{Q”} + 15 £{Q'} + 30L{Q} = £{300}
300

-(SZQ —5Q — Q) +15(sQ — Q) +30Q = —
Sustltuyendo las condiciones iniciales:

2Q - —(0) - —(0) + 1550 — 15(0) + 300 = ﬂ
Slmpllflcando.

= 300 10 20 10

Q= s(gsz+153+30) ? T 543 + s+6

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
-1y — ,p-1{10 _ 10 ) _ -1 (1] _ -

L {Q} =L {s s+ + s+6} =10£ {s} 20L { }+ 10L~ {s+6}

Quedando: Q =10 — 20(e‘3t) +10(e™%)

La relacion que existe entre la carga Q y la corriente |, esta dada por:
I = ‘Z—f; Por lo que al derivar Q se obtiene I:
I = 60(e 3t — 60(e™ %)
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La grafica 3.4.5 indica la carga e Intensidad de corriente eléctrica del circuito
eléctrico en serie con respecto al tiempo, fluyendo la corriente en una sola direccion
considerandose asi un circuito de corriente continua, con una carga maxima de 10
C al tiempo de 4.5 s.

Carga y Corriente c-c en circuito RLC

12 ' 16
]
]
:Q max (4.5)=10 C 14
10 :
| <
— | 12 —
O | g
= g |
| 0 £
a | S
®© |
© 6 | 8 %
© ! o
© |
> I 6 o
g 4 : 3
1l \ b=
g ) 4 m
2 ! -
| 2
|
i I min (4.5)=0 A
0 ! 0

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5
t=Tiempo (s)
— carga de la placa

Intensidad de corriente

Gréafica 3.4.5 Carga e Intensidad de corriente eléctrica con respecto al tiempo, en un circuito RLC en serie de
corriente continua.
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Ejemplo 19:
Del ejemplo anterior, considerar ahora que el generador de voltaje es:
E(t) = 50cost Volts

Graficar la carga del capacitor y la corriente con respecto al tiempo y resaltar el
punto en que la carga llega a su maximo y la intensidad de corriente a cero amperes,
indicando que direccién toma la corriente del circuito RCL.

5d2Q dQ Q@
3 dr 15E+I 50cost

30
En el tiempo cero: Q(0) =0y Q'(0) =0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
5

L{§ Q" +15Q' +30Q } = L{50 cos t}

5

—L{Q”} + 15 £{Q'} + 30L{Q} = 50L{cos t}

_(SZQ —sQ—0Q")+15(sQ — Q) +30Q = 50( 2+1)

Sustituyendo las condiciones iniciales:
252Q —2(0) —2(0) + 155Q — 15(0) + 30Q =

Simplificando:
7= 50s _ 60 3 51s 27
- (sz+1)(§sz+155+30) T 37(s+6)  s+3 | 37(s2+1) | 37(s2+1)

50s
s2+1

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
LY=Lt {—60 I 1 }

37(s+6) s+3  37(s2+1)  37(s%2+1)

T Cor kT e A o R Feret

Quedando: I = —( —6t) — 3(e73Y) + (cos t) + = (sen t)

La relacion que existe entre la carga Q y la corriente |, esta dada por:
d . .
I = d—f; Por lo que al derivar Q se obtiene I:

— _ 360, -6t -3ty _ 51 27
I = 37(e )+9(e™"h) 37(sent)+37(cost)
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La grafica 3.4.6 indica la carga e Intensidad de corriente eléctrica del circuito
eléctrico en serie con respecto al tiempo, fluyendo la corriente en diferentes
direcciones considerandose asi un circuito de corriente alterna, con una carga

maxima de 1.55 C al tiempo de 6.8 s, tiempo de propagacion de onda de 6.3 s y una
frecuencia de 0.16 Hz para el capacitor.

Carga y Corriente c-a en circuito RLC

2,5

2 2
Q max (6.8)=1,55C <
O 15 15 @
3 3
g 1 1 E
o S

fo)

o 05 05 S
© he}
> 3
2 0 0 3
o 0 12 5 S
G 05 0,5 <
u

-1 -1

B T T e P PP S T=63s -1,5

F=0,16 Hz
2 2

t=Tiempo (s)

e Carga de la placa Intensidad de corriente

Gréfica 3.4.6 Carga e Intensidad de corriente eléctrica con respecto al tiempo, en un circuito RLC en serie de
corriente alterna.
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3.5 Aplicaciones en Diseiio de equipo

3.5.1 Deflexién de vigas

Muchas estructuras como edificios o puentes se construyen mediante vigas,
recordando que una viga se puede definir como una serie de miembros estructurales
que se extienden y pueden soportar una carga.

El uso de vigas estd sumamente extendido por lo cual se utilizan en la
construccion desde rascacielos a plantas quimicas de cualquier area.

Una viga horizontal uniforme que se encuentra sostenida unicamente en sus
extremos y en ausencia de cualquier carga (incluido su peso) presenta un eje
longitudinal de simetria en forma de linea recta (Figura 3.5.1a). Al aplicar la fuerza
de su propio peso o por influencia de alguna fuerza externa, la viga se pandearia o
deformaria a esta deformacion se le llama deflexién (Figura 3.5.1b).

Figura 3.5.1 Deflexién de una viga horizontal
(a) Eje de simetria lineal (b) Curva de deflexion

Un modelo matematico adecuado de la curva de deflexidon es la ecuacidn

diferencial de cuarto orden:
4

d
El d_x}‘: =w
Dénde:

e Elproducto EI se denomina rigidez constante a la flexion de la vida y depende
de E que es una constante conocida como médulo de Young de elasticidad
del material de la viga, e I que es el momento de inercia de un corte
transversal de la viga.

e w es la densidad de la fuerza actuando verticalmente sobre la viga en un
punto x.

La integracion de la ecuacion anterior nos da
sy _ )
Elﬁ =wx + A,
de una segunda integracién se obtiene
2
E12Y =2wx? + Ax + B;
dx? 2
una mas da
EI%2 =1wxd +14x? + Bx + C;
dx 6 2
y finalmente la integracién final queda
Ely = 2—14wx4 + %Ax3 + %sz + Cx +D.
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Donde 4, B, C y D son constantes que se determinan por el modo en que la viga esta
sujeta en sus extremos, donde x = 0 y x = L. (Tabla 3.5).

Empotrada en el extremo
Simplemente apoyada en Empotrada en ambos extremos izquierdo vy libre en el
ambos extremos extremo derecho

y=y" y=y'=0 y'=y"=0
y(0) = y”(O) =0 y(0)=y'(0)=0 y'(0)=y""(0) =0
y(L)=y"(L)=0 y(L)=y'(L)=0 y'(L)=y"(L)=0

Tabla 3.5. Condiciones a la frontera segun el soporte de las vigas

Las condiciones de la tabla 3.5 junto con la ecuacion diferencial de cuarto
orden, constituyen un problema con valores en la frontera.
Para entender el uso de esta ecuacion se proponen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 20:

Una viga horizontal de acero de longitud L, que se encuentra unida por una bisagra

en cada extremo, se flexiona bajo la accion de su propio peso y de una carga

comprensiva P (Figura 3.5.2).

(a)Hallar la deflexion como una

funcion de x, P,w,El y L. Con las

condiciones de frontera

correspondientes a su soporte.

(b) Graficar la deflexion de la viga

de acero suponiendo los

siguientes valores:

Longitud L =400 cm, modulo

Young E =5x102g/cm-s?,

fuerza de su peso w=5EI,
seccion transversal circular I = 2.04 cm* y una fuerza compresiva P =
2.6 X 108 dyn.

(c) Encontrar la deflexibn maxima para la viga de acero, con las condiciones
mencionadas anteriormente.

Figura 3.5.2 Deflexién de una viga horizontal de acero

Formulacion matematica. La deflexidon de una viga satisface la ecuacion de cuarto

d4-
orden: EIZ2=w
dx*
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La viga esta unida o empotrada tanto en su extremo izquierdo (x = 0) como en el
derecho (x = L). Por lo tanto, las condiciones a la frontera son:

y(0) =0, y'(0) =0, y(L) =0, y'(L)=0
Al aplicar y'(0) = 0 implica que la contante C es igual aceroy y'(L) = 0 da:

EI(0) = <wL? + 5 AL* + BL + C;
Lo que permite concluir que B = —%wL2 — %AL
Al aplicar y(0) = 0 implica que la contante D es igual a ceroy y(L) = 0 da:
EI(0) = —wL* +=AL® + - BL? + CL + D;.
Lo que permite concluir que: A = — %WL

Sustituyendo A enB: B = %WLZ

Al sustituir las dos constantes encontradas en la ecuacion de segundo orden nos
queda la siguiente ecuacion diferencial, que satisface la deflexion de la viga
a? 1 1
empotrada en ambos extremos: Eld—xz = waz - EWLx + B
La fuerza de compresion se suma en la ecuacién diferencial anterior, obteniendo:
d? 1 1
EIZ2+ Py =-wx? —-wlLx + B
dx 2 2

Con condiciones a la frontera: y(0) =0y y'(0) =0

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:

1 1
L{Ely” + Py — waz + EwLx} = L{B}

EIL{y"}+ PL{y} — %WL{xZ} + %WLL{)C} = L{B}

2— I; — 1 2 1 1)\ E
El(s y—sy—y)+Py—Ew(S—3)+EwL(s—2) =2
Sustituyendo las condiciones iniciales:

EIs?y — EIs(0) — EI(0) + Py — %+ 22 = =

S
Simplificando:
— B _ wL + w
y_s(E152+P) 252(EIs2+P) = s3(EIs2+P)

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

_ B wL w
L_l — L_l{ _ + }
{y} s(EIs2+P)  2s2(EIs%2+P)  s3(EIs%+P)
—1(— _1 (PB—wEI wlL w SEI[PB—WEI] WLEI PB-wEI ._1 (1
L = LR s e f= 2o e 1)
P2s 2Ps?  PS3 P2(EIs?+P) 2P(EIs?+P) P2 s
1 |2
wL ._q1(1 w o._q1 (12! EI[PB—WEI] ._ s WLEI _ EI
MLpeafd) e 1) L1 N 1) NE
2P 52 P-2! Sz+1 PZEI EI P P EI P
_2+ - 2P-El- |— —SZ+ -
B EI El EI EI
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. _ PB—wEI _ W_L i 2\ _ PB—wEI i wL i
Quedando: y = 55 (x) + s (x*) — <cos \/;x> + ZPJE <sen\/;x>
El

. 1 .y .
Sustituyendo B = EWLZ en la ecuacion anterior:

1 2
__wL W2y 2P TWEL L wL L
a) y= 2P(x)+zp(x)+ 2 1 — cos X +2P'JE sen |—x
EI

Esta ecuacion indica la deflexion de la viga en cualquier punto x.

b) Sustituyendo los valores de Longitud, modulo Young, fuerza de su propio
peso, seccion transversal circular y de la fuerza compresiva en la ecuacién
anterior:

2.6 x 108
4.08 X 102cm2

+19.6576 x 108cm* <sen /% x) +39.2308 x 103cm?(x?)
4.08X10*“cm

c) La grafica 3.5.1 indica la deflexién de la viga con respecto a su longitud, con
una deflexion maxima de -1.514x10"9 cm”4.

y = —15.6923 X 106cm3(x) — 18.5089 x 10’ cm*| 1 — cos

Curva de deflexion dy/dx

1,00E+09
s
<
£
£ -
et 0,00E+00—~ - | e
2 -50 0 "S._ 50 100 150 200 250 300 350 -°" 400
© Sso | Prag
o Ssq ! -7
S -1,00E+09 Ssel ! el
g ‘-‘~~ | - -
= Dl TSRS ! _____ -
K
© max= -1,514x10"9 cm”"4
8 -2,00E+09 y
[
>
-3,00E+09
-4,00E+09

x= Longitud de la viga (cm)

Gréfica 3.5.1 Deflexion de una viga horizontal bajo presioén de su propio peso y una carga compresiva.
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3.6 Aplicaciones a problemas de crecimiento y decaimiento.

La ecuacion diferencial d—: = ax, dice que la tasa de cambio de una cantidad x

es proporcional en cualquier instante a x precisamente.

Si la constante de proporcionalidad; a es positiva y x es positivo, entonces
dx/dt sera positivo y x aumentara. En este caso se habla de problemas de
crecimiento.

Por otro lado, si a es negativa y x es positivo, entonces dx/dt sera negativo y
x decrecera, entonces se habla de problemas de decaimiento.

3.6.1 Desintegracion radiactiva
La tasa de desintegracion de una sustancia radiactiva (%) es proporcional en
cualquier instante, a la cantidad de sustancia radiactiva(x) que esta presente en un
tiempo determinado.
Para entender el uso de la ecuacion anterior, se proponen los siguientes
ejemplos:
Ejemplo 21:
El isotopo radiactivo C'* (carbono 14) tiene una vida media de 5,600 afios
aproximadamente. Un analisis de los restos fosiles de un dinosaurio muestra que
contiene el 5% de la cantidad original de isotopo radiactivo. Asumiendo que la vida
media del C'* es aproximadamente 5,600 afios, determinar:
a) Una ecuacion que indique la cantidad de carbono 14 en cualquier tiempo.
b) La edad del fésil.
c) Graficar la tasa de desintegracion radiactiva con respecto al tiempo.

Formulacién matematica. Sea x el porcentaje de isotopo radiactivo C'* presente en
el fosil después de t afos. Luego dx/dt es la tasa de cambio de esta cantidad en

el tiempo y esta dada por:

dx_
dt—ax

Puesto que inicialmente la cantidad de C'* es del 100%, se tiene que x = 100 en
t = 0. Asi, la formulacién matematica completa es:
x' —ax =0
Bajo condiciones iniciales: x(0) = 100
Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{x"—ax}=L{0}
L{x'} — a L{x} = L{0}
(sx —x)—kx=0
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Sustituyendo las condiciones iniciales:
sx —100—kx =0
Simplificando:
%= 100
(s—k)
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
Mgy = 5 =100 £ {2

Quedando: x = 100(e*?)

Despejando la constante k, bajo condiciones de la vida media del carbono 14 es
decir que x=50 en t=5600 afnos.

50 = 100(e*(5600)

50

100
1

In - = 5600k

1
Il’li

k=5500

— 5600k

lnl
(a) Por lo tanto: x = 100 <e?ozot>
La cual indica la cantidad de carbono 14 en cualquier tiempo t.

(b) Despejando t, para determinar la edad del fosil:

x = 100(e*?)
In%
5=100( e5600"
5 In% .
——— = 25600
100 °
1
5 In 7
In— = t
1700 ~ 5600
5
Inm
£ = 5600 —~ = 24,202.79 afios.
In 7
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(c) La grafica 3.6.1 indica el porcentaje de isotopo radiactivo carbono 14, con
respecto al tiempo.

Tasa de desintegracién radioactiva dx/dt
100

90
80
70
60
50

40

x= % Isotopo radiactivo C14

30

20

10

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
t=Tiempo (afios)

Gréfica 3.6.1 Tasa de desintegracion radioactiva del isotopo carbono 14.

Ejemplo 22:

Una sustancia radiactiva R1 decae dentro de una sustancia R2 que también es
radiactiva. En el tiempo t, hay N1 de atomos de R1y N2 atomos de Rz, los cuales
estan relacionados mediante las ecuaciones:

dN; _ N
dt a1V
dN, —aN N
dt = a1V — aaiN;

Sujetas a las condiciones de que N1=Noy N2=0, cuando t=0.

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, obteniendo N1y N2 en funcién de
t, a1y a;.

Formulacion matematica. Sea N; y N, el numero de atomos de las sustancias
radiactivas R1 y Rz respectivamente, después de t afos. Luego % y % son las

tasas de cambio para cada sustancia de esta cantidad de atomos respecto al tiempo
y estan dadas por:
dN, dN,

ar —a;Ny; ar a; Ny — az N,
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Puesto que inicialmente hay No y O atomos en las sustancias N1 y N2
respectivamente, se tiene que N; =N, en t=0y N, =0 en t=0. Asi, las
formulaciones matematicas completas son:

Ni+a Ny =0 (D)

Bajo condiciones iniciales: N;(0) = N,, N,(0) =0

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales formado, por el método de la
transformada de Laplace.

Se calcula la transformada de Laplace para ambas funciones:

L{N'y + a;N;} = L{0} L{N'; + a;N, — a; N, } = L{0}

sNy—N;+a; N, =0 SNy — N, + a, N, —a;N; =0
Sustituyendo las condiciones iniciales y dejando las incognitas del lado izquierdo:

sN; —(Ng) +a; N; =0 sN, — (0)+a, N, —a;N; =0

sN;+a; N; = Ny ........(3) sNy+ ay Ny —a;N; =0.......(4)

Se resuelve el sistema de ecuaciones formado:
e Despejando N, de la ecuacion 3:

J— _ NO
1 (s+ayq)

e Sustituyendo N, en la ecuacién 4:

Ny
(s+ayq)

SIV2+a21V2—a1[ ]=O

e Simplificando y despejando N,:

No[s + az] = a4 [ Nol)]

(s+a

No
= N 1
szallﬂl:al[ 0 al'NO[

s+ay sZ2+(aq+az)s+(aqaz) - (s+aqp)(s+ay)
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo:
L_l{lvz} = a1 " NO,L_]' {—1 }

(st+ai)(s+az)
1077 _ (XlNo -1 1 alNO -1 1
L {NZ} - ar—a, L {S+d1} + a1—ay L {S+d2}

N _ N, _
Quedando: N, = 220 (g-aity 4 &1l (p-ast)
az—0ay a;—ay
La cual indica la cantidad de atomos en la sustancia Rz en cualquier tiempo t.

e Despejando N; de la ecuacién 2 y resolviendo:

a, 1
N]_ = _Nz +_N 2
aq aq
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(—ay)(@iNg) , _ (—azx)(@iNg) , _
N2 - alz 061 ; ( “ t)+ 21—0512 ; ( az t)

N1 _ % [ a1Ng (e_“lt) + 111\’o (e—azt)] [( 0-’1)(0511\’0)( —aq t) _I_( az)(aﬂvo)( _azt)]

ap Laz—aq A= a1—az

Resolviendo:
= %2No (p-ayt 6121\’0 —at 6111\’0 —agt a2No  —a,t
Ny = 22 (oot 4 Lol (pranty _ A1l (poenty G20 (pmaty

Quedando: x, = Ny(e %1t)
La cual indica la cantidad de atomos en la sustancia Rz en cualquier tiempo t

3.6.2 Crecimientos Poblacionales

La tasa de variacion o cambio de la poblacion de una especie p en el tiempo
. d . . .y . . 'y .
t es decir d—’; y al no existir emigracion ni inmigracién es igual a r - p(t) en donde r

representa la diferencia entre las tasas de natalidad y mortalidad de la especie. El
modelo mas simple es conocido como la ley de Malthus para el crecimiento de una
poblacién y considera a r como una constante, es decir que no depende ni del
tiempo ni de la poblacion. Entonces la ecuacién diferencial se escribe como:

dp
dt b

en donde a es una constante de proporcionalidad.
Para ver el uso de esta ecuacién se proponen los siguientes ejemplos:

Ejemplo 23:
El numero de bacterias en cierto cultivo crece de 5,000 a 15,000 en 10 horas.
Suponiendo que la tasa de rapidez de crecimiento es proporcional al nimero de
bacterias, encontrar:
a) Una ecuacion que determine el numero de bacterias en el cultivo al tiempo t.
) Calcular el numero de bacterias al cabo de 20 horas.
c) ¢Cuando llegara a 135,000 el numero de bacterias?
) Graficar el crecimiento poblacional del cultivo de bacterias.

Formulacion matematica. Sea p el numero de bacterias en el cultivo después de
cierto tiempo t . Luego dp/dt es la tasa de cambio de esta cantidad en el tiempo y
esta dada por:
dp
T
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Puesto que inicialmente el numero de bacterias es de 5,000 se tiene que p = 5000
en t = 0. Asi, la formulacion matematica completa es:

p —ap=20
Bajo condiciones iniciales: p(0) = 5000

Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacion, con ayuda de la tabla 1:
L{p' —ap}=L{0}

L{p'} — a L{p} = L{0}

(sp—p)—kp=0

Sustituyendo las condiciones iniciales:
sp—5000—kp =0
Simplificando:
_ 5000
P =60

Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:

£Mpy = £ 22} = 5000 £ {-=]

Quedando: p = 5000(e*?)

Despejando la constante k, bajo condiciones del crecimiento de bacterias
registrado, es decir que p=15000 en t=10 horas.

15000 = 5000(e*19)
15000

5000
In3 =10k
_ In3

T 10

— 10k

I3,
(a) Por lo tanto: p = 5000 (e 10 )
La cual indica el crecimiento de bacterias en el cultivo en cualquier tiempo t.

(b) Numero de bacterias, después de 20 horas:

In3 20)
p = 5000 (e 10 ) = 45,000 bacterias
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(c) Tiempo en que el numero de bacterias es igual a 135,000:

Despejando t y sustituyendo el numero de bacterias:
p = 5000(e*t)

p = 5000 (e 10 )

I
L:e:rll—oBt
5000
p In3
In——— = —— ¢
"S000 ~ 10
D | 135000
t =10—2000 _ 19— 5000 _ 30 p0ras
In3 In3

(d) La grafica 3.6.2 indica el crecimiento bacteriano en el cultivo con respecto al

tiempo.
Tasa de crecimiento bacteriano dp/dt
400000
_g 350000
3
@ 300000
c
()
%) 250000
&
@
S 200000
Keo)
30)=135,000
& 150000 PED)
|
100000 i
p(20)=45,000 i
50000 t = ===t ad===cc===c====%===== 1
[} |
[} |
0 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t=Tiempo (h)

Grafica 3.6.2 Tasa de crecimiento bacteriano en el cultivo.
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Ejemplo 24:
Si en un analisis de una botella de leche pura de vaca se encuentran 600
organismos (bacterias) el dia de ser ordefiada, después de 24 horas es decir al
primer dia se encuentran 950 organismos, al tercer dia (72 horas) se pasteuriza la
leche eliminando gran cantidad de bacterias, determinar:

(a) El numero de bacterias que contiene la leche sin pasteurizar en cualquier

tiempo.
(b) Las bacterias contenidas en la botella, antes de ser pasteurizada.
(c) Graficar el crecimiento de bacterias en la leche, antes de su pasteurizacion.

Formulacion matematica. Sea p el numero de bacterias en la leche después de
cierto tiempo t . Luego dp/dt es la tasa de cambio de esta cantidad en el tiempo y
esta dada por:

dp_
ac P

Puesto que inicialmente el numero de bacterias en la leche es de 600 se tiene que
p = 600 en t = 0. Asi, la formulacion matematica completa es:
p'—ap =0

Bajo condiciones iniciales: p(0) = 600
Se calcula la transformada de Laplace para la ecuacién, con ayuda de la tabla 1:
L{p' —ap}=L{0}
L{p'} — a L{p} = L{0}
(sp—p)—kp=0
Sustituyendo las condiciones iniciales:
sp—600—kp =0
Simplificando:

_ 600

p =
(s—k)
Aplicando las propiedades de la transformada inversa y resolviendo con tabla 1:
—1¢= _ r—1(600) _ _1( 1
£ipy = £ {2 = 600 L7 {5

Quedando: p = 600(e*t)

Despejando la constante k, bajo condiciones del crecimiento de bacterias
registrado, es decir que p=950 en t=24 horas.
950 = 600(ek9)
950 _ om
600
n 12
"12

k=
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InE
(@) Por lo tanto: p = 600 (elet>

La cual indica el crecimiento de bacterias en la leche antes de su pasteurizacion en
cualquier tiempo t.

(b) Numero de bacterias en la leche, después de 72 horas:

I19

2(72) .
p=600(e 24 = 2,382 bacterias

(c) La grafica 3.6.3 indica el crecimiento bacteriano en la leche con respecto al
tiempo, antes de su pasteurizacion.

Tasa de crecimiento bacteriano dp/dt

900

2400 p max= 2382
1
o !
2 2100 1
o) |
< ]
Q !
o |
© 1800 ;
c ]
) 1
» 1
8 1500 1
2 I
(&) |
@ !
o)
" 1200 :
Q 1
]
]
)
|
|
|
1

600
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

t=Tiempo (h)

Gréfica 3.6.3 Tasa de crecimiento bacteriano en la leche pura de vaca.
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CONCLUSIONES

El uso de La transformada de Laplace como método alterno para la resolucion
de ecuaciones diferenciales lineales, es un método sencillo, que permite resolver
este tipo de ecuaciones por medios algebraicos, lo cual, en algunos casos, facilita
la resolucion de la ecuacion. Es por ello, que este documento ofrece un numero
considerable de ejemplos, que invitan al alumno a utilizar la Transformada de
Laplace para resolver ecuaciones diferenciales y mas aun, en aquellas ecuaciones
donde la solucion por métodos comunes es mas complicada.

Para estudiantes de Ingenieria quimica, se espera que este documento sea
de gran apoyo, para aprender el método de la transformada de Laplace y ponerlo
en practica en los problemas que se presentan en las distintas asignaturas de la
carrera. Ya que, en este material se plantearon una gran variedad de problemas
tedricos de estas asignaturas, asi como la solucion detallada y en algunos de ellos
la representacion grafica del problema planteado.

Se desea que este documento logre su cometido de favorecer el aprendizaje
de los alumnos y servir de apoyo a los profesores, ya que este es el objetivo
primordial de esta tesis.
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RECOMENDACIONES

1. Para favorecer una mayor capacidad de entendimiento y aprendizaje en los
alumnos, es conveniente que las ecuaciones diferenciales que se plantearon
en este documento sean resueltas por métodos tradicionales, con el fin de
comparar los resultados obtenidos por ambos métodos.

2. Se recomienda extender el documento, haciendo el uso del programa
matematico MATLAB, programando y realizando hojas de calculo para los
problemas planteados, con el fin de agilizar las resoluciones.
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