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de dos Fluidos Inmiscibles en un Microcapilar

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN INGENIERÍA
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1.2. Flujos electrocinéticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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2.1.3. Conservación de la Enerǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2. Electrohidrodinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2.1. Ley de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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3.1.5. Campo de velocidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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5.2. (a) Distribución del potencial eléctrico a través de los microcapilares para dife-

rentes valores del potencial zeta adimensional en la pared microcapilar, y (b) los

correspondientes perfiles de velocidad adimensional. Se utilizaron los siguientes
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valores del parámetro electrocinético κ̄i, y (b) los correspondientes perfiles de

velocidad adimensional. Se utilizaron los siguientes parámetros: µr̄ = 15, κ̄s = 30,
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nales utilizados en el presente análisis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

v



Nomenclatura

Nomenclatura

a constante de sensitividad para el indice de consistencia, K−1

Bµ constante de sensitividad para la viscosidad, K
Bσ constante de sensitividad para la conductividad eléctrica, K−1

Ca número de capilaridad, Ca = εiEψc/γT
Cp calor especifico, J kg−1 K−1

e carga elemental sobre un electrón, C
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n−1
c R1/h

n
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εr relación de permitividades, εr = εs/εi
ζ potencial zeta, V
Z coordenada radial adimensional correspondiente al fluido envolvente
η coordenada radial adimensional correspondiente al fluido interno
θ temperatura adimensional
κ inversa de la longitud de Debye, m−1

κ−1 longitud de Debye, m
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Abstract

In the first part of this thesis, the isothermal electroosmotic flow of two immiscible
fluids within a uniform microcapillary is theoretically studied. It is considered that there
is an annular layer of a liquid adjacent to the internal surface of the capillary wall, which
in turn surrounds an inner flow of a second liquid, both fluids are Newtonian and electri-
cally conductors. To carry out the theoretical analysis, the linearized Poisson-Boltzmann
equations, together with the momentum equations for both fluids that describe the elec-
troosmotic flow are analytically solved. At the interface between both fluids, which is
considered planar, shear and Maxwell stresses are taken into account as boundary con-
dition; in addition, at the interface we consider a zeta potential difference and a charge
density jump. The simplified equations are nondimensionalized and analytical solutions
are found, which describe the electric potential distribution and the flow field in both
fluids. The solution shows a strong influence of several dimensionless parameters on the
volumetric flow such as: µr, εr, ζ̄w, ∆ψ̄ and Q̄sf , and κ̄j which represent the ratio of
viscosity, the ratio of electric permittivity of both fluids, the dimensionless zeta potential
of the microcapillary wall, the dimensionless charge density jump and the charge density
between both fluids, and the electrokinetic parameters, respectively.

In the second part, a non-isothermal electroosmotic flow of two immiscible fluids within
a uniform microcapillary is theoretically studied. It is considered that there is an annular
layer of a non-Newtonian liquid adjacent to the inside wall of the capillary, which in turn
surrounds an inner flow of a second conducting liquid that is driven by electroosmosis.
The inner fluid flow exerts an interfacial force, dragging the annular fluid due to shear and
Maxwell stresses at the interface between the two fluids. The viscosity coefficients of both
fluids and the electrical conductivity of the inner fluid are considered to be temperature
dependent. The simplified equations are nondimensionalized, and an asymptotic solution
is determined using a regular perturbation technique. The results show that the annular
layer has the ability to ”lubricate”the capillary in the sense that its presence increases
the volumetric flow rate of the conducting fluid. Moreover, the temperature effects on the
physical properties of the fluids are found to modify the flow, temperature and electric
fields through the capillary.
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Resumen

En la primera parte del presente trabajo se estudia teóricamente el flujo electroosmótico
isotérmico de dos fluidos inmiscibles dentro de un microcapilar uniforme. Se considera que
hay una capa anular de un ĺıquido adyacente a la superficie interna de la pared capilar,
la cual rodea un flujo interno de un segundo ĺıquido, ambos newtonianos y conductores
eléctricamente. Para llevar a cabo el análisis, se resuelven anaĺıticamente las ecuaciones de
Poisson-Boltzmann linealizadas, junto con las ecuaciones de momento en ambos fluidos que
describen el flujo electroosmótico. En la interfase entre ambos fluidos, que se considera
plana, se tienen condiciones de frontera de esfuerzos cortantes y de Maxwell. Además,
en la interfase se considera una diferencia de potencial zeta y un salto de densidad de
carga. Las ecuaciones simplificadas son adimensionalizadas y se determinan soluciones
anaĺıticas que describen la distribución del potencial eléctrico y el campo de flujo en ambos
fluidos. La solución muestra una fuerte influencia de varios parámetros adimensionales en
el flujo volumétrico, tales como: µr, εr, ζ̄w, ∆ψ̄ and Q̄sf , y κ̄j que representan la relación
de viscosidad, la relación de permittividad eléctrica de ambos fluidos, el potencial zeta
adimensional de la pared del microcapilar, el salto de densidad de carga adimensional, la
densidad de carga entre ambos fluidos, y los parámetros electrocinéticos, respectivamente.

En la segunda parte, se estudia teóricamente un flujo electroosmótico no isotérmico de
dos fluidos inmiscibles dentro de un microcapilar uniforme. Se considera que hay una capa
anular de un ĺıquido no newtoniano, que sigue un modelo reológico de ley de potencias,
adyacente a la pared interior del capilar, que a su vez rodea un flujo interno de un segundo
ĺıquido conductor que es conducido por electroosmosis. El flujo de fluido interno ejerce una
fuerza interfacial, arrastrando el fluido anular debido a esfuerzos cortantes y de Maxwell
en la interfase entre los dos fluidos. Los coeficientes de viscosidad de ambos fluidos y la
conductividad eléctrica del fluido interno se consideran dependientes de la temperatura.
Las ecuaciones simplificadas se adimensionalizan, y usando la técnica de perturbación
regular se determina una solución asintótica. Los resultados muestran que la capa anular
tiene la capacidad de lubricar el capilar en el sentido de que su presencia aumenta el flujo
volumétrico del fluido conductor. Además, se observa que los efectos de la temperatura
sobre las propiedades f́ısicas de los fluidos modifican el flujo, la temperatura y los campos
eléctricos a través del capilar.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La fabricación de dispositivos a escalas micro y nano ha llevado a cambios inno-
vadores en nuestra capacidad de manipular pequeños volúmenes de fluidos o micro
y nanopart́ıculas contenidas en ellos. Esto ha originado que dichos dispositivos en-
cuentren una gran cantidad de aplicaciones, como son: la separación y el análisis
qúımico de part́ıculas, caracterización biológica, sensores, captura y el recuento de
células, microbombas y actuadores [3]. Para llevar a cabo estas tareas, se puede uti-
lizar un bombeo electroosmótico (EOP, por sus siglas en inglés), que se basa en el
fenómeno de la electroosmosis [4, 5]. Este fenómeno se refiere al movimiento de un
fluido electroĺıtico relativo a una superficie cargada estacionaria cuando se aplica un
campo eléctrico [6]. Sin embargo, la electroosmosis no puede utilizarse directamente
para la conducción de ĺıquidos no conductores o con muy baja conductividad eléctri-
ca, como aceite, etanol y sangre, entre otros. Para resolver esta situación, Brask et
al. [7] propusieron una bomba electroosmótica basada en el arrastre, donde un ĺıqui-
do conductor es conducido por flujo electroosmótico (EOF, pos sus siglas en inglés).
Lo anterior, ha tráıdo interés en el estudio de los flujos electrocinéticos de sistemas
multifásicos, que contienen interfases ĺıquido-ĺıquido sujetas a campos eléctricos.

El bombeo de fluidos no conductores se ha estudiado ampliamente. Gao et al. [8]
propusieron un enfoque en el cual el ĺıquido de alta movilidad electroosmótica se ha
utilizado como mecanismo de accionamiento para arrastrar el ĺıquido de movilidad
electroosmótica baja. Choi et. al. [9] estudiaron un flujo electroosmótico de dos flui-
dos en un microcanal considerando interacciones hidrodinámicas y electrostáticas
completas en la interfase ĺıquido-ĺıquido, donde se muestran los efectos electrostáti-
cos interfaciales. Mientras tanto, Su et al. [10] obtuvieron soluciones semi-anaĺıticas
para flujos transitorios electroosmóticos y presurizados de fluidos de dos capas en-
tre placas microparalelas, donde se incluye el esfuerzo de Maxwell en la interfase.
Una simulación numérica del flujo electroosmótico en una columna de una solución
acuosa rodeada por un ĺıquido inmiscible es estudiada por Movahed et al. [11], sus
resultados muestran los efectos en el campo de flujo del potencial ζ y la relación
de viscosidad de los dos fluidos. Liu et al. [1] presentan un estudio numérico pa-
ra un flujo electroosmótico bifásico circular, donde se bombea una capa periférica
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1.1. ANTECEDENTES

conductora de fluido, arrastrando el fluido interno.
Por el contrario, se ha observado que un campo eléctrico puede penetrar en un

ĺıquido dieléctrico conductor. Esto conduce a la formación de capas dobles en ambos
lados de la interfase [12]. Verwey y Niessen [13] fueron los primeros en describir
la doble capa eléctrica en la interfase de dos soluciones de electrólitos inmiscibles
como dos capas difusas que no interactúan, una a cada lado de la interfase. T.
Wandlowski et. al. [2] midieron, por una técnica de impedancia de ac, la capacitancia
diferencial de la doble capa eléctrica en las interfaces agua/nitrobenceno y agua /
1,2-dicloroetano, sus enfoques permiten tener en cuenta los efectos del tamaño de
iones finitos. Volkov et al. [14] presentaron una excelente revisión sobre el estado de
la teoŕıa con respecto a la doble capa eléctrica en una interfase ĺıquido/ĺıquido.

La doble capa eléctrica en la interfase aceite/agua es una región interfacial he-
terogénea que separa dos fases masivas de medios polarizados y mantiene una se-
paración espacial de cargas [14]. Como ocurre frecuentemente, algunos ĺıquidos son
débilmente conductores eléctricamente, y sin embargo en la interfase entre dos flui-
dos, se forma la doble capa eléctrica (EDL, por sus siglas en inglés). En este contexto,
la mayoŕıa de los estudios teóricos y numéricos para flujos electroosmóticos de dos
ĺıquidos en microcanales se han realizado en coordenadas cartesianas y no muestran
el efecto de la EDL formada en la interfase entre los fluidos. En este sentido, en la
primera parte del presente trabajo, se obtiene una solución anaĺıtica del flujo elec-
troosmótico, donde se tienen en cuenta los efectos electrocinéticos en las interfases
sólido-ĺıquido y ĺıquido-ĺıquido; En particular, se consideran fuerzas eléctricas y vis-
cosas en la interfase ĺıquido-ĺıquido. Nuestro análisis revela la importancia que tiene
la formación de la EDL en la interfase entre los fluidos inmiscibles y las propiedades
f́ısicas de los fluidos.

Las investigaciones antes mencionadas se refieren al estudio del flujo electro-
osmótico de fluidos newtonianos; Sin embargo, en muchas aplicaciones de flujos
electroosmóticos, los fluidos cuyo comportamiento reológico no es newtoniano se
transportan a través de microcanales. En este sentido, Huang et al. [15] analizaron
el modelo de flujo electroosmótico de dos fluidos inmiscibles conducido por un fluido
no Newtoniano conductor, cuyo comportamiento reológico es descrito por el modelo
de ley de potencias. Los resultados demuestran que el coeficiente de consistencia del
fluido y el ı́ndice de comportamiento del flujo del fluido influyen de manera nota-
ble sobre la forma del perfil de velocidad y el flujo volumétrico. Afonso et al. [16]
desarrollaron un modelo anaĺıtico sobre el flujo electroosmótico de dos fluidos estra-
tificados con comportamiento reológico newtoniano o viscoelástico. Los efectos de
la reoloǵıa del fluido, la relación de fuerzas viscosas y el potencial zeta interfacial
se analizan para mostrar que se observa un aumento del flujo. Liu et al. [17] resol-
vieron de manera anaĺıtica el bombeo electroosmótico de ĺıquidos no conductores y
biofluidos en un microcanal circular donde se propusieron dos modelos: (1) la capa
conductora es un fluido newtoniano y la capa interna es un fluido conductor y (2 )
ambos fluidos son newtonianos. Se obtienen soluciones anaĺıticas de la distribución
del potencial eléctrico, perfil de velocidad, flujo volmétrico y corriente eléctrica.

A pesar de que existen varios trabajos relativos al estudio de aspectos hidro-
dinámicos sobre el flujo electroosmótico de fluidos inmiscibles, los análisis térmicos
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1.2. FLUJOS ELECTROCINÉTICOS

relacionados con este tema son escasos. Como se ha demostrado, el calentamiento
Joule es inevitable cuando el campo eléctrico se aplica a través de un medio conduc-
tor, lo que impone limitaciones en el rendimiento de los dispositivos microflúıdicos
electrocinéticos [18] o puede modificar el flujo y los campos eléctricos de una mane-
ra significativa [19–21]. En este sentido Garai et al. [22], llevaron a cabo un análisis
teórico de la transferencia de calor en un flujo combinando fuerzas electroosomótico
y de presión de dos fluidos newtoniano inmiscibles en un microcanal, donde se asu-
mió la condición totalmente desarrollada. Se obtuvieron los perfiles de velocidad y
temperatura de los dos fluidos, junto con el número de Nusselt.

1.2. Flujos electrocinéticos

La electrocinética se define como el estudio de movimiento o flujo bajo la in-
fluencia de un campo y potencial eléctrico. El interés de estudio sobre fenómenos
electrocinéticos se deriva principalmente en la necesidad de mover fluidos en confina-
mientos (o canales) a escalas micro y nanoescala. Donde los dispositivos de manipula-
ción de fluidos, particularmente las bombas, que operan en el régimen macroscópico
son incapaces de manejar los requerimientos del campo de transporte microscópico,
siendo el mayor desaf́ıo los enormes gradientes de presión necesarios para impulsar
un fluido a través de un capilar de escala microscópico. Los efectos electrocinéticos
se utiliza en tecnoloǵıas a escalas micro y nano para control de flujo y la manipula-
ción de solutos, inyección, separación, mezcla, dilución/concentración y reacción de
muestras [23–25].

Los primeros desarrollos teóricos del transporte electrocinético se atribuyen a
Helmholtz (1879) y Smoluchowski (1903). El desarrollo del tema después de estos
primeros trabajos ha sido resumido por Dukhin y Derjaguin (1974).

La clasificación general de los fenómenos electrocinéticos es la siguiente [25]:

Electro-osmosis: el movimiento de un fluido ionizado bajo el efecto de un
campo eléctrico.

Électroforesis: el movimiento de part́ıculas cargadas por un campo eléctrico
en un fluido de reposo.

Potencial de corriente: el inverso de la electroosmosis: un campo eléctrico
es inducido por la circulación de un fluido ionizado.

Potencial de sedimentación:el inverso de la electroforesis: un campo eléctri-
co es creado por el movimiento de part́ıculas cargadas en un fluido.

Cuando se aplica un campo externo (por ejemplo, campos eléctricos y gravita-
torios) a una suspensión de part́ıculas coloidales cargadas en un ĺıquido, el campo
externo acelera las part́ıculas y al mismo tiempo una fuerza viscosa ejercida por el
ĺıquido sobre las part́ıculas tiende a retardar el Part́ıculas. En el estado estacionario,
estas dos fuerzas están equilibradas entre śı para que las part́ıculas se muevan con
una velocidad constante en el ĺıquido.
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1.2.1. Flujos electroosmóticos

La electroosmosis representa el movimiento, debido a un campo eléctrico aplicado
E0, de una solución electroĺıtica con relación a una superficie cargada. Esto ocurre
debido a la doble capa eléctrica (EDL, por sus siglas en inglés) que se forma como
resultado de la iteración de la solución ionizada con las cargas estáticas sobre la
superficie dieléctrica, la doble capa es movida por el efecto de las fuerzas de Coulomb.
En la Fig. 1.1 se muestra un flujo t́ıpico de un fluido electroosmótico en un tubo
capilar. Cuando las paredes del tubo capilar están cargado negativamente, el campo
eléctrico aplicado ejerce una fuerza en la dirección del cátodo sobre los iones en
exceso de carga positiva cerca de la superficie. Los iones cargados positivamente
arrastran la solución electroĺıtica junto con ellos y hacen que el fluido fluya hacia el
cátodo.

z

r

u(z,r)

Figura 1.1: Flujo electroosmótico en un tubo capilar.

1.2.2. Doble capa eléctrica (EDL)

En 1879 [26], Helmholtz relacionó los parámetros eléctricos y de flujo para el
transporte electrocinético desarrollando la teoŕıa de la doble capa eléctrica (EDL,
por sus siglas en inglés). El fenómeno electrocinético está asociado al movimiento
relativo entre dos fases cargadas [24].

Si la superficie del canal está cargada negativamente, dependiendo de los valores
del pH de la solución electroĺıtica, los iones positivos son atráıdos hacia la superficie,
y los negativos son repelidos, manteniendo la mayor parte del ĺıquido lejos de la
pared. La Fig. 1.1 muestra un esquema de la distribución de iones en una solución
electroĺıtica, donde los iones de carga opuesta a la superficie cargada, se agrupan
cerca de la pared formando una capa denominada Stern, cuyo espesor es de orden
del diámetro de un ión [23]. Los iones dentro de esta capa son atráıdos hacia la
pared con fuerzas electrostáticas muy fuertes, por lo que son inmovilizados cerca de
la superficie cargada. Inmediatamente después de la capa Stern se forma la capa
difusa.
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r

z

Figura 1.2: Diagrama esquemático de la doble capa eléctrica (EDL) cercana a una superficie

cargada negativamente. Aqúı ψ es el potencial electrocinético, ψ0 es el potencial eléctrico en la

superficie, ζ es el potencial zeta y r es la distancia medida desde la superficie de la pared.

Longitud de Debye

El espesor de la EDL se puede predecir por la longitud de Debye (λD), la cual
se define como la distancia medida desde la pared donde la enerǵıa del potencial
electrocinético es igual a la enerǵıa térmica [23]. La longitud de Debye depende de
la concentración molar del fluido ionizado, y su espesor λD se puede estimar usando
el parámetro de Debye-Hückel κ:

κ =
1

λD
=

√
2z2e2n∞
εkBT

, (1.1)

donde z es la valencia iónica, e es la magnitud de la carga elemental, n∞ es la
concentración del electrolito (m−3) y ε es la permitividad dieléctrica de la solución
electroĺıtica C2/Nm2. kB es la constante de Boltzmann, (J K−1) y T la temperatura
absoluta (K).

Potencial zeta ζ

La distribución de iones debido a la EDL se puede caracterizar usando un po-
tencial eléctrico ψ, donde el potencial electrocinético decrece rápidamente a través
de la capa de Stern. El valor de ψ en el borde de la capa de Stern se conoce como el
potencial zeta y se designa con la letra griega ζ. La carga eléctrica que se encuentra
en la capa difusa es la razón principal para que los efectos electrocinéticos estén
presentes, donde los iones cargados o part́ıculas pueden moverse con la aplicación
de un campo eléctrico externo [23].
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1.2.3. Velocidad de Helmholtz-Smoluchowski

Cuando se aplica un campo eléctrico externo, E0, en los extremos del micro-canal
(ver Fig. 1.1), inmediatamente se genera una interacción de iones en la EDL. Este
efecto electrocinético causa un flujo llamado flujo electroosmótico (EOF, por sus si-
glas en inglés). Si el espesor caracteŕıstico de la EDL, λD, es mucho más pequeño que
el espesor del canal el EOF exhibe un flujo uniforme a través de él, el cual es distinto
de los perfiles de velocidad convencionales parabólicos que se originan debido a la
aplicación de gradientes de presión. Los EOF se prefieren en aplicaciones qúımicas y
biomédicas, toda vez que el perfil de velocidades (flujo uniforme) reduce el efecto de
la dispersión de especies, si están presentes, de muestras, y consecuentemente benefi-
cia el desempeño en los dispositivos microfluidicos [27]. La movilidad electroosmótica
para una EDL infinitesimalmente delgada está dada por la relación de Helmholtz-
Smoluchowski µEO = −ζε/µ [28]. Usando la movilidad electroosmótica se obtiene la
velocidad de Helmholtz-Smoluchowski definida por UHS = µEOE= − εζE/µ, donde
ε, µ y E representan la permitividad dieléctrica del fluido, el coeficiente de viscosidad
y la intensidad de campo eléctrico, respectivamente.

1.2.4. Distribución de Boltzmann

La distribución de Boltzmann es una relación fundamental en la termodinámica
estad́ıstica que describe la probabilidad de la aparición de estados microscópicos
como una función de la enerǵıa de estos estados [24].

Superficie cargada
EDL

(a) (b)

Figura 1.3: Doble capa eléctrica. (a) de acuerdo con el modelo de Helmholtz, (b) doble capa

difusa resultante del movimiento térmico.

Debido a la presencia de una superficie cargada en el microcapilar, fig. (1.1),
habrá una distribución espacial de los iones normales a la superficie. Además, habrá
equilibrio de la distribución iónica dentro de la doble capa eléctrica difusa, fig. (1.3).
Tal equilibrio nos permite utilizar la distribución de Boltzmann para relacionar la
concentración iónica con el potencial eléctrico.

Los iones que tienen la carga opuesta del sólido (contraiones) son atráıdos al sóli-
do, mientras que los otros iones, los co-iones, son repelidos. En caso de temperatura
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cero, se produce una cancelación de carga, sin embargo, a una temperatura finita,
el movimiento térmico contrarresta este comportamiento. La ecuación gobernante
para la descripción continua del número de concentración de iones ni viene de la
expresión termodinámica para el potencial qúımico $ (r)

$ (r) = $0 + kBT ln

(
ni
ni∞

)
± Zeψ (1.2)

donde $0 y ni∞ son el potencial qúımico y número de concentración ionica en la
solución, en ausencia del potencial eléctrico ψ.

El equilibrio termodinámico implica que el potencial qúımico sea constante en
todo el sistema, por lo tanto, tenemos

$ (r) = Cte.⇒ ∇$ (r) ≡ 0⇒ kBT∇ ln

(
ni
ni∞

)
= ±Z∇eψ (1.3)

ni∞

ni+( )r

r

ni-( )r

z

λ
D

ζ

0

Figura 1.4: Concentraciones ionicas en la longitud de Debye.

En la Fig. (1.4), se observa que infinitamente lejos de la superficie las dos con-
centraciones iónicas se aproximan al mismo valor no perturbado de ni∞, donde el
potencial eléctrico tiende a cero, mientras que en la superficie el potencial toma el
valor ζ, conocido en la literatura como el potencial zeta. Atendiendo lo anterior, se
pueden establecer las siguientes condiciones de frontera

ni (r =∞) = ni∞, ψ (r =∞) = 0, ψ (r = 0) = ζ (1.4)

Con la condiciones de frontera anteriores, se resuelve la Ec. (1.3), como resultado
se obtiene la concentración del número iónico de la i-ésima especie iónica en el estado
donde el potencial eléctrico es ψ, como

ni = ni∞ exp

(
−zieψ
kBT

)
, (1.5)

donde ni∞ es la concentración del número iónico en el estado neutro donde ψ = 0.
La valencia iónica zi puede ser positiva o negativa dependiendo de si el ion es un
catión o un anión.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

La introducción de iones al sistema requiere considerar, además de las ecuaciones
de la mecánica de fluidos y el transporte de enerǵıa o de masa, la conservación de
la masa iónica, la conservación de la carga y la densidad de corriente [24], es por
ello que en este caṕıtulo se revisan las ecuaciones básicas que rigen los fenómenos de
transporte en flujos electroosmóticos. En primer lugar, se presentan las ecuaciones
de gobierno; continuidad, cantidad de movimiento y conservación de la enerǵıa [29].
En la segunda parte se estudian los aspectos básicos de la electrohidrodinámica, que
es el acoplamiento del electromagnetismo y la hidrodinámica, donde observaremos
que la ecuación de cantidad de movimiento necesita ser modificada en este caso
para tener en cuenta las fuerzas eléctricas que surgen de la presencia de iones en la
solución [23, 24, 30]. Finalmente se hace un análisis de las condiciones de frontera
interfaciales, hidrodinámicos y eléctricos [13, 24, 31, 32], que serán de utilidad para
la solución del modelo a estudiar en la presente tesis.

2.1. Ecuaciones de gobierno

2.1.1. Continuidad

La ecuación de conservación de la masa indica que para un volumen de control,
fijo en el espacio, la velocidad de acumulación de masa es la diferencia entre la
masa que entra y sale del volumen de control. En una forma diferencial, la ley de
conservación de masas está dada por

∂ρ

∂t
= −∇ · ρv, (2.1)

donde el término del lado izquierdo representa la rapidez de incremento de materia
por unidad de volumen dentro de un volumen de control, mientras que el término del
lado derecho representa el flujo de materia por convección, por unidad de volumen. El
vector ρv es la densidad de flujo de materia. Para un fluido con densidad constante,
la ecuación (2.1) toma la forma:

∇ · v = 0. (2.2)
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2.1.2. Cantidad de movimiento

El flujo de fluido de un sistema se rige por la ecuación de conservación de cantidad
de movimiento y viene dado por la ecuación de Navier-Stokes [29]:

ρ
Dv

Dt
= −∇p−∇ ·T + ρg, (2.3)

y la derivada substancial Dv/Dt, se define por

Dv

Dt
=
∂v

∂t
+ vr

∂v

∂t
+
vθ
r

∂v

∂t
+ vz

∂v

∂t
. (2.4)

donde vr, vθ y vz son los componentes de velocidad local del fluido en coordenadas
ciĺındricas.

El término del lado izquierdo de la Ec. 2.3 representa la masa por unidad de
volumen, multiplicada por la aceleración. Por otro lado el primer término del lado
derecho, representa la fuerza de presión sobre el elemento por unidad de volumen.
El segundo y cuarto término son las fuerzas viscosas sobre el elemento por unidad
de volumen y las fuerzas externas sobre el fluido por unidad de volumen, donde g
es la aceleración de la gravedad. El término ∇ · T es la divergencia del tensor de
esfuerzos, donde para fluidos newtonianos incompresibles, la expresión para el tensor
de esfuerzos está dada por

T = −µ [∇v + (∇v)ᵀ] . (2.5)

En la ecuación anterior µ es la viscosidad,∇v es el gradiente de velocidad y (∇v)ᵀ

es la transpuesta del gradiente de velocidad. De igual modo se define el tensor de
esfuerzos para un fluido no newtoniano, en este caso; para un fluido con modelo
reologico de ley de potencia

T = −

m
(√

1

2
(γ̇ : γ̇)

)n−1
 γ̇, (2.6)

con
γ̇ = [∇v + (∇v)ᵀ] . (2.7)

donde γ̇ es el tensor de rapidez de deformación, m es el indice de consistencia de
flujo (Pa sn) y n es el indice de comportamiento de flujo que comprende tres casos
distintos: a) n < 1, el fluido es pseudoplástico, b) n = 1, el fluido es newtoniano y
c) n > 1, el fluido es dilatante.

2.1.3. Conservación de la Enerǵıa

La ley de la conservación de la enerǵıa refiere a la diferencia en las enerǵıas
internas de dos estados de equilibrio de un sistema debido al calor añadido y al
trabajo realizado en el sistema. Las ecuaciones de cambio de enerǵıa se obtienen
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aplicando la ley de conservación de enerǵıa en función de la temperatura se define
como

ρCp
DT

∂t
= k∇2T + q̇ (2.8)

donde la derivada substancial DT/Dt

DT

∂t
=
∂T

∂t
+ vr

∂T

∂t
+
vθ
r

∂T

∂t
+ vz

∂T

∂t
. (2.9)

en la ecuación anterior: T , Cp, k y q̇ son la temperatura del fluido, el calor espećıfico,
la conductividad térmica y el término de generación de calor, respectivamente. Los
términos del lado izquierdo de la Ec. (2.8), corresponden a los convectivos, mientras
que los del lado derecho corresponden a los términos difusivos.

2.2. Electrohidrodinámica

En muchas aplicaciones de laboratorio en un chip LOC (por sus siglas en inglés),
los movimientos de los ĺıquidos o de los solutos son controlados eléctricamente. Por
lo tanto, es relevante estudiar la electrohidrodinámica, es decir, el acoplamiento
de las fuerzas eléctricas y la hidrodinámica. Utilizando esta definición, la electro-
hidrodinámica comprende las propiedades eléctricas de los ĺıquidos, tales como la
electroqúımica y la electrocinética [33].

Una forma de acoplar las fuerzas eléctricas a la hidrodinámica es a través de la
fuerza del cuerpo eléctrico que se agrega a la ecuación de cantidad de movimiento
(2.3). Para el caso de fluidos newtonianos, y despreciando la fuerza de gravedad, se
tiene:

ρ
Dv

Dt
= −∇p−∇ ·T + ρg + ρfE, (2.10)

donde el término ρfE representa la fuerza del cuerpo eléctrico por unidad de vo-
lumen, que comprende la densidad de carga libre, ρf , y el campo eléctrico local
E.

2.2.1. Ley de Gauss

La ley de Gauss relaciona la intensidad del campo eléctrico a través de una
superficie cerrada con la carga en forma diferencial y se expresa como

∇ ·E =
ρf
ε
. (2.11)

La ecuación anterior es de vital importancia, ya que se usa para determinar el
flujo del campo eléctrico causado por un conjunto de cargas puntuales, aśı como tam-
bién para determinar la condición de frontera entre dos fluidos debido a la densidad
de caga superficial en la interfase.
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2.2.2. Potencial eléctrico

La intensidad del campo eléctrico se puede calcular como un gradiente de una
función escalar, la función potencial, representada por ψ. La relación fundamental
entre el campo irrotacional y el potencial escalar como

E = −∇ψ. (2.12)

La forma diferencial del potencial eléctrico puede derivarse fácilmente combinan-
do las ecuaciones (2.11) y (2.12) obteniendo

∇2ψ = −ρf
ε
. (2.13)

La ecuación (2.13) se conoce como la ecuación de Poisson, y describe la dis-
tribución del potencial eléctrico en un material dieléctrico en presencia de cargas
libres para una permitividad ε independiente del espacio. Puede observarse que en
ausencia de densidad de cargas libres dentro del interior del material considerado,
la ecuación de Poisson se convierte en la ecuación de Laplace.

2.2.3. Análisis de Gouy–Chapman

La teoŕıa de una capa difusa doble fue desarrollada por Gouy y Chapman a prin-
cipios de los años 1900 [28]. En el modelo de capa difusa doble de Gouy-Chapman, la
superficie cargada, compuesta de una capa de cargas, tiene un potencial superficial
ψ0. La repulsión/atracción acoplada con el movimiento browniano térmico aleatorio
de los iones dentro del medio dieléctrico da lugar a una capa eléctrica difusa, en la
que no hay neutralidad de cargas.

La distribución de equilibrio de la concentración de iones en la capa difusa se
establece debido a las fuerzas de atracción/repulsión electrostática entre la superficie
cargada y los iones, y la difusión de iones debido a los gradientes de concentración.

El modelo de Gouy-Chapman proporciona buenas predicciones cuantitativas
cuando el potencial superficial es bajo (∼ 0.025V) y la concentración de electrólito
no es demasiado alta [24]. El modelo asume que los iones son cargas puntuales que
pueden aproximarse a la superficie, además, la permitividad dieléctrica del medio se
considera constante hasta la superficie.

Si se considera el caso de una superficie plana. La ecuación de Poisson está dada
por

ε∇2ψ = −ρf . (2.14)

Para un problema unidimensional, la ecuación anterior se simplifica como

ε
d2ψ

dr2
= −ρf , (2.15)

donde r es la distancia normal a la superficie cargada. La densidad de carga espacial
de los iones móviles, ρf , se puede escribir en términos del número de concentración
ionica y las valencias correspondientes como
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2.2. ELECTROHIDRODINÁMICA

ρf =
N∑
i=1

zieni, (2.16)

donde ni es la concentración del número iónico de la i-ésima especie (m−3), zi es
la valencia de la i-ésima especie iónica, e es la magnitud de la carga elemental de
un electrón, 1.602 × 10−19 C, y N es el número de especies iónicas en la solución
electroĺıtica. Las ecuaciones (2.15) y (2.16) pueden combinarse y además se pueden
escribir en términos de ψ, en términos de la distribución de Boltzmann. Sustituyendo
para ni en la ecuación anterior, mediante el uso de la distribución de Boltzmann dada
por la ecuación (1.5), se obtiene la ecuación de Poisson-Boltzmann

ε
d2ψ

dr2
= −

N∑
i=1

zieni∞ exp

(
−zieψ
kBT

)
. (2.17)

La ecuación de Poisson-Boltzmann define la distribución del potencial eléctrico
en una capa iónica difusa adyacente a una superficie cargada.

Para un electrolito simétrico, se puede escribir

z+ = −z− = z, (2.18)

donde z es la valencia del catión. Por lo tanto, la ecuación (2.17) puede escribirse
como

ε
d2ψ

dr2
= 2zeni∞ sinh

(
zeψ

kBT

)
. (2.19)

2.2.4. Aproximación de Debye-Hückel

Cuando el potencial superficial es menor a ψ0 = 0.025 V [34], el término zeψ/kBT
es menor que la unidad y se puede linealizar de la siguiente manera:

sinh

(
zeψ

kBT

)
≈ zeψ

kBT
para

zeψ

kBT
� 1. (2.20)

Tomando en cuenta la definición de la longitud de Debye, Ec. (1.1), la ecuación
(2.19) se simplifica a

d2ψ

dr2
=

2z2e2n∞
kBTε

ψ = κ2ψ. (2.21)

La ecuación (2.21) corresponde a la versión linealizada (aproximación de Debye-
Hückel) de la ecuación de Poisson-Boltzmann en coordenadas ciĺındricas para un
electrolito simétrico (z: z). Donde κ corresponde al inverso de la longitud de Debye,
esto es κ = 1/λD.
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2.2. ELECTROHIDRODINÁMICA

2.2.5. Condiciones de frontera en una interfase entre dos
materiales dieléctricos con permitividades ε1 y ε2

La solución de la ecuación (2.21), con sus respectivas condiciones de frontera,
permite determinar la variación del potencial eléctrico de un electrolito, además
es útil para determinar la fuerza eléctrica. En ese sentido, cuando se tienen dos
fluidos inmiscibles, donde ambos son conductores eléctricamente, y además con per-
mitividades distintas, se tendrán distribuciones de potencial eléctrico ψ distintos.
Atendiendo lo anterior, se deben considerar condiciones de frontera en la interfase
entre ambos fluidos inmiscibles, las cuales son (a) continuidad del potencial eléctrico
y (b) densidad de carga superficial en la interfase

(a) Continuidad del potencial eléctrico
Se considera un volumen ciĺındrico cuya superficie es S, cubierta por la curva

cerrada C, denotada por ABCD en la figura (2.1). El volumen ciĺındrico se extiende
a lo largo de la interfase de los dos materiales dieléctricos.

Superficie S4

Superficie S2

Superficie S1

Superficie S3

Interfase Medio 1

Medio 2

n2

n1

A

BC

D

a

a

y

t

t

t

t

x

b

Figura 2.1: Elemento de un volumen ciĺındrico con superficies S1, S2, S3 y S4 en la interfase

entre dos medios.

Se considera que la fuerza del campo eléctrico se conserva, esto es

∇× E = 0. (2.22)

Haciendo uso del teorema de Stokes, se puede escribir∫
S

(∇× E) · ndS=

∫
C

E · dt, (2.23)

donde n es un vector unitario normal a la superficie S y t es un vector tangente al
contorno C que atraviesa la superficie S.
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Las ecuaciones 2.22 y 2.23 nos conduce a∫
ABCD

E · dt = 0. (2.24)

La integración a lo largo de ABCD con AB y DC paralelos al eje y. Además CB
y DA paralelos al eje x, se puede escribir como

E2ya+ E1ya− E1xb− E1ya− E2ya+ E2xb = 0. (2.25)

La ecuación anterior nos conduce a la condición de frontera de igualdad de campo
eléctrico [24], dada por

E1x = E2x. (2.26)

En la Ec. (2.26), E1x y E2x son las intensidades del campo eléctrico en la dirección
x para los medios 1 y 2 respectivamente. De forma similar, E1y y E2y son las inten-
sidades de campo eléctrico en la dirección y para los medios 1 y 2, respectivamente,
dados por

E1x = −∂ψ1

∂x
, (2.27)

E2x = −∂ψ2

∂x
. (2.28)

De la ecuación (2.26), se obtiene

∂ψ1

∂x
=
∂ψ2

∂x
, (2.29)

resolviendo la ecuacióna anterior

ψ1 − ψ2 = C. (2.30)

La ecuación (2.30) indica que el potencial en la interfase entre los dos medios
diferirá por una constante. De manera experimental se ha determinado que la cons-
tante C de la ecuación (2.30) refiere a una diferencia de potencial interfacial ∆ψ [2],
esto es

ψ1 − ψ2 = ∆ψ. (2.31)

En la ecuación anterior se nota que si ∆ψ → 0,

ψ1 = ψ2. (2.32)

La ecuación (2.32) indica que el potencial eléctrico en la interfase es el mismo
aproximándose a la interfase desde el medio 1 al medio 2. En otras palabras, hay
continuidad del potencial eléctrico.

(b) Densidad de carga superficial en la interfase
Integrando la Ec. (2.11) sobre un volumen V y aplicando el teorema de la diver-

gencia sobre el volumen V , encerrado por una superficie S Fig. (2.1), se obtiene
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∫
V

(∇ ·E) dV =

∫
V

ρf
ε
dV, (2.33)∫

V

ε (∇ ·E) dV =

∫
V

ρfdV =

∫
S

(εE · n) dS, (2.34)

o bien ∫
S

(εE · n) dS =

∫
V

ρfdV. (2.35)

El vector unitario n es perpendicular al exterior a la superficie S.
Considerando un volumen elemental en la interfase de dos medios dieléctricos

como se muestra en la Figura 2.1. Aplicando la ecuación (2.35) a los elementos
superficiales conduce a

ε2E1yS1 − ε2E2yS2 + ε1E1xS3 + ε2E1xS4 =

∫
V

ρfdV. (2.36)

Los sub́ındices 1 y 2 se refieren a los medios 1 y 2, respectivamente, y los
subındices y y x se refieren a las coordenadas cilındricas. Si S1 = S2 = S, y de-
jando la distancia a acercarse a cero, se obtiene S3 = S4 = 0, y la Ec. (2.36) se
convierte en

ε1E1y − ε2E2y =
1

S

∫
V

ρfdV. (2.37)

Se debe observar que el término
∫
V
ρfdV representa la carga libre por unidad

de área en la interfase, o la densidad de carga superficial en la interfase, qsf . Por lo
tanto, la Ec. (2.37) se puede escribir en términos del potencial eléctrico, ψ, teniendo
en cuenta que

E1y = −∂ψ1

∂y
, (2.38)

E2y = −∂ψ2

∂y
, (2.39)

luego la Ec. (2.37)

−ε1
∂ψ1

∂y
+ ε2

∂ψ2

∂y
= qsf . (2.40)

La Ec. (2.40) representa la condición de frontera en la interfase de dos medios
con diferentes permitividades dieléctricas teniendo en cuenta la densidad de carga
superficial en la interfase de ambos medios.

2.2.6. Esfuerzos de Maxwell

Para el análisis de flujo electroosmótico de dos fluidos inmiscibles, es necesario
dar solución a la ecuación de cantidad de movimiento (Ec. 2.10) para cada fluido, y
para ello se requiere analizar los efectos en la interfase entre ambos fluidos, donde se
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debe hacer un balance de esfuerzos viscosos y eléctricos. Es por ello que es de suma
importancia estudiar los esfuerzos de Maxwell.

La fuerza eléctrica de Korteweig-Helmholtz por unidad de volumen, f , para un
fluido incompresible está dada como

f = ρfE−
1

2
E2∇ε. (2.41)

El término ρfE en la Ec. (2.41) representa la fuerza del cuerpo debido a la
interacción de las cargas libres en el fluido con el campo eléctrico. El último término
de la ecuación (2.41) explica la no homogeneidad en la permitividad del medio. Se
sabe que el vector de desplazamiento eléctrico D, para un material dieléctrico lineal,
está definido por D = εE, ∇·D = ρf , y después de alguna manipulación vectorial,
se puede demostrar que la fuerza eléctrica por unidad de volumen viene dada por

f = ∇ ·
[
εEE− 1

2
εE · EI

]
. (2.42)

El término entre corchetes en la Ec. (2.42) es tensorial, y se le llama tensor de

esfuerzos de Maxwell, T . Aśı, la fuerza por unidad de volumen en un dieléctrico
dado es

f = ∇ · T , (2.43)

donde

T = εEE− 1

2
εE · EI. (2.44)

En las ecuaciones (2.42) y (2.44), el tensor unitario de segundo orden, I, se define
como

I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (2.45)

Y el término EE es un producto diádico, es decir, un tensor de segundo orden,
definido como

EE =

 E2
1 E1E2 E1E3

E2E1 E2
2 E2E3

E3E1 E3E2 E2
3

 , (2.46)

donde E1, E2 y E3 son los componentes del vector E que representa la intensidad
de campo.

La fuerza que surge del esfuerzo eléctrico de Maxwell sobre un cuerpo de volumen
V por la superficie S está dada por

F =

∫
V

fdV =

∫
V

(
∇ · T

)
dV. (2.47)

Utilizando el teorema de la divergencia, la ecuación (2.47) da

F =

∫
V

(
∇ · T

)
dV =

∫
S

(
n · T

)
dS. (2.48)
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Se observa que el tensor de esfuerzo de Maxwell T es simétrico, y la fuerza sobre
el cuerpo debido al esfuerzo de Maxwell se puede escribir como:

F =

∫
S

(
T · n

)
dS, (2.49)

donde n es el vector normal hacia fuera de la unidad a la superficie S que encierra
el volumen V .

Usando las ecuaciones. (2.44) y (2.49), la fuerza que actúa sobre un cuerpo debido
al esfuerzo de Maxwell se convierte en

F =

∫
S

[
εEE− 1

2
εE · EI

]
· ndS. (2.50)

Se puede expandir la expresión para el tensor de esfuerzo de Maxwell,
=

T , dado
por la ecuación (2.44) para obtener los componentes del tensor de esfuerzos en
coordenadas ciĺındricas.

T =

 Trr Trθ Trz
Tθr Tθθ Tθz
Tzr Tzθ Tzz

 . (2.51)

Aqúı, la componente Tij del esfuerzo representa el esfuerzo en el i− ésimo plano
en dirección j resultante del campo eléctrico. Por ejemplo, Tθr es el esfuerzo que
actúa sobre la superficie θ en la dirección r. Se debe observar que el tensor de
esfuerzos es simétrico, es decir, Tij = Tji.

2.2.7. Esfuerzos cortantes en la interfase entre dos fluidos

Además de los esfuerzos eléctricos estudiados en la sección anterior, es de gran
importancia estudiar los esfuerzos viscosos en la interfase entre dos fluidos inmis-
cibles, ya que de ello depende hacer consideraciones en el modelo a estudiar en
el estudio de flujo electroosmótico de dos fluidos inmiscibles en un microcapilar.
Dentro del estudio de los esfuerzos viscosos se consideran los esfuerzos cortantes,
aqúı estudiados, y los esfuerzos normales que se abordan con detalle en la sección
posterior.

Considerese el flujo de dos fluidos inmiscibles en una superficie axisimétrica tal
como se muestra en la Fig. (2.2). La posición de la interfase está definida como

rs = h (z, t) .

En algún punto de la interfase, donde el radio es h, la superficie tiene vectores
normales y tangenciales n y t, respectivamente. En términos de la geometŕıa, las
componentes del vector normal, en el sistema de coordenadas ciĺındricas [32] son

nz = −h′
(
1 + h′2

)− 1
2 ,
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z

r

n t

r =h(z,t)s

nz

nr

tr

tz

u=u(r,z,t)

Fluido Interno

Fluido envolvente

Rzr

Rnθ

Figura 2.2: Geometŕıa en una interfase axisimétrica

nr =
(
1 + h′2

)− 1
2 , (2.52)

donde h′ = ∂h/∂z. En la interfase entre dos fluidos se debe tomar en cuenta la
igualdad de esfuerzos cortantes, esto es:

(Ti · n) · t = (Ts · n) · t, (2.53)

en donde Ti y Ts corresponden a los tensores de esfuerzos del fluido interno y
envolvente, respectivamente. El esfuerzo normal a la interfase viene dado por Tj ·n,
donde el subindice j refiere a ambos fluidos, interno y envolvente. Las componentes
en dirección z y r de Tj · n son:

(Tj · n)z = τrzjnr + τzzjnz, (2.54)

(Tj · n)r = τrrjnr + τrzjnz. (2.55)

Al sustituir las ecuaciones (2.54) y (2.55) en la Ec. (2.53) se llega a

h′

{
τrzi −

√
h′2 + 1√

h′ (h′2 + 1)
[τrri − τzzi ]

}
−τrzi = h′

{
τrzs −

√
h′2 + 1√

h′ (h′2 + 1)
[τrrs − τzzs ]

}
−τrzs .

(2.56)
Como h′ = ∂h/∂z y h es el desplazamiento de la interfase a lo largo de la

coordenada axial z, se puede asumir un caso particular donde la interfase se mantiene
a una misma distancia a lo largo del microcanal, esto es h = constante. Aśı, la Ec.
(2.56) se simplifica a

τrzi = τrzs . (2.57)

La ecuación anterior corresponde a la igualdad de esfuerzos cortantes en la in-
terfase entre dos fluidos inmiscibles para el caso en donde la interfase no se mueve
a lo largo de la coordenada axial z.
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2.2.8. Esfuerzos normales en la interfase entre dos fluidos

Otra condición que se debe establecer es el esfuerzo normal a la interfase, que
se debe equilibrar por un esfuerzo que actúa normal a la superficie que surge de la
tensión superficial, y descrita por la ecuación de Young-Laplace [32] como

[(Ts −Ti) · n] · n = −γT
(

1

Rzr

+
1

Rnθ

)
, (2.58)

dode la tensión superficial en la interfase de los dos fluidos se denota por γT ; Rzr y
Rnθ son los radios de curvatura de la superficie (Fig. 2.2 ). En cualquier punto de la
interfase, la curvatura en el plano zr puede describirse por el radio Rzr. El segundo
radio de curvatura es Rnθ, un radio que conecta el eje de simetŕıa con el punto de
la superficie, de manera que la ĺınea Rnθ es normal a la superficie.

De la geometŕıa mostrada en la Fig. (2.2) se puede hallar

Rrθ = αh, (2.59)

Rzr =
α3

−∂2h/∂z2
=

α3

−h′′
, (2.60)

donde α = (1 + h′2)
1
2 . La ecuación (2.58) corresponde al balance de esfuerzos nor-

males en la interfase, que se encuentra directamente relacionada con la deformación
en ella, h (z, t) .

El uso simultaneo de los esfuerzos eléctricos y viscosos descrito en las secciones
anteriores, se aprecian el capitulo 3 (secciones 3.1.1 a 3.1.3)
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Caṕıtulo 3

Flujo electroosmótico entre dos
fluidos inmiscibles, eléctricamente
conductores, controlados por
fenómenos interfaciales

En la presente tesis se han resuelto dos casos de flujos electroosmóticos de dos
fluidos inmiscibles en un microcapilar. El primer caso consta de dos fluidos new-
tonianos, ambos conductores eléctricamente, aqúı se estudia la hidrodinámica y los
efectos interfaciales debido a las fuerzas eléctricas y viscosas de ambos fluidos, donde
las propiedades f́ısicas se han considerado constantes. En el segundo caso, abordado
en el capitulo 4, se estudia el flujo electroosmótico de dos fluidos inmiscibles en un
microcapilar; uno newtoniano y el segundo no newtoniano, que sigue un modelo
reologico de Ley de potencias, para este análisis se han considerado propiedades,
tal como la viscosidad y conductividad eléctrica, dependientes de la temperatura; lo
que causa el efecto del calentamiento Joule.

3.1. Definición del problema

La Figura 3.1 muestra el esquema f́ısico del modelo analizado en el presente tra-
bajo. Un microcapilar, de longitud L mucho más grande que su radio interno R2, con
dos soluciones electroĺıticas y simétricas no miscibles (z : z), con un arreglo anular.
Se adopta un sistema coordenado cilindrico 2D (z, r), cuyo origen está ubicado en
el extremo izquierdo del microcapilar. El fluido interno tiene un radio R1. El flujo se
mueve exclusivamente por el efecto de las fuerzas electroomóticas originadas por un
campo eléctrico externo aplicado en la dirección axial z, con intensidad E0 = φ0/L,
donde φ0 es el valor del potencial eléctrico impuesto en la entrada del microcapilar,
es decir en z = 0. En la interfase entre ambos fluidos se ha tomado en cuenta una
diferencia diferencial de potencial zeta, aśı como el esfuerzo de Maxwell.

Para formular y resolver el modelo matemático que describe este flujo electro-
osmótico se hacen las siguientes suposiciones: (i) la longitud de Debye en la interfase
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entre ambos fluidos y en la interfase pared-ĺıquido, representada por λD,j o κ−1
j son

muy pequeñas, donde el sub́ındice j = i, s, y éstos refieren al fluido interno y envol-

vente, respectivamente. Donde λD,j = κ−1
j =

(
εjkBT/2e

2z2
jn∞,j

)1/2
; aqúı εj, kB, T ,

e, zj y n∞,j son la permitividad dieléctrica de los dos electrolitos, la constante de
Boltzmann, la temperatura absoluta, la carga elemental, la valencia y el número de
concentración ionica, respectivamente, para ambos fluidos. La longitud de Debye es
muy pequeña, esto es, κ−1

i � R1 y κ−1
s � t, donde t = R2 − R1. (ii) la interfase

entre los dos fluidos está bien definida y estable, es decir, el espesor de la peĺıcula
ĺıquida t = R2 − R1 es constante a lo largo del microcapilar. En este contexto, la
diferencia de presión que surge de la tensión superficial y la curvatura se ignora [32].
Esta es una suposición restrictiva, sin embargo, se supone que la posición de la in-
terfase permanece inalterada debido a que el número capilar es muy pequeño, es
decir, Ca = εE0ψc/γT � 1 [35]; por ejemplo, los valores t́ıpicos de los parámetros
f́ısicos utilizados en este estudio son los siguientes: la permitividad dieléctrica es
ε ∼ 7 × 10−10 C V−1 m−1, el campo eléctrico externo E0 ∼ 104 Vm−1, el volta-
je térmico o potencial eléctrico caracteŕıstico en la EDL, definido anteriormente,
ψc 6 25 mV, y la tensión superficial entre ambos fluidos, γT ∼ 10−3 N m−1. Con
estos valores, el número de capilaridad es del orden Ca ∼ 10−4. Por lo tanto, para
valores más altos de la tensión superficial, tales como γT ∼ 10−2 N m−1, el número
de capilaridad es más pequeño, es decir, Ca ∼ 10−5. (iii) La densidad de carga neta
en las dos EDL vaŕıan de acuerdo a la distribución de Boltzmann. (iv) Se considera
la aproximación de Debye-Hückel; en la interfase pared-ĺıquido y ĺıquido-ĺıquido, el
potencial zeta es ζj � 25 mV.

+ -
E0

x u

k
-1

R1

R2

r

pared del microcapilar

pared del microcapilar

zw

r
z

Figura 3.1: Esquema del flujo electroosmótico de dos soluciones electroĺıticas (z : z) con un
arreglo anular.
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3.1.1. Modelo matemático

Potencial eléctrico

Bajo las suposiciones definidas anteriormente, la ecuación de Poisson, la cual
define el potencial eléctrico ψj en cada fluido, esta dada por:

1

r

d

dr

(
r
dψj
dr

)
= −ρf,j

εj
, j = i, s, (3.1)

donde ρf,j es la densidad de carga local, dada por la distribución de Boltzmann

ρf,j = −2zjen∞,j sinh

(
zjeψj
kBT

)
, j = i, s. (3.2)

En el presente análisis, se ha tomado en cuenta la linealización de Debye-Hückel,
asumiendo que |zeψ| � kBT , de tal forma que podemos escribir sinh (zeψkBT ) ≈
zeψkBT (i.e. |ψ| 6 0.025 V) [24]. En consecuencia, para potenciales pequeños, se
obtiene la ecuación de Poisson-Boltzman linealizada:

1

r

d

dr

(
r
dψj
dr

)
= κ2

jψj, j = i, s. (3.3)

La ecuación (3.3) está sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

en r = 0 :
dψi
dr

= 0, (3.4)

en r = R1 : ψi − ψs = ∆ψ, (3.5)

en r = R1 : εi
∂ψi
∂r
− εs

∂ψs
∂r

= −qsf (3.6)

y
en r = R2 : ψs = ζw. (3.7)

La ecuación (3.4) representa la condición de simetŕıa; La Ec. (3.7) denota el
potencial zeta superficial en la pared del microcapilar, ζw; el diferencial del potencial
zeta, 4ψ, en la interfase entre ambos fluidos es representada por la ecuación (3.5).
Finalmente, se introduce la ley de Gauss, Ec. (3.6), en el desplazamiento eléctrico
de ambos fluidos, donde ∆ψ y qsf representan la diferencia del potencial eléctrico y
la densidad de carga superficial en la interfase liquido-liquido, respectivamente.

Campo de flujo

Para determinar la hidrodinámica, se utilizan las ecuaciones de Navier-Stokes en
estado estacionario para cada fluido, en las que se considera la fuerza eléctrica:

ρj

(
vj
∂uj
∂r

+ uj
∂uj
∂z

)
= −∂pj

∂z
−
(

1

r

∂

∂r
rτrz +

∂

∂z
τzz

)
+ ρf,jE, (3.8)
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donde

τrz = −µj
[
∂uj
∂r

+
∂vj
∂z

]
y τzz = −µj

[
2
∂uj
∂z

]
. (3.9)

En las ecuaciones previas, µj es la viscosidad dinámica. Además, uj y vj son la
velociad axial y radial, respectivamente. Las condiciones de frontera asociadas a las
ecuaciones (3.8) son las siguientes:

en r = 0 :
dui
dr

= 0, (3.10)

en r = R1 : ui = us, (3.11)

en r = R1 : (Ti · n) · t = (Ts · n) · t (3.12)

y
en r = R2 : us = 0. (3.13)

Las condiciones de frontera (3.10)-(3.13) representan la condición de simetŕıa
en el microcapilar, la continuidad de las velocidades en la interfase entre ambos
fluidos, el balance de esfuerzos y la condición de no deslizamiento en la interfase
ĺıquido/sólido, respectivamente. El tensor de esfuerzos de la Ec. (3.12) se define
como

Tj = µj [∇v + (∇v)ᵀ] + εEE− 1

2
εE · EI. (3.14)

Debe señalarse que la condición de frontera (3.12) considera la contribución de
los esfuerzos de Maxwell, aśı como los esfuerzos viscosos [36], primer y segundo
término de la Ec. (3.14), respectivamente.

Ecuaciones de gobierno adimensionales

Para obtener la versión adimensional de las ecuaciones de gobierno, se proponen
las siguientes variableas adimensionales: χ = z/L, η = r/R1, Z = (r −R1) /t,
ūi = ui/uc, vi = vj/Ucj, y ψ̄i = ψi/ψc, con Uci = R1uc/L y Ucs = tuc/L . En las
variables adimensionales previas, la velocidad caracteŕıstica es dada por la velocidad
de Helmholtz-Smoluchowski uc = εiE0ψc/µi, donde ψc = kBT/ze es el potencial
térmico asociado al fluido interno. Con las variables adimendionales anteriores, las
ecuaciones de gobierno (3.3) y (3.8) se tansforman en:

1

η

d

dη

(
η
dψ̄i
dη

)
= κ̄2

i ψ̄i sobre 0 6 η 6 1, (3.15)

1

Z + ϕ

d

dZ

[
(Z + ϕ)

dψ̄s
dη

]
= κ̄2

sψ̄s en la región 0 6 Z 6 1, (3.16)

Reiβi

(
vi
∂ui
∂η

+ ui
∂ui
∂χ

)
= −∂pi

∂χ
+

1

η

∂

∂η
ητ rzi + 2β2

1

∂

∂χ
τ zzi + κ̄2

i ψ̄i, (3.17)
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Resβs

(
vs
∂us
∂Z

+ us
∂us
∂χ

)
= −∂ps

∂χ
+

1

1 + Z
ϕ

∂

∂Z

[(
1 +

Z

ϕ

)
τ rzs

]
+ 2β2

s

∂τ zzs
∂χ

+ Υκ̄2
sψ̄s.

(3.18)
donde:

τ rzi =
∂u1

∂η
, τ zzi =

∂ui
∂χ
− 1

3

(
1

η

∂

∂η
(ηvi) +

∂

∂χ
ui

)
, (3.19)

τ rzs =
∂

∂Z
us, τ zzs =

[
∂us
∂χ
− 1

3

(
1

(Z + ϕ)

∂

∂Z
(Zvs + ϕvs) +

∂us
∂χ

)]
.

Los parámetros que aparecen en las ecuaciones (3.15)-(3.18) se definen como:

ζ̄w = ζw/ψc, ∆ψ̄ = ∆ψ/ψc, Υ = εr/µr̄, ϕ = R1/t, κ̄i = κiR1, κ̄s = κst,
(3.20)

donde ζ̄w es el potencial zeta adimensional, definido como la relación entre el po-
tencial zeta de la pared del microcanal y el potencial de referencia ψc. εr = εs/εi y
µr̄ = µs/µi son la relaciones de permitividad y viscosidad de los fluidos envolvente
e interno, respectivamente. Los parámetros electrocinéticos κ̄i y κ̄s representan la
relación del radio del fluido interno a la longitud de Debye formada en la interfase
y la relación del espesor del fluido envolvente y la longitud de Debye que se forma
en la interfase solido-fluido. Debe tenerse en cuenta que κ̄s también representa la
relación entre el espesor del fluido envolvente y la longitud de Debye que se forma
en la interfase fluido-fluido en el lado del dicho fluido. Por otro lado, βj son paráme-

Tabla 3.1: Los valores de los espesores de la EDL y permitividad se basaron en los utilizados
en un estudio previo [1], y el valor de la diferencia del potencial interfacial también se basó en un
estudio existente [2].

Parámetro valor unidades
Ca ∼10−4

R1 25 µm
R2 50 µm
L ∼ 10−2 m
E0 ∼ 104 Vm−1

ζw <-25 mV
ε 8.854×10−12 Cm−1V−1

∆ψ -130-190 mV
qsf 0.015 Cm−2

λD,i 30.2–302 nm

tros geométricos definidos como βi = R1/L y βs = t/L. Además Rej corresponde
a los números de Reynolds, definidos por Rei = ρiucR1/µi y Res = ρsuct/µs. De
acuerdo a los valores fisicos que se muestran en la Tabla (3.1) Rej y βj son pe-
queños (Rej ∼ 4× 10−4 y βj ∼ 2× 10−2), por lo que para determinar la solución de
las Ecs. (3.15)-(3.18) se puede hacer uso de la Teorı́a de la Lubricación [20]. En el
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este análisis se hace la suposición que Rej es fijo e independiente de βj, por lo que
Rejβj −→ 0 conforme βj −→ 0. En el ĺımite de la teoŕıa de la lubricación, implica
despreciar terminos de O(βj) y O(β2

j ) en las Ecs. (3.17) y (3.18). De esta manera se
propone una solución asintótica para las variables (representadas por χ):

χ = χ0 +O (βj, βjRej) + ...,

Por lo tanto, las ecuaciones que gobiernan el campo de flujo, Ec. (3.17) y (3.18),
considerando hasta términos de O(1), en los ĺımites de βj −→ 0 y βjRej −→ 0, se
simplifican a las siguientes

0 =
1

η

d

dη

(
η
dūi
dη

)
+ κ̄2

i ψ̄i para 0 6 η 6 1, (3.21)

y

0 =
d

dZ

[(
1 +

Z

ϕ

)
dūs
dZ

]
+ Υ

(
1 +

Z

ϕ

)
κ̄2
sψ̄s para 0 6 Z 6 1. (3.22)

En la Ec. (3.21) y (3.22) se puede notar que el término de la presión ha sido des-
preciado, esto se debe a que la presión es constante a lo largo del microcapilar(
pj = cte.

)
, lo anterior ocurre cuando las propiedades f́ısicas no dependen de la tem-

peratura. Aśı el término ∂pj/∂χ = 0 en las ecuaciones (3.17) y (3.18), lo cual nos
indica que no hay gradientes de presión a lo largo del microcapilar y por lo tanto el
flujo es causado exclusivamente por las fuerzas electrocinéticas.

Sustituyendo las variables adimensionales en las condiciones de frontera (3.4)-
(3.7) y (3.10)-(3.13), de la misma manera para los campos eléctricos y de velocidad,
se obtiene

dψ̄i (η = 0)

dη
= 0, (3.23)

ψ̄i(η = 1)− ψ̄s (Z = 0) = ∆ψ̄, (3.24)

dψ̄i(η = 0)

dη
− εrϕ

dψ̄s(Z = 0)

dZ
= εrϕQ̄sf , (3.25)

ψ̄s (Z = 1) = ζ̄w, (3.26)

dūi (η = 0)

dη
= 0, (3.27)

ūi(η = 1) = ūs(Z = 0), (3.28)

y
ūs (Z = 1) = 0. (3.29)

En las ecuaciones anteriores, la densidad de carga superficial adimensional se
define como Q̄sf = tqsf/εsψc.
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3.1.2. Balance de esfuerzos normales en la interfase entre
dos fluidos inmiscibles

Para simplificar la condición de frontera (3.12) y además garantizar que la inter-
fase del modelo propuesto permanece estable a lo largo del microcanal, es necesario
hacer un balance de esfuerzos normales en la interfase entre ambos fluidos inmis-
cibles, para ello se ha adimensionalizado la Ec. (2.58) y simpificado de la siguiente
manera

2Ca

{
1

βi

1√
h̄′
τ rzi [µrϕ− 1] + τ zzi − τ zzsµr +

τ̄rri
h̄′
− τ̄rrsµr

h̄′

}
=

h̄′′{
1 +

[
h̄′
]2} 1

2

−

{
1 +

[
h̄′
]2} 1

2

h̄ (χ, t̄)
,

(3.30)

donde

τ rzi =
∂ui
∂η

, (3.31)

τ zzi =
∂ui
∂χ
− 1

3

(
1

η

∂

∂η
(ηvi) +

∂ui
∂χ

)
, (3.32)

τ̄rri =
∂

∂η
vi −

1

3

(
1

η

∂

∂η
(ηvi) +

∂ui
∂χ

)
, (3.33)

τ̄rrs = 2

[
∂vs
∂Z
− 1

3

(
1

(Z + ϕ)

∂

∂Z
(Zvs + ϕvs) +

∂us
∂χ

)]
, (3.34)

τ zzs =

[
∂us
∂χ
− 1

3

(
1

(Z + ϕ)

∂

∂Z
(Zvs + ϕvs) +

∂us
∂χ

)]
. (3.35)

La ecuación (3.30) corresponde a la ecuación de balance de esfuerzos normales adi-
mensionales en la interfase entre dos fluidos inmiscibles, donde el número de capilaridad
se define como Ca = εiEψc/γT , y h̄ (χ, t̄) es una función por determinar que depende de
χ y del tiempo t̄, por otro lado h̄′ = ∂h̄ (χ) /∂χ y h̄′′ = ∂2h̄ (χ) /∂χ2. Sin embargo para
el caso en donde el número de capilaridad tiende a cero Ca → 0, la ecuación anterior se
reduce a

h̄ (χ, t̄) = 0. (3.36)

La solución de la ecuación (3.30) para casos en donde Ca → 0 implica que no hay
deformación en la interfase a lo largo del microcapilar Eq. (3.36), por lo que la condición
de frotera (2.56) se simplifica a la ecuacion (2.57), lo cual justifica el modelo propuesto.
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3.1.3. Balance de esfuerzos viscosos y eléctricos en la inter-
fase entre dos fluidos inmiscibles

La adimensionalización de la condición de frontera (3.12) corresponde a

h̄′
{
τ̄rzi − H̄ [τ̄rri − τzzi ]

}
− τ̄rzi +

∂ψi
∂η

= h̄′ϕ
{
τ̄rzs − H̄ [τ̄rrs − τ̄zzs ]

}
(3.37)

−ϕµr τ̄rzs + ϕεr
∂ψs
∂λ

.

donde H̄ =
√
h̄′2 + 1/

√
h̄′
(
h̄′2 + 1

)
. La ecuación (3.37) nos define la condición de frontera

adimensional correspondiente el balance de esfuerzos viscosos y eléctricos en la interfase de
dos fluidos inmiscibles, la cual se puede simplificar para casos en donde la interfase perma-
nece constante a lo largo del microcapilar, esto es para casos donde Ca→ 0. Atendiendo
la condición anterior la Ec. 3.37 se simplifica a

dūi(η = 1)

dη
− dψ̄i(η = 1)

dη
= ϕ

[
µr
dūs(Z = 0)

dZ
− εr

dψ̄s(Z = 0)

dZ

]
. (3.38)

3.1.4. Solución anaĺıtica para el potencial eléctrico

Para determinar la distribución del potencial eléctrico en ambos fluidos, se escriben
las ecuaciones (3.15) y (3.16) como:

η2d
2ψ̄i
dη2

+ η
dψ̄i
dη
− η2κ̄2

i ψ̄i = 0, (3.39)

y

u2d
2ψ̄s
du2

+ u
dψ̄s
du
− u2κ̄2

sψ̄s = 0, (3.40)

donde u = Z + ϕ. Como se puede observar, las ecuaciones (3.39) y (3.40) son las ecua-
cuaciones diferenciales de Bessel modificadas [37], cuyas soluciones, después de aplicar las
condiciones de frontera (3.23)-(3.26), están dadas por:

ψ̄i =
[
A1I0 (κ̄sϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) + ∆ψ̄

] I0 (κ̄iη)

I0 (κ̄i)
sobre 0 6 η 6 1, (3.41)

y

ψ̄s =
[
−A2K0 (κ̄s [1 + ϕ]) + ζ̄w

] I0 [κ̄s(ϕ+ Z)]

I0 (κ̄s (1 + ϕ))
+

ζ̄w
I0(κ̄s(1+ϕ))A3 −∆ψ̄I1 (κ̄i) +A6

A4 − K0(κ̄s[1+ϕ])
I0(κ̄s(1+ϕ))A3 +A5

K0 [κ̄s(ϕ+ Z)] en 0 6 Z 6 1, (3.42)

respectivamente. Aqúı, I0 y K0 son la función de Bessel modificada de primer y segundo
orden [37], respectivamente, y los parámetros Ai (i = 1, ...6) están definidos como:

A1 =
−A2K0 (κ̄s [1 + ϕ]) + ζ̄w

I0 (κ̄s (1 + ϕ))
, (3.43)
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A2 =

ζ̄w
I0(κ̄s(1+ϕ))A3 −∆ψ̄I1 (κ̄i) +A6

A4 − K0(κ̄s[1+ϕ])
I0(κ̄s(1+ϕ))A3 +A5

, (3.44)

A3 = [−I0 (κ̄sϕ) I1 (κ̄i) + εrϕI1 (κ̄iϕ) I0 (κ̄i)] , (3.45)

A4 = K0 (κ̄sϕ) I1 (κ̄i) , (3.46)

A5 = εrϕK1 (κ̄iϕ) I0 (κ̄i) , (3.47)

A6 =
εrϕQ̄sfI0 (κ̄i)

κ̄i
. (3.48)

En las expresiones anteriores, I1 es la función de Bessel modificada de orden 1 [37]. Por lo
tanto, usando las ecuaciones (3.41) y (3.42), la densidad de carga neta volumétrica local
para el fluido interno y envolvente es dado por:

ρ̄f i = κ̄2
i

[
A1I0 (κ̄sϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) + ∆ψ̄

] I0 (κ̄iη)

I0 (κ̄i)
, (3.49)

y

ρ̄f s = A1κ̄
2
sI0 [κ̄s (ϕ+ Z)] +A2κ̄

2
sK0 [κ̄s (ϕ+ Z)] , (3.50)

respectivamente.

3.1.5. Campo de velocidad

Integrando las ecuaciones (3.21) y (3.22), ambas con respecto a η y Z, respectivamente,
y aplicando las condiciones de frontera (3.27)-(3.29), se puede demostrar que los perfiles
de velocidad de los fluidos interno y envolvente son

ūi = −
[
A1I0 (κ̄sϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) + ∆ψ̄

] I0 (κ̄iη)

I0 (κ̄i)
+ %1 sobre 0 6 η 6 1, (3.51)

y

ūs = −Υ

ϕ
{ϕ [A1I0 (κ̄s(ϕ+ Z)) +A2K0 (κ̄s(ϕ+ Z))]

− [ϕ ln (Z + ϕ)]2
(

1− A1κ̄sI1 [κ̄s(ϕ+ Z)]−A2κ̄sK1 [κ̄s(ϕ+ Z)]

2

)}
+

Υ(
1− 1

ϕκ̄s

)(
Z
ϕ2 + 1

ϕ

) {A2K0 [κ̄s(ϕ+ Z)]−A1I0 [κ̄s(ϕ+ Z)]}

+ϕ%2 ln

(
Z

ϕ
+ 1

)
+ %3 en la región 0 6 Z 6 1, (3.52)

respectivamente. En las ecuaciones anteriores, K1 es la función de Bessel modificada de
orden 1. Los parámetros involucrados en las ecuaciones (3.51) y (3.52) se definen como:

%1 = −ΥΠ4 + Υϕ [ln (ϕ)]2
(

1− Π6

2

)
+

ϕΥΠ5(
1− 1

ϕκ̄s

) + %3 +
{
A1I0 (κ̄sϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) + ∆ψ̄

}
, (3.53)
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%2 = Υ

{
Π6 [1− ln (ϕ)]− 2Π4

ϕ

}
+
εrΠ6

µr̄
(3.54)

− 2

µr̄ϕ

{
A1I0 (κ̄2ϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) + ∆ψ̄

I0 (κ̄i)

}
κ̄iI1 (κ̄i) , (3.55)

y

%3 = ΥΠ1 −Υϕ [ln (1 + ϕ)]2
(

1− Π3

2

)
− ϕΥΠ2(

1− 1
ϕκ̄s

)(
1
ϕ + 1

) − %2 ln (1 + ϕ) , (3.56)

donde

Π1 = A1I0κ̄s (1 + ϕ) +A2K0κ̄s (1 + ϕ) , (3.57)

Π2 = A2K0 [κ̄s (1 + ϕ)]−A1I0 [κ̄s (1 + ϕ)] , (3.58)

Π3 = A1κ̄sI1 [κ̄s (1 + ϕ)]−A2κ̄sK1 [κ̄s (1 + ϕ)] , (3.59)

Π4 = A1I0 (κ̄sϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) , (3.60)

Π5 = A2K0 (κ̄sϕ)−A1I0 (κ̄sϕ) , y (3.61)

Π6 = A1κ̄sI1 (κ̄sϕ)−A2κ̄sK1 (κ̄sϕ) . (3.62)

El flujo volumétrico adimensional del fluido interno (Q̄i) y envolvente (Q̄s) se pueden
obtener integrando los perfiles de velocidad dado por las ecuaciones (3.51) y (3.52), como
sigue

Q̄i =

∫ 1

0
2ūiηdη, (3.63)

y

Q̄s =
2

ϕ

∫ 1

0
ūs

(
1 +

Z

ϕ

)
dZ, (3.64)

Aqúı, Q̄i = Qi/Qc y Q̄s = Qs/Qc, donde Qi y Qs representan el flujo voumétrico di-
mensional para el fluido interno y envolvente, respectivamente. Qc = πR2

1uc es el flujo
volumétrico caracteŕıstico.

Realizando las integrales definidas en las ecuaciones (3.63) y (3.64), se obtiene el flujo
volumétrico del fluido interno como

Q̄i = −2

[
A1I0 (κ̄sϕ) +A2K0 (κ̄sϕ) + ∆ψ̄

I0 (κ̄i)

] [
I1(κ̄i)

κ̄i
+ %1

]
, (3.65)

y para el fluido envolvente, el flujo volumétrico adimensional Q̄s se ha determinado me-
diante la integración numérica de la ecuación (3.64), mediante el método del trapecio [38].

El análisis de resultados de esta sección se presentan en el capitulo de resultados (5.1).
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Caṕıtulo 4

Efectos eléctricos interfaciales en
un microcapilar con dos fluidos
inmiscibles: fluido newtoniano - no
newtoniano

4.1. Definición del problema

La figura 4.1 presenta el esquema del modelo f́ısico analizado en esta sección. Se consi-
dera un microcapilar, con longitud L que es considerablemente mayor que su radio interno
R2, lleno con dos fluidos inmiscibles con un arreglo anular. Se adopta un sistema de coor-
denadas ciĺındrico (r, z), y el origen se ubica en el extremo izquierdo del capilar. El fluido
interno (denotado por i), cuyo radio es R1, es un electrolito simétrico con comportamiento
newtoniano, y el fluido no conductor que lo rodea (denotado por s) obedece al modelo
reológico del ley de potencias. Una EDL delgada (con espesor dado por la longitud de Deb-
ye, κ−1) se forma en la interfase ĺıquido-ĺıquido en el lado del fluido conductor. El flujo de
fluido interno es conducido por una fuerza electroosmótica debido a un campo eléctrico
externo aplicado E0 = φ0/L, donde φ0 es el potencial eléctrico impuesto en la entrada del
capilar en z = 0. El espesor de la pared capilar se denomina tw = R3−R2, donde R3 es el
radio externo del capilar. Los extremos capilares están soportados por dos depósitos que
se encuentran a temperatura T0 y una presión p0. Adicionalmente, la superficie externa
del capilar está en contacto con los alrededores; cuya temperatura es también T0, y su
coeficiente de transferencia de calor convectivo es h∞.

También se hacen las siguientes suposiciones: (i) la viscosidad y la conductividad
eléctrica de la solución electroĺıtica, aśı como el ı́ndice de consistencia del fluido no new-
toniano, son funciones de la temperatura, mientras que las conductividades térmicas de
ambos fluidos son constantes debido a que esta propiedad es muy poco sensible a las va-
riaciones con la temperatura [39,40]. En este sentido, a diferencia del análisis hecho en el
caṕıtulo anterior, se induce un gradiente de presión debido a que las propiedades dependen
de la temperatura y los perfiles de velocidad se verán modificados a lo largo del microca-
pilar. Dicha presión inducida es lo que hará que se satisfaga la ecuación de continuidad o
conservación de la masa. (ii) el radio R1 del capilar es mucho mayor que la longitud de
Debye, κ−1; y (iii) la interfase entre los dos fluidos está bien definida y estable, es decir,
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el espesor de la peĺıcula ĺıquida t = R2 −R1 es constante a lo largo del microcapilar.
Considerando lo mencionado previamente, y tomando en consideración las ecuaciones

de gobierno se pueden describir como se muestra en la siguiente sección

+ -
E0

z u
p0 p

0

k
-1

R1

R2

R3

T0 T0

,

r

Fluido Newtoniano (i)

Fluido no-Newtoniano (s)

pared del microcapilar

pared del microcapilar

r

T0h¥

L

Figura 4.1: Esquema del flujo electroosmótico de dos fluidos inmiscibles en un microcapilar

4.1.1. Para el fluido conductor

Las ecuaciones de gobierno que describen la hidrodinámica, la temperatura y los cam-
pos eléctricos en el fluido conductor son dadas por las ecuaciones de conservación de
continuidad, momento, enerǵıa y potencial eléctrico, dadas por conservación de la carga

1

r

∂ (rvi)

∂r
+
∂ui
∂z

= 0, (4.1)

ρi

(
vi
∂ui
∂r

+ ui
∂ui
∂z

)
= −∂pi

∂z
−
(

1

r

∂

∂r
rτrz +

∂

∂z
τzz

)
+ ρf,iEz, (4.2)

ρiCp,i

(
ui
∂Ti
∂z

)
= ki

[
∂2Ti
∂z2

+
1

r

∂

∂r

(
r
∂Ti
∂r

)]
+ σ(Ti)E

2
z , (4.3)

y
d

dz

[
σ(Ti)

dφi
dz

]
= 0. (4.4)

En la Ec. (4.2), los esfuerzos cortantes están definidos como:

τrz = −µi (Ti)

(
∂ui
∂r

+
∂vi
∂z

)
, τzz = −µi (Ti)

(
2
∂ui
∂z

)
, (4.5)

En las ecuaciones anteriores, vi y ui son los componentes de velocidad en dirección r
y z, respectivamente; pi y Ti son los campos de presión y temperatura, respectivamente;
y el campo eléctrico a lo largo del capilar se define como Ez = −dφi/dz, donde φi es el
potencial eléctrico externo. La conductividad eléctrica y la viscosidad del fluido conductor
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son dependientes de la temperatura y se definen como σ(Ti) = σ0 [1 +Bσ(Ti − T0)] [24,41]
y µ(Ti) = µ0 exp(Bµ/Ti) [41, 42], respectivamente. Aqúı, σ0 y µ0 son la conductividad
eléctrica y la viscosidad evaluadas en una temperatura de referencia T0, y Bσ y Bµ son
constantes que miden la sensibilidad de la viscosidad y la conductividad eléctrica con la
temperatura. ki, ρi y Cp,i son la conductividad térmica, la densidad de masa y el calor
espećıfico, respectivamente. Finalmente el término de generación de calor, σ(Ti)E

2
z de la

Eq. (4.3), es el que origina el calentamiento Joule.
En la ecuación (4.2), la densidad de carga, ρf , se obtiene a partir de la ecuación de

Poisson-Boltzmann. Para microcanales muy largos y asumiendo que el potencial zeta en
la interfase ĺıquido-ĺıquido es pequeño, es decir, ζ � 25 mV, de tal forma que se puede
usar la aproximación de Debye-Hückel. Esta ecuación puede escribirse como

1

r

d

dr

(
r
dψ

dr

)
= −

ρf
ε
. (4.6)

Al considerar que ρf = −εκ2ψ y que las condiciones de frontera de la ecuación (4.6)
es ψ (r = R1) = ζ y dψ/dr = 0 en r = 0, la densidad de carga se obtiene como ρf =
−εκ2ζI0(κr)/I0(κR1) [24]. Aqúı, ψ es el potencial eléctrico dentro de la longitud de Deb-
ye, ε denota la permitividad dieléctrica del fluido conductor, I0 es la función de Bessel
modificada en el orden cero [43], y κ es la inversa de la longitud de Debye, definido como

κ =
(
2e2z2n∞/εkBT0

)−1/2
, donde e, n∞, z, kB y T0 son la magnitud de carga elemental

sobre un electrón,la concentración de iones, la valencia, la constante de Boltzmann y una
temperatura de referencia absoluta T0, respectivamente.

4.1.2. Para el fluido no conductor

Las ecuaciones de gobierno en la región del fluido no conductor son: la ecuación de
continuidad, cantidad de movimiento y enerǵıa, dadas por:

1

r

∂ (rvs)

∂r
+
∂us
∂z

= 0, (4.7)

ρ

(
vs
∂us
∂r

+ us
∂us
∂z

)
= −∂p

∂z
−
(

1

r

∂

∂r
(rτrzs) +

∂

∂z
(τzzs)

)
(4.8)

y

ρsCp,s

(
us
∂Ts
∂z

)
= ks

[
∂2Ts
∂z

+
1

r

∂

∂r

(
r
∂Ts
∂r

)]
. (4.9)

donde los esfuerzos cortantes

τrzs = m

(
−∂us
∂r

)n
(4.10)

τzzs = −m
(
∂us
∂z

)n
(4.11)

En las ecuaciones previas, vs, us, ps y Ts son las componentes de velocidad en la dirección
r y z, el campo de presión y temperatura, respectivamente. m(Ts) = m0 exp [−a (Ts − T0)]
representa el ı́ndice de consistencia para el fluido no conductor [29], con m0 representando
el ı́ndice de consistencia evaluado a una temperatura de referencia T0, y a es un parámetro
relacionado con la sensibilidad a las variaciones de temperatura del ı́ndice de consistencia.
ks, ρs y Cp,s son la conductividad térmica, la densidad de masa y el calor espećıfico del
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fluido no conductor, respectivamente, y n es el ı́ndice de comportamiento de flujo. Se
observa que en las ecuaciones de enerǵıa, (4.3) y (4.9), los términos convectivos en la
dirección radial se pueden despreciar, como lo demostró Sanchéz et al. [21].

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera de las ecuaciones gobernantes (4.1)-(4.9) son como sigue:

en la ĺınea central del capilar, r = 0, se aplican las condiciones de frontera de simetŕıa
para la velocidad y la temperatura:

vi = 0,
∂ui
∂r

= 0,
∂Ti
∂r

= 0. (4.12)

Las condiciones de en la interfase entre ambos fluidos (en r = R1) son:

ui = us, vi = vs = 0, (4.13)

τrz,i − τrz,s = σsEz, (4.14)

Ti = Ts, ks
∂Ts
∂r

= ki
∂Ti
∂r

. (4.15)

En la ecuación (4.13), la primera y segunda condiciones corresponden a la continui-
dad de la velocidad y la impermeabilidad entre ambos fluidos, respectivamente.
La ecuación (4.14) representa el balance total de esfuerzos, que incluye esfuer-
zos viscosos y de Maxwell [44]. En la ecuación (4.14), τrz,i = µ(Ti) (∂ui/∂r) y
τrz,s = m(Ts) (−∂us/∂r)n. Adicionalmente σs = −εκζI1(κR1)/I0(κR1) es la den-
sidad de carga superficial en la interfase [24], I0 e I1 son las funciones de Bessel
modificadas de orden cero y uno, respectivamente [43]. Además, la continuidad de
las temperaturas y los flujos de calor están representados por la Ec. (4.15), lo que
define un problema de transferencia de calor conjugado entre los dos fluidos.

En la superficie interior del capilar (r = R2), las condiciones de frontera son:

us = vs = 0,
∂Ts
∂r

= −heq
ks

(Ts − T0) . (4.16)

Las dos primeras condiciones de frontera en la Eq. (4.16) son las condiciones de
no deslizamiento e impermeabilidad en la superficie interna del capilar; la última
representa el enfriamiento convectivo en la superficie externa del capilar, donde heq
es el coeficiente de transferencia de calor equivalente dado por

heq = R−1
2

[
1

kw
ln

(
R3

R2

)
+

1

h∞R3

]−1

. (4.17)

Aqúı, kw es la conductividad térmica de la pared del microcanal.

En ambos extremos del capilar (z = 0, L):

pi = ps = p0, Ti = Ts = T0, (4.18)

y
φi (z = 0) = φ0, φi (z = L) = 0. (4.19)
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Finalmente, ambos extremos del capilar están a la misma presión p0 y la misma tem-
peratura T0, representado por la Eq. (4.18); esta última condición nos indica que la tem-
peratura en los extremos del capilar es igual a la temperatura de los depósitos, tal como
es usado por Xuan et al. [19]. El potencial eléctrico que se aplica en la entrada del capilar
está representado por φ = φ0, y φ = 0 denota que la salida capilar está puesta a tierra.

4.1.3. Ecuaciones adimensionales

Para analizar este EOF y debido a que hay muchos parámetros f́ısicos involucrados en
el análisis, primero se adimensionalizan las ecuaciones de gobierno (4.1)-(4.9), junto con las
condiciones de frontera (4.12)-(4.19), introduciendo las siguientes variables adimensionales:

Z =
r −R1

t
, χ =

z

L
η =

r

R1
, ūi =

ui
uc
, ūs =

us
uc
,

v̄i =
viL

R1uc
, v̄s =

vsL

tuc
, p̄i =

pi − p0

∆pci
, p̄s =

ps − p0

∆pcs
,

θi =
Ti,s − T0

∆Tc
, θs =

Ts − T0

∆Tc
, φ̄ =

φ

φ0
. (4.20)

Aqúı, uc = εE0ψc/µ0 representa la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski y se elige para
ser la velocidad caracteŕıstica para ambos fluidos, y se evalúa a la temperatura de referen-
cia T0. ψc = kBT/ze denota el potencial térmico. ∆Tc = σ0E

2
0LR1/ki, ∆pci = µ0ucL/R

2
1

y ∆pcs = Lm0u
n
c /t

1+n representan el incremento de temperatura caracteŕıstica y la cáıda
de presión caracteŕıstica en el sistema, respectivamente. Por lo tanto, las versiones adi-
mensionales de las ecuaciones gobernantes, Eq. (4.1)-(4.4) y Eq. (4.7)-(4.9), son como
sigue:

para el fluido conductor,

1

η

∂

∂η
(ηv̄i) +

∂ūi
∂χ

= 0, (4.21)

Reiβi

(
vi
∂ui
∂η

+ ui
∂ui
∂χ

)
= −∂pi

∂χ
+

1

µi (Ti) η

∂

∂η
[µi (Ti) ητ rzi ] (4.22)

+
2

µi (Ti)
β2
i

∂

∂χ
[µi (Ti) τ zzi ]− κ̄2 I0 (κ̄η)

I0 (κ̄)

∂φ

∂χ
,

∂2θi
∂χ2

− Peiūi
βi

∂θi
∂χ

+
1

β2
i

1

η

∂

∂η

(
η
∂θi
∂η

)
+ [1 + γσθi]

(
dφ̄i
dχ

)2

= 0, (4.23)

d

dχ

[
(1 + γσθi)

dφ̄i
dχ

]
= 0; (4.24)

y para el fluido no conductor,

1

(1 + ξZ)

∂

∂Z
[(1 + ξZ) v̄s] +

∂ūs
∂χ

= 0, (4.25)
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Resβs

(
vs
∂us
∂Z

+ us
∂us
∂χ

)
= − ∂

∂χ
ps + βs

tn+1

Ln
∂

∂χ

(
∂us
∂χ

)n [
1− γµΓaθs

]
(4.26)

− 1

(Zξ + 1)

∂

∂Z

[
(Zξ + 1)

[
1− γµΓaθs

] [
− ∂

∂Z
us

]n]
∂2θs
∂χ2

− Pesūs
βs

∂θs
∂χ

+
1

β2
s

1

(1 + ξZ)

∂

∂Z

[
(1 + ξZ)

∂θs
∂Z

]
= 0, (4.27)

donde:

τ rzi =
∂ui
∂η

, τ zzi =
∂ui
∂χ
− 1

3

(
1

η

∂

∂η
(ηvi) +

∂ui
∂χ

)
.

En las ecuaciones (4.21)-(4.27), κ̄ = κR1, γµ = Bµ4Tc/T 2
0 , γσ = Bσ4Tc, y γa = a4Tc.

Los otros parámetros adimensionales se definen como βi = R1/L, βs = t/L, y ξ = t/R1.
Pei = ucR1/αi y Pes = uct/αs son los números de Péclet para los fluidos interno y
envolvente, respectivamente, con αi,s = ki,s/ρi,sCp,i,s.

Tabla 4.1: Parámetros f́ısicos y geométricos usados para estimar los parámetros adimensionales
utilizados en el presente análisis.

Parámetro valor unidades
a <10−1 K−1

Bµ 1713 K
Bσ ∼10−2 K−1

Ca ∼10−4

E0 ∼ 104 Vm−1

heq 100 Wm−2K−1

ki 0.609 Wm−1K−1

ks 0.145 Wm−1K−1

kw 1.5 Wm−1K−1

L ∼ 10−3-10−2 m
m0 ∼10−3 Nm−2sn

n 0.5 - 2
R1 50 µm
R2 50 µm
T0 298 K
αi 3.96×10−6 m2s−1

αs 872×10−6 m2s−1

ζ <-25 mV
µ0 ∼ 10−3 Nm−2s
ε 7.08×10−10 Cm−1V−1

σ0 ∼10−2-10−1 Sm−1

Por otro lado, los números de Reynolds están dados por Rei = ρiucRi/µ0 y Res =
ρst

nu2−n
c /m0. De igual forma que en la sección (3.1.1), para los valores f́ısicos mostra-

dos en la Tabla (4.1)
(
Rei ∼ 4× 10−4, Res ∼ 3× 10−7 y βj ∼ 2× 10−2

)
, aśı βj −→ 0 y
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βjRej −→ 0, por lo que las ecuaciones que gobiernan el campo de flujo (Ec. 4.22 y 4.26)
hasta términos de orden cero en el ĺımite de la teoŕıa de la lubricación, se simplifican a:

1

η

∂

∂η

[
(1− γµ θi) η

∂ūi
∂η

]
− κ̄2 I0 (κ̄η)

I0 (κ̄)

dφ̄i
dχ
− dp̄i
dχ

= 0, (4.28)

− ∂

∂Z

[
(1 + ξZ) (1− γaθs)

(
−∂ūs
∂Z

)n]
− dp̄s
dχ

(1 + ξZ) = 0, (4.29)

Las condiciones de frontera adimensionales, correspondientes a las ecuaciones (4.21)-
(4.29), son como sigue:

en el eje axial del capilar (η = 0):

v̄i = 0,
∂ūi
∂η

= 0,
∂θi
∂η

= 0. (4.30)

En la interfase entre ambos fluidos:

ūi
∣∣
η=1

= ūs
∣∣
Z=0

, v̄i
∣∣
η=1

= v̄s
∣∣
Z=0

= 0, (4.31)

− (1− γµθi)
∂ūi
∂η

∣∣∣∣
η=1

− α (1− γaθs)
(
−∂ūs
∂Z

)n ∣∣∣∣
Z=0

=

κ̄
I1 (κ̄)

I0 (κ̄)

dφ̄i
dχ

, (4.32)

θi
∣∣
η=1

= θs
∣∣
Z=0

, ᾱ
∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

=
∂θs
∂Z

∣∣∣∣
Z=0

. (4.33)

Aqúı, α = µrR1u
n−1
c /tn, con µr = m0/µ0. ᾱ = krξ denota un parámetro de trans-

ferencia de calor conjugado, kr = ki/ks.

En la superficie interior del capilar (Z = 1):

ūs = v̄s = 0,
∂θs
∂Z

= kT θs, (4.34)

donde kT = heqt/ks representa un número de Biot equivalente.

En ambos extremos del capilar (χ = 0, 1):

p̄i,s = 0, θi,s = 0, (4.35)

y
φ̄i (χ = 0) = 1 and φ̄i (χ = 1) = 0. (4.36)
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Ecuaciones de enerǵıa simplificadas

Las ecuaciones de enerǵıa para los fluidos interno y envolvente, dadas por las ecuaciones
(4.23) y (4.27), pueden simplificarse basándose en la siguiente discusión. En EOFs t́ıpicos,
la variación de temperatura sobre r es considerablemente menor que en la dirección axial
[41]; por lo tanto, en una primera aproximación, la temperatura para ambos fluidos es sólo
una función de la coordenada z. Aśı, en forma adimensional, tenemos θi,s ≈ θi,s(χ). Por
lo tanto, es posible reemplazar la temperatura local en ambos fluidos por un promedio
de la temperatura en dirección transversal. Por lo tanto, promediando cada término en
la dirección radial de las ecuaciones de enerǵıa para los fluidos interno y envolvente y
utilizando las condiciones de frontera que definen el problema de transferencia de calor
conjugado, concretamente, la segunda condición de frontera de las ecuaciones (4.33) y
(4.34), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

d2θi
dχ2
− Pei〈ūi〉

βi

dθi
dχ

+
2

β2
i

∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

+
1

βi

(
dφ̄i
dχ

)2

= 0, (4.37)

y

d2θs
dχ2

− Pes 〈ūs〉
βs

dθs
dχ
− 2

β2
s (1 +Rr)

[
(1 + ξ) kT θs + ᾱ

∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

]
= 0, (4.38)

Aqúı, Rr = R2/R1, y (∂θi/∂η)η=1 es el gradiente de temperatura adimensional desconocido
en la interfase entre ambos fluidos, que se determina en el apéndice A.1. 〈ūi〉 y 〈ūs〉
representan velocidades promedio, que se definen como

〈ūi (χ)〉 = 2

∫ 1

0
ūiηdη, (4.39)

y

〈ūs (χ)〉 =
2

1 +Rr

∫ 1

0
ūs (1 + ξZ) dZ. (4.40)

4.2. Solución asintótica en el ĺımite de γµ � 1

Para resolver el sistema acoplado de las ecuaciones de gobierno formuladas en la sección
anterior, se usa la técnica de perturbación regular [45]. Las ecuaciones de gobierno (4.21)-
(4.36) dependen de diversos parámetros adimensionales, tales como γµ, γσ y γa. Todos
estos parámetros se definen en términos del incremento de temperatura caracteŕıstica
∆Tc, que permite que estos parámetros se expresen en términos de un solo parámetro.
Bajo esta condición, podemos decir que γσ = Γσγµ y γa = Γaγµ, con Γσ = BσT

2

0 /Bµ
y Γa = aT 2

0 /Bµ. Por lo tanto, las ecuaciones gobernantes pueden escribirse en términos
del parámetro adimensional γµ. Desde un punto de vista f́ısico, este parámetro mide la
sensibilidad a los cambios de temperatura de la viscosidad µ. Al considerar los valores
t́ıpicos de propiedades geométricas y f́ısicas usadas en EOF, tales como Bµ = 1713 K,
E0 ∼ 104 Vm−1, ki = 0.609 Wm−1K−1, L ∼ 10−2 m [19, 41], R1 = 50µm [11] y T0 = 298
K, se estima que γµ ∼ 10−3 � 1, y por lo tanto, se puede considerar a γµ como un
parámetro de pertubación. Por lo tanto, proponiendo una expansión regular para cada
variable dependiente (por ejemplo, X) en la forma siguiente

X = X(0) + γX(1) +O
(
γ2
)
, (4.41)
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donde X = θi, θs, ūi, ūs, v̄i, v̄s, p̄i, p̄s, φ̄i. Sustituyendo las expansiones (4.41) en las ecua-
ciones (4.21)-(4.27), aśı como en las condiciones de frontera (4.30)-(4.36), y agrupando
términos del mismo orden, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones.

4.2.1. Soluciones en el orden cero

Obsérvese que en este orden, la solución corresponde al caso de propiedades f́ısicas
constantes, donde el flujo es estrictamente unidireccional y no existe la componente de la
velocidad radial del fluido. Por lo tanto, las ecuaciones del orden cero están dadas por:

1

η

∂

∂η

[
η
∂ū

(0)
i

∂η

]
− κ̄2 I0 (κ̄η)

I0 (κ̄)

dφ̄
(0)
i

dχ
= 0, (4.42)

− ∂

∂Z

[
(1 + ξZ)

(
−∂ū

(0)
s

∂Z

)n]
= 0, (4.43)

d2θ
(0)
i

dχ2
−
Pei

〈
ū

(0)
i

〉
βi

dθ
(0)
i

dχ
+

2

β2
i

∂θ
(0)
i

∂η

∣∣∣∣∣
η=1

+
1

βi

(
dφ̄

(0)
i

dχ

)2

= 0, (4.44)

d2θ
(0)
s

dχ2
−
Pes

〈
ū

(0)
s

〉
βs

dθ
(0)
s

dχ
− 2

β2
s (1 +Rr)

(1 + ξ) kT θ
(0)
s + ᾱ

∂θ
(0)
i

∂η

∣∣∣∣∣
η=1

 = 0, (4.45)

y

d2φ̄
(0)
i

dχ2
= 0. (4.46)

Las condiciones de frontera, están dadas por

∂ū
(0)
i

∂η

∣∣∣∣
η=0

= 0, (4.47)

ū
(0)
i

∣∣
η=1

= ū(0)
s

∣∣
Z=0

, (4.48)

−
∂ū

(0)
i

∂η

∣∣∣∣
η=1

− α

[
−∂ū

(0)
s

∂Z

]n ∣∣∣∣
Z=0

= κ̄
I1 (κ̄)

I0 (κ̄)

dφ̄
(0)
i

dχ
, (4.49)

ū(0)
s

∣∣
Z=1

= 0, (4.50)

θ
(0)
i = θ(0)

s = 0 at χ = 0, 1 (4.51)

y

φ̄
(0)
i

∣∣
χ=0

= 1 and φ̄
(0)
i

∣∣
χ=1

= 0. (4.52)

La solución para el potencial eléctrico del fluido conductor se determina a partir de la
Ec. (4.46) y la Ec. (4.52), dado por

φ̄
(0)
i = 1− χ. (4.53)

Los perfiles de velocidad para los fluidos interno y envolvente se obtienen fácilmente
de las ecuaciones (4.42) y (4.43) y (4.47)-(4.50), como
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ū
(0)
i =

[
1− I0 (κ̄η)

I0 (κ̄)

]
+

δN

ξ (1−N)

[
(1 + ξ)1−N − 1

]
, (4.54)

y

ū(0)
s =

δN

ξ (1−N)

[
(1 + ξ)1−N − (1 + ξZ)1−N

]
, (4.55)

donde δ = 2κ̄I1 (κ̄) /αI0 (κ̄) y N = 1/n.
Claramente, en el orden cero, el perfil de velocidad adimensional del fluido conductor

interno está compuesto de dos términos: el primero denota el EOF, mientras que el segundo
refleja la influencia del fluido envolvente, que actúa como lubricante. En el ĺımite N → 1,
se recupera el caso de fluido newtoniano. Bajo esta última condición, el perfil de velocidad
adimensional del fluido interno viene dado por:

ū
(0)
i =

{
1− I0 (κ̄η)

I0 (κ̄)
+

2κ̄

µr

I1 (κ̄)

I0 (κ̄)
ln

(
R2

R1

)}
. (4.56)

El correspondiente perfil de velocidad adimensional (para N → 1) del fluido envolvente
se obtiene como

ū(0)
s =

2κ̄

µr

I1 (κ)

I0 (κ)
ln

(
1 + ξ

1 + ξZ

)
. (4.57)

La magnitud de la velocidad adimensional, en el orden cero, evaluada en la interfase
entre ambos fluidos es

ū
(0)
i = ū(0)

s =
2κ̄

µr

I1 (κ̄)

I0 (κ̄)
ln (Rr) . (4.58)

La solución para el perfil de temperatura adimensional en el capilar se obtiene a partir
de las ecuaciones (4.44) y (4.45), y se define por la siguiente ecuación (ver apéndice A.1
para más detalles):

θ
(0)
i ≈ θ

(0)
s =

ᾱβi
2kT (1 + ξ)

{
1− exp (m2χ) [1− exp (m1)]− exp (m1χ) [1− exp (m2)]

exp (m2)− exp (m1)

}
.

(4.59)
La ecuación anterior define la distribución de la temperatura en el orden cero para

ambos fluidos. Los parámetros m1 y m2 se definen en el Apéndice A.
El primer factor en el lado derecho de la Ec. (4.59), es decir, el término ᾱβi/2kT (1 + ξ) =

kiR1/heqR2L, sugiere que la temperatura en unidades f́ısicas para ambos fluidos puede ex-
presarse, en una primera aproximación, como

Ti,s ∝ T0 +
σ0E

2
0R

2
1

heqR2
. (4.60)

La relación anterior indica claramente cómo se puede modular la temperatura en el
capilar dependiendo de los valores que toman los parámetros f́ısicos.
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4.2.2. Solución del orden O (γµ)

El problema O (γµ) se define mediante el siguiente conjunto de ecuaciones:

∂ū
(1)
i

∂χ
+

1

η

∂

∂η
(ηv̄

(1)
i ) = 0, (4.61)

1

η

∂

∂η

[
η
∂ū

(1)
i

∂η
− ηθ(0)

i

∂ū
(0)
i

∂η

]
− κ̄2 I0 (κ̄η)

I0 (κ̄)

dφ̄
(1)
i

dχ
−
dp̄

(1)
i

dχ
= 0, (4.62)

− ∂

∂Z

n∂ū(1)
s

∂Z

(
−∂u

(0)
s

∂Z

)n
∂ū

(0)
s

∂Z

(1 + ξZ)− Γaθ
(0)
s

(
−∂ū

(0)
s

∂Z

)n
(1 + ξZ)

−
dp̄

(1)
s

dχ
(1 + ξZ) = 0, (4.63)

y

d

dχ

(
dφ̄

(1)
i

dχ
+ Γσθ

(0)
i

dφ̄
(0)
i

dχ

)
= 0. (4.64)

En este orden, los perfiles de velocidad para ambos fluidos sólo dependen del orden
cero de la temperatura. Por lo tanto, no es necesario considerar la ecuación de la enerǵıa
para términos de O (γµ). Además, se pueden despreciar las pequeñas diferencias de pre-
sión debido a los efectos de curvatura asociados con la tensión superficial. En este caso,
los gradientes de presión son iguales en ambos fluidos [32]. Por lo tanto, asumimos que

dp̄
(1)
i /dχ = dp̄

(1)
s /dχ = dp̄(1)/dχ.

Las condiciones de frontera para las ecuaciones (4.61)-(4.64) son como sigue:

∂ū
(1)
i

∂η

∣∣∣∣
η=0

= 0, (4.65)

v̄
(1)
i = 0 at η = 0, 1, (4.66)

ū
(1)
i

∣∣
η=1

= ū(1)
s

∣∣
Z=0

, (4.67)

p̄(1)
∣∣
χ=0

= p̄(1)
∣∣
χ=1

= 0, (4.68)
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i
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−
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i
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∣∣∣∣∣∣
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+ αΓaθ
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s
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s
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(
−∂ū
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I0 (κ̄)

dφ̄
(1)
i

dχ
, (4.69)

40
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ū(1)
s

∣∣
Z=1

= 0, (4.70)

y

φ̄
(1)
i

∣∣
χ=0

= φ̄
(1)
i

∣∣
χ=1

= 0. (4.71)

En particular, la condición frontera para los esfuerzos en la interfase es influenciada

por los efectos de la temperatura, que se refleja por θ
(0)
i y θ

(0)
s , incluido en el primer y

tercer término del lado izquierdo de la Eq. (4.69). Además, el término en el lado derecho

de esta ecuación, dφ̄
(1)
i /dχ, depende del campo de temperatura, como se muestra en la Ec.

(4.64).
La solución para el sistema de ecuaciones para el potencial eléctrico y los campos de

velocidad es la siguiente:

φ̄
(1)
i =

ᾱβi
2kT (1 + ξ)

ΓσF0

exp (m2)− exp (m1)

{
[1− exp (m1)]

m2
[χ exp (m2)− exp (m2χ)]

+
[1− exp (m2)]

m1
[exp (m1χ)− χ exp (m1)] +

exp (m2)− exp (m1)

m2
(1− χ)

}
, (4.72)
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1
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(4.73)
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(
Γa
n
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)
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n
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]}
,

ū(1)
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dχ


N
(

δ
1+ξZ

)N−1

(6n2 − 8n+ 2) ξ2
[Zξ (n− 1) (Zξ + 2)− (n− 1) ξ (ξ + 2)]

+
δN−1

2αξ (n− 1)

[
1

(1 + ξ)N−1
− 1

(1 + ξZ)N−1
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−
dφ̄

(1)
i

dχ

{
1

(1 + ξ)N−1
− 1

(1 + ξZ)N−1
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2κ̄δN−1

αξ (n− 1)

I1 (κ̄)

I0 (κ̄)

+
NΓaδ

N

ξ (1−N)
θ0

[
(1 + ξ)1−N − (1 + ξZ)1−N

]
, (4.74)

donde F0 = ᾱβi/2kT (1 + ξ). En las ecuaciones (4.73) y (4.74), el gradiente de presión
dp̄(1)/dχ es desconocido. Por lo tanto, para determinar el gradiente de presión, sustituimos

ū
(1)
i en la ecuación de continuidad (4.61), y después de integrar el resultado anterior en la

dirección radial y aplicando las condicion de frontera de impermeabilidad, Ec. (4.66), se
obtiene la solución para p̄(1):
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p̄(1) = −C2

C1
F0

{
χ− 1

exp (m2)− exp (m1)

(
exp (m2χ)

m2
[1− exp (m1)]

−exp (m1χ)

m1
[1− exp (m2)]

)}
+ C3χ+ C4,

(4.75)

y el correspondiente gradiente de presión está dado por

dp̄(1)

dχ
= −C2

C1
θ0 + C3, (4.76)

donde los parámetros C1 − C4 se muestran en el apéndice A.2.
Una vez conocidos los perfiles de velocidad y de presión, se puede obtener el flujo

volumétrico.
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4.2.3. Flujo volumétrico

Los flujos volumétricos adimensionales para el fluido interno (Q̄i = Qi/Qc) y el en-
volvente (Q̄s = Qs/QC) pueden ahora ser determinados; aqúı, Qc = πucR

2
1 es el flujo

volumétrico caracteŕıstico. Por lo tanto, tenemos que

Qi =

∫ 1

0
2uiηdη =

〈
u

(0)
i

〉
+ 2γµ

{
1

2

dp(1)

dχ
k1 + θ(0)k2 −

dφ
(1)
i

dχ

k3

κ

}
, (4.77)

y

Qs = 2ξ

∫ 1

0
us (1 + ξZ) dZ = (1 +Rr)ξ

〈
u(0)
s

〉
+ 2γµξ

{
θ(0)k5 −

dp(1)

dχ
k6 −

dφ
(1)
i

dχ
k7

}
.

(4.78)

En las ecuaciones (4.77) y(4.78), los segundos términos del lado derecho en ambas ecua-
ciones representan la influencia de los efectos térmicos sobre el flujo volumétrico. En las

mismas, las expresiones
〈
u

(0)
i

〉
y
〈
u

(0)
s

〉
se definen en el apéndice A.1. Los parámetros k1

a k10 se presentan en el apéndice A.3.
El análisis de resultados de esta segunda parte de la presente tesis se presentan en el

capitulo de resultados (5.2).
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Caṕıtulo 5

Análisis de Resultados

5.1. Fluidos inmiscibles caso isotérmico

En la primera parte de la presente tesis, se presentaron las soluciones anaĺıticas de
las distribuciones eléctricas y de velocidad adimensional de un flujo puramente electro-
osmótico de dos fluidos Newtonianos inmiscibles en un microcapilar, ambos conductores
eléctricamente. Se muestra que el EOF está controlado por varios parámetros adimensio-
nales, tales como: la relación de viscosidades µr̄ y la relación de permitividades εr del
fluido interno y envolvente, los parámetros electrocinéticos κ̄i y κ̄s, la diferencia de poten-
cial zeta adimensional en la interfase entre ambos fluidos 4ψ̄ y el salto de densidad de
carga adimensional en la interfase Q̄sf . Para estimar los valores de los parámetros adimen-
sionales involucrados en el análisis, se utilizaron valores de los parámetros f́ısicos que se
han reportado previamente en la literatura especializada donde estudiaron los flujos elec-
troosmóticos de dos fluidos inmiscibles (ver tabla 3.1). En el presente estudio se supuso
la proximación de Debye-Hückel, por lo que los valores apropiados de ∆ψ son tales que
ψ1 6 25 mV.

Las Figs. 5.1 a 5.5 muestran la influencia de los parámetros adimensionales implica-
dos en el análisis del potencial eléctrico a través de los microcapilares en función de las
coordenadas η y Z con los correspondientes perfiles de velocidad. Debe observarse que en
cada una de estas figuras hay un espacio en la distribución del potencial eléctrico, lo que
significa que en el dominio el potencial eléctrico permanece uniforme e igual a cero. El
efecto del salto del potencial zeta adimensional en la interfase ĺıquido-ĺıquido y los corres-
pondientes perfiles de velocidad adimensionales se representan en las Figs. 5.1(a) y (b).
Se observa que la presencia del fluido envolvente, que actúa como lubricante, aumenta la
velocidad del fluido interno. Espećıficamente, en el caso de ∆ψ̄ = −1 , (ĺınea con śımbolo
I), en la interfase entre ambos fluidos, la fuerza eléctrica en el fluido interno es opuesta
a la del fluido envolvente, y esto retarda el flujo. En contraste, cuando ∆ψ̄ = 1, la ve-
locidad del fluido interno corresponde al valor máximo debido a una fuerza mayor en la
interfase ĺıquido-ĺıquido. Esto se debe a que el potencial zeta en la interfase alcanza un
valor que podŕıa evaluarse a partir de ψ̄1 (η = 1) = ∆ψ̄+ ψ̄2 (Z = 0). Esto, a su vez define
el potencial zeta en la interfase ya sea en el lado del fluido interno o del lado envolvente.

La fig. 5.2, muestra el efecto de suponer valores negativos y positivos del potencial zeta
adimensional en la superficie microcapilar o su ausencia mientras se mantiene un potencial
zeta fijo en la interfase fluido-fluido. Evidentemente, el salto del potencial zeta define el
comportamiento de la distribución de potencial eléctrico en la interfase fluido-fluido. En
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Figura 5.1: (a) Distribución del potencial eléctrico a través de los microcapilares para diferentes
valores de salto del potencial zeta adimensional, y (b) los correspondientes perfiles de velocidad
adimensional. Se utilizaron los siguientes parámetros: µr̄ = 15, κ̄1 = 30, κ̄2 = 30, εr = 1 y
Q̄sf = 15.094, ζ̄w = 1

este caso, las fuerzas eléctricas del fluido interno en la interfase fluido-fluido actúan de
izquierda a derecha como se muestra en la Fig. 3.1, arrastrando aśı el fluido envolvente.
Sin embargo, con respecto a ζ̄w < 0, la fuerza eléctrica cerca de la pared actua de manera
opuesta a las desarrolladas en el fluido interno en la interfase fluido-fluido. Por lo tanto, la
velocidad mayor se reduce como se muestra en las curvas denotadas por ◦ y I. En el caso
de ζ̄w = 0 (ĺınea denotada por ∗), la pared capilar no esta cargada eléctricamente, y por
lo tanto el movimiento del fluido envolvente es análogo al de un flujo causado por fuerzas
cortantes que se originan desde el fluido interno.

La figura 5.3(a) muestra la distribución de potencial eléctrico para diferentes valores de
la densidad de carga interfacial adimensional. Como se observa, la influencia de la densidad
de carga interfacial es prácticamente nula. Sin embargo, el efecto de Q̄s sobre los perfiles
de velocidad es significativa. Se aprecia en la Fig. 5.3(b), que para valores crecientes de
Q̄sf , conduce a un aumento significativo de las magnitudes de velocidad del fluido interno.
La densidad de carga superficial adimensional asumió valores de 0 6 Q̄sf 6 15. En este
sentido, un valor de Q̄sf = 15 se estimó con respecto a la densidad de carga superficial
dimensional qsf = 0.0015 C/m2 [9]. Cuando Q̄sf = 0, la velocidad del fluido interno tiende
a la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski.

El efecto de los parámetros electrocinéticos κ̄1 y κ̄2 sobre las distribuciones eléctricas
y de velocidad se muestran en las Figs. 5.4 y 5.5, respectivamente. Evidentemente, en
ambas figuras, el perfil de velocidad muestra un comportamiento no lineal conforme los
parámetros κ̄1 o κ̄2 aumentan. Por ejemplo, en la Fig. 5.4, con respecto a los valores
de κ̄1 = (15, 20, 25), las magnitudes de velocidad para ambos fluidos aumentaron y la
velocidad disminuyó para κ̄1 = 30. Se observó un comportamiento similar en la Fig. 5.5
con variaciones en el parámetro κ̄2. Sin embargo, el efecto de κ̄2 sobre la velocidad en
comparación con la de κ̄1, fue más significativo porque se obtuvieron mayores velocidades.
Evidentemente, la observación antes mencionada se reflejó en el caudal volumétrico como
se muestra a continuación.
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Figura 5.2: (a) Distribución del potencial eléctrico a través de los microcapilares para diferentes
valores del potencial zeta adimensional en la pared microcapilar, y (b) los correspondientes perfiles
de velocidad adimensional. Se utilizaron los siguientes parámetros: µr̄ = 15, κ̄1 = 30, κ̄2 = 30,
∆ψ̄ = 1, εr = 1 and Q̄sf = 15.094
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Figura 5.3: (a) Distribución del potencial eléctrico a través de los microcapilares para diferentes
valores de la densidad de carga superficial adimensional, y (b) los correspondientes perfiles de
velocidad adimensional. Se utilizaron los siguientes parámetros: µr̄ = 15, κ̄1 = 30, κ̄2 = 30,
∆ψ̄ = 1, εr = 1, ζ̄w = 1
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Figura 5.4: (a) Distribución del potencial eléctrico a través del microcapilar para diferentes valores
del parámetro electrocinético κ̄i, y (b) los correspondientes perfiles de velocidad adimensional. Se
utilizaron los siguientes parámetros: µr̄ = 15, κ̄s = 30, ∆ψ̄ = 1, εr = 1, ζ̄w = 1 and Q̄sf = 15.094
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Figura 5.5: (a) Distribución del potencial eléctrico a través del microcapilar para diferentes valores
del parámetro electrocinético κ̄s, y (b) los correspondientes perfiles de velocidad adimensional. Se
utilizaron los siguientes parámetros: µr̄ = 15, κ̄i = 30, ∆ψ̄ = 1, ζ̄w = 1 and Q̄sf = 15.094.

Cuando ambos fluidos tienen las mismas propiedades f́ısicas, algunos de los parámetros
adimensionales implicados en las ecuaciones (3.51) y (3.52) asumen los siguientes valores:
µr̄ = 1, εr = 1 y Υ = 1. Además, si no existiera el salto en el potencial eléctrico y la
densidad de carga a través de la interfase, ∆ψ̄ = 0 y Q̄sf = 0. Considerando lo anterior, los
perfiles de velocidad para los fluidos interno y envolvente dados por las ecuaciones (3.51) y
(3.52) se simplifican y se obtiene que ū1 = 1 y ū2 = 1− I0 (κ̄2Z) /I0 (κ̄2), respectivamente.
Ambas ecuaciones representan la solución al flujo electroosmótico de un solo fluido en un
capilar circular, representado por la ĺınea discontinua en la Fig. 5.4(b).

El efecto de la relación de viscosidad µr̄ sobre los perfiles de velocidad se muestra en la
Fig. 5.6(a). Las velocidades para ambos fluidos aumentaron cuando el fluido envolvente es
menos viscoso que el fluido interno. La figura 5.6(b) Muestra la influencia del parámetro
εr que representa la competencia entre las permitividades dieléctricas de ambos fluidos.
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Se observó que se alcanzó una velocidad más alta cuando el fluido envolvente tiene una
permitividad alta. Adicionalmente, εr → 0, indica que el fluido envolvente es eléctricamente
débilmente conductor y que el movimiento de fluido envolvente se debe exclusivamente a
fuerzas viscosas que existen en la interfase, que se origina a partir del fluido interno.
Análogamente, el fluido interno es eléctricamente débilmente conductor cuando εr → ∞,
ε2 � ε1.
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Figura 5.6: (a) Influencia de la relación de viscosidad y (b) relación de permittividad entre los
fluidos envolvente e interno en los perfiles de velocidad adimensional. Se utilizaron los siguientes
parámetros: κ̄i = 50, κ̄s = 50, ∆ψ̄ = 0.967, ζ̄w = 1 y Q̄sf = 13; en Fig 3.7(a), εr= 1 y in Fig.
3.7(b), µr̄= 15.

La figura 5.7 muestra los flujos volumétricos Q̄i como función del parámetro (a) ∆ψ̄,
(b) ζ̄w, (c) εr, (d) µr̄, (e) κ̄i, y (f) κ̄s. La influencia de ∆ψ̄ sobre el flujo volumétrico de am-
bos fluidos inmiscibles se muestra en la Fig. 5.7(a). En este caso, a medida que aumenta el
salto del potencial zeta adimensional, el flujo volumétrico del fluido envolvente disminuye
ligeramente y el del fluido interno aumenta significativamente. En la Fig. 5.7(b), el flujo
volumétrico de los dos fluidos vaŕıa linealmente en función de ζ̄w. Se observó que con res-
pecto a los valores asumidos de los parámetros, el flujo volumétrico es siempre una función
creciente si la pared del microcapilar se carga positiva o negativamente, obteniendo el ma-
yor flujo volumétrico para el fluido envolvente cuando la pared obtiene su carga máxima.
El efecto de εr sobre el flujo volumétrico se muestra en la Fig. 5.7(c), donde se observó
que el flujo volumétrico aumenta para fluidos con mayor permitividad. Por el contrario,
los flujos volumétricos Q̄i disminuyeron cuando el fluido envolvente tiene una viscosidad
mayor comparado con el del fluido interno. 5.7(d). Una caracteŕıstica interesante de los
flujos volumétricos se muestra en las Figs. 5.7(e) y (f) que muestran el comportamiento de
Q̄i cuando los parámetros electrocinéticos κ̄i incrementan. En la figura anterior, los valores
máximos para Q̄i fueron observados cuando κ̄i ≈ 27 para κ̄s = 30. Por el contrario, con
respecto a κ̄i = 30, los flujos volumétricos corresponden a una función monótona para
aumentar los valores de κ̄s.
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Figura 5.7: Flujo volumétrico en función de los parámetros adimensionales implicados en el
análisis. Ĺıneas con el śımbolo I representan el flujo volumétrico adimensional del fluido interno,
mientras que las ĺıneas con el śımbolo � corresponden al flujo volumétrico adimensional del fluido
envolvente.
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5.2. Fuidos inmiscibles caso no isotérmico

Para estimar los valores de los parámetros adimensionales utilizados en este trabajo, se
han considerado valores de parámetros f́ısicos y geométricos que son t́ıpicos en EOFs, como
se muestra en la Tabla 4.1. En consecuencia, en los cálculos se utilizaron los siguientes
valores para los parámetros adimensionales: κ̄ = 40, γµ = 0.01, Γa = 4.91, Γσ = 0.49,
kr = 1.1, µr = 10, Rr = 2, P e = 0.05 y kT = 0.0023.

En las figuras 5.8(a)-(d), se muestran los perfiles adimensionales para la temperatura,
presión, gradiente de potencial eléctrico y gradiente de presión como funciones de la coorde-
nada axial adimensional χ y diferentes valores de kT . La figura 5.8(a) muestra claramente
que para valores crecientes de este parámetro, la disipación de calor a través del sistema
microcapilar es mayor; Por lo tanto, se obtienen valores de temperatura más bajos. Si se
consideran valores altos de heq, lo que significa que el enfriamiento en la superficie del ca-
pilar es muy alto tal que kT →∞, es posible obtener el caso isotérmico, respresentada me-
diante la ĺınea punteadas, es decir, θ̄ = 0. Este comportamiento puede explicarse porque el
primer término del lado derecho en la Ec. (4.59) determina la magnitud de la temperatura
adimensional de acuerdo a θ0 ∼ ᾱβi/2kT (1 + ξ). Desde una perspectiva f́ısica, la magnitud
de la temperatura del fluido se modula de acuerdo con Ti = Ts ∼ T0 + σ0E

2
0R1/heqR2.

Evidentemente, dependiendo de los valores de los parámetros implicados en las relaciones
mencionadas anteriormente, la magnitud de la temperatura del fluido cambiará.
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Figura 5.8: Influencia del parámetro adimensional κT en a)temperatura, b)presión, c)campo
eléctrico y d) gradiente de presión adimensional.
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Debido a las dependencias con respecto a la temperatura de las viscosidades de ambos
fluidos y la conductividad térmica del fluido interno, se genera una presión inducida a
lo largo del microcapilar, como se muestra en la Fig. 5.8(b). Lo anterior garantiza la
conservación de la masa del flujo en el orden O(γµ) definido por las ecuaciones (4.61)-
(4.64), donde se tienen en cuenta los efectos de la temperatura. En el caso de la Fig.
5.8(b), donde kT = 0.00022 (Un menor flujo de calor en la pared del microcanal), los
efectos de temperatura son máximos, generando valores de presión más representativos.
Por el contrario, para kT → ∞ (un mayor flujo de calor en la pared del microcanal), la
distribución de presión desaparece, lo cual es consistente con el comentario hecho en el
párrafo anterior. Mientras tanto, las distribuciones del campo eléctrico y el gradiente de
presión, que son necesarias para resolver la corrección de los perfiles de velocidad, dados en
las ecuaciones (4.73)-(4.74) por los efectos de la temperatura se muestran en la Fig. 5.8(c)
y la Fig. 5.8(d). Está claro que en el caso de kT → ∞, los efectos de calentamiento de
Joule se minimizan en el flujo a lo largo del microcapilar, indicando que la distribución de
presión es constante e igual a cero. Para las mismas condiciones descritas anteriormente,
el campo eléctrico es constante, es decir, dφ̄/dχ = −1, recuperando el caso de un EOF
donde las propiedades f́ısicas se asumen constantes. Por el contrario, se puede apreciar que
la variación de las propiedades f́ısicas modifica notablemente el campo eléctrico a lo largo
de los microcapilares [20, 21]. Aqúı, se debe tener en cuenta que el gradiente de presión
tiene la misma dependencia de χ, como el campo de temperatura, de acuerdo con la Ec.
(4.76), es decir., dP̄ /dχ ∼ θ̄.

Una consecuencia del efecto de calentamiento Joule se muestra en la Fig. 5.9. Es
evidente que cuando las propiedades f́ısicas dependen de la temperatura, el flujo no se
desarrolla. En tal caso, cuando el gradiente de presión adimensional es positivo, dP/dχ > 0,
los perfiles de velocidad son convexos, mientras que para valores negativos, dP/dχ < 0,
son cóncavas. Para dP/dχ = 0, se recupera el perfil de velocidad tipo tapón de un flujo
electroosmótico. De hecho, la velocidad adimensional del fluido para los fluidos interno
y envolvente es afectada por la presión adimensional y gradientes eléctricos, junto con el
campo de temperatura, como se muestra en las ecuaciones (4.73) y (4.74). Si las variables
anteriores están ausentes, entonces no hay correcciones a los perfiles de velocidad por los
efectos de la temperatura. En el mismo contexto, como se muestra en la misma figura, los
perfiles de velocidad del fluido envolvente sólo se ven afectados de una manera muy débil
por los efectos de la temperatura; Sin embargo, se anticipa que esta variable se afecta más
notablemente debido a las viscosidades de ambos fluidos, como se verá en los siguientes
párrafos.

La figura 5.10 muestra los perfiles de velocidad adimensional del flujo, ūi y ūs, evaluado
en una coordenada adimensional arbitraria χ = 0.5 como una función de las coordenadas
transversales adimensionales η para el fluido interno y Z para el fluido circundante. Es
evidente que la influencia de la temperatura sólo afecta al fluido interno. El efecto del
parámetro kT se muestra en la Fig. 5.10(a). Los valores crecientes de este parámetro
indican que el calor convectivo a través de la superficie externa del capilar es mayor, lo
que minimiza el calentamiento Joule. Por lo tanto, los efectos variables en las propiedades
f́ısicas debido a los cambios de temperatura son muy débiles, lo que se confirma por el
caso de kT → ∞, produciendo una temperatura uniforme a través de los microcapilares.
Por lo tanto, no existen variaciones en las propiedades f́ısicas. Obsérvese que los perfiles
de velocidad del fluido envolvente no se ven afectados por los cambios de temperatura
obtenidos por los diferentes valores de kT . La figura 5.10(b) muestra la influencia del
parámetro adimensional Γa, que relaciona los parámetros a y Bµ que miden la sensibilidad
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Figura 5.9: Perfiles de velocidad adimensionales, evaluados a diferentes valores de la coordenada
χ.

a las variaciones de temperatura del ı́ndice de consistencia del fluido no newtoniano y de
la viscosidad del fluido newtoniano. En el mismo contexto, en Fig. 5.10(c), el efecto del
parámetro Γσ en los perfiles de velocidad. En este caso, este parámetro es la relación entre
la sensibilidad de la conductividad eléctrica y las variaciones de temperatura. Como se
observó, para valores decrecientes de Γσ, el gradiente de velocidad a través de la sección
transversal del fluido interno es más débil en comparación con valores crecientes de este
parámetro. Lo anterior nos permite identificar que la conductividad eléctrica del fluido
interno tiene un efecto más fuerte en el campo de flujo comparado con el causado por su
viscosidad.

El efecto de la relación de viscosidades sobre el perfil de velocidad se muestra en la Fig.
5.11(a) para valores de µr = 4, 8, 10. Debido a la complejidad de las soluciones de velocidad
obtenidas, se realiza un análisis simplificado en el ĺımite de n → 1. Como se prevé por
la Ec. (4.58), para κ̄, R1 y R2 fijos, la velocidad en la interfase entre ambos fluidos, en
el orden principal, vaŕıa de acuerdo con ūi,s ∼ µ−1

r ; es evidente que para aumentar los
valores de µr, la velocidad promedio de los dos fluidos disminuye. Adicionalmente en la
figura 5.11(a) se ha graficado el caso cuando el fluido interno llena el capilar y además
es isotérmico, es decir, R1 ≈ R2 (ĺınea punteada). En tal caso, se recupera la velocidad
clásica de Helmholtz-Smoluchowsky (Probstein 2005); lo anterior puede deducirse de la

ecuación (4.56), resultando ū
(0)
i = 1 − I0 (κ̄η) /I0 (κ̄). Además, en este caso, la velocidad

del fluido envolvente es cero (ver Eq. (4.57)) ū
(0)
s = 0. Por otra parte, la figura 5.11(b)

muestra que los perfiles de presión dependen fuertemente de µr. Como se muestra en esta
figura, los valores de µr producen mayores variaciones en el campo de presión a lo largo
del capilar, lo que a su vez modificará el campo de flujo. Para valores relativamente bajos,
es decir, de µ < 1, la presión inducida tiende a desaparecer, produciendo un perfil de
velocidad tipo tapón en el fluido interno. La figura 5.11(d) muestra el efecto de la relación
de conductividades térmicas del fluido interno con el fluido envolvente; como se muestra,
cuando kr → 0, se obtienen perfiles de velocidad similares a tipo tapon. Este resultado
indica que la conductividad térmica del fluido envolvente es mayor que la conductividad
térmica del fluido interno, lo que hace que el calor generado por el calentamiento Joule en
el fluido interno se disipe más rápidamente hacia la pared del microcapilar, causando aśı
que las propiedades f́ısicas del fluido cambien ligeramente con la temperatura.

52



5.2. FUIDOS INMISCIBLES CASO NO ISOTÉRMICO
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Figura 5.10: Perfiles de velocidad adimensional para los fluidos interno y envolvente en función
de las coordenadas radiales adimensionales η y Z. (a) Efecto del parámetro kT . (b) Efecto del
parámetro Γa. (c) Efecto del parámetro Γσ. (d) Efecto del número de Péclet.
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La influencia de la relación de viscosidades µr sobre el flujo volumétrico de los fluidos
interno y envolvente se muestra en la Fig. 5.11(d). Como se observa, cuando el ı́ndice de
consistencia del fluido no newtoniano es mayor que la viscosidad del fluido newtoniano, el
flujo volumétrico disminuye para ambos fluidos. Este resultado se produce porque el fluido
newtoniano conductor tiene que arrastrar un fluido más viscoso.
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Figura 5.11: Influencia de la relación de viscosidades sobre los perfiles de velocidad adimensional
(a) y presión adimensional (b). Flujo volumétrico en función de la relación de viscosidades (c) y
el efecto de la relación de conductividad térmica entre los fluidos envolvente e interno sobre los
perfiles de velocidad adimensional (d).

La figura 5.12(a) muestra los perfiles de velocidad adimensionales en función de la
coordenada radial adimensional para diferentes valores del ı́ndice de ley de potencia en
una posición axial arbitraria χ = 0.5. Está claro que el fluido conductor interno arras-
tra el fluido envolvente, que tiene un comportamiento no-newtoniano. En este sentido, el
acoplamiento de dos fluidos inmiscibles en el EOF produce valores más altos de la magni-
tud de la velocidad adimensional para fluidos envolventes pseudoplásticos que los fluidos
envolventes dilatantes debido a los efectos de los esfuerzos cortantes en la interfase entre
ambos fluidos para valores de n < 1, donde el flujo es significativamente más alto (Fig.
5.12(b)).

Aśı, para fluidos con n < 1 (efecto pseudoplástico del fluido envolvente), el efecto de
calentamiento Joule disminuye, como se muestra en la Fig.5.12(c), causando una dismi-
nución de la temperatura en el microcapilar. Además, la influencia del ı́ndice de ley de
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potencia en el campo de presión inducida se muestra en la Fig. 5.12(d); dependiendo de
los valores asumidos de n, el gradiente de presión vaŕıa significativamente. Por supuesto,
el comportamiento mostrado en esta figura provocará perfiles de velocidad convexos o
cóncavos en el fluido interno.
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Figura 5.12: Comportamiento del flujo electroosmótico con respecto al ı́ndice de ley de potencia
n: a) perfiles de velocidad adimensional, b) flujo volumétrico adimensional, c)temperatura adimen-
sional y d) presión adimensional.

En la Fig. 5.13(a), se ha graficado la velocidad en función de las coordenadas trans-
versales adimensionales η y Z, con una posición axial χ = 0.5, para diferentes valores del
parámetro γµ, que refleja la influencia de las variaciones de propiedades f́ısicas por gra-
dientes de temperatura. Para γµ → 0, se recupera el perfil de velocidad de flujo uniforme.
Sin embargo, el efecto de calentamiento Joule es más representativo en el EOF cuando
aumenta γµ. En la Fig. 5.10(b), para los mismos valores del parámetro γµ, se muestra la
distribución de presión inducida a lo largo de la coordenada χ. Es evidente que cualquier
variación de γµ produce un cambio en el campo de flujo. Se observa que para valores altos
de γµ, en χ = 0.5, se obtienen gradientes de presión mayores, los cuales corresponden a
los perfiles de velocidad de la Fig. 5.13(a), donde se observan gradientes mayores en los
perfiles de velocidad.
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Figura 5.13: Comportamiento del flujo electroosmótico: a) perfil de velocidad adimensional,
evaluado en χ = 0.5, y b) presión adimensional a lo largo del microcapilar.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En la primera parte del presente trabajo se incluyó un estudio anaĺıtico del flujo elec-
troosmótico isotérmico de dos fluidos inmiscibles dentro de un microcapilar, ambos newto-
nianos y conductores eléctricamente. El análisis teórico se realizó utilizando las ecuaciones
de Poisson-Boltzmann linealizadas, y las ecuaciones de cantidad de movimiento para am-
bos fluidos, la cual se adimensionalizaron y simplificaron para determinar las soluciones
anaĺıticas que describen la distribución del potencial eléctrico y el campo de flujo de los
fluidos inmiscibles. Se consideraron como condiciones de frontera en la interfase; una di-
ferencia de potencial zeta ∆ψ, y el desplazamiento eléctrico ĺıquido-ĺıquido, definidos por
las Ecs. (3.5) y (3.6), respectivamente. Las condiciones anteriores permite estudiar la for-
mación de la EDL interfacial de ambos fluidos inmiscibles y su influencia sobre el perfil
de velocidades Figs. (5.1)-(5.7).

Las ecuaciones de cantidad de movimiento se simplificaron con ayuda de la Teoŕıa de la
Lubricación lo cual ha contribuido a demostrar que las fuerzas inerciales son mucho meno-
res que las viscosas, por lo que las fuerzas inerciales se pueden despreciar. Adicionalmente,
se han considerado propiedades f́ısicas constantes, esto es cuando las propiedades f́ısicas
no dependen de la temperatura, lo que ocasiona que la presión sea constante, lo anterior
nos indica que no hay gradientes de presión a lo largo del microcapilar y por lo tanto
el flujo es causado exclusivamente por las fuerzas electrocinéticas. El modelo propuesto
considera una interfase estable, por lo que para garantizar el ĺımite del problema se ha
realizado un balance de esfuerzos normales en la interfase entre ambos fluidos inmiscibles
(sección 3.1.3), de esta manera se justifica que para números de capilaridad muy pequeños
la interfase no se deforma a lo largo de la coordenada axial, la situación anterior hace
que el balance de esfuerzos viscosos y eléctricos se simplifique (Ec. 3.38) y el problema se
limita exclusivamente a casos donde la interfase es estable e indeformable, esta suposición
se ha aplicado para los dos casos estudiados en el presente trabajo.

Los campos de velocidad se han determinado de manera anaĺıtica a partir de las
ecuaciones de gobierno adimensional, y toda vez que se han considerado las fuerzas viscosas
y las fuerzas eléctricas que actúan en la interfase entre ambos fluidos, se puede apreciar el
efecto de los parámetros adimensionales implicados en el análisis del potencial eléctrico a
través de los microcapilares en función de las coordenadas η y Z con los correspondientes
perfiles de velocidad. Se ha observado que la presencia del fluido envolvente actúa como
un lubricante y por lo tanto contribuye al incremento de la velocidad del fluido interno.
Se concluye que la densidad de carga interfacial qsf no influye notablemente sobre la
distribución del potencial eléctrico, sin embargo afecta significativamente los perfiles de
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velocidad. La solución anaĺıtica de las ecuaciones de gobierno permitieron observar de
manera simultanea el efecto de los parámetros electrocinéticos κ1 y κ2, aśı como la relación
entre parámetros f́ısicos de cada fluido tales como viscosidad y permitividad eléctrica, µr̄
y εr, respectivamente. Con ayuda de los parámetros anteriores, la soluciones presentadas,
permiten recuperar de manera anaĺıtica la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski para un
solo fluido gracias a que las propiedades f́ısicas de cada fluido se pueden igualar, y al mismo
tiempo ignorar los efectos interfaciales tales como la diferencia del potencial eléctrico y la
densidad de carga en la interfase, esto es ∆ψ = 0 yQsf = 0. Con el parámetro adimensional
εr es posible conocer un EOF de dos fluidos inmiscibles para casos cuando uno de los dos
fluidos es débilmente conductor, donde su movimiento se debe exclusivamente al arrastre
por fuerzas viscosas del fluido que es conductor. Finalmente la solución también muestra
la fuerte influencia de los parámetros adimensionales en el flujo volumétrico.

En la segunda parte de este trabajo, se han tomado en cuenta las propiedades f́ısicas
dependientes de la temperatura debido al calentamiento Joule en un EOF en un micro-
capilar con dos fluidos inmiscibles. Se ha considerado una columna interior de un ĺıquido
newtoniano conductor rodeado por un ĺıquido anular no conductor con comportamiento
no newtoniano, cuyo modelo reológico corresponde a la ley de potencia. Una EDL delgada
se forma en la interfase ĺıquido-ĺıquido en el lado del fluido conductor, por lo que el fluido
interno es conducido por una fuerza electroosmótica debido a un campo eléctrico externo
aplicado E0, aśı el flujo del fluido interno ejerce una fuerza interfacial, arrastrando el fluido
anular debido a esfuerzos viscosos y de Maxwell en la interfase entre los dos fluidos.

La viscosidad y la conductividad eléctrica de la solución electroĺıtica, aśı como el indice
de consistencia del fluido no newtoniano, se han considerado dependientes de la tempe-
ratura, debido a lo anterior; las ecuaciones gobernantes quedan acopladas, por lo tanto,
basándose en la aproximación de la teoŕıa de la lubricación, las ecuaciones gobernantes fue-
ron adimensionalizadas y simplificadas, de esta forma una solución asintótica se determina
usando la técnica de perturbación regular considerando que el parámetro de perturbación
está asociado con cambios en la viscosidad por efectos de temperatura, γµ. En este sentido,
se ha demostrado que al considerar el efecto de calentamiento Joule, éste afecta fuertemen-
te a los campos hidrodinámico y eléctricos; por lo tanto, teniendo en cuenta este efecto, es
muy importante para predecir las caracteŕısticas del EOF no isotérmico de fluidos inmisci-
bles. A partir de los principales resultados obtenidos, se demostró que el flujo volumétrico
a través de los microcapilares depende de los parámetros adimensionales involucrados en
el análisis: la competencia entre el ı́ndice de consistencia µr, del fluido no newtoniano y la
viscosidad del fluido newtoniano, el ı́ndice de ley de potencias n, el número de Biot equi-
valente kT y la relación de conductividad térmica kr de ambos fluidos, siendo µr y n los
parámetros más significativos que afectan en gran medida el flujo volumétrico. Además, se
muestra que el fluido envolvente actúa como un lubricante, y cuando se asume una elevada
disipación de calor a través de la superficie externa del microcapilar, se recupera el caso
isotérmico.

Como trabajo a futuro se puede hace una mejora del presente análisis considerando
que la interfase entre ambos fluidos es no uniforme; además, otra posibilidad a estudiar es
el análisis de estabilidad asociado a la presente formulación.
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Apéndice A

A.1.

Para determinar los campos de temperatura para ambos fluidos y considerando que
las variaciones de temperatura en la dirección radial son muy pequeñas, podemos suponer
que en una primera aproximación que θi,0 ≈ θs,0 ≡ θ0; lo anterior permite calcular el
promedio de las ecuaciones de enerǵıa en la dirección radial, Eq. (4.44) y (4.45)). Por lo
tanto, obtenemos las siguientes ecuaciones:

d2θ0

dχ2
− S1

dθ0

dχ
+ S2

∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

= −S3, (A.1)

y
d2θ0

dχ2
−A1

dθ0

dχ
−A2θ0 −A3

∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

= 0, (A.2)

donde S1 = Pei 〈ūi,0〉 /βi, S2 = 2/β2
i , S3 = 1/βi, A1 = Pes 〈ūs,0〉 /βs, A2 = 2kT (ξ +

1)/β2
s (1 + Rr), y A3 = 2krξ/β

2
s (1 + Rr). Las ecuaciones (A.1) y (A.2) deben resolverse

simultáneamente para θ y el gradiente de temperatura ∂θi/∂η|η=1. Definiendo el operador
D = d/dχ, las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas como

(
D2 − S1D

)
θ0 + S2

∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

= −S3, (A.3)

y (
D2 −A1D −A2

)
θ0 −A3

∂θi
∂η

∣∣∣∣
η=1

= 0. (A.4)

Eliminando ∂θi/∂η|η=1 de las ecuaciones (A.3) y (A.4) nos conduce a[
(A3 + S2)D2 − (A3S1 +A1S2)D −A2S2

]
θ0 = −A3S3, (A.5)

La cual es una ecuación diferencial no homogénea. Resolviendo la Eq. (A.5) y aplicando las
condiciones de frontera θ0 (χ = 0, 1) = 0, se puede demostrar fácilmente que la distribución
de la temperatura en el microcapilar se convierte en

θ0 =
ᾱβi

2kT (1 + ξ)

{
1− exp (m2χ) [1− exp (m1)]− exp (m1χ) [1− exp (m2)]

exp (m2)− exp (m1)

}
, (A.6)

donde

m1 =
F2 +

(
F 2

2 + 4F1F3

)1/2
2F1

y m2 =
F2 −

(
F 2

2 + 4F1F3

)1/2
2F1

,
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A.2.

y
F1 = A3 + S2, F2 = A3S1 +A1S2, F3 = A2S2 y F4 = A3S3.

Se debe tomar en cuenta que λ se puede determinar fácilmente sustituyendo θ0 en la
Eq. (A.3) o la Eq. (A.4).Para simplificar, no es necesario mostrar su definición. Además, las
velocidades promedio 〈ūi,0〉 y 〈ūs,0〉 se han determinado usando las ecuaciones (4.39)-4.41),
(4.54) y (4.55), obteniendo:

〈ūi,0〉 =

[
1− 2

κ̄

I1 (κ̄)

I0 (κ̄)

]
+

δN

ξ (1−N)

[
(1 + ξ)1−N − 1

]
, (A.7)

y

〈ūs,0〉 =

(
2

1 +Rr

)(
δN

1−N

)(1 + ξ)1−N
(

2 + ξ

2ξ

)
−

1− (ξ)−N (1 + ξ)2
(

1+ξ
ξ

)−N
ξ2 (N − 2)

− k4

 .
(A.8)

Las expresiones anteriores para 〈ūi,0〉 y 〈ūs,0〉 representan el flujo volumétrico del orden
cero, es decir, cuando las propiedades f́ısicas son constantes

A.2.

Las expresiones para C1 − C4 presentadas en la sección 4.2.2 son las siguientes:

C1 =
δN−1

2αξ (n− 1)

[
1− 1

(1 + ξ)N−1

]

−N

2nδN−1 +
[
(n− 1) ξ2 + 2 (n− 1) ξ − 2n

] (
δ

1+ξ

)N−1

(6n2 − 8n+ 2) ξ2

 ,
C2 =

δN

ξ (1−N)

{
2 (1 + ξ)1−N − Γα

n
− 2

}
+

2κ̄1δ
N−1

αξ (n− 1)

I1 (κ̄1)

I0 (κ̄1)
Γµ

[
1 +

1

(1 + ξ)N−1

]
+ Γα

(ξ + 1)1−N δN

ξ (n− 1)
,

C3 =
C2

C1
F0

{
1 +

1

exp (m2)− exp (m1)

{
[1− exp (m1)] [1− exp (m2)]

m2

+
[1− exp (m2)] [exp (m1)− 1]

m1

}}
,

C4 =
C2

C1

F0

exp (m2)− exp (m1)

[
1− exp (m2)

m1
− 1− exp (m1)

m2

]
.
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A.3.

A.3.

Las expresiones para k1 − k10 mostradas en la subsección 4.2.3 son dadas por las
siguientes relaciones:

k1 =
δN−1

2αξ (n− 1)

[
1

(1 + ξ)N−1
− 1

]

− δN−1

(6n2 − 8n+ 2) ξ2

[
2 +

[
(n− 1) ξ2 + 2 (n− 1) ξ − 2n

]
n (1 + ξ)N−1

]
,

k2 =

{
1

2

δNΓαN

ξ (1−N)

[
(1 + ξ)1−N − 1

]
−
[

1

κ

I1(κ)

I0 (κ)
− 1

2

]}
,

k3 =

{
I1(κ̄)

I0 (κ̄)

[
κ̄2δN−1

αξ (n− 1)

(
1

(1 + ξ)N−1
− 1

)
− 1

]
+
κ̄

2

}
,

k4 =
1 +

[
(3− 2N) (ξ)2−N + (2−N) (ξ)3−N −N (ξ)1−N − (ξ)−N

] (
ξ+1
ξ

)−N
(N − 2) (N − 3) ξ2

,

k5 =

Γα

{[
(n− 1) ξ3 + (3n− 3) ξ2 − 2ξ − 2n

] (
δ
ξ+1

)N
+ 2nδN

}
(6n2 − 8n+ 2) ξ2

,

k6 = k8

[
−8

3
δNn2

(
−5

4
ξn+

1

4
ξ + α

)
+ (ξ + 1)

(
δ

ξ + 1

)N
k9

]
,

k7 =
I1 (κ)

I0 (κ)
κ

[
(n− 1) ξ3 + (3n− 3) ξ2 − 2ξ − 2n

] (
δ
ξ+1

)N
+ 2nδN

δαξ2 (n− 1) (3n− 1)
,

k8 =
3N

4αδξ3 (15n2 − 8n+ 1) (n− 1)
,

k9 =
5

3
ξn3

(
ξ2 + 2ξ − 2

)
+ k10n

2 +
1

3
ξ2α (ξ + 2)2

−4

3
ξn (ξ + 2)

[
α
(
ξ2 + 2ξ − 1

)
− 1

4
ξ

]
,

(A.9)

k10 = α

(
ξ4 + 4ξ3 +

8

3
ξ2 − 8

3
ξ +

8

3

)
− 2ξ3 − 4ξ2 +

2

3
ξ, (A.10)
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