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Introduccion

Cuando se piensa en un conjunto parcialmente ordenado, hay dos tipos
de subconjuntos en los que la relacién de orden es, por lo general, méas simple
y que nos ayudan a describir la naturaleza del orden en su totalidad; se
trata de las cadenas y las anticadenas. Cuando se trata de un conjunto de
cardinalidad infinita surgen ademéas preguntas que relacionan la cardinalidad
de las cadenas y las anticadenas con diversas caracteristicas del orden. El
hecho de que todo orden parcial sobre un conjunto pueda ser visto como
interseccién de ordenes lineales sobre el mismo llevé al establecimiento de la
teorfa de la dimensién de un orden parcial por Dushnik y Miller en [DM41].
La dimension de un orden parcial fue definida como la cantidad minima de
6rdenes lineales necesaria para formar al orden parcial.

Este trabajo tratara principalmente conjuntos infinitos con 6rdenes par-
ciales bien fundados. Una de las caracteristicas de este tipo de ordenes es
su relacion con la clase de los ordinales, principalmente con el concepto de
altura y el tipo de orden de sus subconjuntos (con respecto a esa altura).
Toda interseccién de buenos érdenes sobre un conjunto es un orden parcial
bien fundado. Se relacionara la cantidad de buenos érdenes que se interse-
quen con caracteristicas del orden bien fundado resultante como su altura y
la cardinalidad de sus cadenas y anticadenas.

El primer resultado importante del trabajo establece que todo orden par-
cial bien fundado es interseccion de buenos érdenes. Esto abre la posibilidad
de redefinir dimensién o dar otro concepto parecido para ordenes parciales
bien fundados. Después, usando un resultado basico de combinatoria infinita,
se describe el orden resultante de intersecar una cantidad finita de buenos
6rdenes en un conjunto infinito.

Se describird una descomposiciéon de un conjunto infinito basada en los
buenos 6rdenes que se van a intersecar, y que ayudard a mejorar la respuesta



anterior para el caso en que se interseque una cantidad infinita de buenos
ordenes. Esta descomposicion, que se inspira en la descomposicion diadica de
un conjunto, fue originalmente presentada por Egbert Harzheim en [Ha64],
y serd usada para algunos resultados ligeramente distintos de los originales.
Estos son los resultados principales que aparecen en el capitulo 4.

El lector requerira saber las cuestiones basicas de aritmética cardinal,
asi como ser familiar con el concepto de cofinalidad. Por lo demas, cierto
conocimiento sobre los términos usados a la hora de tratar con teoria de
6rdenes sera necesario, pero el mismo texto lo ira dando. Con respecto a la
notacién, usandose en todo momento diversos érdenes sobre varios conjuntos,
la relacién de orden sobre ordinales (y cardinales) se escribird, si es estricta
e ysinoloes, C.



Indice general

4.

. Ordenes bien fundados

Arboles y complejidad finita
La descomposicion en bloques de un conjunto

Resultados principales

Bibliografia

1l

21

29

45

71






Capitulo 1

Ordenes bien fundados

Nota previa

Cada vez que en el presente trabajo aparezca el par ordenado (M, <)
(o alguno similar), se hard referencia a un conjunto parcialmente ordenado
estricto, es decir, se entenderd que la relacion < es antirreflexiva y transitiva.
El simbolo < (o alguno similar) significard “ < o =". A continuacién se
precisaran algunos de los conceptos de érdenes parciales que se usaran a lo
largo del texto.

Definicién 1.1 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea A un
subconjunto de M.

(i) Si para todo par {x,y} de elementos distintos de A, v <y oy < x,
es decir, son comparables sequn <, diremos que A es una cadena del orden

(M, <).

(i1) Si para todo par {x,y} de elementos distintos de A, x €y yy « =z,
es decir, son incomparables seqgun <, diremos que A es una anticadena del
orden (M, <).

(i1i) Si A = {xg | Be~} < M, donde v es un ordinal infinito, y para
ordinales o € 3 € vy, se cumple x3 < 4, diremos que A es una cadena
infinita descendente.

(iv) Six € A y para todo y € A distinto de z, y € x, diremos que x es
un elemento minimal de A. El conjunto de los elementos minimales de A lo
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denotaremos como Ag. Si para todo y € A, v <y, x serd llamado el minimo

de A.

Definicién 1.2 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea A un
subcongunto de M. Por <4 se entenderd la relacion

{(z,y) e<| x,y € A}.

Definicién 1.3 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado.

(i) Si para todo subconjunto A de M, distinto del vacio, A tiene un ele-
mento minimo sequn <, se dird que (M, <) es un conjunto bien ordenando.
Del mismo modo, < serd llamado un buen orden.

(i1) Si M es una cadena del conjunto ordenado (M, <), se dird que (M, <)
es un conjunto linealmente ordenado y que < es un orden lineal.



En este capitulo de caracter introductorio se define la clase de los érde-
nes parciales bien fundados, se dan algunas de sus caracteristicas basicas y
principalmente se habla de la relaciéon que tiene con la clase de los conjuntos
bien ordenados. En adelante el tema del trabajo gira alrededor de esta re-
lacién, principalmente en lo que se concluye en el teorema 1.15, que a cada
orden bien fundado asigna un conjunto de buenos érdenes y es el teorema
mas importante de este capitulo.

Definicién 1.4 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. El orden <
serd llamado bien fundado si cumple alguna de las tres siguientes condiciones:

(i) el conjunto M no contiene cadenas infinitas descendentes;
(ii) cada subconjunto de M no vacio tiene un elemento minimal;

(i1i) si para todo A < M que sea una cadena, <A, <|A> es un conjunto
bien ordenado.

Para simplificar cuando el orden < sea bien fundado, a menudo se dird que
(M, <) es un orden (parcial) bien fundado.

Estas tres condiciones son equivalentes. Si (M, <) no cumple (i), entonces
existe A = {z,, [ new} € M tal quesiie jew, z; < z;. Este conjunto A no
tiene minimales pues, si n € w, entonces x,, > x,,1. Por lo tanto, (M, <) no
cumple (ii). Ahora supongamos que (M, <) no cumple (ii). Existe entonces
A € M no vacio y sin minimales. Sea xy un elemento de A que sabemos
que existe porque no es vacio. Si para n € w ya definimos x, € A, sea x,,1
algin elemento de A tal que x,.1 < x,. El elemento x,,; existe porque
T, no es un elemento minimal A. El conjunto formado asi, recursivamente y
usando el axioma de eleccién, {z, | n € w} es una cadena descendente infinita
en M segin <. Como <A, <‘A> no es un conjunto bien ordenado, (M, <) no
cumple (iii). Falta verificar que si no se cumple (iii), entonces no se cumple
(i), o lo que es lo mismo, que si se cumple (i), entonces se cumple (iii). Si
(M, <) cumple (i) y A € M es una cadena, entonces, si tomamos B < A
no vacio, existe x € B minimal en B. Por lo tanto, para todo y € B, si
r # y, xr y y son comparables y y € x. De esto se concluye que = < v,
por lo cual, = es el elemento minimo de B. Por lo tanto, todo subconjunto
no vacio de A tiene minimo. Asi, cada cadena de M es un conjunto bien
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ordenado. Entonces se cumple (iii). Veamos el inciso (iii). Si tomamos C' una
cadena dentro de un conjunto con un orden bien fundado (M, <), C' tiene
intrinsecamente relacionado un ordinal al que conocemos como su tipo de
orden, denotado ot (<C’, <|C>). Es decir, cada cadena que tomemos en M,
cada seccion totalmente ordenada segin la estructura de orden que tiene
M, esta relacionada a la clase de los ordinales. Una manera mas profunda
de relacionar la estructura de M (no sélo las cadenas) con la clase de los
ordinales viene dada por la siguiente definicion.

Definicién 1.5 Sea (M, <) un orden parcial bien fundado. Para la clase de
los ordinales definimos recursivamente los siguientes subconjuntos de M : Sea
My el conjunto de los elementos minimales de M. Siv n es un ordinal, y para
toda ' € 1 ya estd definido M,,, entonces se define

My = (30 (0 o e my))

es decir, el conjunto de minimales de M\ ((J{M,y | 7' € n}). Para cada ordi-
nal n, el conjunto M, serd llamado el nivel n-ésimo de (M, <).

Notemos que para cada ordinal n, M, es una anticadena, ya que si x y
y son dos elementos de M, ambos son elementos minimales del conjunto
M\ (U{M,y | ¥ € n}), por lo cual, no pueden ser comparables.

Proposicién 1.6 Sea (M, <) un orden parcial bien fundado.
(i) Sea A un subconjunto no vacio de M. Siy € A, entonces existe x € Ay
tal que x < y.

(it) Sin y d son ordinales distintos, entonces M, n Ms = .

Demostracion. (i) Seay e A. El conjunto {a € A | a < y} es no vacio. Sea
x un elemento minimal en él. Naturalmente x < y. Sea z € A. Si z < z,
tendrfamos que z < y y, por lo tanto, z € {a € A | a < y}. Entonces tenemos
tanto z < x como z € {a € A | a < y}, contradiciendo la minimalidad de z en
{ae A|a <y} Por lo tanto, para todo z € A, z € x. Por lo cual, x € Ay y
r<y.

(ii) Supongamos que 71 € §. Por la definicién 1.5,

Ms < M\ (U (My | 5 e 5}) < M\M,,.



Por lo tanto, M, n Ms = &. R

Del inciso (ii) se sigue que, si para todo ordinal 7, M, fuera un conjunto
distinto del vacio, M seria una clase propia. Entonces existe un ordinal mini-
mo v tal que M, es un conjunto vacio. A tal ordinal lo llamaremos la altura
de (M, <) y lo designaremos ht (M), o ht ((M, <)), si es posible que haya
alguna confusién. Entonces tenemos que J = My ar), que es el conjunto de
elementos minimales de M\ (| J{M,, | n € ht (M)}). Como (M, <) es un orden
bien fundado, se sigue que M\ (|J{M, | n € ht (M)}), al no tener elementos
minimales, es un conjunto vacio. Por lo tanto, para todo x € M, existe un
n e ht (M) tal que x € M,. Ademas, este ordinal 7, es tinico por el inciso (ii)
de la proposicién 1.6. Por la minimalidad de ht (M), si n € ht (M), M, es un
conjunto no vacio. Entonces podemos decir que el conjunto {M,, | n € ht (M)}
es una particion de M, y ademads una particion en anticadenas. Asi, a cada
elemento de M (como antes a cada cadena) podemos asignarle un ordinal.
Si x € M,, diremos que z tiene altura  y lo denotaremos ht () = 7. Para
ver mejor cémo se refleja este concepto recién definido en la estructura del
orden tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.7 Sea (M, <) un orden parcial bien fundado.

(1) St x € Ms yned, entonces existe y € M,, tal que y < x. Es decir, si
ht(z) =0 yneo, evisteye M tal que y < x y ht(y) = 1.

(i) Six,ye M yx <vy, entonces ht (x) € ht (y)

Demostracion. (i) Tenemos que, si 7' € 7, entonces M,y n My = &. Por
lo tanto, x € M\ (|J{M,y | n" € n}). El conjunto de elementos minimales de
M\ (U{M,y | ¥ € n}) es M, y, por el inciso (i), de la proposicién 1.6, tenemos
que existe y € M,, tal que y < x. Como M, n M; = &, y < x.

(ii) La demostracion serd por contrapuesta. Si ht (y) € ht (), para to-
don e ht(y), My n Mpypy = &. Como = € M), tenemos que = €
M\ (U{M, | ne€ ht(y)}). Por su definicién, My, es el conjunto de elemen-
tos minimales de M\ (|J {M,, | n € ht (y)}. Como y € My, y es un elemento
minimal de M\ (| J{M,, | n € ht (y)}. Por lo tanto, z < y. A

Los siguientes resultados, que ayudaran a demostrar algunos de los teo-
remas principales de este trabajo, establecen la relacion que existe entre la
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altura de los érdenes bien fundados contenidos en (M, <), un orden parcial
bien fundado, con la altura del mismo.

Proposicién 1.8 Sea (M, <) un conjunto con un orden parcial bien funda-
do. Sea N un subconjunto de M. El conjunto parcialmente ordenado <N, <|N>

es bien fundado y, por lo tanto, tenemos definida su altura ht (N). Ademds
ht (N) < ht (M).

Demostracion. Para cada x elemento de N distingamos htyy (z) y hiy (x),
las respectivas alturas de  segin los conjuntos ordenados (M, <)y <N < N>.
Se afirma que para todo ordinal 7, si tomamos x € N tal que hty (z) = 7,
entonces 1 < hty (x). La demostracion de este enunciado es con induccién
fuerte. Fijemos un ordinal 7. Supongamos que para todo 6 € n, si x € N
y hty () = 9§, entonces 0 S htys (z). Sea y € N tal que hty (y) = n. Por
el inciso (i) de la proposicién 1.7, tenemos que para todo § € 7 existe ys
en N tal que hty (ys) = 0 v ys < y. Por la hipétesis de induccion, para
todo 6 € 7, § < hty (ys). Como ys < y, por el inciso (ii) de la proposicién
1.7, hinr (ys) € hty (y). Entonces, para todo § € n, 6 € hty (y). Por lo
tanto, n < hty (y), con lo que concluye la induccién. Asi tenemos que para
todo z € N, hty (z) € hty (). Sea n € ht (N). Por la definicién de altura,
N, es no vacio, y por ende existe z en N tal que hty () = 7. Entonces
n < hty (x) € ht (M). Por lo tanto, ht (N) < ht (M). B

Esta proposicién tiene una sencilla consecuencia en el caso en que el
subconjunto N de M forme una cadena.

Proposicién 1.9 Sea (M, <) un orden parcial bien fundado. Si n es un
ordinal y existe A < M tal que <A, <|A> es una cadena con tipo de orden 1,
entonces 1 < ht (M).

Demostracion. Sea f : n — A la funcion que establece el isomorfismo
entre (n,€) y <A, <‘A>. Sea ¢ € n y supongamos que para todo S € §, 5 <
hta (f (5)). Si tomamos [ € §, inmediatamente tenemos que f(5) < f(9).
Por la proposicién 1.7, tenemos que hta (f (8)) € hta (f (0)). Por lo tanto,
B € hta(f(d)). De aqui se sigue que § < ht (f (J)). Por induccién fuerte
esto sucede para todo 0 € 1. Si 0 € ), entonces 6 < hta (f (0)) € ht (A). Por
lo tanto, n < ht (A). De la proposicién 1.8 se sigue que n < ht (M). R



De este resultado se puede deducir que
sup{ne OR|3A < M ot ({A, <)) =n} < ht (M).

Se puede por esto tener la idea de que las cadenas del conjunto (M, <)
contribuyen a hacerlo alcanzar mayor altura. O que siendo el orden de altura
baja, en el caso por ejemplo que la altura de M fuese menor a la cardinalidad
de M, necesariamente las cadenas de (M, <) tienen cardinalidad menor a
la cardinalidad de M. Este hecho es particularmente trascendente cuando
M es un conjunto infinito, pues en tal caso, aun no siendo un conjunto
linealmente ordenado, M podria contener cadenas de su propia cardinalidad.
(Esta desigualdad puede ser estricta. De hecho, existen 6rdenes parciales bien
fundados de altura arbitrariamente grande que no tienen ninguna cadena
infinita, lo cual se argumenta en la pdgina 243 de [Hal0]). De momento
hemos pasado por caracteristicas basicas de los érdenes bien fundados que
tienen un interés general dentro de la teoria de érdenes y la combinatoria
infinita, como, por ejemplo, en el estudio de los arboles, que son un tipo
de o6rdenes bien fundados. También se ha visto un poco de la relaciéon que
tienen estos ordenes con los buenos érdenes, sobre todo con los ordinales.
El teorema 1.15 refuerza esa relacion y abre las preguntas alrededor de las
que gira este trabajo. Para entender la demostracion de ese teorema seran
necesarias algunas definiciones y algunos resultados que no dejaran de tener
importancia en los préximos capitulos.

Definicién 1.10 Sean (Ao, <o) y (A1, <1) dos conjuntos parcialmente orde-
nados, con Ay y Ay dos conjuntos ajenos. Por la suma de los dos ordenes,
denotada

(Ap, <o) + (A1, <1),

entenderemos al par (Ag U A1, <), donde < es la relacion sobre Ag U A,
definida
r,ye Ay <oy
r<y<=< r,ye A <1y
T e A yE A

La relacion < recién definida es un orden parcial sobre Aqg u A;. Si = es
un elemento de Ag U A;, inmediatamente se tiene que x < x. La relacion <



8 1. ORDENES BIEN FUNDADOS

es entonces antirreflexiva. Sean x,y, 2z elementos de Ay U A, tales que z <y
yy < z. 51 z € Ag, entonces, y € Ay. Por lo tanto, z € Ay. Resultando de
esto que = < y <¢ z, también x < z. Por lo tanto, z < z. Supongamos que
z € Ajy. Six € Ay, trivialmente z < z. Si x € Ay, entonces, y € A;. Ademas,
r <1y <1 2,y por lo tanto, x <; z. Se concluye que x < z. La relacion <
es transitiva. Entonces, < es un orden parcial sobre Ay u A;. Esta nocién de
suma de érdenes se puede generalizar de la siguiente manera.

Definicién 1.11 Sea {I, <) un conjunto parcialmente ordenado. Para cada
elemento i de I, sea (A;, <;) un conjunto parcialmente ordenado. Ademds, si
i,7 € I son distintos, supongamos que A; y A; son conjuntos ajenos. Por la
suma de los drdenes (A;, <;) segin el conjunto ordenado {I,<) denotada

Z <Au <i>

€<y

entenderemos al par {{ J{A; | i€ I}, <), donde la relacion < estd definida
del siguiente modo

x,y € A; T <;y
x<y<:>{ reA,yeA; i<
La relacién < es un orden parcial sobre | J{A; | i € I}. Indudablemente
si x € |J{Ai |i€e I} entonces x € x. Supongamos que < y < z. Entonces
reA,ye Ajy z € Ay, donde i < j < k. Sii < k, entonces x < z. Si
t = k, entonces, i = j = k. Ademas, v <; y <; z, por lo cual, x <; z. Se
concluye que x < z. Por lo tanto, < es un orden parcial. Un caso especifico
de la definicién 1.11 se da cuando el conjunto I es un intervalo de ordinales
y < es la pertenencia €. A lo largo del texto varias veces se hardn sumas de
buenos érdenes segin un buen orden. Siempre que se haga una de éstas se
utilizara el resultado de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.12 Sea I un conjunto no vacio de ordinales y tomemos una
familia de conjuntos ajenos {Ag | 8 € I}. Para cada B € I, sea (Ag, <g) un
congunto bien ordenado. Entonces la suma de ordenes

> (As, <)

€€

es un conjunto bien ordenado.



Demostracion. Sea < la relacién definida por la suma. Si B es un sub-
conjunto no vacio de | J{Agz | § € I}, podemos relacionarle el conjunto B’ :=
{Bel|BnAz+# J}. Dado que B es no vacio, B’ es un subconjunto no
vacio de I y, por lo tanto, tiene un ordinal minimo 6. As n B es un subcon-
junto no vacio de Ay. Sea z el minimo de As N B segin <s. Veamos que x
es también el minimo de B segin <. Si y es un elemento de B, existe € B’
tal que y € Ag. Se sabe que 6 < 3, pues ¢ es el ordinal minimo de B’. Si
0 € B, inmediatamente tenemos que x < y. Por otro lado, si § = J, entonces
x,y € B n As. Siendo z el elemento minimo de B n As segin <gs, entonces
x <5 y. Por lo tanto, x < y. Asi, se concluye que x es el elemento minimo
de B segin <. Como todo subconjunto no vacio de | J{Ag | 5 € I} tiene un
elemento minimo segiin <, esta suma de érdenes resulta ser un conjunto bien
ordenado. W

La suma de dos 6rdenes definida en 1.10 es la misma que en 1.11, con [
el intervalo de ordinales [0, 1], y < el orden usual €. La proposicién 1.12, por
esto, nos dice que la suma de dos buenos 6rdenes es también un buen orden.
La siguiente proposicién es importante, pues establece un criterio para deter-
minar si un orden parcial <, sobre un conjunto M, es igual a la interseccion
de un conjunto de érdenes lineales {<;| i € I} sobre el mismo conjunto.

Proposicién 1.13 Sea {<;| i € I} un conjunto de drdenes lineales sobre un
conjunto M. Sea < un orden parcial sobre M. Entonces, <= [\{<;| i € I}

sty solo si se cumplen las siquientes dos condiciones para elementos x,1y en
M:

(i) Si x <y, entonces para todo i€ I x <; y.

(i1) Si x es incomparable con y segun <, entonces existen i,j € I tales
quey <; Ty T <;y.

Demostracion. Primero se probara que la igualdad de los 6rdenes implica
ambos incisos. Si <= (]{<;| i € I}, inmediatamente se cumple el punto (i).
Para probar el punto (ii), supongamos que x y y son incomparables segin <.
Sea 7 € I. El orden <; es lineal, por lo cual, z y y son comparables segin <;.
Supongamos que x <; y. Si para toda j € I, x <; y, tendriamos que x < y,
lo que es una contradiccién. Entonces existe j € I tal que z «; y. Como el
orden <; es lineal, esto implica que y <; z. Asi, existen ¢,j € I tales que

.I'<Z'yyy<jl’.
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Supongamos que se cumplen los puntos (i) y (ii). Por el punto (i), tenemos
que << [ {<;| i € I'}. Denotemos al orden [ {<;| i € I} :=<'. Se probard que
<'c < por contrapositiva. Si z € y, tenemos dos opciones. Si y < x, entonces
y <" x. Como la relacién <’ es un orden, esto significa que = <’ y. Por otro
lado, si z y y son incomparables segin <, entonces, por el punto (ii) existen
i,7 € I tales que v <; y y y <; . Esto implica que = £; y. Por lo tanto,
z €' y. Se concluye que <= [{<;| i€ }. A

Finalmente, requeriremos de la siguiente definicion.

Definicién 1.14 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. El orden
<’ serd llamado una extension lineal de < sobre M, si <<<' y (M,<") es
un conjunto linealmente ordenado.

Con esta definiciéon podemos reformular el inciso (i) de la proposicién
1.13, del siguiente modo:

(i) Para todo i € I el orden <; es una extension lineal de <.

Si ya sabemos que un conjunto O de érdenes lineales consiste en exten-
siones lineales de un orden <, para concluir que la interseccion de O es <,
solo es necesario comprobar que todo par de elementos incomparables segin
< es comparado de manera distinta por dos de los 6rdenes en O. Ahora ya
tenemos todos los elementos para entender el resultado mas importante de
este primer capitulo.

Teorema 1.15 Sea (M, <) un orden parcial bien fundado. Existe entonces
un conjunto de buenos drdenes {<;| i € I} sobre M tal que <= ({<;| i € I}.

Demostracion. Sea (M, <) un conjunto con un orden bien fundado. Asig-
nemos, por medio del teorema del buen orden, a cada nivel Mg un buen orden
<g. De igual manera, si x € Mg, asignemos ademas a Mg un buen orden <g,
en que « sea el minimo (simplemente asignando un buen orden a Mg\ {z} y
suméndolo al conjunto ordenado {{z}, &)). Sean z,y € M distintos e incom-
parables segin <.

Caso 1. Supongamos que los dos elementos estdn en el mismo nivel Mg.
Definimos los siguientes 6rdenes (para descargar la notacién sélo se indi-
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card bajo el signo de suma el intervalo de ordinales sobre el que se esta su-
mando):

(M, <(zy)) = (Z <Mﬁ’v<6’>> + (Mg, <pay+ Y, (Mg, <p),

B'eB BeB’eht(M)

(M, <)) = (2 <MB’=<B’>> +(Ma,<py+ Y, (Mg, <p).

B'ep BepB’eht(M)

Estos 6rdenes se ejemplifican en la siguiente imagen.

> (Mg, <p) S (Mg, <)
Bep'eht(M) Bep'eht(M)
Yy
(Mp, <g.) . (Mg, <py)
D (M, <4) D (M, <y)
gep g'es
(M, <@@y)) (M, <))

Por las definiciones 1.10, 1.11 y la proposicién 1.12, tenemos que <(;,) ¥
<(y,#) SON buenos ordenes sobre el conjunto

<U Mﬁ/)UM/BU U MBIZM.
)

BB BeBeht(M

Sean z y w elementos de M tales que z < w. Se sigue que ht (z) € ht (w).
Por la construccién de ambos o6rdenes, tenemos que 2 <(z,) Wy 2 <(yz) W-
Ademds, © <@y YV Y <(ya) T-
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Caso 2. Supongamos que los elementos estan en niveles distintos. Di-

gamos que ht (x) € ht(y). De manera similar al caso anterior, definimos el
siguiente orden:

<M7 <(x,y)> = Z (Mg, <gr)-

B'eht(M)

De manera idéntica al caso 1, si 2 < w, entonces z <(, ) w. Este orden cumple

también r <(,,) y. Para tener un orden que cumpla lo inverso usaremos el
siguiente:

<M, <(y,x)> = Z <{Z € Mﬁ’ | z < y} s <B/>
B'Cht(y)

+ Z<){Z€M6'|Z$y}7<ﬁ’>+ ()Z (Mg, <g)

B'Sht(y) €pB'eht(M)

Este conjunto ordenado, que es el mas complicado de esta demostracién,
esta descrito en la siguiente imagen.

Z (Mg, <p)

psep'eht(M)

SN HzeMy|z4y}, <s)

g'es

Y {zeMy|z<y}, <)

g'ep

(M, <(ya))
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Que se trata de un buen orden es inmediato de la proposicion 1.12. Dado
que y < ¥,y y € Myy,), entonces

Y€ U {ze My |z<y}.
B'<ht(y)

Como z y y son incomparables, z € y. Dado que ht (z) € ht (y), se sigue que

x € U {ze Mg |z <y}.

B'<ht(y)

Por la definicién 1.10, y <(,,) x. Falta ver que el orden <, ,) contiene
a <. Sean z,w € M tales que z < w. Supongamos que ht (y) € ht (w). Si
ht(z) < ht (y), por la definicién 1.10, z <(,.) w. Si ht (y) < ht(z), por la
definiciéon 1.11, tenemos que z <(,,) w. Supongamos ahora que ht (w) <
ht (y). Si ambos elementos son menores o iguales a y o ninguno lo es, por la
definicién 1.11, z <(,,) w. Lo mismo pasa, por la definicion 1.10, si z < y
y w £ y. El tnico caso que podria revertir el orden se daria si w < y y
z € y. Pero, como z < w, si, ademas, w < y, tendriamos que z < y, lo cual
vuelve imposible tal caso. Por lo tanto, <, ,) contiene al orden <.Sea [M ]i
el conjunto de todos los pares de M que sean incomparables. Si z < w, ya
vimos que para todo par {z,y}, 2 <(zy) WY z <(ya) w. Si z es incomparable
con w segin <, entonces z <, ) Wy W <(y,z) 2. Usando la proposicién 1.13,
se concluye que

<= (] (<ew " <wa)-
{zy}e[M]%

Por lo tanto, < es la intersecciéon de un conjunto de buenos 6rdenes. B

Una de las grandes ventajas de trabajar con buenos érdenes, u érdenes
lineales en general, es la considerable sencillez que tienen para describirse,
incluso para imaginarse con respecto a los 6rdenes parciales en general. De
ahi la importancia de relacionar un orden parcial con cierto conjunto de
ordenes lineales, como fue el caso de la proposicién anterior, en la que, traba-
jando con un orden parcial bien fundado, encontramos un conjunto de buenos
ordenes con los cuales describirlo.

De una manera mds general, Dushnik y Miller demostraron en [DM41]
que todo orden parcial, no necesariamente bien fundado, es interseccion de un
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conjunto de 6rdenes lineales. Una demostracion de esto estd también presente
en [Hal0], pagina 206. Siendo esto posible, existe una cardinalidad minima
necesaria para un conjunto tal de ordenes lineales. Asi, Dushnik y Miller
llegaron al siguiente concepto.

Definicién 1.16 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado, la dimen-
sion de (M, <), dim (M, <) es el minimo cardinal j1 tal que existe un conjunto
O := {<,| a € pu} donde cada <, ordena linealmente a todo M con <= ()O.

El conjunto de 6rdenes que dimos en la proposicién anterior cumple, como
O en la definicién, que su interseccion es el orden con que habiamos iniciado.
Ademas, todos son buenos érdenes, es decir, érdenes lineales bien fundados.
Lo cual nos puede llevar a pensar que la dimension de un conjunto con
un orden parcial bien fundado (M, <) podria ser dada por un conjunto de
buenos érdenes sobre el conjunto M. Si fijamos un orden bien fundado (M, <)
y tomamos un conjunto O de dérdenes lineales de cardinalidad dim (M, <)
cuya interseccién sea < jseran esos érdenes lineales necesariamente buenos
6rdenes? Para responder a esta pregunta (negativamente) se da el siguiente
ejemplo. Sea v un cardinal infinito. Los ordinales menores a v pueden ser
pares o impares, segun el residuo que resulte de dividirlos entre dos, usando
el algoritmo de la divisién para ordinales (ver [AC14], p. 128). Usando estos
dos tipos de ordinales, definamos la siguiente relacion « sobre v; si x y y son
elementos de v:

T Ly sty solosixeyyxespar.

Veamos que la relacién « es un orden bien fundado sobre v. Ya que si x € v,
x ¢ x, entonces « es una relaciéon antirreflexiva sobre v. Supongamos que
x,y, 2z son elementos de v tales que * € y « z. Eso quiere decir que x es
par y que xz € y € z, es decir, x € z. Por lo tanto, x « z, y la relacion «
es transitiva. Sea A un subconjunto no vacio de v. Si A sélo tiene ordinales
impares, todos los elementos de A son minimales, pues ninguno es menor a
otro segin «. Ahora supongamos que A tiene algin ordinal par. Sea x el
minimo ordinal par en A segun la pertenencia. Si existiese y € A tal que
y < x, tendriamos que y € x y que y es par, lo que es una contradiccién.
Entonces tal ordinal x es un elemento minimal de A segiin «. La siguiente
imagen describe el orden recién definido.
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(v, <)

Se construiran dos ordenes lineales que contengan a «, <y y <1, para
demostrar que la dimensién de (M, <) es dos. Sea «o=€|,. Para definir «;,
tomemos x y y elementos de v:

TEYY T es par
T Ky sty solo si 0
YETY Y esimpar.

La relacion «, es inmediatamente un orden lineal sobre v que contiene
a «. La relacion «i, por su definicién, contiene a «. También se trata de
una relaciéon antirreflexiva. Supongamos que x y y son elementos de v y que
x € y. Si x es par, entonces ¥ <1 y, si es impar, y «; x. Por lo tanto, todos
los elementos de v son comparables segin «;. Verifiquemos su transitividad.
Supongamos que x <1 y €1 2. Si x es impar, entonces y € r y y es impar.
Del mismo modo, z € y y z es impar. Se concluye que z € x, y z es impar.
Por lo tanto, x «; 2. Si z es par, entonces y € z y y es par. Igualmente, x € y
y x es par. Finalmente, x € 2, y x es par. Por lo tanto,  «; z. El caso no
contemplado atin es cuando x es par y z impar. Si x € z, entonces r <y z.
Si z € x, entonces x «; z. Por lo tanto, la relacién «; es transitiva y resulta
ser una extension lineal de «. Los dos érdenes estan descritos en la siguiente
imagen.
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1
H 3
wFw+2 5
Iw+w+1 97
w+w $ 1
=w+4 IerB
w+3 .w+5
w42 :
w+1 'w+4
& Iw+2
i, »
3 6
2 4
1 2
0 0
(1, <o) (v, <)

Para verificar que «=«y n «1, falta ver que si x y y son incomparables
segin «, son comparados de distinta manera segin g y «;. Sean = y ¥y
elementos distintos de v incomparables segiin «. Sin perder la generalidad
podemos suponer que x € y. Entonces = < y. Ademas, al ser incomparables
segin «, x es impar. Entonces y «; . El conjunto O = {«, <}, nos dice
que la dimensién de (v, <) es a lo més 2. Si tal dimensién fuese 1, el orden
« seria lineal, pero no es el caso. Por lo tanto, su dimension es 2. Podemos,
sin embargo, notar que «; no es un buen orden. Si n y m son dos nimeros
naturales y n € m, entonces, al ser numeros impares, 2m + 1 «; 2n + 1.
Asi, el conjunto {2n + 1 | n € w} forma una cadena descendente infinita en el
conjunto ordenado (v, «1). Entonces este conjunto O nos da una respuesta
negativa a la pregunta: si (M, <) es un orden bien fundado, ;un conjunto
de extensiones lineales de < que nos dé su dimensién sera de buenos érde-
nes? Pero ain no sabemos si el conjunto O, puede ser o no sustituido por
un conjunto de dos buenos 6rdenes. Surge la siguiente pregunta, si (M, <)
es un orden parcial bien fundado, jexistird un conjunto O de buenos 6rde-
nes sobre M cuya interseccién sea < y cuya cardinalidad sea dim (M, <)?
Si la respuesta a esta pregunta fuese negativa para algin conjunto con un
orden bien fundado (M, <) tendria perfecto sentido la siguiente definicién,
que esta ademas justificada por el teorema 1.15, y que se introduce en este
trabajo.

Definicién 1.17 Sea (M, <) un orden bien fundado. Llamaremos compleji-
dad de (M, <), que denotaremos com{M,<), al minimo cardinal p tal que
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existe un conjunto O := {<,| a € u} donde cada <, bien ordena al conjunto

M con <=()O.

Si tomamos un orden bien fundado (M, <), la inmediata relacién que exis-
te entre los dos cardinales recién definidos es dim (M, <) < com (M, <). To-
memos un conjunto O de buenos érdenes sobre M de cardinalidad com (M, <)
cuya interseccion sea <. Al ser O un conjunto de 6rdenes lineales sobre
M cuya interseccién es <, tiene, por la definicién 1.16, cardinalidad ma-
yor o igual a dim (M, <). Con estas nuevas notaciones la pregunta que se
formulé antes de la ultima definicién puede reformularse del siguiente mo-
do; jpara todo conjunto M con un orden bien fundado <, serd cierto que
dim (M, <) = com (M, <)? Planteada de otro modo, jexiste M con un or-
den bien fundado < tal que dim (M, <) € com (M, <)? Un tipo de érdenes
que podemos descartar rapidamente de la buisqueda de tal contraejemplo es
el siguiente:

Definicién 1.18 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. Lo llama-
remos parcialmente bien ordenado si no tiene cadenas descendentes infinitas
ni anticadenas infinitas.

Obviamente estos 6rdenes son también bien fundados. Este tipo de orde-
nes es rapidamente descartable para responder a nuestra segunda pregunta.
Para demostrarlo seran necesarias dos definiciones y dos teoremas.

Definicién 1.19 Sea M un conjunto y k un cardinal. Usaremos las siguien-
tes notaciones:

(i) [M]" :={A < M ||A] = &},
(ii) [M]~" := {A < M | |A| < K},
(iii) [M]™F == {A< M | |A] < &}.

Entenderemos lo andlogo usando las expresiones [M]”" y [M]7".

Definicion 1.20 Sean x, A y p cardinales. Con los simbolos

R — ()‘7 /“L)2
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queremos decir que si M es un conjunto de cardinalidad k, y existe una
funcion f con dominio [M]2 y codominio 2, entonces existe un subconjunto
My de M de cardinalidad X tal que [My]> < f~' [{0}] o eziste un subconjunto
M, de M de cardinalidad p tal que [M,])* < f~1[{1}].

Esta notacién fue establecida por Erdés y Rado en [ER53]. Con ella se
expresa con sencillez el siguiente teorema.

Teorema 1.21 Si k es un cardinal infinito, entonces k — (K, Rg)®.
Demostracion. Ver [Hal0], pagina 187.

Teorema 1.22 Sean (M, <) un conjunto parcialmente ordenado y A una
anticadena en €él. Si <" es un orden parcial sobre A, entonces existe un orden
lineal < sobre todo M que contiene tanto a < como a <.

Demostracion. Ver [Hal0], pagina 54.

El siguiente teorema da una caracterizacion de los conjuntos parcialmente
bien ordenados.

Teorema 1.23 FEl conjunto ordenado (M, <) es parcialmente bien ordenado
sty solo si todas sus extensiones lineales son buenos ordenes.

Demostracion. Supongamos que un conjunto ordenado (M, <) tiene una
extension lineal <’, tal que tiene una cadena A descendente infinita. A ca-
da elemento de [A]2 le podemos asignar el 0 si ya eran comparables los dos
elementos segin <, o el 1 si no. Segun el teorema 1.21, A tendra un sub-
conjunto infinito en que todos los pares ya eran comparables seglin <, o en
que ninguno lo era. Entonces, M tendria una cadena descendente infinita,
o una anticadena infinita segiin segin <. De cualquier modo, (M, <) no es
un conjunto parcialmente bien ordenado. Ahora supongamos que (M, <) no
es un conjunto parcialmente bien ordenado. Si tiene una cadena descendente
infinita, indudablemente ninguna de sus extensiones lineales es un buen or-
den. Si tiene una anticadena infinita A, podemos asignarle a A un orden <’
que la haga ser una cadena descendente infinita. Por el teorema 1.22, existe
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una extension lineal < de ambos érdenes. El orden < es una extensién lineal
de < que tiene una cadena descendente infinita, es decir, que no es un buen
orden. l

Inmediatamente se concluye la siguiente proposicion.

Proposicién 1.24 Si (M, <) es un conjunto parcialmente bien ordenado,
entonces dim (M, <) = com{M, <).

Demostraciéon. El conjunto O de érdenes lineales que nos dé testimonio
de dim{M, <) serd, por el teorema 1.23, un conjunto de buenos o6rdenes.
Siendo la interseccion de O igual a <, por la definicién 1.17, se tiene que
com{M, <) < |0|. Por lo tanto, com (M, <) < dim (M, <). De aqui se con-
cluye la igualdad. l

Esta igualdad se da ademas siempre que M sea un conjunto finito, pues
de ese modo el orden no puede tener ni cadenas descendentes infinitas ni
anticadenas infinitas. Si estamos interesados en encontrar un conjunto con
un orden parcial bien fundado en los que haya una diferencia estricta entre
dim y com, es antes que nada necesario que nos concentremos en conjuntos
infinitos. Ademas, el orden ha de tener al menos alguna anticadena infinita.
Por lo tanto, un candidato perfecto para que ambos nimeros sean distin-
tos es el orden (M, &) cuando M es infinito. Es decir, simplemente alguna
anticadena infinita. Otro es el ejemplo que se dio en la pagina 14, (v, <).
En este conjunto ordenado, el conjunto de los ordinales impares en v for-
ma una anticadena infinita de cardinalidad v. En los siguientes capitulos se
trabajara entonces solamente con conjuntos ordenados infinitos. Como con-
secuencia de sus principales resultados, se conocera més sobre la relacion que
existe entre la complejidad y la dimensién, primero, y sobre la complejidad
en general después.






Capitulo 2

Arboles y complejidad finita

Una manera de proceder a la resolucién de las preguntas planteadas en el
capitulo anterior podria ser la siguiente, tomar a M un conjunto (ya mencio-
namos la necesidad de que sea infinito), un orden bien fundado < sobre M y
un conjunto de buenos 6rdenes O sobre él para analizar al conjunto ordenado
(M, O) y posteriormente compararlo con (M, <). Si el conjunto ordenado
(M, (1 O) cumple alguna caracteristica que fuese consecuencia de la cardinali-
dad de O, y que el conjunto ordenado (M, <) no cumpliese, tendriamos que la
complejidad de (M, <) seria distinta a la cardinalidad de O. Asi tendriamos
un método para descartar cardinales en la busqueda de la complejidad de
un conjunto con un orden parcial bien fundado. Muy conveniente seria si
la dimensién de (M, <) fuese uno de esos cardinales descartados. Para tal
fin seria 1util saber de todo un tipo de 6rdenes bien fundados del cual fuera
sencillo calcular la dimension.

Una clase muy importante entre los érdenes parciales bien fundados es la
de los llamados drboles. Se pueden definir de la siguiente manera (que es la
definicién mas abierta).

Definicién 2.1 Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. Lo llama-
remos darbol, si para todo x € M, el conjunto {y € M | y < x} es un conjunto
bien ordenado segin <.

Es facil ver que se trata de un orden bien fundado. Tomemos un subcon-

junto no vacio A de M. Si x € A, el conjunto {y € A | y < x} es un subcon-
junto no vacio de {y € M | y < x}. Siendo este dltimo un buen orden segin

21
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<, existe un elemento minimo 3’ de {y € A | y < x}. Sea z € A y supongamos
que z < y'. Como 3y <z, z€ {ye A|y<x}. Siendo ¢ el elemento minimo
de este conjunto, y = z. Por lo tanto, 3y’ es un elemento minimal de A. Asi,
todos los subconjuntos no vacios de M tienen un elemento minimal, y el arbol
(M, <) es un conjunto con un orden parcial bien fundado.

Los arboles tienen, entonces, definidas tanto la dimensiéon como la com-
plejidad. Del hecho de que en un arbol (M, <) abundan las cadenas, princi-
palmente las del tipo {y € M | y < z}, resultara la sencillez para demostrar
aqui su dimensién. Fijemos de aqui en adelante un drbol (M, <) y establez-
camos una notacion que se usard en los proximos parrafos.

Definicién 2.2 Six e M, se definen los dos siguientes conjuntos
= i={yeM|y<ua},

xS ={ye M|y <az}.

Como el conjunto ordenado {(z<, <) es un buen orden, para cada x € M,
existen un tunico ordinal n y una funcién f, tales que se da el siguiente
isomorfismo de orden: (z%,<) = (n,€). Para cada z € M fijemos f, la
funcién que da este isomorfismo con dominio 7 e imagen x<.

Proposicion 2.3 Sean x y y dos elementos de M.
(1) Siy < x, entonces f, & fo.

(it) Siy es incomparable con x segin <, entonces f, y f, son incompati-
bles.

Demostracion. (i) Como y es elemento de 2=, y es elemento de la imagen
de f,. Esta, entonces, definido el ordinal n =: f;!(y). Dado que f, es un
isomorfismo de orden, fy,11 es un isomorfismo de orden entre (n+1,€) y
{fe[n+ 1], <). Veamos que f, [+ 1] = y=. Si tomamos z € y<, al ser tam-
bién elemento de z=, estd definido f, ! (z). Dado que z < y, por la definicién
de f., f;1(2) € f;'(y) = n. Por lo tanto, f;'(2)en+1yze€ foln+1]
Ahora, tomemos z € f, [n + 1]. Existe € n+ 1 tal que f, (8) = z. Tenemos
que 8 < n, por lo cual, z = f,(8) < f.(n) = y. Por lo tanto, z € y<. Se
concluye que y< = f,[n+ 1]. Asi, fy,41 es un isomorfismo de orden entre
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n+1,e)y ys,<). Como este isomorfismo es tinico, fy,4+1 = fy, por lo cual,
fy € fu. Por otro lado, z € im (f,) = ==, mientras que = ¢ y= = im(f,),
pues € y. Entonces f, y f, son funciones distintas. Se concluye que f, & f.

(ii) Los dominios de f, y f, son ordinales, por lo que podemos suponer
que dom (f,) < dom (f,). Como la imagen de f, es yS, existe n € dom (f,)
tal que f, (n) = y. Dado que dom (f,) = dom (f3), n es elemento de dom (f,).
La imagen de f, es z=, por lo cual, f, () < 2. Como f, (n) =y y y £ x, por
ser x y y incomparables, f, () # f, (). Entonces f, y f, son incompatibles.
|

Ayudandonos de las sucesiones f,, y de los datos que conocimos sobre
ellos en la proposicién 2.3, construiremos las extensiones lineales que nos
daran la dimensién del arbol (M, <). Para eso nos ayudaremos de un orden
lineal < sobre M, que podria no tener ninguna relacién con <. Este orden
lineal servira exclusivamente como criterio para comparar a los elementos de
M que no sean ya comparados por <, asi que de él solamente es necesario que
sea lineal. Asi, se define la siguiente relacién sobre M. Si x y y son elementos
distintos de M:

r <y
x <oy Sty solo si 0

fe(n) < fy () sin=min{B ]| f:(B) # fy (B)}-

La relacion <q extiende a <. Ademds, si x € M, como x €z y f, = f4,
x ¥o x. Sean x y y dos elementos distintos de M. Si son comparables segtin <,
ya son comparables segiin <g. Si no, como f, y f, son incompatibles, existe
un ordinal minimo 7 en que tienen imagenes distintas, que son comparables
segiin <, por lo cual, también y y x son comparables segiin <q. Por lo tanto,
<o ya relaciona de alguna manera a todos los pares de elementos distintos
de M. Para que efectivamente sea una extension lineal de < en M, ain falta
comprobar que es una relacién transitiva.

Proposicién 2.4 La relacion < es una extension lineal de <.

Demostracion. Sean x,y y z elementos de M tales que x <g y <¢ z. Si
r <y < z, tenemos que x < z, por lo cual, sencillamente se tiene que z <g 2.
A continuacién se demostraran los casos no triviales.
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Caso 1. Supongamos que < y y que y es incomparable con z segin <.
Por la proposicién 2.3, f, & f, y f, es incompatible con f,. Ademas, si n
es el minimo ordinal en que difieren f, y f., f, () < f. (n). Siendo tanto 7
como dom (f,) ordinales, deben ser comparables segtin la pertenencia.

Supongamos que dom (f,) € n. Si 5 € dom (f,), entonces 8 € 1. Sabemos

que fi (B) = fy (B), pues fu & fy, y que f, (B) = f. (B), pues 1 es el minimo
ordinal en que difieren las funciones f, y f.. Entonces para todo § en el

dominio de f,, f, (8) = f. (8). Como dom (f,) < n € dom (£.), f. ¥ f. son
funciones compatibles. Por la proposicién 2.3, x y z son comparables segin
<. Si z < z, tendriamos que z < y, lo que es una contradiccion. Por lo tanto,
r<zyax<g=z.

Ahora supongamos que 1 € dom (f,). Si f € n, tenemos que f, (8) =
Iy (B) = £ (B), pues f» & f, ¥y n es el minimo ordinal en que f, y f. difieren.
Ademds, f. (n) = fy (n) # f- (n). Entonces el minimo ordinal en que f, y f.
difieren es 7. Ademéds, f, (1) = f, (n) < f. (n). Por lo tanto, x <¢ z.

Caso 2. Supongamos que z es incomparable con y segin <, y que y < z.
Por la proposicién 2.3, f; y f, son incompatibles y f, & f.. Sea 1 el minimo
ordinal en que f, y f, difieren. Inmediatamente tenemos que f, (n) < f, (1),
pues x <o y. Si § € n, entonces f, (8) = f, (B), y fy (B) = f.(B). Ademss,
fo(n) # f,(n) = f.(n). Entonces 7 es el minimo ordinal en que f, y f.
difieren. Como f, (n) < f, (1) = f. (n), se concluye que = < z.

Caso 3. Supongamos que x es incomparable con y segin <, y y con z.
Sean ¢ el minimo ordinal en que f, y f, difieren, y 1 el minimo ordinal en

que f, y f. difieren. Tenemos que f, (0) < f, (8) v f, (n) < f. (n).

Caso 3.1. Supongamos que 0 € 7. Si § € 0, entonces f, (8) = f, (B).

Ademas, como e, f, () = f.(B). Por lo tanto, si 5 €9, f, (8) = f. (B).
Por otro lado, f, (0) # f, (0) = f. (9), por lo cual, el minimo ordinal en que

fzy [. difieren es §. Ademés, f, (§) < f, (0) = f. (). Por lo tanto, z < z.

Caso 3.2. Supongamos que 6 = 1. Si f € 7, entonces f, () = f, () =

f-(B). Sabemos que f, (n) < f, (n) y f, (n) < f:(n). Por lo tanto, f, (n) <
f-(n), lo cual nos indica ademds que 7 es el primer ordinal en que f, y f.

difieren. Se concluye que = < z.

Caso 3.3. Supongamos que n € 6. Si 5 € 0, entonces f, (8) = f.(B).
Ademas, como B €6, f, (B) = f, (). Por lo tanto, f, (8) = f. (8). Por otro
lado, f. (n) = f,(n) # f.(n). Entonces el minimo ordinal en que f, y f.
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difieren es 1. Ademéds, f, (n) = f, (n) < f. (). Por lo tanto, x <¢ z. A

Es importante notar que para que <, fuera una extension lineal de <, de
< sélo fue necesario que fuera un orden lineal. Se puede, del mismo modo,
tomar el orden <~!, que es igualmente un orden lineal sobre M, y definir
la relaciéon <; de la manera analoga; si =,y son elementos distintos de M,
entonces

r <y
T <1y sty solo si 0

fo () <71 fy () sin =min{B| f. (B) # f, (B)}.

Se obtiene, igualmente, una extension lineal de <. Con las relaciones <q y
<1 se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.5 Si (M, <) es un drbol que no es un orden lineal, su di-
mension es dos.

Demostracion. Si no es lineal, su dimensién es mayor a uno, pues si
existiese un conjunto de dérdenes lineales sobre M, de un solo elemento O =
{<'} tal que <= [ O =<', concluirfamos que < es un orden lineal. Por lo
tanto, si encontramos un conjunto O de dos érdenes lineales cuya interseccion
sea <, la dimension de (M, <) serd 2. El conjunto que se propone es {<q, <1 }.
Necesitamos demostrar que <=<y N <;. Se sabe que para cualesquiera =,y €
M, siz <y, entonces x <gy y x <1 y. S6lo necesitamos ver que si z,y son
elementos incomparables de M segin <, son comparados de distinta manera
segun los 6rdenes <y y <;. Si 2 y y son incomparables, las sucesiones f, y f,
son incompatibles. Sea 77 el minimo ordinal en que difieren. Sin pérdida de la
generalidad, supongamos que f, () < f, (7). Entonces x <oy y y <1 x, lo
que concluye la demostracién. B

Con esto se encontré un tipo de dérdenes bien fundados que tienen la
misma dimensién. Ahora, si encontraramos un arbol (M, <), cuya comple-
jidad sea mayor a 2, aunque no la conozcamos exactamente, de inmediato
tendriamos que dim (M, <) € com (M, <).
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A continuacién, y en los proximos capitulos, se procedera a describir
qué sucede al intersecar buenos érdenes sobre un conjunto infinito, principal-
mente en lo concerniente a la presencia de cadenas y anticadenas infinitas.
No se pondra ninguna restriccion a los buenos érdenes, salvo por la cantidad
de ellos.

La presencia de una cadena en el orden resultante nos habla de coinci-
dencias entre los érdenes y la de una anticadena, de contradicciones entre los
mismos. Si esperamos encontrar (o no) alguna cadena de cierta cardinalidad,
es que esperamos que haya cierta cardinalidad de coincidencias (o no) entre
la informacién que nos dan los 6rdenes. Si de éstos sabemos solamente que
son buenos érdenes y la cantidad de ellos, la cuestién queda muy abierta,
muy azarosa. No deberia sorprender entonces que el teorema 1.21 sea clave
para demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.6 Sea M un conjunto de cardinalidad infinita k. Sean <¢ y <y
dos buenos ordenes en M. Entonces existe ' < M de cardinalidad k en que
ambos ordenes coinciden. Es decir, existe ' < M de cardinalidad K, que es
una cadena sequn <=<g N <.

Demostracién. Sea f:[M]° — 2 la funcién definida por

1 sitx<pyyx<iy,
F iz, yh) = { 0 en otro caso.

El conjunto F' que buscamos, de existir, cumpliria [F ]2 c f~1{1}. Supon-
gamos que no existe. Entonces, por el teorema 1.21, debe existir M’ < M infi-
nito, tal que []\/[’]2 c f71{0}. De este modo, conjunto ordenado <M’, <0|M/>
es un conjunto bien ordenado infinito. Podemos, entonces, tomar un subcon-
junto {z,, | n € w} de M’, tal que sii € j € w, entonces x; <o ;. Sean i, j € w,
tales que 7 € j. Tenemos que x; <o z; y que f ({x;,x;}) = 0. Entonces, por
la definicién de f, z; €; x;, es decir, z; <; x;. Asi, tendrfamos una cadena
descendente infinita segin <;. Dado que <; es un buen orden, esto es una
contradiccién. Por lo tanto, no puede existir tal conjunto M’.

Entonces existe F' € [M]" tal que [F]> < f~' {1}. Por la definicién de f,
tenemos que ambos ordenes coinciden en F.
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Tomando este caso, de dos érdenes, como base, es facil generalizar esta
proposiciéon a cualquier cantidad finita de buenos érdenes parciales sobre
conjuntos infinitos.

Corolario 2.7 Sea M wun conjunto de cardinalidad infinita k y tomemos
{<i|ien}, con n € w, un conjunto de buenos drdenes sobre €l. Entonces
existe ' < M de cardinalidad k en que los drdenes del conjunto {<;| i € n}
coinciden. Es decir, existe F' < M de cardinalidad k que es una cadena segun

<=({<ilien}.

Demostracion. La demostraciéon se hace por induccion sobre n € w. El
caso n = 2 ya lo tenemos por el teorema 2.6. Supongamos que se cumple para
n € w. Sea {<;| i € n+ 1} un conjunto de buenos érdenes sobre M. Por la
hipétesis de induccion, tenemos un conjunto F' < M de cardinalidad x en el
que los dérdenes {<;| i € n} coinciden. Entonces (] {<;| i € n}, restringido a
F es un buen orden. También lo es <, . Aplicando el teorema 2.6, tenemos
que existe F’ < F' de cardinalidad x en el que ambos 6rdenes coinciden. Por
lo tanto, en F” los 6rdenes <;, con i € n + 1, coinciden.

En el siguiente teorema, que es en parte una traduccién del teorema
anterior en términos de complejidad, se daran las primeras relaciones entre
la complejidad de un orden bien fundado y sus caracteristicas.

Teorema 2.8 Sea (M, <) un conjunto con un orden bien fundado, con M
un congunto infinito. Si la complejidad de (M, <) es finita, entonces la altura
de (M, <) es mayor o igual a |M|, M contiene una cadena de su misma
cardinalidad y no contiene ninguna anticadena infinita.

Demostracion. Como la complejidad de (M, <) es finita, existe un con-
junto finito de buenos érdenes sobre M tal que <= [){<;| i € n}. Por el
corolario anterior, tenemos que M contiene una cadena F' segin < de cardi-
nalidad M. Tal cadena tiene tipo de orden mayor o igual a |M|. Por lo tanto,
usando la proposicién 1.9, la altura de (M, <) es mayor o igual a |M|.
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Sea A un subconjunto infinito de M. Segun el teorema 2.7, el conjunto
ordenado <A, < A> no es una anticadena, ya que <4 es a su vez intersec-
cion finita de buenos 6rdenes sobre un conjunto infinito. Por lo tanto, M no
contiene anticadenas infinitas segin <. B

Como consecuencia directa de este teorema se tiene que si la compleji-
dad de (M, <) es finita, entonces (M, <) es un conjunto parcialmente bien
ordenado. En este caso, ya sabiamos que com (M, <) = dim (M, <).

Igualmente, si (M, <) es un orden bien fundado con alguna anticadena
infinita, entonces com (M, <) ha de ser un cardinal infinito. Si, adem4s, se
trata de un arbol, como ya se sabe que dim (M, <) es uno o dos, este es un
caso en que claramente dim (M, <) € com{(M,<). En el caso de los arboles
podemos, entonces, recordando el teorema 1.24, enunciar con precisién la
siguiente caracterizacion.

Teorema 2.9 Sea (M, <) un drbol. La dimension de (M, <) es menor a su
complejidad si y sélo si M contiene una anticadena infinita segun <.

Este teorema nos indica que existen 6rdenes parciales bien fundados en
los que la dimension y la complejidad difieren. El ejemplo de la pagina 14,
(v, «) es un arbol en que el conjunto de los ordinales impares menores a v
forma una anticadena infinita de cardinalidad v. Por lo tanto, su complejidad
es infinita, mientras que su dimension es 2.

Sobre la complejidad de un orden parcial bien fundado con una anticadena
infinita, ya podemos asegurar que es infinita. Sin embargo, sigue quedando
abierta la cuestién sobre cudl es precisamente ese nimero, y ni siquiera se
da una cota muy buena. En efecto, si (M, <) es un orden bien fundado con
anticadenas infinitas y la cardinalidad de M es un cardinal infinito x, de
momento s6lo podemos afirmar que su complejidad es algun cardinal entre
Ny v K, pudiendo haber k cardinales entre ellos. En los siguientes capitulos
se refinara ese intervalo. Se acaba de ver la utilidad de observar la estructura
de un orden que es la interseccién de un conjunto de buenos 6rdenes para
responder las preguntas planteadas al final del capitulo 1. Ahora que ya se
conocen algunas caracteristicas de los érdenes bien fundados con complejidad
finita, se tratara con intersecciones infinitas de buenos érdenes en conjuntos
infinitos, intentando ver hasta que punto se conservan tales caracteristicas.



Capitulo 3

La descomposicion en bloques
de un conjunto

La construccién a la que se dedicara este capitulo es debida a Egbert
Harzheim y ayudard a describir al conjunto ordenado (M, <) dependiendo
de algunas relaciones aritméticas que existan entre la cardinalidad de M y
la cardinalidad de un conjunto de buenos 6rdenes sobre M cuya interseccién
sea <. Fue desarrollada en [Ha64] en el teorema Satz 2, para demostrarlo
a él y a otro similar (Satz 5), que en este trabajo aparecen generalizados
en el teorema 4.6. Este teorema, como se verd en el ultimo capitulo, da la
mejor version posible del corolario 2.7. Sin embargo, la misma construccion
servird para la demostracion de otro teorema, el 4.2, que como resultado es
mas débil, pero que tendra consecuencias mas concretas sobre la complejidad
de ciertos 6rdenes bien fundados. Todo lo escrito en los préximos parrafos
hasta la proposicion 3.8, junto con la proposicién 3.13 es una esquemati-
zacion, con cambios en la notacion y demostraciones mas detalladas, de la
construccién que aparece en [Ha64]. Las proposiciones, 3.10, 3.11 y 3.12 son
la abstraccion de partes de esa construccion para que puedan ajustarse a las
distintas hipdtesis de los teoremas 4.6 y 4.2. Se indicarda cuando alguna de
estas proposiciones coincida aproximadamente con una parte especifica del
articulo [Ha64].

Salvo cuando sea indicado, en este capitulo y en el proximo, M sera un
conjunto infinito de cardinalidad s, g un cardinal menor o igual a x, y para
cada a € pu, <, M x M una relacién sobre M tal que (M, <, es un conjunto

29
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bien ordenado. Sea <= () {<a| a € u}. Dado que cada <, es un buen orden,
en la interseccion no pueden aparecer cadenas descendentes infinitas, por lo
que (M, <) es un orden parcial bien fundado. Naturalmente, com (M, <) es
un cardinal menor o igual a pu.

Siendo < una interseccion de buenos érdenes, sus caracteristicas pueden
ser consecuencia de cuanto se parecen o no esos érdenes. Fijémonos en un
elemento x de M, y pensemos en cuanto se parecen los érdenes <, con
respecto a . Los elementos que sean mayores (respectivamente menores)
a = en todos los érdenes serdn mayores (respectivamente menores) en la
interseccién. Pero si, por ejemplo, y es menor a x segin <y y mayor a x
segiin todos los demaés <, jcuanta influencia tendria y en la existencia de
cadenas o anticadenas en M segin <7 Si tomamos el conjunto de todos
los elementos de M que tienen la misma relacion con respecto a = que v,
,qué influencia podria tener tal conjunto sobre la interseccion de los érdenes?
Salvo que seran incomparables con z segiin <, podria parecer que no mucha.
La siguiente construccién, sin embargo, se basara en este tipo de conjuntos,
es decir, conjuntos cuyos elementos tengan la misma relacion con respecto a
algin x € M segun cada orden <,.

Definicién 3.1 Sea A € [M]7°. Por la cardinalidad de A, si tomamos un
orden <., existe ¥ € A que es intermedio, es decir, tal que existen y,z € A
tales que y <o & <4 z. Sea p: [M]7* — M tal que p(A) € A y es uno de
tales elementos intermedios sequn alguno de los ordenes.

No es realmente importante cudl sea el elemento intermedio que se asigno en
. . . . ) >3 ,
la definicién anterior, ni segin cual orden. Para cada A € [M]”° podriamos
sencillamente tomar a p (A) como su segundo elemento segun <.

Definicién 3.2 Sean A e [M]> y f € *2. Para o € ju definimos entonces

[ {reAlr < p(A)) i fla)=0,
A(f’a)_{{x€A|p(A)<ax} si f(a) =1

Definimos ademdas

A(f)=[)A(f, ).

acp
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Tomando un subconjunto A de M con 3 o més elementos, una funciéon f
designa qué elementos de A escoger, dependiendo de su posiciéon con respecto
a un punto que puede hacer las veces de centro de A, por no ser extremo
en al menos uno de los 6rdenes que se intersecan. Un ejemplo se da en la
siguiente imagen de cémo se hace esta eleccion.

° ° ° °
° ° ° °
° ° A(f, ) ° °
[ ] A(f, 1) [ I [ ] [ ]
° ° p(A) @ o
° ° ° °
p(4) ® o ° p(A) @
° ° ° °
° p(A) @ ° °
A(F,0) ° ° ° A(f,a+1)| e
° ° ° °
° ° o °
(A, <o) (A, <1) ooe (A, <a) (A, <at1) eee

Se entiende que en este caso f(0) = 0 y por eso A(f,0) consta de
los elementos de A que son menores a p(A) segin <. Del mismo modo
f(1)=1=f(a)y f(a+1) = 0. El elemento x, ahi senalado, estd en los
conjuntos A (f,0),A(f,1),A(f,a) vy A(f,a+1). Si lo mismo sucede con
cada ordinal en pu, se tendrd por la definicién 3.2 que x € A(f). Si toma-
mos dos funciones f y f’ en #2, cada una de ellas designa una direccién
distinta a partir de tal centro, pues si f(a) # f'(«) entonces A(f,a) y
A (f', ) son conjuntos ajenos. La razén de esto es la siguiente: supongamos
que f(a) =0y f (o) = 1. Si existiese x € A(f,a) n A(f', ), tendriamos
que z <, p(A) <4 x. El tnico otro caso posible (f (o) = 1y f'(a) = 0)
lleva a una idéntica contradiccién. Se concluye que si f # f’, entonces A (f)
y A(f') son conjuntos ajenos. Debe notarse también que si f € #2, entonces

p(A)¢ A(f) y, por ende, A(f) S A.

Empezando con M, que al ser infinito naturalmente tiene mas de tres
elementos, y con el centro que ya se le asigné p (M), podemos tomar el
conjunto {M (f) | f € #2}. Este conjunto, excluyendo los casos en que M (f)
sea vacio, es un particion de M\ {p (M)}.

Dada un funcién en f € #2, M (f) es claramente un subconjunto de
M, por lo que si tiene mas de dos elementos podemos considerar un nuevo
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subconjunto (M (f)) (g) para alguna g € #2. Para descargar la notacién lo
denotaremos M (f) (g).

Si tomamos dos elementos distintos de tal particion que tengan al menos
tres elementos, M (f) y M (f’), al ser ajenos, dadas ¢g,¢9' € *2, M (f) (9) y
M (f") (¢') seran también ajenos sin importar si g y ¢’ son iguales o distintas.
Naturalmente, si son distintas, también M (f) (g) y M (f) (¢’) son ajenos,
pero ambos son subconjuntos de M (f). Resumiendo, si tomamos dos suce-
siones distintas de dos elementos de #2, (f,g) v (f',¢"), M (f) (g) serd ajeno
a M (f")(¢'), y se habran separado inicialmente si f # f’ o posteriormente
si f=f". Ademds, M (f)(g) consiste de elementos de M que tienen la mis-
ma relacién en cada orden <, con p (M) y con p (M (f)). A continuacién se
formalizara y profundizara en estas nociones.

Para la siguiente definicion, se aclara la siguiente notacién. Si s es una
sucesion de elementos en 2y g € #2, por s —~ g, se entendera a la sucesion
con dominio dom (s) + 1 y codominio #2 definida para z € dom (s) + 1 :

R ICEE R i

Definicién 3.3 Sea S la clase de sucesiones de elementos de #2. Definimos
Q] =M.
Si s € Sy tenemos que s = s —~ g y ya esta definido Q [$'], sea
s’ si Q[s'] e [M]P2,
o { QLI Qi<

(%) en otro caso.

En el caso que el dominio de s sea un ordinal limite v y que para todo
~' €~ ya esta definido Q) [SW], definamos

Qlsl=(1{Q[sw] 7 e}
Sea Q la clase de los Q [s] asi definidos que sean no vacios.

La razon por la que se utiliza la letra () para estos conjuntos es por la
palabra alemana Quader, que es la usada en [Ha64], que significa bloque.
A partir de M y de una sucesién de funciones en #2 se obtiene un subcon-
junto para cuya formacién fueron necesarias cada una de las funciones y el
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orden en el que fueron tomadas. Se habia ya bosquejado antes de la defini-
ci6n anterior el hecho de que si se toman dos caminos distintos (un camino
de dos funciones) los conjuntos resultantes seran ajenos. Ahora, para toda
sucesion s de elementos de #2, de cualquier longitud, tenemos definido @ [s],
asi que podemos generalizar a la siguiente proposicién ([Ha64] p. 162, primer
pérrafo).

Proposicién 3.4 Sea s€ S. SiQ[s]€ Q y s’ & s, entonces Q[s] S Q[5].
Ademds, si s' < s, entonces Q[s] < Q[5'].

Si s y s elementos de S son incompatibles, entonces Q[s] y Q[s'] son
ajenos.

Demostracion. La primera parte de la proposiciéon se demostrard por
induccién sobre el dominio de s. Cuando tal dominio es 0 la afirmacién es
trivial. Supongamos que se cumple para toda sucesiéon con dominio 7. Sea
s una sucesién en #2 con dominio 7 + 1, tal que @ [s] € Q, es decir, es un
bloque distinto del vacio. Supongamos que s’ & s. Es inmediato que s’ < s,
y que s = s, —~ s(n). Es necesario que el bloque @ [Sln] tenga al menos
tres elementos, pues de lo contrario, por la definicién 3.3, el bloque Q [s]
deberia ser un conjunto vacio. Por la misma definicién, tenemos igualmente
que Q[s] = Q[si,] (s(n) & Q[s}y]- Si 8 = s, ya tenemos la contencién
Q[s] & Q[s']. Si s’ & sp, por la hipétesis de induccion, se tiene que ¢ [3\77] o
Q [¢'], 1o que aunado a la contencién que ya tenfamos nos da @ [s] & Q [s'].

Supongamos que 7 es un ordinal limite, dom (s) = ny que @ [s] es distinto
del vacio. Si s’ & s, entonces existe una 7’ € n tal que s’ = s|,. Sabemos que
7" + 1 es menor a 1. Por la definicién 3.3, se tiene que Q[s] < @ [S|n/+1].
Ademas, como se vio en el caso de los ordinales sucesores, () [SWH] S
Q [Sln’] = @[¢']. La tnica manera en que esta contencién no pueda ser
propia es si @ [s'] fuese vacio. Pero en tal caso, @ [s] seria vacio. Por lo
tanto, @ [s] & @ [s']. Termina entonces la induccién, y se concluye que si
s S s, entonces Q [s] & Q [s']. Trivialmente se sigue que si s’ < s, entonces

Qls] = QL]

Para demostrar la segunda parte de la proposicion, supongamos que sy s’
son sucesiones de elementos en #2 que son incompatibles. Sea 1 el minimo or-
dinal tal que s (1) # s’ (n). Dado que s),, = sfn, tenemos que @ [Sln] =Q [Slln]’
de ahi que podamos denotarlos simplemente como A. Por la definicion 3.3,
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tenemos que

Q [spm+1] = Q[s1n] (s () = A(s(n))

Q [shya] = Qspy] (" () = A(s" (m).
Sabemos que A(s(n)) n A(s'(n)) = &, pues s(n) y s'(n) son distintos.

/ c S/,

Por lo tanto, @) [S|n+1] y Q [s’ ] son ajenos. Como S,11 S sy Sip1 S

[n+1
de la primera parte de esta proposicién se tiene que Q[s] < @ [s|,7+1] y

Qls] <@ [Sin +1]' Siendo subconjuntos de sendos conjuntos ajenos, @ [s] y

@ [¢'] son conjuntos ajenos. W

Six e @[s]y esdistinto de p (Q [s]), entonces x € Q [s ~ f,] donde f, es
la funcién que a cada a € p asigna 0 si x <, p (@ [s]) y 1 en el caso contrario.
Si @ [s] tiene al menos tres elementos, estd definido p (Q [s]) v existe <, tal
que z <, p(Q[s]) <o y para x y y elementos de @ [s]. Como f, (a) = 0
y fy(a) = 1, las sucesiones s ~ f, y s —~ f, son incompatibles, y por la
proposicién anterior, se concluye que Q [s —~ f;] v Q[s — f,] son conjuntos
ajenos. Asi, como x y y estan respectivamente en uno de los dos conjuntos,
se tiene que si @ [s] tiene al menos tres elementos, existen al menos dos
funciones f y g tales que Q[s —~ f] y @[s — g] son conjuntos ajenos y no
vacios.

Podemos concluir también de esta proposicién que Q es un conjunto.
Supongamos que n es un ordinal tal que existe una sucesién s € S con
dominio 1 tal que @Q[s] € Q. Por el resultado anterior, tendriamos que
QlT] 2 @ s|1] 2 2 Q[SW] 2 --- con n € n. Por lo tanto, existe
Ty € Q [SW \Q [SW_H] C M, para cada n' € n. Sean 3,6 ordinales me-
nores a 1 y supongamos que 5 € 0. Tenemos entonces que x5 € ) [s|5] y
xg ¢ Q [smﬂ]. Pero, ya que sjg41 S )5, @ [swﬂ] oQ [3|5] y, por lo tanto,
x5 # xg. De aqui se concluye que, || € k. Entonces, siempre que @Q [s] € Q,
es decir, que sea distinto del vacio, el dominio de s es menor a x*, con lo cual,
Q es un conjunto. Para organizarlo de una manera natural se da la siguiente
definicion que se basa en el dominio de las sucesiones de elementos de #2.

Definicién 3.5 Sean Ey = & y

QZo = {M} = {Q[J]} = {Q[s] € Q| dom (s) = 0}.
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Sea n un ordinal y supongamos que hemos ya definido para cada ' € 1 a
Ey, <M, yQZy < P(M) una familia de conjuntos no vacios. Sea entonces

QZn =

{QIs] € Q[ dom(s) =n} v{Q[s] € Q[ dom(s)en|Q[s]| =2}
Para E, tenemos dos casos:

Caso 1 Sin=n'+1, para algin 1/, sea E, = E,y U p|QZ,].

Caso 2 Sin es un ordinal limite, sea E, = | J{E, | 7' € n}.

Es facil ver, que si @ [s] € QZ,, entonces dom (s) < 7. El uso de las letras
QZ, es por el término aleman Quaderzerlegung, traducible a descomposicion
en blogues. Entonces, si ) es un ordinal, )7, seria la n-ésima descomposicion
en bloques de M. El conjunto ()Z, consiste principalmente de los bloques
que requirieron una sucesion de tipo 7 de elementos de #2 para su formacion.
Se le agregan los bloques anteriores que ya no pueden descomponerse. No
pueden descomponerse en el sentido de que, si dom (s) € ny Q|[s] tiene
menos de tres elementos, () [s'] serd un conjunto vacio siempre que s’ 2 s.
Esto se hace para que se conserve entre F, y ()Z, una importante relaciéon
que se demostrara mas adelante.

El conjunto Q esté parcialmente ordenado por la contencién. La manera
en que estas descomposiciones en bloques estan relacionadas con ese conjunto
ordenado se da en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.6 Sea n un ordinal, y Q [s] € QZ,. Sin' €n, entonces existe

Q[s' € QZy tal que Q[s] < Q5]

Demostracion. Fijemos ny @ [s| € QZ,. La demostracién serd por induc-
ci6én sobre los ordinales menores a 7. Tenemos que @ [s] € M y M € QZy. Su-
pongamos que para 0 € 7 existe un bloque @ [¢'] € QZs tal que Q [s] < Q[5'].
De la proposicién 3.4, tenemos que s y s’ son sucesiones compatibles. Como
sus dominios son ordinales, una debe contener a la otra. Si s & s, por la
misma proposicién, tendriamos que @ [s'] S @ [s], lo que seria una contra-
diccién. Por lo tanto, s’ € s.

Si 8 = s, entonces Q[s] € QZs y, por ende, dom (s) < 6 € n. Dado
que Q[s] € QZ,, su cardinalidad debe ser menor o igual 2, y, por lo tanto,
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también es elemento de QQZ;,1. Por lo tanto, @ [s] es subconjunto de algin
elemento de (QZs, 1.

Supongamos que s’ & s. Puesto que @ [s] es no vacio, podemos deducir
que @ [$'] tiene al menos tres elementos. Por lo tanto, dom (s') = §. Tenemos
que s ~ s(§) < s con dom (s ~ s(6)) = § + 1. Por lo tanto, Q[s] <
Qs ~s(0)] € QZsa.

Ahora tomemos un ordinal limite d, que sea menor o igual a 7, y supon-
gamos que para toda ¢’ € d existe un bloque @ [sy]| € Q@Zs tal que Q [s] <
Q [ss]. Si existe &' € ¢ tal que dom (sg) € &', tenemos que |Q [ss]| < 2. Por
lo tanto, @ [ss'] € QZs, con lo que tendriamos que @ [s] es subconjunto de un
elemento de (QZs;. Supongamos que para toda ¢’ € 0, el dominio de sg es ¢'.
Como & # Q[s]y Q[s] = () {Q[ss] ]| €0}, se concluye que las sucesiones
ss son compatibles. Sea s’ = | {sy | ¢’ € 6}. El dominio de s es d y, por
lo tanto, Q[s'] € QZs. Ademds Q[s] < [ {Q[ss] |8 €6} = Q[s']. Por lo
tanto, @ [s] es subconjunto de un elemento de QZ;. B

Una conclusion inmediata que podemos sacar de este tiltimo resultado es
que si ¢ y 1 son ordinales, con 0 € 1, entonces | JQZ, < | JQZ;. La siguiente
proposicion ([Ha64], p. 160 (4)) nos muestra la estrecha relacién que existe
entre los dos tipos de conjuntos definidos en la definicién 3.5.

Proposicién 3.7 Para todo ordinal n, QZ, es una particion del conjunto
M\E,.

Demostracion. Primero demostraremos que cada ()Z, es una familia de
conjuntos ajenos. Supongamos que @ [s'] es un elemento de QZ, y que existe
Q [s] distinto a @ [s’] pero no ajeno a él. Por la proposicién 3.4, s y s’ son
compatibles. Supongamos que §' & s. Si el dominio de s’ fuese menor a 7,
Q [¢'] tendria dos elementos. Por lo tanto, @ [s] seria vacio, y ajeno a @ [s'].
Entonces el dominio de s’ es 1 y el dominio de s es mayor a 7, con lo cual
@ [s] no puede ser elemento de QZ,,.

Ahora veamos el caso en que s & s'. Por la proposicién 3.4, Q[s'] <

Q [51 dom(s) +1] S Q[s]. Si Q[s] tuviese menos de tres elementos, el bloque

Q [Sidom(s)-'rl] seria vacio, por lo cual, @ [s'] seria vacio. Pero @ [s'] es un

elemento de QZ,, que es una familia de conjuntos no vacios y, por lo tanto,
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|Q [s]| =2 3. Ademés, tenemos que dom (s) € dom (s') < n. Por la construc-
cién de QZ,, Q[s] no es uno de sus elementos. Por lo tanto, los bloques
distintos y no ajenos a @ [s'] no son elementos de QZ,, y este conjunto es
una familia de conjuntos ajenos.

Ahora se demostrard por induccién que | QZ, = M\E,, para todo ordi-
nal 7. Cuando 77 = 0 es un caso trivial, pues Ey = &y QZ (Ey) = {M} que
es una particiéon de M\ . Supongamos que para un ordinal 7 se cumple que
UQZ, = M\E,. Si x € M\E,, por la definicién 3.5, z no es elemento de
E,upl|QZ,]. Asi, x ¢ E, y, por la hipétesis de induccién, existe un bloque
Q[s] € QZ, tal que z € @Q[s]. Dado que @ [s] es elemento de QQZ,, s es
una sucesién con dominio menor o igual a n. Si |@ [s] | € 2, por la definicién
3.5, Q[s] € QZ,11. Si |Q[s]| 2 3, entonces dom (s) = n. Por hipétesis, =
no es elemento de E,,; = E, up[QZ,]. En particular z # p(Q [s]). Sea
fz € 72 tal que x <, p(Q[s]) siy sdlo si f, (a) = 0. Dado que para toda
a € i, <, es un orden lineal, la funcién f, esta bien definida. Entonces,
por la definicién 3.2, tenemos que z € @ [s](f:). Por la definicién 3.3, se
concluye que z € Q [s ~ f,]. Como el dominio de (s —~ f,) es igual a n + 1,
re€Q[s ~ fz] € QZy41. De lo que resulta que M\E, ;1 < |JQZ, 1.

Ahora supongamos que x € F, ;. Tenemos entonces dos opciones, = €
p|QZ,], o x € E,. Si x € E,, por la hipitesis de induccién tenemos que
r ¢ |JQZ,. Ademss, ya teniamos que |JQZ,11 < |JQZ,. Por lo tanto,
T ¢ U QZn-i-l

Si z € p|QZ,], entonces existe un bloque @ [s] € QZ, tal que x =
p(Q[s]), lo que implica que x € @ [s]. Ademds, @ [s] es el tinico elemen-
to de QZ, que tiene a x, pues ()7, es una familia de conjuntos ajenos.
Como la funcién p estd definida en @ [s], por la definicién 3.1, el bloque
@ [s] tiene al menos tres elementos. Por lo tanto, dom (s) = 7. Sea Q [¢']
que tenga como elemento a x. Por la proposicion 3.4, s y s’ son compa-
tibles. Si s & &, entonces s —~ s’ () < §'. Por las definiciones 3.2 y 3.3,
p(Q[s]) ¢ Qs —~ s (n)], es decir, z ¢ Q[s —~ s’ (n)], conjunto que es, por
la proposicién 3.4, un supraconjunto de @ [s']. Esto es una contradiccion.
Por otro lado, si s’ < s, entonces @ [s] € @ [s']. Entonces @ [s'] tiene al
menos tres elementos. Ademas, como el dominio de s es 7, el dominio de
s’ es menor o igual a 1. Por lo tanto, @ [s'] no es un elemento de QZ, ;.
Asi, siz e Q[s'], Q[s'] ¢ QZ,4+1. Entonces x ¢ | JQZ, 1. Teniendo las dos
contenciones, se concluye que |JQZ,11 = M\E, ;1.
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Supongamos que 7 es un ordinal limite y que para todo ' e n, | JQZ,y =
M\E, . Si z € M\E,, como E, = |J{E, | € n}. Entonces para todo 1’ € 7,
x ¢ E,. Por la hipétesis de induccién, para cada n' € n, z € |JQZ,. Asi,
para cada 1 € n existe Q [s,y] € QZ, tal que € Q[s,]. Dado que estos
conjuntos no son ajenos, se deduce de la proposicion 3.4, que las sucesiones
s,y son compatibles. Supongamos que para algin 1’ € 1, el dominio de s,
es menor a 7. Por la definicién 3.5, la cardinalidad de @ [s,/] es menor o
igual a 2. De la misma definicién se deduce que Q [s,/] € QZ,, es decir, que
x es elemento de un elemento de QZ,. Supongamos que para todo 7' € 7, el
dominio de s, es igual a 7. Entonces la sucesion s = | J {s,y | ' € } tiene
dominio n y x € Q [s] € QZ,. Se verifica entonces que M\E, < | JQZ,.

Six e E,, existe 6 € n tal que z € Es. Por la hipdtesis de induccién,
tenemos que z ¢ | JQZs. Ademas, ya sabemos que |JQZ, < |JQZs, lo que
nos dice que z ¢ |JQZ,. Concluimos entonces que | JQZ, = M\E,. Con la
induccion ya completa, se tiene que para todo ordinal 1, ) Z, es una particién

de M\E,. ®

De momento, lo que hemos descrito de esta descomposiciéon en bloques
de M poco ha tenido que ver con el hecho de que los 6rdenes <, sean buenos
ordenes. Tampoco se han involucrado la cardinalidad de M, k, ni la cantidad
de érdenes, p. Sin embargo, todo fue fundamental para la siguiente proposi-
cién ([Ha64] p. 163, 164), que relaciona al cardinal p con la descomposicién
en bloques de M.

Proposicién 3.8 Para todo ordinal n, |QZ,| < (|E,| + 1)".

Demostracion. Fijemos al ordinal 7. Para a € i, sea A\, el tipo de orden de
E, segin <,. Asi, podemos ver a F, como el conjunto {e?; | v € )\a}, tal que
si v €9/, entonces €5 <, es. Sy € Aq es un ordinal, definimos el siguiente
conjunto

I = {ze M\E,| e <az <17 €7}

Veamos que cada IS es un intervalo del conjunto ordenado (M, <,). Su-
pongamos que z,y € I son distintos. Sin pérdida de la generalidad, supon-
gamos que r <, y. Sea z € M tal que * <, z <, y. Entonces z no es un
elemento de E,. Si lo fuese, existirfa 7' € A, tal que z = e, Como z <, z,
T <4 €5y, por la definicion de I, tendriamos que ~" 2 ~. Como ey =2z <a Y,
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por la misma definicién, 7' € «, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
z ¢ B,
(0%

Si 7/ € ~, entonces 63, <a T <4 2. Si eﬁ, <a %, entonces eJ, <, Yy
~' € ~. Verificdndose asi la doble implicaciéon que estd en la definicién de
I?, y aunado al hecho de que z ¢ E,, tenemos que z es un elemento suyo.
Entonces para cada v € py v € A, el conjunto I es un intervalo segun el
orden <,.

Sea P, =: {I;" |y < )\a}. El conjunto P, tiene cardinalidad menor o igual
a|E,| + 1.

Recuérdese que [ [, Pa es el conjunto

aEp
{F:MHUPQF(()()EPQ}.
aEw
Cada F € ]_LXEM P, elige un intervalo I por cada a € p. Asi, el conjunto

[ 1. i P, puede verse como el conjunto de todas las posibles elecciones de un
intervalo I en cada uno de los érdenes (M, <,).

Sea P =: {ﬂzm (F) | Fe]lae, Pa}. De esta forma, P es el conjun-

to de todas las posibles intersecciones hechas a partir de una eleccion de
un intervalo en cada uno de los conjuntos P,. Veamos que P\ {J} es una
particion de M\E,. Tomemos =z € M\E,. Para cada o € p, sea 7, =
sup {'y +1[yvedsnes <q x} Veamos que z es elemento de I . Si e <, ,
entonces v € 7+ 1 € 7,. De igual modo, si 7 € ~,, entonces existe 7' € A,
tal que y ey +1y e <o . Por lo tanto, eJ <, €J, <o z. De estas dos
implicaciones se deduce que x € [y, asi, x € N {I% | e ,u}. Definiendo
la funcién F' con dominio p de tal modo que F'(a) = I, se obtiene que

Yo
reN{I2 |aepn} =im(F)eP.

Sean ahora Iy G dos elementos distintos de [, Po. Existe un a € p
tal que F' («) y G («) son elementos distintos de P,. Entonces hay ordinales
distintos v,7" € A, tales que F'(a) = I3 y G (a) = I3. Sin pérdida de
la generalidad, supongamos que 7' € 7. Si z € I, entonces 5 <a . Como
v ¢~y e <a ¥, x no es elemento de . Stz € I, veamos que x <, €3,. De
lo contrario, z = e, con lo que z serfa elemento de E,, o €7, <, x, con lo que
obtendrfamos que 7" € 7'. Se deduce entonces que z ¢ I9. Por lo tanto, I7 y
I% son conjuntos ajenos, es decir F' () es ajeno a G («). Entonces (im (F) y

5
(im (G) son ajenos. De aqui se sigue que P\{} es una particién de M\E,,.
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Ahora, veamos por induccion que los elementos de P son subconjuntos
de algin elemento de ()Z,,. Cada elemento no vacio de P es subconjunto de
un elemento de QZy = {M}. Sea 1’ € n y supongamos que cada elemento
no vacio de P es subconjunto de un elemento de QZ,,. Si I € P\{(J}, existe
Q[s] € QZ, tal que I = @ [s]. Si la cardinalidad de @ [s] es menor o igual
a dos, Q[s] € QZ, 41, es decir, I es subconjunto de un elemento de QZ, ;.
Si tal cardinalidad es mayor a dos, tenemos definido p (Q [s]), que es un
elemento de E, 1 € E,. Ademads, tenemos que dom (s) = 7'. Se sabe que
I = (\im (F), para una funcién F con dominio p, tal que para todo « € p,
F («) es un elemento de P,, es decir, un intervalo segin <, que no contiene
elementos de Fj,. Podemos entonces definir f € #2 con la siguiente regla de
correspondencia:

[0 siF(a)<ap(Qs]),
=1 TGl e

puesto que uno y sélo uno de estos dos hechos puede darse. De las definiciones
3.2 y 3.3, se sigue que I < Q[s ~ f]. Dado que dom (s ~ f) = n' +1,
Q[s ~ f] es un elemento de QZ,41. En ambos casos I es subconjunto de un
elemento de QZ,y 41

Sea n’ < n un ordinal limite y supongamos que si " € 7', todo elemento no
vacio de P es subconjunto de un elemento de QZ,». Si I € P\{J}, entonces
para cada n” € i/, existe Q [s,] € QZ,y. Si dom (s,») € 1" para alguna n” € 1/,
de la definicién 3.5 tenemos que @ [s,~] tiene cardinalidad menor o igual a
dos y por ende es elemento de QZ,y. Si dom (s,») = 1" para toda " € 1/,
dado que los @ [s,] tienen interseccién no vacia, pues contienen todos a I,
las sucesiones s,» son compatibles. Si hacemos s = Un”en’ syr, resulta que
I < Q[s]. Ademss, Q[s] € QZ,,, porque el dominio de s es 1. De ambos
modos I resulta ser subconjunto de un elemento de QZ,,. Asi, con induccién
restringida a 7 + 1 podemos deducir que cada elemento I no vacio de P, es
subconjunto de algin elemento de Q)Z,.

Siendo tanto QZ, como P\{J} particiones de M\E,, P\{} es un refi-
namiento de ()Z,. Por lo tanto, |QZ,| < |P|. Por la definicién de P, tenemos
que [P| < (|Ey| +1)" y [QZy] = (|E,[ + 1)1

Esta proposiciéon nos lleva a pensar en la importancia que puede tener
el resultado de exponenciar un cardinal por p a la hora de trabajar con la
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descomposicién en bloques.

Una exponenciacion de este tipo no es mas que un producto de p cardi-
nales. Esto, en parte, es lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.9 Sea \ un cardinal infinito. Definimos a d (\) como el mini-
mo cardinal v tal que existe un conjunto de cardinales {\g | § € v}, todos
menores a A, cuyo producto sea mayor o igual a \.

El cardinal d (\) siempre existe y se cumple la relaciéon d(\) < A. La
razén es que 2* es un producto de A cardinales menores a A que es mayor a,
A. Con esta definicién, tenemos una consecuencia ([Ha64] p. 163 (VII)) de la
proposicion 3.8.

Proposiciéon 3.10 Sea A\ un cardinal infinito menor o igual a Kk y suponga-
mos que p € d(X). Si|E,| € A, entonces |QZ,| € .

Demostraciéon. Tenemos que |QZ,| < (|E,| + 1)", por la proposicién 3.8.
Por hipétesis tenemos que |E,| + 1 € X\. Entonces (|E,| + 1)" es un producto
de menos que d(A) cardinales menores a A, por lo que, (|E,| + 1)" € A. Por
lo tanto, |QZ,| € \. R

Inmediatamente, usando la proposicién 3.10 y la definicién de los conjun-
tos QZ, y E,, se obtiene un resultado més fuerte ([Ha64] p. 164 (IX)).

Proposiciéon 3.11 Sea A\ un cardinal infinito regular menor o igual a k.
Supongamos que p1 € d(X). Entonces para cada n € A\, E, y QZ, tienen
cardinalidad menor a \.

Demostracion. La demostracion serd por induccién. Cuando n = 0 tene-
mos que |E,| = 0y |QZ,| = 1, ambos cardinales menores a A. Supongamos
que para alguna 7 € A, la cardinalidad de F, y la cardinalidad de ()Z, son
menores a A. Tenemos que |E, 11| = |E,| + [p[QZ,]| € A + A = \. Por la pro-
posicién 3.10, también |QZ, 1| € A. Supongamos que 7 € A es limite y que
para todo 7 € ) se cumple que |E,/| € X. Entonces |E,| = ||J {E, | 7' e n}| <
D AIEy| | 7 € n}. El conjunto {|Ey| | n’ € n} sélo tiene cardinales menores a
A. Siendo A regular, y n € A, sup{|E,| | ' € n} es un cardinal menor a \. Si
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lo denotamos como v, entonces Y, {|E,| | € n} = |n|-v € A. Por lo tanto,
|E,| € A. Por la proposicién 3.10, también ()Z, tiene cardinalidad menor a
A. Por induccién tenemos que para todo n € A, B, y QZ, tienen cardinalidad
menor a \. l

Proposicion 3.12 Sea A un cardinal infinito regular menor o igual a Kk y
supongamos que f1 € d (). Entonces para cadan € X\, QZ, tiene al menos un
elemento con cardinalidad mayor a 2.

Demostracion. Supongamos que existe ) € A tal que si Q) [s] € QZ,, enton-
ces |@Q [s]| € 2. Por la proposicién 3.7, tenemos que M = E, u | JQZ,. Por lo
tanto, |M| = |E,| + > {|Q[s]| | Q[s] € @Z,}. Entonces, por la proposicién
3.11, tendriamos que

M| < |E,| +2|QZ,| € A+ 2\ = X C &,

cuando |M| = k. Esto es una contradiccion, por lo tanto, para todo n € A,
existe @ [s] € QZ, con al menos 3 elementos. W

Esta tltima proposicién ([Ha64] p. 164 parrafo posterior a (X)), nos indica
que si existe tal A menor o igual a k, la descomposicién en bloques, sigue al
menos hasta A. Sabemos que si 1 € \, existe @ [s] € QZ, con al menos tres
elementos. Existen, entonces, al menos dos elementos f, g de #2, tales que
QL1 (f) = Qs ~ (] v Q[s1(9) = Q[5 ~ (g)] son no vacios. Como el
dominio de s ~ (f) vy s —~ (g) es n + 1, estos conjuntos serdn elementos
nuevos de QZ, 1, que no habrian aparecido antes.

Tenemos, ademas, que los bloques con al menos tres elementos son abun-
dantes, al menos hasta (QZ,, para tal A\ hipotético entre u y x, tal que
p € d(A). Usando tal tipo de bloques y que estamos tratando con buenos
érdenes se obtiene la siguiente proposicién ([Ha64] p. 162 (V)).

Proposicion 3.13 Supongamos que para s una sucesion de elementos de #2,
sin € dom (s), entonces Q [5\77] € Q y tiene al menos 3 elementos. Si « € p,
entonces el conjunto {n € dom (s)|s (n) () = 0} es finito.
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Demostracion. Supongamos que dicho conjunto es infinito. Entonces exis-
te {n, | n € w}, subconjunto de {n € dom (s)|s (n) (o) = 0}, tal que si n € m
son dos numeros naturales, entonces 7, € 7,. Si n € w, por hipdtesis,
Q [smn] vy Q [smn H} tienen al menos tres elementos. Entonces estan definidos
P (Q [smn]) yp (Q S\nn+1])- Dado que 7, +1 S 1,41, entonces sy, 41 S Sj, ;-
Por la proposicion 3.4, se concluye que @ [smn +1] cQ [smn“]. Por la defini-
cion 3.3, se tiene ademas que

Q [11] € Q1] (s (), @) = {2 € Q[sp]lx <a  (Q[51.]) }

lo dltimo porque s (1,,) (o) = 0. Entonces

Q [8ppia] S {r € Qs ]lr <a p (Q[51.]) } -

Como p (Q [sy,...]) es clemento de Q [sjy,.., |, P (Q [siny. ]) <a p (Q [s1.])-

Lo cual nos lleva a que el conjunto {p (Q S|nn ) | n € w} es una cadena des-

cendente infinita segiin <,, que es una contradiccién a que <, es un buen
orden. W

Tomemos una sucesion s como la descrita en la hipétesis de la proposicion
3.13. Si fuese una sucesion larga, con dominio mayor a u, esta proposicion
nos dice que existen bastantes ordinales en el dominio de s tales que s (n) es
la funcién constante 1.

Por las definiciones 3.2 y 3.3, siempre que involucremos a la funciéon cons-
tante 1 en la formacion de un bloque, se toman elementos que son mayores a
otro en todos los 6rdenes <,. Es decir, se toman elementos que son mayores
a otro segin <, que es el orden que queriamos inicialmente describir. Esta
ultima proposicién, entonces, nos habla de una posible abundancia de estos
conjuntos donde los érdenes coinciden con respecto a un elemento de M, si
se pone una cota al cardinal .

En el proximo capitulo se usarda toda esta construccion y el funcional
definido en 3.9 para llegar a resultados que tendran directa relaciéon con la
complejidad de un orden parcial bien fundado.






Capitulo 4

Resultados principales

Desde el corolario 2.7, se intuia que la complejidad de un conjunto con
un orden bien fundado tenia que ver con su altura, la cardinalidad de sus
cadenas y la cardinalidad de sus anticadenas. Tal corolario, poniendo una
cota a la cantidad de buenos 6rdenes que se intersecaban sobre un conjunto
infinito de cardinalidad &, concluia que el orden bien fundado resultante:

(i) Tenia una cadena de tamano x,
(ii) Era de altura mayor o igual a &, y
(iii) No tenia anticadenas cadenas de tamaiflo k.

Los teoremas mas importantes de este capitulo son el 4.2 y el 4.7. Ambos
son mejoras de ese corolario, pues con cotas mayores al nimero de buenos
érdenes que se intersecan, se concluyen los incisos (ii) y (iii) en el teorema
4.2, y los tres en el 4.7. Ademds, en los teoremas 4.12 y 4.16 se demuestra
que esos resultados no se pueden conseguir dando mayores cotas. Como ya
se insinuaba en el capitulo anterior, estas cotas dependen del funcional d o
del parecido funcional d' que se definird a continuacién. Ambos funcionales
estan definidos a base de la exponenciacién de cardinales infinitos. Por tal
razén, todos estos teoremas quedan imprecisos dentro de ZFC. Unos resul-
tados sobre estos funcionales disminuyen en cierto grado tales imprecisiones,
pero también dan un atisbo sobre la dificultad de eliminarlas por completo.
Entrando en materia, se define el siguiente funcional.

Definicién 4.1 Sea A un cardinal infinito. Definimos a d’' (\) como el mini-
mo cardinal cuya potencia sea mayor o igual a X. Es decir, min{v | 2 2 \}.

45
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Tomando un cardinal infinito A, tenemos la siguiente desigualdad, A <
2¢(N) Aqui tenemos un producto de d’ (M) cardinales menores a A, que es
mayor a \. Siendo d (\) el cardinal minimo que cumple esto, concluimos que
d(\) cd (M.

A continuacion se demostrara un teorema que dara una primera conclu-
sién a todo el capitulo 3, relacionando, ademas, la complejidad de un orden
parcial bien fundado con la cardinalidad de sus anticadenas infinitas. Es-
te teorema es la principal aportacion original que se hace en este trabajo.
La parte central de su demostracion, y de la demostracién del teorema 4.6,
estd bosquejada en la siguiente imagen. Si tenemos una sucesion s de ele-
mentos de #2 tal que para todo n € dom (s) el bloque @ [Sln] tiene mas de
tres elementos, cada vez que s(n) sea la sucesién constante 1, tendremos la
situacion de la siguiente imagen.

° ° °
° ° oz
* ®  Qlspl(s(m), @) ® Qlspl(sm),a+1)
Qls,)(s(m),0) ° Qlsl(s(n), 1) ® =z °
® L p(Qlsy]) @
° ° °
p(Qlsiy)) @ [ o p(Qlsp]) ®
° ° ° °
L p(Qls;]) @ ° °
° ° ° °
° ° ° °
° ° o °
(@lond <) @odo<s) wee (@ <) (@l <o)+ oe

Ese elemento x existe, pues tenemos que Q[[snﬂ] tiene al menos tres
elementos y es la interseccién de los conjuntos Q [sy, ] (s (1) , @). Asi, induda-
blemente existiran elementos que sean mayores a p (Q [S\n]) segun el orden
<. Esto facilmente se puede alargar a una cadena mayor en < si para algin 7’
mayor a 7, también s (1) es la funcién constante 1. Tendremos que existe x
tal que p (Q [SW]) < x. Como p (Q [3\77’]) €Q [SW] cQ [3|,7+1], y habiendo
observado que todo elemento de () [smﬂ] es mayor segin < que p (Q [Sm]),
tenemos que p (Q [S\n]) <p (Q [SW]) < z. Con la existencia de sucesiones
s que cumplan que para todo n < dom (s) el bloque @ [sm] tiene mas de
tres elementos, y en los que s (7) sea la sucesién constante 1 para una buena
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cantidad de n en su dominio, es que haremos las cadenas que se piden en
ambos resultados.

Teorema 4.2 Si p € d (k), entonces < no tiene anticadenas de tamano k
y es un orden de altura al menos k. Ademds, si n es un ordinal menor a
sup{2” |ved (k)}, M tiene una cadena de tipo 7.

Demostracion. Sip es un cardinal finito, ya sabemos, por el corolario 2.7,
que M contiene una cadena de cardinalidad s segiin < y que no contiene
anticadenas de la misma cardinalidad.

Supongamos que p es infinito. Por hipdtesis, tenemos que 2* € . Por lo
tanto, (2*)" es un cardinal infinito regular menor o igual a . Sea {v, | a € pu}
un conjunto de cardinales menores a (2*)". Todos estos cardinales son me-
nores o iguales a 2*. Por lo tanto, su producto es menor o igual a (21)" = 2#,
que es menor a (2%)*. Se concluye que y es menor a d ((2“)+).

Entonces los cardinales p y (2“)+ cumplen las hipétesis de la proposicion
3.12. Dado que el ordinal 2* es menor a (2*)", QZ tiene un elemento
Q [s] que tiene al menos tres elementos. Por la definicién 3.5, se sabe que
dom (s) = 2*. Si  es un elemento del dominio de s, sabemos que s (7) es un
elemento de #2. Esto nos da dos opciones, s(n) es la funcién constante 1, o
existe o € p tal que s (1) (o) = 0. Esto se resume en la siguiente igualdad:

dom (s) = <U {nedom(s)|s(n)(e) = 0}> v

QEL

{nedom(s) | s (n) () = 1 Vare p}.

Por la proposicién 3.13, tenemos que

[\ {nedom(s)|s(n)(a) =0} =R p=p.

Qe

De aqui se deduce que |{nedom(s)|s(n)(a)=1Vaepu}| = 2*. Su-
pongamos que 7 en el dominio de s es tal que s(n) es la funcién constante
1. Dado que @ [5\77] y Q [smﬂ] contienen a @) [s], ambos conjuntos tienen al
menos tres elementos. Como $j,;.1 = s, — s(n), por la definicién 3.3,

Q [5\n+1] =Q [Sln] (s(n) = ﬂ {33 €qQ [5\77] |p (Q [Sln]) <a x}

Qe
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Size@ [S|n+1], entonces, para toda « € i, p (Q [Sln]) <, . Por lo tanto,
P (Q [Sln]) < x. Tal x existe porque ) s|,7+1] tiene al menos tres elementos.
Asi, M tiene al menos dos elementos comparables segun <. Por lo tanto,
(M, <) no es una anticadena.

Ahora tomemos M’ un subconjunto de M de cardinalidad x. El conjunto
M’y los érdenes <, | cumplen las mismas condiciones que M y los érdenes
<& ¥, por ende, <M’, <‘M/> no es una anticadena. Por lo tanto, (M, <) no
tiene anticadenas de tamano k. Como cada nivel de M segin < es una
anticadena, cada nivel tiene menos de k elementos. Si k es un cardinal regular,
M tiene al menos k niveles y, por lo tanto, su altura segin < es al menos k.

Ahora supongamos que k es un cardinal singular. En particular se trata
de un cardinal limite, por lo cual existe un conjunto de cardinales regula-
res {kg | B € cf (k)} menores a x cuyo supremo es . Como 2" es menor a
k, podemos suponer, ademas, que todos son mayores a 2*. Tomemos una
particién de M, {N3 | B € cf (k)} tal que para toda § € K, |[Ng| = kp. Para
cada € cf (k), p es menor a d' (kg). Por lo recién demostrado, tenemos que
los conjuntos ordenados <N 8, <| NB> tienen altura mayor o igual a xg. Por lo
tanto, usando la proposicién 1.8, resulta que el conjunto ordenado (M, <)
tiene altura mayor o igual a kg, para cada 5 € cf (k). De aqui que la altura
del conjunto ordenado (M, <) sea mayor o igual a k.

Recordemos que el conjunto {n € dom (s) | s () (o) = 1 Y € u} tiene car-
dinalidad 2* y, ya que el dominio de s es 2, su tipo de orden es 2*. Se puede
entonces denotar asi, {n, | v € 2#}, donde 75 € n, si 6 € 7. Observamos ya
que si s(n) es la funcién constante 1, entonces para cada = € @ [smﬂ],
p(Q [Sln]) < z. Entonces, para cada v € 2, como s(1,) es la funcién
constante 1, si z € Q[SWH], p(Q [Slnv]) < x. Siy €~ € 2" entonces

7y € Ny +1 S 1. Sabemos que p (Q [SVH’]) €Q [Slw] cQ [SWH] y, por

ende, p (Q [sm]) <p <Q [8‘%,]>. Asi, tenemos que {p (Q [5\%]) | v € 2”} es
una cadena de tipo 2* segin <.

Sine sup{2|ved (k)}, entonces existe i’ € d' (k), tal que n € 2#. Si
v =y, 2" es el maximo cardinal entre 2# y 2%, Por lo tanto, 7 es menor

a 2”, que es menor a . Asf, (2¥) es un cardinal regular menor o igual a .
Ademds, todo producto de p cardinales menores a (2)* es menor o igual a

29"y
/ “ /
o e
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Se concluye que € d ((2”)+). Ast, py (2¥)" cumplen las hipétesis de la pro-
posicién 3.12. Entonces existe @ [s] € QZa» que tiene al menos tres elementos.
Ademas, por la proposicion 3.13, tenemos que

[ {nedom(s) | s(n)(a) =0} =Ny-p=pcve2

QE

Porlo cual | {n € dom (s) | s(n) = 1 Va € u}| = 2". Desde aqui se puede reha-
cer la prueba que nos da una cadena de tamano 2%, la cual contiene una ca-
dena de tipo 7. Por lo tanto, sin € sup {2" | v € d' (k)}, el conjunto ordenado
(M, <) tiene una cadena de tipo n. B

Después de la larga descripcion de la descomposicion en bloques hecha
en el capitulo anterior tenemos un resultado que relaciona la cardinalidad de
un conjunto de buenos érdenes con las caracteristicas de su interseccién. Asi,
podemos pensar en las consecuencias directas sobre las preguntas sobre la
complejidad que nos hicimos en los capitulos anteriores. El siguiente teorema
presenta dos consecuencias del teorema 4.2 sobre el concepto de complejidad.

Teorema 4.3 Sea (M, <) un conjunto infinito con un orden parcial bien
fundado. Sea k la cardinalidad de M. Si com{M,<) es menor a d (k), en-
tonces (M, <) no tiene anticadenas de tamano k y su altura es mayor o igual
aK.

Por otro lado, si {M, <) tiene una anticadena infinita de cardinalidad v,
entonces la complejidad de (M, <) es mayor o igual a d' (v).

Demostracion. La primera parte del teorema es simplemente la traduc-
cion del teorema 4.2 usando el concepto de complejidad. La segunda es una
consecuencia algo més indirecta. Supongamos que (M, <), con su orden par-
cial bien fundado tiene una anticadena A de cardinalidad infinita v. Sea p un
cardinal menor a d' (). Sea {<,| @ € x} un conjunto de buenos érdenes sobre
M. Sea <’ la interseccién de este conjunto de érdenes. Por el teorema 4.2, el

orden <A, <1 A> no tiene anticadenas de tamano v. Entonces < es distinto a

<’. Por lo tanto, la complejidad de (M, <) es distinta a u. Siendo asi para

cada cardinal g menor a d’ (v), la complejidad de (M, <) es mayor o igual a
d(v). 1
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Si v es un cardinal infinito, indudablemente d’ (v) es también un cardinal
infinito. Del segundo capitulo sabemos que si un conjunto con orden parcial
bien fundado tiene una anticadena infinita, su complejidad es a su vez in-
finita. Ahora sabemos que si tiene una anticadena infinita de cardinalidad
v, la complejidad del orden es a su vez mayor o igual a d’' (v). Pasamos de
acotar inferiormente la complejidad de un orden parcial bien fundado con
una anticadena de tamano v por Wy, a acotarla por d' (). Recordemos el
ejemplo, del orden parcial bien fundado (v, <) visto en la pagina 14. Ahora
ya sabemos que su complejidad es mayor o igual a d’ (v).

Para ver que esto es indudablemente una mejora, tomemos un orden
parcial bien fundado (M, <) con una anticadena de tamafio ¢*. Obviamente,
2% es menor a ¢*, por lo cual d’ (¢*) es estrictamente mayor a Rg. Entonces
la complejidad de (M, <) es mayor a Ny. En particular, mejoramos la cota
inferior para la complejidad de cualquier anticadena de cardinalidad mayor
o igual a ¢™.

El teorema 4.2 da mas informacién que el teorema 2.6, en cuanto a las
cotas inferiores a la complejidad de ciertos érdenes. Sin embargo las con-
clusiones son mas débiles en el teorema 4.2 que en el 2.6. Especificamente,
el teorema 4.2 no asegura que haya una cadena de cardinalidad x segun la
intersecciéon de los 6rdenes, mientras si hay tal cadena en la interseccion del
teorema 2.6. Exploremos qué modificacion de las hipdtesis del teorema 4.2 es
necesaria para que tal cadena exista.

Los funcionales d y d’ tienen una definicién similar, relacionada a la expo-
nenciacién de cardinales. ;Qué pasaria si la cantidad de 6rdenes a intersecar
fuese menor a d (k) en vez de menor a d (k)? Para poder responder esta
pregunta se usara la siguiente proposicion, para cuya redaccion es necesaria
esta definicion.

Definicién 4.4 Si s es una sucesion, denotemos C (s), el conjunto de los
intervalos del dominio de s en que s sea constante y mazximales con esta
caracteristica. En C (s) podemos definir el siguiente orden: para A y B ele-
mentos de C'(s), A < B si y solo si para todo a € A yb e B, a € b. Asi,
tenemos un conjunto bien ordenado. Al tipo de orden de (C (s),<) lo llama-
remos el nimero de cambio de s, y lo denotaremos c (s). Al 0-ésimo elemento

de C (s) lo denotaremos Cs (s).
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Proposicion 4.5 Sean k un cardinal infinito reqular y v un cardinal menor
a k. Sea, ademds, S un conjunto de sucesiones de elementos de v, que cumpla
lo siguiente:

(i) si s € S el es un intervalo en su dominio en el que la sucesion es
constante, entonces |I| € k;

(i1) si s es una sucesion de elementos de v con dominio un cardinal limite
v, y para todo 3 € v existe sg € S tal que sjg S sg, entonces a su vez ewiste
s' e S tal que s < §';

(11i) existe un cardinal X tal que A < d(k), X € Kk y para toda s € S,
c(s)eA.

Entonces sup {dom (s) | s € S} € k.

Demostracion. Siped(k)y se S, definamos a s |, como s restringida
a los primeros p intervalos constantes de s. Es decir,

5 1= <5 (el JC <s)>.

Sea ademds S, el conjunto de todos los s [, tal que s e S.

Veamos que para todo p € A, |S,| € k. Esto se demostrard por induccién
restringida a A. Si s € S, resulta inmediato ver que s [o= J. Por lo tanto,
|So|] = 1 € k. Sea p € X y supongamos que |S,| € K. Si s [,11€ Spy1,
entonces existe z € vy § € k tal que s |,11= s [, <x>7€5 (donde por
(x).s entendemos la sucesién constante en z con dominio §). Dado que el
codominio de las sucesiones en S es v, x debe ser un elemento de v, y d
debe ser un elemento de x pues, de lo contrario, el dominio de s contendria
un intervalo constante de cardinalidad mayor o igual a s, contradiciendo lo
supuesto en el inciso (i).

Fijemos s [,e S, y « € v. Supongamos que para toda 0 € k existe
0" € k mayor o igual a § tal que s [,—~ <x>7€§, € S,+1. Tomemos la sucesion
g = s )~ (2),c, Su dominio es un ordinal limite (dom (s I,) + k), v si
tomamos 3 € dom (g), existe 6 € x tal que gg S s [,~ <x>7€5. Supusimos que
existe §' € £ mayor o igual a d tal que s [,~ (@), 5 € Sp11. Lasucesion s [,~
<w>7€5/ contiene a g|g y, siendo elemento de S,.;, estd contenida en algin
elemento de S. Entonces para cada (3 € dom (g), g|3 estd contenida en algiin
elemento de S. Por el inciso (ii), g serfa una subsucesién de algin elemento
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de S, pero g tiene un intervalo constante de tamano x lo que contradice el
inciso (i). Por lo tanto, fijos s [, S, y x € v, existe d,),, € & tal que si
8 1o )5 € Sp+1, entonces € dyp, .. De esto se sigue que:

Smc U U {s,, ~ (@) | S 5}

sl p€S)y TEV

Tenemos que Hs [ <x>ne‘5 | d € 5SFMH € k, pues el conjunto que lo

indica es ds;,, que es un ordinal menor a k. El cardinal v es, por hipdtesis,
menor a x y por hipétesis de induccion tenemos que |S,| € k. Por lo tanto,
al ser k un cardinal regular, la unién que contiene a S, es de cardinalidad
menor a &, por lo cual [S,41| € k.

Ahora supongamos que p € A es un ordinal limite tal que si p’ € p, entonces
|Sy| € k. Sis |,e 5, setiene que Up/eps 'y= s 1, La funcién f que para
cada p' € p estd definida asi, f (p')=s I/, es un elemento de [ [ ,, Sy y, por
su definicién, tenemos que s|p = [ Jim (f). Por lo tanto, se da la siguiente
contenciéon

S, < {Uz’m(f) | fe Hsp,}.
p'ep
De esta contencién se deduce que la cardinalidad de S, es menor o igual a
la cardinalidad de [] e S,. Por hipétesis de induccién, para toda p' € p,
|S,y| es menor a k, y tenemos que p es menor a A < d (k). Por lo tanto,
|11, Sl = T1{ISy| | p' € p} es menor a k. Se concluye que |S,| € k. Con
esto demostramos que para todo p € A, |S,| € k.

Por la definicién 4.4, tenemos que si s € S, s = s [.(5), y ademds, por el
inciso (iii), c(s) € A. Por lo tanto, si s € S, s € Sy, y de ahi se sigue que
S < J{S, | pe A}. Finalmente concluimos que |S| < >, {|S, | p € A|}. Esta
suma es menor a k, porque x es regular y tanto A como todos los sumandos
son menores a k. Por lo tanto, |S| € k.

Si s € S, por los incisos (i) y (iii), tenemos que dom (s) es unién de menos
de X y, por ende, menos de k intervalos de cardinalidad a su vez menor a
k. Una vez mas, por la regularidad de k, concluimos que para toda s € S,
|dom (s)| € k. Entonces sup {dom (s) | s € S} € k, ya que es un supremo de
menos de k ordinales menores a .
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Teorema 4.6 Sea k un cardinal reqular y p € d (k). Entonces el orden <
tiene una cadena de cardinalidad k, tiene altura mayor o igual a Kk y no tiene
anticadenas de tamano k.

Demostracion. Si € N, la demostracion esta dada en el corolario 2.7.
Supongamos, entonces, que Ny < p. Utilizando las definiciones del capitulo
3, sea

S:={seS|Vnedom(s)|Q[s,]| 23 1Q[s]| = 2}.

El conjunto S se puede ver como el limite del proceso de descomposicién
en bloques de M. Supongamos que s’ es una sucesion tal que @ [s'] tiene al
menos tres elementos. Veamos que la sucesién s’ se puede extender a una
sucesién s que sea elemento de S. Si para cada extensién o de s, el conjunto
Q [o] tuviese al menos tres elementos, por la proposicién 3.4, @ [s'] serfa una
clase propia. Entonces existe ¢ una extensién de s’ tal que |@Q [o]| € 2. Sea
s la minima restriccién de o tal que @ [s] tiene menos de tres elementos. La
sucesién o es extension de s y s', por lo que estas sucesiones son compatibles.
Si s & ¢, el conjunto @ [s'] tendria menos de dos elementos. Por lo tanto,
s es extension de §', y por ser la minima restriccién de o tal que @ [s] tiene
menos de dos elementos, s es elemento de S.

Como p € d(k), tenemos que 2 € k. Si v = 2", entonces S se puede ver
como un conjunto de sucesiones con codominio el cardinal v que es menor
a k. Sea g una sucesion de elementos #2 con dominio un ordinal limite y
supongamos que si 7 € dom (g), entonces existe s7 € S tal que g, < s".
Tomemos 7 € dom (g) y la sucesién s"™'. Por lo que supusimos, tenemos
que g, S gy+1 = "1 Por lo tanto, g, = s‘"nﬂ. Por la definicién de S, el

n+1
In

toda n € dom (g), Q [g},] tiene al menos tres elementos. Si @ [g] tiene menos
de tres elementos, por la definiciéon de S, tendriamos que g € S. Si @ [g]
tiene al menos tres elementos, g se puede extender a una sucesion s que sea
elemento de S. De cualquier modo ¢ esta contenida en un elemento de S.
Por lo tanto, el conjunto S cumple el inciso (ii) de la proposicién 4.5.

conjunto @) [s ] tiene al menos tres elementos. Entonces tenemos que para

Si s € S, sabemos que

dom (s) = | J {n € dom (s) | s (n) (@) = 0}

Qe
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u{nedom(s)|Vaeus(n) (a)=1}.

Por la proposicion 3.13, tenemos que

| {n € dom(s) | Ja e p s(n)(a) =0}| =
|U{n€d0m(8)|S(77>(O‘):0}|§N0',u=,u

ya que 4 es infinito. Supongamos que ¢ (s) 2 pu*. Tenemos que

= J{Bent | ¥neCsls) sn) () =0} u

Qg

{Beu |¥neCs(s) Yaeus(n)(a)=1}.

Uno de estos dos uniendos debe tener u* elementos. Si es el primero, puesto
que pu* es un cardinal regular, existiria o € p tal que

Aqi={Bept|WneCs(s) s(n)(a) =0}

tiene cardinalidad p*. Para cada § € A,, existe ng € Cs(s) < dom (s) tal
que s (np) (o) = 0. Si By B’ son elementos distintos de A,, entonces Cj (s)
es ajeno a Cy (s). Entonces el conjunto {n € dom (s) | s (n) (o) = 0} seria un
conjunto de cardinalidad al menos p*. Pero ya sabifamos que es un conjunto
finito. Por lo tanto, el conjunto

U{Ben™ 1 ¥neCsls) s(n) () =0}

QEN

tiene menos de pu* elementos. Entonces, el conjunto

A= {Beu’ |VneCy(s)Vaepsn)(a)=1}

habria de tener cardinalidad p*. Sea S un elemento de A y tomemos a
ng = sup{n+1|neCs(s)}. El elemento 7z pertenece al siguiente inter-
valo, Cg41(8) y, de hecho, es su primer elemento. Dado que Cjp(s) es un
intervalo en el que s es constante y es maximal con esa propiedad, tenemos
que s(ng) no es la funcién constante 1. Ademas, si § es distinto a §, en-
tonces Cpi1(s) y Cpiq (s) son ajenos y, por lo tanto, g y np son distintos.
Concluimos, entonces, que {nz | 5 € A} es un conjunto de cardinalidad p*
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contenido, en {n e dom (s) | Ja € p s(n) (o) = 0}, cuya cardinalidad recién
vimos que era menor o igual a u. Por estas contradicciones concluimos que
para toda s € S, c¢(s) € ut.

Sabemos que put < d (k). Ademads, ya se observo que 2" € k, por lo cual,
ut € k. Si hacemos que A = u*, ya tenemos que el conjunto S cumple el
inciso (iii) de la proposicién 4.5.

Si d € k, por la proposicién 3.12, sabemos que existe s tal que @ [s] € QZ;s
y tiene al menos tres elementos. Existe s’ € S tal que s & s’ y que tiene,
entonces, dominio mayor al dominio de s que es §. Por lo tanto, para toda
d € K existe s’ € S tal que ¢ € dom ('), es decir, sup {dom (s) | s€ S} 2 k.

Entonces el conjunto S cumple los incisos (ii) y (iii) de la proposicién 4.5,
mientras que no cumple su conclusién. Por lo tanto, no cumple el inciso (i), es
decir, existe s € S e [ un intervalo del dominio de s en el que es constante y tal
que |I| 2 k. Sabfamos ya que el conjunto {n € dom (s) | Ja € p s (n) () = 0}
tiene cardinalidad menor o igual a p que es menor a . Como la cardinalidad
de I es k, existe § € I tal que s(5) es la funcién constante 1. Como I es
un intervalo en el que s es constante, si § € I, s(f) es la funcién constante
1. Podemos tomar un subconjunto de 7, indicado por k, {55 | § € k}, tal que
d e d siysélosifse fBs. Sided ek, tenemos que QQ [Slﬂy] cQ [swéﬂ],
y que tienen al menos tres elementos. Usando una argumentacion idéntica
a la del teorema 4.2 tenemos que p(Q [Slﬁs]) < p(Q [sw&/]), con lo que
conseguimos la cadena que buscdbamos. La existencia de esta cadena implica
directamente que la altura del conjunto ordenado (M, <) es mayor o igual &.

Ahora tomemos A € [M]". La descomposicién en bloques se pudo hacer
en el conjunto A con el conjunto de buenos érdenes sobre él {<a‘ A, QL E u}.
Ambos conjuntos cumplen las hipdtesis de este teorema. Entonces el conjunto
ordenado <A, < A> tiene una cadena de cardinalidad . Entonces A no es una
anticadena del conjunto ordenado (M, <). Entonces este conjunto no contiene
anticadenas de tamano «. B

Este teorema unifica los teoremas Satz 2 y Satz 5 de [Ha64], pues el
primero pide que el cardinal x sea sucesor, y el segundo que sea un cardinal
limite y regular.

Antes de demostrar que las cotas dadas en los teoremas 4.2 y 4.6 son
precisas, y dar mas consecuencias de estos teoremas sobre el tema de la
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complejidad, se procedera a generalizar el teorema 4.6 a todos los cardinales
infinitos.

Teorema 4.7 Si p € min{d(k),d(cf (k))}, entonces el orden < tiene una
cadena de cardinalidad k. FEl orden tiene ademds altura mayor o igual a Kk y
no tiene anticadenas de tamano kK.

Demostracion. En el caso que x sea un cardinal regular tenemos que
d (k) = d(cf (r)) y la demostracién se reduce a aplicar el teorema 4.6. Por
lo tanto, el caso de interés es cuando x es un cardinal singular. En tal caso,
podemos expresar a k£ como el supremo de {vg | 5 € c¢f (k)}, donde cada uno
de los cardinales v3 es menor a k y mayor a la cofinalidad de s y forman una
sucesion creciente. Puesto que p € d (k), tenemos que para cada (3 € cf (k),
I/g es menor a k. Como k es un cardinal limite, también (I/g )+ €s menor a k.

Como v € (yg)Jr para toda ( € c¢f (k), tenemos que

k= sup{vg|Becf(k)} gsup{(ug)Jr | ﬁecf(ﬁ)} CkK

y, por lo tanto, que

K= sup{(yg)Jr | BECf(/{))}.

Podemos entonces tomar una particion {Ng | 5 € ¢f (k)} de M, donde pa-

ra cada [ € c¢f (k), el conjunto Nj tiene cardinalidad kg =: (Vg)+. Podemos
también suponer que cada uno de estos cardinales kg es distinto tomando en
cuenta que forman una sucesion de cardinales menores a £ cuyo supremo es
Ky, por lo tanto, debe de haber cf (k) cardinales distintos entre ellos cuyo
supremo sea k. Fijemos un kg y un conjunto {7, | a € u} de cardinales me-
nores a Kg. El producto [[ {7, | @ € u}, ya que cada uno de los cardinales
es menor o igual a yg, es menor o igual a (ug)“ = Vj, qUe es Menor a kg,
por lo cual, u € d(kg). Por esto, y porque cada cardinal kg es regular, ca-
da conjunto Ny con el conjunto de buenos érdenes sobre ¢l {<a| Nyl e ,u},
cumple las hipdtesis del teorema 4.6. Entonces existe para cada 5 € cf (k),
K € [Ns]™ en el que todos los 6rdenes <, coinciden. Podemos, ademds, su-
poner que ot <K 8, <| KB> = kg, simplemente tomando los primeros g entre
ellos. La unién de los conjuntos Kp tiene cardinalidad &, y todos los érdenes
<, coinciden en subconjuntos suyos arbitrariamente grandes. Sin embargo,
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nada nos asegura que para (3, 0 y v ordinales distintos, la relacion entre los
elementos de los respectivos conjuntos Kz, K5 y K, sea la misma segtn cada
orden <,. Bien puede darse la situacién del siguiente dibujo.

®e0ee 0000 O 0000 O 00000 O
0000 @@ ©® 0000 0 @0 0O *

® sce e 000000000000 0000
e00 0000 0000000000 000 O

(M, <o) (M, <1) eoe(M, <y) (M, <nii)oee

Supongamos que la linea roja representa la altura a partir de la cual ya
no hay elementos de Kj segin cada uno de los érdenes <, y que lo mismo
hace linea amarilla con el conjunto K. En el conjunto ordenado (M, <;) hay
elementos de K; que son mayores a todos los elementos de K. Pero pasando
al conjunto ordenado (M, <, es evidente que tal relacién no se conserva en
todos los conjuntos ordenados.

De cualquier modo, usando estos conjuntos se construird la cadena de
tamano x que pide el teorema. Lo siguiente nos servirda para distinguir de
qué elementos nos podemos deshacer. Si @« € py 5 € cf (k), definamos el
conjunto K§ := {ht, (7) | z € Kz} (donde ht, (a) es la altura de x segiin el
orden <,). Si fijamos « € p,

(Kss <) = (K, <apiey) = (K €).

El primer isomorfismo existe porque en ese conjunto todos los érdenes
<. coinciden, y el segundo porque se trata de una cadena dentro de un
orden parcial bien fundado con las correspondientes alturas, como resultado
de la proposicion 1.7. Sean ademds sj := sup K§. Como ya teniamos que
ot { Kz, <| Kﬁ> = Kp, tenemos que sg es un ordinal con cofinalidad rg. Por
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esto tenemos que si 7 y 0 son ordinales distintos, los ordinales s7 y s§ son
también distintos. Si s$ € s§, como s§ := sup K§ = sup {ht, (v) | v € K},
existe z € K tal que s € ht, (z). Todo elemento de K, tiene menor altura
segin <, que z, es decir, es menor que x. Entonces todo elemento de Kj a
partir de x es mayor a todo elemento de K, segin <,. Si pudiésemos asegurar
que s5 € s§ para toda « € p, entonces podriamos tener una porcion de K,
cuyos elementos fuesen mayores a todos los elementos de K, segtin todos los
ordenes <., como se ejemplifica en la siguiente imagen.

o“?.. oo o
[ ]
=
S

000 00 -0 00 00(000 0 0 o0 o

e sces 90000000 O 000 O

e ssee OOOGOOOOO
e 000 000000000 00

<i‘\f, <0> <A,[7 <1> ee o (M, <,) <i‘\f, <“-1> LX)

Asi, ya estariamos ma&s cerca de escoger de entre los elementos de los
conjuntos Kz los que formen una cadena de tamarto . Para esto volveremos
a aplicar el teorema 4.6 en otro conjunto con otros buenos 6rdenes.

Si « € p, definamos el orden <,, sobre cf (k) del siguiente modo: § <,
siy sdlo si s € s§,. Para cada a € pu, el par {cf (k) , <a) s un conjunto bien
ordenado. Tenemos, ademas, el buen orden <,:=€|.s(,) usual sobre cf (k).
Tenemos a {<,| @ € u}, que es un conjunto de buenos 6rdenes de cardinali-
dad menor o igual a p + 1, que es menor a d (cf (k)), sobre un conjunto de
cardinalidad cf (k) que es un cardinal regular. Por lo tanto, usando el teo-
rema 4.6, existe N € [cf (k)] en el que todos estos érdenes coinciden. El
conjunto N es cofinal en cf (k). Dado que sup{kg | 5 € cf (k)} = k, también
tenemos que sup{kg | f € N} = k.

Si B € N, como N es cofinal en c¢f (k), estd bien definido el ordinal
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B = min N\ (B + 1). Tenemos que 3 € [, pues 3" es el sucesor de 3, en
N. Esto implica que, 5 <, ', y k3 € k. Dado que en N coinciden todos
los 6rdenes <,, si tomamos « € u, entonces 5 <, (', es decir, S5 € Sg
que es precisamente la situacion que se ejemplifica en el dibujo anterior. Si
a € p, definamos el conjunto Ug := {z € Ky | hty () € s3}. Como s§ €
sg = sup Kf, existe n € Kj tal que s§ € n. Entonces existe y € Ky tal
que s§ € ht, (y). Si v € Ug, entonces ht, (v) € s§ € ht, (y), es decir, z <, y.
Entonces Ug es un subconjunto acotado del conjunto ordenado (Kg, <a)
cuyo tipo de orden es kg, por lo cual la cardinalidad de Ug es menor a .
Si tomamos Us := |J{U§ | a € p}, dado que p € d(kg) S kg, que es un
cardinal regular, tenemos que |Ugs| € kg

Definamos Cg =: Kg\Up. La cardinalidad de Cj es kg . El conjunto Cj,
al ser un subconjunto de K4, es un conjunto en el que todos los 6rdenes <,
coinciden. Sea ¢ un elemento de N, tal que 8 € §. Sean x € Csg y y € C;
y fijemos a € p. Como z es un elemento de Ky, ht, (z) € sg. Como y es
un elemento de Cy, y no es elemento de Us, y por ende no es elemento de
Us'. Entonces s§ < ht, (y). Sabemos que 3’ < 6, es decir, 5 <, §. Como
B, 0 € N, donde todos los érdenes <., se concluye que para toda o € p
B <o 9. De esto se sigue que s < s§, p. Entonces ht, (r) € ht, (y), es
decir, x <, y. Por lo tanto, todo elemento de C3 es menor a todo elemento
de Cs segiun cada orden <,, lo cual también significa que son conjuntos
ajenos. Sea C' =: | J{Cp | f € N}. Como la cardinalidad de cada Cs es mayor
a kg, la cardinalidad de C' es mayor o igual que sup {kz | B € N} que es k.
Como C' es un subconjunto de M, su cardinalidad resulta ser precisamente
k. Ademas, ya observamos que todos los elementos de C' son comparables del
mismo modo segin cada orden <,. La cadena que buscabamos en el orden
<=(){<a| @ € u} es entonces C. R

Pasemos a ver una consecuencia inmediata del teorema 4.7 sobre la com-
plejidad de un orden parcial bien fundado.

Corolario 4.8 Sea (M, <) un conjunto con un orden parcial bien fundado.
Sea M de cardinalidad infinita k. Si la complejidad de (M, <) es menor a
min{d (k),d(cf (k))}, entonces M contiene una cadena de cardinalidad K
sequn <.

Recién se demostraron tres teoremas que estan relacionados con las cues-
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tiones planteadas desde el primer capitulo. Los tres incluyen en sus hipotesis
a alguno de los funcionales d o d’. Por la naturaleza de estos funcionales,
las cotas que establecen estos teoremas, las cuales son correctas segiin se
demostrara més adelante, son imprecisas. Fuera de los cardinales de cofina-
lidad numerable y sus sucesores, cardinales en que vale X, el funcional d no
estéa determinado. Por otro lado el funcional d’ solamente estéd determinado
en los cardinales Ny y N;. Asi, fijo un cardinal x casi es imposible saber a
qué cardinal se refieren los teoremas. A continuacion se trataran brevemente
dos cuestiones sobre la imprecisién de estos resultados. Como esta impreci-
sion tiene que ver con la exponenciacién de cardinales el siguiente resultado,
cuya demostracién aparece en [AC14], en la pagina 236, serd necesario.

Teorema 4.9 Para cualesquiera k y \ cardinales infinitos, el valor de k* es
K, 2% o pu ™ para algin cardinal p tal que cf (1) S X € p < k.

La primera cuestién es la utilidad del teorema 4.2. Las consecuencias
de este teorema son méas débiles que las los teoremas 4.6 y 4.7. Para la
demostracion del teorema 4.2, se usaron menos resultados previos que para
demostrar el 4.6, y, ademds, en su demostracién esta implicito que d (k) <
d' (k). En principio la definicién de d es mas fuerte que la definicién de d’,
y en ese hecho se podria basar que las consecuencias del teorema 4.6 sean
mas fuertes que las del teorema 4.2. Si la diferencia entre las consecuencias
de estos teoremas simplemente se basara en la definicién de d (k) y d' (k) y
para todo cardinal infinito regular x, d (k) fuese igual a d’' (k), entonces el
teorema 4.2 seria irrelevante en cardinales regulares. Aunque hubiera algtin
tal que d (k) € d’ (k), se darfa la misma irrelevancia si fuese posible llegar a la
conclusion de los teoremas 4.6 y 4.7 con las hipétesis del teorema 4.2, es decir,
si la demostracién dada en el teorema 4.2 fuese mejorable. A continuacion
veremos que si hay cardinales  tales que d (k) y d' (k) son distintos.

Teorema 4.10 Sea k un cardinal infinito. Los siguientes dos enunciados son
equivalentes:

(i) Existe un cardinal singular pu tal que 2°7W e < k < pcf®,

(i) d (k) € d' ().

Demostracion. Supongamos cierto el inciso (i). Sea {u, | n € cf (1)} un
conjunto de cardinales menores a p, y por ende menores a k, Cuyo sSupremo
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sea 1. Su producto es p " que es mayor o igual a x. Entonces d (k) < cf (1),

de lo que se sigue que 24%) < 2¢/() ¢ ;; < k. Por lo tanto, se concluye que
d(k)ed (k).

Ahora supongamos que se cumple el inciso (ii). Sea {k, | @ € d(k)} un
conjunto de cardinales cuyo producto sea mayor o igual a . Tal producto es
v¥%) donde v es el supremo de {k, | @ € d (x)}. Tenemos, segiin el teorema
4.9, tres resultados posibles para esta exponenciacién. Si v*®) = v se tendria
que k < v. El cardinal v es el supremo de un conjunto de d (k) cardinales
menores a k, por lo cual Kk = vy ¢f (k) € d(k). Como d (k) € d (k) € K,
2¢/(%) es menor a k. Por lo tanto, k es singular y 24/ e < /(%) Asi, se
concluye el inciso (i).

La segunda opcién es que v¥*) = 2% Pero el inciso (ii) implica que

24(%) € ;. Por lo tanto, esta igualdad no es posible.

Ahora supongamos que existe un cardinal singular p tal que cf (u) <
d(k) e p vy que v = yfW Entonces p € k € pfW. Si p < 2970 se
seguirfa que k < p W < 26 < 24(%) 1o que nos llevarfa a que d (k) < d (k)
contradiciendo al inciso (ii). Por lo tanto, 2¢/(*) € 11, con lo que acabamos de
concluir el inciso (i). W

Asi, de este teorema se sigue que existen cardinales arbitrariamente gran-
des en los que no se da el inconveniente de que los funcionales d y d’ sean
iguales. Sea v un cardinal regular y supongamos que 2 = Ng. El cardinal
it = Vg, es un cardinal singular de cofinalidad . Como 2” € p, tenemos que
2¢/() ¢ 1. Entonces, segtin el teorema anterior, en todos los cardinales entre
py pM que como minimo son p y pt, los funcionales d y d’ difieren. Sien-
do v cualquier cardinal regular, tales cardinales pueden ser arbitrariamente
grandes. Tenemos ya que aunque no estén determinados, existen cardinales
regulares x en los que las hipdtesis de los teoremas 4.3 y 4.6 son distintas.
Demostrando que sus cotas son precisas, se tendra que existen cardinales en
los que ambos teoremas son distintos.

Este teorema también ayuda a ver que los funcionales d y d’ tienen com-
portamientos muy distintos. Si tomamos dos cardinales v y x tales que v € &,
es sencillo ver que d' (v) € d' (k), pues si la potencia de algin cardinal p es
menor a v, también es menor a k. Entonces el funcional d' es mondtona-
mente creciente. Sea v un cardinal infinito y & := (2*)" y supongamos que
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existe un cardinal singular y tal que 2/ € ;4 < k. Como & es un cardinal
regular, p € k, es decir, p < 2¥. De aqui se obtiene que 2¢/® e 2¥ y por
ende, que cf (1) € v. Entonces p/® < (2v)7W — gref) — 9v ¢ . Por
lo tanto, para este k no existe un cardinal 1 que cumpla el inciso (i) del
teorema 4.10, por lo cual d (k) = d' (k). Asi, el funcional d alcanza al fun-
cional d’ en cada sucesor de una potencia. Si k es un cardinal de cofinalidad
numerable existe un conjunto de cardinales menores a s, {k, | n € w} cuyo
supremo es k. Entonces el producto de tal conjunto es mayor o igual a x y
d (k) = Ny. Como los sucesores de potencias y los cardinales de cofinalidad
numerable son arbitrariamente grandes, aqui queda patente que el funcional
d tiene un comportamiento muy volatil, alcanzando valores arbitrariamente
grandes para volver pronto a Ng.

Esta observacion ayuda a introducir la segunda cuestién, que es sobre el
teorema 4.7. Por imprecisos que sean, los siguientes enunciados son claros en
cuanto a su significado: p € d(k), pe d (k), p =d(k) y p = d (k). Sin em-
bargo, 1 € min{d (k) ,d(cf (k))} y mas aun p = min{d(k),d(cf (k))} son
enunciados menos claros. Si pudiéramos determinar cual de esos dos cardina-
les indeterminados es el minimo, el enunciado del teorema 4.7 seria mas claro.
Sin embargo, como recién se observd, el funcional d es bastante volatil, y de
este funcional depende cual sea tal minimo. Esta dificultad probablemente
sea la razon por la que este teorema no fue enunciado asi en [Ha64]. En este
articulo, Harzheim, con una prueba analoga, demuestra un teorema similar
(Satz 6), usando GCH, en el que en vez de min{d(k),d(cf (k))} pone el
cardinal que en la notacién de este trabajo serfa d (d (k)), requiriendo que el
cardinal k sea limite. En la misma demostraciéon senala que la hipétesis gene-
ralizada del continuo implica que para un cardinal singular x, d (k) = cf (k),
por lo que el cardinal que usa realmente es d (cf (k)), que ademds, en este
caso, resulta ser menor o igual a d (k). Este hecho queda implicito en toda
la demostracién, aprovechandose de que p resulta ser menor al funcional d
aplicado a una sucesion de cardinales regulares menores a k, y sélo poste-
riormente se utiliza que p € d (¢f (k)). Ddndome cuenta que para llegar a tal
sucesion de cardinales sélo era preciso que p fuese menor a d (k), y teniendo
el afan de generalizar y presentar un teorema que fuese cierto en ZFC, fue
que demostré este teorema pidiendo que p fuese menor al triplemente impre-
ciso cardinal min {d (k) ,d (cf (k))}, el cual resulta ser una cota precisa. En
este trabajo no se demostrara si este minimo es determinable. Sin embargo,
se mostrara que lo sugerido por GCH, es decir, que para todo cardinal x,
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d(cf (k)) € d(k), es una posibilidad razonable, asi como es complicada su
negacion.

La hipétesis del cardinal singular, SCH, dice que para todo cardinal in-
finito A, A/N) = 2¢/(0) 4+ A+ Este enunciado es més débil que la hipétesis
generalizada del continuo y nos da la misma respuesta con respecto a qué car-
dinal es min{d (k) ,d (cf (k))}.

Teorema 4.11 Si k un cardinal infinito, suponiendo la hipdtesis del cardinal
singular, se tiene que d (cf (k)) es menor o igual a d (k).

Demostracion. El caso relevante es cuando k es un cardinal singular.
Si pu e d(cf (k)), inmediatamente tenemos que p € cf (k). Como 2 es un
producto de p cardinales menores a cf (k), 2* € cf (k) € k. Por lo tanto,
también p e d' (k).

Tomemos un conjunto de cardinales menores a k, {v, | @ € u}. Su pro-
ducto es v*, donde v es el supremo del conjunto {v, | « € u}. Esta exponen-
ciacion, segun el teorema 4.9, tiene tres resultados posibles. Supongamos que
v* = v. El cardinal p es menor a cf (k) y v es el supremo de p cardinales
menores a k. Por lo tanto, v* = v € k.

Supongamos que v* = 2*. Se observd ya que 2 € k. Por lo tanto, en este
caso también, v* € k.

Supongamos que existe un cardinal A, tal que ¢f(\) € pe XS vy
v = X/ Usando SCH, tenemos que AWM = 2¢/() 4 A+ Sabemos que
2% € K, y que cf (A\) € p, por lo cual 2¢/N e k. También tenfamos que
v € Ky, por ende, A € k. Siendo k un cardinal limite, A™ € k. Por lo tanto,
vt = XS e g

Cualquier valor posible de v* es menor a . Entonces u € d (k), se concluye

que d(cf (k) € d (k). R

Para que la negacion de esta hipdtesis se cumpla se requiere de cardi-
nales grandes (ver [Gi91]). Entonces la existencia de un cardinal x tal que
d (k) € d(cf (k)) también lo requeriria. Esto nos habla de la consistencia de
simplemente escribir el cardinal d (¢f (k)) en la hipdtesis del teorema 4.7, lo
que lo clarificaria como enunciado, pero también de la dificultad de definir
las condiciones 6ptimas para poder ponerlo en tal hipdtesis.
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Los teoremas 4.7 y 4.2 nos dicen qué sucede con una interseccién de
buenos ordenes si la cantidad de ellos es menor a cierta cota. De ambos,
ademas, salieron conclusiones sobre la complejidad de los érdenes parciales
bien fundados. Es hora de probar que las cotas que se dieron son las 6ptimas.
Primero sera con la cota dada en el teorema 4.2.

Teorema 4.12 Si p = d' (k), existen u buenos drdenes sobre k cuya inter-
seccion es vacia. Es decir, el orden resultante es una anticadena de tamano
Kk 1y, por ende, no tiene altura K.

Demostracion. Sipu 2 d (k), entonces 2# 2 k. Podemos tomar para cada
B € k una funcién distinta fz que sea elemento de #2. Definamos para cada
a € i los siguientes dos érdenes:

(h,<a0)i={Ber]| fsla) =0},e)+{Ber]| fs(a) =1},€)
<’{7<04,1> = <{B€Ii | fﬁ(a> = 1}7€>+<{56/€ | fﬁ(a) :0}7€>

Puesto que p es un cardinal infinito, acabamos de definir p 6rdenes para
k. Se trata buenos érdenes ya que son la suma de dos buenos 6rdenes. Sean [
y v dos elementos distintos de x. Tenemos que fz # f, y, por lo tanto, existe
un «a € g tal que fz (o) # f, (o). Supongamos, sin pérdida de la generalidad,
que fg(a) = 0. Por la definicién, tenemos que 5 <q0 7 y que ¥ <q1 5. De
aqui que estos érdenes satisfagan lo que pedia el teorema. H

Del teorema 4.3 ya se deducia que la complejidad de una anticadena de
cardinalidad infinita v, por ejemplo (v, &), era mayor o igual que d’ (v).
Ahora el teorema 4.12 senala que la complejidad de tal anticadena es preci-
samente d' (v), pues existen d’ (v) buenos érdenes sobre v cuya interseccién
es vacia.

Usemos el ejemplo (v, <), de la péagina 14, cuya complejidad se sabia
ya que era mayor o igual a d’ (v), para encontrar la complejidad exacta de
otro conjunto ordenado. Sean imp (v) el conjunto de los ordinales impares
menores a v y par (v) el conjunto de los ordinales pares menores a v. Estos
conjuntos son de cardinalidad v. Por el teorema 4.12, sabemos que existe un
conjunto de buenos érdenes {<,| a € d’' (v)} sobre imp (v) cuya interseccién
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es vacia. Sea <g(,) la restricciéon de la pertenencia al conjunto v. Si « es un
ordinal menor a d’ (v), definimos el siguiente buen orden sobre v:

(W, <q) = par (v),€) + mp (V) ,<a).

Veamos que el conjunto O := {<,| a € d' (v)} nos senala que la comple-
jidad de {(v,«) es d'(v). Supongamos que z y y son elementos de v tales
que x < y. Por la definicién de este orden sabemos que x € y y que z es
par. Inmediatamente tenemos que r <g(,) ¥. Si y es par, como x € y, para
cada a € d' (v), x <, vy, lo que también sucede si y es impar, pues para cada
a € d (v) el orden <, considera a los impares mayores a los pares.

Ahora, supongamos que x y y son elementos de v incomparables segin <.
Supongamos, sin pérdida de la generalidad, que x € y. Entonces x debe ser
un ordinal impar, asi como z <g(,) y. Es necesario que alguno de los otros
buenos érdenes contradiga este hecho. Si y es par, es claro, para cualquier
aed (v), que y <, x. Supongamos que y es impar. Sabemos que para cada
a € u, el orden <, compara a x y y y la intersecciéon de estos ordenes es
vacia. Entonces existen 8y d en d' (v) tales que <3 y y y <s x, por lo cual
T <gyyy <sx Porlo tanto, =[]0 y la complejidad de (v, <) es d’ (v).

Ahora que ya tenemos resultados precisos sobre la complejidad de ciertos
conjuntos con su orden parcial bien fundado, se procedera a demostrar que
la cota que se dio en el teorema 4.7 fue buena. Los siguientes tres teoremas
estan inspirados en teoremas de Harzheim (respectivamente Satz 3, Satz 8 y
Satz 7 de [Ha64]). Sin embargo, los enunciados y las demostraciones fueron
cambiados para que los tres pudieran concluir en el teorema 4.16, que es la
ultima de las aportaciones originales de este trabajo.

Teorema 4.13 Supongamos que k es un cardinal infinito y d(k) S p €
cf (k). Entonces existen p buenos drdenes sobre M cuya interseccion no tiene
cadenas de tamano kK.

Demostraciéon. Sea v el minimo cardinal tal que v* 2 k. Notemos que
v € k. Como p 2 d(k), tenemos que existe un conjunto {k, | a € u} de
cardinales menores a k cuyo producto es mayor o igual a x. Tal producto es
igual a sup {k, | @ € p}*. Tal supremo, ya que p es menor a cf (k) y todos los
cardinales k. son menores a k, es menor a k. Por lo tanto, existe un cardinal
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menor a Kk cuya potencia a la pu es mayor a k. Si v es el minimo, entonces es
menor a K.

Como k < v*, podemos suponer que M es un subconjunto de #v. Sea <
un buen orden sobre M. Si a € p, definimos el orden (M, <, ) del siguiente
modo:

(M, <oy =Y {{feM|f(a)=5},<).

Bev

Cada <, es un buen orden sobre el conjunto M. Sea, al igual que en este
capitulo y el anterior, <:= () {<4| a € u}. Supongamos que (M, <) contiene
una cadena de tamano k, digamos, C' := {fs| d € s}, donde si § € n € &,
entonces fs < f,. Si 0 € Kk, tenemos que f5 < fs41. Tratdndose de dos
funciones distintas, entonces existe « (§) € p tal que fs5 (a (0)) # fs41 (a (0)).
Como f5 <a@) fs+1, ya que <S<q), se sigue que f5(a (0)) S fsr1 (a (0)).
Concluimos que f5 (a (9)) € fsr1 (a(5)). Sinestal que d € n € Kk, tenemos que
d+ 1< ny, por lo tanto, fsi1 <a@) fy- De ahi que fsi1(a (6)) < f,; (a (0))
y, por lo tanto, f5(c(0)) € f, (o (0)).

Tomemos la funcién a () : kK — p. Dado que p es menor a la cofinalidad
de k, existen A € [k]" y a € p, tales que si § € A, entonces « (§) = a.

Tomemos la funcion g : A — v definida para cada § € A del siguiente
modo,

9(0) = fs ().

Sean § y 7 elementos de A tales que ¢ € 1. Entonces tenemos que fs () =
fs (@ () € f, (a(8)) = f, («), es decir, g (0) € g (). Por lo tanto, la funcién
g es inyectiva y |A| € v. Pero lo primero que observamos fue que v € k y
sabemos que k = |A], por lo cual tenemos una contradiccién. De ahi que tal
cadena C' no pueda existir. H

Este teorema ya nos senala que si d (k) € ¢f (k) y k es un cardinal regular,
el teorema 4.6 da una cota precisa. Tomemos un cardinal regular x, tal que
d (k) € d' (k). El orden (M, <) construido en el teorema anterior no tiene
cadenas de tamano . Sin embargo, al ser < la interseccién de menos de d’ (k)
buenos érdenes sobre un conjunto de cardinalidad «, el conjunto ordenado
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(M, <) no tiene anticadenas de tamano &, y, quizds mas sorprendentemente,
tiene altura mayor o igual a .

Para tener una imagen mé&s completa de este resultado, ain falta ge-
neralizar el teorema 4.13 a cardinales singulares, ademéas de que no se ha
contemplado el caso en que d (k) = cf (k). Lo primero se corregird en el
siguiente teorema.

Teorema 4.14 Supongamos que k es un cardinal infinito y d (cf (k) S p €
cf (k). Entonces existen pu buenos drdenes de M cuya interseccion no tiene
cadenas de tamano k.

Demostracion. En el caso de que k sea un cardinal regular el teorema
4.13 da la demostracion. Supongamos entonces que k es un cardinal singular.
Sea k = sup{ks | B € cf (k)}, donde cada uno de los cardinales 3 es menor
ak,ysea M := {Ng|Becf(r)} una particion de M, donde para cada
B € cf (k), la cardinalidad de Ng es kg. Tenemos que d(cf (k) < p €
cf (ef (k) = ¢f (k). Segun el teorema 4.13, existe para cada a € p, un buen
orden <, sobre ¢f (k), tal que el conjunto ordenado (cf (k),(){<a| @ € u})
no contiene cadenas de tamafno cf (k). Si § € cf (k), asignemos un buen
orden «g al conjunto Ng. Si a € p, definamos el siguiente orden:

(M, <ay:= Y, (Ng <p).

(ef(r);<a)

Se trata de buenos érdenes sobre M. Sean A < M de cardinalidad
ky A = {fecf(r)| An Ng# &}. Tenemos que |A'| = c¢f (k), pues
A < |J{Ng| Be A}, y sila cardinalidad de A" fuese menor a cf (k), la
cardinalidad de | J{Ns | € A’} serfa menor a x (ya que serfa la unién de
menos de cf (k) conjuntos de cardinalidad menor a k), y la cardinalidad de
A serfa menor a k. Sabemos ya que c¢f (k) no contiene cadenas de cardina-
lidad cf (k) segin el orden [){<a| @ € pu}, y por eso A’ no es una cadena
tal. Entonces existen a, o’ € py 5,5 € A tales que 8 <, 'y 5 <« B.
Sean x € N3 n Ay ye Ny n A (sabemos que estas intersecciones no son
vacias). Tenemos entonces que r <, ¥y y que y <, , es decir, x y y son
incomparables segiin < (la interseccién de los érdenes <, ). Por lo cual A no
es una cadena segun <. Asi, tenemos que M no contiene cadenas de tamano
k segun <. A
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Con los dos teoremas anteriores ya casi se tiene que si p es el minimo
entre d (k) y d(cf (k)) entonces es posible tomar p buenos érdenes sobre
un conjunto de cardinalidad s cuya interseccion no contenga cadenas de
cardinalidad &, lo que es senalar que la cota dada en el teorema 4.7 es buena.
Sin embargo, se sigue dependiendo de que tal minimo sea menor a cf (k).
Para cubrir la falla y finalmente redondear estan los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.15 Supongamos que cf (k) S p. Entonces existen p buenos
ordenes sobre M cuya interseccion no contiene cadenas de cardinalidad k.

Demostracion. Supongamos primero que pu = cf (k). Tomemos M :=
{Ng | B €cf(r)} una particién de M tal que si 8 € cf (k) la cardinalidad de
N3 es menor a k. Sea < un buen orden sobre M. Tomemos a € p y definamos
el orden

(M, <4y =Ny, <)+ (M\N,, <).

Para cada a € p la relacién <, es un buen orden sobre M. Si A € [M]" y
A':={Becf (k)| An Ng# I}, por la definicién de M tenemos que |A'| =
cf (k). Existen entonces oy o/ en A’ distintos tales que A n N, y A Ny
son no vacios. Sean t € An N,y y € An Ny. Tenemos entonces que x <, y
y que y < z. Entonces A no es una cadena segin < (la interseccién de los
érdenes <,). Por lo tanto, (M, <) no contiene cadenas de cardinalidad x. Si
cf (k) € i, con agregar mas buenos érdenes sobre M a los expuestos en esta
demostracion tendriamos que su interseccién a su vez no tendria cadenas de
cardinalidad «. W

Teorema 4.16 Supongamos que 2 min{d (k) ,d (cf (k))}. Entonces exis-
ten i buenos drdenes sobre un conjunto de cardinalidad k, cuya interseccion
no tiene cadenas de cardinalidad k.

Demostracion. Supongamos primero que p = min{d(k),d(cf (k))}. Si
d(cf (k) € d(k), tenemos que p = d(cf (k)). Sabemos que d(cf (k)) <
cf (k). Sip=d(cf(k)) es menor acf (k), por el teorema 4.14, tenemos que
existen p 6rdenes sobre M cuya interseccion no tiene cadenas de tamano k.
Siu=d(cf(k)) =cf(k), por el teorema 4.15, tenemos el mismo resultado.
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Falta ver el caso en que d(cf (k)) € d(k), es decir, d (k) € d(cf (k)).
Como d (cf (k) € cf (k), en este caso tenemos que o = d (k) € cf (k), y para
este caso el teorema 4.13 nos da el resultado deseado. Asi, tenemos que si yu =
min{d(k),d(cf (k))}, es posible que M no contenga cadenas de cardinalidad
K segin <. Si p es mayor min{d(k),d(cf (k))}, s6lo necesitamos agregar
ordenes para obtener el mismo resultado. l

Se sabia ya que todos los 6rdenes bien fundados sobre un conjunto de car-
dinalidad & que tienen complejidad menor a min {d (x),d (cf (k))} tienen, y
en abundancia, cadenas de cardinalidad k. Ahora también se sabe que los
6rdenes bien fundados en conjuntos de cardinalidad x que no tienen cade-
nas de cardinalidad x “comienzan”precisamente a partir de la complejidad
min{d(k),d(cf (k))}.

Con los teoremas de este capitulo se concluyeron algunas cuestiones so-
bre la complejidad de un orden parcial bien fundado. Incluso se llega a un
resultado concreto: la complejidad del orden (v, <) de la pdgina 14. También
se concluye una aparentemente fuerte relacion entre el concepto de comple-
jidad y los funcionales d y d’. De éstos podemos de hecho dar definiciones
alternativas. Si k es un cardinal infinito, entonces d' (k) = com (k, &), y, si
es regular,

d(k) =

min {com (M, <) | |M| =r nVAe [M]"(A <) no es lineal} .

Asi, como tantos otros cardinales indeterminados, los cardinales d (k) y
d (k) tienen una definicién en términos de combinatoria.

Se mencioné ya al principio del capitulo 3, que el teorema 4.6 es una
generalizacién de dos teoremas que aparecieron en [Ha64], en el siguiente
sentido. En las hipdtesis de ambos teoremas se pedia que la cardinalidad
del conjunto M fuese regular, pero en uno se pedia que tal cardinalidad
fuese sucesor y en el otro que fuera limite. Que en este trabajo sélo se pida
para tal resultado que la cardinalidad sea regular no es la tnica diferencia.
En [Ha64] sélo se concluye que los érdenes coinciden en un conjunto de
cardinalidad &, sin mencionar que eso es equivalente a que el orden resultante
de intersecarlos tiene una cadena da cardinalidad x, y mucho menos que,
como sencillas consecuencias, tal orden tiene altura x y no tiene anticadenas
de tamano k. De hecho, en tal articulo, jamas se piensa en la intersecciéon de
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los buenos 6rdenes que se usan. La demostracion de que esa cota era buena,
parecida a la del teorema 4.13, sélo senalaba que los érdenes definidos ahi no
coincidian en ningin conjunto de cardinalidad , sin, obviamente, aclarar si
la interseccién de ellos fuera un orden de altura menor a x o tuviera o no
anticadenas de cardinalidad k. La sensacion de que esa intersecciéon podia
fallar en tener altura menor a k o tener anticadenas de cardinalidad x fue
una de la primeras motivaciones de este trabajo. Dicho en términos de la
misma, la primera busqueda fue la complejidad de una anticadena infinita.
Se descubrié usando las construcciones e ideas del mismo articulo y esos
teoremas resultaron ser distintos a los del articulo. Esa interseccién si podia
tener altura x y no tener ninguna anticadena de tamano k.

El primer paso para llegar a estos resultados fue cambiar la pregunta de
jcudnto coinciden tal cantidad de buenos érdenes? a jcémo se ve su intersec-
cion? Se tiene inmediatamente que tal interseccién es un orden bien fundado.
Como se concluyé que todo orden bien fundado es interseccién de un conjun-
to de buenos 6rdenes el concepto de complejidad estaba a la mano. Adn sin
esa palabra, los resultados de este trabajo llevaron a la conclusion de que la
presencia (o ausencia) de cadenas y anticadenas influye sobre tal concepto.
Los mas concretos tuvieron mas que ver con la presencia de anticadenas. Un
arbol con una anticadena de tamano v es un orden donde se pueden tomar
v “caminos” diferentes. El cardinal v entonces influye en la “complejidad”de
ese arbol. Por otro lado, los teoremas aqui demostrados senalan que a menor
cantidad de buenos 6rdenes su interseccion es mas parecida a un buen orden,
es decir, méas “simple”. Con este tipo de imagenes en la mente fue que se
escogio la palabra “complejidad” para el concepto alrededor del cual gir6 este
trabajo.

Si se concluyd que entre los arboles la complejidad es distinta a la di-
mension, y de hecho un concepto mucho mas rico, queda abierta la cuestion
de cuan distintos son esos conceptos entre los 6rdenes bien fundados en ge-
neral. También queda un vacio en cuanto a resultados concretos sobre la
complejidad. Podrian contribuir para conseguirlos otras caracteristicas que
no fueran la altura, las cadenas o las anticadenas. Ademas de la consistencia
de d(k) e d(cf (k)), dado que estos funcionales tienen definiciones que usan
combinatoria, pueden abrirse mas preguntas sobre los mismos y su relacién
con otros cardinales indeterminados.
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