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Prefacio

En este trabajo presentaremos resultados de controlabilidad para la ecuaciéon de ondas. Esta ecua-
cién es una ecuacion es derivadas parciales de segundo orden y describe la propagacion de una
amplia variedad de ondas. Es importante en los campos de la actstica, el electromagnetismo, la
mecanica cuantica y la dinamica de fluidos.

Los primeros trabajos en torno a esta ecuaciéon son de finales del siglo XVIII cuando d’Alambert,
Euler, Bernoulli y Lagrange trabajaron de manera independiente el estudio de la cuerda vibrante.
En una dimension la ecuaciéon de ondas se obtiene a partir de la Ley de Hooke.

Sea 2 C R™ un abierto regular y acotado. Dado T' > 0 definimos Q = Q2 x (0,7) y ¥ = 9Q x (0, 7).
Ademéas w C Q denotara un abierto no vacio (que determinaremos méas adelante) y 3o = I'g x (0,T)
(con Ty C 0N también a especificar mas tarde).

A lo largo de esta tesis estaremos trabajando con la ecuacion de ondas, ya sea con lo que se conoce
como control frontera,

Yyt — Ay =0en Q

| f sobre ¥y
y= { 0 sobre ¥\ X (1)
y(0) = y° y:(0) = y' en O

o bien con el control interno
Y — Ay = fxw en Q
y=0enX (2)
y(0) =y :(0) =y" en Q.

En ambas situaciones el par dado (y°,y!) esta en un espacio de Hilbert H adecuado que sera dado
a conocer de manera detallada més adelante.



Buscamos caracterizar H,T,w y I'y de manera que dados (y°,y'), (2%,2') € H exista f € L*(Xo)
(resp. f € L?(w x (0,T))) tal que la solucién correspondiente de (1) (resp. (2)) satisfaga

y(T) = 29, ye(T) = 2L

La ecuacién de ondas es una ecuacién de tipo hiperbolica y los resultados de control que presen-
taremos estan estrechamente relacionados con este hecho.Veremos que hay un tiempo minimo de
control Ty y daremos condiciones suficienes sobre la region de control que también provienen de
esta caracterizacion de la ecuacion.

Hay que resaltar que las regiones de control obtenidas en este trabajo son las que se pueden obtener
cuando el método de multiplicadores. Existen otras posibles regiones de control para la ecuacién
de ondas pero las técnicas utilizadas son muy especializadas y fuera del alcance de un trabajo de
licenciatura. Las personas interesadas pueden consultar [1].

Los primeros resultados de controlabilidad para la ecuaciéon de ondas son para el caso unidimensional
y actuando sobre un control en la frontera (ver [4],[7],[10]).

El trabajo esta basado en notas de Micu y Zuazua [8], Zuazua [11, 12] y en el libro de J.L. Lions
[5].

La técnica utilizada para obtener la “desigualdad de observabilidad” es conocida como método de
multiplicadores y que fue introducido por Ho [6] en 1986.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 recordamos la definicion de
espacio de Hilbert e introducimos los espacios de Sobolev necesarios para plantear los resultados
de existencia y unicidad de soluciones requeridos para plantear nuestros problemas de control (1)
y (2). En el capitulo 2 demostraremos los resultados de existencia y unicidad para la ecuacion de
ondas. El capitulo 3 se dedica al control frontera de la ecuacion de ondas y finalmente concluimos
este trabajo en el capitulo 4 con resultados de control interno.



Espacios de Hilbert y Espacios de Sobolev

1.1. Espacios de Hilbert. Definicién y propiedades

A lo largo de este trabajo usaremos espacios vectoriales sobre los reales. De acuerdo a esto definimos
un espacio de Hilbert como un espacio completo con la norma inducida por un producto interior el
cual satisface las siguientes propiedades

v (z+y,2)=(x,2)+(y,2) V z,y,z€ X,

= (z,y) = (y,2) Va,yeX,

v (az,y)=a(z,y) V z,yeX y acR,

» (z,2) >0 V zelX,

» (z,2)=0<2=0.
Se define una norma asociada al producto interior |z| = \/(z,7) y la métrica asociada d(z,y) =
[z —yl.
En lo que sigue, denotamos por H los espacios de Hilbert abstractos.

Veamos algunos ejemplos:
EJEMPLO 1. Sea  C R™ abierto. El espacio L?(Q) equipado con el producto interior

(u,v):/ﬂu(x)v(x)dx

es un espacio de Hilbert.
EJEMPLO 2. El espacio de sucesiones

2= {:r = (an)52, |Zai < oo}

es un espacio de Hilbert con el producto interior dado por (x,y);2 = ((an), (bn)) =D anby.



Algunos de los espacios de Sobolev que construiremos mas adelante son también espacios de Hil-
bert.

Se denota H* por el espacio dual de un espacio de Hilbert H, es decir, el espacio de todos los
funcionales lineales y continuos definidos sobre H y con valores en R; la norma sobre H* se define
por

[fllz- = sup [f(x)].

llzll=1

Dada cualquier f € H* y x € H se escribird < f,z > en vez de f(z). Se dird que < -,- > es el
producto para la dualidad H*, H. El siguiente resultado conocido como el teorema de representacion
de Riesz permite identificar a un espacio de Hilbert con su dual.

TEOREMA 1. Dado cualquier ¢ € H* existe un inico f € H tal que

< ¢,u>=(f,u) VYueH.

Mds aiin,

[f1 = Ml -

Para esta prueba ver [2] pagina 135.
DEFINICION 1. Se dice que a: H x H — R es un funcional

» Bilineal si, para todo u,v,w € H, a, 8 € R
a(u, av + pw) = aalu,v) + Ba(u, w)
alau + Bv,w) = aa(u,w) + Ba(v,w)
s Continuo si existe una constante C' > 0 tal que

la(u, v)]| < Clullv] ¥u,v € H.
= Coercitivo si existe una constante o > 0 tal que
a(v,v) > alv* Vv e H.

n Simétrico si
a(u,v) = a(v,u) VYu,v € H.

TEOREMA 2 (Teorema de Lax-Milgram). Sea a(u,v) un funcional bilineal, continuo y coercitivo
sobre H. Entonces, dado ¢ € H*, existe un unico elemento u € H tal que

a(u,v) =< ¢p,v > Yv € H.

Ademds, si a es simétrico, entonces u estd caracterizado por la propiedad

1 1
ue Hy §a(u,u)— < p,u >= n&l’;{l{za(v,v)— < ¢,v >}.

Para esta prueba ver [2] pagina 140.



1.2. Espacios de Sobolev. Definicién y propiedades

Los espacios de Sobolev son los espacios naturales donde viven las soluciones a las ecuaciones
diferenciales parciales. Para definir estos espacios se comenzaré por reformular la nocién de deriva-
da.

Sea 2 C R™ un conjunto abierto. Denotamos por C2°(£2) el espacio de las funciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto en 2. Suele llamarse a una funcion ¢ € C2°(£2) una funcion de
prueba.

Dada una funcién u € CY(Q) y ¢ € C(£). Dado que ¢ tiene soporte compacto contenido en
el abierto 2 se puede aplicar la formula de Green (utilizindo una curva suficientemente regular T’
frontera de un conjunto abierto €' tal que sopp C Q' y ' C Q) obteniendo que

—/uAgo:/Vu-Vgo.
Q Q

Claramente no hay términos de frontera.

En general, decimos que u; € Llloc(Q) es derivada débil de u con respecto a z;, si para todo
p € C(N) se tiene que
de /
U =— | wu;pdr.
o Oz Q

Cuando esto sucede usamos la notacion u; = g;f .
@

Dado un multiindice a = (a1, -+, ay,) € N decimos que D%u € Llloc es la derivada débil de orden
la] = 37| a; de w si para todo ¢ € C°(Q)

ololp
2 (=1 | Dodz.
Q uax(fl e 3m%” ( ) Q tpdr

1.2.1. Espacios de Sobolev

Sea 1 < p < ooy sea k un entero no negativo. El espacio de Sobolev
Wk,p(Q)

consiste de todas las funciones u : @ — R, v € LP(Q2) tal que para cada multiindice « con |a| <
k, D“u existe en el sentido débil y pertenece a LP(f2). Para 1 < p < oo, dotamos al espacio W*?(Q)
con la norma
P
ey = | 3 [ 1Dulrdo
Q

lal<k

koo = Y 1D ul|oc

|| <k

Para p = oo,

[[ul




En el caso particular de p = 2, escribimos
HMQ) =WHk2(Q) k=0,1,---.

En particular tenemos que H°(Q) = L?(9).

Como es habitual, diremos que una sucesion {u,, }3°_; C W*P(Q) converge a u en W*P(Q), si
lim ||um - u”Wk,p(Q) =0
m— oo
Para los objetivos de este trabajo serd muy importante también el subespacio Wéc P(Q) formado
por el limite de funciones de clase C2°(€2) con la norma de W*?. Es decir,
Wy ()
es la cerradura de C°(Q) en W*P(Q).

Asi, u € Wéc’p(Q) si y solo si existen funciones u,, € C2°(Q) tales que u,, — u en W*P(Q).

Para p = 2 escribimos i
2
Héc(ﬂ) =W (€).

1.2.2. El espacio H!(Q)

Para trabajar con la ecuacién de ondas trabajaremos en espacios de Sobolev con p = 2. Es decir,
estaremos trabajando en espacios de Hilbert. Si u,v € H'(f2), se define el producto escalar en

H'(Q) como
<u,v>1:/Vu~Vv +/uv
Q Q

donde Vu = (0p, u, Ozyty ..., Oy, 10).

La norma inducida por el producto escalar es
1
va= ([ + [ [vu?
Q Q
Tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 3. H'(Q) es un espacio de Hilbert.

[[u

Demostracion. Mostraremos primero que < u,v >1 es, en efecto, un producto interno. Sean u, v, w €
H'y o € R, entonces

<u+w,v >1:/V(u+w)-VU +/(u—|—w)v
Q Q

:/VU~VU+/VUJ~V'U+/UU +/wv =<u,v>1 + < w,v>
Q Q Q Q

Ademas,



< au,v >1:/V(au)-Vv +/
Q

Q

<u,u >1:/ |Vul? +/u2
Q Q

es no negativo dado que cada uno de los sumandos es no negativo.

ouv = o [ Vu-Vo +/uv):a<u,v>1
Q Q

Por otro lado,

Restaria probar que el espacio es completo.

Oun,

Consideremos una sucesion de Cauchy (u,) C H*(£2). Entonces, (un) y (52) son sucesiones de

i

Cauchy en L?(2). Dado que L*(Q) es completo se tiene que u, — u 'y %Lx’; — v; en L?(Q).

Ahora sea ¢ € C2°(€2) arbitrario. Por definicion de derivada débil se tiene que

Op ou,,
n = — >1
/QU ox; /Q o0x; 14 von2z

Pasando al limite de ambos lados tenemos que

con lo que v; = % en el sentido débil.

Por lo tanto v € H*(Q). Esto indica que el espacio es completo y por tanto H*(£2) es un espacio
de Hilbert. O

1.2.3. Trazas

Ahora se discutira el significado del valor de una funcion v € WP(£2) sobre 99.

Definimos Q := {z = (2/,z,);[|2'| < 1y |zn] < 1}, Q. = QNRY, Q) = {r € Q,z, = 0}.
Recordemos que un abierto Q es de clase C™, m entero > 1 si para todo x € 0f) existe una
vecindad U de x € R™ y una aplicacién biyectiva, H : Q — U tal que

HeC™@Q), H'eC™U), HQ.)=UNQ, H(Q)=UNo

Si Q es de clase C' y u € WHP(Q) N C(£), entonces u toma valores en J9 en el sentido usual. El
problema es que una funcién tipica en WHP()) no es en general continua y estd definida casi en
todo punto y 912 es un conjunto de medida de Lebesgue cero en R™. La nocién de operador traza
resuelve ese problema.
TEOREMA 4. Sea Q un abierto acotado de clase de C' en R™ y 1 < p < co. Entonces existe un
operador lineal y acotado

T:WhP(Q) — LP(0Q)

tal que



1. Tu = u|gq para todo u € WHP(Q) N C(Q)
2. Eziste una constante C > 0, que sdlo depende de p y de ), tal que

ITull e a0y < Cllullwr(oy para todo uw € WHP(Q)

u e WyP(Q) siy solo si Tu=0 en IQ.

1.2.4. La construccién del dual de H}(Q)

Para resolver ecuaciones diferenciales parciales es importante tener una caracterizacion explicita
del espacio dual de H (). Denotamos por H~1(2) el espacio dual de H} ().

En otras palabras f pertenece a H1(£2) si es un funcional lineal y continuo
f:HN(Q) = R.

Se debe ser muy cuidadoso ya que no identificaremos a H}(€2) con su dual pues queremos mantener
a L?(Q) como espacio pivote, es decir, veremos la cadena de espacios,

H}(Q) C LA(Q) c H1(Q).

Se escribira < -, - > para denotar la dualidad entre H~1(Q) y H}(Q)

1.2.5. Desigualdades importantes

TEOREMA 5. Sea x : [a,b] = R una funcion continua que satisface la siguiente relacion

%ﬁ(t) < ;x3+/atw(s)x(s)ds,t € [a,b] (1.1)
donde g € R y x,19 son funciones no negativas en [a,b]. Entonces,
|z(t)| < |zo| + /t P(s)ds t € [a,b]. (1.2)
a
Demostracion. Definimos: .
w(t) = x3 + 2/ P(s)ds (1.3)

Por el teorema fundamental del célculo se sigue que

wy = 29 (t)x(t)

y por tanto, w es no decreciente. Si w(t) = 0 para alguna ¢ € [a, b], se tiene que 29 = 0 y por (1.1),
x(s) = 0,Vs € [a,t] y se verifica (1.2). Como w es no decreciente si w(tyg) # 0 entonces w(t) # 0
para toda ¢ € [tg, b]. Sin pérdida de generalidad supondremos que w(a) # 0



Por (1.1) se tiene que

2R < 3 (0) ( =1 t w<s>x<s>ds) .

En consecuencia:

(we(1))* < 49*(t)w(t)

Por ser ambos términos no negativos podemos extraer raiz de ambos lados. Ademés estamos en el
caso en que w(t) # 0,Vt € [a, b]. Por tanto,

g

t

< 2¢(t),

2

d

—(w®)? <u(t).

Por la monotonia de la integral e integrando ambos lados de la desigualdad se sigue que
t d N t
Vw(t) —w(a) = / d—(w(s))fds < / P(s)ds.
a S a
Usando la definicién de w obtenemos

|z(®)| < |zl +/ Y(s)ds t € [a,b].

Para enunciar el siguiente resultado es necesario introducir la siguiente definicion:

DEFINICION 2. Se dice que 2 C R™ es un abierto acotado en una direccion si existe M > 0 tal que
|z;| < M para al menos un 1 <i <n fijo y para todo x = (x1,x9,...,x,) € §2.

TEOREMA 6 (Desigualdad de Poincaré). Sea @ C R™ un abierto acotado en una direccion, entonces
existe una constante C(Q2) > 0 tal que para todo u € H(Q) se tiene

u2x Uzl'. .
/Q||d scm)/wa (1.4)

En particular si definimos |uly = ([, |Vul*dx) Y2 obtenemos una norma en HY(Q) equivalente a la
norma ||ull1 2.

Demostracion. Por la densidad de C2°(€2) en H{ () basta suponer para u € C2°(£2). Asumimos

que €2 es acotado en la direccion z, i.e. x € Q implica # = (2/,7,) con 2’ € R*" 1y a < x, <b.
Tenemos para a < s < b

|u(x/75)| =

/ axnu(x’,t)dt‘g / 100, e’ £)]dt

< (s—a)'/? ( / S |amnu<x',t>|2dt>1/2 < (s—a)'/” ( / b |amnu<x',t>|2dt>

1/2



En consecuencia,

b
(!, 5)® < (s — a) / 00, ula’, 1) 2dt

y por tanto

b b b
/ / lu(z’, s)|*dsdx’ < / (s — a)ds/ / |0, u(x, t)|*dtdzx
Rr=1 Ja a Rr=1 Ja

con lo que se tiene
b— 2
/ lul?dx < Q/ |Vu|?dz.
Q 2 Q

Para ver la equivalencia de normas, observemos que siempre se cumple
IVwlrz) < [[wll (g

donde en este caso C = 1.

Para probar la otra desigualdad, témese

1
2
ol = ( /Q Vel + |w|2) .

Por la desigualdad de Poincaré

||’LU||H1(Q) < (/ ‘VU}‘Q + C(Q)|Vfw|2) = (]_ +C(Q))1/2|VUJ|L2(Q) Yw € HS(Q)
Q

donde C(£2) es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Tomando C' = W se sigue que
Cllwl i) < [Vwlrea

Por lo tanto las normas son equivalentes.

COROLARIO 1. Cuando Q es acotado, la desigualdad de Poincaré implica que HE(Q) € H ().

Demostracion. Si € es un conjunto acotado u(z) = 1 pertenece a H'(Q2). Sin embargo, u ¢ H}(Q)
ya que |lul|rz < C(Q)]u|;implicaria 1 < 0, lo que es falso. O

OBSERVACION 1. En general, como trabajaremos con € acotado, usaremos la norma |Vw|r2(q) para
w € HHQ).

10



1.2.6. Formulacién variacional del problema de Dirichlet homogéneo

Sea €2 C R™ un conjunto abierto y acotado. Consideremos la ecuacion

(1.5)

—Au= fen
u =0 en 0N

donde f es una funcion dada en €. La condicién de frontera es llamada la condicién de Dirichlet
homogénea.

Una solucién clasica del sistema anterior es una funcion v € C?(£2) que satisface la ecuacién en el
sentido usual.

Una solucién débil del sistema anterior es una funcién u € Hg(€2) la cual satisface que

/QVu-Vv :/va Yo € H (). (1.6)

Para que el lado derecho tenga sentido basta que f € L?(Q). Para resolver (1.5) en sentido débil se
apelaré al teorema de Lax-Milgram en el espacio H = H}(Q).

Definimos
a(u,v) = / Vu - Vv
Q

Glv) = /Q fo.

Ahora mostraremos que a y G satisfacen las hipotesis el Teorema de Lax-Milgram.
LEMA 1. G(v) es lineal y continuo

Demostracion. Linealidad de G(v)

G(au+ﬂv):/Qf(au—&—ﬁv):/Q(ozfiH—ﬁfv):a/gfu—t—,B/va:aG(u)—i—ﬁG(v).

Sabemos que un operador es continuo si y so6lo si es acotado. Se tiene que

Gv)] = ‘/Qf

Se concluye que G(v) es continuo. O

<|flex@lvlez@) < Clfle@llvlay@) Yo € Ho(Q),

LEMA 2. a(u,v) es bilineal, continuo y coercitivo
Demostracion. Sean u,v,p € H}(Q) y A, B € R. Entonces,

11



()\u—l—ﬁpav):/QV(/\u-i-ﬁp)-Vv:/QAVu-VU—&-/QBVp-Vv

:/\/Vu-Vv+B/Vp~Vv
Q Q

= A(u,v) + B(p, v).

Como el operador a es simétrico se sigue que el operador es bilineal.

La prueba para la continuidad se obtiene por medio de la desigualdad de Hoélder,

< [Vulr2)|Vl2) = [lullmz @ vl # )

la(u, v)| = ‘/ Vu- Vv
Q

Por esta razon la coercitividad es inmediata ya que

a(v,0) = [0l Vo € HHQ).

A partir de lo anterior, gracias al Teorema de Lax-Milgram obtenemos el siguiente resultado
TEOREMA 7. Dada f € L?(2) existe una tinica u € H}(2) solucion débil de (1.5).

A continuacion se dara una serie de desigualdades que serdn de gran utilidad mas adelante
COROLARIO 2. Sea Q C R™ un dominio acotado de clase C?. Ezisten C1,Co > 0 tal que para todo
w € H2(Q) N HY(Q) se cumple la siguiente desigualdad

Cilwllmz0) < [Awlrz0) < Collwm2(q) (1.7)
Demostracion de la desigualdad de la derecha. Es claro que:

|Aw|? <n Z | D%w|?,

|a]=2

por lo que

[N

1
2
([1aup) <t | [ 1vup s o+ ¥ 10

|a|=2
entonces se tiene que
|Aw|p2 ) < Collwl| g2

con lo que en (1.7) se puede tomar Cy = n'/2. O

La prueba de la desigualdad por la izquierda es muy técnica y requiere de varios resultados adicio-
nales. La demostracion requiere de una prueba para la parte interior y una demostracién para la
parte de la frontera. Para la parte de la frontera s6lo enunciaremos el resultado.

12



Astumase que u : 2 — R es una funcioén localmente integrable y V' CC €. Denotamos {e; }?_; la base

canbnica de R". Paraxz € V. y h e R, 0 < |h| < dist(V,09), denotamos el i-ésimo cociente
incremental de tamano h
_u(x + he;) —u(x)

Dlu(z) = h , i=1,---,n.

D"y = (D}, -, D) € R"
TEOREMA 8. (Cocientes incrementales y derivadas débiles)

1) Supongase 1 < p < oo yu € WHP(Q). Entonces para cada V CC Q
D"l Lo vy < ClIVull e,

para alguna constante C'y para todo 0 < |h| < $dist(V,09)

2) Para 1 < p < oo,u € LP(Q), supdngase que existe una constante C' tal que
D" ull < C,
para todo 0 < |h| < Ldist(V,0%). Entonces,

ue W'P(V), con |Vul sy < C.

La demostracion de este Teorema es clasica y puede encontrarse en [3] pagina 277.
TEOREMA 9. (Regularidad del interior) Sea f € L*(Q). Supdngase que u € Hg(2) es una solucion
débil del problema eliptico (1.5). Entonces

u € Hi (),
y para cada subconjunto abierto V . CC 2, se tiene la siguiente desigualdad
[ullgz(vy < O flr2(@) + lulzz@),
donde la constante C' depende solamente de V' y de €.

Demostracion. Sea |h| > 0 suficientemente pequeno y k € {1,...,n}, tomamos el k-ésimo cociente
incremental de u de tamano h, i.e.

Dyu(z) = ue + hew) —u(@)
h
Es facil probar que
Di(fg) = fi: Dig + gDy f (1.8)
donde fl(x) = f(x + hey). Ademas se tiene que
/fD;h‘gdx = —/ gD} fdx (1.9)
Q Q
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cuando ambas integrales tienen sentido.

Para comenzar esta prueba se comienza por tomar un subconjunto abierto V' CC Q0 y elegimos un
subconjunto W tal que
VccWwcca

Teniendo lo anterior se elige una funcion ¥ € C°(Q2) que satisface

Yp=1 en V,
=0 en R"\W, (1.10)
0<% <1 enfd

Para fines practicos de la prueba llamaremos a v la funcién localizadora la cual nos permitira de
una manera suave estudiar localmente la soluciéon del problema. Definase ahora

v=—D;"(Y*Du) (1.11)
con h fija. Utilizando (1.8) se ve que

Y (x — hek)thu n Y (x) Dhu

’U(Q?) = h k h

Como u € L?(Q) y sopy) CC , se sigue que para h fija, suficientemente pequefia

2(x — he
<W> (u(z) — u(x — heg)) € LQ(Q),

que es equivalente a
V?(@)[u(z + hey) — u()]
h2

€ L*(Q).
De la misma manera se comprueba que
Vv € L*(9).

Como ¢ = 0 en Q\W se tiene que v € H}(Q). En consecuencia
[ vu- VD @Dk = [ =D Dkw). (1.12)
Q Q
Por (1.9) se sigue que

/Vu V(=D (D)) dx—/VDku V(2 (Dl'))
/w VDUl + (20V¢ - VDu)Du = Ay + As.

Tenemos que existe C' > 0, C' = C(V) tal que

Ay < C /Q |V Dlu|| D,
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Por la desigualdad de Young
|Ag| < 5/ V?|VDu|® + C/ |Djul?.
Q Q

Ademas, como u € H} por el Teorema 8 se tiene que

/ Diuf? < © / Vul?
Q Q

/vu.V(—D;h(zp?D,’;u)) > (1—5)/ ¢2|VD’,gu(x)|2—c/ |Vul?. (1.13)
Q Q Q

de lo cual

Ahora vamos a acotar

5= [ 10" Dju)
Q
Por la desigualdad de Young, para todo § > 0, se tiene
—h,12 1k 1 2, 0 —hy(, 121k, V|2
f(=D, " "Dyu) < o [ |fI°+ 5 [ D" (¥"Diu)|”.
Q 20 Jq 2 Jg
Ademas por el Teorema 8, se sigue que
[ 10e" @D < € [ 19w Dtw).
Q Q

De lo cual

_ 1 (o)
| e eniw < 55 [ 107+ G [ 19Dk, (114
Q Q Q
Ahora por (1.12), (1.13) (con ¢ suficientemente pequeno) y (1.14) se sigue que
2| ph,, (2 o 1 2, €9 29k, (2
(1—¢) [ 7 |DgVul" =C [ [Vu]" < o= [ [fI"+ — [ [V(¥"Dyu)
Q Q 20 Jo 2 Ja

Como V(¢2Dhu) = (Vp?)Diu + 42V D'y, eligiendo § suficientemente pequefia y utilizando el
Teorema 8 se concluye que para k = {1,...,n} y con h # 0 suficientemente pequena

[oivap <c ([ [ wa?)

/ |DIVu* < C
14

().

por lo tanto

por lo cual por el Teorema 8, u € HZ,,
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El teorema anterior es valido para un conjunto V' contenido en el interior de ). Demostrar el
resultado cerca de la frontera es mucho méas complicado y queda fuera de los fines de esta tesis.
Unicamente enunuciaremos el teorema correspondiente. La demostracién puede verse en [3], pidgina
323.

TEOREMA 10. (Regularidad en la frontera). Sea

feL*(Q)

yu € HE(Q) es una solucion débil del problema eliptico con valor en la frontera (1.5). Supongase
que O es de clase C?.

Entonces,

u € H*(Q)

y se tiene la siguiente desigualdad
lullzz) < C(flzz@) + [ulrz@))s
donde la constante C' depende solamente de €.

Desigualdad izquierda del corolario 2. Obsérvese que si w € H?(Q) N HE(£2) entonces w es solucién
débil del problema de Dirichlet:

—Aw = fen
w =0 en 0N

donde f = —Aw. Podemos aplicar entonces los Teoremas 9 y 10 obteniendo (1.7). O

Ya con este resumen de espacios de Sobolev se esta listo para hablar sobre los objetivos principales
de la tesis. La equivalencia de las normas seran utilizadas en el capitulo 3 y capitulo 4.
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Existencia y unicidad de la ecuacién de ondas

En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién de ondas

Uy — Au= f en Q
u=0en X (2.1)
u(0) = u®, us (0) = u' en Q.

donde f € L*(Q),u’ € H}(Q),u' € L2(Q).

Una soluciéon débil de (2.1) es una funcion u € C([0,T]; H}(2)) N CL([0,T); L3(Q)) tal que, para
cada v € HZ () la funcién

£ / w(t, 2)o(@)de = (un(t),v) 2
Q
es absolutamente continua y satisface:

4 (uy(t),0) 202y + (Vu(t), Vo) 120y = (f(t),v)12(q) casi en toda t € (0,T) (2.2)
w(0) = u®, 4y (0) = ul en Q. '

2.1. Teorema de existencia y unicidad para la ecuacién de
ondas

Para demostrar la existencia de soluciones utilizaremos la base de L?(2) dada por (¢) las auto-
funciones del Laplaciano Dirichlet, es decir

{ —A¢y, = Ay, en Q

b = 0 en 0 (2.3)

con ||¢r|lr2(q) = 1. Es Se dice que un conjunto es regular si su dominio es C*(Q)
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TEOREMA 11. Sea Q C R™ un conjunto abierto acotado de clase C? y 0 < T < co. Para f €
L2(0,T; L?(Q)), u® € H} () y u € L3(), el problema de Cauchy para la ecuacion de ondas tiene
una unica solucion. Ademds la solucion admite la representacion

u(t) = uk(t)ér, (2.4)
k=0
donde
= u cos(v/Axt) + uk sen(v/At) + / fr(s sen VARt — s)) ds (2.5)

¥y (Ak)k>1, (Pr)r>1 estdn dados por (2.3) y
up = (¥, o) 2y, uph = (W, dn)r2),  fr(t) = (F(£), dr)12(0)-

Demostracion. La prueba se hara en dos partes. Primero se probara la existencia de la solucién a
la ecuacion de ondas y posteriormente se probara la unicidad de la solucion.

Existencia: Para probar la existencia se utilizara el método de Fourier utilizando series cuya forma
es la dada por (2.4). Debido a la ortonormalidad de las autofunciones, se tiene una familia infinita
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

{ Uptt + /\kgk = fr 6111 0,7) (2.6)
uk(0) = uy, ukt = ug.
Es facil comprobar que la solucién de (2.6) esta dado por (2.5).
Ahora se demostrara que las series dadas por (2.4), (2.5) definen una funcién en
u € C([0,T]; Hy () N CH([0, T1; L*(2)) (2.7)

la cual es solucion débil del problema. Haremos esta demostraciéon en tres etapas.
Primera etapa

Se probara que u € C([0,T]; H}(Q2)). Para esto es suficiente probar que la serie dada por (2.4) con
ug(t) dada en (2.5) converge uniformemente en [0, 7.

Sea t € [0,T]. Se escribe la serie de la siguiente manera

Zuk )oK = Z VA (t) (2.8)

Se sabe por [2] pagina 99 que \ﬁ es una base ortonormal y ademés es completa en H{(2), por la
identidad de Parseval.

[Ju(t ||H1(Q) Z Aui(t)

Ademaés se tiene que

oo
1N Fa ) = D Awlud
k=1
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I3 —ik Rl
HY Q) — kluel
k=1

T e o] T
2 _ 2 _ 2
|mm@féumm@ ;%|mm

Definimos .
= ui(t)
k=1
donde

2

up(t) = [ukcos (VAit) + uksen (V Axt) —1—7/ fr(s)sen \/>(t—s)) ds} (2.9)

<3 ||l +‘“k| (/ Fuls sen (tfs)) ds” (2.10)
<3 |u22—|—1§:€|+§;/0 | fx(s)] ds]. (2.11)

A partir de lo anterior se tiene que

m m T
Z/\k|uk(t)|2 < 32 l)\k|u2|2 + up)? + T/ |fk(s)|2d5] :
k=1 k=1 0

Tomando p > m se sigue que

P P T
Y AP <3 ) [MIUQIQ + Jug|? +T/ |fk(3)|2d5] :
0

k=m+1 k=m+1

Es decir, U,, (t) converge uniformemente en [0, 7] lo cual nos dice que U(t) es continua y que ademas

Un(t) > U() = 3 Ahua(t)
k=1

De lo anterior se tiene que

o0

PRRHOESDY [AkIui 2 Jug + T/ | fu(s)] ds] :
k=1

Esto implica que
lull 2o 0.7:m3 2y < Ol g + 22 + | fllz2(@))- (2.12)

En particular, para cada t € [0, 7] se tiene
T
) ey < CT) (1 By + 0By + [ 176N s ). (213)
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Segunda etapa

Probaremos ahora que
u e CY([0,T]; L*(2)).

Para esto, se probara la convergencia en L?(Q) de la derivada

t) = Z Ut () Pk
k=1

lo cual es equivalente a la convergencia de la serie

[uel|F 20y = Z |uk, (1)
k=1

Se procede a derivar término a término (2.5).

gt (t) = =/ Mgl sen(v/Art) + u} cos(v/Art) + /o fr(s) cos (m(t - s)) ds
de lo cual

T
lug.+(t)]* < 3 (Ak|u2|2 + up)? + T/ f,f(s)ds> . (2.14)
0

Procediendo como en el caso anterior se obtiene la convergencia. Se tiene en particular que
l|utl| oo (0,7;L2(0)) < (HUOHHg + |ut|p2 + ||f||(L2(Q))) . (2.15)

Tercera etapa

Probaremos que para toda v € H}(Q2), la funcion ¢ — (ug,v) r2(q) es absolutamente continua en
[0,T] y que satisface (2.2).

Como ug ++ + Apur = fr, se obtiene que

ug,¢(t) = uk,(0) +/0 (fr(T) = Apug(7))dr.
Entonces,
(Uk,t Pk, V) L2(02) = (uk,t(0)Pr, v) L2(02) +/ [([fr(T) = Meu(7T)] dr, ) L2()]dT

t
= (a0 0)szey + [ [0 0) 1) — (l)n,v)ngcoldr (216)
lo anterior debido a que

Dk, V) ) = (Vou, Vo) r2(0) = (=Adk, v)r2(0) = (Akdr, V) 12(0)-
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Se denota por s,,(t) y S (t) las m-ésimas sumas parciales correspondientes a las siguientes series:

dim s ()= fo(O)dr,  lm Sp(t) =Y u(t)dr (2.17)
k=1 k=1

Tomando sumas parciales en (2.16) se sigue que

(Sm,t(t), 'U)L2(Q) = (Sm,t(()), U)LZ(Q) + /0 |:(8m(7-)7 ’U)LZ(Q) — (Sm(T), v)Hé(Q):| dT

Dado que
Sm(1) = u(r) en H& ()

uniformemente con respecto a 7 € [0, 7] se sigue que

t t
A@WMMQW%AWMM%®W

Como
Smt(t) = wi(t) en L3(Q).

Por la desigualdad de Schwartz tenemos

(Sm7t7U)L2(Q) — (ut(t),U)Lz(Q) YV ve L2(Q)

Ahora se probara que
t t
/(SM(T)/U)LQ(Q)CZT_)/ (f(7),v)L2@ydT
0 0

utilizando el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue. Obsérvese que s,,(7) — f(7) = 0
en L2(f) para toda 7 € [0, 7). En consecuencia (s,,(7) — f(7),v)z> — 0 puntualmente.

Restaria probar que |(s,,(7) — f(7),v) 12| esta acotada por una funciéon g(7) € L2(0,T). Aplicando
la desigualdad de Hélder (en L2(€2) ) se sigue que

|(5m(7) = f(7),v)L2()| < |sm(7) = f(T)I2()vlL2 ) < 21 (T) |22 |vlL2 (o)

Como f € L?((0,T) x Q) tenemos para todo 0 < T < oo, g(7) = |f(7)|12() € L'(0,T) y utilizando
el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue se sigue que para todo ¢t < T'

t t
/ (8m(7),v)L2()dT — / (f(7),v) L2 dT.
0 0
Pasando al limite se sigue que

()2 = (O 0)ze + [ [(F7)0) 1200y — (u(r), o))

lo cual nos dice que la funcion (u(t),v)r2 es absolutamente continua en [0,7] y se satisface (2.2).
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Unicidad:

Dado que

%(Ut(t)a v)r2) + (Vu(t), Vo) 2y = (f(t),v) L2 ()
se sigue que

L), 0) 1) = (F0), V)12 — (Vult), Vo)

De lo cual
t t
(ut(t),v)r2(0) < (u17U)L2(Q)+/O ||f(8)|\L2(Q)||”||L2(sz)d8+/0 lu(s)l az vl Ha @ ds. (2.18)

Por (2.13) se tiene que

t
(e (), v) 20y < (', 0) 2y + / 17(5) Lo 0]l 2o ds
0 1/2 (2.19)

t T
o f <||u°||%{3(m+|u1|2+ / f|2d8> ol 110y ds-

Si v1, v9 son dos soluciones entonces se define u = v1 — vo es la solucion correspondiente a los datos
u® =u! =0, f =0. De (2.19) se tiene que u;(t) = 0 para cualquier ¢ € [0, 7], es decir u(t) = cte.
Como u(0) = 0 se tiene que v (t) = va(t) para toda t € [0,T].

O

En este contexto si f = 0 tenemos también un resultado de conservacion de energia. Sea (u’,u') €

H} x L?. Definimos
1
B0 = 5 ([ I9u)F + ).
Q

TEOREMA 12. Sea (u°,u') € H} x L? y f = 0 entonces la solucion correspondiente a (2.1) satisface
E(t) = E(0) para todo t € [0,T]. (2.20)

Demostracion. Dado (u®,u') € H} x L? consideramos la solucién correspondiente. Multiplicamos
(al menos formalmente) (2.1) por u, e integramos por partes: Obtenemos

/ Ut Ut + Vu - Vut =0
Q

1d 9 2\

Integrando en (0,¢) esta tltima ecuacion, se obtiene que

es decir

E(t) = E(0) para todo ¢ € [0,T].
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Obsérvese que E estd bien definida para u solucién de (2.1) con datos iniciales (u®,u') € H} x L?. Sin
embargo, para poder multiplicar la ecuacién original por u; es necesario tener mas regularidad. Esto
se consigue trabajando con una sucesion de datos iniciales més regulares (por ejemplo (u9,ul) €
C2(Q2) x C1(Q) obteniendo la conservacion de la energia y pasando al limite). O

Cuando f € LY(0,T, L*(Q)) también es posible dar sentido a las soluciones de (2.1). Tenemos el
siguiente teorema.

TEOREMA 13. Sean (u°,u') € HE x L? y f € L'(0,T, L?()) entonces la solucion correspondiente
a (2.1) satisface

Il oo o,75013) + el Loe 0,2y < CUCN A+ Jut | + (| £l 20,722 () - (2.21)
Demostracion. La prueba se realiza por densidad. Es decir probaremos que el resultado es valido
si f € C.(Q) (y por tanto f € L?(Q)) y para dado ug € H2(Q) N HE(Q) y ux € HL(Q) . Se puede
ver que procediendo como en las pruebas del teorema que u € C%(0,T; L?(2) N CH([0,T; H (2) N

C([0,T); H*('Q) N HE(Q). Para f € LY(0,T; L*(2)) habria que construir una sucesién en C.(Q) y
pasar al limite. Multiplicando la ecuacién por u; se obtiene que

T T
/ / Uty — Auwuy dx dt = / / fug
o Ja 0o Ja

y usando la formula de Green se sigue que

2 1o 2.5 _
Zdt/ [ da:—&—th/ |Vul® dx = /futdx

Aplicando la desigualdad de Hélder al altimo término se sigue que

2dt (/ |Ut|2 Q|VU|2) - Q fUt = (/Q |f|2) </Q |U’t|2)

/ |Vul? >0
Q
se sigue que

i (L o) = [s ([ ([ [ o)

Integrando de 0 a t de ambos lados se tiene que

it o)< [ () (e o

de lo cual se sigue que

;(/ﬂ Jue (8)* + |Vu(t)|2> < % (/Q e (0)]% + |Vu(0)|2>+/0t (/QW)% (/Q“t“r/ﬂlvul)é)ds

23

Como



Ahora utilizando el Teorema 5 del capitulo 1 se sigue que

(/ ur (8)[* + [Vu(t) 2> (/ | (0)[* + | V(0 )|2> +/Ot(/ﬂ|f|2)éds.

Dado que u(0) = u°, u;(0) = u' se sigue que

(f |ut(t)2+|Vu(t)2>1/2< (f |u1|2+|w0|2)1/2+/: (/Q|f|2)éds.

Obsérvese que
T 3
L (L) =1 onae,
0 Q

Por lo cual se tiene que

lu) T ) + lue )22 () < N1l ) + 1wt 220y + 1l Li o730
Esta desigualdad es valida para todo T' >t > 0. Se sigue que,

||u||%°°(O,T;Hé(Q)) + el 2 0,120y < HUOH%I&(Q) + w20y + 1|2 0,7, 12 (2

O

En el proximo capitulo se demostrara la regularidad escondida de esta solucién, es decir, se demos-
trarael siguiente resultado
TEOREMA 14. Sean f € L'(0,T;L*(Q)), u® € H}(Q) y u' € L*(Q), entonces la solucion corres-

pondiente u de (2.1) satisface

ou 9

y existe C > 0 tal que para todo solucion u se satisface

T oul?
/0/69 ov

do <C {”UOH%(Q) + ||U1||2L2(Q) + Hf“%l(o,T;L?(Q)) . (2.22)

Utilizaremos este resultado (sin prueba) en la proxima seccion. En el capitulo 4, daremos su demos-
tracion.

2.2. Solucién con datos en la frontera

En esta seccion consideraremos una ecuacion de ondas homogénea con datos en la frontera, es decir,
la ecuacion de ondas:
Htt—AHZOenQ,
f=genX, (2.23)
9(0) = 6°,0,(0) = 6 en Q.
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Supongase que los datos iniciales y la funcion g estan dados en

(6°,0Y) € L*(Q) x H1(Q)

y

g € L*(09 x (0,T)).
Cuando g = 0 se puede demostrar, como en la seccién anterior, que existe una solucién 6 €
C([0, 77, L*()) N C*([0,T]; H~(€2)) con

0(t) = > Ok(t)éx, (2:24)
k=0

0 (t) = 602 cos /At + Hk sen v/ Axt (2.25)
¥ (Ak)k>1, (dr)k>1 estan dados por (2.3) y

0p = (0%, dn)r2(),  Oh =< 0", dr >_11,

con o oo
SR < oo Sl
k=1 k=1 "k
y oo
Zwk < o0, Z—|9kt
k=1 k

La convergencia de estas tltimas series prueba en particular que § € C([0,T], L2(Q))NC([0, T]; H~1()).

Para definir solucion de (2.23) cuando g # 0 tendremos que utilizar el concepto de soluciéon por
transposicion. De hecho, debido a la linealidad de la ecuacion (2.23) necesitamos demostrar la
existencia de soluciones cuando (6°,6') = (0,0). Consideremos pues la ecuacién

Qtt—AezOenQ,
0=genX, (2.26)
0(0) = 6,(0) = 0.

Cuando g = 0, es bien sabido, que la ecuacién anterior tiene una tnica solucion, de hecho la solucion
es cero. Si (6(0),0:(0)) = (6°,0%) € L2(Q) x H1(Q), y g = 0 se tiene que

0 € C((0,T); L2()) N CH([0, T); HH ()
Para motivar la idea de solucion por transposicion se considera u(x,t) solucion de

utt—Au:fenQ,
u=0en X, (2.27)
u(T) = w(T) =0,
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con f € L*(0,T; L?(1)).

Si @ y u son suficientemente regulares, multiplicando el problema con valor en la frontera (2.23) por
u y usando la féormula de Green se obtiene lo siguiente

/u‘gtt_/UAez/Utﬂ—/A?w—/ /—9—0
Q Q Q Q z 0

No aparecen términos en t = 0 y t = T ya que ambas ecuaciones tienen datos iniciales o finales
cero. De lo anterior se sigue que

= 0 2.28

[Goo=—[or (225)

Diremos que § € L?(0,T; L?(2)) es soluciéon por transposicion de (2.26) si para todo f € L?(Q) y
u la correspondiente solucion de (2.27) se verifica (2.28).

Se puede probar el siguiente resultado.
TEOREMA 15. Para cualquier g € L*(X) existe una tinica solucion por transposicion 6 de (2.26).
Ademds se verifica que

0 € C([0,T]; L*(Q) N CH([0, T}, H~H(Q)).

Demostracion. La ecuacion de ondas planteada en (2.27) es reversible en tiempo y aplicando el
Teorema 14 a (2.27) se sigue que

< Ol fllzro,1;L20)- (2.29)

H v L2(D)

Ahora definase el siguiente funcional:
fe L 0,T;L*(Q %/ —dcr

con g € L*(¥) una funcion fija
Se probara que el operador anterior es lineal y continuo.

La linealidad se sigue de que para un dato af + Sh la correspondiente solucion de (2.27) esta dada
por au + Bv con u solucion de (2.27) con lado derecho f y v solucion de (2.27) con lado derecho h.

En consecuencia dau)  O(v)
au v
/ﬁ’( o o )d =a o5, 8 [ a5,

Por (2.29) tenemos que

/ % gl
Eg(')z/ > {912 (%)

5‘uH
a3 < Olfllzr om0
‘ay . (0.7322(5)
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por lo cual el operador es acotado

Dado que (L*(0, T} L? (Q)))* = L>=(0,T; L*(Q)) se sigue que existe § € L>(0,T; L*(Q)) tal que

ou
~ [ = [ os

A continuacién se probara que de hecho
6 € ([0, 7); L*(%2))
Dado que g € L?(X) este puede ser aproximado por una sucesién {g,} C C°((0,T); C?(99)) tal
que
gn — g € L*(%) (2.30)
La solucién 6,, de (2.26) asociada a los datos g,, es regular. En particular,
0, € C([0,T]; L*(R)).

Se define
wp=0-10,

la cual es solucion por transposiciéon de

Wt — Aw, =0 en Q
Wp =g —gp en (2.31)
wn((]) = wn,t(O) = 0,

Por lo tanto, [ wnf < C||fllL10,m:22@))llg — gnllL2(x) para todo f € L*(0,T; L*(Q))

Por la dualidad se sigue que

lwnllzoeo,:220)) < Cllg = gnllL2(s)
y por (2.30) se sigue que ||w,(t)|/z2(n) — 0 de manera uniforme (en ¢).
Por lo anterior, como w, = 6 — 6, y por la convergencia uniforme, se tiene que
0, =0 € L>(0,T;L*())
Como 6,, es una sucesion de funciones continuas las cuales convergen uniformemente a 6, se sigue
que
0 € C([0,T); L*()). (2.32)

Para completar la prueba, ahora se demostrara que

0, € C([0,T]; H~1(9)).
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Utilizando (2.28) con f = F,, F € LY(0,T; H} () y para g € C°(Q) se sigue que

8ut
Eag —/Q@Ft

Uy — Au = F en )
u=0en X (2.33)
w(T) =u(T) = 0.

con u soluciéon de

Supongamos que se tiene la siguiente estimacion para u solucion de (2.33)

8’&,5

HE”LQ(E) < ClIFN Lo,y a2 () (2.34)

Procediendo se tiene que

0, € L=(0,T; H1(Q))

y ademas
101l oo (0,711 2)) < Cllgllza(s)-

Un argumento de densidad prueba que
0 € C([0,T]; L*()) N C*([0, T); H~(9)).

La demostracion de (2.34) se hara en el proximo capitulo, ver Lema 5. O
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Control en la frontera de la ecuacién de ondas

3.1. Formulacion y descripcion del problema de control

Sea 'y C 0f) consideramos la siguiente ecuacion de ondas con control frontera

Htt —Af=0en Q

0 — feIlEO:F()X(O,T)
T 0en X\

6(0) = 6°,0,(0) = 6' en Q

(3.1)

Para (6°,0%) € L?(Q) x H=(Q), se define el conjunto de estados alcanzables:
R(T;0°,0") = {(6(T),0.(T) : f € L*(2)}

donde 6 es solucién de (3.1) con f € L?(X)

DEFINICION 3. El sistema (3.1) es exactamente controlable al tiempo T > 0 si para cualquier
dato inicial (6°,60%) en L?(Q) x H=1(2) el conjunto de datos alcanzables R(T;6°,6%) coincide con
L?(Q) x H=Y(Q), es decir, para todo (2°,2%) € L?(Q) x HY(Q) existe f tal que la solucion de (3.1)
satisface (0(T),0:(T)) = (2°, 21).

DEFINICION 4. El sistema (3.1) es controlable a cero al tiempo T > 0 si para cualquier par de datos
iniciales (0°,0%) en L*(Q) x H=1(Q) , (0,0) € R(T;0°,01), es decir, si existe f tal que la solucion
de (3.1) satisface (0(T),0:(T)) = (0,0).

Sea (¢°, ¢') € HY(Q) x L?(Q), consideramos ¢ la solucién correspondiente al sistema adjunto,

G —Ap=0en Q x(0,T)
¢ =0en 00 x (0,T) (3.2)
O(T) = ¢°, (T) = ¢' en Q

Tomando ¢ solucion de (3.2) y 6 solucion de (3.1) se obtiene que

/Qe@dx OT:/OT/m %9. (3.3)

T
— <Oy, p>_1.1
0
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: 9
Recordemos que el Teorema 14 garantiza que a—f € L3(Y).

A continuacién se enunciard un lema el cual nos dird cuando la ecuacion de ondas es controlable a
cero

LEMA 3. La ecuacion (3.1) con datos iniciales (6°,0') € L?(Q) x H=1(Q) es controlable a cero si
y solo si existe f € L?((0,T) x Tg)) tal que

//po !~ /90 (0)+ < 8", ¢(0) >1,-1=0

V(g0 1) € HE(Q) x L3(Q) y donde ¢ es solucion de (3.2)

Demostracion. Supéngase que (¢°,¢') € HH(Q) x L*(Q) y (6°,0') € L?(Q) x H~(Q), respectiva-
mente donde 6 es solucion del sistema (3.1) y ¢ es solucion del sistema adjunto (3.2).

De (3.3) se obtiene que

/ / / T)+ < OuT), 6" >1,1 + /Qe%t(m— <0",6(0) >1.-1

por lo que (6(T),0:(T)) =0 si y solo si

//r ! = /90@ —<6%6(0) 11 -

para toda (¢°, ¢') € H}(Q) x L?(Q) y ¢ la correspondiente solucion de (3.2). O

Encontrar el control resulta un problema bastante complicado. De hecho, hay dos técnicas:
1. HUM (Hilbert Uniqueness Method)
2. Minimizacion de funcionales.

La primera técnica se sale de los objetivos de la tesis por lo cual aqui seré considerada la segun-
da.

A continuacion se dara una condicién general la cual asegura la existencia de un minimizador para
el siguiente funcional:
J:Hy(Q) x L*(Q) - R

definido de la siguiente manera

1 / ! / o9|*
o 2 0 Ty 81/
donde (0°,0') € L?(Q) x H~1(2) son los datos de la ecuaciéon (3.1) que queremos controlar y por

tanto estan fijos. ¢ es la solucién de (3.2) correspondiente a (¢°, ¢!). Veremos mas adelante que
este funcional tiene un minimizador. Suponiendo esto valido tenemos el siguiente resultado:

- < 91 >1 -1 —‘r/ (0 (3.4)
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TEOREMA 16. Sea (6°,01) € L2(Q) x H-Y(Q) y supongase que (¢°,¢') € HL(Q) x L2(Q) es

un minimizador de J. Si ¢ es la solucion correspondiente del sistema con datos iniciales (¢°, ¢b)

entonces [ = %\po es un control que lleva (6°,0%) a cero en tiempo T.

Demostracion. Dado que J tiene un minimo en ((2)0, q@l) se sigue que la derivada de Gateaux de J
debe anularse, es decir, se debe cumplir la siguiente relacién

B I -

lim 5 (7((6°,61) + h(6",61)) = 1(6",61)) =0

h—0 h

para toda (¢°, ¢') € H}(Q) x L?(Q). A partir de lo anterior, se tiene que

1 T
lim — / /
h—=oh \ Jo Jr,

004 1 ! 67452 1 b B 0=
+ [0+ hao) — 5 [ [ 150 <0.60) 210 - [ o —o>.

2

A0 LRO g1, (3(0)+ h(0) >

Desarrollando y calculando el limite cuando A tiende a cero se obtiene que

T r 96 0¢ ) 0 B
/O [ oy <060 > +/Qe 6:(0) =0

para cualquier (¢°, ¢') € Hy(€2) x L*(Q2) donde ¢ es solucion correspondiente del sistema (3.2). Del

Lema 3 se sigue que f = %h‘o es un control que lleva los datos iniciales (0°,6') a cero en tiempo
T.

O
Para encontrar el minimo de este funcional se debe probar que es un funcional continuo, convexo y
coercitivo en H}(Q) x L2(9).

Esto, esta justificado por el siguiente teorema
TEOREMA 17. Sea H un espacio de Hilbert y K un subconjunto cerrado convexo y no vacio de H.
Sea ® : K — R un funcional con las siguientes propiedades:

1. ¢ es convexo.
2. & es semicontinuo inferiormente.
3. 8i K no es acotado, ® es coercitivo, i.e. im0 ®(2) = 00

entonces @ tiene un minimo en K, es decir, existe xo en K tal que

O (o) = mlé'n O(x)

Este teorema y su demostracion puede ser encontrado en [2] (Corolario IIT 20, p. 46).

Antes de continuar, se dard una definicion.
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DEFINICION 5. Decimos que la ecuacion (3.2) es observable desde I'g al tiempo T > 0 si existe una
constante positiva C > 0 tal que para toda (¢°, ¢') € H}(2) x L*(Q) se satisface

[[(¢°, ¢1)H§16(Q)><L2(Q) < (3.5)

Ya con esta definiciéon y el teorema anterior se puede dar un teorema el cual nos permitira encontrar
un control de la ecuacion de ondas dada en (3.1).

Ahora se demostrara una condicién suficiente para la propiedad de controlabilidad exacta
TEOREMA 18. Supdngase que el sistema (3.2) es observable al tiempo T y sea (0°,0') € L*(Q) x

H=Y(Q). El funcional J definido en (3.4) tiene un tnico minimizador (¢°, ') € HL(Q) x L(Q).

Demostracion. Veremos que J satisface las propiedades enunciadas en el Teorema 17. Para probar
continuidad se procedera a acotar el funcional en téminos de la norma de (¢°, ¢'). Recordemos que
(69,01) estan fijos. En lo que sigue C' es una constate que puede variar a lo largo de la linea.

Sea (¢, L) una sucesion tal que

(6 6n) = (¢°,0") (3.6)

Obérvese que, por la linealidad de (4.2), h,, = ¢—dy, es solucion de (4.2), con datos h, (T) = ¢°—
hpt(T) = ¢ — ¢L donde ¢, es la solucion de (4.2) con datos (¢, ¢L) v ¢ la solucion con datos

(6%, 6").

Procediendo a probar la continuidad se sigue que

|J(¢°,0") — J(¢0, 90)]

2+/90¢1<01,¢0 //F

2 ‘aasn

9 |”

/e%}r <00 >
Q

T'o

/ 006" — $L)— < 01,80 — &0 >
To Q

(//FOZi’Q) L)L) - (L

+16° 2@ 6" — bl + 10 g2 l16° — 0l -1(0)-

s Ogn

)

Obsérvese que por la desigualdad del tridngulo

(L) (1)
/1

1
2

NRUAE:

Ipn Ohy,

)

Ademas

[SE

9¢

ov

> < Cll(¢°, 6"l

32



) < Cll(én, ¢n)l

y ademas

(/1L
(/ /F %}ZD < Ol (T) b (T

Por (3.6) se sigue que existe M tal que ||(¢2, L || < M para toda n , es decir

[7(¢%,¢") = (¢, )| < Cll(hn(T), bt (7))

lo cual nos dice que J es continua

Ahora para la convexidad se consideran datos iniciales para (3.2) de la siguiente manera
V(T) =V =2¢"+ (1 - Ng® Vi(T)=V'=2¢" + (1 - \)¢!

con A € [0,1]. Por la linealidad de (3.2), V la solucion correspondiente, se puede escribir como
V(t) = Ap(t) + (1 — A\)¢(t) donde ¢ es la solucion de (3.2) con datos (¢, ¢') y ¢ con datos (¢°, ¢1).
Entonces,

12
199

—< 91,/\¢(0) + (1= N)(0) >1, 4 +/Q()\¢>t(0) + (1= A)p¢(0))6°

JWVO v =

2

Dado que la funcién f(x) = 2# es una funciéon convexa se sigue que

<3 [ [l

% ( oT E» +/990¢t(0)— <6, 64(0) >>+(1_A) ( oT +/90%t(0)_ <0l >17_1)

Coercitividad: Para probar la coercitividad la funcional anterior, se utilizara la desigualdad de
observabilidad (3.5) (que suponemos vélida).

/ /\ /90¢t(0)d9c—<01,¢(0) >

> Cill(6%, @)z ) x 220y — 116°1122166(0) 22 — 16" | -1 1 0(0) | ez
> Cil(¢% ¢ )HH&(Q)xLZ(Q) = Coll(6°, &)l a2
> C”(¢07d)l)”%[é((z)x[,?(ﬂ)(”(gbov¢1)||Hé(Q)XL2(Q) -1)

3¢

H1=0) G2 A [ Pon0)+(1-) [ 510067~ < 0" 30(0)+(1-0)9(0) >1 1=
Q
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Claramente si || (¢, ¢1) | 23 (@) x 2 (@) — o0 el lado derecho de la desigualdad anterior, también tiende
a infinito.

Del Teorema 17 se sigue que J tiene un minimizador (¢°, ¢*) € H} () x L(Q)
O
Los teoremas anteriores garantizan el control a cero siempre y cuando la desigualdad de obser-

vabilidad sea cierta. En el préximo capitulo veremos condiciones para tener esta desigualdad y
probaremos ademéas la regularidad escondida enunciada en el capitulo anterior.

3.2. Dos desigualdades importantes

Se comenzara por probar la siguiente igualdad
LEMA 4. Supongamos que q = q(z,t) € (WLHo°(Q))". Entonces, para cualquier solucion de

Uy — Au=f en Q
u=0enX (3.7
w(0) = u®, uy (0) = ul en Q

con datos (u®,ut, f) € HE(Q) x L2(Q) x L1(0,T;L?(Q)) se sigue la siguiente igualdad

1 ? o T
= / (q-v) do = / uq - Vu| + f/ / div q(|ug|® — |Vul?)dzdt
2 s Q o 2Jo Ja

Oqr. Ou Ou

ou

ov

Demostracion. En la identidad anterior y en la que sigue estamos usando la notaciéon de Einstein
para indices repetidos. Multiplicando la ecuacion (3.7) por ¢ - Vu e integrando sobre @ se sigue que

T T
/ /uttq~Vquuq'Vudxdt:/ /fq~Vu
0 Q 0 Q

Integrando por partes respecto a t, tenemos que

T T
/ /uttq~Vudxdt:—/ /ut(q-Vu)tdxdt—i—/utq-Vudx
o Ja 0o Ja Q 0
T T
:—/ /utqt-Vudxdt—/ /utq~Vuth:dt+/utq-Vudx
0o Ja 0o Ja Q

T 1 (T , 1 (T ,
/ / urq - Vuy = f/ / q-Vu* = ff/ / div qlu]
0o Ja 2Jo Ja 2Jo Ja
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Aplicando la fomula de Green para el término

ou Ou
A _— —qr—=—d 3.10
/ / uq - Vudz dt = / / 833] 8m] qka k)dxdt . (“)uqkamk o (3.10)
Oqi Ou 92lu / ou Ou
- 2 oy T yagear— | g C g 11
8xj(8xj oxy, ta kaxjﬁxk) v 61/qk0$k 7 (3.11)

ou Oqr Ou /
= — ——dxdt dx dt 3.12
+/0/8xj8xjaxk + Q(?ac] " o 8kx (3.12)
[,
5 81/%833;C 7
Como u = 0 en 9f2 para x € OS2
du(x) ou(x)

= Vkel,...,
or, " ow "
Y 2
ou(x)
2 - oN.
[Vu(z)] £y x €
Por tanto,
ou Ou oul?
o2 do = =1 d
s v oz, 0 /E(q “Naw| 9o
Por otro lado, se tiene que
ou 0%u 1 o|Vul? 1 5 1/ du|?
— Qg ———dxdt = = dedt=—= [ divg|Vul*dxdt + = ‘vl—| d
Q@xj%axjaxk v 2/qu oxy, gc Z/Q ivglVul” dz +2 Zq v ov o
(3.13)
En combinacion con (3.10) y (3.13) se sigue que
1 ) T
Upq - Vu — Aug - Vudx dt = = dlvq - Jugl® — urqy - Vudz dt + urq - Vudx
Q 2 Q Q 0
Ou Jqi, Ou 9 / B 1/ ou|?
————dxdt— - [ d dx dt - do — = V) | — 3.14
o O, O, O, dx / ivg|Vul*dedt+ = | (¢-v)|Vu|*do 5 E(q V) £ (3.14)
En combinacion con (3.9), (3.10) y por (3.14) se sigue que
T
1 . 9 ou dqp Ou
- . - - Vudx dt - Vud — ———dxdt 3.15
2/levq || /Qutqt Vudx —l—/ﬂutq Vu :UO +/ Dz, O, Dy (3.15)

T
—1/ divq\Vu|2dxdt—}/(q~v)|Vu|2dJ:/ /fq~Vu (3.16)
2 Q 2 > 0 Q

Por lo cual se obtiene la igualdad deseada.
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A continuacién se dard una desigualdad que es consecuencia del resultado anterior. Para esta de-
sigualdad sera necesario utilizar las desigualdades de Young y de Holder.
TEOREMA 19. FEuxiste una constante C' > 0 tal que

2

ou
do < C(1+ T)(HU'OH?{(%(Q) + |U1|2L2(Q) + |f|%1(O,T;L2(Q)))

|13

14

para cualquier solucion de (3.7) y para cualquier T > 0
Demostracion. Sea h = h(z) € (C*2)™ un campo vectorial tal que
hlgq =V

donde v es el vector normal unitario exterior. Ver [5] p. 28 para la construccion.

Utilizando la igualdad dada en el lema 4 con ¢(z,t) = h(z) y dado que |v|> = 1 se sigue

1/ V@dx—l/

Por otro lado, a partir de la igualdad probada en el lema 4, se acotara cada término.

oul?

ov

Dado que g = h(x) se tiene que ¢; = 0 y en consecuencia

T
—/ /utqt-Vudxdt:O
o Ja

Soélo se acotaran los términos restantes dados en la igualdad del lema 4.

Se tiene que
oh;
8@

i=1

1 : 2 2 1 - 2 2
2/Q(d1vq)(u| [Vl >s2/Q<Z )(lu +[Vul?) .

Dado que h € (C*(2))" se tiene que gzl € C°(Q). Por ser Q un dominio compacto, entonces g;l
alcanza su maximo. Tomando M = 7" | max]| gz; | sigue la siguiente desigualdad

1 / n 3/11 2 2 M 2 2

5 (lul]* + [Vul7) < f/(|U| + [Vul?) (3.17)

() !
y entonces

. M
v it = 9 < 5 (i) +¥ulia)- (318)

Ahora acotaremos el siguiente término

dqr, Ou Ou Ohy Ou Ou

Q 8xj 8$k al'j n Q 8(Ej axk aib'j-
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Como % € L () entonces se sigue que
J
Ou Ou

Ohu 00 00 _ [ 00 0
o Oxj Oxy dxy — o |0z O |

Aplicando la desigualdad de Young al ultimo término se tiene que

[\ <3 Ut + 1)
S(/ |8$k|2 /|6u )<0/ |Vul2, (3.19)

9qr 9u u SC'/ Va2
g O Oxy Ox;j o

/qu-Vu:/th~Vu,

/th-vugK/Qwvu.

de lo cual se sigue que

en conclusion,

Ahora para acotar el término

y como h € L*(Q) se sigue que

Ademas como f € L(0,T;Q) y utilizando desigualdad de Holder se sigue que

T 3 3
K /Q vl < | ( / |f|2> ( / |Vu|2) < KIf Lo omszcan Nl oo o.rams

Ahora utilizando la desigualdad de Young se sigue que
K
K||f||L1(0,T;L2(Q))||UHLoc(0,T;H01(Q)) < b} <||f||2Ll(o,T;L2(Q)) + ||U||ioo(o,T;H§(sz))) (3.20)

Procedemos a acotar el término
T

/utq-Vu :/uth-Vu
Q 0 Q

T
= / ue(x, T)h(x) - Vu(z, T)dx — / ut(z)h(z) - VO (z)da
0 Q

Q

T

b

0

se sabe que

/uth~Vu
Q

Dado que h € L™ () se sigue que

/ut(x,T)h(x) -Vu(zr, T)dr < Hh”Loo(Q)/ lu(x, T)| | Vu(z, T)| dx
Q Q
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y ahora utilizando las desigualdades de Hélder y Young se obtiene
c 2 2
Ihllzee(e) | fue(z, D) Vulz, T)lde < o | | Jue(z, T + [ [Vu(z, T) dz
Q Q Q

Por lo tanto, por (2.12) y (2.15)

C
/Q lue(z, T)h(z)| [Vu(z, T)|dz < 5 (HUH%N(O,T;H[%(Q)) + luelFoo 0,120 + Hf||%1(O,T;L2(Q))>

La acotacién del término
/ ut(2)h(z) - Vu (2)dz,
Q

es similar a la anterior.

Por lo cual
T
/Q uh - Vu| <C <||U||ioo(o,T;Hg(Q)) + [[uel oo (0,7, 12(0) + ||f||2Ll(o,T;L2(Q))) (3.21)
0

En lo anterior y en lo que sigue, C' > 0 es una constante genérica que puede cambiar de linea a
linea.

Ahora, por las desigualdades (3.17),(3.18),(3.19),(3.20), y (3.21) se sigue que

J

Ahora se procedera a acotar los siguientes términos

ou

2
o de < C (”u”iOO(O,T;Hé(Q)) + Hut”%W(O,T;LZ(Q)) + |U\%2(Q) + |VU|2L2(Q) + ||f|\2L1(o,T;L2(Q))> .

2 2
[t Zos 0,752 (02)) F 1l o0 0,713 (02))-

Ahora por la desigualdad anterior se tiene que
2.
2 s

lo cual nos da la desigualdad buscada.

ou

2
o dz < C (||UH%oo(o,T;H5(Q)) + ||utH2L°°(O,T;L2(Q)) + |U|%2(Q) + \VU\%z(Q) + Hf”Ll(o,T;LZ(Q)))

<C (HUOH?{g(m + utFa 0y + 12l oo, w2 () + [ulT2(g) + |VU|%2(Q))

La importancia de la desigualdad anterior es que nos dice que

du

2
£y € L*(%)
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para cualquier solucion de (3.7) con datos

(u®,ut, f) € Hy(Q) x L*(Q) x LY(0,T; L*())

Dado 2" € R” fijo, hacemos una particién de la frontera de 2 de la siguiente manera:

[(2%) ={r€dQ: (z—2° v(zr)>0
{ (a%) %we@ﬂ @—w%-wwsg}=mwru% (3:22)
(2% =T (2° 0,T
{ EE 1’2)) = F(*(:?:O>< §< (0,)T) (3.23)

Definimos ahora
R(2°) = ||z — 2°|| L (o)

Ahora demostraremos la desigualdad de observabilidad para 'y = I'(2°) y un tiempo suficientemente
grande. En otras palabras,

TEOREMA 20. Supongamos que T > 2R(x°). Entonces la siguiente desigualdad se sigue para cual-
quier solucion de (3.2)

_ ! 2 16l 2y < @)
=5 IV 16 @ < gt |

99|

Y (3.24)

Demostracion. Para verificar la desigualdad anterior, se usa la igualdad demostrada en el lema 4 con

. . dqi 0 O
f=0,u(T—t) = ¢(t)y con g(x) = r—2°. Obsérvese que div ¢ = n y que fQ %Wia—i = fQ |Vo|?
de esto se sigue que

96 |2
/ oe(x — x0) —l— / lpe|> + (1 — = / |Vo|* = /[(;v —20) - v(x)] ‘87/5 dodt (3.25)
Dado que ¥ = 99 x (0,T) se sigue que
1 00|’ 1 00|’
5/2(:1: — 1) - v(z) W do < 2/E(IU)(I — 1) - v(z) 5 do
Como R(xg) = méxgeq | — To| se sigue que
1 o |? R(z%) 9o |?
- — a0 - PN do < it 2
5 /2(10)(33 xg) - V() % do < 5 /2(10) 5 do (3.26)

Obsérvese que

/W >/\v¢|2 /(|e>t|2+|w\ +—/ [l64l? - |99[2]
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Combinando esto con la ley de la conservacion de la energia (2.20)
E(t)=E(T), Vt>0

con lo que
3 | (il + Vo) = TE(T) = TE(@), % € .7
Q

y se tiene que

n 9 n 2 n—1
5 e 0= 5) [ 9o =T+

[ o = 190 (327
Q

Por otra parte multiplicando por (3.2) por ¢ (su solucion) y utilizando la formula de Green se sigue

que
0/Q<¢ttA¢)¢>/Q|¢t|2+/ﬂ¢t¢:/2¢gf + [ 1vor

6> = | Vo = [ ¢uo
[t [ [oo]

Sustituyendo en (3.27) y (3.25) se sigue que

Asi
(3.28)

0

n—1 T

0-‘1-2/Q|¢t +(1—2)/QIV¢| ZTE(t)-l—/Q¢t(($—$o)-V¢+ —9)

/Q¢t(33 —x9) Vo

0

Se define

X0 = [ o o) Vo4 o]

Por (3.25) y (3.26) hemos probado que

2

R(2?) 9¢
TE(t) + X (1)|] < / 991" 4o
( )lO 2 (20) oy
Buscamos acotar .
X(®)ly = X(T) = X(0) < [X(T)| + |X(0)] (3.29)
Para ello se utiliza la desigualdad de Young con 9, es decir,
) 1
ab < —a® + —b? (3.30)

2 26

Aplicando (3.30) a (3.29) se sigue que

Lo (w20 vo+ 520

5 1 -1 \?
§§/Q|¢t|2+275 Q((x—xo)'v¢+n2 ¢>

X ()] <
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para todo § > 0. Por otro lado, desarrollando el cuadrado se sigue que

/Q<($—$0)'V¢+n;1¢>2:/§2|$—$0|2|V¢|2+(n;1)2/ﬂ¢|2 +0-1) [ oo —a0) - Vo

(3.31)

1 2y _ 1 2
[ ote=a0)-vo=3 [ @-anvie =5 [ o (332)

Sustituyendo (3.32) en (3.31) se sigue que

[ temanlvop (5 ) fo-"r [ 6 = [ lomaPivai+

Obsérvese que
2
(n—l) ~n(n—1) <o.

Y ademés como

(5) -2 [

2 2 -

Por otro lado, por definicion de R(x°) se sigue que

[ o= aPIvoR < R [ VoP

<5 [0 + R [ Vo
Tomando ¢ = R(X?) se sigue que

iE’O
5 [l 4 gsra? [ 1vep =FED | [ g2 iver | = pevy

concluyendo la demostracion de (3.24). O

Deducimos de lo anterior que

3.3. Segunda regularidad escondida

Para finalizar este capitulo, demostraremos la desigualdad (2.34).
Consideraremos en esta seccién w solucién de
wy —Aw = fr en Q

w=0en X(zY) (3.33)
w(O) = wt(O) = 0,

con f; € LY(0,T, H}(R)) tenemos el siguiente resultado:
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LEMA 5. Sea T > 0 entonces existe C = C(T) > 0 tal que para todo f; € L'(0,T, H}(Q)) y w la
solucion correspondiente de (3.33) se tiene

&ut
||W(T)||§—I2HH§(Q) + [Jwe (T )”Hl(n) + H By < CllfillLro.rma @)

L2 (%)

Demostracion. Para probar la desigualdad anterior sera necesario probar la siguiente desigualdad

HW(T)H?{?ﬂHé(Q) + Hwt(T)Hizg(Q) < C||f1||L1,(o,T,H3(Q)

Multiplicando la ecuacion (2.31) por —Aw; e integrado en €, se sigue que

/Awtwtt +/ AwAwt = —/ flAwt
Q

Usando la formula de Green se tiene

T
/ththt_ %wtt —|—/AwAwt :/ /Vf1th +/ %fl
Q aq OV o Ja qQ Ov

Comow=0en Xy f; € H}(Q) se sigue entonces que

/ththt —|—/ AwAw; = V f1Vw;.
Q Q le)

2dt (/ [Verl* + /Q|Aw|2) =/QVf1th

Aplicando la desigualdad de Hélder al término de la derecha se sigue que

([ [iseR) = [wwec< ([ 9nE) ([ 9me)
[ 18w >0

L2 [l [ 1oty [ [9ne] [ [ o [ aop]

Integrando de 0 a ¢ se tiene que

[ 55 [ovar e < [ [ mﬂ v [ m@
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Como

se sigue que



de lo cual, por las condiciones iniciales, se sigue que

s vator+iswer < [ |Vf12} [ v+ [ mﬂ

Ahora utilizando la desigualdad probada en el Teorema 5 se sigue que

([ vt + 12wyt < [ f [wapt

T
1
/o (/QIVJ‘]IQ)2 = Il o 12 ()

por equivalencia de normas en H}.

Recordemos que

De igual manera

([ 19t +180007)

1 1
v ([iveaor) ([ 1aeor)
Q Q
son normas equivalentes y se sigue que

Hw(t)H?{?ﬂHé(Q) + ||Wt(t)||§15(9) <Clfillero.rmi)y Vte0,T]

[N

Es decir,
1112 (0.7 11203 2y F 19t T e 0,713 00y < CllFill i 0.7, m2 (020 (3.34)

Tomaremos ahora f1 € CL(0,T; H}(Q)). Si el resultado es vélido para estas funciones, el resultado
se obtiene por densidad. Ahora, tomando ¥ = w;, ¥ es solucion del sistema

U — Ay =G en Q
p=0en X (3.35)

¥(0) =¢(0) =0
Observemos que las condiciones iniciales se satisfacen pues 1y = wy = Aw + f1 como el f1(0) =0
se verifica que ¥;(0) = 0.

Procedemos como en la prueba del Teorema 19. Tomamos ¢ = h(z) con hy = v, en 9§2. Multipli-
camos (3.35) por h - Vi se sigue, como en la prueba del lema 4, que

%2

Ohy Oy O 1 :/ Jroh Y didi
61/ Q

1 :
2/lev h(|¢t|2_lvw|2)+/g¢t(T)hV'(/J(T)+ anjaxkax]—2/Z
(3.36)

Observemos que, integrando por partes en tiempo el término fQ fith - Vpdadt y como fi(T) =

f1(0) = 0 se tiene que
o2

Ohy D b 1/
b aV

1 : 2 2
e R R e et

- / Fih-Viy, da dt
¢ (3.37)
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Proponiendo como

X:—/ fih - Vi dz dt
Q

Por la formula de Green,
X = / div (hf1) dx dt (3.38)
Q

Pero sabemos que

Y = wy = Aw+ fi

y sustituyendo en (3.38) se sigue que

X = / div (hfy)(Aw + f)dzdt (3.39)
Q

Es decir, distribuyendo y por la fomula de Green,

X = / (div (hf1)Aw + %div hIfa|?)dadt
Q

Sustituyendo X y ¢ = Aw + f1 en (3.37) se sigue que

/91/’1:(T)h -V(T) + ;/Qdiv h(|Aw|? + 2Awf1 + |f1]2 — [VU?) + Ohi, 0 Oy

o 0z Oxy Ox;
71/ oy
2 )s

Simplificando (3.40) se sigue que

2

do = / (div (hfy)Aw + ~div bl fi ) dadt (3.40)
al/ Q 2

1 o 2 _ 1 . 2 2
5/E o0 da_/th(T)h-V1/)(T)+2/Qd1v h(|Awp — [V4b[2) da dt (3.41)
Ohy 0 O

ok Oy oY . A
o Oz, day, O, Qh V f1(Aw) dz dt

Ahora se procede a acotar la expresion (3.41). Muchos términos anteriores han sido acotados en
teoremas pasados por lo que sélo acotaremos los que son distintos. Tenemos que

Ohy, Oy Oy

Lt A 2. .
o Orj Oxy Oxy — C/Q Vol (342)

Tenemos que:

/Q UT)h - V(T) = /Q (Bw(T)h - Fur(T)) < C (|t g0y + 10 sy ) (3:43)
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El otro término se puede acotar de la siguiente manera
1
5/ div h(JAw|* — |Vw|?) dz dt < C/ (|Aw|? dz dt + |V |?) (3.44)
Q Q
2 2
=C (”W”L?(O,T;H%H(}(Q)) + ||°Jt||L2(0,T;H5(Q)))
Finalmente el iltimo término se acota de la siguiente manera
1 2 1 2
h-VAd <5 [ VAR +2 [ Al (3.45)
Q 2 Jq 2Jq
2 2
<C <||f1||L1(o,T;H3(Q)) + HAW”LQ(O,T;H2OH(}(Q)))

Entonces por (3.42), (3.43), (3.44) , (3.45) y (3.34) se sigue que

8wt
o < Clfillzro,1ma 2)

L2()

para cualquier f; € CL(0,T, H}(2)). El resultado se obtiene por densidad de de C(0,T; H(£2))
en L1(0,T; H}(Q)).

O
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Control interno de la ecuaciéon de ondas

Ahora se tratara el problema de control interno de la ecuaciéon de ondas. Como en el capitulo
anterior donde se comenz6 por dar la formalizacion de la teoria a partir de la minimalizaciéon de
funcionales aqui se trabajara con una idea muy similar. Muchos teoremas enunciados son muy
similares ademés de las técnicas utilizadas. Al final se dara un resultado que nos daré una cota la
cual nos permitird determinar la controlabilidad exacta de la ecuacién de ondas y para esta prueba
se usaran los resultados maés fuertes de analisis funcional los cuales incluyen resultados de topologia
débiles.

Para comenzar, se daran algunas definiciones relacionadas con el control exacto.

4.1. Formulacién del problema y descripcion

Sea © un dominio acotado de R™ con frontera 9 de clase C?. Sea T' > 0 y sea w un subconjunto
abierto no vacio de €.

Ahora bien, considérese la ecuacion de ondas:

O — A8 = fxo en @,
60=0enXx, (4.1)
0(0) = 6°,60,(0) = 0 en %.

Para encontrar condiciones necesarias y suficientes para probar si el sistema anterior es controlable
se usaran ideas muy analogas como se hizo en el problema de controlabilidad en la frontera.

El sistema adjunto de la ecuaciéon de ondas es

¢tt—A¢:OenQ X (O,T),
¢=0en 00 x (0,T), (4.2)
A(T) = ¢°, ¢u(T) = ¢' en Q.
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Tomando ¢ la cual es solucion del sistema adjunto y multiplicando (4.1) se tiene que

/OT/QQS(HttAG)/OT/qufdxdt

Integrando por partes en tiempo, y usando la formula de Green en espacio, se tiene que

Awwmawwmww»m—/w@@@—@@wmmzl(/wmm (4.3)

Q
siempre y cuando las integrales tengan sentido. Cémo vimos en los capitulos anteriores podemos
trabajar con datos en H~!(€). En este problema, trabajamos con control en L?(Q) por lo que la
solucion de (4.1) tiene sentido para datos (6°,0) € H} () x L?(2). Tomaremos entonces la solucion
de (4.2) para datos iniciales (¢°, ¢') € L?(2) x H~1(2). Por esta razén modificamos (4.3) como

sigue:
T T
. :/0 /wqﬁfdxdt (4.4)

DEFINICION 6. El sistema (4.1) es exactamente controlable en T > 0 si para los datos iniciales
(6°,0Y) en HY(Q) x L%(Q) el conjunto de datos alcanzables R(T;(0°,0%) con f € L*(Q) coincide
con HL(Q) x L3(9).

DEFINICION 7. El sistema (4.1) es controlable a cero en T > 0 si para cualquier par de datos
iniciales (0°,0) en H}(Q) x L%(Q) el conjunto de datos R(T;(6°,0%)) con f € L*() contiene al
elemento cero.

7<a@>$+/m¢
Q

A continuacion se enunciard un lema el cual nos dird cuando la ecuacion de ondas es controlable a
cero

LEMA 6. La pareja de datos iniciales (6°,0) € HL(Q) x L?(2) de (4.1) es controlable a cero si y
sdlo si existe f € L?((0,T) x w)) tal que

T
/ /(bfd:cdt =<0 ¢:(0) >11 —/ #(0)0"dx (4.5)
0 w

Q

Demostracion. Basta sustituir (T) =0y 6:(T) = 0 en (4.4).
O
Se propone, para (6°,0') fijos en H}(Q) x L*(Q), el siguiente funcional J : L%(Q2) x H=1(Q) —
R
1 (T
1@ =5 [ [ lePduar+ [ 060 do- <60t 51 (46)
0 w Q

Por el Teorema 17 hay probar que J es un funcional continuo, convexo y coercitivo en L?(Q) x
H=1(Q).

Como en el capitulo anterior, la coercividad se reduce a probar una desigualdad de observabilidad
para el sistema adjunto. Damos la siguiente definicion.
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DEFINICION 8. La ecuacion (4.2) es observable al tiempo T > 0 si existe una constante positiva
C > 0 tal que para cualquier (¢°, ) € L*(Q) x H=1(Q) se verifica la siguiente desigualdad:

CII(8%, ) 2ty < /'/WP (4.7)

donde ¢ es solucion de (4.2)

Ya con esta definicion y el teorema anterior se puede dar un teorema el cual nos permitira encontrar
un control de la ecuacion de ondas dado en (4.1)

TEOREMA 21. Sea (6°,0%) € HE(Q) x L2(Q) y supdngase que (¢°,¢') € L2(Q) x H1(Q) es
un minimizador de J. Si ¢ es la correspondiente solucion del sistema con datos iniciales (¢°, p')
entonces f = ¢ es un control que lleva (0°,0) a cero en tiempo T.

Demostracion. Dado que, por hipotesis, J tiene un minimo en (¢°, ¢') se sigue que el minimo debe
cumplir la siguiente relacion

i T8 + B¢, 01) — T(@°, )

h—0 h =0

Se tiene que

i 201 + 1(°,61) = T(8°, ")

h—0 h
T ~

:/ /¢¢dmdt+/91¢0dx— <ot 00 >
0 w Q

para cualquier (¢°, ¢') € L?(Q) x H=1(2) donde ¢ es la solucién correspondiente de (4.2). Por el

Lema 6 se sigue que f = ¢|w es un control el cual lleva los datos iniciales (6°,6') a cero al tiempo
T.

O

Ahora se demostrara una condicién suficiente para la propiedad de controlabilidad exacta
TEOREMA 22. Supdngase que el sistema (4.2) es observable al tiempo T y sea (00 91) € Hi(Q)
L3(Q). El funcional J definido anteriormente tiene un tinico minimizador (gzﬁo ¢1) € L*(Q)
H71(Q).

X
X

Demostracion. A continuacion se probaré cada una de las propiedades del funcional dado anterior-
mente

Continuidad: En lo que sigue C' es una constate que puede variar a lo largo de la linea.

Sea (42, 1) una sucesion tal que
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(én: 0n) = (679"

Obérvese que, por la linealidad de (4.2), h,, = ¢— ¢y, es soluciéon de (4.2), con datos h, (T) = ¢ — ¢!

n?

ht(T) = ¢ — ¢y donde ¢, es la soluciién de (4.2) con datos (¢9¢L,) (respectivamente (¢°, ¢1)).

Procediendo a probar la continuidad se sigue que

(6%, 6") — (62, 61)
3 [ers [oo-<oos L [ [lops [ o<l

5 [Pt s [0 - o) <0t - ot 5|

S Lo A L) (L] [ o] )

+ 101 2@ [16° — dnllz@) + 10°) a2 @ llo" = dnlla—1(a)

Obsérvese que por la desigualdad del tridngulo

‘(//u,"b'?);(//ww)% S(//wcbwf

(] [we)" <cre.en
(//WW)é < (2, oL

([ [1o=0)" <clie - a0t - obi

Como ¢V, ¢l se sigue que existe M tal que ||¢", L] < M, es decir
17(¢°, ") = T(dn, d0)| < Cll(¢° — &), 0" — )

lo cual nos dice que J es continua

Ademas

y ademas

Convexidad: Para probar la convexidad se toman datos de la siguiente manera

V(T) =VO =X + (1 — N)¢°

Vi(T) =Vi=Xp! + (1 — N
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Por la linealidad de la ecuacién se tiene que
e - . 5
= 5/ / Ap+ (1= N)of +/ 6! (mo +(1- A)¢0) + <00 + (1= N)o' >=
0 w Q

Dado que la funcién f(x) = 22 es una funcién convexa se sigue que

JVO, v < / //\\¢|2 N)|o]?) +)\/9¢0 /9¢0 A< ¢! > +(1-)) <6 >
=M (¢%,0") + (1= N J(¢°, ")

Coercitividad:

Por la desigualdad de observabilidad (4.7), la desigualdad de Holder y la dualidad H !, H}, se tiene
que para C' > 0 una constante que puede cambiar de linea a linea,

J(¢%8") > ClI(8°, o) 172y xrr-1() — 10" 122 19° 12 = 110°] sz [10" || 11
> Oll(6°, o) 72y xm-1 () — CN@°, M)l L2 @) xm-1(2)
> C1(¢% ¢l 2@y x -1 ) (1%, @) 2@y xr-1(2) — 1)

Claramente si ||(¢0,¢1)||L2(Q)XH_1(Q) — oo el lado derecho de la desigualdad anterior, también
tiende a infinito.

Del Teorema 17, se sigue que J tiene un minimizador (¢°,$') € L2(Q) x H~1(Q) O
Como en el capitulo anterior, hemos reducido el problema de controlabilidad a demostrar la de-

sigualdad de observabilidad para el sistema adjunto. Esta desigualdad es el tema que trataremos
en el préoximo capitulo.

4.2. La desigualdad de observabilidad

TEOREMA 23. Sea Q un dominio acotado de R™ con frontera T de clase C?. Sea 2° € R",w C R®
una vecindad de T'(z%) y T > 2R(x"). Entonces existe una constante C > 0 tal que para toda
solucion de (4.2) se tiene:

T
|wmmww¢@4@scll/w%Mt (48)

Demostracion. La demostraciéon se realizara en 4 pasos.
Paso 1:

Probaremos que (4.8) es valida si se tiene la siguiente desigualdad para datos iniciales de (4.2)

(¢°,¢') € HY x L?, .
H@MMWHMEQSCA‘/@ﬁMﬁ (4.9)
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En efecto. Para (¢°, ¢') € L? x H~1 definimos

—Ax =¢ten Q
{ x = 0 sobre 0f. (4.10)

Por el teorema de Lax-Milgram, este problema tiene una tnica solucién x € Hg(Q) y
Iy = 16+ (4.11)

Definimos ¢ (z,t) = x(z) — ftT o(x, s)ds. Por el teorema fundamental del célculo se tiene que ¢ es
solucién de (4.2) con datos ¥(T) = x € H(Q) y ¢4(T) = ¢° € L*(Q). Como suponemos vélida la
desigualdad (4.9) y que 1y = ¢, se tiene que

T
gy + 16 <€ [ [ 19Pdwa (1.12)

Por (4.11) se obtiene la desigualdad buscada.

Paso 2: En esta etapa demostraremos una desigualdad intermedia. Para datos iniciales (¢°, ¢') €
H§(Q) x L*(Q), y T > 2R(2°) existe C > 0 tal que toda solucién de (4.2) satisface

E<T>§c< / ' e+ | ' / |v¢|2> (4.13)

Sea € > 0 tal que T — 2¢ > 2R(2°). Se sabe por la ley de la conservacion de la energia puede ser
vista como

B(T) = 5 [ [96°@)F + 16 @)

y aplicando el Teorema 20 se sigue que

1 T—e¢
s Ive@riewrse [

Ahora se construird un campo vectorial el cual nos dara una idea del comportamiento de la funcion
de la frontera hacia el interior, por lo cual, tomese ¢ = g(x,t) € W1 (Q)" de la siguiente manera

2

9¢
ov

t) € T(a) x (e, T —¢)
(x,t) € 00 x (0,T)

<C \.&

(4.14)
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y h € (CH(Q)") tal que

h-v>0 Vexel; h=venT(2°); h=0enQ\w

De acuerdo como se construy6 el campo vectorial g(z,t) se sigue que

L LS L
2 /e I'(z9) ov 2 /o o0

Por construecion de ¢, utilizando el Lema 4 (identidad (3.8)) y acotando cada término, se sigue que

para alguna C' > 0
//m" Y92 |2<C(/ /w|<z>t|2+/oT/wv¢2>
T m( [ fee [ ] w)

Aplicando el Teorema 20, y la ley de la conservacion de la energia se sigue

E<T>sc(/jbwﬁ%ﬁbwﬁ)

Obsérvese que esta estimacion es valida para toda T' > 2R(2°) esto significa que para toda ¢ > 0
tal que T — 2¢ > 2R(2) se tiene que

(4.15)

Es decir,

ny<c [ [P+ vep) (4.16)

Paso 3: En este paso, veremos que por las condiciones que dimos sobre T y w se tiene de hecho que

E<T>s0< / ' [+ [ ' / |¢>|2> (4.17)

Sea @ C € una vecindad de T'(z°) tal que
QNo Cw
Dado que la desigualdad(4.16) es valida en @ se sigue que

T—e¢
Ty <C / / (6. t) + Vol D)) (4.18)
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Ahora construyendo p = p(z,t) € W1(Q) de la siguiente manera

p(z,t) =1lenV(zr,t) €@ x (6,T —¢) (4.19)
p(z,t) =0en V(x,t) € (Q\w) x (0,T) (4.20)
p(z,0) =p(z,T) =0, en Vz € Q (4.21)
|V5|2 € L*™(Q) (4.22)

Obsérvese que (4.22) se satisface definiendo

p=7p"

donde p es una funcién que verifica (4.19),(4.20),(4.21).

Multiplicando (4.2) por p¢ y utilizando la formula de Green se tiene que

/OT/QW(%AQS) /OT/Q(P|V¢|2+Vp~V¢>¢)+ /qusqstOT/OT/Q(ptherth)

De lo cual, por (4.21),

/OT/QPWIQ—/OT/Qw.vw/OT/Q(ptqstpr)

Aplicando la desigualda de Young se sigue que

. Vpry | 1 2y L[ LG22
[ vr-veo|< [[|(5) - oval| < 5 [ aver g [ Jillor

5/ ' [ olvor <3 /Q SIenflof? - | ' | etns+ plonl)

Por la construccion de p(z,t) se sigue que

/OTAp|V¢|22/OTA|V¢|2
/OT/UDWWsc(/OT/W¢t|2+/OT/w|¢|2> (4.24)

Combinando (4.24) y (4.18) se sigue que

E(T)gO(/OT/w|¢t|2+/OT/W|¢|2>
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Paso 4: Vamos a mostrar que si T > 2R(z%) existe C' > 0 tal que

/ ' [or<c| ' [ 1ot (4.25)

Para la demostracion, se hara el argumento por contradiccion. Es decir, suponemos que existe una
sucesion de datos (¢2, ¢L) tal que la sucesion de soluciones de (4.2) satisfacen

/ |pn|? =1 VneN (4.26)
Q
y
T

/ /chn,tl2 =0 (4.27)

0 w
Por (4.17) y (4.26) se sigue que

(s Sn)llmy@yxL2@) < € (4.28)

Por (2.12) y (2.15) se tiene
PnllLe o, () < C

Iénellzeomr2@) =€
implica que existe ¢ € L?(0,T; H3 () N H'(0,T; L*(Q)) tal que

bn — ¢ en L20,T;HL())

¢t — ¢ en L*(0,T; Hy(Q))

Por la compacidad del encaje de Hi(Q) C L?(2) y (4.28) se sigue que existe ¢ € C([0,T]; L*(Q2))
tal que
¢n — ¢ converge fuertemente en  C([0,T]; L*())

Ver Terorema 3, pagina 80, [9].

Se tiene que ¢,, satisface
T
(Gnt(T),v) = (dni(t),v) +/t (Vén, Vo) =0 Yo € H}(Q)
Pasando al limite (débil) se tiene que
T
(@:(T),v) = (én (1), v) +/ (Vou(t), Vo) =0 Vv € Hy(Q)
¢
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es decir, ¢ = ¢(x,t) es solucion de (4.2) y ademas
[llr2@) =1 (4.29)
o¢=0 ctp en wx(0,T)
La funcién ¥ = ¢, es también solucion de (4.2) la cual satisface que
Yv=0 ctp. en wx(0,T)

y por el Teorema de Unicidad de Holmgren (ver [5] pag. 88), se sigue que ¢ = 0, es decir ¢; = 0.
Asi ¢(z,t) € HE(Q) es una solucion de

—A¢p=0en N

De lo cual ¢(z,t) = 0 y esto contradice (4.29), por lo cual se sigue la desigualdad deseada.
O

OBSERVACION 2. Fl teorema de unicidad de Holmgren bdsicamente dice que si una solucion de la
ecuacion (en este caso de ondas) se anula en una zona por la que cruzan las caracteristicas de la
ecuacion, la solucion debe ser cero. En particular es mecesario que el tiempo sea suficientemente
grande. En R, si la ecuacion se verifica en un intervalo (0, L) necesitamos que T > 2L.
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Algunos comentarios y conclusiones

Para concluir la tesis quisiera comentar que las regiones de control que vimos en este trabajo son las
que se obtienen por “multiplicadores”, es decir, q(z,t) = x — 2°. Se puede trabajar en otras regiones
de control que satisfagan la “6ptica geométrica” pero esto requiere técnicas mucho maéas avanzadas
de analisis microlocal. Ver [1].

Todos los resultado son validos si en vez de control a cero, probamos control exacto para (4.1).
Dados (2%, z') € H}(Q) x L?(Q), buscamos f tal que la solucién de (4.1) satisfaga

Esto se debe a que la ecuacion de ondas es reversible en el tiempo y estamos trabajando para el
caso lineal.

De hecho sea z soluciéon de
2zt — Az =0, en Q
z = 0 sobre X
2(T) = 2° 2(T) = 2z en Q

Se calcula z(0) y z(0) y buscamos controlar a cero la solucién 6 con datos iniciales

0=06°—20) 6, =6"— z(0)

Si encontramos f tal que

esto quiere decir que 6 = 0 + z satisface

Or — A0 = fx, en Q
6 = 0 sobre ¥ (5.1)
9(0) = 9079t(0) = 91§9(T) = Zo,et(T) =zl en Q.
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