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Introducci on

La Investigaddn de Operaciones es una disciplina que surge en la segunda
guerra mundial, debido a la necesidad de resolver problemasgatoat y acti-
cos a traes del manejo adecuado y efectivo de los recursos para las operaciones
militares. Para ello se formaron equipos interdisciplinarios de especialistas que
aplicaban su conocimiento y elatodo cierifico para solucionar dichos proble-
mas. Tiempo desf@s, dada la exparisi de los mercados en la industria, las gran-
des empresas recurrieron nuevamente a los grupos interdisciplinarios, con el fin
de hallar estrategias de mercado que les permitieran obtener la mayor utilidad po-
sible, sujeta a un nivel de competitividad creciente.

Actualmente, existen procedimientoséchicas estndares para resolver proble-
mas como: manejo de inventarios, minimizacide tiempos, asignadsi de re-
cursos, maximizabn de utilidades, distribuoh de productos y programaci de
proyectos, entre otros, que tienen su fundamento en la InvestigdeiOperacio-
nes utilizando herramientas tales como la compataddebido a la versatilidad
de su campo de aplicdmni, la Investiga@n de Operaciones forma parte de carre-
ras como Ingeniéa Industrial, Sistemas, Civil, Econday Actuafa, Finanzas, etc.

Una parte importante de problemas de optimi@aagiuede analizarse mediante
la representadn grafica de los mismos, a tras de redes formadas por puntos
y lineas que los unen y que representan una telaatre ellos. Por ejemplo, si
se desea encontrar el camin@srcorto para llegar de una ciudad a otra pasando
por distintas carreteras y pueblos; las ciudades y puebl@ngepresentados con
puntos, las carreteras cdnéas y la relaéin que establece cada una de lagds

es la distancia entre el par de puntos que une.

El proceso de optimizagn a traes del uso de redes, vardependiendo de los
atributos cuantitativos o cualitativos que se pretendan maximizar o minimizar, y
dada la facilidad de su planteamiento, la teale redes puede aplicarse a una gran
variedad de situaciones. Entre laAsrtomunes se encuentran el ya mencionado
problema de rutas as cortas y el problema del flujopaximo. Estelltimo, se re-
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fiere al traslado de la mayor cantidad de un cierto producto de un punto a otro y
esh sujeto a las distintas variables y restricciones que se requieran en dicho pro-
ceso.

Ahora bien, si suponemos que en cada etapa de un proceso puede haber una ga-
nancia o prdida adicional, la tarea de obtener la mayor utilidad final se vuelve un
tanto mas compleja. A este problema se le denomina flugximo en redes con
ganancias. Entre sus aplicacione@smisuales se encuentran: problemas de trans-
porte, maximiza@n de reacciones @uicas, control de la corriente que circula a
traves de estructurasaddtricas, diversificabn de portafolios financieros, etc.

En este contexto, el objetivo principal de esta tesis es, describir los elementos
gue componen el algoritmo de flujcaximo en redes con ganancias propuesto en

el libro Graph Theory. An Algorithmic Approagor Nicos Christofides, asomo

su justificacon.

Al ser una parte fundamental para la sofurcde dicho problema, resulta de gran
importancia hacer una descripnide los algoritmos &s comunes para resolver

el problema de rutas &s cortas. En el primer ctplo se tratan las principales va-
riantes del problema y alguno$todos de soludn, haciendo un especiahfasis

en el propuesto por Floyd en 1962, ya que fue utilizado como subrutina principal
para resolver y programar el problema de flujo en redes con ganancias.

El segundo caipulo contiene una breve introduéci al problema del flujo y sus

aplicaciones a diversos campos de estudio. Adese describe y ejemplifica el
algoritmo de Ford- Fulkerson, el cual es uno de I@smficientes para solucionar
este tipo de problemas.

El tercer caftulo detalla los elementos y etapas del algoritmo presentado por Ni-
cos Christofides en 1975, para resolver el problema del flaximmo en redes con
ganancias. Dada la utilidad del algoritmo y sweif implementad@n en diversas
areas de conocimiento, se reélian programa en R que muestra el comporta-
miento del flujo sobre la red en cada paso del algoritmo hasta alcanzaxsuaan

El Gltimo captulo es un manual del usuario del programa desarrollado en el que
se describen las variables, funciones, natacequerida y la forma de interpretar
los resultados de cada etapa.



Capitulo 1

Rutas mas cortas

1.1. Introduccidn

Este captulo tiene como propsito mostrar tres de los@todos nas comunes
para solucionar el problema de rutaggwortas y algunas de las variantes del mis-
mo. Sin embargo, antes de abordar el problema de ruéascortas, es necesario
considerar los conceptos de la siguiente $BTCi

1.1.1. Conceptos de Teda de Graficas

Una g@aficaG es una colecéin de puntos oértices representado por el con-
junto X = {x1,X2,...,Xn} Yy una colecdin de Ineas representada por el conjunto
A= {a,ay,...,am} que pueden unir a todos o algunos de légtices deX. De
esta forma, denotamos@como la parejdX,A).

Cuando lasiheas deA tienen direcdn, generalmente representadas con flechas,
se les llama arcos se dice qGees una gafica dirigida. Si lasiheas no tienen
direccbn se les llama aristas y se dice que lafigaG es no dirigida.

Denotaremos a los arcos como el parx;), dondex; y x; representan alartice

inicial y final del arco respectivamente y la dirgntidel arco se asume del primer
al segundo é&rtice. Por ejemplo, en la @fica de la Figura 1.1, la paref&;, x2)

denota al arcay.
B——®

Figura 1.1: Ejemplo de @fica
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Para la gafica dirigidaG = [X,A] conx;, X € X, el verticex; es sucesor del
verticex; si el arco(x;,x;) € A. Por otro lado, decimos que eknicex; es pre-
decesor de; si (xj,%) € A. Al conjunto de @rtices sucesores dgse le denota
comol *(x). De manera aaloga, al conjunto de predecesoresxdse le denota
(%)

Definimos una dafica parcial de&s = [X,A] como aquella constituida por todos
los vertices deX y algunos arcos o aristas delLa denotamos com@p = [X,Ap],
dondeAp C A.

Resulta intuitivo pensar que pueden formarse secuencias de arcos o aristas en
una gafica. En particular, en unaajfica dirigida, un camino es una secuencia de
arcos{ay,ay, ...,an}, donde el ertice final del arca; es el \ertice inicial dea; ;.

Un caminoay,a ...,an €s un camino simple cuando no se recorre el mismo ar-
co mas de una vez, es dea,# a;j sii # j. Decimos que un camino es elemental
cuandax # X sii # j, es decir, si no se pasa por el misnétice méas de una vez.

Una cadena es una secuencia de ari§tasay, ...,an} donde el ertice final de

a; es el \ertice inicial dea;, 1. Notemos esta definioh es aaloga a la de un ca-

mino para una gfica no dirigida. Por lo tanto, las definiciones de cadena simple

y elemental son alogas a las de camino simple y elemental, respectivamente.
Cabe mencionar que un camino o cadena puede ser representado por la secuencia
de \ertices, arcos o aristas que lo componen, o por una combmae ambos.
Nosotros, denotaremos las cadenas y caminos poréidie®s que los integran.
Ademas, si para todo par desticesx;,x; € X existe una cadena que los une, de-
cimos que la gificaG = [X,A] es conexat

Un circuito es un camindxi, Xz, ...,Xa}, €n el que el grtice inicialx; coinci-
de con el ertice finalxa. Y un ciclo es una caden&y, Xy, . .., X3} dondex; = Xa.

Un arbol es una gifica conexay aclica, comunmente denotada coriio= [X,A].
En una gafica dirigidaG = [X,A], decimos que € X es rdz deG si existe un
camino de ax para toda € X. Definimos una arborescencia comoarbol que
tiene una rez.

Finalmente, una red se define como unafiga que tiene asociada una funti
real f definida sobre sus arcos o aristas, o0 sobre étt&ces, 0 ambos, y sus pro-
piedades se extienden de las mismas definidas pafiaas. Denotaremos una red

Ipara mayor informaéin sobre las propiedades de laafgras, se recomienda consultar [1]
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comoR = [X, A, f]|, dondeX = {x1,X2,...,Xn} representa el conjunto d&mtices,
A= {a,a,...,am} es el conjunto de arcos o aristas que unen a todos o algunos
de los \ertices deX y f es la funobn mencionada anteriormerte.

Algunos de los problemas de optimizagique se pueden plantear como un pro-
blema de rutas as cortas son: de transporte, de plan@atogstica, cadenas de
produccén, reacciones gmicas, entre otros, pueden ser representados mediante
una red y resolverse utilizando alguno de los algoritmos que &e vérs adelan-

te.

A continuacon se expondm tres algoritmos utilizados para resolver el proble-
ma de rutas @s cortas. En primer lugar, el algoritmo de Dijkstra se utiliza para
hallar el camino ras corto de unértice origen a unértice final donde la distan-
cia entre cualquier par deextices es positiva. El segundo algoritmo, que es el de
Ford, tiene el mismo prasito que el anterior, sin embargo, este admite que el
nimero asociado a los arcos sea negativo.

Por Gltimo, veremos el algoritmo de Floyd, el cual se utiliza para calcular el ca-
mino mas corto entre cualquier par dértices de la red. Adeas facilita la iden-
tificacion de circuitos negativos, por lo que fue utilizado como subrutina principal
en la programaéin y desarrollo del algoritmo presentado por Nicos Christofides
para resolver el problema de flujcaimo en redes con ganancias.

1.2. Planteamiento del problema

Consideremos el siguiente problema: La paniadét Pan"desea transportar
sus productos desde su ubidatien la ciudads a la distribuidora de la ciudad
T, atravesando en el camino por diferentes poblados. Por cuestiones de ahorro de
insumos, los fabricantes desean que en este traslado se recorra la menor distancia
posible.

Este problema puede plantearse sobre und&redX,A,d] dondeSy T son los
vértices inicial y final y el resto de los pobladoséetpresentado poéttices, de
forma queX = {S x2,Xs,..., T}, los arcos dé\ representan los caminos entre los
distintos poblados ¥ representa la distancia que miden dichos caminos. Nuestro
objetivo sera encontrar el camino de menor distancieSaeT .

2Para mayor informaéin sobre las definiciones anteriores, se recomienda consultar la referen-
cia[2].
3El algoritmo de Nicos Christofides se encuentra desarrollado en &URep.
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Adicionalmente, si los fabricantes desearan dejar sus productos en cada pobla-
do antes de llegar al centro de distributide la ciudad’, el problema consisfia

en encontrar el camino &s corto que comience en la ciudgdecorra cada po-
blado y finalice en la ciudad.

Por otro lado, si los fabricantes desearan desplazarse entre las pasdeeal-
gunos poblados a repartir sus productos recorriendo la menor distancia posible, el
problema consistia en encontrar el caminoas corto entre todo par démtices.

Es importante tomar en cuenta que, para que cualquiera de las situaciones plan-
teadas tenga soluani, se requiere que exista un camino datice inicial al final,

del inicial a todos los deé&s \ertices, o entre todo par déwices, segn sea el

caso.

Para retomar el planteamiento del problema inicial, se tiene I&redX,A,d]
donde los ertices deX representan al conjunto de poblados y a las ciud8des

T. Los arcos dé representan los caminos que existen entre los poblados conside-
rados. Finalmente);; es un imero real asociado a cada arcofdgue representa

la distancia entre el pobladq el pobladoj. Resultabgico pensar que no existen
distancias negativas, por lo que @mero asociado a cada arco debe ser positivo.

Sin embargo, la funbn asociada a cada arco no siempre representa distancia
y es necesario considerar que en algunos problemas, estarfyngede tomar
valores negativos. Cuando esto sucede, al buscar un caminértieévnicial al
vértice final, puede incurrirse en circuitos negativ@& esto sucede, decimos que

el problema es no acotado, ya que siempre @edcontrarse un camino de menor
longitucP en tanto contenga &s repeticiones del circuito negativo, por lo tanto, el
problema no tiene soluan.

Por ejemplo, si consideramos lared de la Figura 1.2, un camin@dele/1 al 4 es
{1,2,3,4} de longitud 0 y otro camino &s corto e41,2,3,1,2,3,4} de longitud
—1. De hecho, cualquier camino que contenga los atds,(2,3),(3,4) masn
veces el circuitd3,1,2,3} conn > 0 sed de longitud1—-3+2) + (1+1—-3)n=

—n. Notemos que si tiende a infinito, la longitud del camino tiende a menos in-
finito, por lo tanto, el problema es no acotado y el camiras rworto de 1 a 4 no
existe.

4Como se menciampreviamente, un circuito es un camifiq, Xz, ..., Xa}, en el que el @rtice
inicial x; coincide con el @rtice finalxy. Se dice que es negativo si cada vez que se recorre, se
obtiene un valor menor.

5Obtenemos la longitud de un camino, sumanddaliade todos los arcos que lo componen.
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@

Figura 1.2: Ejemplo: Circuitos negativos

1.3. Algoritmo de Dijkstra

Este nétodo fue propuesto por Edsger Dijkstra enfe 4959 y se utiliza para
resolver el problema de rutasasicortas con costos no negativos entre @os-v
ces de unared, y de umestice inicial a todos los deas en la red, en cuyo caso el
resultado séa una arborescencia de rutaasrortas.

Dada la facilidad para el planteamiento de este problema, existen diversas apli-
caciones, entre ellas, el problema de transporte, regluct® costos, insumos o
tiempos, etc.

El algoritmo de Dijkstra se basa en la asigbacile etiquetas temporales y per-
manentes a losértices. Las primeras, sirven para indicar attice predecesor

y la menor distancia en un camino posible dettice inicial a este. Las etique-

tas permanentes sirven para indicar al predecesor en el camino seleccionado y
la distancia total recorrida dekttice inicial al \ertice en cueshin. Las etiquetas
temporales pueden mejorar en cada iténaalel algoritmo hasta obtener el ca-
mino mas corto posible, la cual ésiarcado con etiquetas permanentes.

El algoritmo finaliza cuando elértice final cuenta con una etiqgueta permanen-
te, en el caso del problema de ruta@swortas, o cuando todos loartices de la
red tienen etiqueta permanente, en este caso sa babontrado la arborescencia
de rutas ras cortas de fa S. A continuacdn se presenta una breve explicaci
del algoritmo de Dijkstra, y dos ejemplos de aplicewci

1.3.1. Algoritmo

SealaredR= [X,A,d] dondeX y A, representan, respectivamente, el conjunto
de \értices y arcos que componen a la Ry d;; es un iimero asociado a cada

6Una arborescencia de rutasésncortas d® es aquella arborescencia dondéieico camino
del \értice inicialsa todo \erticex; € X, es un camino i&s corto desax;. Para mayor informaoin
sobre la caracterizami de una arborescencia, se recomienda consultar [2].
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arco que representa la distancia detticex; al xj. Ahora, se muestran los pasos
para calcular el camino @&s corto del @rtice inicials al vértice finalt.

1. En este paso nidm Vvertice tiene etiquetas. La varialléx;) denota la dis-
tancia nas corta del grtice inicials al vérticex; € X y a(x) representa al
vértice predecesor de. Inicializamos el algoritmo asignando las siguientes
etiquetas temporaled(s) =0y d(x;) = c para todox # s. Seay = s.

2. Paratodog € ' (y) con etiqueta temporal, calculamos

d(x) = min{d(x;),d(y) +d(y,; %)} (1.1)

Sid(x) = o, terminar, pues no existen caminos sla algin vértice. En
caso de qué(x;) cambie, asignarle una etiqueta permanenteiaimo de
losd(x;) calculados ya(x) =y. Para el siguiente paso, sea X;.

3. Repetir el paso 2 hasta que suceda:

- El vértice finalt recibe etiqgueta permanente, en este caso seéhabr
encontrado el camino &s corto desat. Dicho camino est formado
por los \értices con etiqueta permanente y se puede recuperar con los
antecesores(x) calculados en cada iteréci.

- Si se desea encontrar la arborescencia de ruaaortas, el algoritm-
mo termina cuando todos logrices tengan etiqueta permanente y se
recupera con los antecesoeds;) de cada iteradin.

Para recuperar el caminoas corto utilizamos los antecesores de cada it@naci
que fueron denotados cearix), comenzando con laltima iteracon, es decir con
el vérticet y terminando ers. En orden inverso se obtiene el caminsaé.

1.3.2. Ejemplo

Se desea determinar el caminasicorto del @rtice 1 al 5 en la siguiente red
utilizando el algoritmo de Dijkstra:
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Figura 1.3: Ejemplo 1: Rutas &s cortas

Paso 1. Iniciamos con ekvtices etiquetado de manera permanente d¢h) =0,
d(X) = o parax # 1. Seay = 1.

Paso 2. Recalculamos las etiquetas para&osoes erf *(y)con etiqueta temporal
como:
d(2) =min{d(2),d(1) +d(1,2)} = min{e,0+2} =2
d(3) =min{d(3),d(1) +d(1,3)} = min{,0+4} =4
La distancia rmima de los @rtices etiquetados e§2) = 2, por lo tanto, el
vértice 2 recibe etiqueta permanente, alyora2 y a(2) =1.

Paso 3. Como 5 no ha sido etiquetado de manera permanente, se repite el Paso 2.

Paso 2. Realculamos las etiquetas paraéotoes erf ™ (2) con etiqueta temporal:
d(4) =min{d(4),d(2) +d(2,4)} = min{e,2+1} =3
d(5) =min{d(5),d(2) +d(2,5)} = min{e, 245} =7
El vértice 4 recibe etiqueta permanente; 4y a(4) =2.

Paso 3. El @rtice 5 no ha recibido etiqueta permanente, por lo tanto se repite el
paso 2.

Paso 2. Calculamos la etiqueta paraé@tice 5 er” " (4) con etiqueta temporal:
d(5) =min{d(5),d(4) +d(4,5)} = min{ew,3+2} =5
El vértice 5 recibe etiqueta permanenta($p) =4.

Paso 3. Comb=>5 hasido etiguetado de manera permanente, terminar. Finalmente,
el camino nas corto est marcado con etiquetas permanentes y se obtiene a
partir de los antecesores de la siguiente maneraéflce final es 5, ahora
a(5) =4, luegoa(4) =2 ya(2) =1 que es el rtice inicial. Por lo tanto el
camino nas corto del @értice 1 al 5 es 1+ 2 —+ 4 — 5 de longitudd = 5.
Podemos verla marcada en la Figura 1.4.
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Figura 1.4: Ruta ras corta del &rtice 1 al 5

Ahora bien, si dessgramos encontrar la arborescencia de rutas cortas, re-
petiiamos el algoritmo hasta que todos ldstices esin etiquetados de forma
permanente. Para este ejemplo, contiraraos con la siguiente iteraci:

Paso 2. Recalculamos las etiquetas paradosoes erf ™ (1)con etiqueta temporal
como:
d(3) =min{d(3),d(1) +d(1,3)} = min{c,0+ 4} = 4 El vértice 3 recibe
etiqueta permanente, ahogra= 3y a(3) =1.

Paso 3. Como todos lo€ktices han recibido etiqueta permanente, hemos obtenido
la arborescencia de rutasasicortas de ifa 1. Para recuperarla, basta con
incluir a la solucbn anterior quea(3) =1. La arborescencia de rutasam
cortas se muestra en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Arborescencia de rutagscortas
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1.4. Algoritmo de Ford

Este algoritmo es una modificaci del algoritmo de Dijkstra y puede utili-
zarse cuando los arcos tienen asociadoseros negativos. La modificaci al
algoritmo anterior es la siguiente:

1. Se aplica la Ecuaoh (1.1) del paso 2 a todos logniices sucesores del
vértice que se eatexaminando, naddo a los que tienen etiqueta permanen-
te.

2. Sila etiqueta permanente de wrticex; mejora, se borran las etiquetas de
los veértices tales qug € ().

3. El algoritmo se termina cuando todos I@stices estn etiquetados g(x)
no puede ser mejorada para riing&rtice.’

El algoritmo a seguir es el siguiente:

1. En este paso nidm \értice tiene etiquetas. Definimos las variabiés;)
y a(x) como en el algoritmo anterior. Iniciamos cd(s) =0y d(x;) = o
paratodox # s. Seay = s.

2. Paratodog € ' (y) calculamos:
d(x) = min{d(x),d(y) +d(y,x)} (1.2)

Sid(x) = o, terminar, pues no existen caminos sla algin vértice. En
caso de qué(x;) cambie, asignarle una etiqueta permanenteiaimo de
losd(x;) calculados ya(x) = y. Para el siguiente paso, sea X;.

3. Repetir el paso 2 hasta que suceda:

- Todos los ertices han sido etiquetados de manera permanetig )y
no puede mejorar para niag x;

- En caso de cambial(x;) para alginx; € X, se borran las etiquetas de
todos los ertices que salen del mismo.

Para recuperar el caminoas corto se utilizan los antecesores marcados en
cada iteradn cona(x ) siguiendo el procedimiento del algoritmo anterior.

"La prueba de questa modificacin funciona puede consultarse en la referencia [3]
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1.4.1. Ejemplo

Consideremos la red de la Figura 1.6 y apliquemos el algoritmo de Ford.

Figura 1.6: Red con arcos cak) >0ydj <0

Paso 1. Inicialmente, ekvtice 1 esd etiquetado de manera permanentea(dr) =
0,d(x) = oo parax; # 1. Seay = 1.

Paso 2. Recalculamos la etiqueta de todos értoes sucesores ge-= 1:
d(2) =min{d(2),d(1) +d(1,2)} = min{ew,0+2} =2
d(3) =min{d(3),d(1) +d(1,3)} = min{ew,0+1} =1
La etiqueta rinima de los ertices examinados eX3) = 1, el \ertice 3
recibe etiqueta permanente. Sea3ya(3) =1.

Paso 3. Como no todos logrices tienen etiqueta permanente, se repite el paso 2.

Paso 2. Calculamad(x;) para los sucesores dedice 3:
d(4) =min{d(4),d(3) +d(3,4)} = min{e,1+1} =2
El vértice 4 ha sido etiquetado. Sgea 4y a(4) =3.

Paso 3. Como no todos lognices han sido etiquetados, se repite el paso anterior.

Paso 2. Calculamos la etiqueta paraétice 2:
d(2) =min{d(2),d(1) +d(1,2)} = min{c,0+4+2} =2
Seay=2ya(2)=1.

Paso 3. Todos losértices han sido etiquetados. Sin embargo, hace falta compro-
bar si es posible mejorak(x;) para al@n x. Por lo tanto repetimos el paso
anterior utilizando lailtima etiqueta asignada.

Paso 2. Calculamad(x;) para los ertices sucesores ge= 2:
d(3) =min{d(3),d(2) +d(2,3)} =min{1,2—3} = -1
d(4) =min{d(4),d(2) +d(2,4)} =min{2,2—-1} =1



1.5. ALGORITMO DE FLOYD 13

La etiqueta rmima de los @rtices examinados &§3) = —1, por lo tanto
mejora la etiqueta delartice 3. Seg =3ya(3) =2.

Paso 3. Como mejorla etiqueta del @rtice 3, se borran las etiquetas de todos los
vértices que salen del mismo. En este caso, se borra la etiquetarties v
4, por lo que es necesario repetir el paso anterior.

Paso 2. Calculama¥(x;) para los ¥ertices sucesores ge-= 3:
d(4) =min{d(4),d(3)+d(3,4)} =min{2,—1+1} =0
El vértice 4 ha sido etiquetado. Se@) =3.

Paso 3. Todos losértices han sido etiquetados, ademo es posible reduai(x;)
para ningin x. Por lo tanto, termina el algoritmo y el camin@mcorto es
1—2—3—4cond=0.EnlaFigura 1.7 se muestra el caminaswtorto
del véertice 1 al 4.

Figura 1.7: Soludn al ejemplo del algoritmo de Ford

1.5. Algoritmo de Floyd

El algoritmo de Floyd se utiliza para calcular el caminasngorto entre cual-
quier par de @rtices de una re® = [X,A,d]. A grandes rasgos, el algoritmo
funciona como sigue: Sea una ied- [X,A,d] conX = {1,2,3,--- ,n}, en cada
iteracbn k = {1,--- ,n}, el algoritmo calcula el camino &s corto del @rticei
pasando pok llegando aj para cualquier par deevtices de la red. La distancia de
los caminos ras cortos se va actualizando en cada itérasobre una matriz de
dimensione® x n. Al mismo tiempo el camino &s corto que deba seguirse se va
actualizando en una matizzde dimensionesn x n, de tal manera que al finalizar
el algoritmo sei posible recuperar la distancidnima entre todo par de nodos
con su respectivo caminoas corto.
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Al inicializar el algoritmo se construyen las matric@y Z de la siguiente mane-
ra: Es condidn necesaria que no existan buéles la red, por lo qu€li,i] = 0

Vxi, adends si(x;, Xj) ¢ Aentonce<L[i, j] = oy si(X,Xj) € A, entonce]i, j| =
d(xi,X;j). Continuamos con la inicializamn de la matriz de predecesores, en este
casozli, j] =i Vx;, X € X.

En cada iteraéin k dondek = {1,2,--- ,n} se calcula la distancia &s corta
entre todo par deértices(x;,xj) comoCli, j] = min{C]i, j],C[i,k] +C[k, j]}. Si
Cli, j] # « y fue modificada, es decir, si ocurre g@g, j| = C|i, k] + C[k, j], en-
toncesz|, j| = zk, j].

Es importante mencionar que este algoritmo se detiene una vez finalizadas las
k iteraciones, es decir, cuando se ha calculado la ragcurta entre todo par de
vértices de la red. O bien, se detiene cuando existen circuitos negativos sobre la
red, en este caso,@ji,i] < 006zf,i] #iparaalgni € {1,...,n}, entonces existe

un circuito negativo sobre la red y no es posible obtener una soluci

Ahora bien, al finalizar las iteraciones del algoritmo se puede recuperar el ca-
mino mas corto de a j utilizando la matriz de antecesoreascomo sigue: Supon-
gamos quel|, j] = b, entonce$ es el nodo inmediato anterior antes de llegarr de
a j. Siguiendo esto, ifi, b] = a, entoncesi es el \ertice inmediato anterior antes
de llegar de ab. Este proceso se repite hasta llegajfi,&| =i .

La ruta obtenida va d¢ a i, sin embargo al leerla en orden inverso se obtiene
la trayectoria deseada.

1.5.1. Ejemplo

Para ejemplificar la forma en la que este algoritmo detecta circuitos negativos,
se le aplicaa a la Red de la Figura 1.2:

1 -3
1 2
(3)
L &) @

Las matrices iniciales asociadas a lalRgdFigura 1.2) son:

8Se dice que hay un bucle en la rBd= [X, A] si (x;, %) € A para algin verticex; € X.
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0 1 o o 1111
C— o 0 -3 o . 2 2 2 2
1 o 0 2 3 3 3 3
o c0o oo 0 4 4 4 4

A continuacon se muestran losatculos para la matriz C en la primera itekati

- C[1,1] =min{C[1,1],C[1,1] +C[1,1]} = min{0,0} =0

- C[1,2] =min{C[1,2],C[1,1]+C[1,2]} = min{1,0+1} =1
- C[1,3] =min{C[1,3],C[1,1] +C[1,3]} = min{e, 0400} = 00
- C[1,4] =min{C[1,4],C[1,1] +C[1,4]} = min{co,0+ 0} = o0
- C[2,1] =min{C[2,1],C[2,1] +C[1,1]} = min{e,00 40} = 0
- C[2,2] =min{C[2,2],C[2,1] +C][1,2]} = min{0,00+1} =0
- C[2,3] =min{C|2,3],C[2,1] +C[1,3]} = min{—3,c0} = —3
- C[2,4] =min{C[2,4],C[2,1] +C[1,4]} = min{co,c0} = o0

- C[3,1] =min{C[3,1],C[3,1] +C[1,1]} =min{1,1+0} =1
- C[3,2] =min{C|[3,2],C[3,1] +C[1,2]} = min{eo, 141} =2
- C[3,3] =min{CJ3,3],C[3,1] +C[1,3]} = min{0,14 w0} =0
- C[3,4] =min{C[3,4],C[3,1] +C[1,4]} = min{2,14 00} =2
- C[4,1] =min{C[4,1],C[4,1] +C[1,1]} = min{e, 0040} = 00
- C[4,2] =min{C[4,2],C[4,1] +C[1,2]} = min{e,004+ 1} = 00
- C[4,3] =min{C[4,3],C[4,1] +C[1,3]} = min{, 00} = 0

- C[4,4] = min{C[4,4],C[4,1] +C[1,4]} = min{0,e0} = 0

Entonces la matriz actualizada es:

8 » 8 O
8 NO R
8 o/, 8
o 8 8
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Como cambb la entradaC[3,2], entoncexz3,2] =z[1,2] =1y la matriz corres-
pondiente es:

WN -
R NP
WN -
WN -

4 4 4 4
Pasamos a la segunda ite@aciEl clculo de C es:

- C[1,1] =min{C[1,1],C[1,2] +C[2,1]} = min{0,1+ o} =0

C[1,2] =min{C[1,2],C[1,2] +C[2,2]} =min{1,1+0} =1

C[1,3] =min{C[1,3],C[1,2] +C[2,3]} = min{e,1—3} = -2
- C[1,4] =min{C[1,4],C[1,2] +C[2,4]} = min{c, 14 00} = 00

- C[2,1] =min{C[2,1],C[2,2] +C[2,1]} = min{co,0+ 0} = 0

- C[2,2] =min{C[2,2],C[2,2] +C[2,2]} = min{0,0+0} =0

- C[2,3] =min{C[2,3],C[2,2] +C[2,3]} = min{—3,0—3} = -3
- C[2,4] =min{C[2,4],C[2,2] +C[2,4]} = min{c,0+ 0} =00

- C[3,1] =min{C[3,1],C[3,2] +C[2,1]} = min{1,2+ o} =1

- C[3,2] =min{C[3,2],C[3,2] +C[2,2]} = min{2,2+0} =2

- C[3,3] =min{CJ[3,3],C[3,2] +C[2,3]} =min{0,2—-3} = -1

Como cambiaron las entradas C[1,3] y C[3,3], atmjta3] =z[2,3] =2y z[3,3] =
z[2,3] = 2. Las matrices correspondientes a esta itérason:

0 1 -2 1121
C:°°0_3°° Z:2222
1 2 -1 2 312 3
o oo oo 0 4 4 4 4

ComoC|3,3] < 0y z[3,3] # 3, existe un circuito negativo en la red. Para recu-
perarlo utilizaremos la matriz comenzando er3,3] = 2, luegoz3,2] =1y
z[3,1] =3, entonces el circuito negativo €3,1,2,3} y por lo tanto no se puede
obtener una soluch optima.

En el siguiente cdpulo se expone el problema del flujoaximo y algunas va-
riantes del problema.



Capitulo 2

Flujos

2.1. Introduccion

En este cappulo planteamos el problema en el que se desea transportar cierta
cantidad de la mercarecde unadbrica a un centro de distrib@ei y que en el
proceso de transporte se puede pasar por diferentes puntos de la ciudadsAdem
existe una capacidadarima de mercana que puede transportarse entre cada par
de puntos de la ciudad. A dicha mercanie llamaremos flujo y un planteamiento
de este problema es el siguiente:

Se desea conocer la cantidadxima de flujo que puede pasar a #ra\de la red
R=[X,A,q], de una fuente espidica, el \ertices, a una terminal, elérticet. En
este sentido, se supone tagmique si;,xj € Xy (X,Xj) € A, entonces el arco
(xi,x;) tiene asociada una capacidgfdque representa dihite maximo de flujo
que puede pasar dedsticex; al X;.

Uno de los algoritmos &s utilizados para resolver este tipo de problemas es el de
Ford y Fulkerson (1957) y a partir de este surgen diversas variantes. Entraslas m
comunes se encuentran:

(i) Cuando existen varias fuentes, s, S, ..., Sn) O varias terminale@, to, t3, ..., ty)
enlaredR=[X,A,q].

(i) Cuando ade#s de capacidades, los arcos tienen asociada una cota inferior
rij. En este caso desea determinarse un flujo factible, es decir, un flujo que
cumpla con las condiciones demite inferior y superior para cada arco.

Si aden@s se asocia costp; a cada unidad de flujo que pasa por el arco
(Xi,Xj), el problema es encontrar €iojo a costo rinimo.

En este cajpulo se muestra el desarrollo y fundamentos del algoritasido de

17
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Ford y Fulkerson y una breve descripeide los casof) y (ii). Posteriormente,
se profundiza en otra variante del problema llamétigo en redes con ganan-
ciascon base en el algoritmo presentado por Nicos Christofides.

2.2. Planteamiento del problema

Consickrese la re@R= [X,A,qg] con un \ertice inicial (origenpy uno terminal
t. Ademas, a cada arc, Xj) € Ase le asigna una cantidgg denominada flujo,
este es factible si se satisface que:

VSiXj =S
Z &ij — z i = —VSix =t (2.1)
Xl T (%) Xl (%) Osixi#sot

Y adenas cumple que para todg;, xj) € A, 0< & < gjj.

A la expresbn (2.1) se le conoce como ecuaciones de consémvatg flujo y
establecen que el flujo que entra a caédige es igual al flujo que sale del mis-

mo, excepto paray t. Ademas se debe cumplir que0éij < q;jV(xi,Xj) € A, es

decir, que el flujo a trads de cada arco debe ser menor o igual a la capacidad del
mismo. En este sentido, el objetivo del problema general de flujo es encontrar una
distribucibn del flujo tal que se maximice:

V= Z ésj— z éis

Xjelr(s) x€r=(s) (2 2)
= > &= > &

el = (t) xer+(t)

El Teorema deFlujo maximo- corte imimo constituye una herramienta de opti-
malidad para este problema, ya que sirve para determinar si el flujo sobre una red
es nmaximo. Sin embargo, antes de citarlo es necesario conocer lo siguiente:

Una cortadurgXo — Xo) es un conjunto de arcos que sepadet si s e X

y t € Xo. Adenas si quitamos este conjunto de arcos de la red, no existe cadena
alguna del ertice inicials al vértice finalt. El valor de esta cortadura es la suma

de las capacidades de todos los arcof deuyos ertices iniciales eah enXg y

los finales estn enX,, entonces

V(X — Xo) = > i (2.3)
(%i%}) € (Xo—Xo)
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TEOREMA: FLUJO MAXIMO - CORTE MINIMO
El valor del flujo néximo del \ertices al vérticet es igual al valor de la cortadura
minima que separasdet. 1

De esta forma la cortadurainmima es la cortadura dondgXy — Xo) es mini-
mo.

El problema del flujo raximo tiene aplicaciones en diversos contextos, por ejem-
plo, se utiliza para optimizar procesos de fabrioagsistemas de comunicaaiy
programadin logstica. Tambén es utilizado como subrutina para resolver proble-
mas nas complejos, entre ellos, comprobar la existencia de una 8oltaxstible

en el problema de flujo a costamimo.

La estructura del problema de rutagsncortas es complementaria a la estruc-
tura del problema de flujo aximo y ambas son la base de diversos algoritmos.
En este sentido, los algoritmos de rutagsntortas pueden ser vistos como flu-
jO maximo-costo rmimo sin considerar las capacidades de los arcos, mientras
que los algoritmos de flujo aximo pueden verse como de fluj@rimo- costo
minimo sin considerar los costos de los arcos.

2.3. Algoritmo de Ford y Fulkerson

El algoritmo de Ford y Fulkerson resuelve el problema general del flaja-m
mo iniciando con un flujo factible conocido, por ejemplo un flujo igual a cero en
todos los arcos de la red, y recursivamente se construyen secuencias de flujo de
mayor valor hasta llegar alaimo. Antes de conocerams acerca de dicho algo-
ritmo, es necesario tomar en considepadas siguientes definiciones:

SeaR = [X,A,q], consideremos una cade@adel vértice inicials al vértice fi-
nalt y sea(x;,Xj) € A un arco que forma parte d& Definimos los siguientes
subconjutos d€:

= (x;,Xj) € C* sitiene sentido ds at
= (X,xj) € C™ sitiene sentido déas

Decimos queC es aumentante €; < ¢; para todos los arcosq,xj) € CTy
&j > 0 para todo(x;,xj) € C~. Se denomina cadena aumentante debido a que

1L a justificacbn y demostraéin de este teorema se encuentra en [4]
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puede enviarse flujo a tras de ella, alcanzando con esto un flujo factible de ma-
yor valor?

En caso de que sea posible incrementar el valor de la cadena aumentanitg-en
dades, debe cumplirse qdg + & < g;; para todos los arcos @1 y &j — 0 >0
para todo arco e@~. Al buscar el flujo ndximo enR, el objetivo es qué tenga

el mayor valor posible. En este sentido, la capacidad increm&néalla néxima
cantidad de flujo que puede enviarses@d a traes de la cadena aumentante. Se
calcula con la Brmula 2.4:

5—=mi . .z . . 24
mm{(i,ﬁ?é@* (CIU Elj),(i72?é%7 (EI])} (2.4)

Despues de tener un flujo inicial factible, se utiliza una subrutina de etiquetado
para encontrar una cadena aumentante eeices al véerticet. Si la cadena au-
mentante existe, se actualiza el flujo que puede pasaréstdevella, aumentando

ad el flujo que pasa por la red. Una vez actualizado el flujo, se repite este pro-
cedimiento hasta que no se encuentre ninguna cadena aumentarédidesal
vérticet. En este casd es el flujo maximo.

Consideremos el problema del flujgamimo en la redR = [X,A,q] y donde cada
vérticex; € X tiene uno de los siguientes estados:

- Etiquetado y escaneado: E&nice ha sido etiquetado y todos sustices
adyacentes han sido examinados.

- Etiquetado y no escaneado: Ertice ha sido etiquetado y no todos sus
vértices adyacentes han sido examinados.

- Vértice no etiquetado.

Las etiquetas de cad@ntice son de la formé+x;,d) o (—x;j,d). Cuando la pri-
mera coordenada es de la forma;, el flujo puede incrementar a ti@s del arco
(Xj,Xi). Cuando la primera coordenada es del tipq, el flujo puede disminuir
a traves del arcqx;,x;). Para ambos casod,es la cantidad de flujo que puede
pasar desax; a tra\es de la cadena aumentante que s& @sstruyendo. De esta
forma, al etiquetax;, se esh construyendo una cadena aumentante de flugade

X;.

2Se recomienda consultar el libro de la referencia [2] para mayor infofmagibre las cadenas
aumentantes.
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2.3.1. Algoritmo

A continuacon se presenta el algoritmo Ford y Fulkerson. Para inicializar el
algoritmo, todos los &rtices estn sin etiquetar.

1. Iniciar con un flujo factible sobre la reéste puede ser cero. Etiquetansos
con(+s,0(s) =)

2. Elegir un \ertice x; no etiquetado y no examinado cambiar su status por
(EXk, 0(X))-
e Para todos los articesx; € ' (x;) que no esn etiquetados y con
&j < qij, etiquetar+x, 6(xj)), cond(x;) = min{delta(x), o — &ij }-
e Para todos losérticesxj € ' (x) que no esin etiquetados y con
&ji > 0, etiqueta—x;, 6(x;)), cond(x;) = min{delta(x), &j }.

Ahora el \erticex; esh etiquetado y escaneaday esh etiquetado y no
escaneado.

3. Repetir el paso 2 hasta que ocurra:

e Sit es etiquetado, pasar a 4.

e Sit no esh etiquetado y ya no puede colocarse otra etiqueta, terminar
el algoritmo. En este caspes el flujo naximo. SeaxXy es el conjun-
to de nodos etiquetadosXp es el conjunto deértices sin etiquetar,
entonces los arcos de la forré — Xo) representa la cortaduraimiv
ma.

4. Actualizacbn del flujo. Sex =t

5. Sila etiqueta de es de la formd+2z,5(x)), el flujo pasa d&,xa &zx+ o(t).
Si la etiqueta de& es de la formd—z,5(x), el flujo pasa déx; a éx;— o(t).

6. Siz=s, borra todas las etiquetas y repetir el algoritmo con el flujo actuali-
zado. Siz# s, sea = zy regresar al paso’.

2.3.2. Ejemplo

Encontrar el flujo raximo utilizando el algoritmo de Ford y Fulkerson sobre
la red de la Figura 2.1. A cada arco se asofgia

3Para mayor detalle sobre el algoritmo de Ford y Fulkerson consultar las referencias [5], [2],

[1].
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Figura 2.1: Red inicial

Paso 1. Iniciamos el algoritmo con un flujo factible de cero sobre la red. A cada
arco de la Figura 2.2 se le aso¢&, qj ).

/

(0,10) (0,8)

05—

Figura 2.2: Red con un flujo inicial factible de cero

Paso 2. Asignamos akwtices la etiqueta(+s,) y etiquetamos a losérticesx; €
[ *(s) que no estn etiquetados y cofyj < Os;:

= (+5,0(1)), cond(1) =min{d(s),gs1— &s1} = min{e,10— 0= 10. Enton-
ces la etiqueta de 1 ¢s-s,10).

= (+s,0(t)) cond(t) =min{d(s),0st — &st} = min{e,5—0=>5.Y la etiqueta
det es(+s,5) Decimos ques esh etiquetado y escaneado. Lastices 1y
t estin etiquetados y no escaneados.

Paso 3. Como ha sido etiquetado, pasar a 4.
Paso 4. Actualizadn del flujo.

Paso 5. Sila etiqueta dees de la formd+z,0(x)), el flujo pasa d€,xa ézx+ o(t).
Entonces el flujo que atravieza por el afed) esést+ d(t) = 0+5.

Paso 6. Se borran todas las etiquetas y se repite el algoritmo con el flujo actualizado
mostrado en la red de la Figura2.3.
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PO

(0,10) (0,8)

F— 65—

Figura 2.3: Flujo correspondiente a la primer itegari

Paso 2. Etiquetamascon (+s,») y a los \erticesx; € ['*(s) que no esin etique-
tados y corésj < Qsj:

= (+5,0(1)), cond(1) =min{d(s),gs1— &s1} = Min{e,10—0=10Yy la eti-
queta eg+s,10). El vertices est etiquetado y escaneado. Lastices 1y
2 eshn etiquetados y no escaneados.

Paso 3. Repetir el paso 2.

Paso 2. Etiquetamos a loénicesx; € (1) que no etn etiquetados y cofyj <
Qj-

= (+1,0(t)),cond(t) =min{d(1),qs — &1t } = min{e0,8— 0= 8y la etiqueta
es(+1,8). El vertice 1 est etiquetado y escaneado.

Paso 3. Como ha sido etiquetado, pasar a 4.
Paso 4. Actualizabn del flujo.
Paso 5. El flujo que atravieza por el afsot) esési+ o(t) = 0+ 5.

Paso 6. Se repite el algoritmo con el flujo actualizado mostrado en la red de la

Figura2.4.
/N

(8,10) (8,8)

F— 65—

Figura 2.4: Flujo correspondiente a la segunda itémaci
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Notemos que en la siguiente iter@ecidel algoritmo, ya no es posible incre-
mentar el flujo desat. Por lo tanto se ha llegado al cortémmo formado por los

arcos(Xo — Xo) = {(1,1), (s,t)}. Ademas, se cumple qugX — Xo) =8+5=13
esigual al valor del flujo obtenido, por lo tanto el valor del flujaximo esf = 13.

2.4. Principales variantes del problema

Algunas de las variantesas comunes del problema son:

2.4.1. Redes con @s de un \ertice de origen y nas de un \erti-
ce terminal

Cuando existen varias fuentes, s, Ss, ..., Sm) O varias terminalefy, to, ts, ..., tn)
en laredR = [X,A,q] se construye una red auxiligf = [X’,A’, (], donde:

={st}uX
A =AU{{(s,5)]i=1,2.m}uU{j,t)|j =1,2..n}}
q. :{ Gij si (Xivxj) €A
') 0sii=s0j=t
En este caso el problema se reduce a encontraalama cantidad de flujo que
puede pasar delérticesalt enR, que es el flujo raximo en la red originaR.

En la siguiente red (Figura 2.5) se muestra un ejempldjmleno asociado a cada
arco representa su capaciapd

N
N

Figura 2.5: Ejemplo 1

Notemos que la red anterior tiene d@stices inicialess; y s, y dos \ertices
finales,t; y to. Al agregar ertices ficticios de origen y destino con capacidad
en los arcoss’,s1), (Ss), (t1,t') y (t2,t'), es posible usar el algoritmo de Ford y
Fulkerson con el cual se obtiene la so@utique se muestra en la Figura 2.6. A
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©\>

t1 (7 -
()
@4’0)
(5,5)

Figura 2.6: Solu@n al Ejemplo 1

cada arco se asocfdij, gij ).

En la siguiente iteradn del algoritmo de Ford y Fulkerson, edrtices' recibe
la etiqueta permanenters, ) y sus sucesores, lo€ricess; y S, reciben la
etigueta temporal+s, ). Luego ningin vertice enl *(s;) puede ser etiquetado
pueséj = gjj. Lo mismo sucede para eéxtice el * (sp).

Por lo tanto, termina el algoritmo y se llega al corte formado por los &ps>
Xo) = {(s1,1),(s1,2),(,2)}. Efectivamente, se cumple quéXg — Xo) = 4+
6+ 2 = 12 es igual al valor del flujo obtenido, por lo tanto el fluj@ximo es
¢ = 12. Facilmente puede verse que al eliminar I@stices ficticioss' y t’ y los
arcos que los unenR, el resultado obtenido es el mismo para la red original.

2.4.2. Redes con cota inferior y superior de flujo

En este caso, un flujo factible es aquel que satisfacértotes de capacidad
de cada arco. Sea la r&d= [X,A,q,r], donderjj representa el flujo mimo que
puede circular a trés del arcdx;, Xj). En este tipo de redes, adasde las ecua-
ciones de conservawi de flujo, se debe cumplir qugx;, xj) € A rij < &j < qjj.
Por otro lado, sij; = 0 para todos los arc@s;, xj) € A, entonces nos encontramos
en el caso anterior.

La Figura 2.7 muestra un ejemplo de este tipo de red. A cada arco le asociamos
(rij» Qi j)-
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(0,10) (3,8)
@< ws) ﬁ
(2,6) (2,10)

Figura 2.7: Red cuyos arcos tienen cota inferior y superior

Para resolver este tipo de problemas, es necesario comprobar la existencia de
un flujo factible, pues un flujo de cero para todos los arcos de la red puede no
resultar factible, dado que losrites inferiores de los arcos pueden ser mayores a
cero. Para encontrar el flujo factible se construye una red auiiliaff X', A’, d],
constituida de la siguiente manera:

X' =Xu{s,t'}
A =AuU(t,s)U{(s,xj), (x,t") para(x,x;) € Aconrijj #0)}
Gij = dij — rij para(x,xj) € A
q =4 o =rij para{(s,xj), (%,t")} €A
Ghs =
Notemos que;j; = 0 para todos los arcos @®&. En caso de que urévtice tenga
mas de un arco entrante, se suman todas las cotas inferiores de flujo para formar
un lo arco auxiliar del tipgs’, xj). Se procede de forma aloga para construir
los arcog(x;,t").

Con ayuda del algoritmo de Ford y Fulkerson se calcula el fllgaimo des
at’. Cuando este es de valdr= 3 r;; donderj; # 0, se dice que existe un flujo
factible de valoi/; en la red originaR.

Una vez calculad®’, se actualiza el flujo en la red original corgg = & +rij
para todos los arcos dondg # 0 y & = Ei’j para los arcos dondg; =0y se
procede a encontrar el flujoarimo del \ertices al verticet utilizando el algorit-
mo de Ford y Fulkerson con una modifiagatique consiste en asignar etiquetas
[—J,&i] alos \ertices no etiquetados cdy) > rij, donde&; = min{éj, &; —rij }

Como el flujo a tra@s de cada arco tienarlite inferior y superior, tambn se
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modifica la forma de calcular la capacidad de la cortadirama a:

V(X — Xo) = > Gi— Y T (2.5)
(%%} ) €(Xo—Xo) (%)) €(Xo—X0)

En la Figura 2.8 se muestra la red auxilRircorrespondiente al problema plan-
teado en la Figura 2.7. A cada arco se asq’gla

Figura 2.8: Red marginal de la Figura 2.3

Al aplicar el algoritmo de Ford y Fulkerson se obtiene la Figura 2.9. A cada
arco se asoci&;,q;). Notemos que/ = 8 que es igual a la suma de todas las
cotas inferiores. Por lo tanto, existe un flujo factible de vdlgre= 6 en la red
original R.
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|

S

/ (07§>\ (5,5)

Figura 2.9: Flujo naximo sobre la red marginal

Posteriormente se actualiza el flujo sobre la red original obteniendo un flujo
factible de valow = 6, el cual se muestra en la Figura 2.10. A cada arco se asocia
la triada(rij , fij , Gij ).

Figura 2.10: Red original actualizada con el flujo inicial factible

Maximizamos el flujo de la red de la Figura 2.10 utilizando el algoritmo de
Ford y Fulkerson con la variante previamente mencionada. El flujo obtenido en la
Gltima iteracon se muestra en la Figura 2.11. Los arcos se definen igual que en la
red anterior.
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A

(0,10,10)| (3,8,8)

(S:< (1,2,5) >®

(2,6,6) | (2,8,10)

hof

Figura 2.11: Red original con el flufgptimo

En la siguiente iterabn del algoritmo, el &rtices recibe la etiqueta perma-
nente(+s,o) y ningn vértice en” * (s) puede ser etiquetado pu&s= gjj.

Por lo tanto, termina el algoritmo y se llega al corte formado por Iosﬂb(‘(ps»
Xo) ={(s,1),(s,2)}. Se cumple que el valor del cortédmmo esv(Xy — Xp) = 16
es igual al valor del flujo obtenido, por lo tanto el fluj@rimo es de valov = 16.

En el siguiente cdfulo se profundiza sobre la tercer variante del problema men-
cionada anteriormente: flujoarimo en redes con ganancias.
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Capitulo 3

Flujo maximo en redes con
ganancias

3.1. Introduccion

En las variantes del problema de fluj@ximo revisadas hasta ahora, para to-
dos los ‘ertices distintos del origen y el terminal, se cumplen las ecuaciones de
conservadn de flujo.

Si en este contexto, suponemos que a cada arco de la red se le asocia un mul-
tiplicador positivo, entonces la cantidad de flujo que ingresa a un arco es distinta a
la que sale del mismo, es decir, no se cumplen las ecuaciones de corasedeCi

flujo, y en este caso, la tarea consiste en maximizar la cantidad de flujo que puede
circular a traes de la red sujeto a las distintas capacidades de cada arco y con-
siderando el impacto de la ganancia en el flujo. A este problema se le denomina
flujo maximo en redes con ganancig®l método para solucionarlo puede variar
dependiendo de las variables y restricciones que se agreguen al planteamiento.

Diversos autores como Jean F. Maurras, William S. Jewell , Richard C. Grinold
y Nicos Christofide han desarrollado algoritmos para solucionar este tipo de
problemas. Algunos de ellos utilizan como subrutina étado simplex para de-
terminar soluciones factibles y para la elimir@cde circuitos negativos, iaomo
modificaciones del algoritmo de Ford y Fulkerson para maximizar el flujo adrav
de la red sujeto al costo por cada unidad de flujo con el que &érabhjando.

Este problema tiene una amplia variedad de aplicaciones, por ejemplo: en trans-

ILas publicaciones correspondientes a estos autores se encuentran en la Biliolr,

(8], [1]

31
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porte, para maximizar reaccionedmpicas, para controlar la corriente que circula
a traes de estructurasésitricas, para diversificar portafolios financieros, etc.

Como se menciamen el caftulo anterior, en este céplo se describan los ele-
mentos y etapas que componen al algoritmo que preddinbs Christofides en
1975 para resolver el problema del fluj@ximo en redes con ganancias.

3.2. Planteamiento del problema

De manera intuitiva, se desea maximizar la cantidad de flujo que circula so-
bre una red en la que cada arco tiene asociado un multiplicador que incrementa o
disminuye la cantidad de flujo que pasa a &sdel mismo. Esta ganancia puede
tomar cualquier valor, pero para estos efectos se considesanegativa.

Siguiendo la notaéin del caftulo anterior, tenemos el siguiente planteamiento:
Se desea pasar la mayor cantidad de yjajue circula en lare®= [X,A,q,9],
dondeX es el conjunto deartices deR, A es el conjunto de arcog;j representa

la capacidad del arc@x,x;) y gij > O representa la ganancia del mismo.

Como el flujo que entra por un arco es diferente al flujo que sale del mismo,
es necesario marcar esa distércicon la notadin Eﬁ para el flujo entrante ﬁi‘j’

para el flujo que sale luego de ser multiplicado por la ganancia, es decir, el flujo
saliente por el arcg;j es:

& = &5+ g 3.1)

Notemos que para este tipo de redes, la capacidad de cada arc@aaju&aente
para el flujo entrante, as

&S <qj (3.2)

Definimos al paibn de flujo= como el conjunto de flujo entrante y flujo saliente en
cada arco de la reR= [X,A,q,9], es decir= = {(§, §7)V(x.,xj) € Ay decimos
que es factible si ades cada &rtice deR cumple con las siguientes condiciones
de continuidad:

VsSiX =S

Y O&E- Y &=( —wsix=t (3.3)

xjel T (x) xel — (%) 0 sixj#sot
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Las ecuaciones de continuidad del problema de flujo con ganancias son simila-
res a las ecuaciones de conserdade flujo, con la diferencia de que se hace una
distincion entre el flujo entrante y saliente de cada arco, ya que no necesariamente
es el mismo.

Decimos que un patn de flujo factible= es maximo si produce el mayor va-
lor devt,y decimos que e'e_ptir_no si para cualquier flujo factiblg’ = ( i’je, i’j")
ocurre ®lo alguna de las siguientes:

i. v < cuandovs = v
ii. Vs> V;cuandov; =V

En otras palabras, un flujo @éptimo si el mismo flujo de entrada, produce el
mayor valor de salidg. O si un menor valor de entrada produce el mismo valor
de salida que un pditn de flujo diferente coms mayor.

3.2.1. Ejemplo

Veamos la diferencia entre un patrde flujo nodptimo, 6ptimo y dptimo
maximo. A cada arco de la siguiente red (Figura 3.1) se agqgiaj ).

JON

@((32) (7,3)
(7.3 (43)

Figura 3.1: Red coffgj, gij)

La siguiente red (Figura 3.2) muestra un patde flujo= no 6ptimo. Notemos
quevs=3yVw =4.
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Joy

(1,2) (2,1)
AN
@( jo
(2,1) (1,3)

jof
Figura 3.2: Patvn de flujo nodptimo
En la Figura 3.3 tenemos un parrde flujo=" 6ptimo y no naximo. Efectiva-

mente, con el mismo valor de entrasig= 3, se produce un mejor valor de salida,
vi=45
t . .

(0,0) (0,0)
\
of jo
33 EY

Figura 3.3: Patin de flujobptimo y no naximo

La Figura 3.4 muestra un patr de flujooptimo maximo convs =10 yv; = 277

(3.6) (6.3)
AN

of jo
7. 423

Figura 3.4: Paton de flujobptimo maximo
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En este sentido, resolver el problema del flujaximo en redes con ganancias,
se refiere a encontrar el patr de flujo= 6ptimo maximo, es decir, un pdin de
flujo que sea@ptimo y aderas que produzca el valor demaximo.

3.3. Cadenas Aumentantes

En este tipo de redes, se define una cadena aumentanétitdx; al vértice
Xt, como aquella en la que puede enviarse flujo &saleR del verticex; al verti-
cex;. Notemos que esta definiti es aaloga a la que se utiliza para el algoritmo
de Ford y Fulkerson.

De esta forma, si tenemos la cadena aument@ateg x;, Xy, ..., % }, con los sub-
conjunto<Ct y C~ definidos en el cdpulo anterior, entonces, para todos los arcos
(xi,xj) € C" se tiene qu& s, ; < g;i+1Y paralos arcoéxj,x) € C~ se tiene que

e

< ..>0.

i—21.

Calcularemos la ganancia de la cadena aumentante, ..., %), denotada como
g(S como:
99= T[] o [] i (3.4)

(X Xj )eCc+t (Xj X )EC—

Capacidad de una cadena

La capacidad incremental de una cad&wes la naxima cantidad de flujo que
puede circular a trés de ella hasta que, alg(x;,xj) € C* se sature o la capaci-
dad incremental de uno de los ar¢aes x;) € C~ se reduzca a cero.

Si Ses una cadena simple sobre la cual se introduce un dligmpezando en
X1, entonces el flujo entrantexg, en el arcaXip, Xip+1) €s:

Spip =90 [] i [] 1/9;=90-9(S) (3.5)

(xi.x))eCy  (xj.%)eCp

dondeCIj,r y C, son subconjuntos de la subcad&ha= (Xi1,Xi2,...,Xip) Y 9(Sp)

es la ganancia d8,. Notemos que al hacér= 1 en la expre$in 3.5, se describe
el comportamiento de una unidad de flujo al circular por la ca@ememenzando
en el nodox1 hasta llegar al nod®,. Por esta ram, para obtener la ganancia
de Sdeben multiplicarse las ganancias de los arcoS ey dividirse las ganan-
cias de los arcos €@, . Cuandod # 1 estamos calculando la ganancia final de
introducir o unidades de flujo eB. En este sentido, un arcﬁ&ip,xipH) €CT' esh
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e . — 0 1 i
saturado cuandéﬁpip+ .t dp.ml = Gipip.1 Y la capacidad incremental de los arcos
. . — . _ g0 — . e
(Xips1,%ip) € C™ se reduce a cero cuandQi,,, = & i = Gip1ipéi,, i, POr10
tanto, la capacidad incrementql(,S), de la caden&es:

Q(S) — min min Qip,ip+1 - ii,ipﬂ min gip+17ipfii+1,ip
(XipXip, 4)€CH 9(S) ’(xipH,xip)eC* 9(S)
(3.6)

Tomemos la cadena de la Figura 3.5 como ejemplo. El prignaeno asociado
a cada arco es su capacidad y el segundo es la ganancia.

5,2 9,3 7,% 15.5

Figura 3.5: Ejemplo de cadena aumentante

En la Figura 3.6 se muestra el gatrde flujo (§f,&?) asociado a la cadena
aumentante.

2,4 (4.3 — (5.8) (8,40
OO O OS©

Figura 3.6: Patin de flujo asociado a la Figura 3.5

Primero calculamos la ganancia en cada subcadena al intr@dactna\ées de
X1, COMO:

Ahora calculamos) ; para cada arco de la cadena utilizandodanfula 3.5:

W25, 5.2
O2="gg) =1 =3
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_ 932(85,)  3(4/3)
%2="gg) = 2 =2

Por la ecuaddn 3.6, tenemosq(S) = min[min{d,2,d5},min{&2,d3}] =
min{%,z} = 421 es igual al maximo valor ded que puede ingresar a la cadena.
Una vez actualizado el flujo, se obtiene el patde la Figura 3.7:

(B,5) (8% (515 (1575
R ) 2\ ’

Figura 3.7: Ejemplo 3(b) Flujo actualizado

Comoéys = qq5 = 15, se dice que el acfd,5) esh saturado y ya no es posible
transmitir flujo a tra@s de€l. En particular, no es posible transmitir flujo xiea
Xs, por lo tanto, la ganancia final de la cadena aumentarge-e§;; = 75.

3.4. Ciclos activos

Como un ciclo es una cadena cuyartice inicial y final es el mismo, podemos
obtener su ganancia y capacidad siguiendo el mismo procedimiento que para la
cadena. Decimos que un ciglbes activo respecto abvtice finalt si:

(i) Su ganancia es mayor que 1.
(i) Su capacidad incrementg(®) es distinta de cero.

(i) Existe algin vérticex; € ® tal que existe una cadena aumentante; Get.
Adenmas, sit forma parte deb, no es necesario buscar una cadena aumen-
tante.

Del inciso(i) de la definicbn anterior se entiende que al circular flujo a ésidel

ciclo activo, se "crea” nuevo flujo y pdiii), este nuevo flujo puede ser transmiti-

do hasta. Por lo tanto, un ciclo activo es aumentante, ya que es posible circular
flujo a traves degl y transmitirlo al nodo final.

Decimos que un ciclo activo se ha desactivado cuando su capacidad incremen-
tal es igual a cero o cuando la capacidad incremental de las cadenas aumentantes
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dex; € d atesigual a cero, es decir, cuando no hay cadenas aumentafteleen
x; at. En otras palabras, un ciclo activo deja de serlo cuando deja de ser aumen-
tante, pues ya no es posible incrementar el flujo &g aeel ni llevarlo hastd.

Los siguientes teoremas describen las propiedades de @m piatflujooptimo y
uno 6ptimo maximo. Su demostra@h formal se encuentra en la referencia [9].

= Teoremaln patbn de flujo= eséptimo si y ®lo si no exiten ciclos activos
descon respecto &

Supongamos que es el flujo resultante dél. Notemos que si existe un
ciclo activo en=, se genera nuevo flujo de saligamayor av para un
mismovs. Por lo tanta= no esbptimo.

= Teorema:Sea= un paton de flujobptimo, si se incrementa el flujo a téw
de la cadena deat con la mayor ganancia, el flujo resultante taembés
optimo.

Supongamos qug es la cadena aumentantesi@t de mayor ganancia en
=. Sin perder factibilidad, incrementamos flujo a &avle ella y obtenemos
el paton de flujo factible=" > = en el que/, > vsy V{ > . Por lo tanto=’
esoptimo.

= Teorematl patrdn de flujo= es naximo yoptimo si la cortaduréX, — X)
que separa adet est saturada y no hay ciclos activos respectyaes-
pecto a los @rtices dg X, — X).

Por el primer teorema, si el patr de flujo= no tiene ciclos activos, en-
tonces e®ptimo. Por otro lado, como la cortadura que sepassdat esh
saturada, ya no es posible incrementar el fluisdd. Entonces decimos
queZ= produce el mayor valor de, es decir, que esaximo. Por lo tant&
es maximo yoptimo.

El objetivo del siguiente algoritmo es obtener un patie flujo= 6ptimo maximo.
Para lograrlo se apoya de los teoremas anteriores de la siguiente manera:

- Primero, se busca obtener un gatide que no contenga ciclos activos de
forma que no sea posible "generar”flujo sobre la red.

- Luego, se incrementa el flujo a tésde la cadena aumentantestet de
mayor ganancia. Por los dos primeros teoremas, seitamapaton de flujo
optimo.
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- Si esto se repite hasta que no sea posible incrementar flujo, entonces la
cortadura que separasalet estad saturada y coma ya no tiene ciclos
activos, utilizando el tercer teorentagsoptimo maximo.

3.5. Algoritmo

A continuacodn se describe el algoritmo para calcular el flujgaximo en re-
des con ganancias que pregeNicos Christofides en su libi@raph Theory. An
Algorithmic Approach.

De manera breve, este algoritmo se divide en dos etapas. La primera consiste en
establecer un flujo inicials, localizar ciclos activos y cadenas aumentantes que
unen algin \értice del ciclo con el nodo final de la red y, posteriormente, desacti-
varlos. Para ello, se debe saturar o reducir a cero el flujo de alguno de los arcos que
componen al ciclo o a la cadena aumentante. Esta etapa concluye cuando todos los
ciclos han sido desactivados. En la segunda etapa se maximiza el flujo resultante
de la primera etapa hasta lograr el valor del flujo de satidkeseado o alcanzar

el valor maximo 6ptimo.

Para desactivar los ciclos, se circula una cantidatraves del ciclo activo y

de una cadena aumentante que va daraigrtice del ciclo al ertice final de la

red, de tal forma que se sature o se reduzca a cero la capacidad incremental de
alguno de los arcos considerados.

En la siguiente secoh se enumeran los pasos del algoritmo del flugximo

en redes con ganancias. Notemos que los primeros cuatro pasos corresponden a
la primera etapa y los restantes a la segunda. [Essgel algoritmo se justifican
algunas sugerencias para realizar laleglos en el menoriimero de iteraciones
posibles.

3.5.1. Algoritmo

1. Iniciamos con cualquier flujo factible sobre la iea= [X,A,q,g]. Puede
utilizarse un flujo de cero a trég de cada arco.

2. Encontrar un ciclo activé® € Rrespecto a.

3. Sea el erticex; € @ tal que existe una cadena aumentante;det, note-
se quex; puede set. Empezando er;, sin perder la factibilidad del flujo,
circular una cantidad de flujd a traes del ciclo activo y llevar el flujo
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excedente dg at. Es importante escoger untal que la capacidad incre-
mental del ciclo activog(®) o de la cadena aumentantgs), se reduzca a
cero.

4. Actualizar el flujo= y repetir los pasos 2 y 3 hasta desactivar todos los
ciclos de la red, en este caso, pasar al paso 5. (En esta®tpal flujo
optimo convs = 0).

5. Encontrar la cadena aumentantesdet con la mayor ganancia. Mandar
flujo a traes de esta cadena hasta que su capacidad incremental se reduzca
a cero.

6. Actualizar= y repetir 5 hasta alcanzar el valoptimo requerido del flujo
de salidax, o hasta que no puedan encontrarse cadenas aumentasts de
t, en este caso, el flujo encontradoéseloptimo maximo.

Para conservar la factibilidad en cada paso del algoritmo, deben cumplirse las
ecuaciones de continuidad de flujo en todo momento. Ya que garantizan que la
suma del flujo entrante de cada afgox;) es igual a la suma del flujo saliente de
todos los arcos cuycévtice final esg.

Para los pasos 2 y 5 pueden utilizarse algoritmos de ruéascortas. Para este
efecto, definimos la red incremen&l= [X’,A’,¢,c/], dondeX’ = X y A’ es tal
que

(X, Xj) € A'si 0< &F < qjj
con costo incremental
¢ij = —log(gj)
y capacidad
0 = Gij — &
Y decimos que los arcos
(xj,x) € A'si 0< & < qj
con costo incremental
Cji = —|09(g—?j)
y capacidad

i = &9
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Asi, un circuito enR corresponde a un ciclo éR. Cuando dicho circuito tiene
costo negativo, en la red originRlobtenemos un cicl® cong(®) > 1 a traes

del cual es posible incrementar el flujo, es decir, obtenemos un ciclo activo. Esto
puede verse al tomar logaritmos en ambos lados de la Exu8al aplicada al
ciclo activo®:

log(g(®))=log| T[] @i [] 1/

(xi,xj)eC* (xj,x)eC

= Y log(gj)+ Y log(1/gj)

(i,xj)eCt (Xj,x)eC~
= > —@+ > ()
(X X )eCt (Xj X )eC—
(i, xj)eCt (Xj,x)eC~

De esta forma, sj(®P) > 1 entonces logg(®P)) > 0, lo cual implica que el cos-
to del ciclo enR’ debe ser negativo. Por el lado contrariog@b) < 1, entonces

el costo del ciclob € R es no negativo. En este casb,no es un ciclo activo y
por lo tanto, no es aumentante. E§ltimo se debe a que alguno de sus arcos
(xi,Xj) € C* se encuentra saturado o alguno de sus gpGos) € C tiene flujo
inicial &j =02

Notemos que para resolver este tipo de problemas resulta conveniente utilizar el
algoritmo de Floyd, pues es una herramienta sencilla que sirve para encontrar el
camino nas corto entre todo par dértices y para la deted@n de circuitos nega-
tivos.

En linea con el prrafo anterior, podemos utilizar el algoritmo de Floyd para lo-
calizar ciclos activos del paso 2, tomando como variable de distancia al costo
incremental que cada arco tiene asociado. De esta forma, sewestaalizando

de manera eficiente los circuitos de costo negativo.

La red con la que se trabaja en el paso 5, ya no tiene circuitos de costo negati-
vo, pues fueron desactivados en el segundo paso. Nuevamente seRljtdilzara
considerando las capacidades, para encontrar el canésccarto des at y el
resultado equivale a la cadena aumentante con mayor ganaritia en

2Para mas informadbn, se recomienda consultar [1]
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Cabe destacar que, en el paso 3, si al transmitir flujo &srae un ciclod,

éste no se desactiva pero se reduce a cero la capacidad incremental de la cade-
na aumentante, en la siguiente itetacdel paso 2, debatomarse el mismo ciclo
activo @ y otra cadena aumentante que vaya de cualq@erce end at. Este
procedimiento se repite hasta que el ciclo quede desactivado y se localice un ciclo
activo diferente.

Dada la utilidad de este algoritmo y sacfl implementadn en diversasreas

de conocimiento, se reabizun programa en R que muestra el comportamiento
del flujo sobre la red en cada iteranihasta alcanzar suaximo, siguiendo el
algoritmo previamente mencionado.

3.6. Ejemplo

En esta secbn se muestra un ejemplo de apli@acdel algoritmo desarrolla-
do anteriormente. Los resultados fueron obtenidos con el programa sEexa.
Figura 3.8 se muestra la red inicial, élmero asociado a cada arco(gs, gij) Y
el valor del flujo actual es cero.

(7,.15) (522) (11,2

(14,3)

®

Figura 3.8: Red original

Iniciamos con un flujo factibl& = 0 en todos los arcos de la red. A continua-
cion se construye una red auxilir;, definida en la secon anterior, para localizar
ciclos activos. A cada arco de la red de la Figura 3.9 se le ag’(j)c'ra—log(gj ).

3El codigo del programa se encuentra en ebAgice B y los resultados de este ejemplo se
muestran en el Agndice A.
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Figura 3.9: Red auxiliar

Como se explio previamente, un ciclo activo R, equivale a un circuito de
costo negativo eRr, por lo que se utilizar el algoritmo de Floyd revisado en el
Captulo 1 para encontrar un circuito de costo negativéren

Las matrices iniciales asociada®aFigura 3.9) son:

0 -log(05) —log(1) o0 00
e 0 0 —log(05) 0
C=|o —log(15) 0 0 —log(3)
o0 o0 —log(22) 0 —log(2)
00 00 00 00 0
11111
2 2 2 2 2
z=|3 3 3 3 3
4 4 4 4 4
5555 5

En la tercera iteradin llegamos a la siguientes matrices:

N

I
aNwWN PR
gwwN w
arwWN PR
N NNN
T wWwwN W



44 CAPITULO 3. FLUJO MAXIMO EN REDES CON GANANCIAS

—-090 -050 028 —-1.59
—-050 -009 069 -1.19
—090 -050 028 -1.59
-119 -0.78 -0.50 —-1.88

00 00 00 0

(@]
I
8 8 8 8 ©

Comoz[4,4] +# 4y adenasC|[2,2],C|[3,3],C[4,4] son menores a cero, existe un cir-
cuito negativo en la red. Para recuperarlo, utilizaremos la matiézla siguiente
forma: z[4,4] =2, z[4,2] =3 y z[4,3] = 4. Por lo tanto, el circuito negativo es

= {4,3,2,4} y corresponde a un ciclo activo en la red original (Figura 3.8) con
la cadena aumentante asoci&ta (4,5).

Primero calculamos la ganancia de cada subcadena del ciclo activo al circular
una cantidad de fluj@ a traves del mismo y transmitir el flujo excedente por la
cadena aumentante , iniciando en @fticex;, = 4:

9(&) =0

9(S) =9(S)g43 = 2.

9(S) = 9(Ss)gs2 = (2.26)(15) =3.30
9(S) = 9(S)g24 = (3.35)(0.5) — 5 = 0.650

9(S) = 9(Sy)gss = (0.655)(2) =1.36

Al llegar al nodo inicialx;, desp@s de haber transmitido flujo a téssdel ciclo

activo, vuelve a calcularse la ganancia de la subcadena correspondiente, pero esta
vez restando la cantidad de flujoque hala ingresado inicialmente al ciclo. De

esta forma estamos asegurando que el flujo excedente de enviar una unidad de
flujo por el ciclo activo, es el que circula a tésvde la cadena aumentante.

Ahora calculamos); ; para cada arco e@ y para los arcos ef utilizando la
Férmula 3.5:

11-0 _ 120

045 = 065 — 13
Y mingj; = min{ds3,032,04,05} = &4 = ;—g por lo tanto se satura el arco
(2,4)y el ciclo @ queda desactivado. En la Figura 3.10 se muestra el flujo actua-
lizado. A cada arco se asodigf, &?).
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Figura 3.10: Flujo resultante de la primera iteaci

Nuevamente se construye la red auxiliar (Figura 3.11) en busca de un circuito
de costo negativo. Lasneas punteadas @R representan a los arcos deque no
forman parte dé\.

Figura 3.11R de la segunda iteramn

Al aplicar el algoritmo de Floyd sobre la red de la Figura 3.11, en la cuarta
iteracbn se llega a las matrices:
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1 3 4 3 3

2 3 4 3 3

z=1|3 3 4 3 3

4 3 4 3 3

5 3 45 3
0 —-0.40 —1.11x10"16 078 —-1.09
o —222x10°16 040 119 —0.69
C=|w —-0.40 —1.11x10"16 078 —-1.09
0 -1.19 —-0.78 —1.11x10"16 —1.88
00 —0.50 -0.09 069 -1.19

Al utilizar el Gltimo rengbn de la matriz se encuentra el circuito negativo, o ciclo
activo, ¢ = {5,4,3,5}, y como el ertice finalx, = 5 es parte del ciclo activo, no
se requiere encontrar una cadena aumentante en estaditerActontinuadn
se calcula la ganancia de cada subcadena decircular sobre el mismo una
cantidad incremental de flujd:

9($) =9
9(S) =43 = § =055
9(S) =9(S1)g43 = (0.56)(2.2) =1.16

Seleccionamos M&; = min{ds5,043,05} = o5 = 55 por lo tanto se reduce

a cero el flujo en(4,5) y como la capacidad incremental del cigoes igual

a cero, el ciclo queda desactivado. La Figura 3.12 muestra el flujo actualizado
correspondiente. A cada arco se as@éfa &;?).
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Figura 3.12: Flujo resultante de la segunda itéyaci

Al aplicar el algoritmo de Floyd sobre la red auxill@rasociada a la red an-
terior, no se detectaron circuitos negativos. Por lo tanto, ahora deben localizarse
cadenas aumentantes deéftice inicial 1 al ertice final 5.

Para llevar acabo esto, se utilizan algoritmos de rutas oortas sobre la red
incrementaR’. Por comodidad, se utilizamuevamente el algoritmo de Floyd. La

red auxiliar correspondiente se muestra en la Figura 3.13. A cada arco se asocia
Qij

_ 91/10
Figura 3.13: Capacidades B&

En primer lugar, se encuentra la cadéha {1,3,5}. La ganancia de cada
subcadena d8 al introducir una cantidad incrementalde flujo sobre la misma
es:g(S) =9, 9(S8) =0y g(S) =39, y con capacidad incrementd} de cada
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arcod3 =13y &s = 2.

Por lo tanto, la capacidad incremental de la cadena aumentagt§esmin{d;3, 35} =
O35 = %’. La actualizadn del flujo se muestra en la red de la Figura 3.14, donde
el nimero asociado a cada arco representa ebpate flujo entrante y saliente,

(&5, 4i5)- (7,1)

' /4)

(14,42)

Figura 3.14: Primera actualizéci del flujo

Una vez construida la red auxiliar, mostrada a contirfara@e buscan nueva-
mente cadenas aumentantes detice 1 al ertice 5. El mimero asociado a cada
arco deR (Figura 3.15) representa su capacidg,

Figura 3.15: Red auxiliar

Esta vez, el algoritmo de Floyd nos da la cad8ra{1,3,4,5}. La ganancia
de cada subcadena &aal introducir una cantidad de flujd sobre la misma es:

9(S) =6,9(S) =3, 9(S) = &3 y 9(S5) = 2. Con capacidad incremental de
cada arcay;j igual a:
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1
513230

77
334 = 15
035="5

Entonces la capacidad incremental de la caderg(8s= min{d;3, 34, ds5} =
3= g—é, notemos que el arcd,3) queda saturado. La actualizawcidel flujo se
encuentra en la Figura 3.16. 7
(7a§> /)
4

(0,0)

(13,13)

Figura 3.17: Red auxiliar de la Figura 3.12

Al aplicar el algoritmo de Floyd sobre la red de la Figura 3.17, se encuentra
la cadena aumentang&= {1,2,3,4,5}. La ganancia de cada subcadenssag
introducir una cantidad adicional de flujocomenzando ex, =1 es:g(S) = 90,

9(S) =055,9(S) = 13,9(S) = 23y 9(S) = 295.
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Ahora se calcula la capacidad incremental de cada &go= 15, o3 = 14,
034 = 17 y 045 = 665. Por lo tanto la capacidad incremental de la cadena au-

mentante egq(S) = 14 y el flujo a traes del arcd3,2) queda reducido a cero. La
Figura 3.18 ilustra la actualizami del flujo.

Figura 3.18: Flujo raximo 6ptimo

Como enR’ ya no existen cadenas aumentantes de 1 a 5, el flujo actual es el
maximooptimo y la ganancia final de la red % ~ 48.091.



Capitulo 4

Manual del usuario

A continuacon se describen las variables, funciones y estructura del programa
disdiado en R para resolver el problema del flufaximo en redes con ganancias.

4.1. Variables

= vertices: Es el aimero de ertices de la red.

» Redq: Matriz denxn, donden es el rumero de @rtices de la red. Eliimero
asociado la coordenadi j) es la capacidad del ar¢ j) € A, es decirg;;.

= Redg: Matriz de dimensionexn, donden es el rumero de ertices de la
red. El timero asociado la coordenadaj) representa la gananaig > 0
del arco(i, j) € A.

= FEntrante: Matriz dexxn, donden es el rumero de ertices de la red, que
representa el pdin de flujo entrante de cada ar¢oj) de la redR =

X,A,0,9].

» FSaliente: Matriz de dimensioneséaogas a la anterior que representa el
pation de flujo saliente de la rdfl= [X,A,q,g].

= RedAuxCostos: Matriz que serg@ipara calcular la red auxiliar de costos
a partir de la matriz de ganancias, siguiendo las condiciones que marca el
algoritmo.

= C,z,k: Matrices del algoritmo de Floyd, cuya fumcies la misma que en
algoritmo definido en el Caqulo 1, el cual sirve como subrutina principal
del algoritmo del flujo raximo en redes con ganancias.

51
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= Circuito: Matriz que sirve para guardar el circuito negatimoantrado en el
algoritmo de Floyd. Utiliza como auxiliares a las variald&g2,c3,auxiliar.

» Cadena: Es una matriz de+ 1)x1 en la que se calcula el camind@sicorto
del inicio del ciclo activo al @rtice final de la red.

= CicloCadena: Matriz de dimerii (n+1)x1 en la que se concatena el ciclo
activo con la cadena aumentante.

= gnodo: Matriz auxiliar de dimension€s+ 1)x3 en la que se calcula la ga-
nancia de cada subcadena tomando como base CicloCadenay la capacidad
incremental de cada arco.

» delta: Variable nurérica que representa elimmo de las capacidades incre-
mentales de cada arco.

= RedAuxCapacidades: Matriz d&n que sirve para calcular la capacidad
incremental de cada arco de la red en la segunda etapa del algoritmo.

» CadenaAumentante: Matriz dae+ 1)x1 en donde se recupera en orden
inverso el camino r&s corto del @rtice inicial al final que se calakon el
algoritmo de Floyd. Se utiliza en la segunda parte del algoritmo.

» gnodo2: Esta matriz es dnga a gnodo, pero se utiliza cuando la red ya no
tiene ciclos activos y@o buscamos maximizar el flujo a tiesde ella.

= (: Variable nungrica donde se guarda el valor de la ganancia final de la red.

= iteracion: Variable nurrica que sirve como contador y auxiliar para algu-
nas funciones.

= Parte: Variable nugica que sirve para indicar la etapa del algoritmo que
se esh calculando.

Las variables no mencionadas en esta lista fueron utilizadas como contadores o
auxiliares en las funciones que componenteligo.

4.2. Funciones

» AuxiliarCostos: Esta funén sirve para construir la red auxiliar de costos
que utilizaremos para determinar ciclos activos sobre la red original.

= CFloyd: Funobn complementaria del algoritmo de Floyd para calcular la
matriz C de dimensionasxndefinida como en el Céfulo 1.
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» zFloyd: Funcbn complementaria del algoritmo de Floyd para calcular la
matrizz de dimensioneexndefinida como en el Céjnlo 1.

= Floyd: Funcén que realiza losalculos del algoritmo de Floyd para calcular
el camino nas corto entre todo par démtices de una red.

» RecuperaCiclo: Sirve para localizar los circuitos negatieisctados en el
algoritmo de Floyd.

= RecuperaCA: Una vez localizado el circuito negativo, estaifumencuen-
tra una cadena aumentante delalgértice del ciclo al ertice final de la
red.

= Validar: Esta fundn valida que la cadena aumentante no utiliGsrde un
nodo del ciclo activo y no conteng@mtices repetidos.

= Concatenar: Funén que concatena el circuito negativo, que en este caso
es un ciclo activo, con la cadena aumentante calculados en las funciones
RecuperaCiclo y RecuperaCA.

» FunGnodo: Esta funén calcula la ganancia de cada subcadena del camino
que seguir el flujo a traes del ciclo activo y la cadena aumentante y da
estimaciones de delta para cadatice.

» CalculaDelta: Esta funon sirve como auxiliar para separar loalauilos
de delta propuestos en la fuaniFunGnodo y seleccionar elimmo valor
calculado?

= Resumen: Esta fun@m nos muestra el resultado de cada itéaci

= RedCapacidades: Esta fuoginos ayuda a construir la red auxiliar de ca-
pacidades para la etapa del algoritmo en la que deben encontrarse cadenas
aumentantes del inicio al final de la red para maximizar el flujo circulante a
través de la misma.

» RecuperaCA2: Esta furim nos ayuda a recuperar la cadena aumentante
del vertice inicial al final, siguiendo la ruta de la matdzesultante del
algoritmo de Floyd.

1En el algoritmo de flujo raximo en redes con ganancias, delta es la cantidad de flujo que
circulaia a traes del ciclo activo y la cadena aumentante y cumple con las céssices de ser
el maximo valor posible para saturar o reducir a cero la capacidad incrementalideaatg de la
red.
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» FunGnodo2: Funén araloga a FunGnodo, se utiliza para calcular la ga-
nancia de cada subcadena de la cadena aumentante resultante défa funci
RecuperaCAZ2.

= ganancia: Calcula la ganancia final de la red una vez que el flugido
maximizado.

4.3. Estructura del cdigo

El programa sigue la misma estructura del algoritmo de fliggimo en redes
con ganancias. Es por eso que el programa se encuentra dividido en dos etapas:

Etapa 1. Localizar y desactivar los ciclos activos de la red.

Etapa 2. Maximizar el flujo a tr@s de la red resultante de la primera etapa.

En el ddigo, la primer etapa éstctiva cuando Partel=1, y la segunda etapa
se activa cuando Parte1=0. El siguiente pseddigo muestra a grandes rasgos el
procedimiento que sigue el programa para resolver el problema del faono
con ganancias:

iteracion=1

While (iteracion<=n)

{

if (Partel=1)

{
Construir (RedAuxiliar_de_Costos)
Floyd (Red Auxiliar _de_Costos)
Localiza Circuito_Negativo ()
LocalizaCadenaAumentante ()
CalculaGanancias ()
delta= min(gl,92,...)
if(is.na(delta)==TRUE || delta<=0)

Partel<-0

}
If(Partel=0)

{
Construir (RedAuxiliar _Capacidades)
Floyd (Red Auxiliar_Capacidades)
Localiza CadenaAumentante ()
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if (CadenaAumentante != Error)
CalculaGananciasA ()
delta=min(gl,g92,...)
}
}
Actualiza Flujo ()

If(Partel= 0 & CadenaAumentante== Error)
gananciafinal ()

iteracion=iteracion+1

}

4.4. Instrucciones de uso

LasUnicas variables que el usuario debe definir para utilizar el programa son:
= vertices< —n, donden es el umero de ertices de la red.

» Redg< —matrix(ncol = verticesnrow = vertices)

» Redg< —matrix(ncol = verticesnrow = vertices)

Es necesario que el usuario considere los dominios de dichas variables, mencio-
nados en el Cafulo 3, por ejemplo quegij > OV(i, j). Entonces, si consideramos

un arco que une a lo$rtices(1) y (2) en una red del tip® = [X,A,q,g], con
capacidad 3 y ganancia 2, dicho arco se dééiriomo:

Redql,2] < -3
Redgl,2] < -2

El usuario debe considerar que en las matrices que representan redes, tales co-
mo FEntrantey F Salientelas entrada§, j| = NArepresentan a los arc@s, X;)

gue no forman parte de la red. En la magmodo, las entradas marcadas bk,

son simplemente valores vias y no se toman en consideragn en la interpre-

tacion del resultado.

Para aprender a interpretar los resultados, tomaremos como base el resultado de la
primer iteracbn del algoritmo, al ejecutarlo sobre la red del ejemplo de apboaci
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del Captulo 3.

Iteracion= 1

gnodo=

[,1] [,2] [.3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8]
[1,] 4 3.000000 2.000000 4.00000 5.0 NA NA NA
[2,] 1 2.200000 3.300000 0.65000 1.3 NA NA NA
5 3. NA NA NA

[3,] 181818 2.121212 16.92308 NA

delta= 2.121212

FEntrante=

[,1] [,2] [.3] [.4] [,5]
[1,] NA 0.000000 0.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 4.666667 NA NA 0.000000
[4,] NA NA 2.121212 NA 1.378788
[5,] NA NA NA NA NA
FSaliente=

[.1] [.2] [.3] [.4] [,5]
[1,] NA 0 0.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 7 NA NA 0.000000
[4,] NA NA 4.666667 NA 2.757576
[5,] NA NA NA NA NA

La ganancia final de la red R es: 2.757576

Primero se muestra la matgnodo.? Para lograr un mejor entendimiento, se ex-
plicara cada reng@in de esta matriz de manera individual.

El primer rengbn nos muestra losévtices del ciclo activo y de la cadena aumen-
tante que fueron calculados con el algoritmo de Floyd. En este caso, se éncontr
el ciclo activo{4,3,2,4} con la cadena aumentant4,5). Al concatenarlos se
obtiene la secuencia déntices{4,3,2,4,5}, que se muestra a continuaii

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8]

2Por construcdn del programa, la matriz gnodo cuenta con varias entrad#svac
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[1,] 4 3.000000 2.000000 4.00000 5.0 NA NA NA

El segundo ren@in nos muestra el flujo de cada subcadena al circular una unidad
delta de flujo a tra&s del ciclo activo y transmitir el excedente a &s\de la ca-
dena aumentante. Para dictaaulo se considera el arco formado por la entrada
(gnodo[1,n],gnodo[1,n+1]).

En el ejemplo, una unidad de flujo entra por értice 4, por lo que la primer
entrada del segundo reigles 1, y al pasar por el ar¢é,3), el flujo vale 22. A
continuacbn se muestra el segundo retiyde la matriggnodocorrespondiente a
la primer iteracdn.

[2,] 1 2.200000 3.300000 0.65000 1.3 NA NA NA

PorGltimo, el tercer rengin degnodomuestra la capacidad incremental de cada
arco, es decidj. Por ejemplo, en esta iteréai, la capacidad incremental del arco
(4,3) es 5, pues:

_ 4385 _5.0_
%3 ==g@" =T —°

El tercer rengbn se muestra a continuaai
[3,] 5 3.181818 2.121212 16.92308 NA NA NA NA

Comod es el minimo de las capacidades incrementales, la varidblia toma el
valor mas pequio del tercer ren@in degnodo.

delta= 2.121212

Finalmente, las matricdsEntrante y FSaliente, muestran el pdtn de flujo en-
trante y saliente correspondientes a la actualimade flujo.

FEntrante=

[,1] [,2] [,3] [.,4] [,5]
[1,] NA 0.000000 0.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 4.666667 NA NA 0.000000
[4,] NA NA 2.121212 NA 1.378788
[5,] NA NA NA NA NA

FSaliente=
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[.1] [.2] [.3] [.4] [.5]

[1,] NA 0 0.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 7 NA NA 0.000000
[4,] NA NA 4.666667 NA 2.757576
[5,] NA NA NA NA NA

Y visto sobre la red original, la Figura 4.1 muestra el patle flujo actualizado.

Figura 4.1: Flujo resultante de la primer iter@ai

Al finalizar la ejecuddn del programa, se obtiene la red de la Figura 4.2 con un
flujo maximo6ptimo de 48091.

Figura 4.2: Flujo maximo6ptimo



Conclusiones

Existe una gran variedad de algoritmos para solucionar problemas de opti-
mizacibn basados en la representacgiafica de los mismos mediante el uso de
redes. Entre los &s comunes se encuentran el de rutas wortas y el de flujo
maximo. Como su nombre lo indica, en el problema de rutas oortas el obje-
tivo es encontrar un camino tal que la distancia recorrida para llegar de un punto
inicial a uno final, sea la mima posible. Por otro lado, en el problema de flujo
se busca que al final de un proceso se haya logrado obtener la mayor cantidad de
alguna materia o producto.

Al estudiar las variantes a3 comunes del problema de flujo, sorta pregun-

ta ¢, q@& sucede cuando en un proceso podemos tener ganan@adideg antes

de llegar al resultado final? En este caso, el problema de maximizar la ganancia
final se torna ras complejo. Por ejemplo, supongamos que se desea maximizar la
ganancia de un portafolio de invesgial final deN periodos, dados diversos ins-
trumentos de inver8n y la posibilidad de otorgar editos. Este problema puede
plantearse sobre una red de la siguiente manera: los distintos periodos se represen-
tan con nodos, los posibles movimientos de efectivo con arcos, las tasas & inter
y rendimiento con ganancias y @klite maximo de efectivo en cada operacies

la capacidad de cada arco. A este problema se le llama flaxinmo en redes con
ganancias y es el tema principal de esta tesis.

En el primer cafiulo se mostraron algunos de lo€tados nas utilizados para
resolver el problema de rutasasicortas haciendanfasis en el @todo propuesto
por Floyd, el cual ayuda a la detetnide circuitos negativos al mismo tiempo
que calcula el camino as corto entre todo par dénices de la red. De manera
particular, este algoritmo fue utilizado como subrutina paraaiduto del flujo
maximo en redes con ganancias del que trata esta tesis.

En el segundo capulo se incluy introduccon al problema del flujo y algunas
de sus variantes, por ejemplo, cuando aa@edte restricciones de capacidad, cada
arco tiene una cota inferior. Este ¢ybo constituy la base para poder estudiar la
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variante del problema de flujo que se expone en dtalag3.

Entre los nétodos de solubn del problema del flujo en redes con ganacias, se
encontd el propuesto por Jean Francois Maurras en sauotOptimization of

the flow through networks with gains, en el que resuelve el problema mediante
una modificadn a los @lculos del algoritmo simplex dual. Otroatodo fue pro-
puesto por William S. Jewell e@ptimal flow through networks with gaie$cual
encuentra la soluén mediante la maximizawn del flujo del problema dual.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el problema del flujo en redes con
ganancias utilizando el @odo presentado en 1975 por Nicos Christofides en el
libro Graph Theory. An Algorithmic Approach. Por este motivo, el terceitalap

se enfo® en dicho netodo. El algoritmo se divide en dos etapas: en la primera
se busca establecer un flujo sobre la red que no contenga ciclos activos, es decir,
ciclos por los que pueda circularse flujo de manera continua obteniendo cada vez
una ganancia mayor. Para lograr lo anterior se utiliza un algoritmo de ratss m
cortas que permita la dete6ai de circuitos negativos sobre una red auxiliar de
costos. En la segunda etapa se maximiza el flujo resultante.

En terminos de tiempos de ejecani podia resultar costoso realizar loalculos

gue requieren los algoritmos propuestos por Jean F. Maurras y William S. Jewell
para el problema de redes con ganancias, es por eso que éeqpensdia Mas
eficiente resolver este problema con el algoritmo de Nicos Christofides, ya que
utiliza como subrutina principal uno de ruta&srcortas. Sin embargo, al utilizar

este nétodo se tiene la desventaja de que la ganancia debe ser mayor a cero en
cada arco de la red, por lo que su apliéacjueda restringida a ciertos problemas
gue cumplan con esta condai.

En los cursos de Teta de Redes a nivel licenciatura, se imparte una introduc-
cion al problema del flujo y algunas de sus variantes, por lo que otro objetivo
de este trabajo es constituir una herramienta para el estudio de la variante en la
que los arcos tienen ganancias mayores a cero. Adem realia un ddigo del
algoritmo de Nicos Christofides en el lenguaje de prograbmaBi, que fue uti-

lizado para comprobar losalculos del ejemplo expuesto y se inddujnto con

un manual del usuario para que alumnos y profesores puedan implementarlo con
facilidad.



Apeéendice A

Resultados del ejemplo Cap. 2

Como se ha mencionado anteriormente, debido a que cada aacsugstb a
una ganancia, el flujo que entra por un arco es distinto del que sale, por lo tanto el
pation de flujo esi dividido en dos partes: entrante y saliente, es decir, para cada
arco(i, j) € A, tenemos = (&, 7).
El ciclo activo resultante de la primer iter@nidel algoritmo fug4,3,2,4} con la
cantidad incremental = g—g. Al circular dicho valor por el ciclo activo se obtuvo
el paton de flujo de las matricdsEntrantey FSaliente

Notemos que la coordenadaj) corresponde al ard@, j) € X. Y el valor asocia-

do a cada coordenada es el valor del flujo correspondiente en cada arco. Los arcos
gue no existen en la red se muestran bi#Zn Cabe mencionar que el resultado

gue arroja el programa incluye taréhia la matriz;gnodq pero para facilitar la
lectura, se incluyefinicamente el&@culo de delta y los patrones de fldjo.

lteracion= 1

gnodo=

[,1] [.2] [,3] [,4] [.5] [.6]
[1,] 4 3.000000 2.000000 4.00000 5.0 NA
[2,] 1 2.200000 3.300000 0.65000 1.3 NA
[3,] 5 3.181818 2.121212 16.92308 NA NA

delta= 2.121212

ILas redes yalculos asociados a esta sércse muestran en el ejemplo correspondiente del
Captulo 3
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FEntrante=

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] NA 0.000000 0.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 4.666667 NA NA 0.000000
[4,] NA NA 2.121212 NA 1.378788
[5,] NA NA NA NA NA
FSaliente=

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] NA 0 0.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 7 NA NA 0.000000
[4,] NA NA 4.666667 NA 2.757576
[5,] NA NA NA NA NA
La ganancia final de la red R es: 2.757576

En la segunda iteraimn se obtiene el ciclo activ{5,4,3,5} y se calcula un factor
incrementab = g—é. Al circular delta a tra@s del ciclo activo se obtiene el siguien-
te patbn:

Iteracion= 2
gnodo=
[,1] [.2] [,3] [.4] [.5] [.6]

[1,] 5.000000 4.000000 3.00000 5.0 NA NA
[2,] 1.000000 0.500000 1.10000 2.3 NA NA
[3,] 2.757576 5.757576 12.72727 NA NA NA
delta= 2.757576
FEntrante=

[.1] [.2] [.3] [.4] [,5]
[1,] NA 0.000000 0.0 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 4.666667 NA NA 3.033333
[4,] NA NA 3.5 NA 0.000000
[5,] NA NA NA NA NA



FSaliente=

[,1] [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] NA 0 0.0 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 7 NA NA 9.1
[4,] NA NA 7.7 NA 0.0
[5,] NA NA NA NA NA

La ganancia final de la red R es: 9.1
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Para la tercera iteram no se localizan ciclos activos, por lo que ahora entra en
accbn la segunda parte del algoritmo que es maximizar el flujo sobre la red a
traves de cadenas aumentantes que van del nodo 1 aR5 ta primer cadena
es{1,3,5} con capacidad incrementél= 33—209. Al circular delta por la cadena

aumentante se obtiene el siguiente @aile flujo:

Iteracion= 3

gnodo=

[.1] [.2] [,3] [.4] [,5] [.6]
[1,] 1 3.00000 5 NA NA NA
[2,] 1 1.00000 3 NA NA NA
[3,] 13 10.96667 NA NA NA NA

delta= 10.96667
FEntrante=

[.1] [.2] [.3] [.4] [,5]
[1,] NA 0.000000 10.96667 NA NA

[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 4.666667 NA NA 14
[4,] NA NA 3.50000 NA 0
[5,] NA NA NA NA NA
FSaliente=

[,1] [.2] [,3] [.4] [.5]
[1,] NA 0 10.96667 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA

[3,] NA 7 NA NA 42
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[4,] NA NA 7.70000 NA O
[5,] NA NA NA NA NA

La ganancia final de la red R es: 42

Al correr nuevamente el algoritmo para localizar cadenasatentes sobre la red
R, se obtiend 1,3,4,5} con capacidad increment@k= g—é. Una vez actualizando
el flujo de la red original se obtiene el partr.

Ilteracion= 4

gnodo=

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5] [.6]
[1,] 1.000000 3.0 4.0000000 5.0000000 NA NA
[2,] 1.000000 1.0 0.4545455 0.9090909 NA NA
[3,] 2.033333 7.7 24.2000000 NA NA NA

delta= 2.033333

FEntrante=

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] NA 0.000000 13.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 4.666667 NA NA 14.0000000
[4,] NA NA 2.575758 NA 0.9242424
[5,] NA NA NA NA NA
FSaliente=

[.1] [.2] [,3] [.4] [.5]
[1,] NA 0 13.000000 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 7 NA NA 42.000000
[4,] NA NA 5.666667 NA 1.848485
[5,] NA NA NA NA NA

La ganancia final de la red R es: 43.84848

La siguiente cadena aumentante que se obtuvo en lared aBkfiie {1,2,3,4,5}
con capacidad incremental= 14. Al actualiar el flujo de la red original se obtie-
ne el paton de las siguientes matrices:
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Iteracion= 5

gnodo=

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5] [,6]
[1,] 1 2.0 3.0000000 4.0000000 5.0000000 NA
[2,] 1 0.5 0.3333333 0.1515152 0.3030303 NA
[3,] 15 14.0 17.0000000 66.5000000 NA NA
delta= 14
FEntrante=

[,1] [.2] [.3] [.4] [,5]
[1,] NA 14 13.0000000 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 0 NA NA 14.000000
[4,] NA NA 0.4545455 NA 3.045455
[5,] NA NA NA NA NA
FSaliente=

[.1] [.,2] [,3] [.4] [,5]
[1,] NA 7 13 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 0 NA NA 42.000000
[4,] NA NA 1 NA 6.090909
[5,] NA NA NA NA NA
La ganancia final de la red R es: 48.09091

Cuando el algoritmo termina, manda dos veces el mismo resulfadjue no fue
posible maximizar el flujo sobre la red por lo tanto, en este resultado se repitien
las matrices de la iteramn anterior.

gnodo=

[.11 [.2] [.,3] [.4] [.5] I.6]
[1,] 1 5 NA NA NA NA
[2,] 1 NA NA NA NA DNA
[3,] NA NA NA NA NA NA
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delta= 14
FEntrante=

[.1] [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] NA 14 13.0000000 NA NA
[2,] NA NA NA 7 NA
[3,] NA 0 NA NA 14.000000
[4,] NA NA 0.4545455 NA 3.045455
[5,] NA NA NA NA NA
FSaliente=

[.1] [.2] [.3] [.4] [,5]
[1,] NA 7 13 NA NA
[2,] NA NA NA 3.5 NA
[3,] NA 0 NA NA 42.000000
[4,] NA NA 1 NA 6.090909
[5,] NA NA NA NA NA

Finalmente, se calcula la ganancia total de lared

La ganancia final de la red R es: 48.09091

2|_a red asociada al flujo aximodptimo se encuentra en el Gapo 3, Figura 3.18.



Apendice B
CodigoenR

El siguiente édigo fue utilizado para resolver el problema del flujgximo
en redes con ganancias. Para un mayor entendimiento, sédiViabidigo en dos
partes. La primera contiene las funciones que componen al programa y la segun-
da, el desarrollo del algoritmo.

Iniciamos el algoritmo declarando las variables de la red original:

vertices<— #NUmero de \rtices que se necesitan
Redg—matrix (ncol=vertices ,nrow=vertices)
Redg<—matrix (ncol=vertices ,nrow=vertices)

B.1. Funciones
HitH R HHHH ST R B H S H TSRS ] H?
CONSTRUYENDO LA RED AUXILIAR DE COSTOS

Construimos la red auxiliar para localizar circuitos de costo negativo, por lo tanto
a cada arco se asoai’ﬁx.

HHHHH R R SRR HS R H R S S R H R R H
AuxiliarCostos<—function (RedAuxCostos)

{
for (i in 1:vertices)
{
for (j in 1l:vertices)
{
if (FEntrante[i, =0 & FEntrante[i,jl<Redq[i,j] & !is.
na(FEntrante[i,j])) #EI arco est saturado
RedAuxCostos|i, jf—Ilog (Redg[i,j])
if (FEntrante[i,jP0 & FEntrante[i, jl<=Redq[i,j] & !is.
na(FEntrante[i,j]))
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RedAuxCostos|j, i¥—Ilog (1/Redg[i,j])

}
}
return (RedAuxCostos)
}

RHAAHHHHHH BB R HHHHHHHH R BB R HHHHHAHHH B
ALGORITMO DE FLOYD

Utilizamos este algoritmo como subrutina auxiliar para resolver el problema de
rutas nas cortas.

RHHHHHHHH B BB RBHAHHHHH R BB BRHAHHHH R R B

CFloyd<—function (RedAuxCostos)

{

for (i in 1l:vertices)

{
for (j in 1l:vertices)
{
if(j!'=i)
Cli, j]<—RedAuxCostos[i, j]
Cli,i]<-0
if (is.na(C[i,j]))
Cli,j]<—Inf

}

return (C)

}

zFloyd<—function ()

{

for (i in l:vertices)

{
for(j in 1:vertices)
{
z[i,j]<—i

}

return (z)

}

RHHAHHHHHH BB R B HHHHHHAHHH BB R HHHAHAHAHHHBRRH
ALGORITMO DE FLOYD
RHHHHHHHHH BB BB HAAHHHHHH R BB B RHAAHHHHH BB BRRH

Floyd<—function (C, z)
{

for(k in 1:vertices)

{
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for (i in 1:vertices)

{
for(j in 1:vertices)
{
if (i'l=k & j'!=k)
w<— min(C[i,j],(C[i,k]+C[k,j]))
Cli,jl<—w
if (C[i,jl'=Inf)
if (C[i,jl==(C[i,k]+C[k,j]))
z[i,jl<—= z[k,]|]
}
}
hayciclo<-0
if (C[i,i]<0 & z[i,i]'=i)
{
hayciclo<-1
} }
cat("\n.Para.la.iteracion_k=",k,"tenemos:.\n.")
cat("C=.\n")
print (C)
cat("z=_\n")
print(z)
if (hayciclo==1)
break
}
return (z)
¥

RAERBHHHHHHHHHH BB R HHHHHHHH AR BB BB HHHHHH

Una vez detectado el circuito de costo negativo sobre la red auxiliar sede encon-

trarse una cadena aumentante del circuit@diee final t. Esto, en la red original,
equivale a encontrar un ciclo activo.

Las siguientes funciones tienen como objetivo recuperar el circuito de costo nega-
tivo de la matriz de predecesores y concatenarlo con una cadena aumentante que

vaya de algn nodo del circuito a t.

RECUPERANDO EL CICLO ACTIVO
HERBHHHHHHHHH R R BB HHHHHHH AR BB B HHHHHHH R

RecuperaCicle—function (Circuito ,inicio)

{

Circuito<—matrix (ncol=vertices +2,nrow=1)
for(m in 1:vertices)

if (z[m,m]!'=m)
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{i<—m
break}
}
if (inicio!=0)
{ o
i<—inicio
b
j<—i

Circuito[1,1]<—i
for (cl in 2:vertices)

{
auxiliar<—z[i,j]
Circuito[1,clk—-2z[i,]]
if (auxiliar==i)
break
j<—auxiliar
}
for(i in 1:vertices+2)
{
if (is.na(Circuito[1,i]))
{auxiliar<—(i —-1)
break}
}

Circuito2<—matrix(ncol=vertices+2,nrow=1)
for (j in 1:(i-1))

Circuito2[1,jlk—Circuito[1,i—-1]

i<—i—-1
if (i==0)
break
}
for(m in 1l:vertices+2)
{
if (is.na(Circuito2[1,m]))
break
}

indicador<-0
repetido<—0
for (j in 1l:auxiliar)
{
if (j<(auxiliar—-2) & 'is.na(Circuito2[1,j]) & !'is.na(
Circuito2[1,j+2]) & Circuito2[1,j]==Circuito2[1,]j
+2])
{
Circuito2[1,jk—NA
indicador<—1
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repetido<—repetido+1

}

if (repetido==2)
{
Circuito2[1,j+lk—vertices
Circuito2[1,jlk—Circuito[1,1]
break

}

if (indicador==1)

{

Circuito3<—matrix(ncol=vertices+2,nrow=1)
for(m in 1l:vertices+2)

if (is.na(Circuito2[1,m]))
break
}

for (i in O:vertices+1)

if ((i+tm—1)>vertices)
break
if (is.na(Circuito2[1,0+m1]))
Circuito2[1,i+lk—Circuito2[1 ,m+i—1]
}

if (indicador==0)
Circuito<—Circuito2

if (Circuito[1,1]==Circuito[1,3])
Circuito<—matrix(ncol=vertices +2,nrow=1)

return (Circuito)

}
HHAHHHHHH B BB R HAHHHAHHH BB RHHHHHHHHH BB RHHH

RECUPERANDO LA CADENA AUMENTANTE

Se recupera la cadena aumentante utilizando la matriz de predecesores.
e s

RecuperaCA—function (Cadena, z)

{

i<—Circuito[1,1]

if (!is.na(Redq[i,vertices]) & FEntrante[i,verticesRedq[i,
vertices])

{

Cadena[l,1k —i
Cadena[l,2k —vertices
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else

{

Cadena[l,1k—vertices
j<—vertices

FormaParte—0

for (columna in 2:ncol(Cadena))

{
if (Circuito[1,columna]==vertices & !is.na(Circuito[1,
columnal))
{
FormaParte:—1
print("El_nodo_final _forma_.parte_del_ciclo_activo”)
break
¥
}
if (FormaParte!=1)
{

for (columna in 2:ncol(Cadena))
if (z[i,j]!=1i)
{

Cadena[l,columnal-zJ[i,j]

j<—z[i,]]
}
if (z[i,j]==1)
break
}
Cadena—Voltea(Cadena, FormaParte)
}
}
return (Cadena)
}

RHHAHHHHHH BB BB HAAHHHHHH BB BB BRAAHHHHH B R BRRH

FUNCION QUE VOLTEA LA CADENA
RHHHHHHHHH BB BB HHAHHHHHH R BB B RHHAHHHHH R BRRH

Voltea<—function (Cadena, FormaParte)

{

Cadena2—matrix(ncol=vertices+1,nrow=1)
if (FormaParte!=1)

{

for (i in 1:ncol(Cadena))

if (is.na(Cadena[l,i]))
break

}
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Cadena2?2[1,1k—Circuito[1,1]
for (j in 1:i)

{
if (i—j==0)

break
Cadena2[l,j+X—Cadena[l,+j]
}

return (Cadena2)

}
HERBHHHHHHHHH B R B R HHHHHHHH AR B R HHHHHHHHRR

FUNCION QUE VALIDA LA CADENA
HERBHHHHHHHHH B R B R HHHHHHHH AR B R B HHHHHHHHRR

Validar<—function (Cadena, z)

{
#Cadena—RecuperaCA(Cadena,z)
Validador<—0
for (j in 1:ncol(Cadena))

{
if (is.na(Cadenall,j]))
break
}
if (j==1)
{
Validador<-0
}

if (j>1 & 'is.na(Cadena[l,}1]) & Cadenall,j
—1]!=vertices)
{
Validador<-0

if (!is.na(Cadena[l,2]) & Cadena[l,2]==Circuito
[1.2])

{
Validador<-0

if (is.na(Cadena[l1,2]) & !'is.na(Circuito[1,3])
&% Cadena[l,2]==Circuito[1,3])
{
Validador<-0
}
if (j>1 & 'is.na(Cadena[l,}1]) & !'is.na(
Circuito[1,3]) & Cadena[l,j1l]==vertices &&
lis.na(Cadena[l,2]) & Cadena[l,2]!=Circuito
[1,2] & Cadena[l,2]!=Circuito[1,3])
{
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Validador<—1

}
if (is.na(Cadena[l,2]) & Circuito[1l,1]==vertices
& lis.na(Circuito[1,1]))

{
Validador<—1

}

return (Validador)

}

RAEHHHHHHHHH BB BB B HHHHHHHHH BB BB BB HHHHHHHBRBR

CONCATENAMOS EL CICLO ACTIVO Y LA CADENA AUMENTANTE
RHHAAHHHHHH BB BB HHAHHHHHH R BB B RAHAHHHHH B R BRRH

Concatenag—function (CicloCadena)

{
for (i in 1:ncol(Circuito))
{
CicloCadenall,i&k—Circuito[1,i]
if (is.na(CicloCadenall,i]))
{
j<—i—-1
break
¥
}
for (i in 1l:vertices)
{
if (is.na(Cadenafl,i]))
break
CicloCadenall,j+ik—Cadena[l,i+1]
}
return (CicloCadena)
}

RHHHHHHHHH B BB BHAHHHHHH BB BB RHAHHHHHH BB BB RHAHAH

El siguiente paso es calcular la cantidad de flujo delta que puede pasd@asadehv
ciclo activo y la cadena aumentante.

CALCULANDO GANANCIAS

La matriz gnodo tiene losértices del ciclo activo y de la cadena aumentante en
el primer rengbn, en el segundo rerigi esé la ganancia por cada subcadena del
ciclo activo y la cadena aumentante y en el tercer @ngé muestra la capacidad
incremental de cada arco.

RAEHHHHHHHHHH BB BB B HHHHHHHH R BB R HHHHHHH AR BB HHHHH

FunGnode-—function (gnodo)

{
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for (j in 1l:ncol(CicloCadena))

{
gnodo[1l,jk—CicloCadena[l,]j]
}
for (j in 1:ncol(CicloCadena))
{
if (j==1)
gnodo[2,1k -1
if (j>=2)
{
if (is.na(Redg[gnodo[l,{1],gnodo[1,j]]))
gnodo[2,j]<—(1/(Redg[gnodo[l,j],gnodo[1,+1]])) *
gnodo[2,j-1]
if ('is.na(Redg[gnhodo[l,}1],gnodo[1,j]]))
gnodo[2,jk—Redg[gnodo[l,}1],gnodo[1,]j]]xgnodo
[2.,j-1]
if ('is.na(gnodo[2,j]) & gnodo[l,j]==gnodo[1l,1])
gnodo[2,jk—gnodo[2,j}-1
}
}

HHHHHHH B BB RHAHHHHH B BB RHAHHHHH BB

CALCULANDO LA CAPACIDAD INCREMENTAL DE CADA ARCO
HHHHHHH BB BRAHAHHHHH BB BBHAHHH AR BB

for (j in 1:(ncol(CicloCadena}1l))

if (is.na(Redqg[gnodo[l,j],gnodo[1l,j+1]]))
gnodo[3,jk—FSaliente[gnodo[1,j+1],gnodo[1,]]/
gnodo[2,]]
if (lis.na(Redq[gnodo[1,j],gnodo[1,j+1]]))
gnodo[3,jk—(Redq[gnodo[1l,j],gnodo[1,j+1}
FEntrante[gnodo[1,j],gnodo[1,j+1]])/gnodo[2,]
]
¥

return (gnodo)

HHHHHHHH R BB BRHHHHHHHH BB B RHHHHHHHH BB BRH
SELECCIONAMOS DELTA

El minimo de las capacidades incrementales por arco
HHHHHHH

CalculaDeltac—function (delta ,gnodo)
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#E| siguiente ciclo nos dice cuantosUmeros antes de un
NA
for (i in 1l:ncol(gnodo))

if (is.na(gnodo[3,i]))

break

b

I<—i-1

#La matriz auxiliarDelta sirve para seleccionar el menor
delta posible.

auxiliarDelta<—matrix (nrow=1,ncol=i)

for (j in 1l:ncol(auxiliarDelta))

{
}

delta<—min(auxiliarDelta)
return (delta)

}

RAEHHHHHHHHHA BB R BB HHHHHHH BB BB BB HHHH

RESUMEN DE LA ITERACION
RAEHHHHHHHHHA BB R BB HHHHHHHH BB R R B HHHHH

auxiliarDelta[l,jk—gnodo[3,]]

Resumer—function ()

{

cat(”\n_gnodo=.\n")
print(gnodo)
cat(”"\n_.delta=.",delta,”\n")
cat("\n_.FEntrante=\n")
print(FEntrante)
cat("\n_FSaliente=\n")
print(FSaliente)
g<—ganancia(FSaliente)
cat("\n_.La.gananciafinal._de.la.red_.R.es:”",g,"\n")

}
Volvemos a repetir desde Floyd para ver si la réd tiene ciclos activos.

Una vez eliminados, sigue maximizar el flujo actual sobre la red del nodo inicial
al final. Para lograrlo, utilizamos como subrutina el algoritmo de Floyd de Rutas

mas cortas.

RAEHHHHHHHHHB R B R BB HHHHHHH AR BB BB HHHHHHHHBRH

RED AUXILIAR DE CAPACIDADES
RHHAAHHHHHH BB B R HHAHHHHH B BB R R HHAHHHHH BB BRRH
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RedCapacidades-function (RedAuxCapacidades , FEntrante)

{
for (i in 1:vertices)
{
for (j in 1l:vertices)
if (FEntrante[i,jp>=0 & FEntrante[i, jl<Redq[i,j] & !lis.
na(FEntrante[i,j])) #EIl arco est saturado
RedAuxCapacidades|[i,{—Redq[i,j]-FEntrante[i,j]
if (FEntrante[i, 0 & FEntrante[i,j]l<=Redq[i,]j] & !is.
na(FEntrante[i,j]))
RedAuxCapacidades|[j,{—FEntrante[i,|}kRedg[i,j]
}
return (RedAuxCapacidades)
}

HHHHHHHHH BB R HHHAHAHHH BB BB HHHHHHHHHBRRHAH

RECUPERANDO LA CADENA AUMENTANTE INVERSADESAT
HURHBHHRH B HBHHRH RS HBH BB HBHHR YRR HBHHRHBHH

RecuperaCA2—function (CadenaAumentante ,z)

{
for(j in O:vertices)
{

if (j==0)

valor<—z[1,vertices]

if (j>0)

valor<—z[1,valor]

if (valor==1)

{
CadenaAumentante[1,j+&}-z[1,valor]
break

}

CadenaAumentante[1, j+&}-valor

¥

a<—CadenaAumentante[1,1]
b<—CadenaAumentante[1,2]
try (for (j in 3:vertices+1)

if (!is.na(CadenaAumentante[1,j])| CadenaAumentante[l,]

]==a || CadenaAumentante[l,j+1]==b)
{
CadenaAumentante [1 ,4-NA
}

1)

CadenaAumentante[1l, vertices «}NA
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for(j in 1:vertices)

{
if (j>1 & !'is.na(CadenaAumentante[1l,j]) &
CadenaAumentante[1l, j]==CadenaAumentante [% 1])
{
CadenaAumentante[1 ,4}-CadenaAumentante[1l,)+1]
}
}
for(j in 1:vertices)
{
if (is.na(CadenaAumentante[1l,j]) & !is.na(
CadenaAumentante[1,j+2]) & CadenaAumentante[l,j]==
CadenaAumentante[1,)+2])
{
CadenaAumentante [1 ,4}-NA
for (ind in j:vertices)
{
CadenaAumentante[1l,ind} CadenaAumentante[1l,ind+1]
}
}
}

for(j in 1:vertices)

if (j>2 & is.na(CadenaAumentante[1l,]]) & !is.na(
CadenaAumentante[1 41])& CadenaAumentante[1l,{1]!=1)
{

CadenaAumentante 1,41
break

}
}

RHHAAHHHHHH BB BB RHAHHHHHH R BB BRAAHHHHH B R BRRH

VOLTEAMOS LA CADENA AUMENTANTE
RHHHHHHHHH BB BB HHAHHHHH R BB B RHHAHHHHH R BRRH

CadenaAumentante2-matrix (ncol=vertices+1,nrow=1)
for (i in O:vertices)
{

if (vertices—i>0 & !is.na(CadenaAumentante[l,vertices

)

break

}

if (is.na(CadenaAumentante[l,vertices]))
CadenaAumentante[l,vertices+1l]<—1
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for (j in O:vertices—i)

{
if (vertices—i+1—j >0)
CadenaAumentante2[1 4} CadenaAumentante[1l,vertices—j
+1]
¥

CadenaAumentante2[1, vertices+l]<—vertices
CadenaAumentante-CadenaAumentante2

return (CadenaAumentante)

}

HHHHHHHHH B BB RHHAHHHHH BB BB BHAHHHHHH R BB B RHHAHHS
CAPACIDAD INCREMENTAL DE LA CADENA

La matriz gnodo2 es igual a gnodo que se uililgara actualizar el flujo a trég
de los ciclos activos.

RAERBHHHHHHHHHB R B R B HHHHHHHH AR BB BB HHHHHHHH R BB

FunGnodoz—function (gnodo2)

{

gnodoxz—matrix (ncol=ncol (CadenaAumentante) ,nrow=3)
for (j in 1l:ncol(CadenaAumentante))

{
gnodo2[1l,jk—CadenaAumentante[1,j]
}
for (j in 1:ncol(CadenaAumentante))
{
if (j==1)
gnodo2[2,1k -1
if (j>=2)
if (is.na(Redg[gnodo2[1,+1],gnodo2[1,j]]))
gnodo2[2,jlk —(1/(Redg[gnodo2[1,j],gnodo2[1,]
—1]])) *xgnodo2[2, j—1]
if ('is.na(Redg[gnodo2[1,+1],gnodo2[1,j1]))
gnodo2[2,jk—Redg[gnodo2[1,}1],gnodo2[1, ]}
gnodo2[2,j-1]
if (is.na(gnodo2[2,j]) & gnodo2[1,j]==gnodo2[1,1])
gnodo2[2,jk—gnodo2[2,j}1
}
¥

HERBHHHHHHHHH BB B R HHHHHHHHB R B R B HHHHHHHHHBR

CAPACIDAD INCREMENTAL DE LA CADENA AUMENTANTE
HHAHHHHHH BB BB RHAHHHHHH BB BB RHAHHHHHH R B BB RHH
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for(j in 1l:(ncol(CadenaAumentante)l))

if (is.na(Redgq[gnodo2[1,j],gnodo2[1,]j+1]]))
gnodo2[3,jk—FSaliente[gnodo2[1,j+1],gnodo2[1,]
11/gnodo2[2,j]
if ('is.na(Redg[gnhodo2[1l,j],gnodo2[1,j+1]]))
gnodo2[3,jk—(Redq[gnodo2[1,j],gnodo2[1,j+1}H
FEntrante[gnodo2[1,j],gnodo2[1,j+1]])/gnodo2
[2.]]
}

return (gnodo2)

}

RAEHHHHHHHHHHAB BB BB B HHHHHHH AR BB BB HHHAHAH

CALCULANDO LA GANANCIA FINAL
RHHHHHHHH B BB RBHAHHHHH BB BB R HHAHHHHH B R BRRH

ganancia—function (FSaliente)

{
g<—0
for (i in 1l:vertices)
if ('is.na(FSaliente[i,vertices]))

g<—FSaliente[i, vertices]+g

}
return (g)

}

B.2. Procedimiento: Flujo maximo en redes con ga-
nancias

iteracion<-1

Partel<—1

for (iteracion in 1:15)

{

if (iteracion==1)

{

FEntrantec—matrix (ncol=vertices ,nrow=vertices)
FSalientec—matrix(ncol=vertices ,nrow=vertices)
for (i in 1:vertices)

{

for (j in 1:vertices)

if (is.na(Redq[i,j]))
FEntrante[i, jk-0
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FSaliente[i,jk—FEntrante[i,jkRedgli,]]
}
}

if (Partel==1)

{

RedAuxCostos—matrix (ncol=vertices ,nrow=vertices)
RedAuxCostos—AuxiliarCostos (RedAuxCostos)
C<—matrix(ncol=vertices ,nrow=vertices)
C<—CFloyd (RedAuxCostos)
inicio<-0
if (iteracion==2)

inicio <=5

if (iteracion==1)

{

z<—matrix (0,ncol=vertices ,nrow=vertices)
z<—zFloyd ()

z<—Floyd (C, z)
Circuito<—matrix(ncol=vertices +1,nrow=1)
Circuito<—RecuperaCiclo(Circuito ,inicio)

}

if (iteracion>1 & cadenasaturada!=1)

{

z<—matrix (0,ncol=vertices ,nrow=vertices)
z<—zFloyd ()

z<—Floyd (C, z)
Circuito<—matrix(ncol=vertices+1,nrow=1)
Circuito<—RecuperaCiclo(Circuito ,inicio)

}

if (iteracion>1 && cadenasaturada==1)

{
z<—Floyd (C, z)
Circuito<—RecuperaCiclo(Circuito ,inicio)

}

Cadena—matrix(ncol=vertices+1,nrow=1)
Cadena—RecuperaCA(Cadena,z)
Validador<—Validar (Cadena,z)
contador—1

Circuito2<—matrix(ncol=vertices+1,nrow=1)
Circuito2<—Circuito

if (is.na(Circuito2[1,1]))
Validador<—1
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while (Validador==0)

{

inicio<—Circuito2[1,1+contador]
Circuito<—matrix (ncol=vertices+1,nrow=1)
Circuito<—RecuperaCiclo(Circuito ,inicio)
Cadena—matrix(ncol=vertices+1,nrow=1)
Cadena—RecuperaCA(Cadena, z)
Validador<—Validar (Cadena,z)
contadork—contador+1

}

if (Validador==1)

{
Cadena—matrix(ncol=vertices+1,nrow=1)
Cadena—RecuperaCA(Cadena, z)

}

CicloCadena—matrix (nrow=1,ncol=vertices +3)
CicloCadena—Concatenar(CicloCadena)

gnodo<c—matrix (ncol=ncol (CicloCadena) ,nrow=3)
gnodo<—FunGnodo (gnodo)

if (is.na(gnodo[3,1])==TRUE)
Partel<-0
if (is.na(gnodo[3,1])!=TRUE)
delta<—CalculaDelta(delta ,gnodo)
if (delta<=0)
Partel<-0

}

if (Partel==0 )#Parte 2: Encontrar cadenas aumentantes de s a t vy
enviar la mayor cantidad de flujo sobre la red.
{

RedAuxCapacidades-matrix (ncol=vertices ,nrow=vertices)

RedAuxCapacidades-RedCapacidades (RedAuxCapacidades,
FEntrante)

C<—CFloyd (RedAuxCapacidades)

z<—matrix (0, ncol=vertices ,nrow=vertices)
z<—zFloyd ()
z<—Floyd (C, z)

CadenaAumentante-matrix (ncol=vertices+1,nrow=1)
CadenaAumentante-RecuperaCA2 (CadenaAumentante , z)
gnodox—matrix(ncol=ncol(CadenaAumentante) ,nrow=3)
gnhodox—FunGnodo2 (gnodo2)

if (is.na(gnodo2[3,1])!=TRUE)
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}

for (j

{

delta<—CalculaDelta(delta ,gnodo2)
gnodo<—gnodo?2
if (is.na(gnodo2[3,1])==TRUE)
{

Resumen ()

break

in 1:vertices) #Actualizacon del flujo

#Para j=1, es decir, donde empieza la cadena
if (j==1 & !is.na(Redqg[gnhodo[l,j],gnodo[1,j+1]]))
{
FEntrante[gnodo[l,j],gnodo[1l,]j+1—FEntrante|
gnodo[1l,j],gnodo[1,j+1]]+delta
FSaliente[gnodo[l,j],gnodo[1l,j+1—FEntrante]
gnodo[1l,j],gnodo[1,j+1]%¥Redg[gnodo[l,]j],
gnodo[1,j+1]]
EsForwarck-1
}
#Si es un arco en sentido contrario
if (j==1 & is .na(Redq[gnodo[l1,j],gnodo[1,j+1]]))
{
FEntrante[gnodo[l1,j+1],gnodo[l,j]—FSaliente]
gnodo[1,j+1],gnodo[1,]j]} delta
FSaliente[gnodo[l,j+1],gnodo[1,j—FEntrante]
gnodo[1l,j+1],gnodo[1,j]]/Redg[gnodo[l,j+1],
gnodo[1,j]]
EsForwardk—0
}
#Para un nodo distinto al inicial
if (j>=2 & 'is.na(Redq[gnodo[l,j],gnodo[1,j+1]]) & !is.
na(gnodof1l,j]))
{

x<—0
y<—0
for (i in 1l:vertices)

if (EsForward==1 & !is.na(FSaliente[i,gnodo[1l,]
11) & FSaliente[i,gnodo[1,j]]!=FSaliente|
gnodo[1,j—1],gnodo[1,j]] & !'is.na(FSaliente|
gnodo[1,j—1],gnodo[1,]]]))
x<—FSaliente[i,gnodo[1,]]+X
if (EsForward==0 & !is.na(FSaliente[i,gnodo[1l,]
11) & FSaliente[i,gnodo[1,j]]!=FSaliente|
gnodo[1l,j],gnodo[1,j1]] & !'is.na(FSaliente]
gnodo[1,j],gnodo[1,}-1]]))
x<—FSaliente[i,gnodo[1,]]+X
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if (is.na(FEntrante[gnodo[1,j],i]) & FEntrante]
gnodo[l,j],i]'=FEntrante[gnodo[1l,j],gnodo[1,]
+1]] & 'is.na(FEntrante[gnodo[l,j],gnodo[1,]
+111))
y<—FEntrante[gnodo[1,],il+ty

if (EsForward==1)
FEntrante[gnodo[1l,j],gnodo[1l,j+1{—x-y+
FSaliente[gnodo[1,}1],gnodo[1,]]]
if (EsForward==0)
FEntrante[gnodo[1,j],gnodo[1,j+1—x-y
if (is.na(Redq[gnhodo[l1,j],gnodo[1,j+1]]))
EsForwardk—-0
if ('is.na(Redq[gnodo[1,j],gnodo[1,]j+1]]))
EsForwardck—1
FSaliente[gnhodo[l,j],gnodo[1l,j+1]—FEntrante|
gnodo[1l,j],gnodo[1,j+1]k¥Redg[gnodo[l,]j],
gnodo[1,)+1]]

}

#Si es un arco en sentido contrario &&% gnodo[l,j]!=
gnodo[1,1]

if (j>=2 & is.na(Redg[gnodo[1,j],gnodo[1l,j+1]]) && lis.
na(gnodo[1,j]))

{

x<—0
y<-0
for (i in 1:vertices)

if (is.na(FSaliente[i,gnodo[1,j]]) & !'is.na(
FSaliente[gnodo[1,j+1],gnodo[1,]]]))
x<—FSaliente[i,gnodo[1,]]+X
if (is.na(FEntrante[gnodo[1,j],i]) & FEntrante]
gnodo[l,j],i]'=FEntrante[gnodo[l,j+1],gnodo
[1,j]]/Redg[gnodo[l,j+1],gnodo[1l,j]] & !'is.
na(FEntrante[gnodo[1,]j+1],gnodo[1,j]]/Redg|
gnodo[1,j+1],gnodo[1,j]]))
y<—FEntrante[gnodo[1,j],il+ty

x<—x—FSaliente[gnodo[1,j+1],gnodo[1,]]]

if (is.na(Redq[gnodo[l,j],gnodo[1,j+1]]))
EsForwardk—0

if (!is.na(Redq[gnodo[1,j],gnodo[1,j+1]]))
EsForwardk-—1

if (EsForward==1)
FEntrante[gnodo[l,j+1],gnodo[1,j{—x/

Redg[gnodo[1,j+1],gnodo[1,]]]

if (EsForward==0)

FEntrante[gnodo[1,j+1],gnodo[1,jH—(y—x
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)/Redg[gnhodo[1l,j+1],gnodo[1,j]]
FSaliente[gnodo[l,j+1],gnodo[1,jf—FEntrante]
gnodo[1,j+1],gnodo[1,]j]l¥Redg[gnodo[l,]j+1],

gnodo[1,j]]
}
}
for(j in 1:vertices)
{
if (j<vertices & !is.na(Cadena[l,j]) & !is.na(Cadena[1l,
i+1]))
if (FEntrante[Cadena[l,j],Cadena[l,j+1]]==Redq[Cadena[l,]j
].Cadenal[1l,j+1]])
{
cadenasaturada-1
break
}
if (FEntrante[Cadena[l,]j],Cadena[l,j+1]]!=Redq[Cadenall,]j
],Cadena[l,j+1]])
cadenasaturada-0
}
if (j<vertices & is.na(Cadena[l,j]) & is.na(Cadena[l,]j
+1]))
cadenasaturada-1
¥
cat("\n. ~lteracion=",iteracion ,” ~\n

)

Resumen ()
iteracion<—iteracion+1
readline (prompt="Presiona enter]_para.continuar”)

}



86

APENDICE B. GODIGO EN R



Bibliografia

[1] Christofides Nicos. Graph Theory. An Algorithmic Approach. Academic
Press Inc., London, 1975.

[2] Hernandez Ayuso Ma. del Carmeimtroduccibn a la Teofa de Redes. So-
ciedad Materatica Mexicana, Mixico, 2 edition, 2005.

[3] Evans James R. and Minieka Edwar@ptimization Algorithms For Net-
works And Graphs. Marcel Dekker, Inc., USA, 2 edition, 1992.

[4] Ahuja Ravindra K., Magnanti Thomas L., and Orlin James Retwork
Flows. Theory, Algorithms and Applications. Prentice Hall, USA, 1993.

[5] Bondy J.A. and Murty U.S.R.Graph Theory With Applications. North-
Holland, USA, 1976.

[6] Maurras Jean F. Optimization of the flow through networks with gains. In
Mathematical Programming 3, pages 135-144. North-Holland, 1972.

[7] Jewell William S. Optimal flow through networks with gains. @perations
Research, volume 10, pages 476—-499. INFORMS, Berkely, California, 1962.

[8] Grinold Richard C. Calculating maximal flows in a network with positi-
ve gains. InOperatios Research, volume 21, pages 528-541. INFORMS,
Berkely, California, 1973.

[9] Onaga Kenji. Dynamic programming of optimum flows in lossy communi-
cation nets.IEEE Transactions on Circuit Theory, (2):282-287, September
1966.

[10] Bollobas Bela. Modern Graph Theory. Springer, USA, 1998.

[11] Bertsekas Dimitri P.Network Optimization: Continuous and Discrete Mo-
dels. Athena Scientific, USA, 1998.

87



88 BIBLIOGRAFIA

[12] Bazaraa Mokhtar S., Jarvis John J., and Sherali HaniLiDear Program-
ming and Nerwork Flows. John Wiley & Sons, Inc., USA, 4 edition, 2010.

[13] Prawda JuarMétodos y modelos de investigacide operaciones, volume 1.
Limusa, 2004.



	Texto Completo

