
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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Flujo máximo en redes con ganancias
98 p
2017



Agradecimientos
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3.6. Patŕon de flujo asociado a la Figura 3.5 . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.7. Ejemplo 3(b) Flujo actualizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.8. Red original . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.9. Red auxiliar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.10. Flujo resultante de la primera iteración . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.11.R′ de la segunda iteración . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.12. Flujo resultante de la segunda iteración . . . . . . . . . . . . . . . 47

IX



3.13. Capacidades deR′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.14. Primera actualización del flujo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.15. Red auxiliar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.16. Segunda actualización del flujo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.17. Red auxiliar de la Figura 3.12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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Introducci ón

La Investigacíon de Operaciones es una disciplina que surge en la segunda
guerra mundial, debido a la necesidad de resolver problemas estratégicos y t́acti-
cos a trav́es del manejo adecuado y efectivo de los recursos para las operaciones
militares. Para ello se formaron equipos interdisciplinarios de especialistas que
aplicaban su conocimiento y el método cient́ıfico para solucionar dichos proble-
mas. Tiempo después, dada la expansión de los mercados en la industria, las gran-
des empresas recurrieron nuevamente a los grupos interdisciplinarios, con el fin
de hallar estrategias de mercado que les permitieran obtener la mayor utilidad po-
sible, sujeta a un nivel de competitividad creciente.

Actualmente, existen procedimientos y técnicas estándares para resolver proble-
mas como: manejo de inventarios, minimización de tiempos, asignación de re-
cursos, maximización de utilidades, distribución de productos y programación de
proyectos, entre otros, que tienen su fundamento en la Investigación de Operacio-
nes utilizando herramientas tales como la computación. Debido a la versatilidad
de su campo de aplicación, la Investigacíon de Operaciones forma parte de carre-
ras como Ingenierı́a Industrial, Sistemas, Civil, Economı́a, Actuaŕıa, Finanzas, etc.

Una parte importante de problemas de optimización puede analizarse mediante
la representación gŕafica de los mismos, a través de redes formadas por puntos
y lı́neas que los unen y que representan una relación entre ellos. Por ejemplo, si
se desea encontrar el camino más corto para llegar de una ciudad a otra pasando
por distintas carreteras y pueblos; las ciudades y pueblos serı́an representados con
puntos, las carreteras con lı́neas y la relación que establece cada una de las lı́neas
es la distancia entre el par de puntos que une.

El proceso de optimización a trav́es del uso de redes, varı́a dependiendo de los
atributos cuantitativos o cualitativos que se pretendan maximizar o minimizar, y
dada la facilidad de su planteamiento, la teorı́a de redes puede aplicarse a una gran
variedad de situaciones. Entre las más comunes se encuentran el ya mencionado
problema de rutas ḿas cortas y el problema del flujo máximo. Estéultimo, se re-
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fiere al traslado de la mayor cantidad de un cierto producto de un punto a otro y
est́a sujeto a las distintas variables y restricciones que se requieran en dicho pro-
ceso.

Ahora bien, si suponemos que en cada etapa de un proceso puede haber una ga-
nancia o ṕerdida adicional, la tarea de obtener la mayor utilidad final se vuelve un
tanto ḿas compleja. A este problema se le denomina flujo máximo en redes con
ganancias. Entre sus aplicaciones más usuales se encuentran: problemas de trans-
porte, maximizacíon de reacciones quı́micas, control de la corriente que circula a
través de estructuras eléctricas, diversificación de portafolios financieros, etc.

En este contexto, el objetivo principal de esta tesis es, describir los elementos
que componen el algoritmo de flujo máximo en redes con ganancias propuesto en
el libro Graph Theory. An Algorithmic Approachpor Nicos Christofides, ası́ como
su justificacíon.

Al ser una parte fundamental para la solución de dicho problema, resulta de gran
importancia hacer una descripción de los algoritmos ḿas comunes para resolver
el problema de rutas ḿas cortas. En el primer capı́tulo se tratan las principales va-
riantes del problema y algunos métodos de solución, haciendo un especialénfasis
en el propuesto por Floyd en 1962, ya que fue utilizado como subrutina principal
para resolver y programar el problema de flujo en redes con ganancias.

El segundo caṕıtulo contiene una breve introducción al problema del flujo y sus
aplicaciones a diversos campos de estudio. Además se describe y ejemplifica el
algoritmo de Ford- Fulkerson, el cual es uno de los más eficientes para solucionar
este tipo de problemas.

El tercer caṕıtulo detalla los elementos y etapas del algoritmo presentado por Ni-
cos Christofides en 1975, para resolver el problema del flujo máximo en redes con
ganancias. Dada la utilidad del algoritmo y su fácil implementacíon en diversas
áreas de conocimiento, se realizó un programa en R que muestra el comporta-
miento del flujo sobre la red en cada paso del algoritmo hasta alcanzar su máximo.

El último caṕıtulo es un manual del usuario del programa desarrollado en el que
se describen las variables, funciones, notación requerida y la forma de interpretar
los resultados de cada etapa.



Caṕıtulo 1

Rutas más cortas

1.1. Introducción

Este caṕıtulo tiene como proṕosito mostrar tres de los ḿetodos ḿas comunes
para solucionar el problema de rutas más cortas y algunas de las variantes del mis-
mo. Sin embargo, antes de abordar el problema de rutas más cortas, es necesario
considerar los conceptos de la siguiente sección.

1.1.1. Conceptos de Teorı́a de Gráficas

Una gŕaficaG es una colección de puntos o v́ertices representado por el con-
junto X = {x1,x2, ...,xn} y una coleccíon de ĺıneas representada por el conjunto
A = {a1,a2, ...,am} que pueden unir a todos o algunos de los vértices deX. De
esta forma, denotamos aG como la pareja(X,A).

Cuando las lı́neas deA tienen direccíon, generalmente representadas con flechas,
se les llama arcos se dice queG es una gŕafica dirigida. Si las lı́neas no tienen
direccíon se les llama aristas y se dice que la gráficaG es no dirigida.

Denotaremos a los arcos como el par(xi ,x j), dondexi y x j representan al v́ertice
inicial y final del arco respectivamente y la dirección del arco se asume del primer
al segundo v́ertice. Por ejemplo, en la gráfica de la Figura 1.1, la pareja(x1,x2)
denota al arcoa1.

x1 x2
a1

Figura 1.1: Ejemplo de gráfica
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4 CAPÍTULO 1. RUTAS MÁS CORTAS

Para la gŕafica dirigidaG = [X,A] conxi ,x j ∈ X, el vérticex j es sucesor del
vérticexi si el arco(xi ,x j) ∈ A. Por otro lado, decimos que el vérticex j es pre-
decesor dexi si (x j ,xi) ∈ A. Al conjunto de v́ertices sucesores dexi se le denota
comoΓ+(xi). De manera ańaloga, al conjunto de predecesores dexi se le denota
Γ−(xi)

Definimos una gŕafica parcial deG = [X,A] como aquella constituida por todos
los vértices deX y algunos arcos o aristas deA. La denotamos comoGp = [X,Ap],
dondeAp ⊂ A.

Resulta intuitivo pensar que pueden formarse secuencias de arcos o aristas en
una gŕafica. En particular, en una gráfica dirigida, un camino es una secuencia de
arcos{a1,a2, ...,an}, donde el v́ertice final del arcoai es el v́ertice inicial deai+1.

Un caminoa1,a,...,an es un camino simple cuando no se recorre el mismo ar-
co más de una vez, es decir,ai 6= a j si i 6= j. Decimos que un camino es elemental
cuandoxi 6= x j si i 6= j, es decir, si no se pasa por el mismo vértice ḿas de una vez.

Una cadena es una secuencia de aristas{a1,a2, ...,an} donde el v́ertice final de
ai es el v́ertice inicial deai+1. Notemos esta definición es ańaloga a la de un ca-
mino para una gráfica no dirigida. Por lo tanto, las definiciones de cadena simple
y elemental son ańalogas a las de camino simple y elemental, respectivamente.
Cabe mencionar que un camino o cadena puede ser representado por la secuencia
de v́ertices, arcos o aristas que lo componen, o por una combinación de ambos.
Nosotros, denotaremos las cadenas y caminos por los vértices que los integran.
Además, si para todo par de vérticesxi ,x j ∈ X existe una cadena que los une, de-
cimos que la gŕaficaG= [X,A] es conexa.1

Un circuito es un camino{x1,x2, . . . ,xa}, en el que el v́ertice inicialx1 coinci-
de con el v́ertice finalxa. Y un ciclo es una cadena{x1,x2, . . . ,xa} dondex1 = xa.

Un árbol es una gráfica conexa y acı́clica, coḿunmente denotada comoT = [X,A].
En una gŕafica dirigidaG = [X,A], decimos quer ∈ X es ráız deG si existe un
camino der ax para todox∈ X. Definimos una arborescencia como unárbol que
tiene una ráız.

Finalmente, una red se define como una gráfica que tiene asociada una función
real f definida sobre sus arcos o aristas, o sobre sus vértices, o ambos, y sus pro-
piedades se extienden de las mismas definidas para gráficas. Denotaremos una red

1Para mayor información sobre las propiedades de las gráficas, se recomienda consultar [1]
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comoR= [X,A, f ], dondeX = {x1,x2, ...,xn} representa el conjunto de vértices,
A = {a1,a2, ...,am} es el conjunto de arcos o aristas que unen a todos o algunos
de los v́ertices deX y f es la funcíon mencionada anteriormente.2

Algunos de los problemas de optimización que se pueden plantear como un pro-
blema de rutas ḿas cortas son: de transporte, de planeación loǵıstica, cadenas de
produccíon, reacciones quı́micas, entre otros, pueden ser representados mediante
una red y resolverse utilizando alguno de los algoritmos que se verán ḿas adelan-
te.

A continuacíon se expondrán tres algoritmos utilizados para resolver el proble-
ma de rutas ḿas cortas. En primer lugar, el algoritmo de Dijkstra se utiliza para
hallar el camino ḿas corto de un v́ertice origen a un v́ertice final donde la distan-
cia entre cualquier par de vértices es positiva. El segundo algoritmo, que es el de
Ford, tiene el mismo proṕosito que el anterior, sin embargo, este admite que el
número asociado a los arcos sea negativo.

Por último, veremos el algoritmo de Floyd, el cual se utiliza para calcular el ca-
mino más corto entre cualquier par de vértices de la red. Adeḿas facilita la iden-
tificación de circuitos negativos, por lo que fue utilizado como subrutina principal
en la programación y desarrollo del algoritmo presentado por Nicos Christofides
para resolver el problema de flujo máximo en redes con ganancias.3

1.2. Planteamiento del problema

Consideremos el siguiente problema: La panaderı́a “El Pan”desea transportar
sus productos desde su ubicación en la ciudadS a la distribuidora de la ciudad
T, atravesando en el camino por diferentes poblados. Por cuestiones de ahorro de
insumos, los fabricantes desean que en este traslado se recorra la menor distancia
posible.

Este problema puede plantearse sobre una redR= [X,A,d] dondeS y T son los
vértices inicial y final y el resto de los poblados está representado por vértices, de
forma queX = {S,x2,x3, ...,T}, los arcos deA representan los caminos entre los
distintos poblados yd representa la distancia que miden dichos caminos. Nuestro
objetivo seŕıa encontrar el camino de menor distancia deSaT.

2Para mayor información sobre las definiciones anteriores, se recomienda consultar la referen-
cia [2].

3El algoritmo de Nicos Christofides se encuentra desarrollado en el Capı́tulo 3.



6 CAPÍTULO 1. RUTAS MÁS CORTAS

Adicionalmente, si los fabricantes desearan dejar sus productos en cada pobla-
do antes de llegar al centro de distribución de la ciudadT, el problema consistirı́a
en encontrar el camino ḿas corto que comience en la ciudadS, recorra cada po-
blado y finalice en la ciudadT.

Por otro lado, si los fabricantes desearan desplazarse entre las panaderı́as de al-
gunos poblados a repartir sus productos recorriendo la menor distancia posible, el
problema consistirı́a en encontrar el camino más corto entre todo par de vértices.

Es importante tomar en cuenta que, para que cualquiera de las situaciones plan-
teadas tenga solución, se requiere que exista un camino del vértice inicial al final,
del inicial a todos los deḿas v́ertices, o entre todo par de vértices, seǵun sea el
caso.

Para retomar el planteamiento del problema inicial, se tiene la redR= [X,A,d]
donde los v́ertices deX representan al conjunto de poblados y a las ciudadesSy
T. Los arcos deA representan los caminos que existen entre los poblados conside-
rados. Finalmente,di j es un ńumero real asociado a cada arco deA que representa
la distancia entre el pobladoi y el pobladoj. Resulta ĺogico pensar que no existen
distancias negativas, por lo que el número asociado a cada arco debe ser positivo.

Sin embargo, la función asociada a cada arco no siempre representa distancia
y es necesario considerar que en algunos problemas, esta función puede tomar
valores negativos. Cuando esto sucede, al buscar un camino del vértice inicial al
vértice final, puede incurrirse en circuitos negativos4. Si esto sucede, decimos que
el problema es no acotado, ya que siempre podrá encontrarse un camino de menor
longitud5 en tanto contenga ḿas repeticiones del circuito negativo, por lo tanto, el
problema no tiene solución.

Por ejemplo, si consideramos la red de la Figura 1.2, un camino del vértice 1 al 4 es
{1,2,3,4} de longitud 0 y otro camino ḿas corto es{1,2,3,1,2,3,4} de longitud
−1. De hecho, cualquier camino que contenga los arcos(1,2),(2,3),(3,4) másn
veces el circuito{3,1,2,3} conn> 0 seŕa de longitud(1−3+2)+(1+1−3)n=
−n. Notemos que sin tiende a infinito, la longitud del camino tiende a menos in-
finito, por lo tanto, el problema es no acotado y el camino más corto de 1 a 4 no
existe.

4Como se menciońo previamente, un circuito es un camino{x1,x2, . . . ,xa}, en el que el v́ertice
inicial x1 coincide con el v́ertice finalxa. Se dice que es negativo si cada vez que se recorre, se
obtiene un valor menor.

5Obtenemos la longitud de un camino, sumando lasdi j de todos los arcos que lo componen.
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1

2

3 4

1

1

−3

2

Figura 1.2: Ejemplo: Circuitos negativos

1.3. Algoritmo de Dijkstra

Este ḿetodo fue propuesto por Edsger Dijkstra en el año 1959 y se utiliza para
resolver el problema de rutas más cortas con costos no negativos entre dos vérti-
ces de una red, y de un vértice inicial a todos los deḿas en la red, en cuyo caso el
resultado serı́a una arborescencia de rutas más cortas.6

Dada la facilidad para el planteamiento de este problema, existen diversas apli-
caciones, entre ellas, el problema de transporte, reducción de costos, insumos o
tiempos, etc.

El algoritmo de Dijkstra se basa en la asignación de etiquetas temporales y per-
manentes a los vértices. Las primeras, sirven para indicar al vértice predecesor
y la menor distancia en un camino posible del vértice inicial a este. Las etique-
tas permanentes sirven para indicar al predecesor en el camino seleccionado y
la distancia total recorrida del vértice inicial al v́ertice en cuestión. Las etiquetas
temporales pueden mejorar en cada iteración del algoritmo hasta obtener el ca-
mino más corto posible, la cual está marcado con etiquetas permanentes.

El algoritmo finaliza cuando el vértice final cuenta con una etiqueta permanen-
te, en el caso del problema de rutas más cortas, o cuando todos los vértices de la
red tienen etiqueta permanente, en este caso se habrá encontrado la arborescencia
de rutas ḿas cortas de raı́z S. A continuacíon se presenta una breve explicación
del algoritmo de Dijkstra, y dos ejemplos de aplicación.

1.3.1. Algoritmo

Sea la redR= [X,A,d] dondeX y A, representan, respectivamente, el conjunto
de v́ertices y arcos que componen a la redR y di j es un ńumero asociado a cada

6Una arborescencia de rutas más cortas deR es aquella arborescencia donde elúnico camino
del vértice inicialsa todo v́erticexi ∈X, es un camino ḿas corto desaxi . Para mayor información
sobre la caracterización de una arborescencia, se recomienda consultar [2].
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arco que representa la distancia del vérticexi al x j . Ahora, se muestran los pasos
para calcular el camino ḿas corto del v́ertice inicials al vértice finalt.

1. En este paso ningún vértice tiene etiquetas. La variabled(xi) denota la dis-
tancia ḿas corta del v́ertice inicials al vérticexi ∈ X y a(xi) representa al
vértice predecesor dexi. Inicializamos el algoritmo asignando las siguientes
etiquetas temporales:d(s) =0 y d(xi) = ∞ para todox 6= s. Seay= s.

2. Para todoxi ∈ Γ+(y) con etiqueta temporal, calculamos

d(xi) = mı́n{d(xi),d(y)+d(y,xi)} (1.1)

Si d(xi) = ∞, terminar, pues no existen caminos des a alǵun vértice. En
caso de qued(xi) cambie, asignarle una etiqueta permanente al mı́nimo de
losd(xi) calculados ya(xi) = y. Para el siguiente paso, seay= xi.

3. Repetir el paso 2 hasta que suceda:

- El vértice final t recibe etiqueta permanente, en este caso se habrá
encontrado el camino ḿas corto des a t. Dicho camino está formado
por los v́ertices con etiqueta permanente y se puede recuperar con los
antecesoresa(xi) calculados en cada iteración.

- Si se desea encontrar la arborescencia de rutas más cortas, el algoritm-
mo termina cuando todos los vértices tengan etiqueta permanente y se
recupera con los antecesoresa(xi) de cada iteración.

Para recuperar el camino más corto utilizamos los antecesores de cada iteración
que fueron denotados cona(x), comenzando con láultima iteracíon, es decir con
el vérticet y terminando ens. En orden inverso se obtiene el camino desa t.

1.3.2. Ejemplo

Se desea determinar el camino más corto del v́ertice 1 al 5 en la siguiente red
utilizando el algoritmo de Dijkstra:
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1

3 4

5

2

2

4

3

1

5

2
4

Figura 1.3: Ejemplo 1: Rutas ḿas cortas

Paso 1. Iniciamos con el vértices etiquetado de manera permanente cond(1) = 0,
d(xi) = ∞ parax 6= 1. Seay= 1.

Paso 2. Recalculamos las etiquetas para los vértices enΓ+(y)con etiqueta temporal
como:
d(2) =mı́n{d(2),d(1)+d(1,2)}= mı́n{∞,0+2}= 2
d(3) =mı́n{d(3),d(1)+d(1,3)}= mı́n{∞,0+4}= 4
La distancia ḿınima de los v́ertices etiquetados esd(2) =2, por lo tanto, el
vértice 2 recibe etiqueta permanente, ahoray= 2 y a(2) =1.

Paso 3. Como 5 no ha sido etiquetado de manera permanente, se repite el Paso 2.

Paso 2. Realculamos las etiquetas para los vértices enΓ+(2) con etiqueta temporal:
d(4) =mı́n{d(4),d(2)+d(2,4)}= mı́n{∞,2+1}= 3
d(5) =mı́n{d(5),d(2)+d(2,5)}= mı́n{∞,2+5}= 7
El vértice 4 recibe etiqueta permanente,y= 4 y a(4) =2.

Paso 3. El v́ertice 5 no ha recibido etiqueta permanente, por lo tanto se repite el
paso 2.

Paso 2. Calculamos la etiqueta para el vértice 5 enΓ+(4) con etiqueta temporal:
d(5) =mı́n{d(5),d(4)+d(4,5)}= mı́n{∞,3+2}= 5
El vértice 5 recibe etiqueta permanente ya(5) =4.

Paso 3. Comot = 5 ha sido etiquetado de manera permanente, terminar. Finalmente,
el camino ḿas corto est́a marcado con etiquetas permanentes y se obtiene a
partir de los antecesores de la siguiente manera: El vértice final es 5, ahora
a(5) =4, luegoa(4) =2 y a(2) =1 que es el v́ertice inicial. Por lo tanto el
camino ḿas corto del v́ertice 1 al 5 es 1→ 2→ 4→ 5 de longitudd = 5.
Podemos verla marcada en la Figura 1.4.
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1

3 4

5

2

2

1

2

Figura 1.4: Ruta ḿas corta del v́ertice 1 al 5

Ahora bien, si deséaramos encontrar la arborescencia de rutas más cortas, re-
petiŕıamos el algoritmo hasta que todos los vértices est́en etiquetados de forma
permanente. Para este ejemplo, continuarı́amos con la siguiente iteración:

Paso 2. Recalculamos las etiquetas para los vértices enΓ+(1)con etiqueta temporal
como:
d(3) =mı́n{d(3),d(1)+d(1,3)} = mı́n{∞,0+4} = 4 El vértice 3 recibe
etiqueta permanente, ahoray= 3 y a(3) =1.

Paso 3. Como todos los vértices han recibido etiqueta permanente, hemos obtenido
la arborescencia de rutas más cortas de raı́z 1. Para recuperarla, basta con
incluir a la solucíon anterior quea(3) =1. La arborescencia de rutas más
cortas se muestra en la Figura 1.5.

1

3 4

5

2

2

4

1

2

Figura 1.5: Arborescencia de rutas más cortas
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1.4. Algoritmo de Ford

Este algoritmo es una modificación del algoritmo de Dijkstra y puede utili-
zarse cuando los arcos tienen asociados números negativos. La modificación al
algoritmo anterior es la siguiente:

1. Se aplica la Ecuación (1.1) del paso 2 a todos los vértices sucesores del
vértice que se está examinando, no sólo a los que tienen etiqueta permanen-
te.

2. Si la etiqueta permanente de un vérticexi mejora, se borran las etiquetas de
los vértices tales quexi ∈ Γ+(xi).

3. El algoritmo se termina cuando todos los vértices est́en etiquetados yd(xi)
no puede ser mejorada para ningún vértice.7

El algoritmo a seguir es el siguiente:

1. En este paso ningún vértice tiene etiquetas. Definimos las variablesd(xi)
y a(xi) como en el algoritmo anterior. Iniciamos cond(s) =0 y d(xi) = ∞
para todox 6= s. Seay= s.

2. Para todoxi ∈ Γ+(y) calculamos:

d(xi) = mı́n{d(xi),d(y)+d(y,xi)} (1.2)

Si d(xi) = ∞, terminar, pues no existen caminos des a alǵun vértice. En
caso de qued(xi) cambie, asignarle una etiqueta permanente al mı́nimo de
losd(xi) calculados ya(xi) = y. Para el siguiente paso, seay= xi.

3. Repetir el paso 2 hasta que suceda:

- Todos los v́ertices han sido etiquetados de manera permanente yd(xi)
no puede mejorar para ningúnxi

- En caso de cambiard(xi) para alǵun xi ∈ X, se borran las etiquetas de
todos los v́ertices que salen del mismo.

Para recuperar el camino más corto se utilizan los antecesores marcados en
cada iteracíon cona(xi) siguiendo el procedimiento del algoritmo anterior.

7La prueba de quéesta modificacíon funciona puede consultarse en la referencia [3]
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1.4.1. Ejemplo

Consideremos la red de la Figura 1.6 y apliquemos el algoritmo de Ford.

1 2

3 4

2

1
−3

−1

1
Figura 1.6: Red con arcos condi j > 0 y di j < 0

Paso 1. Inicialmente, el vértice 1 est́a etiquetado de manera permanente cond(1) =
0, d(xi) = ∞ paraxi 6= 1. Seay= 1.

Paso 2. Recalculamos la etiqueta de todos los vértices sucesores dey= 1:
d(2) =mı́n{d(2),d(1)+d(1,2)}= mı́n{∞,0+2}= 2
d(3) =mı́n{d(3),d(1)+d(1,3)}= mı́n{∞,0+1}= 1
La etiqueta ḿınima de los v́ertices examinados esd(3) = 1, el v́ertice 3
recibe etiqueta permanente. Seay= 3 y a(3) =1.

Paso 3. Como no todos los vértices tienen etiqueta permanente, se repite el paso 2.

Paso 2. Calculamosd(xi) para los sucesores del vértice 3:
d(4) =mı́n{d(4),d(3)+d(3,4)}= mı́n{∞,1+1}= 2
El vértice 4 ha sido etiquetado. Seay= 4 y a(4) =3.

Paso 3. Como no todos los vértices han sido etiquetados, se repite el paso anterior.

Paso 2. Calculamos la etiqueta para el vértice 2:
d(2) =mı́n{d(2),d(1)+d(1,2)}= mı́n{∞,0+2}= 2
Seay= 2 y a(2) =1.

Paso 3. Todos los vértices han sido etiquetados. Sin embargo, hace falta compro-
bar si es posible mejorard(xi) para alǵun x. Por lo tanto repetimos el paso
anterior utilizando láultima etiqueta asignada.

Paso 2. Calculamosd(xi) para los v́ertices sucesores dey= 2:
d(3) =mı́n{d(3),d(2)+d(2,3)}= mı́n{1,2−3}=−1
d(4) =mı́n{d(4),d(2)+d(2,4)}= mı́n{2,2−1}= 1
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La etiqueta ḿınima de los v́ertices examinados esd(3) =−1, por lo tanto
mejora la etiqueta del vértice 3. Seay= 3 y a(3) =2.

Paso 3. Como mejoró la etiqueta del v́ertice 3, se borran las etiquetas de todos los
vértices que salen del mismo. En este caso, se borra la etiqueta del vértice
4, por lo que es necesario repetir el paso anterior.

Paso 2. Calculamosd(xi) para los v́ertices sucesores dey= 3:
d(4) =mı́n{d(4),d(3)+d(3,4)}= mı́n{2,−1+1}= 0
El vértice 4 ha sido etiquetado. Seaa(4) =3.

Paso 3. Todos los vértices han sido etiquetados, además no es posible reducird(xi)
para ninǵun x. Por lo tanto, termina el algoritmo y el camino más corto es
1→ 2→ 3→ 4 cond = 0. En la Figura 1.7 se muestra el camino más corto
del vértice 1 al 4.

1 2

3 4

2

−3

1
Figura 1.7: Solucíon al ejemplo del algoritmo de Ford

1.5. Algoritmo de Floyd

El algoritmo de Floyd se utiliza para calcular el camino más corto entre cual-
quier par de v́ertices de una redR= [X,A,d]. A grandes rasgos, el algoritmo
funciona como sigue: Sea una redR= [X,A,d] conX = {1,2,3,· · · ,n}, en cada
iteracíon k = {1,· · · ,n}, el algoritmo calcula el camino ḿas corto del v́ertice i
pasando pork llegando aj para cualquier par de vértices de la red. La distancia de
los caminos ḿas cortos se va actualizando en cada iteración sobre una matrizC de
dimensionesn×n. Al mismo tiempo el camino ḿas corto que deba seguirse se va
actualizando en una matrizZ de dimensionesn×n, de tal manera que al finalizar
el algoritmo seŕa posible recuperar la distancia mı́nima entre todo par de nodos
con su respectivo camino más corto.
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Al inicializar el algoritmo se construyen las matricesC y Z de la siguiente mane-
ra: Es condicíon necesaria que no existan bucles8 en la red, por lo queC[i, i] = 0
∀xi, adeḿas si(xi ,x j) 6∈ A entoncesC[i, j] = ∞ y si (xi ,x j) ∈ A, entonces,C[i, j] =
d(xi ,x j). Continuamos con la inicialización de la matriz de predecesores, en este
casoz[i, j] = i ∀xi,x j ∈ X.

En cada iteración k dondek = {1,2,· · · ,n} se calcula la distancia ḿas corta
entre todo par de v́ertices(xi ,x j) comoC[i, j] = mı́n{C[i, j],C[i, k]+C[k, j]}. Si
C[i, j] 6= ∞ y fue modificada, es decir, si ocurre queC[i, j] = C[i, k]+C[k, j], en-
toncesz[i, j] = z[k, j].

Es importante mencionar que este algoritmo se detiene una vez finalizadas las
k iteraciones, es decir, cuando se ha calculado la ruta más corta entre todo par de
vértices de la red. O bien, se detiene cuando existen circuitos negativos sobre la
red, en este caso, siC[i, i] < 0 ó z[i, i] 6= i para alǵun i ∈ {1, ...,n}, entonces existe
un circuito negativo sobre la red y no es posible obtener una solución.

Ahora bien, al finalizar lasn iteraciones del algoritmo se puede recuperar el ca-
mino más corto dei a j utilizando la matriz de antecesores,z, como sigue: Supon-
gamos quez[i, j] = b, entoncesb es el nodo inmediato anterior antes de llegar dei
a j. Siguiendo esto, siz[i, b] =a, entoncesa es el v́ertice inmediato anterior antes
de llegar dei ab. Este proceso se repite hasta llegar az[i, k] = i .

La ruta obtenida va dej a i, sin embargo al leerla en orden inverso se obtiene
la trayectoria deseada.

1.5.1. Ejemplo

Para ejemplificar la forma en la que este algoritmo detecta circuitos negativos,
se le aplicaŕa a la Red de la Figura 1.2:

1

2

3 4

1

1

−3

2

Las matrices iniciales asociadas a la redR (Figura 1.2) son:

8Se dice que hay un bucle en la redR= [X,A] si (xi ,xi) ∈ A para alǵun vérticexi ∈ X.
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C=









0 1 ∞ ∞
∞ 0 −3 ∞
1 ∞ 0 2
∞ ∞ ∞ 0









z=









1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4









A continuacíon se muestran los cálculos para la matriz C en la primera iteración.

- C[1,1] =mı́n{C[1,1],C[1,1]+C[1,1]}= mı́n{0,0}= 0

- C[1,2] =mı́n{C[1,2],C[1,1]+C[1,2]}= mı́n{1,0+1}= 1

- C[1,3] =mı́n{C[1,3],C[1,1]+C[1,3]}= mı́n{∞,0+∞}= ∞

- C[1,4] =mı́n{C[1,4],C[1,1]+C[1,4]}= mı́n{∞,0+∞}= ∞

- C[2,1] =mı́n{C[2,1],C[2,1]+C[1,1]}= mı́n{∞,∞+0}= ∞

- C[2,2] =mı́n{C[2,2],C[2,1]+C[1,2]}= mı́n{0,∞+1}= 0

- C[2,3] =mı́n{C[2,3],C[2,1]+C[1,3]}= mı́n{−3,∞}=−3

- C[2,4] =mı́n{C[2,4],C[2,1]+C[1,4]}= mı́n{∞,∞}= ∞

- C[3,1] =mı́n{C[3,1],C[3,1]+C[1,1]}= mı́n{1,1+0}= 1

- C[3,2] =mı́n{C[3,2],C[3,1]+C[1,2]}= mı́n{∞,1+1}= 2

- C[3,3] =mı́n{C[3,3],C[3,1]+C[1,3]}= mı́n{0,1+∞}= 0

- C[3,4] =mı́n{C[3,4],C[3,1]+C[1,4]}= mı́n{2,1+∞}= 2

- C[4,1] =mı́n{C[4,1],C[4,1]+C[1,1]}= mı́n{∞,∞+0}= ∞

- C[4,2] =mı́n{C[4,2],C[4,1]+C[1,2]}= mı́n{∞,∞+1}= ∞

- C[4,3] =mı́n{C[4,3],C[4,1]+C[1,3]}= mı́n{∞,∞}= ∞

- C[4,4] =mı́n{C[4,4],C[4,1]+C[1,4]}= mı́n{0,∞}= 0

Entonces la matriz actualizada es:

C=









0 1 ∞ ∞
∞ 0 −3 ∞
1 2 0 2
∞ ∞ ∞ 0
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Como cambío la entradaC[3,2], entoncesz[3,2] = z[1,2] = 1 y la matriz corres-
pondiente es:

z=









1 1 1 1
2 2 2 2
3 1 3 3
4 4 4 4









Pasamos a la segunda iteración. El ćalculo de C es:

- C[1,1] =mı́n{C[1,1],C[1,2]+C[2,1]}= mı́n{0,1+∞}= 0

- C[1,2] =mı́n{C[1,2],C[1,2]+C[2,2]}= mı́n{1,1+0}= 1

- C[1,3] =mı́n{C[1,3],C[1,2]+C[2,3]}= mı́n{∞,1−3}=−2

- C[1,4] =mı́n{C[1,4],C[1,2]+C[2,4]}= mı́n{∞,1+∞}= ∞

- C[2,1] =mı́n{C[2,1],C[2,2]+C[2,1]}= mı́n{∞,0+∞}= ∞

- C[2,2] =mı́n{C[2,2],C[2,2]+C[2,2]}= mı́n{0,0+0}= 0

- C[2,3] =mı́n{C[2,3],C[2,2]+C[2,3]}= mı́n{−3,0−3}=−3

- C[2,4] =mı́n{C[2,4],C[2,2]+C[2,4]}= mı́n{∞,0+∞}= ∞

- C[3,1] =mı́n{C[3,1],C[3,2]+C[2,1]}= mı́n{1,2+∞}= 1

- C[3,2] =mı́n{C[3,2],C[3,2]+C[2,2]}= mı́n{2,2+0}= 2

- C[3,3] =mı́n{C[3,3],C[3,2]+C[2,3]}= mı́n{0,2−3}=−1

Como cambiaron las entradas C[1,3] y C[3,3], ahoraz[1,3] =z[2,3] =2 y z[3,3] =
z[2,3] =2. Las matrices correspondientes a esta iteración son:

C=









0 1 −2 ∞
∞ 0 −3 ∞
1 2 −1 2
∞ ∞ ∞ 0









z=









1 1 2 1
2 2 2 2
3 1 2 3
4 4 4 4









ComoC[3,3]< 0 y z[3,3] 6= 3, existe un circuito negativo en la red. Para recu-
perarlo utilizaremos la matrizz comenzando enz[3,3] = 2, luegoz[3,2] = 1 y
z[3,1] = 3, entonces el circuito negativo es{3,1,2,3} y por lo tanto no se puede
obtener una solución óptima.

En el siguiente capı́tulo se expone el problema del flujo máximo y algunas va-
riantes del problema.



Caṕıtulo 2

Flujos

2.1. Introducción

En este caṕıtulo planteamos el problema en el que se desea transportar cierta
cantidad de la mercancı́a de una f́abrica a un centro de distribución y que en el
proceso de transporte se puede pasar por diferentes puntos de la ciudad. Además
existe una capacidad máxima de mercancı́a que puede transportarse entre cada par
de puntos de la ciudad. A dicha mercancı́a le llamaremos flujo y un planteamiento
de este problema es el siguiente:

Se desea conocer la cantidad máxima de flujo que puede pasar a través de la red
R=[X,A,q], de una fuente especı́fica, el v́ertices, a una terminal, el v́erticet. En
este sentido, se supone también que sixi ,x j ∈ X y (xi ,x j) ∈ A, entonces el arco
(xi ,x j) tiene asociada una capacidadqi j que representa el lı́mite máximo de flujo
que puede pasar del vérticexi al x j .

Uno de los algoritmos ḿas utilizados para resolver este tipo de problemas es el de
Ford y Fulkerson (1957) y a partir de este surgen diversas variantes. Entre las más
comunes se encuentran:

(i) Cuando existen varias fuentes(s1,s2,s3, ...,sm) o varias terminales(t1, t2, t3, ..., tn)
en la redR= [X,A,q].

(ii) Cuando adeḿas de capacidades, los arcos tienen asociada una cota inferior
r i j . En este caso desea determinarse un flujo factible, es decir, un flujo que
cumpla con las condiciones de lı́mite inferior y superior para cada arco.
Si adeḿas se asocia costoci j a cada unidad de flujo que pasa por el arco
(xi ,x j), el problema es encontrar unflujo a costo ḿınimo.

En este caṕıtulo se muestra el desarrollo y fundamentos del algoritmo básico de

17
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Ford y Fulkerson y una breve descripción de los casos(i) y (ii). Posteriormente,
se profundizaŕa en otra variante del problema llamadaflujo en redes con ganan-
ciascon base en el algoritmo presentado por Nicos Christofides.

2.2. Planteamiento del problema

Consid́erese la redR= [X,A,q] con un v́ertice inicial (origen)sy uno terminal
t. Adeḿas, a cada arco(xi ,x j) ∈ A se le asigna una cantidadξi j denominada flujo,
este es factible si se satisface que:

∑
x j∈Γ+(xi)

ξi j − ∑
xk∈Γ−(xi)

ξki =







v si xi = s
−v si xi = t

0 sixi 6= s o t
(2.1)

Y adeḿas cumple que para todo(xi ,x j) ∈ A, 0≤ ξi j ≤ qi j .

A la expresíon (2.1) se le conoce como ecuaciones de conservación de flujo y
establecen que el flujo que entra a cada vértice es igual al flujo que sale del mis-
mo, excepto parasy t. Adeḿas se debe cumplir que 0≤ ξi j ≤ qi j∀(xi,x j) ∈ A, es
decir, que el flujo a trav́es de cada arco debe ser menor o igual a la capacidad del
mismo. En este sentido, el objetivo del problema general de flujo es encontrar una
distribucíon del flujo tal que se maximice:

v= ∑
x j∈Γ+(s)

ξs j− ∑
xi∈Γ−(s)

ξis

= ∑
xk∈Γ−(t)

ξkt − ∑
xl∈Γ+(t)

ξtl
(2.2)

El Teorema delFlujo máximo- corte ḿınimoconstituye una herramienta de opti-
malidad para este problema, ya que sirve para determinar si el flujo sobre una red
es ḿaximo. Sin embargo, antes de citarlo es necesario conocer lo siguiente:

Una cortadura(X0 → X̃0) es un conjunto de arcos que separa as de t si s∈ X0

y t ∈ X̃0. Adeḿas si quitamos este conjunto de arcos de la red, no existe cadena
alguna del v́ertice inicials al vértice finalt. El valor de esta cortadura es la suma
de las capacidades de todos los arcos deA, cuyos v́ertices iniciales están enX0 y
los finales est́an enX̃0, entonces

v(X0 → X̃0) = ∑
(xi ,x j )∈(X0→X̃0)

qi j (2.3)
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TEOREMA: FLUJO MÁXIMO - CORTE ḾINIMO

El valor del flujo ḿaximo del v́erticesal vérticet es igual al valor de la cortadura
mı́nima que separa as det. 1

De esta forma la cortadura mı́nima es la cortadura dondev(X0 → X̃0) es ḿıni-
mo.

El problema del flujo ḿaximo tiene aplicaciones en diversos contextos, por ejem-
plo, se utiliza para optimizar procesos de fabricación, sistemas de comunicación y
programacíon loǵıstica. Tambíen es utilizado como subrutina para resolver proble-
mas ḿas complejos, entre ellos, comprobar la existencia de una solución factible
en el problema de flujo a costo mı́nimo.

La estructura del problema de rutas más cortas es complementaria a la estruc-
tura del problema de flujo ḿaximo y ambas son la base de diversos algoritmos.
En este sentido, los algoritmos de rutas más cortas pueden ser vistos como flu-
jo máximo-costo ḿınimo sin considerar las capacidades de los arcos, mientras
que los algoritmos de flujo ḿaximo pueden verse como de flujo máximo- costo
mı́nimo sin considerar los costos de los arcos.

2.3. Algoritmo de Ford y Fulkerson

El algoritmo de Ford y Fulkerson resuelve el problema general del flujo máxi-
mo iniciando con un flujo factible conocido, por ejemplo un flujo igual a cero en
todos los arcos de la red, y recursivamente se construyen secuencias de flujo de
mayor valor hasta llegar al ḿaximo. Antes de conocer ḿas acerca de dicho algo-
ritmo, es necesario tomar en consideración las siguientes definiciones:

SeaR= [X,A,q], consideremos una cadenaC del vértice inicials al vértice fi-
nal t y sea(xi ,x j) ∈ A un arco que forma parte deC. Definimos los siguientes
subconjutos deC:

(xi ,x j) ∈C+ si tiene sentido des a t

(xi ,x j) ∈C− si tiene sentido det as

Decimos queC es aumentante siξi j < qi j para todos los arcos(xi ,x j) ∈ C+ y
ξi j > 0 para todo(xi ,x j) ∈ C−. Se denomina cadena aumentante debido a que

1La justificacíon y demostración de este teorema se encuentra en [4]
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puede enviarse flujo a través de ella, alcanzando con esto un flujo factible de ma-
yor valor.2

En caso de que sea posible incrementar el valor de la cadena aumentante enδ uni-
dades, debe cumplirse queξi j +δ ≤ qi j para todos los arcos enC+ y ξi j −δ ≥ 0
para todo arco enC−. Al buscar el flujo ḿaximo enR, el objetivo es queδ tenga
el mayor valor posible. En este sentido, la capacidad incrementalδ , es la ḿaxima
cantidad de flujo que puede enviarse des a t a trav́es de la cadena aumentante. Se
calcula con la F́ormula 2.4:

δ = mı́n{ mı́n
(i, j)∈C+

(

qi j −ξi j
)

, mı́n
(i, j)∈C−

(

ξi j
)

} (2.4)

Despúes de tener un flujo inicial factible, se utiliza una subrutina de etiquetado
para encontrar una cadena aumentante del vértices al vérticet. Si la cadena au-
mentante existe, se actualiza el flujo que puede pasar a través de ella, aumentando
aśı el flujo que pasa por la red. Una vez actualizado el flujo, se repite este pro-
cedimiento hasta que no se encuentre ninguna cadena aumentante del vértices al
vérticet. En este caso,ξ es el flujo ḿaximo.

Consideremos el problema del flujo máximo en la redR= [X,A,q] y donde cada
vérticexi ∈ X tiene uno de los siguientes estados:

- Etiquetado y escaneado: El vértice ha sido etiquetado y todos sus vértices
adyacentes han sido examinados.

- Etiquetado y no escaneado: El vértice ha sido etiquetado y no todos sus
vértices adyacentes han sido examinados.

- Vértice no etiquetado.

Las etiquetas de cada vértice son de la forma(+x j ,δ ) o (−x j ,δ ). Cuando la pri-
mera coordenada es de la forma+x j , el flujo puede incrementar a través del arco
(x j ,xi). Cuando la primera coordenada es del tipo−x j , el flujo puede disminuir
a trav́es del arco(xi ,x j). Para ambos casos,δ es la cantidad de flujo que puede
pasar desaxi a trav́es de la cadena aumentante que se está construyendo. De esta
forma, al etiquetarxi, se est́a construyendo una cadena aumentante de flujo des a
xi.

2Se recomienda consultar el libro de la referencia [2] para mayor información sobre las cadenas
aumentantes.
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2.3.1. Algoritmo

A continuacíon se presenta el algoritmo Ford y Fulkerson. Para inicializar el
algoritmo, todos los v́ertices est́an sin etiquetar.

1. Iniciar con un flujo factible sobre la red,éste puede ser cero. Etiquetamoss
con(+s,δ (s) =∞)

2. Elegir un v́ertice xi no etiquetado y no examinado cambiar su status por
(±xk,δ (xi)).

• Para todos los v́erticesx j ∈ Γ+(xi) que no est́en etiquetados y con
ξi j < qi j , etiquetar(+xi ,δ (x j)), conδ (x j) = mı́n{delta(xi),qi j −ξi j}.

• Para todos los v́erticesx j ∈ Γ−(xi) que no est́en etiquetados y con
ξ ji > 0, etiquetar(−xi ,δ (x j)), conδ (x j) = mı́n{delta(xi),ξi j}.

Ahora el v́erticexi est́a etiquetado y escaneado yx j est́a etiquetado y no
escaneado.

3. Repetir el paso 2 hasta que ocurra:

• Si t es etiquetado, pasar a 4.

• Si t no est́a etiquetado y ya no puede colocarse otra etiqueta, terminar
el algoritmo. En este casoξ es el flujo ḿaximo. SeaX0 es el conjun-
to de nodos etiquetados ỹX0 es el conjunto de v́ertices sin etiquetar,
entonces los arcos de la forma(X0 → X̃0) representa la cortadura mı́ni-
ma.

4. Actualizacíon del flujo. Seax= t

5. Si la etiqueta dex es de la forma(+z,δ (x)), el flujo pasa deξzx aξzx+δ (t).
Si la etiqueta dex es de la forma(−z,δ (x), el flujo pasa deξxz a ξxz−δ (t).

6. Si z= s, borra todas las etiquetas y repetir el algoritmo con el flujo actuali-
zado. Siz 6= s, seax= z y regresar al paso 5.3

2.3.2. Ejemplo

Encontrar el flujo ḿaximo utilizando el algoritmo de Ford y Fulkerson sobre
la red de la Figura 2.1. A cada arco se asociaqi j .

3Para mayor detalle sobre el algoritmo de Ford y Fulkerson consultar las referencias [5], [2],
[1].
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s

1

t

10 8

5

Figura 2.1: Red inicial

Paso 1. Iniciamos el algoritmo con un flujo factible de cero sobre la red. A cada
arco de la Figura 2.2 se le asocia(ξi j ,qi j ).

s

1

t

(0,10) (0,8)

(0,5)

Figura 2.2: Red con un flujo inicial factible de cero

Paso 2. Asignamos al vértices la etiqueta(+s,∞) y etiquetamos a los vérticesx j ∈
Γ+(s)que no est́en etiquetados y conξs j < qs j:

(+s,δ (1)), conδ (1) =mı́n{δ (s),qs1−ξs1}= mı́n{∞,10−0= 10. Enton-
ces la etiqueta de 1 es(+s,10).

(+s,δ (t)) conδ (t) =mı́n{δ (s),qst−ξst}=mı́n{∞,5−0= 5. Y la etiqueta
det es(+s,5) Decimos ques est́a etiquetado y escaneado. Los vértices 1 y
t est́an etiquetados y no escaneados.

Paso 3. Comot ha sido etiquetado, pasar a 4.

Paso 4. Actualización del flujo.

Paso 5. Si la etiqueta dex es de la forma(+z,δ (x)), el flujo pasa deξzx aξzx+δ (t).
Entonces el flujo que atravieza por el arco(s,t) esξst+δ (t) = 0+5.

Paso 6. Se borran todas las etiquetas y se repite el algoritmo con el flujo actualizado
mostrado en la red de la Figura2.3.
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s

1

t

(0,10) (0,8)

(5,5)

Figura 2.3: Flujo correspondiente a la primer iteración

Paso 2. Etiquetamoss con(+s,∞) y a los v́erticesx j ∈ Γ+(s)que no est́en etique-
tados y conξs j < qs j:

(+s,δ (1)), conδ (1) =mı́n{δ (s),qs1−ξs1}= mı́n{∞,10−0= 10 y la eti-
queta es(+s,10). El v́ertices est́a etiquetado y escaneado. Los vértices 1 y
2 est́an etiquetados y no escaneados.

Paso 3. Repetir el paso 2.

Paso 2. Etiquetamos a los vérticesx j ∈ Γ+(1) que no est́en etiquetados y conξ1 j <
q1 j :

(+1,δ (t)), conδ (t) =mı́n{δ (1),q1t −ξ1t}=mı́n{∞,8−0= 8 y la etiqueta
es(+1,8). El vértice 1 est́a etiquetado y escaneado.

Paso 3. Comot ha sido etiquetado, pasar a 4.

Paso 4. Actualización del flujo.

Paso 5. El flujo que atravieza por el arco(s,t) esξst+δ (t) = 0+5.

Paso 6. Se repite el algoritmo con el flujo actualizado mostrado en la red de la
Figura2.4.

s

1

t

(8,10) (8,8)

(5,5)

Figura 2.4: Flujo correspondiente a la segunda iteración
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Notemos que en la siguiente iteración del algoritmo, ya no es posible incre-
mentar el flujo desa t. Por lo tanto se ha llegado al corte mı́nimo formado por los
arcos(X0→ X̃0)= {(1,t),(s,t)}. Adeḿas, se cumple quev(X0→ X̃0)= 8+5= 13
es igual al valor del flujo obtenido, por lo tanto el valor del flujo máximo esξ = 13.

2.4. Principales variantes del problema

Algunas de las variantes más comunes del problema son:

2.4.1. Redes con ḿas de un v́ertice de origen y ḿas de un v́erti-
ce terminal

Cuando existen varias fuentes(s1,s2,s3, ...,sm) o varias terminales(t1, t2, t3, ..., tn)
en la redR= [X,A,q] se construye una red auxiliarR′ = [X′,A′,q′], donde:

X′ = {s,t}∪X
A′ = A∪{{(s,si)|i = 1,2...m}∪{(t j , t)| j = 1,2...n}}

q′i j =

{

qi j si (xi ,x j) ∈ A
∞ si i = s ó j = t

En este caso el problema se reduce a encontrar la máxima cantidad de flujo que
puede pasar del vértices al t en R′, que es el flujo ḿaximo en la red originalR.
En la siguiente red (Figura 2.5) se muestra un ejemplo, el número asociado a cada
arco representa su capacidadqi j .

s1

s2

1

2

3

4

t1

t2

4

6

2

1

5

9

23

8

5

Figura 2.5: Ejemplo 1

Notemos que la red anterior tiene dos vértices iniciales,s1 y s2, y dos v́ertices
finales,t1 y t2. Al agregar v́ertices ficticios de origen y destino con capacidad∞
en los arcos(s′,s1), (s′s2), (t1, t ′) y (t2, t ′), es posible usar el algoritmo de Ford y
Fulkerson con el cual se obtiene la solución que se muestra en la Figura 2.6. A
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cada arco se asocia(ξi j ,qi j ).

s′

s1

s2

1

2

3

4

t1

t2

t ′

(10,∞)

(2,∞)

(4,4)

(6,6)

(2,2)

(0,1)

(4,5)

(6,9)

(1,2)(2,3)

(7,8)

(5,5)

(7,∞)

(5,∞)

Figura 2.6: Solucíon al Ejemplo 1

En la siguiente iteración del algoritmo de Ford y Fulkerson, el vértices′ recibe
la etiqueta permanente(+s′,∞) y sus sucesores, los vérticess1 y s2, reciben la
etiqueta temporal(+s′,∞). Luego ninǵun vértice enΓ+(s1) puede ser etiquetado
puesξi j = qi j . Lo mismo sucede para el vértice enΓ+(s2).

Por lo tanto, termina el algoritmo y se llega al corte formado por los arcos(X0 →
X̃0) = {(s1,1),(s1,2),(s2,2)}. Efectivamente, se cumple quev(X0 → X̃0) = 4+
6+ 2 = 12 es igual al valor del flujo obtenido, por lo tanto el flujo máximo es
ξ = 12. F́acilmente puede verse que al eliminar los vértices ficticioss′ y t ′ y los
arcos que los unen aR, el resultado obtenido es el mismo para la red original.

2.4.2. Redes con cota inferior y superior de flujo

En este caso, un flujo factible es aquel que satisface los lı́mites de capacidad
de cada arco. Sea la redR= [X,A,q,r], donder i j representa el flujo ḿınimo que
puede circular a trav́es del arco(xi ,x j). En este tipo de redes, además de las ecua-
ciones de conservación de flujo, se debe cumplir que∀(xi ,x j) ∈ A,r i j ≤ ξi j ≤ qi j .
Por otro lado, sir i j = 0 para todos los arcos(xi ,x j)∈A, entonces nos encontramos
en el caso anterior.

La Figura 2.7 muestra un ejemplo de este tipo de red. A cada arco le asociamos
(r i j ,qi, j).
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s

1

2

t

(0,10)

(2,6)

(1,5)

(3,8)

(2,10)

Figura 2.7: Red cuyos arcos tienen cota inferior y superior

Para resolver este tipo de problemas, es necesario comprobar la existencia de
un flujo factible, pues un flujo de cero para todos los arcos de la red puede no
resultar factible, dado que los lı́mites inferiores de los arcos pueden ser mayores a
cero. Para encontrar el flujo factible se construye una red auxiliarR′ = [X′,A′,q′],
constituida de la siguiente manera:

X′ = X∪{s′, t ′}
A′ = A∪ (t,s)∪{(s′,x j),(xi , t ′) para(xi ,x j) ∈ A conr i j 6= 0)}

q′ =







q′i j = qi j − r i j para(xi ,x j) ∈ A
q′i j = r i j para{(s′,x j),(xi, t ′)} ∈ A
q′ts = ∞

Notemos quer i j = 0 para todos los arcos deR′. En caso de que un vértice tenga
más de un arco entrante, se suman todas las cotas inferiores de flujo para formar
un śolo arco auxiliar del tipo(s′,x j). Se procede de forma análoga para construir
los arcos(xi , t ′).

Con ayuda del algoritmo de Ford y Fulkerson se calcula el flujo máximo des′

a t ′. Cuando este es de valorv′ = ∑ r i j donder i j 6= 0, se dice que existe un flujo
factible de valorξ ′

ts en la red originalR.

Una vez calculadov′, se actualiza el flujo en la red original comoξi j = ξ ′
i j + r i j

para todos los arcos donder i j 6= 0 y ξi j = ξ ′
i j para los arcos donder i j = 0 y se

procede a encontrar el flujo máximo del v́ertices al vérticet utilizando el algorit-
mo de Ford y Fulkerson con una modificación que consiste en asignar etiquetas
[− j,ξi] a los v́ertices no etiquetados conξi j > r i j , dondeξi = min{ξ j ,ξi j − r i j}

Como el flujo a trav́es de cada arco tiene lı́mite inferior y superior, también se
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modifica la forma de calcular la capacidad de la cortadura mı́nima a:

v(X0 → X̃0) = ∑
(xi ,x j )∈(X0→X̃0)

qi j − ∑
(xi ,x j )∈(X̃0→X0)

r i j (2.5)

En la Figura 2.8 se muestra la red auxiliarR′ correspondiente al problema plan-
teado en la Figura 2.7. A cada arco se asociaq′i j .

s

1

2

t

s′

t ′

10

4

4

5

8

∞

3

5

2

4

2

Figura 2.8: Red marginal de la Figura 2.3

Al aplicar el algoritmo de Ford y Fulkerson se obtiene la Figura 2.9. A cada
arco se asocia(ξ ′

i j ,q
′
i j ). Notemos quev′ = 8 que es igual a la suma de todas las

cotas inferiores. Por lo tanto, existe un flujo factible de valorξ ′
ts = 6 en la red

originalR.
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s

1

2

t

s′

t ′

(4,10)

(0,4)

(0,4)

(0,5)

(1,8)

(6,∞)

(3,3)

(5,5)

(2,2)

(4,4)

(2,2)

Figura 2.9: Flujo ḿaximo sobre la red marginal

Posteriormente se actualiza el flujo sobre la red original obteniendo un flujo
factible de valorv= 6, el cual se muestra en la Figura 2.10. A cada arco se asocia
la triada(r i j ,ξi j ,qi j ).

s

1

2

t

(0,4,10)

(2,2,6)

(1,1,5)

(3,3,8)

(2,3,10)

Figura 2.10: Red original actualizada con el flujo inicial factible

Maximizamos el flujo de la red de la Figura 2.10 utilizando el algoritmo de
Ford y Fulkerson con la variante previamente mencionada. El flujo obtenido en la
última iteracíon se muestra en la Figura 2.11. Los arcos se definen igual que en la
red anterior.
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s

1

2

t

(0,10,10)

(2,6,6)

(1,2,5)

(3,8,8)

(2,8,10)

Figura 2.11: Red original con el flujóoptimo

En la siguiente iteración del algoritmo, el v́ertices recibe la etiqueta perma-
nente(+s,∞) y ningún vértice enΓ+(s)puede ser etiquetado puesξi j = qi j .

Por lo tanto, termina el algoritmo y se llega al corte formado por los arcos(X0 →
X̃0) = {(s,1),(s,2)}. Se cumple que el valor del corte mı́nimo esv(X0 → X̃0) = 16
es igual al valor del flujo obtenido, por lo tanto el flujo máximo es de valorv= 16.

En el siguiente capı́tulo se profundizaŕa sobre la tercer variante del problema men-
cionada anteriormente: flujo ḿaximo en redes con ganancias.
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Caṕıtulo 3

Flujo máximo en redes con
ganancias

3.1. Introducción

En las variantes del problema de flujo máximo revisadas hasta ahora, para to-
dos los v́ertices distintos del origen y el terminal, se cumplen las ecuaciones de
conservacíon de flujo.

Si en este contexto, suponemos que a cada arco de la red se le asocia un mul-
tiplicador positivo, entonces la cantidad de flujo que ingresa a un arco es distinta a
la que sale del mismo, es decir, no se cumplen las ecuaciones de conservación del
flujo, y en este caso, la tarea consiste en maximizar la cantidad de flujo que puede
circular a trav́es de la red sujeto a las distintas capacidades de cada arco y con-
siderando el impacto de la ganancia en el flujo. A este problema se le denomina
flujo máximo en redes con gananciasy el método para solucionarlo puede variar
dependiendo de las variables y restricciones que se agreguen al planteamiento.

Diversos autores como Jean F. Maurras, William S. Jewell , Richard C. Grinold
y Nicos Christofides1, han desarrollado algoritmos para solucionar este tipo de
problemas. Algunos de ellos utilizan como subrutina el método simplex para de-
terminar soluciones factibles y para la eliminación de circuitos negativos, ası́ como
modificaciones del algoritmo de Ford y Fulkerson para maximizar el flujo a través
de la red sujeto al costo por cada unidad de flujo con el que se esté trabajando.

Este problema tiene una amplia variedad de aplicaciones, por ejemplo: en trans-

1Las publicaciones correspondientes a estos autores se encuentran en la Bibliografı́a [6], [7],
[8], [1]

31
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porte, para maximizar reacciones quı́micas, para controlar la corriente que circula
a trav́es de estructuras eléctricas, para diversificar portafolios financieros, etc.

Como se menciońo en el caṕıtulo anterior, en este capı́tulo se describiŕan los ele-
mentos y etapas que componen al algoritmo que presentó Nicos Christofides en
1975 para resolver el problema del flujo máximo en redes con ganancias.

3.2. Planteamiento del problema

De manera intuitiva, se desea maximizar la cantidad de flujo que circula so-
bre una red en la que cada arco tiene asociado un multiplicador que incrementa o
disminuye la cantidad de flujo que pasa a través del mismo. Esta ganancia puede
tomar cualquier valor, pero para estos efectos se considerará no negativa.

Siguiendo la notación del caṕıtulo anterior, tenemos el siguiente planteamiento:
Se desea pasar la mayor cantidad de flujoξi j que circula en la redR= [X,A,q,g],
dondeX es el conjunto de v́ertices deR,A es el conjunto de arcos,qi j representa
la capacidad del arco(xi ,x j) y gi j > 0 representa la ganancia del mismo.

Como el flujo que entra por un arco es diferente al flujo que sale del mismo,
es necesario marcar esa distinción con la notacíon ξ e

i j para el flujo entrante yξ o
i j

para el flujo que sale luego de ser multiplicado por la ganancia, es decir, el flujo
saliente por el arcoxi j es:

ξ o
i j = ξ e

i j ∗gi j (3.1)

Notemos que para este tipo de redes, la capacidad de cada arco aplicaúnicamente
para el flujo entrante, ası́

ξ e
i j ≤ qi j (3.2)

Definimos al patŕon de flujoΞ como el conjunto de flujo entrante y flujo saliente en
cada arco de la redR= [X,A,q,g], es decir,Ξ = {(ξ e

i j ,ξ o
i j )∀(xi ,x j) ∈ A y decimos

que es factible si adeḿas cada v́ertice deRcumple con las siguientes condiciones
de continuidad:

∑
x j∈Γ+(xi)

ξ e
i j − ∑

xk∈Γ−(xi)

ξ o
ki =







vs si xi = s
−vt si xi = t

0 sixi 6= s o t
(3.3)
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Las ecuaciones de continuidad del problema de flujo con ganancias son simila-
res a las ecuaciones de conservación de flujo, con la diferencia de que se hace una
distinción entre el flujo entrante y saliente de cada arco, ya que no necesariamente
es el mismo.

Decimos que un patrón de flujo factibleΞ esmáximo si produce el mayor va-
lor devt y decimos que eśoptimo si para cualquier flujo factibleΞ′ = (ξ ′e

i j ,ξ ′o
i j )

ocurre śolo alguna de las siguientes:

i. vt ≤ v′t cuandovs = v′s

ii. vs ≥ v′s cuandovt = v′t

En otras palabras, un flujo esóptimo si el mismo flujo de entrada, produce el
mayor valor de salidavt . O si un menor valor de entrada produce el mismo valor
de salida que un patrón de flujo diferente convs mayor.

3.2.1. Ejemplo

Veamos la diferencia entre un patrón de flujo noóptimo, óptimo y óptimo
máximo. A cada arco de la siguiente red (Figura 3.1) se asocia(qi j ,gi j ).

s

1

2

t

(3,2)

(7, 1
2)

(7, 1
2)

(4,3)

Figura 3.1: Red con(qi j ,gi j )

La siguiente red (Figura 3.2) muestra un patrón de flujoΞ no óptimo. Notemos
quevs = 3 y vt = 4.
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s

1

2

t

(1,2)

(2,1)

(2,1)

(1,3)

Figura 3.2: Patŕon de flujo noóptimo

En la Figura 3.3 tenemos un patrón de flujoΞ′ óptimo y no ḿaximo. Efectiva-
mente, con el mismo valor de entrada,v′s= 3, se produce un mejor valor de salida,
v′t = 4.5.

s

1

2

t

(0,0)

(3, 3
2)

(0,0)

(3
2,

9
2)

Figura 3.3: Patŕon de flujoóptimo y no ḿaximo

La Figura 3.4 muestra un patrón de flujoóptimo ḿaximo convs = 10 yvt =
27
2

s

1

2

t

(3,6)

(7, 7
2)

(6,3)

(7
2,

21
2 )

Figura 3.4: Patŕon de flujoóptimo ḿaximo
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En este sentido, resolver el problema del flujo máximo en redes con ganancias,
se refiere a encontrar el patrón de flujoΞ óptimo ḿaximo, es decir, un patrón de
flujo que seáoptimo y adeḿas que produzca el valor devt máximo.

3.3. Cadenas Aumentantes

En este tipo de redes, se define una cadena aumentante del vérticex1 al vértice
xt , como aquella en la que puede enviarse flujo a través deRdel vérticex1 al vérti-
cext . Notemos que esta definición es ańaloga a la que se utiliza para el algoritmo
de Ford y Fulkerson.

De esta forma, si tenemos la cadena aumentanteS= {x1,x2, ...,xt}, con los sub-
conjuntosC+ y C− definidos en el capı́tulo anterior, entonces, para todos los arcos
(xi ,x j) ∈C+ se tiene queξ e

i,i+1 < qi,i+1 y para los arcos(x j ,xi) ∈C− se tiene que
ξ e

i−1,i > 0.

Calcularemos la ganancia de la cadena aumentante(x1,x2, ...,xt), denotada como
g(S) como:

g(S) = ∏
(xi ,x j )∈C+

gi j ∏
(x j ,xi)∈C−

1/gji (3.4)

Capacidad de una cadena

La capacidad incremental de una cadenaS es la ḿaxima cantidad de flujo que
puede circular a trav́es de ella hasta que, algún (xi ,x j) ∈C+ se sature o la capaci-
dad incremental de uno de los arcos(x j ,xi) ∈C− se reduzca a cero.

Si S es una cadena simple sobre la cual se introduce un flujoδ empezando en
xi1, entonces el flujo entrante axi p en el arco(xi p,xi p+1) es:

δip,ip+1 = δ ∏
(xi ,x j )∈C+

p

gi j ∏
(x j ,xi)∈C−

p

1/gi j = δ ·g(Sp) (3.5)

dondeC+
p y C−

p son subconjuntos de la subcadenaSp = (xi1,xi2, ...,xi p) y g(Sp)
es la ganancia deSp. Notemos que al hacerδ = 1 en la expresión 3.5, se describe
el comportamiento de una unidad de flujo al circular por la cadenaScomenzando
en el nodoxi1 hasta llegar al nodoxi p. Por esta raźon, para obtener la ganancia
deSdeben multiplicarse las ganancias de los arcos enC+

p y dividirse las ganan-
cias de los arcos enC−

p . Cuandoδ 6= 1 estamos calculando la ganancia final de
introducirδ unidades de flujo enS. En este sentido, un arco(xip,xip+1) ∈C+ est́a
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saturado cuandoξ e
ipip+1

+δipip+1 = qipip+1 y la capacidad incremental de los arcos

(xip+1,xip) ∈C− se reduce a cero cuandoδipip+1 = ξ o
ip+1,ip

= gip+1,ipξ e
ip+1,ip

. Por lo
tanto, la capacidad incremental,q(S), de la cadenaSes:

q(S) = mı́n

[

mı́n
(xi p,xi p+1)∈C+

{

qip,ip+1 −ξ e
ip,ip+1

g(Sp)

}

, mı́n
(xi p+1,xi p)∈C−

{

gip+1,ipξ e
ip+1,ip

g(Sp)

}]

(3.6)
Tomemos la cadena de la Figura 3.5 como ejemplo. El primer número asociado

a cada arco es su capacidad y el segundo es la ganancia.

x1 x2 x3 x4 x5
(5,2) (9,3) (7, 1

6) (15,5)

Figura 3.5: Ejemplo de cadena aumentante

En la Figura 3.6 se muestra el patrón de flujo(ξ e
i, j ,ξ o

i, j) asociado a la cadena
aumentante.

x1 x2 x3 x4 x5
(2,4) (4, 4

3) (4
3,8) (8,40)

Figura 3.6: Patŕon de flujo asociado a la Figura 3.5

Primero calculamos la ganancia en cada subcadena al introducirδ a trav́es de
x1, como:

g(S1) = δ

g(S2) = g(x1)g12 = 2δ

g(S3) =
g(x2)
g32

= 2δ
3 = 2

3δ

g(S4) =
g(x3)
g43

=
2δ
3
1
6
= 12

3 δ = 4δ

g(S5) = g(x4)g45 = 4δ (5) =20δ

Ahora calculamosδi, j para cada arco de la cadena utilizando la Fórmula 3.5:

δ1,2 =
q1,2−ξ e

1,2
g(S1)

= 5−2
1 = 3



3.4. CICLOS ACTIVOS 37

δ3,2 =
g3,2(ξ e

3,2)

g(S2)
= 3(4/3)

2 = 2

δ4,3 =
1
6(8)

2
3

=
4
3
2
3
= 2

δ4,5 =
15−8

4 = 7
4

Por la ecuacíon 3.6, tenemos:q(S) = mı́n
[

mı́n
{

δ1,2,δ4,5
}

,mı́n
{

δ3,2,δ4,3
}]

=

mı́n
{7

4,2
}

= 7
4 es igual al ḿaximo valor deδ que puede ingresar a la cadena.

Una vez actualizado el flujo, se obtiene el patrón de la Figura 3.7:

x1 x2 x3 x4 x5

(15
4 ,

15
2

) (15
2 ,

5
1

) (5
2,15

)

(15,75)

Figura 3.7: Ejemplo 3(b) Flujo actualizado

Comoξ45= q45= 15, se dice que el acro(4,5)est́a saturado y ya no es posible
transmitir flujo a trav́es deél. En particular, no es posible transmitir flujo dex1 a
x5, por lo tanto, la ganancia final de la cadena aumentante esg= ξ o

4,5 = 75.

3.4. Ciclos activos

Como un ciclo es una cadena cuyo vértice inicial y final es el mismo, podemos
obtener su ganancia y capacidad siguiendo el mismo procedimiento que para la
cadena. Decimos que un cicloΦ es activo respecto al vértice finalt si:

(i) Su ganancia es mayor que 1.

(ii) Su capacidad incrementalq(Φ) es distinta de cero.

(iii) Existe alǵun vérticexi ∈ Φ tal que existe una cadena aumentante dexi a t.
Además, sit forma parte deΦ, no es necesario buscar una cadena aumen-
tante.

Del inciso(i) de la definicíon anterior se entiende que al circular flujo a través del
ciclo activo, se ”crea” nuevo flujo y por(iii), este nuevo flujo puede ser transmiti-
do hastat. Por lo tanto, un ciclo activo es aumentante, ya que es posible circular
flujo a trav́es déel y transmitirlo al nodo finalt.

Decimos que un ciclo activo se ha desactivado cuando su capacidad incremen-
tal es igual a cero o cuando la capacidad incremental de las cadenas aumentantes
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dexi ∈ Φ a t es igual a cero, es decir, cuando no hay cadenas aumentantes enΦ de
xi a t. En otras palabras, un ciclo activo deja de serlo cuando deja de ser aumen-
tante, pues ya no es posible incrementar el flujo a través déel ni llevarlo hastat.

Los siguientes teoremas describen las propiedades de un patrón de flujoóptimo y
unoóptimo ḿaximo. Su demostración formal se encuentra en la referencia [9].

Teorema:Un patŕon de flujoΞ esóptimo si y śolo si no exiten ciclos activos
des con respecto at.

Supongamos quevt es el flujo resultante delΞ. Notemos que si existe un
ciclo activo enΞ, se genera nuevo flujo de salidav′t mayor avt para un
mismovs. Por lo tantoΞ no esóptimo.

Teorema:SeaΞ un patŕon de flujoóptimo, si se incrementa el flujo a través
de la cadena des a t con la mayor ganancia, el flujo resultante también es
óptimo.

Supongamos queq es la cadena aumentante des a t de mayor ganancia en
Ξ. Sin perder factibilidad, incrementamos flujo a través de ella y obtenemos
el patŕon de flujo factibleΞ′ > Ξ en el quev′s> vs y v′t > vt . Por lo tanto,Ξ′

esóptimo.

Teorema:El patrón de flujoΞ es ḿaximo yóptimo si la cortadura(Xo → X)
que separa as de t est́a saturada y no hay ciclos activos respecto at y res-
pecto a los v́ertices de(Xo → X).

Por el primer teorema, si el patrón de flujoΞ no tiene ciclos activos, en-
tonces eśoptimo. Por otro lado, como la cortadura que separa as de t est́a
saturada, ya no es posible incrementar el flujo des a t. Entonces decimos
queΞ produce el mayor valor devt , es decir, que es ḿaximo. Por lo tantoΞ
es ḿaximo yóptimo.

El objetivo del siguiente algoritmo es obtener un patrón de flujoΞ óptimo ḿaximo.
Para lograrlo se apoya de los teoremas anteriores de la siguiente manera:

- Primero, se busca obtener un patrón de que no contenga ciclos activos de
forma que no sea posible ”generar”flujo sobre la red.

- Luego, se incrementa el flujo a través de la cadena aumentante des a t de
mayor ganancia. Por los dos primeros teoremas, se tendrı́a un patŕon de flujo
óptimo.
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- Si esto se repite hasta que no sea posible incrementar flujo, entonces la
cortadura que separa as de t estaŕa saturada y comoΞ ya no tiene ciclos
activos, utilizando el tercer teorema,Ξ esóptimo ḿaximo.

3.5. Algoritmo

A continuacíon se describe el algoritmo para calcular el flujo máximo en re-
des con ganancias que presentó Nicos Christofides en su libroGraph Theory. An
Algorithmic Approach.

De manera breve, este algoritmo se divide en dos etapas. La primera consiste en
establecer un flujo inicialvs, localizar ciclos activos y cadenas aumentantes que
unen alǵun vértice del ciclo con el nodo final de la red y, posteriormente, desacti-
varlos. Para ello, se debe saturar o reducir a cero el flujo de alguno de los arcos que
componen al ciclo o a la cadena aumentante. Esta etapa concluye cuando todos los
ciclos han sido desactivados. En la segunda etapa se maximiza el flujo resultante
de la primera etapa hasta lograr el valor del flujo de salidavt deseado o alcanzar
el valor ḿaximoóptimo.

Para desactivar los ciclos, se circula una cantidadδ a trav́es del ciclo activo y
de una cadena aumentante que va de algún vértice del ciclo al v́ertice final de la
red, de tal forma que se sature o se reduzca a cero la capacidad incremental de
alguno de los arcos considerados.

En la siguiente sección se enumeran los pasos del algoritmo del flujo máximo
en redes con ganancias. Notemos que los primeros cuatro pasos corresponden a
la primera etapa y los restantes a la segunda. Después del algoritmo se justifican
algunas sugerencias para realizar los cálculos en el menor ńumero de iteraciones
posibles.

3.5.1. Algoritmo

1. Iniciamos con cualquier flujo factible sobre la redR= [X,A,q,g]. Puede
utilizarse un flujo de cero a través de cada arco.

2. Encontrar un ciclo activoΦ ∈ R respecto at.

3. Sea el v́erticexi ∈ Φ tal que existe una cadena aumentante dexi a t, nóte-
se quexi puede sert. Empezando enxi, sin perder la factibilidad del flujo,
circular una cantidad de flujoδ a trav́es del ciclo activo y llevar el flujo
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excedente dexi a t. Es importante escoger unδ tal que la capacidad incre-
mental del ciclo activo,q(Φ) o de la cadena aumentante,q(S), se reduzca a
cero.

4. Actualizar el flujoΞ y repetir los pasos 2 y 3 hasta desactivar todos los
ciclos de la red, en este caso, pasar al paso 5. (En esta etapaΞ es el flujo
óptimo convs = 0).

5. Encontrar la cadena aumentante des a t con la mayor ganancia. Mandar
flujo a trav́es de esta cadena hasta que su capacidad incremental se reduzca
a cero.

6. ActualizarΞ y repetir 5 hasta alcanzar el valoróptimo requerido del flujo
de salidavt , o hasta que no puedan encontrarse cadenas aumentantes des a
t, en este caso, el flujo encontrado será elóptimo ḿaximo.

Para conservar la factibilidad en cada paso del algoritmo, deben cumplirse las
ecuaciones de continuidad de flujo en todo momento. Ya que garantizan que la
suma del flujo entrante de cada arco(xi ,x j) es igual a la suma del flujo saliente de
todos los arcos cuyo vértice final esxi.

Para los pasos 2 y 5 pueden utilizarse algoritmos de rutas más cortas. Para este
efecto, definimos la red incrementalR′ = [X′,A′,q′,c′], dondeX′ = X y A′ es tal
que

(xi ,x j) ∈ A′ si 0≤ ξ e
i j < qi j

con costo incremental

c′i j =−log(gi j )

y capacidad

q′i j = qi j −ξ e
i j

Y decimos que los arcos

(x j ,xi) ∈ A′ si 0< ξ e
i j ≤ qi j

con costo incremental

c′ji =−log( 1
gi j
)

y capacidad

q′ji = ξ e
i j gi j
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Aśı, un circuito enR′ corresponde a un ciclo enR. Cuando dicho circuito tiene
costo negativo, en la red originalR obtenemos un cicloΦ cong(Φ)> 1 a trav́es
del cual es posible incrementar el flujo, es decir, obtenemos un ciclo activo. Esto
puede verse al tomar logaritmos en ambos lados de la Ecuación 3.4 aplicada al
ciclo activoΦ:

log(g(Φ)) = log



 ∏
(xi ,x j )∈C+

gi j ∏
(x j ,xi)∈C−

1/gji





= ∑
(xi ,x j )∈C+

log
(

gi j
)

+ ∑
(x j ,xi)∈C−

log
(

1/gji
)

= ∑
(xi ,x j )∈C+

−
(

c′i j
)

+ ∑
(x j ,xi)∈C−

−
(

c′ji
)

=−



 ∑
(xi ,x j )∈C+

c′i j + ∑
(x j ,xi)∈C−

c′i j





De esta forma, sig(Φ)> 1 entonces log(g(Φ))> 0, lo cual implica que el cos-
to del ciclo enR′ debe ser negativo. Por el lado contrario, sig(Φ)≤ 1, entonces
el costo del cicloΦ ∈ R es no negativo. En este caso,Φ no es un ciclo activo y
por lo tanto, no es aumentante. Estoúltimo se debe a que alguno de sus arcos
(xi ,x j) ∈C+ se encuentra saturado o alguno de sus arcos(xi ,x j) ∈C− tiene flujo
inicial ξi j = 0.2

Notemos que para resolver este tipo de problemas resulta conveniente utilizar el
algoritmo de Floyd, pues es una herramienta sencilla que sirve para encontrar el
camino ḿas corto entre todo par de vértices y para la detección de circuitos nega-
tivos.

En ĺınea con el ṕarrafo anterior, podemos utilizar el algoritmo de Floyd para lo-
calizar ciclos activos del paso 2, tomando como variable de distancia al costo
incremental que cada arco tiene asociado. De esta forma, se estarı́an localizando
de manera eficiente los circuitos de costo negativo.

La red con la que se trabaja en el paso 5, ya no tiene circuitos de costo negati-
vo, pues fueron desactivados en el segundo paso. Nuevamente se utilizaR′, ahora
considerando las capacidades, para encontrar el camino más corto des a t y el
resultado equivale a la cadena aumentante con mayor ganancia enR.

2Para ḿas informacíon, se recomienda consultar [1]
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Cabe destacar que, en el paso 3, si al transmitir flujo a través de un cicloΦ,
éste no se desactiva pero se reduce a cero la capacidad incremental de la cade-
na aumentante, en la siguiente iteración del paso 2, deberá tomarse el mismo ciclo
activo Φ y otra cadena aumentante que vaya de cualquier vértice enΦ a t. Este
procedimiento se repite hasta que el ciclo quede desactivado y se localice un ciclo
activo diferente.

Dada la utilidad de este algoritmo y su fácil implementacíon en diversaśareas
de conocimiento, se realizó un programa en R que muestra el comportamiento
del flujo sobre la red en cada iteración hasta alcanzar su máximo, siguiendo el
algoritmo previamente mencionado.

3.6. Ejemplo

En esta sección se muestra un ejemplo de aplicación del algoritmo desarrolla-
do anteriormente. Los resultados fueron obtenidos con el programa anexo.3 En la
Figura 3.8 se muestra la red inicial, el número asociado a cada arco es(qi j ,gi j ) y
el valor del flujo actual es cero.

1

2

3

4

5

(15,0.5)

(13,1)

(7,1.5)

(7,0.5)

(5,2.2) (11,2)

(14,3)

Figura 3.8: Red original

Iniciamos con un flujo factibleΞ = 0 en todos los arcos de la red. A continua-
ción se construye una red auxiliarR′, definida en la sección anterior, para localizar
ciclos activos. A cada arco de la red de la Figura 3.9 se le asociac′i j =−log(gi j ).

3El código del programa se encuentra en el Apéndice B y los resultados de este ejemplo se
muestran en el Aṕendice A.
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1

2

3

4

5

−log(0.5)

−log(1)

−log(1.5)

−log(0.5)

−log(2.2) −log(2)

−log(3)

Figura 3.9: Red auxiliar

Como se explićo previamente, un ciclo activo enR, equivale a un circuito de
costo negativo enR′, por lo que se utilizaŕa el algoritmo de Floyd revisado en el
Caṕıtulo 1 para encontrar un circuito de costo negativo enR′.

Las matrices iniciales asociadas aR′ (Figura 3.9) son:

C=













0 −log(0.5) −log(1) ∞ ∞
∞ 0 ∞ −log(0.5) ∞
∞ −log(1.5) 0 ∞ −log(3)
∞ ∞ −log(2.2) 0 −log(2)
∞ ∞ ∞ ∞ 0













z=













1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
4 4 4 4 4
5 5 5 5 5













En la tercera iteración llegamos a la siguientes matrices:

z=













1 3 1 2 3
2 2 2 2 2
3 3 3 2 3
4 3 4 2 3
5 5 5 5 5
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C=













0 −0.90 −0.50 0.28 −1.59
∞ −0.50 −0.09 0.69 −1.19
∞ −0.90 −0.50 0.28 −1.59
∞ −1.19 −0.78 −0.50 −1.88
∞ ∞ ∞ ∞ 0













Comoz[4,4] 6= 4 y adeḿasC[2,2],C[3,3],C[4,4]son menores a cero, existe un cir-
cuito negativo en la red. Para recuperarlo, utilizaremos la matrizz de la siguiente
forma: z[4,4] = 2, z[4,2] = 3 y z[4,3] = 4. Por lo tanto, el circuito negativo es
φ = {4,3,2,4} y corresponde a un ciclo activo en la red original (Figura 3.8) con
la cadena aumentante asociadaS= (4,5).

Primero calculamos la ganancia de cada subcadena del ciclo activo al circular
una cantidad de flujoδ a trav́es del mismo y transmitir el flujo excedente por la
cadena aumentante , iniciando en el vérticexi1 = 4:

g(S4) = δ

g(S3) = g(S4)g43 = 2.2δ

g(S2) = g(S3)g32 = (2.2δ )(1.5) =3.3δ

g(S4) = g(S2)g24 = (3.3δ )(0.5)−δ = 0.65δ

g(S5) = g(S4)g45 = (0.65δ )(2) =1.3δ

Al llegar al nodo inicialxi1 despúes de haber transmitido flujo a través del ciclo
activo, vuelve a calcularse la ganancia de la subcadena correspondiente, pero esta
vez restando la cantidad de flujoδ que hab́ıa ingresado inicialmente al ciclo. De
esta forma estamos asegurando que el flujo excedente de enviar una unidad de
flujo por el ciclo activo, es el que circula a través de la cadena aumentante.

Ahora calculamosδi, j para cada arco enφ y para los arcos enS utilizando la
Fórmula 3.5:

δ4,3 =
5−0

1 = 5

δ3,2 =
7−0
2.2 = 35

11

δ2,4 =
7−0
3.3 = 70

33

δ4,5 =
11−0
0.65 = 120

13

Y mı́nδi j = mı́n
{

δ4,3,δ3,2,δ2,4,δ4,5
}

= δ2,4 = 70
33 por lo tanto se satura el arco

(2,4) y el ciclo φ queda desactivado. En la Figura 3.10 se muestra el flujo actua-
lizado. A cada arco se asocia(ξ e

i j ,ξ o
i j ).
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Figura 3.10: Flujo resultante de la primera iteración

Nuevamente se construye la red auxiliar (Figura 3.11) en busca de un circuito
de costo negativo. Las lı́neas punteadas deR′ representan a los arcos deA′ que no
forman parte deA.

1

2

3

4

5

−log(0.5)

−log(1)

−log(1.5) −log( 1
1.5)

−log(2.2)
−log(2)−log(12)

−log(3)

−log( 1
0.5)

−log( 1
2.2)

Figura 3.11:R′ de la segunda iteración

Al aplicar el algoritmo de Floyd sobre la red de la Figura 3.11, en la cuarta
iteracíon se llega a las matrices:
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z=













1 3 4 3 3
2 3 4 3 3
3 3 4 3 3
4 3 4 3 3
5 3 4 5 3













C=













0 −0.40 −1.11x10−16 0.78 −1.09
∞ −2.22x10−16 0.40 1.19 −0.69
∞ −0.40 −1.11x10−16 0.78 −1.09
∞ −1.19 −0.78 −1.11x10−16 −1.88
∞ −0.50 −0.09 0.69 −1.19













Al utilizar el último rengĺon de la matrizzse encuentra el circuito negativo, o ciclo
activo,φ = {5,4,3,5}, y como el v́ertice finalxt = 5 es parte del ciclo activo, no
se requiere encontrar una cadena aumentante en esta iteración. A continuacíon
se calcula la ganancia de cada subcadena deφ al circular sobre el mismo una
cantidad incremental de flujoδ :

g(S5) = δ

g(S4) =
g(S5)
g54

= δ
2 = 0.5δ

g(S3) = g(S4)g43 = (0.5δ )(2.2) =1.1δ

g(S5) = g(S3)g35 = (1.1δ )(3) =3.3δ

Ahora calculamosδi, j para cada arco enφ utilizando la F́ormula 3.5:

δ4,5 =
91
33

δ4,3 =
5−70

33
0.5 = 190

33

δ3,5 =
14−0
1.1 = 140

11

Seleccionamos ḿınδi j = mı́n
{

δ4,5,δ4,3,δ3,5
}

= δ4,5 =
91
33 por lo tanto se reduce

a cero el flujo en(4,5) y como la capacidad incremental del cicloφ es igual
a cero, el ciclo queda desactivado. La Figura 3.12 muestra el flujo actualizado
correspondiente. A cada arco se asocia(ξ e

i j ,ξ o
i j ).
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Figura 3.12: Flujo resultante de la segunda iteración

Al aplicar el algoritmo de Floyd sobre la red auxiliarR′ asociada a la red an-
terior, no se detectaron circuitos negativos. Por lo tanto, ahora deben localizarse
cadenas aumentantes del vértice inicial 1 al v́ertice final 5.

Para llevar acabo esto, se utilizan algoritmos de rutas más cortas sobre la red
incrementalR′. Por comodidad, se utilizará nuevamente el algoritmo de Floyd. La
red auxiliar correspondiente se muestra en la Figura 3.13. A cada arco se asocia
qi j

1
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11
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7

7
2

77
10

91/10
Figura 3.13: Capacidades deR′

En primer lugar, se encuentra la cadenaS= {1,3,5}. La ganancia de cada
subcadena deSal introducir una cantidad incrementalδ de flujo sobre la misma
es:g(S1) = δ , g(S3) = δ y g(S5) = 3δ , y con capacidad incrementalδi j de cada
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arcoδ13 = 13 y δ35 =
329
30 .

Por lo tanto, la capacidad incremental de la cadena aumentante esq(S)=mı́n{δ13,δ35}=
δ35=

329
30 . La actualizacíon del flujo se muestra en la red de la Figura 3.14, donde

el número asociado a cada arco representa el patrón de flujo entrante y saliente,
(ξ e

i j ,ξ o
i j ).
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Figura 3.14: Primera actualización del flujo

Una vez construida la red auxiliar, mostrada a continuación, se buscan nueva-
mente cadenas aumentantes del vértice 1 al v́ertice 5. El ńumero asociado a cada
arco deR′ (Figura 3.15) representa su capacidad,q′i j .
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Figura 3.15: Red auxiliar

Esta vez, el algoritmo de Floyd nos da la cadenaS= {1,3,4,5}. La ganancia
de cada subcadena deS al introducir una cantidad de flujoδ sobre la misma es:
g(S1) = δ , g(S3) = δ , g(S4) =

11
5 δ y g(S5) =

22
5 . Con capacidad incremental de

cada arcoδi j igual a:
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δ13 =
61
30

δ34 =
77
10

δ35 = 5

Entonces la capacidad incremental de la cadena esq(S) = mı́n{δ13,δ34,δ45} =
δ13 =

61
30, notemos que el arco(1,3) queda saturado. La actualización del flujo se

encuentra en la Figura 3.16.
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Figura 3.16: Segunda actualización del flujo
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Figura 3.17: Red auxiliar de la Figura 3.12

Al aplicar el algoritmo de Floyd sobre la red de la Figura 3.17, se encuentra
la cadena aumentanteS= {1,2,3,4,5}. La ganancia de cada subcadena deS al
introducir una cantidad adicional de flujoδ comenzando enxi1 = 1 es:g(S1) = δ ,
g(S2) = 0.5δ , g(S3) =

1
3δ , g(S4) =

5
33δ y g(S5) =

10
33δ .
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Ahora se calcula la capacidad incremental de cada arco:δ12 = 15, δ23 = 14,
δ34 = 17 y δ45 = 66.5. Por lo tanto la capacidad incremental de la cadena au-
mentante esq(S) = 14 y el flujo a trav́es del arco(3,2) queda reducido a cero. La
Figura 3.18 ilustra la actualización del flujo.
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Figura 3.18: Flujo ḿaximoóptimo

Como enR′ ya no existen cadenas aumentantes de 1 a 5, el flujo actual es el
máximoóptimo y la ganancia final de la red es529

11 ≈ 48.091.



Caṕıtulo 4

Manual del usuario

A continuacíon se describen las variables, funciones y estructura del programa
disẽnado en R para resolver el problema del flujo máximo en redes con ganancias.

4.1. Variables

vertices: Es el ńumero de v́ertices de la red.

Redq: Matriz denxn, donden es el ńumero de v́ertices de la red. El ńumero
asociado la coordenada(i, j) es la capacidad del arco(i, j)∈ A, es decir,qi j .

Redg: Matriz de dimensionesnxn, donden es el ńumero de v́ertices de la
red. El ńumero asociado la coordenada(i, j) representa la gananciagi j > 0
del arco(i, j) ∈ A.

FEntrante: Matriz denxn, donden es el ńumero de v́ertices de la red, que
representa el patrón de flujo entrante de cada arco(i, j) de la redR =
[X,A,q,g].

FSaliente: Matriz de dimensiones análogas a la anterior que representa el
patŕon de flujo saliente de la redR= [X,A,q,g].

RedAuxCostos: Matriz que servirá para calcular la red auxiliar de costos
a partir de la matriz de ganancias, siguiendo las condiciones que marca el
algoritmo.

C,z,k: Matrices del algoritmo de Floyd, cuya función es la misma que en
algoritmo definido en el Capı́tulo 1, el cual sirve como subrutina principal
del algoritmo del flujo ḿaximo en redes con ganancias.

51



52 CAPÍTULO 4. MANUAL DEL USUARIO

Circuito: Matriz que sirve para guardar el circuito negativo encontrado en el
algoritmo de Floyd. Utiliza como auxiliares a las variablesc1,c2,c3,auxiliar.

Cadena: Es una matriz de(n+1)x1 en la que se calcula el camino más corto
del inicio del ciclo activo al v́ertice final de la red.

CicloCadena: Matriz de dimensión (n+1)x1 en la que se concatena el ciclo
activo con la cadena aumentante.

gnodo: Matriz auxiliar de dimensiones(n+1)x3 en la que se calcula la ga-
nancia de cada subcadena tomando como base CicloCadena y la capacidad
incremental de cada arco.

delta: Variable nuḿerica que representa el mı́nimo de las capacidades incre-
mentales de cada arco.

RedAuxCapacidades: Matriz denxn que sirve para calcular la capacidad
incremental de cada arco de la red en la segunda etapa del algoritmo.

CadenaAumentante: Matriz de(n+ 1)x1 en donde se recupera en orden
inverso el camino ḿas corto del v́ertice inicial al final que se calculó con el
algoritmo de Floyd. Se utiliza en la segunda parte del algoritmo.

gnodo2: Esta matriz es análoga a gnodo, pero se utiliza cuando la red ya no
tiene ciclos activos y śolo buscamos maximizar el flujo a través de ella.

g: Variable nuḿerica donde se guarda el valor de la ganancia final de la red.

iteracion: Variable nuḿerica que sirve como contador y auxiliar para algu-
nas funciones.

Parte: Variable nuḿerica que sirve para indicar la etapa del algoritmo que
se est́a calculando.

Las variables no mencionadas en esta lista fueron utilizadas como contadores o
auxiliares en las funciones que componen el código.

4.2. Funciones

AuxiliarCostos: Esta función sirve para construir la red auxiliar de costos
que utilizaremos para determinar ciclos activos sobre la red original.

CFloyd: Funcíon complementaria del algoritmo de Floyd para calcular la
matriz C de dimensionesnxndefinida como en el Capı́tulo 1.
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zFloyd: Funcíon complementaria del algoritmo de Floyd para calcular la
matrizzde dimensionesnxndefinida como en el Capı́tulo 1.

Floyd: Funcíon que realiza los ćalculos del algoritmo de Floyd para calcular
el camino ḿas corto entre todo par de vértices de una red.

RecuperaCiclo: Sirve para localizar los circuitos negativos detectados en el
algoritmo de Floyd.

RecuperaCA: Una vez localizado el circuito negativo, esta función encuen-
tra una cadena aumentante de algún vértice del ciclo al v́ertice final de la
red.

Validar: Esta funcíon valida que la cadena aumentante no utilice más de un
nodo del ciclo activo y no contenga vértices repetidos.

Concatenar: Función que concatena el circuito negativo, que en este caso
es un ciclo activo, con la cadena aumentante calculados en las funciones
RecuperaCiclo y RecuperaCA.

FunGnodo: Esta función calcula la ganancia de cada subcadena del camino
que seguiŕıa el flujo a trav́es del ciclo activo y la cadena aumentante y da
estimaciones de delta para cada vértice.

CalculaDelta: Esta función sirve como auxiliar para separar los cálculos
de delta propuestos en la función FunGnodo y seleccionar el mı́nimo valor
calculado.1

Resumen: Esta función nos muestra el resultado de cada iteración.

RedCapacidades: Esta función nos ayuda a construir la red auxiliar de ca-
pacidades para la etapa del algoritmo en la que deben encontrarse cadenas
aumentantes del inicio al final de la red para maximizar el flujo circulante a
través de la misma.

RecuperaCA2: Esta función nos ayuda a recuperar la cadena aumentante
del vértice inicial al final, siguiendo la ruta de la matrizz resultante del
algoritmo de Floyd.

1En el algoritmo de flujo ḿaximo en redes con ganancias, delta es la cantidad de flujo que
circulaŕa a trav́es del ciclo activo y la cadena aumentante y cumple con las caracterı́sticas de ser
el máximo valor posible para saturar o reducir a cero la capacidad incremental de algún arco de la
red.
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FunGnodo2: Función ańaloga a FunGnodo, se utiliza para calcular la ga-
nancia de cada subcadena de la cadena aumentante resultante de la función
RecuperaCA2.

ganancia: Calcula la ganancia final de la red una vez que el flujo ha sido
maximizado.

4.3. Estructura del ćodigo

El programa sigue la misma estructura del algoritmo de flujo máximo en redes
con ganancias. Es por eso que el programa se encuentra dividido en dos etapas:

Etapa 1. Localizar y desactivar los ciclos activos de la red.

Etapa 2. Maximizar el flujo a través de la red resultante de la primera etapa.

En el ćodigo, la primer etapa está activa cuando Parte1=1, y la segunda etapa
se activa cuando Parte1=0. El siguiente pseudocódigo muestra a grandes rasgos el
procedimiento que sigue el programa para resolver el problema del flujo máximo
con ganancias:

i t e r a c i o n =1
While ( i t e r a c i o n<=n )
{
i f ( P a r t e 1 =1)
{

C o n s t r u i r ( R e d A u x i l i a r d e C o s t o s )
F loyd ( R e d A u x i l i a r d e C o s t o s )
L o c a l i z a C i r c u i t o N e g a t i v o ( )
Loca l i za CadenaAumen tan te ( )
C a l c u l a G a n a n c i a s ( )
d e l t a = min ( g1 , g2 , . . . )
i f ( i s . na ( d e l t a )==TRUE | | d e l t a<=0)

Par te1<−0
}
I f ( P a r t e 1 =0)
{

C o n s t r u i r ( R e d A u x i l i a r C a p a c i d a d e s )
Floyd ( R e d A u x i l i a r C a p a c i d a d e s )

Loca l i za CadenaAumen tan te ( )
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i f ( Cadena Aumentante != E r r o r )
{

Calcu laGananc iasCA ( )
d e l t a =min ( g1 , g2 , . . . )

}
}
A c t u a l i z a F l u j o ( )

I f ( P a r t e 1 = 0 && CadenaAumentante== E r r o r )
g a n a n c i a f i n a l ( )

i t e r a c i o n = i t e r a c i o n +1

}

4.4. Instrucciones de uso

Lasúnicas variables que el usuario debe definir para utilizar el programa son:

vertices<−n, donden es el ńumero de v́ertices de la red.

Redq<−matrix(ncol= vertices,nrow= vertices)

Redg<−matrix(ncol= vertices,nrow= vertices)

Es necesario que el usuario considere los dominios de dichas variables, mencio-
nados en el Capı́tulo 3, por ejemplo quegi j > 0∀(i, j). Entonces, si consideramos
un arco que une a los vértices(1) y (2) en una red del tipoR= [X,A,q,g], con
capacidad 3 y ganancia 2, dicho arco se definirı́a como:

Redq[1,2]<−3
Redg[1,2]<−2

El usuario debe considerar que en las matrices que representan redes, tales co-
moFEntrantey FSalientelas entradas[i, j] = NA representan a los arcos(xi ,x j)
que no forman parte de la red. En la matrizgnodo, las entradas marcadas conNA,
son simplemente valores vacı́os y no se tomarán en consideración en la interpre-
tación del resultado.

Para aprender a interpretar los resultados, tomaremos como base el resultado de la
primer iteracíon del algoritmo, al ejecutarlo sobre la red del ejemplo de aplicación
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del Caṕıtulo 3.

−−−−−−−−−−−− I t e r a c i o n = 1−−−−−−−−−−−−−−−−

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ] [ , 7 ] [ , 8 ]

[ 1 , ] 4 3 .000000 2.000000 4.00000 5 .0 NA NA NA
[ 2 , ] 1 2 .200000 3.300000 0.65000 1 .3 NA NA NA
[ 3 , ] 5 3 .181818 2.121212 16.92308 NA NA NA NA

d e l t a = 2.121212

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0.000000 0.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 4.666667 NA NA 0.000000
[ 4 , ] NA NA 2.121212 NA 1.378788
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0 0.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 7 NA NA 0.000000
[ 4 , ] NA NA 4.666667 NA 2.757576
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 2 .757576

Primero se muestra la matrizgnodo.2 Para lograr un mejor entendimiento, se ex-
plicaŕa cada renglón de esta matriz de manera individual.

El primer rengĺon nos muestra los vértices del ciclo activo y de la cadena aumen-
tante que fueron calculados con el algoritmo de Floyd. En este caso, se encontró
el ciclo activo{4,3,2,4} con la cadena aumentante(4,5). Al concatenarlos se
obtiene la secuencia de vértices{4,3,2,4,5}, que se muestra a continuación:

[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ] [ , 7 ] [ , 8 ]

2Por construccíon del programa, la matriz gnodo cuenta con varias entradas vacı́as.
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[ 1 , ] 4 3 .000000 2.000000 4.00000 5 .0 NA NA NA

El segundo renglón nos muestra el flujo de cada subcadena al circular una unidad
delta de flujo a trav́es del ciclo activo y transmitir el excedente a través de la ca-
dena aumentante. Para dicho cálculo se considera el arco formado por la entrada
(gnodo[1,n],gnodo[1,n+1]).

En el ejemplo, una unidad de flujo entra por el vértice 4, por lo que la primer
entrada del segundo renglón es 1, y al pasar por el arco(4,3), el flujo vale 2.2. A
continuacíon se muestra el segundo renglón de la matrizgnodocorrespondiente a
la primer iteracíon.

[ 2 , ] 1 2 .200000 3.300000 0.65000 1 .3 NA NA NA

Por último, el tercer rengĺon degnodomuestra la capacidad incremental de cada
arco, es decirδi j . Por ejemplo, en esta iteración, la capacidad incremental del arco
(4,3) es 5, pues:

δ4,3 =
4,3−ξ e

4,3
g(4) = 5−0

1 = 5

El tercer rengĺon se muestra a continuación:

[ 3 , ] 5 3 .181818 2.121212 16.92308 NA NA NA NA

Comoδ es el ḿınimo de las capacidades incrementales, la variabledelta toma el
valor más pequẽno del tercer renglón degnodo.

d e l t a = 2.121212

Finalmente, las matricesFEntrante y FSaliente, muestran el patrón de flujo en-
trante y saliente correspondientes a la actualización de flujo.

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0.000000 0.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 4.666667 NA NA 0.000000
[ 4 , ] NA NA 2.121212 NA 1.378788
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
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[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]
[ 1 , ] NA 0 0.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 7 NA NA 0.000000
[ 4 , ] NA NA 4.666667 NA 2.757576
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

Y visto sobre la red original, la Figura 4.1 muestra el patrón de flujo actualizado.
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Figura 4.1: Flujo resultante de la primer iteración

Al finalizar la ejecucíon del programa, se obtiene la red de la Figura 4.2 con un
flujo máximoóptimo de 48.091.
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Figura 4.2: Flujo ḿaximoóptimo



Conclusiones

Existe una gran variedad de algoritmos para solucionar problemas de opti-
mizacíon basados en la representación gŕafica de los mismos mediante el uso de
redes. Entre los ḿas comunes se encuentran el de rutas más cortas y el de flujo
máximo. Como su nombre lo indica, en el problema de rutas más cortas el obje-
tivo es encontrar un camino tal que la distancia recorrida para llegar de un punto
inicial a uno final, sea la ḿınima posible. Por otro lado, en el problema de flujo
se busca que al final de un proceso se haya logrado obtener la mayor cantidad de
alguna materia o producto.

Al estudiar las variantes ḿas comunes del problema de flujo, surgió la pregun-
ta ¿qúe sucede cuando en un proceso podemos tener ganancias o pérdidas antes
de llegar al resultado final? En este caso, el problema de maximizar la ganancia
final se torna ḿas complejo. Por ejemplo, supongamos que se desea maximizar la
ganancia de un portafolio de inversión al final deN periodos, dados diversos ins-
trumentos de inversión y la posibilidad de otorgar créditos. Este problema puede
plantearse sobre una red de la siguiente manera: los distintos periodos se represen-
tan con nodos, los posibles movimientos de efectivo con arcos, las tasas de interés
y rendimiento con ganancias y el lı́mite máximo de efectivo en cada operación es
la capacidad de cada arco. A este problema se le llama flujo máximo en redes con
ganancias y es el tema principal de esta tesis.

En el primer caṕıtulo se mostraron algunos de los métodos ḿas utilizados para
resolver el problema de rutas más cortas haciendóenfasis en el ḿetodo propuesto
por Floyd, el cual ayuda a la detección de circuitos negativos al mismo tiempo
que calcula el camino ḿas corto entre todo par de vértices de la red. De manera
particular, este algoritmo fue utilizado como subrutina para el cálculo del flujo
máximo en redes con ganancias del que trata esta tesis.

En el segundo capı́tulo se incluýo introduccíon al problema del flujo y algunas
de sus variantes, por ejemplo, cuando además de restricciones de capacidad, cada
arco tiene una cota inferior. Este capı́tulo constituýo la base para poder estudiar la
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variante del problema de flujo que se expone en el capı́tulo 3.

Entre los ḿetodos de solución del problema del flujo en redes con ganacias, se
encontŕo el propuesto por Jean Francois Maurras en su artı́culo Optimization of
the flow through networks with gains, en el que resuelve el problema mediante
una modificacíon a los ćalculos del algoritmo simplex dual. Otro método fue pro-
puesto por William S. Jewell enOptimal flow through networks with gainsel cual
encuentra la solución mediante la maximización del flujo del problema dual.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el problema del flujo en redes con
ganancias utilizando el ḿetodo presentado en 1975 por Nicos Christofides en el
libro Graph Theory. An Algorithmic Approach. Por este motivo, el tercer capı́tulo
se enfoćo en dicho ḿetodo. El algoritmo se divide en dos etapas: en la primera
se busca establecer un flujo sobre la red que no contenga ciclos activos, es decir,
ciclos por los que pueda circularse flujo de manera continua obteniendo cada vez
una ganancia mayor. Para lograr lo anterior se utiliza un algoritmo de rutas más
cortas que permita la detección de circuitos negativos sobre una red auxiliar de
costos. En la segunda etapa se maximiza el flujo resultante.

En t́erminos de tiempos de ejecución, podŕıa resultar costoso realizar los cálculos
que requieren los algoritmos propuestos por Jean F. Maurras y William S. Jewell
para el problema de redes con ganancias, es por eso que se pensó que seŕıa más
eficiente resolver este problema con el algoritmo de Nicos Christofides, ya que
utiliza como subrutina principal uno de rutas más cortas. Sin embargo, al utilizar
este ḿetodo se tiene la desventaja de que la ganancia debe ser mayor a cero en
cada arco de la red, por lo que su aplicación queda restringida a ciertos problemas
que cumplan con esta condición.

En los cursos de Teorı́a de Redes a nivel licenciatura, se imparte una introduc-
ción al problema del flujo y algunas de sus variantes, por lo que otro objetivo
de este trabajo es constituir una herramienta para el estudio de la variante en la
que los arcos tienen ganancias mayores a cero. Además se realiźo un ćodigo del
algoritmo de Nicos Christofides en el lenguaje de programación R, que fue uti-
lizado para comprobar los cálculos del ejemplo expuesto y se incluyó junto con
un manual del usuario para que alumnos y profesores puedan implementarlo con
facilidad.



Apéndice A

Resultados del ejemplo Cap. 2

Como se ha mencionado anteriormente, debido a que cada arco está sujeto a
una ganancia, el flujo que entra por un arco es distinto del que sale, por lo tanto el
patŕon de flujo est́a dividido en dos partes: entrante y saliente, es decir, para cada
arco(i, j) ∈ A, tenemosξ = (ξ e

i j ,ξ o
i j ).

El ciclo activo resultante de la primer iteración del algoritmo fue{4,3,2,4} con la
cantidad incrementalδ = 70

33. Al circular dicho valor por el ciclo activo se obtuvo
el patŕon de flujo de las matricesFEntrantey FSaliente.

Notemos que la coordenada(i, j) corresponde al arco(i, j)∈ X. Y el valor asocia-
do a cada coordenada es el valor del flujo correspondiente en cada arco. Los arcos
que no existen en la red se muestran conNA. Cabe mencionar que el resultado
que arroja el programa incluye también a la matrizgnodo, pero para facilitar la
lectura, se incluyeńunicamente el ćalculo de delta y los patrones de flujo.1

−−−−−−−−−−−− I t e r a c i o n = 1−−−−−−−−−−−−−−−−

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ]

[ 1 , ] 4 3 .000000 2.000000 4.00000 5 .0 NA
[ 2 , ] 1 2 .200000 3.300000 0.65000 1 .3 NA
[ 3 , ] 5 3 .181818 2.121212 16.92308 NA NA

d e l t a = 2.121212

1Las redes y ćalculos asociados a esta sección se muestran en el ejemplo correspondiente del
Caṕıtulo 3
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62 APÉNDICE A. RESULTADOS DEL EJEMPLO CAP. 2

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0.000000 0.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 4.666667 NA NA 0.000000
[ 4 , ] NA NA 2.121212 NA 1.378788
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0 0.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 7 NA NA 0.000000
[ 4 , ] NA NA 4.666667 NA 2.757576
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 2 .757576

En la segunda iteración se obtiene el ciclo activo{5,4,3,5} y se calcula un factor
incrementalδ = 91

33. Al circular delta a trav́es del ciclo activo se obtiene el siguien-
te patŕon:

−−−−−−−−−−−− I t e r a c i o n = 2−−−−−−−−−−−−−−−−

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ]

[ 1 , ] 5 .000000 4.000000 3.00000 5 .0 NA NA
[ 2 , ] 1 .000000 0.500000 1.10000 2 .3 NA NA
[ 3 , ] 2 .757576 5.757576 12.72727 NA NA NA

d e l t a = 2.757576

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0.000000 0 .0 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 4.666667 NA NA 3.033333
[ 4 , ] NA NA 3 .5 NA 0.000000
[ 5 , ] NA NA NA NA NA
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F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0 0 .0 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 7 NA NA 9 .1
[ 4 , ] NA NA 7 .7 NA 0 .0
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 9 .1

Para la tercera iteración no se localizan ciclos activos, por lo que ahora entra en
accíon la segunda parte del algoritmo que es maximizar el flujo sobre la red a
través de cadenas aumentantes que van del nodo 1 al 5 deR′. La primer cadena
es{1,3,5} con capacidad incrementalδ = 329

30 . Al circular delta por la cadena
aumentante se obtiene el siguiente patrón de flujo:

−−−−−−−− I t e r a c i o n = 3−−−−−−−−−−−−−−−−

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ]

[ 1 , ] 1 3 .00000 5 NA NA NA
[ 2 , ] 1 1 .00000 3 NA NA NA
[ 3 , ] 13 10.96667 NA NA NA NA

d e l t a = 10.96667

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0.000000 10.96667 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 4.666667 NA NA 14
[ 4 , ] NA NA 3.50000 NA 0
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0 10.96667 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 7 NA NA 42
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[ 4 , ] NA NA 7.70000 NA 0
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 42

Al correr nuevamente el algoritmo para localizar cadenas aumentantes sobre la red
R′, se obtiene{1,3,4,5} con capacidad incrementalδ = 61

30. Una vez actualizando
el flujo de la red original se obtiene el patrón:

−−−−−−−−−−−− I t e r a c i o n = 4−−−−−−−−−−−−−−−−

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ]

[ 1 , ] 1 .000000 3 .0 4.0000000 5.0000000 NA NA
[ 2 , ] 1 .000000 1 .0 0.4545455 0.9090909 NA NA
[ 3 , ] 2 .033333 7 .7 24.2000000 NA NA NA

d e l t a = 2.033333

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0.000000 13.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 4.666667 NA NA 14.0000000
[ 4 , ] NA NA 2.575758 NA 0.9242424
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 0 13.000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 7 NA NA 42.000000
[ 4 , ] NA NA 5.666667 NA 1.848485
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 43.84848

La siguiente cadena aumentante que se obtuvo en la red auxiliar R′ fue{1,2,3,4,5}
con capacidad incrementalδ = 14. Al actualiar el flujo de la red original se obtie-
ne el patŕon de las siguientes matrices:
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−−−−−−−−−−−− I t e r a c i o n = 5−−−−−−−−−−−−−−−−

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ]

[ 1 , ] 1 2 .0 3.0000000 4.0000000 5.0000000 NA
[ 2 , ] 1 0 .5 0.3333333 0.1515152 0.3030303 NA
[ 3 , ] 15 14 .0 17.0000000 66.5000000 NA NA

d e l t a = 14

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 14 13.0000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 0 NA NA 14.000000
[ 4 , ] NA NA 0.4545455 NA 3.045455
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 7 13 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 0 NA NA 42.000000
[ 4 , ] NA NA 1 NA 6.090909
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 48.09091

Cuando el algoritmo termina, manda dos veces el mismo resultado, ya que no fue
posible maximizar el flujo sobre la red por lo tanto, en este resultado se repitien
las matrices de la iteración anterior.

gnodo=
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ] [ , 6 ]

[ 1 , ] 1 5 NA NA NA NA
[ 2 , ] 1 NA NA NA NA NA
[ 3 , ] NA NA NA NA NA NA
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d e l t a = 14

F E n t r a n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 14 13.0000000 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 7 NA
[ 3 , ] NA 0 NA NA 14.000000
[ 4 , ] NA NA 0.4545455 NA 3.045455
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

F S a l i e n t e =
[ , 1 ] [ , 2 ] [ , 3 ] [ , 4 ] [ , 5 ]

[ 1 , ] NA 7 13 NA NA
[ 2 , ] NA NA NA 3 .5 NA
[ 3 , ] NA 0 NA NA 42.000000
[ 4 , ] NA NA 1 NA 6.090909
[ 5 , ] NA NA NA NA NA

Finalmente, se calcula la ganancia total de la red2:

La ga na nc ia f i n a l de l a red R es : 48.09091

2La red asociada al flujo ḿaximoóptimo se encuentra en el Capı́tulo 3, Figura 3.18.



Apéndice B

Código en R

El siguiente ćodigo fue utilizado para resolver el problema del flujo máximo
en redes con ganancias. Para un mayor entendimiento, se dividió el ćodigo en dos
partes. La primera contiene las funciones que componen al programa y la segun-
da, el desarrollo del algoritmo.

Iniciamos el algoritmo declarando las variables de la red original:

v e r t i c e s<− #Número de v́e r t i c e s que se n e c e s i t a n
Redq<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
Redg<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )

B.1. Funciones

##########################################
CONSTRUYENDO LA RED AUXILIAR DE COSTOS

Construimos la red auxiliar para localizar circuitos de costo negativo, por lo tanto
a cada arco se asociac′i j .

##########################################
A u x i l i a r C o s t o s<−f u n c t i o n ( RedAuxCostos )
{
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( F E n t r a n t e [ i , j ]>=0 && F E n t r a n t e [ i , j ]<Redq [ i , j ] && ! i s .

na ( F E n t r a n t e [ i , j ] ) ) # El a r co e s tá s a t u r a d o
RedAuxCostos [ i , j ]<−− l og ( Redg [ i , j ] )

i f ( F E n t r a n t e [ i , j ]>0 && F E n t r a n t e [ i , j ]<=Redq [ i , j ] && ! i s .
na ( F E n t r a n t e [ i , j ] ) )
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RedAuxCostos [ j , i ]<−− l og ( 1 / Redg [ i , j ] )
}

}
re turn ( RedAuxCostos )
}

#####################################
ALGORITMO DE FLOYD

Utilizamos este algoritmo como subrutina auxiliar para resolver el problema de
rutas ḿas cortas.

#####################################

CFloyd<−f u n c t i o n ( RedAuxCostos )
{
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( j != i )
C[ i , j ]<−RedAuxCostos [ i , j ]
C[ i , i ]<−0
i f ( i s . na (C[ i , j ] ) )
C[ i , j ]<− I n f
}

}
re turn (C)
}

zFloyd<−f u n c t i o n ( )
{
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{
z [ i , j ]<− i
}

}
re turn ( z )
}

##########################################
ALGORITMO DE FLOYD
##########################################

Floyd<−f u n c t i o n (C , z )
{
f o r ( k i n 1 : v e r t i c e s )
{
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f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{

i f ( i != k && j != k )
{
w<− min (C[ i , j ] , ( C[ i , k ]+C[ k , j ] ) )
C[ i , j ]<−w
i f (C[ i , j ] ! = I n f )
i f (C[ i , j ]==(C[ i , k ]+C[ k , j ] ) )
z [ i , j ]<− z [ k , j ]
}

}
h a y c i c l o<−0
i f (C[ i , i ] <0 && z [ i , i ] ! = i )
{

h a y c i c l o<−1
}

}
c a t ( ”\n Para l a i t e r a c ió n k=” , k , ” tenemos : \n ” )
ca t ( ”C= \n” )
p r i n t (C)
c a t ( ” z= \n” )
p r i n t ( z )
i f ( h a y c i c l o ==1)

break

}
re turn ( z )
}

########################################

Una vez detectado el circuito de costo negativo sobre la red auxiliar sede encon-
trarse una cadena aumentante del circuito al vértice final t. Esto, en la red original,
equivale a encontrar un ciclo activo.
Las siguientes funciones tienen como objetivo recuperar el circuito de costo nega-
tivo de la matriz de predecesores y concatenarlo con una cadena aumentante que
vaya de alǵun nodo del circuito a t.

RECUPERANDO EL CICLO ACTIVO
#########################################

RecuperaCic lo<−f u n c t i o n ( C i r c u i t o , i n i c i o )
{
C i r c u i t o<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +2 , nrow =1)
f o r (m i n 1 : v e r t i c e s )
{

i f ( z [m,m] ! =m)
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{ i<−m
break}

}

i f ( i n i c i o !=0 )
{

i<− i n i c i o
}
j<− i
C i r c u i t o [1 ,1]<− i
f o r ( c1 i n 2 : v e r t i c e s )
{

a u x i l i a r<−z [ i , j ]
C i r c u i t o [ 1 , c1]<−z [ i , j ]
i f ( a u x i l i a r == i )

break
j<−a u x i l i a r

}

f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s +2)
{

i f ( i s . na ( C i r c u i t o [ 1 , i ] ) )
{ a u x i l i a r <−( i −1)
break}

}

C i r c u i t o 2<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +2 , nrow =1)
f o r ( j i n 1 : ( i −1) )
{

C i r c u i t o 2 [ 1 , j ]<−C i r c u i t o [ 1 , i−1]
i<−i −1
i f ( i ==0)

break
}
f o r (m i n 1 : v e r t i c e s +2)
{

i f ( i s . na ( C i r c u i t o 2 [ 1 ,m] ) )
break

}
i n d i c a d o r<−0
r e p e t i d o<−0
f o r ( j i n 1 : a u x i l i a r )
{

i f ( j <( a u x i l i a r −2) && ! i s . na ( C i r c u i t o 2 [ 1 , j ] ) && ! i s . na (
C i r c u i t o 2 [ 1 , j +2 ] ) && C i r c u i t o 2 [ 1 , j ]== C i r c u i t o 2 [ 1 , j
+2 ] )

{
C i r c u i t o 2 [ 1 , j ]<−NA
i n d i c a d o r<−1
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r e p e t i d o<−r e p e t i d o +1
}

i f ( r e p e t i d o ==2)
{
C i r c u i t o 2 [ 1 , j +1]<− v e r t i c e s
C i r c u i t o 2 [ 1 , j ]<−C i r c u i t o [ 1 , 1 ]
break
}

}
i f ( i n d i c a d o r ==1)
{

C i r c u i t o 3<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +2 , nrow =1)
f o r (m i n 1 : v e r t i c e s +2)
{
i f ( ! i s . na ( C i r c u i t o 2 [ 1 ,m] ) )

break
}
f o r ( i i n 0 : v e r t i c e s +1)
{
i f ( ( i +m−1)>v e r t i c e s )

break
i f ( i s . na ( C i r c u i t o 2 [1 ,0+m−1]) )

C i r c u i t o 2 [ 1 , i +1]<−C i r c u i t o 2 [ 1 ,m+ i−1]
}

}
i f ( i n d i c a d o r ==0)

C i r c u i t o<−C i r c u i t o 2
i f ( C i r c u i t o [1 ,1 ]== C i r c u i t o [ 1 , 3 ] )

C i r c u i t o<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +2 , nrow =1)

re turn ( C i r c u i t o )
}

#########################################

RECUPERANDO LA CADENA AUMENTANTE

Se recupera la cadena aumentante utilizando la matriz de predecesores.

#########################################

RecuperaCA<−f u n c t i o n ( Cadena , z )
{
i<−C i r c u i t o [ 1 , 1 ]
i f ( ! i s . na ( Redq [ i , v e r t i c e s ] ) && F E n t r a n t e [ i , v e r t i c e s ]<Redq [ i ,

v e r t i c e s ] )
{

Cadena [1 ,1]<− i
Cadena [1 ,2]<− v e r t i c e s

}
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e l s e
{
Cadena [1 ,1]<− v e r t i c e s
j<−v e r t i c e s
FormaParte<−0
f o r ( columna i n 2 : nco l ( Cadena ) )
{

i f ( C i r c u i t o [ 1 , columna ]== v e r t i c e s && ! i s . na ( C i r c u i t o [ 1 ,
columna ] ) )

{
FormaParte<−1
p r i n t ( ” El nodo f i n a l forma p a r t e d e l c i c l o a c t i v o ” )
break
}

}
i f ( FormaPar te !=1 )
{
f o r ( columna i n 2 : nco l ( Cadena ) )
{

i f ( z [ i , j ] ! = i )
{

Cadena [ 1 , columna]<−z [ i , j ]
j<−z [ i , j ]

}
i f ( z [ i , j ]== i )

break

}
Cadena<−Vo l tea ( Cadena , FormaPar te )
}
}
re turn ( Cadena )
}

##########################################

FUNCIÓN QUE VOLTEA LA CADENA

##########################################

Vol tea<−f u n c t i o n ( Cadena , FormaPar te )
{

Cadena2<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
i f ( FormaPar te !=1 )
{

f o r ( i i n 1 : nco l ( Cadena ) )
{
i f ( i s . na ( Cadena [ 1 , i ] ) )
break
}
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Cadena2 [1 ,1]<− C i r c u i t o [ 1 , 1 ]
f o r ( j i n 1 : i )
{
i f ( i− j ==0)

break
Cadena2 [ 1 , j +1]<−Cadena [ 1 , i− j ]
}

}
re turn ( Cadena2 )
}

##########################################

FUNCIÓN QUE VALIDA LA CADENA

##########################################

Va l i da r<−f u n c t i o n ( Cadena , z )
{

#Cadena<−RecuperaCA ( Cadena , z )
Va l idador<−0
f o r ( j i n 1 : nco l ( Cadena ) )
{

i f ( i s . na ( Cadena [ 1 , j ] ) )
break

}
i f ( j ==1)

{
Va l idador<−0
}

i f ( j >1 && ! i s . na ( Cadena [ 1 , j−1]) && Cadena [ 1 , j
−1]!= v e r t i c e s )

{
Va l idador<−0
}

i f ( ! i s . na ( Cadena [ 1 , 2 ] ) && Cadena [1 ,2 ]== C i r c u i t o
[ 1 , 2 ] )

{
Va l idador<−0
}

i f ( ! i s . na ( Cadena [ 1 , 2 ] ) && ! i s . na ( C i r c u i t o [ 1 , 3 ] )
&& Cadena [1 ,2 ]== C i r c u i t o [ 1 , 3 ] )

{
Va l idador<−0
}

i f ( j >1 && ! i s . na ( Cadena [ 1 , j−1]) && ! i s . na (
C i r c u i t o [ 1 , 3 ] ) && Cadena [ 1 , j−1]== v e r t i c e s &&
! i s . na ( Cadena [ 1 , 2 ] ) && Cadena [ 1 , 2 ] ! = C i r c u i t o
[ 1 , 2 ] && Cadena [ 1 , 2 ] ! = C i r c u i t o [ 1 , 3 ] )

{
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Va l idador<−1
}

i f ( i s . na ( Cadena [ 1 , 2 ] ) && C i r c u i t o [1 ,1 ]== v e r t i c e s
&& ! i s . na ( C i r c u i t o [ 1 , 1 ] ) )

{
Va l idador<−1
}

re turn ( V a l i d a d o r )
}

##########################################

CONCATENAMOS EL CICLO ACTIVO Y LA CADENA AUMENTANTE

##########################################

Concatenar<−f u n c t i o n ( C ic loCadena )
{
f o r ( i i n 1 : nco l ( C i r c u i t o ) )
{

Cic loCadena [ 1 , i ]<−C i r c u i t o [ 1 , i ]
i f ( i s . na ( C ic loCadena [ 1 , i ] ) )
{
j<−i −1
break
}

}
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

i f ( i s . na ( Cadena [ 1 , i ] ) )
break
Cic loCadena [ 1 , j + i ]<−Cadena [ 1 , i +1]

}
re turn ( C ic loCadena )
}

###############################################

El siguiente paso es calcular la cantidad de flujo delta que puede pasar a través del
ciclo activo y la cadena aumentante.
CALCULANDO GANANCIAS
La matriz gnodo tiene los vértices del ciclo activo y de la cadena aumentante en
el primer rengĺon, en el segundo renglón est́a la ganancia por cada subcadena del
ciclo activo y la cadena aumentante y en el tercer renglón se muestra la capacidad
incremental de cada arco.

################################################

FunGnodo<−f u n c t i o n ( gnodo )
{
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f o r ( j i n 1 : nco l ( C ic loCadena ) )
{

gnodo [ 1 , j ]<−Cic loCadena [ 1 , j ]
}

f o r ( j i n 1 : nco l ( C ic loCadena ) )
{

i f ( j ==1)
gnodo [2 ,1]<−1
i f ( j >=2)
{
i f ( i s . na ( Redg [ gnodo [ 1 , j−1] , gnodo [ 1 , j ] ] ) )

gnodo [ 2 , j ]<−(1/( Redg [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j−1] ] ) ) ∗
gnodo [ 2 , j−1]

i f ( ! i s . na ( Redg [ gnodo [ 1 , j−1] , gnodo [ 1 , j ] ] ) )
gnodo [ 2 , j ]<−Redg [ gnodo [ 1 , j−1] , gnodo [ 1 , j ] ]∗ gnodo

[ 2 , j −1]
i f ( ! i s . na ( gnodo [ 2 , j ] ) && gnodo [ 1 , j ]== gnodo [ 1 , 1 ] )

gnodo [ 2 , j ]<−gnodo [ 2 , j ]−1
}

}

################################

CALCULANDO LA CAPACIDAD INCREMENTAL DE CADA ARCO

#################################

f o r ( j i n 1 : ( nco l ( C ic loCadena )−1) )
{

i f ( i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )
gnodo [ 3 , j ]<−F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ] /

gnodo [ 2 , j ]
i f ( ! i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )

gnodo [ 3 , j ]<−(Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1]]−
F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) / gnodo [ 2 , j
]

}

re turn ( gnodo )
}

######################################
SELECCIONAMOS DELTA

El mı́nimo de las capacidades incrementales por arco

######################################

C a l c u l a D e l t a<−f u n c t i o n ( d e l t a , gnodo )
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{
# El s i g u i e n t e c i c l o nos d i c e c u a n t o s números a n t e s de un

NA
f o r ( i i n 1 : nco l ( gnodo ) )
{
i f ( i s . na ( gnodo [ 3 , i ] ) )
break
}
i<−i −1
#La m a t r i z a u x i l i a r D e l t a s i r v e pa ra s e l e c c i o n a r e l menor

d e l t a p o s i b l e .
a u x i l i a r D e l t a<−m a t r i x ( nrow =1 , nco l = i )
f o r ( j i n 1 : nco l ( a u x i l i a r D e l t a ) )
{

a u x i l i a r D e l t a [ 1 , j ]<−gnodo [ 3 , j ]
}
d e l t a<−min ( a u x i l i a r D e l t a )

re turn ( d e l t a )
}

###################################

RESUMEN DE LA ITERACIÓN

###################################

Resumen<−f u n c t i o n ( )
{
c a t ( ”\n gnodo= \n” )
p r i n t ( gnodo )
c a t ( ”\n d e l t a = ” , d e l t a , ”\n” )
c a t ( ”\n F E n t r a n t e = \n” )
p r i n t ( F E n t r a n t e )
c a t ( ”\n F S a l i e n t e = \n” )
p r i n t ( F S a l i e n t e )
g<−gananc ia ( F S a l i e n t e )
c a t ( ”\n La gananc ia f i n a l de l a red R es : ” , g , ”\n” )
}

Volvemos a repetir desde Floyd para ver si la red aún tiene ciclos activos.
Una vez eliminados, sigue maximizar el flujo actual sobre la red del nodo inicial
al final. Para lograrlo, utilizamos como subrutina el algoritmo de Floyd de Rutas
más cortas.

#########################################

RED AUXILIAR DE CAPACIDADES

#########################################
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RedCapacidades<−f u n c t i o n ( RedAuxCapacidades , F E n t r a n t e )
{
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( F E n t r a n t e [ i , j ]>=0 && F E n t r a n t e [ i , j ]<Redq [ i , j ] && ! i s .

na ( F E n t r a n t e [ i , j ] ) ) # El a r co e s tá s a t u r a d o
RedAuxCapacidades [ i , j ]<−Redq [ i , j ]−F E n t r a n t e [ i , j ]

i f ( F E n t r a n t e [ i , j ]>0 && F E n t r a n t e [ i , j ]<=Redq [ i , j ] && ! i s .
na ( F E n t r a n t e [ i , j ] ) )

RedAuxCapacidades [ j , i ]<−F E n t r a n t e [ i , j ]∗Redg [ i , j ]
}

}
re turn ( RedAuxCapacidades )
}

########################################

RECUPERANDO LA CADENA AUMENTANTE INVERSA DE S A T

#########################################

RecuperaCA2<−f u n c t i o n ( CadenaAumentante , z )
{
f o r ( j i n 0 : v e r t i c e s )
{

i f ( j ==0)
va lo r<−z [ 1 , v e r t i c e s ]
i f ( j >0)
va lo r<−z [ 1 , v a l o r ]
i f ( v a l o r ==1)
{

CadenaAumentante [ 1 , j +1]<−z [ 1 , v a l o r ]
break

}
CadenaAumentante [ 1 , j +1]<− v a l o r

}
a<−CadenaAumentante [ 1 , 1 ]
b<−CadenaAumentante [ 1 , 2 ]
t r y ( f o r ( j i n 3 : v e r t i c e s +1)
{

i f ( ! i s . na ( CadenaAumentante [ 1 , j ] )| | CadenaAumentante [ 1 , j
]== a | | CadenaAumentante [ 1 , j +1]==b )

{
CadenaAumentante [ 1 , j ]<−NA
}

} )
CadenaAumentante [ 1 , v e r t i c e s +1]<−NA
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f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{

i f ( j >1 && ! i s . na ( CadenaAumentante [ 1 , j ] ) &&
CadenaAumentante [ 1 , j ]== CadenaAumentante [ 1 , j−1])

{
CadenaAumentante [ 1 , j ]<−CadenaAumentante [ 1 , j +1]
}

}

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{

i f ( ! i s . na ( CadenaAumentante [ 1 , j ] ) && ! i s . na (
CadenaAumentante [ 1 , j +2 ] ) && CadenaAumentante [ 1 , j ]==
CadenaAumentante [ 1 , j +2 ] )

{
CadenaAumentante [ 1 , j ]<−NA
f o r ( i nd i n j : v e r t i c e s )
{
CadenaAumentante [ 1 , i nd ]<−CadenaAumentante [ 1 , i nd +1]
}
}

}
f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( j >2 && i s . na ( CadenaAumentante [ 1 , j ] ) && ! i s . na (

CadenaAumentante [ 1 , j−1])&& CadenaAumentante [ 1 , j−1] !=1)
{
CadenaAumentante [ 1 , j ]<−1
break
}
}

##########################################

VOLTEAMOS LA CADENA AUMENTANTE

##########################################

CadenaAumentante2<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
f o r ( i i n 0 : v e r t i c e s )
{

i f ( v e r t i c e s−i >0 && ! i s . na ( CadenaAumentante [ 1 , v e r t i c e s− i
] ) )

break
}

i f ( ! i s . na ( CadenaAumentante [ 1 , v e r t i c e s− i ] ) )
CadenaAumentante [ 1 , v e r t i c e s− i +1]<−1
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f o r ( j i n 0 : v e r t i c e s− i )
{

i f ( v e r t i c e s− i +1− j >0)
CadenaAumentante2 [ 1 , j ]<−CadenaAumentante [ 1 , v e r t i c e s−i− j

+1]
}
CadenaAumentante2 [ 1 , v e r t i c e s− i +1]<− v e r t i c e s
CadenaAumentante<−CadenaAumentante2

re turn ( CadenaAumentante )
}

############################################
CAPACIDAD INCREMENTAL DE LA CADENA

La matriz gnodo2 es igual a gnodo que se utilizó para actualizar el flujo a través
de los ciclos activos.

############################################

FunGnodo2<−f u n c t i o n ( gnodo2 )
{
gnodo2<−m a t r i x ( nco l = nco l ( CadenaAumentante ) , nrow =3)
f o r ( j i n 1 : nco l ( CadenaAumentante ) )
{

gnodo2 [ 1 , j ]<−CadenaAumentante [ 1 , j ]
}
f o r ( j i n 1 : nco l ( CadenaAumentante ) )
{

i f ( j ==1)
gnodo2 [2 ,1]<−1
i f ( j >=2)
{
i f ( i s . na ( Redg [ gnodo2 [ 1 , j−1] , gnodo2 [ 1 , j ] ] ) )

gnodo2 [ 2 , j ]<−(1/( Redg [ gnodo2 [ 1 , j ] , gnodo2 [ 1 , j
−1] ] ) ) ∗gnodo2 [ 2 , j−1]

i f ( ! i s . na ( Redg [ gnodo2 [ 1 , j−1] , gnodo2 [ 1 , j ] ] ) )
gnodo2 [ 2 , j ]<−Redg [ gnodo2 [ 1 , j−1] , gnodo2 [ 1 , j ] ]∗

gnodo2 [ 2 , j−1]
i f ( ! i s . na ( gnodo2 [ 2 , j ] ) && gnodo2 [ 1 , j ]== gnodo2 [ 1 , 1 ] )

gnodo2 [ 2 , j ]<−gnodo2 [ 2 , j ]−1
}

}

##########################################

CAPACIDAD INCREMENTAL DE LA CADENA AUMENTANTE

##########################################
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f o r ( j i n 1 : ( nco l ( CadenaAumentante )−1) )
{

i f ( i s . na ( Redq [ gnodo2 [ 1 , j ] , gnodo2 [ 1 , j + 1 ] ] ) )
gnodo2 [ 3 , j ]<−F S a l i e n t e [ gnodo2 [ 1 , j +1 ] , gnodo2 [ 1 , j

] ] / gnodo2 [ 2 , j ]
i f ( ! i s . na ( Redq [ gnodo2 [ 1 , j ] , gnodo2 [ 1 , j + 1 ] ] ) )

gnodo2 [ 3 , j ]<−(Redq [ gnodo2 [ 1 , j ] , gnodo2 [ 1 , j +1]]−
F E n t r a n t e [ gnodo2 [ 1 , j ] , gnodo2 [ 1 , j + 1 ] ] ) / gnodo2
[ 2 , j ]

}
re turn ( gnodo2 )
}

########################################

CALCULANDO LA GANANCIA FINAL

########################################

gananc ia<−f u n c t i o n ( F S a l i e n t e )
{

g<−0
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( ! i s . na ( F S a l i e n t e [ i , v e r t i c e s ] ) )

g<−F S a l i e n t e [ i , v e r t i c e s ]+ g
}
re turn ( g )

}

B.2. Procedimiento: Flujo máximo en redes con ga-
nancias

i t e r a c i o n<−1
Par te1<−1
f o r ( i t e r a c i o n i n 1 : 1 5 )
{
i f ( i t e r a c i o n ==1)
{

FEn t ran te<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
F S a l i e n t e<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( ! i s . na ( Redq [ i , j ] ) )

F E n t r a n t e [ i , j ]<−0
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F S a l i e n t e [ i , j ]<−F E n t r a n t e [ i , j ]∗Redg [ i , j ]
}

}
}
i f ( P a r t e 1 ==1)
{

RedAuxCostos<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
RedAuxCostos<−A u x i l i a r C o s t o s ( RedAuxCostos )
C<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
C<−CFloyd ( RedAuxCostos )
i n i c i o <−0
i f ( i t e r a c i o n ==2)

i n i c i o <−5

i f ( i t e r a c i o n ==1)
{
z<−m a t r i x ( 0 , nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
z<−zF loyd ( )
z<−Floyd (C , z )
C i r c u i t o<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
C i r c u i t o<−RecuperaC ic lo ( C i r c u i t o , i n i c i o )
}

i f ( i t e r a c i o n>1 && c a d e n a s a t u r a d a !=1 )
{
z<−m a t r i x ( 0 , nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
z<−zF loyd ( )
z<−Floyd (C , z )
C i r c u i t o<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
C i r c u i t o<−RecuperaC ic lo ( C i r c u i t o , i n i c i o )
}

i f ( i t e r a c i o n>1 && c a d e n a s a t u r a d a ==1)
{
z<−Floyd (C , z )
C i r c u i t o<−RecuperaC ic lo ( C i r c u i t o , i n i c i o )
}

Cadena<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
Cadena<−RecuperaCA ( Cadena , z )
Va l idador<−V a l i d a r ( Cadena , z )
con tador<−1

C i r c u i t o 2<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
C i r c u i t o 2<−C i r c u i t o

i f ( i s . na ( C i r c u i t o 2 [ 1 , 1 ] ) )
Va l idador<−1
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whi le ( V a l i d a d o r ==0)
{
i n i c i o <−C i r c u i t o 2 [1 ,1+ c o n t a d o r ]
C i r c u i t o<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
C i r c u i t o<−RecuperaC ic lo ( C i r c u i t o , i n i c i o )
Cadena<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
Cadena<−RecuperaCA ( Cadena , z )
Va l idador<−V a l i d a r ( Cadena , z )
con tador<−c o n t a d o r +1
}

i f ( V a l i d a d o r ==1)
{
Cadena<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
Cadena<−RecuperaCA ( Cadena , z )
}

Cic loCadena<−m a t r i x ( nrow =1 , nco l = v e r t i c e s +3)
Cic loCadena<−Conca tena r ( C ic loCadena )

gnodo<−m a t r i x ( nco l = nco l ( C ic loCadena ) , nrow =3)
gnodo<−FunGnodo ( gnodo )

i f ( i s . na ( gnodo [ 3 , 1 ] ) ==TRUE)
Par te1<−0

i f ( i s . na ( gnodo [ 3 , 1 ] ) !=TRUE)
d e l t a<−C a l c u l a D e l t a ( d e l t a , gnodo )
i f ( d e l t a<=0)

Par te1<−0
}

i f ( P a r t e 1 ==0 ) # P a r t e 2 : E n c o n t r a r cadenas aumen tan tes de s a t y
e n v i a r l a mayor c a n t i d a d de f l u j o s o b r e l a red .

{
RedAuxCapacidades<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
RedAuxCapacidades<−RedCapac idades ( RedAuxCapacidades ,

F E n t r a n t e )
C<−CFloyd ( RedAuxCapacidades )

z<−m a t r i x ( 0 , nco l = v e r t i c e s , nrow= v e r t i c e s )
z<−zF loyd ( )
z<−Floyd (C , z )

CadenaAumentante<−m a t r i x ( nco l = v e r t i c e s +1 , nrow =1)
CadenaAumentante<−RecuperaCA2 ( CadenaAumentante , z )
gnodo2<−m a t r i x ( nco l = nco l ( CadenaAumentante ) , nrow =3)
gnodo2<−FunGnodo2 ( gnodo2 )

i f ( i s . na ( gnodo2 [ 3 , 1 ] ) !=TRUE)
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d e l t a<−C a l c u l a D e l t a ( d e l t a , gnodo2 )
gnodo<−gnodo2
i f ( i s . na ( gnodo2 [ 3 , 1 ] ) ==TRUE)
{

Resumen ( )
break

}
}

f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s ) # A c t u a l i z a c ío n d e l f l u j o
{

# Para j =1 , es d e c i r , donde empieza l a cadena
i f ( j ==1 && ! i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )
{

F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1]]<−F E n t r a n t e [
gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1 ] ]+ d e l t a

F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1]]<−F E n t r a n t e [
gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1 ] ]∗Redg [ gnodo [ 1 , j ] ,
gnodo [ 1 , j +1 ] ]

EsForward<−1
}
# Si es un a rco en s e n t i d o c o n t r a r i o
i f ( j ==1 && i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )
{

F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ]]<− F S a l i e n t e [
gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ]]− d e l t a

F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ]]<−F E n t r a n t e [
gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ] / Redg [ gnodo [ 1 , j +1 ] ,
gnodo [ 1 , j ] ]

EsForward<−0
}
# Para un nodo d i s t i n t o a l i n i c i a l
i f ( j >=2 && ! i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) && ! i s .

na ( gnodo [ 1 , j ] ) )
{

x<−0
y<−0
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( EsForward ==1 && ! i s . na ( F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j

] ] ) && F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j ] ] ! = F S a l i e n t e [
gnodo [ 1 , j−1] , gnodo [ 1 , j ] ] && ! i s . na ( F S a l i e n t e [
gnodo [ 1 , j−1] , gnodo [ 1 , j ] ] ) )

x<−F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j ] ] + x
i f ( EsForward ==0 && ! i s . na ( F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j

] ] ) && F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j ] ] ! = F S a l i e n t e [
gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j−1]] && ! i s . na ( F S a l i e n t e [
gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j−1] ] ) )

x<−F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j ] ] + x
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i f ( ! i s . na ( F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , i ] ) && F E n t r a n t e [
gnodo [ 1 , j ] , i ] ! = F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j
+1 ] ] && ! i s . na ( F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j
+ 1 ] ] ) )

y<−F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , i ]+ y
}
i f ( EsForward ==1)

F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1]]<−x−y+
F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j−1] , gnodo [ 1 , j ] ]

i f ( EsForward ==0)
F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1]]<−x−y

i f ( i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )
EsForward<−0

i f ( ! i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )
EsForward<−1

F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1]]<−F E n t r a n t e [
gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j +1 ] ]∗Redg [ gnodo [ 1 , j ] ,
gnodo [ 1 , j +1 ] ]

}
# Si es un a rco en s e n t i d o c o n t r a r i o && gnodo [ 1 , j ] ! =

gnodo [ 1 , 1 ]
i f ( j >=2 && i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) && ! i s .

na ( gnodo [ 1 , j ] ) )
{

x<−0
y<−0
f o r ( i i n 1 : v e r t i c e s )
{
i f ( ! i s . na ( F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j ] ] ) && ! i s . na (

F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ] ) )
x<−F S a l i e n t e [ i , gnodo [ 1 , j ] ] + x

i f ( ! i s . na ( F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , i ] ) && F E n t r a n t e [
gnodo [ 1 , j ] , i ] ! = F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo
[ 1 , j ] ] / Redg [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ] && ! i s .
na ( F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ] / Redg [
gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ] ) )

y<−F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j ] , i ]+ y
}
x<−x−F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ]
i f ( i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )

EsForward<−0
i f ( ! i s . na ( Redq [ gnodo [ 1 , j ] , gnodo [ 1 , j + 1 ] ] ) )

EsForward<−1
i f ( EsForward ==1)

F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ]]<−x /
Redg [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ]

i f ( EsForward ==0)
F E n t r a n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ]]<−(y−x
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) / Redg [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ]
F S a l i e n t e [ gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ]]<−F E n t r a n t e [

gnodo [ 1 , j +1 ] , gnodo [ 1 , j ] ]∗ Redg [ gnodo [ 1 , j +1 ] ,
gnodo [ 1 , j ] ]

}
}
f o r ( j i n 1 : v e r t i c e s )
{

i f ( j<v e r t i c e s && ! i s . na ( Cadena [ 1 , j ] ) && ! i s . na ( Cadena [ 1 ,
j +1 ] ) )

{
i f ( F E n t r a n t e [ Cadena [ 1 , j ] , Cadena [ 1 , j +1] ]== Redq [ Cadena [ 1 , j

] , Cadena [ 1 , j + 1 ] ] )
{

c a d e n a s a t u r a d a<−1
break

}
i f ( F E n t r a n t e [ Cadena [ 1 , j ] , Cadena [ 1 , j + 1 ] ] ! = Redq [ Cadena [ 1 , j

] , Cadena [ 1 , j + 1 ] ] )
c a d e n a s a t u r a d a<−0

}
i f ( j<v e r t i c e s && i s . na ( Cadena [ 1 , j ] ) && i s . na ( Cadena [ 1 , j

+1 ] ) )
c a d e n a s a t u r a d a<−1

}
c a t ( ”\n −−−−−−−−−−−− I t e r a c i o n = ” , i t e r a c i o n , ”−−−−−−−−−−−−−−−− \n

” )
Resumen ( )
i t e r a c i o n<− i t e r a c i o n +1
r e a d l i n e ( prompt=” P r e s i o n a[ e n t e r ] pa ra c o n t i n u a r ” )
}
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