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Introducción

Un tema de interés en la topoloǵıa general es la metrizabilidad
de espacios topológicos. Al respecto existen resultados generales que
dan condiciones necesarias y suficientes para resolver este proble-
ma. Al pasar al área de grupos topológicos de transformaciones este
problema encuentra su análogo en el problema de la existencia de
métricas compatibles e invariantes en G-espacios, esto es, la existen-
cia de métricas con la propiedad d(gx, gy) = d(x, y) para cualesquier
elementos g del grupo actuante y x y y del G-espacio.

En el caso de grupos topológicos un resultado clásico debido
a Birkhoff y Kakutani, de manera independiente, establece como
condición necesaria y suficiente para la metrizabilidad de un grupo
topológico que este sea primero numerable. Dicho teorema además
afirma que todo grupo metrizable admite una métrica invariante.
Para el caso general de G-espacios es sabido que no es posible ga-
rantizar la existencia de métricas invariantes en todos los casos. Sin
embargo, dos de los preguntas importantes siguen abiertas: ¿Todo
G-espacio propio, con G localmente compacto, admite una métrica
invariante? ¿Bajo qué condiciones un G-espacio de la forma G/H
admite una métrica invariante?

Este trabajo estudiará un caso particular de la segunda pregun-
ta. Espećıficamente se estudiarán condiciones para la existencia de
métricas propias e invariantes en cocientes de grupos topológicos.
Una métrica propia es aquella para la cual el concepto de compaci-
dad es equivalente a las propiedad de ser cerrado y acotado.

Este trabajo se encuentra estructurado como sigue. En el pri-
mer caṕıtulo se introducen brevemente los conceptos y resultados
elementales que serán usados en el texto. Se cubren particularmen-
te las nociones de métrica propia, grupos topológicos, G-espacios
y grupos de isometŕıas. El segundo caṕıtulo tiene como propósito
demostrar un teorema que brinde condiciones para la existencia de
métricas propias e invariantes en grupos topológicos. Por último, el
tercer caṕıtulo es la parte principal de esta tesis y será en el que se
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estudien métricas con las propiedades dichas para el caso de cocien-
tes de grupos topológicos.

Si bien se presentan las nociones que se emplearán en este tra-
bajo, se supone del lector familiaridad con temas de la Teoŕıa de
grupos y la Topoloǵıa general. De la primera se requieren sólo las
definiciones elementales de de grupo, subgrupo, subgrupo normal,
homomorfismo y clase lateral; aśı como los teoremas básicos sobre
estos conceptos. Si fuera necesario esto puede consultarse en [8].
Sobre Topoloǵıa se espera familiaridad con las nociones de compa-
cidad, particularmente compacidad local y σ-compacidad, topoloǵıa
cociente y metrizabilidad. Esto puede ser consultado en [5].
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Caṕıtulo 1

Preliminares.

En este caṕıtulo se presentan las nociones básicas que serán re-
queridas a lo largo de este texto y en su mayoŕıa son elementales. La
primera sección se ocupa del concepto de métrica propia, el cual es
uno de los más fundamentales para este trabajo. En la segunda sec-
ción se estudiarán grupos topológicos y espacios de clases laterales,
que serán los espacios de mayor interés en esta tesis. La tercera sec-
ción introduce las definiciones y resultados sobre acciones continuas
que serán empleadas. Por último, la cuarta sección tratará sobre
grupos de isometŕıas y en particular condiciones bajo las cuales su
acción es propia.

Antes de comenzar es pertinente establecer algunas convenciones
generales. Todos los espacios topológicos a considerar, en particular
los grupos topológicos, serán espacios de Hausdorff. Los śımbolos
R, R+ y N denotarán a los conjuntos de los números reales, reales
positivos y naturales, respectivamente; o bien al los correspondien-
tes espacios con su topoloǵıa usual. Un subconjunto de un espacio
topológico se llamará precompacto si su cerradura en dicho espacio
es compacta.

1.1. Métricas propias.

Para comenzar se enuncia la definición de métrica propia. Cabe
señalar que en algunos textos se les nombra también como métricas
de Heine-Borel, aunque emplear este término es menos común.

Definición 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que d es
propia si para cada x ∈ X y r ∈ R+ la bola cerrada B̄(x, r) es un
conjunto compacto.
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8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

Los ejemplos más elementales de métricas propias son las indu-
cidas por normas en espacios vectoriales de dimensión finita.

Es fácil ver que si una métrica d en un espacio X es propia,
entonces X es un espacio localmente compacto y σ-compacto, es
decir, X puede expresarse como una unión numerable de subespa-
cios compactos. A continuación se muestra que estas condiciones
topológicas permiten caracterizar a los espacios metrizables que ad-
miten una métrica propia.

Lema 1.2. Sea X un espacio topológico localmente compacto y σ-
compacto. Entonces existe una familia de abiertos {Un : n ∈ N} tal
que X =

⋃
n∈N Un y para cada n el conjunto Un es compacto y está

contenido en Un+1

Demostración. Por σ-compacidad, X =
⋃
n∈NKn, con Kn compacto

para cada n. Al ser K1 compacto y X localmente compacto existe un
abierto precompacto U1 tal que K1 ⊆ U1. Recursivamente, dado Un
abierto precompacto, se tiene que Un∪Kn+1 es compacto y entonces
existe Un+1 abierto precompacto tal que Un ∪ Kn+1 ⊆ Un+1. Aśı,
X =

⋃
n∈NKn ⊆

⋃
n∈N Un y Un ⊆ Un+1 para cada n ∈ N.

Teorema 1.3. Sea X un espacio metrizable. Entonces existe una
métrica propia d en X compatible con su topoloǵıa si y sólo si X es
un espacio localmente compacto y σ-compacto.

Demostración. Supóngase la existencia de una métrica propia d.
Entonces X =

⋃
n∈N B̄(x0, n), para x0 ∈ X. Además para cualquier

punto x ∈ X la bola B(x, 1) es una vecindad precompacta, pues
B(x, 1) ⊆ B̄(x, 1).

Ahora supóngase que X es localmente compacto y σ-compacto.
Como muestra el lema anterior, en esta situación existe una familia
de abiertos {Un : n ∈ N} tal que X =

⋃
n∈N Un y para cada n ∈ N

el conjunto Un es compacto y está contenido en Un+1.
Primero se construirá una función propia F : X → R, es decir,

tal que F−1[K] sea compacto si K lo es. Para cada n se define
Kn := Un+1 \ Un. Por el Lema de Uryshon existe, para n ∈ N,
una función continua fn : Kn → [n, n + 1] tal que fn(x) = n si
x ∈ Un y f(x) = n + 1 si x /∈ Un+1. Sea F =

⋃
n∈N fn. Nótese que

para cualesquier m,n ∈ N distintos los dominios de las funciones
fm y fn son ajenos si |m − n| ≥ 2, o se intersecan en Fr(Uk),
con k = máx{m,n}, si |m − n| = 1. Por tanto F : X → [0,∞) es
una función bien definida. Además para cada n, F�Un

=
⋃
k<n fn es
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continua, en particular, cada F �Un es continua y por tanto F es
continua.

Considérese K ⊆ [0,∞) compacto. Entonces K ⊆ [0,m] para
algún m ∈ N y

F−1[K] =
m⋃
n=1

f−1n [K ∩ [n− 1, n]] ⊆ Um.

Como cada fn es continua y Um es compacto, se sigue la compacidad
de F−1[K]. Por lo tanto F es en efecto una función propia.

Ahora considérese una métrica d0 compatible con la topoloǵıa
de X. Se define d : X ×X → R por

d(x, y) = d0(x, y) + |F (x)− F (y)|.

d es la suma de dos pseudométricas en X y por ende es también una
pseudométrica. Además, si d0(x, y) + |F (x) − F (y)| = 0, entonces
d0(x, y) = 0 y x = y. Por continuidad de F , d es continua y por
ende cualquier bola Bd(x, r) es abierta en X. Por otro lado d0 ≤ d
y entonces Bd(x, r) ⊆ Bd0(x, r) para x ∈ X y r ∈ R+ cualesquiera.
Por tanto d es compatible con la topoloǵıa de X.

Finalmente resta verificar que d es propia. Sean x ∈ X y r ∈ R+.
Entonces

B̄(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}
= {y ∈ X : d0(x, y) + |F (x)− F (y)| ≤ r}
⊂ {y ∈ X : |F (x)− F (y)| ≤ r}
= {y ∈ X : −r ≤ F (x)− F (y) ≤ r}
= {y ∈ X : r + F (x) ≥ F (y) ≥ −r + F (x)}
= F−1[−r + F (x), r + F (x)].

Como F es una función propia esto implica que B̄(x, r) es compacto.

Proposición 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico con d propia. En-
tonces (X, d) es un espacio métrico Polaco, es decir, separable y
completo.

Demostración. Por el Teorema 1.3, X es σ-compacto. Como en es-
pacios metrizables la s condiciones de σ-compacidad y separabilidad
son equivalentes, X es separable.



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

Ahora sea (xn)n∈N ⊆ X una sucesión d-Cauchy. Entonces exis-
te n0 ∈ N para el cual n,m ≥ n0 implica d(xn, xm) < 1. Luego,
(xn)n≥n0 ⊆ B(xn0 , 1). Como d es propia, el conjunto B(xn0 , 1) es
compacto y por ende (xn)n≥n0 tiene una subsucesión convergente.
Por lo tanto (xn)n∈N es una sucesión de Cauchy con una subsucesión
convergente, i.e., (xn)n∈N converge.

Una manera alternativa de definir una métrica propia es median-
te el concepto de radio de compacidad.

Definición 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico localmente compac-
to. Para cada x ∈ X se define su radio de compacidad como

ρ(x) := sup{r > 0 : B(x, r) es compacto}.

En estos términos se puede decir que una métrica es propia si
existe x0 ∈ X para el cual ρ(x0) = ∞, o de manera equivalente si
ρ(x) =∞ para toda x ∈ X, pues B(x, r) ⊆ B(x0, r + d(x, x0)).

1.2. Grupos topológicos y sus cocientes.

En esta sección se presentan los conceptos y resultados referentes
a grupos topológicos. Un grupo topológico es un grupo provisto de
una topoloǵıa con la que su operación y la toma de inversos son
continuas. Más formalmente se tiene la siguiente definición.

Definición 1.6. Una terna (G, ·, τ) se llama grupo topológico si

· es una operación binaria en G tal que (G, ·) es un grupo,

τ es una topoloǵıa en G y

las funciones (g, h) 7→ g · h y g 7→ g−1 son continuas respecto
a τ .

Como es usual, los grupos topológicos se nombrarán simplemente
por su conjunto subyacente, es decir,G se referirá a (G, ·, τ). Además
se omitirá el śımbolo ·, es decir, a · b será ab.

Frecuentemente se denotará al elemento neutro de un grupo G
por e, o eG si es necesario precisar.

Como consecuencia inmediata de la continuidad de la opera-
ción en un grupo topológico se tiene la continuidad de las funciones
Lg(x) = gx, llamadas traslaciones por la izquierda. Más aún, como
Lg ◦ Lg−1 = Lg−1 ◦ Lg = IdG, cada traslación es un homeomorfismo
y por ende G es homogéneo.
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Si A,B ⊆ G, entonces se denotará

AB := {ab : a ∈ A, b ∈ B},
A−1 := {a−1 : a ∈ A},

y recursivamente An+1 = AnA, con n ≥ 0 y A0 = {e}. Por sim-
plicidad aB := {a}B y Ab := A{b}. Un subconjunto A se llama
simétrico si A = A−1. Con esta notación se enuncian las siguientes
proposiciones.

Proposición 1.7. Sean G un grupo topológico y U ⊆ G un abierto
tal que e ∈ U . Entonces

1. existe un abierto simétrico V tal que e ∈ V ⊆ U y

2. para cada n ∈ N existe un abierto W tal que e ∈ W y W n ⊆ U .

Demostración. 1. Es inmediato de las definiciones que U−1 es la
imagen de U bajo la función x 7→ x−1. Por ser esta función un
homeomorfismo, U−1 es abierto. Definiendo V = U ∩ U−1 es
claro que e ∈ V ⊆ U . Además x ∈ V = U ∩ U−1 si y sólo si
x−1 ∈ U−1 ∩ U = V , i.e., V es simétrico.

2. La prueba será por inducción en n. El caso n = 1 es obvio.
Supóngase ahora que la afirmación es válida para algún n ∈
N, n ≥ 2. Entonces existe V , vecindad abierta de e, tal que
V n ⊆ U . Por continuidad del producto en G existen V1, V2
vecindades abiertas de e tales que V1V2 ⊆ V . Entonces V1 =
V1e ⊆ V1V2 y V2 ⊆ V1V2 ⊆ V . Sea W = V1 ∩V2. Luego, e ∈ W
y W n+1 = WWW n−1 ⊆ V1V2V

n−1 ⊆ V n ⊆ U .

Proposición 1.8. Sean G un grupo topológico y A,B ⊆ G.

1. Si A es abierto, entonces AB y BA son abiertos.

2. Si A es cerrado y B es compacto, entonces AB y BA son
cerrados.

3. Si A y B son compactos, entonces AB es compacto.

Demostración. 1. Para cada x ∈ G, xA y Ax son abiertos, pues
las traslaciones son homeomorfismos. Aśı, AB =

⋃
b∈B Ab y

BA =
⋃
b∈B bA son abiertos.
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2. Sólo se probará que AB es cerrado, la prueba para BA es
análoga. Sea (xi)i∈I una red en AB convergente a algún x ∈ G.
Para cada i existen ai ∈ A y bi ∈ B tales que xi = aibi.
Por compacidad de B existe una subred (bj)j∈J convergente a
algún b ∈ B. Luego, aj = xjb

−1
j → xb−1. Como A es cerrado,

se sigue que xb−1 ∈ A y por tanto x = (xb−1)b ∈ AB.

3. Basta observar que AB es la imagen de A×B bajo el producto
en G.

Proposición 1.9. Sean G un grupo topológico, K ⊆ G compacto y
U ⊆ G una abierto tal que K ⊆ U . Entonces existen una vecindad
abierta y simétrica U de e tal que KU ∪ UK ⊆ U .

Demostración. Para cada x ∈ K, por la Proposición 1.7 existen
vecindades abiertas y simétricas V ′x, W

′
x, Vx y Wx de e tales que

V 2
x ⊆ V ′x ⊆ x−1U y W 2

x ⊆ W ′
x ⊆ Ux−1. Las familias {xVx : x ∈ K}

y {Wxx : x ∈ K} son cubiertas abiertas de K. Entonces existen
F1, F2 ⊆ K tales que {xVx : x ∈ F1} y {Wxx : x ∈ F2} son cubiertas
de K. Sea

U :=

(⋂
x∈F1

Vx

)
∩

(⋂
x∈F2

Wx

)
.

Considérense k1, k2 ∈ K. Por lo anterior, existen x1 ∈ F1 y x2 ∈ F2

tales que k1 ∈ x1Vx1 y k2 ∈ Wx2x2. Luego

k1U ⊆ x1Vx1U ⊆ x1V
2
x1
⊆ x1V

′
x1
⊆ U y

Uk2 ⊆ UWx2x2 ⊆ W 2
x2
x2 ⊆ W ′

x2
x2 ⊆ U.

Por lo tanto KU ∪ UK ⊆ U .

Proposición 1.10. Sean G un grupo topológico y U ⊆ G una vecin-
dad abierta y simétrica de e. Entonces H :=

⋃∞
n=1 U

n es un subgrupo
abierto y cerrado de G.

Demostración. Nótese que H es el conjunto de productos finitos de
elementos de U y U−1, i.e., H es el subgrupo generado por U . H
es un conjunto abierto porque es la unión de conjuntos abiertos.
Luego, cada clase lateral gH es también un abierto, por lo que

H = G \
⋃

g∈G\H

gH

es cerrado.
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Una propiedad destacable de los grupos topológicos es que son
espacios completamente regulares [15, Teorema 4.14]. En este texto
sólo se hará referencia a su regularidad que se prueba a continuación.

Teorema 1.11. Sea G un grupo topológico. Entonces G es un es-
pacio regular.

Demostración. Debido a la homogeneidad del grupo es suficiente
probar que para cualquier vecindad U de e existe otra vecindad
V de e tal que e ∈ V ⊆ V ⊆ U . Por la Proposición 1.7, existen
vecindades V y W de e tales que W 2 ⊆ U y V = V −1 ⊆ W . Nótese
que V 2 ⊆ W 2 ⊆ U . Si x ∈ V , entonces cualquier vecindad de x
interseca a V , en particular xV ∩ V 6= ∅. Luego, existen v1, v2 ∈ V
tales que xv1 = v2 y por ende x = v2v

−1
1 ∈ V V −1 = V 2. Por lo tanto

V ⊆ V 2 ⊆ U .

Evidentemente, si H es un subgrupo de un grupo topológico,
entonces al considerarlo con la topoloǵıa de subespacio es también
un grupo topológico.

En adelante el śımbolo G/H se referirá a el espacio cociente de
G entre H, esto es, el conjunto de clases laterales izquierdas {gH :
g ∈ G} provisto de la topoloǵıa cociente respecto a la proyección
canónica

π : G→ G/H

g 7→ gH.

Por definición la proyección canónica es continua. π además resul-
ta abierta, como se muestra a continuación. Si U ⊆ G es abierto,
entonces, según la Proposición 1.8, el conjunto

π−1[π(U)] = π−1[{uH ∈ G/H : u ∈ U}]
= {g ∈ G : ∃u ∈ U gH = uH}
= UH,

es un abierto, i.e., π[U ] es abierto en G/H. Supóngase ahora que H
es además compacto. Si A ⊆ G es cerrado, entonces

π−1[π(A)] = π−1[{aH ∈ G/H : a ∈ A}] = AH

es cerrado y por tanto π será además cerrada. Más aún, cada fibra
π−1[gH] = gH es compacta, por lo que π es de hecho perfecta.

A continuación se dan algunas propiedades importantes de estos
cocientes.
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Proposición 1.12. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
topológico de G. Entonces G/H es un espacio homogéneo.

Demostración. Considérense xH, yH ∈ G/H. Se define

ψ : G/H → G/H

gH 7→ yx−1gH.

ψ está bien definida y es inyectiva, ya que g−11 g2 ∈ H es equivalente
a g−11 xy−1yx−1g2 ∈ H, i.e., a yx−1g1H = yx−1g2H. Además se tiene
por la definición que ψ(xH) = yH.

Sea U abierto en G/H. Como

ψ[U ] = {yx−1uH : u ∈ π−1[U ]} = π[yx−1π−1[U ]]

y π es continua y abierta, se deduce que ψ es abierta.
Análogamente la función

ϕ : G/H → G/H

gH 7→ xy−1gH

es inyectiva y abierta. Claramente ψ−1 = ϕ. Por lo tanto ψ es un
homeomorfismo tal que ψ(xH) = yH.

Proposición 1.13. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
normal cerrado de G. Entonces G/H es un grupo topológico con la
operación g1H ∗ g2H = g1g2H y la proyección natural es un homo-
morfismo de grupos.

Demostración. Es un hecho básico del álgebra que G/H es en efecto
un grupo [8, Proposition 7.11]. Denotando por α a la operación en
G y por α′ a la operación en G/H se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

G×G α //

π×π
��

G

π
��

G/H ×G/H α′ // G/H

Sea U ⊆ G/H abierto. Entonces

α′−1[U ] = (π × π)
[
α−1

[
π−1[U ]

]]
.

Por ser π continua y abierta y α continua, se tiene de la igualdad
anterior que α′−1[U ] es abierto. Por tanto el producto en G/H es
continuo.

Análogamente se prueba la continuidad de gH → g−1H.
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A continuación se presenta el concepto de producto semidirecto
de grupos topológicos.

Proposición 1.14. Sean H y N grupos topológicos y θ : H →
Aut(N) un homomorfismo de grupos, donde Aut(N) es el grupo de
automorfismos de N , i.e., funciones f : N → N que simultáneamen-
te son homeomorfismos y homomorfismos de grupos. Si la función

H ×N → N

(h, n) 7→ θ(h)(n)

es continua, entonces N × H provisto de la topoloǵıa producto y
operación

(n1, h1)(n2, h2) = (n1θ(h1)(n2), h1h2)

es un grupo topológico. Este grupo se denota como N oθ H y se
llama producto semidirecto de H y N respecto a θ.

Demostración. El elemento neutro es (eN , eH), en efecto,

(n, h)(eN , eH) = (nθ(h)(eN), heH) = (neN , h) y

(eN , eH)(n, h) = (eNθ(eH)(n), eHh) = (IdN(n), h).

También

(n, h)(θ(h−1)(n−1), h−1) = (nθ(h)
(
θ(h−1)(n−1)

)
, eH)

= (nn−1, eH)

= (eN , eH)

y (θ(h−1)(n−1), h−1)(h, n) = ([θ(h−1)(n−1)][θ(h−1)(n)], eH)

= (θ(h−1)(eN), eH)

= (eN , eH).

De la continuidad del producto en H, se sigue que la función
((h1, n1), (h2, n2)) 7→ h1h2 es continua. Por continuidad del producto
en N y de la función (h, n) 7→ θ(h)(n), se tiene la continuidad de
((h1, n1), (h2, n2)) 7→ n1θ(h1)(n2). Por tanto el producto en N oθ H
es continuo. Similarmente la continuidad de la toma de inversos enH
y en N y de la función (h, n) 7→ θ(h)(n) implican que (h, n) 7→ h−1

y (h, n) 7→ θ(h−1)(n−1) son continuas.

Para concluir esta sección se enuncia un resultado fundamental
sobre la metrizabilidad de grupos topológicos y al cual se hará alu-
sión en repetidas ocasiones. Su demostración puede ser consultada
en [15] o [2].
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Teorema 1.15 (Birkhoff-Kakutani). Sea G un grupo topológico.
Es condición necesaria y suficiente para la metrizabilidad de G que
este sea un grupo Hausdorff primero numerable. En tal caso el grupo
admite una métrica acotada tal que para cualesquier g, x, y ∈ G se
cumple d(gx, gy) = d(x, y) (d(xg, yg) = d(x, y)).

1.3. Acciones continuas.

Si G es un grupo topológico entonces G actúa naturalmente en
los cocientes de la forma G/H. El propósito de esta sección es pre-
sentar las definiciones elementales referentes a las acciones continuas
de grupos topológicos. Para empezar se precisa este concepto.

Definición 1.16. Sean G un grupo topológico con elemento neutro
e y X un espacio topológico. Una acción continua de G en X es un
función continua G×X → X, en general denotada por (g, x) 7→ gx,
que cumple ex = x y (gh)x = g(hx) para cualesquier g, h ∈ G y
x ∈ X. Se dice también que G actúa en X o que X es un G-espacio.

Observación 1.17. Si G actúa continuamente en un espacio X,
entonces la función Φ: G → Homeo(X) dada por Φ(g)(x) = gx es
un homomorfismo de grupos. Φ está bien definida, pues para cada
g ∈ G la función x 7→ gx es continua con inversa x 7→ g−1x también
continua. Es un homomorfismo porque para cualesquier g, h ∈ G
y x ∈ X se tiene por definición Φ(gh)(x) = (gh)x = g(hx) =
Φ(g) ◦ Φ(h)(x).

A lo largo de este texto se hará uso de las definiciones a conti-
nuación listadas.

Definición 1.18. Sean G un grupo topológico y X y Y G-espacios.
Una función continua f : X → Y se llama G-equivariante, o simple-
mente equivariante, si para cualesquier g ∈ G y x ∈ X se satisface
f(gx) = gf(x).

Definición 1.19. Sean G un grupo topológico, X un G-espacio y
x ∈ X. El estabilizador o grupo de isotroṕıa de x es

Gx := {g ∈ G : gx = x}.

Observación 1.20. Gx es un subgrupo cerrado. En efecto es un
subgrupo, ya que dados g, h ∈ Gx, entonces (gh)x = g(hx) = gx = x
y g−1x = g−1(gx) = ex = x. Es cerrado pues dada una red (gi)i∈I
convergente a algún g se tiene por continuidad que gx = (ĺım

i∈I gi)x =
ĺım
i∈I (gix) = x.
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Definición 1.21. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio
con acción θ. Se define el núcleo de θ como ker θ :=

⋂
x∈X Gx. La

acción de G en X es efectiva si ker θ = {e}.

Obsérvese que ker θ es exactamente el núcleo del morfismo Φ
descrito en 1.17

Definición 1.22. La órbita de x es

G(x) := {gx : g ∈ G}.

Si y ∈ G(x), entonces existe g ∈ G tal que y = gx. Luego, para
cualquier h ∈ G, hy = hgx ∈ G(x) y hx = hg−1y ∈ G(y). Por tanto
G(x) = G(y) y aśı el conjunto X/G := {G(x) : x ∈ X} es una
partición de X. A este conjunto provisto de la topoloǵıa cociente
respecto a la proyección natural π : X → X/G, x 7→ G(x) se le
llama espacio orbital.

Sean G un grupo topológico y X un G-espacio. En adelante, si
A ⊆ G y B ⊆ X, se denotará A(B) = {gx : g ∈ A, x ∈ B}.
Además, por simplicidad, {g}(A) = g(A).

A continuación se presentan los dos ejemplos de acciones que
serán mayormente considerados en este texto.

Ejemplo 1.23. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo de G.
Se afirma que H actúa en G por multiplicación izquierda (derecha)
mediante h ∗ g = gh−1 (h ∗ g = hg). Para cualesquier g ∈ G y
h1, h2 ∈ H se cumplen e ∗ g = ge−1 = g (e ∗ g = eg = g) y

h1 ∗ (h2 ∗ g) = (gh−12 )h−11 = g(h1h2)
−1 = (h1h2) ∗ g

(h1 ∗ (h2 ∗ g) = h1h2g = (h1h2) ∗ g). Además esta acción es continua
por la continuidad de las operaciones en el grupo.

La órbita de g ∈ G es {gh−1 : h ∈ H} = gH, la clase lateral
izquierda de H respecto a G. Entonces el espacio orbital corres-
pondiente a esta acción es el cociente G/H definido en la sección
anterior.

Ejemplo 1.24. Considérense G, H y G/H como en el ejemplo
anterior. G/H es naturalmente un G-espacio con la acción dada
por θ(g, xH) = gxH, para g, x ∈ G. Sean g1, g2, x ∈ G. Entonces
θ(e, xH) = exH = xH y

θ(g1, θ(g2, xH)) = g1(g2x)H = (g1g2x)H = θ(g1g2, xH).
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A continuación µ denotará a la operación en G. La continuidad de θ
se observa en el siguiente diagrama conmutativo, pues µ es continua
y la función Id× π es abierta:

G×G µ //

Id×π
��

G

G×G/H
θ

::

Por lo tanto, θ es una acción continua. Nótese además que la pro-
yección cociente G → G/H es G-equivariante respecto a la acción
recién descrita y la acción de G en śı mismo por multiplicación iz-
quierda.

La siguiente es una de las definiciones fundamentales para este
trabajo.

Definición 1.25. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio.
Una métrica d compatible con la topoloǵıa deX se llama G-invariante,
o simplemente invariante si para cualesquier g ∈ G y x, y ∈ X se
satisface

d(gx, gy) = d(x, y).

Un tipo importante de acción son las acciones propias, que se
definen enseguida.

Definición 1.26. Sean G un grupo topológico, X un G-espacio y
U, V ⊆ X. El transportador de U en V es

〈U, V 〉 := {g ∈ G : gU ∩ V 6= ∅}.

U es pequeño si cada punto x ∈ X tiene una vecindad V tal que
〈U, V 〉 es precompacto en G. La acción de G en X es propia o X es
un G-espacio propio si cada punto tiene una vecindad pequeña.

Algunas consecuencias básicas de considerar G-espacios propios
se mencionan en la siguiente

Proposición 1.27. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio
propio. Entonces se verifica que

para cada x ∈ X la órbita G(x) es cerrada,

para cada x ∈ X el estabilizador Gx es compacto,
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para cada x ∈ X la función fx : G → G(x), fx(g) = gx es
continua y cerrada y

para cada x ∈ X la función Fx : G/Gx → G(x), Fx(gGx) = gx
es un homeomorfismo.

Demostración. Sea (gi)i∈I una red en G tal que gix → y para
algún y ∈ X. Por ser la acción propia, existen vecindades
U de x y V de y tales que 〈U, V 〉 es precompacto. Por la
convergencia, existe un i0 ∈ I tal que gix ∈ V , si i ≥ i0.
Entonces (gi)i≥i0 ⊆ 〈U, V 〉. Por compacidad existe una subred
(gj)j∈J de (gi)i≥i0 que converge a algún g ∈ G. Por continuidad
de la acción se sigue que gix→ gx y por tanto y = gx.

Como la acción es propia, existen U y V vecindades de x tales que
〈U, V 〉 es precompacto. Para cualquier g ∈ Gx, gx = x ∈ V .
Entonces Gx = Gx ⊆ 〈U, V 〉.

La continuidad de fx se tiene por continuidad de la acción en
X. Sean A ⊆ G un cerrado y (gi)i∈I ⊆ A una red tal que
gix → y ∈ G(x). Existen U, V ⊆ X vecindades de x y y,
respectivamente, tales que 〈U, V 〉 es precompacto. Debido a
la convergencia existe i ∈ I tal que (gi)i≥i0 ⊆ 〈U, V 〉. Lue-
go, existe una subred (gj)j∈J de (gi)i≥i0 que converge a algún
g ∈ G. Como (gj)j∈J ⊆ A y A es cerrado, se tiene que g ∈ A.
Por lo tanto y = ĺım

i∈I gix = gx ∈ A(x).

Nótese que g1x = g2x si y sólo si g1Gx = g2Gx, por lo que la función
Fx está bien definida y es inyectiva. Obsérvese también que Fx
es la función inducida por la función fx del punto anterior

G
fx //

π

��

G(x)

G/Gx

Fx

;;

y por ende es continua. Además Fx es evidentemente suprayec-
tiva. Finalmente, si A ⊆ G/Gx es cerrado, entonces se sigue
del punto anterior que Fx[A] = fx[π

−1[A]] también lo es.
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1.4. Acciones propias de grupos de iso-

metŕıas.

Posteriormente será necesario recurrir a algunas nociones relati-
vas a grupos topológicos de isometŕıas. Por ello esta sección estará
dedicada a presentar tales grupos y los resultados de que se hará
uso. Naturalmente lo primero es definirlos.

Definición 1.28. Sea (X, d) un espacio métrico. Una isometŕıa de
X es una función biyectiva ϕ : X → X tal que

d(ϕ(x), ϕ(y)) = d(x, y)

para cualesquier x, y ∈ X. Se denota al conjunto de tales funciones
por Iso(X, d).

Es evidente que cualquier isometŕıa es un homeomorfismo y que
el conjunto de dichas funciones constituye un grupo bajo la composi-
ción. Lo siguiente es dotar este conjunto de una estructura topológi-
ca, esta será la topoloǵıa de la convergencia puntual, es decir, aquella
en la que la convergencia es la convergencia puntual de funciones.
Recuerde que una subbase para esta topoloǵıa está constituida por
los conjuntos de la forma

B(x, ϕ, ε) := {ψ ∈ Iso(X, d) : d(ψ(x), ϕ(x)) < ε}

con x ∈ X, ϕ ∈ Iso(X, d) y ε ∈ R+. En adelante se asume que
cualquier grupo de isometŕıas está provisto de esta topoloǵıa.

Teorema 1.29. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces Iso(X, d)
es un grupo topológico Hausdorff.

Demostración. Sean ϕ, ψ ∈ Iso(X, d) y considérese una vecindad
subbásica B(x, ϕψ, ε). Sean V := B

(
ψ(x), ϕ, ε

2

)
y W := B

(
x, ψ, ε

2

)
.

Es claro que V ×W es vecindad abierta de (ϕ, ψ) en Iso(X, d) ×
Iso(X, d). Para ϕ1 ∈ V y ψ1 ∈ W , se tiene que

d(ϕ1ψ1(x), ϕψ(x)) ≤ d(ϕ1ψ1(x), ϕ1ψ(x)) + d(ϕ1ψ(x), ϕψ(x))

= d(ψ1(x), ψ(x)) + d(ϕ1ψ(x), ϕψ(x))

<
ε

2
+
ε

2

Por tanto la composición es continua en Iso(X, d).
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Sean ϕ ∈ Iso(X, d) y U = B(x, ϕ, ε). Para cualquier ψ ∈ Iso(X, d)
se cumple que

d(ψ−1ϕ(x), ϕ−1ϕ(x)) = d(ψ−1ϕ(x), ψ−1ψ(x)) = d(ψ(x), ϕ(x)),

por lo que ψ ∈ U si y sólo si ψ−1 ∈ B(ϕ(x), ϕ−1, ε), es decir, U−1 =
B(ϕ(x), ϕ−1, ε). Por tanto ϕ 7→ ϕ−1 es continua en Iso(X, d).

Finalmente sean ϕ, ψ ∈ Iso(X, d) distintas. Entonces existe x ∈
X tal que ϕ(x) 6= ψ(x). Aśı los conjuntos B(x, ϕ, d(ϕ(x),ψ(x))

2
) y

B(x, ψ, d(ϕ(x),ψ(x))
2

) son abiertos ajenos que contienen a ϕ y ψ res-
pectivamente.

Una importante propiedad de los grupos de isometŕıas de espa-
cios separables es la siguiente:

Proposición 1.30. Si (X, d) es separable, entonces Iso(X, d) es
metrizable.

Demostración. Esto se probará haciendo uso del Teorema de Metri-
zabilidad de Urysohn [9, Chapter 4, Theorem 16]. Por el Teorema
1.11, Iso(X, d) es regular. Para mostrar que también es segundo nu-
merable se construirá un encaje en un espacio segundo numerable.

Sea D ⊆ X denso numerable. Considérese el producto topológico∏
d∈DX. Este producto es un espacio segundo numerable, ya que X

lo es y D es numerable [5, Corollary 2.3.14].
Se define la función Γ: Iso(X, d)→

∏
d∈DX por Γ(ϕ) = ϕ�D.

Si ϕ, ψ ∈ Iso(X, d) son distintas, entonces ϕ�D 6= ψ�D, pues X es
un espacio Hausdorff [5, Theorem 1.5.4.]. Por tanto Γ es inyectiva.

Si (ϕα)α∈A es una red en Iso(X, d) tal que ϕα → ϕ puntualmen-
te para algún ϕ ∈ Iso(X, d), entonces en particular ϕα �D→ ϕ�D
puntualmente, por lo que Γ es continua.

Sea U =
⋂n
i=1B(xi, ψi, εi) un abierto básico en Iso(X, d). Si

{xki}mi=1 = {xj}nj=i ∩D, entonces

Γ(U) = {f ∈ Γ[Iso(X, d)] : ∀i ∈ {1, . . . ,m} f(xki) ∈ Bd(ψki(xki), εki)}.

Por tanto Γ es un encaje topológico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces naturalmente Iso(X, d)
actúa en X mediante la evaluación, esto es (ϕ, x) 7→ ϕ(x). Además
esta acción es siempre continua:

Proposición 1.31. La acción de Iso(X, d) en X es continua.
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Demostración. Sea U = B(y, ε) un abierto básico en X. Si ϕ ∈
Iso(X, d) y x ∈ X son tales que ϕ(x) ∈ U sean

V := B(x, ϕ,
ε− d(ϕ(x), y)

2
) y W := B(x,

ε− d(ϕ(x), y)

2
);

es claro que V ×W es vecindad abierta de (ϕ, x) en Iso(X, d)×X.
Considérense ϕ1 ∈ V y x1 ∈ W , se tiene que

d(ϕ1(x1), y) ≤ d(ϕ1(x1), ϕ1(x)) + d(ϕ1(x), ϕ(x)) + d(ϕ(x), y)

<
ε− d(ϕ(x), y)

2
+
ε− d(ϕ(x), y)

2
+ d(ϕ(x), y) = ε

Por tanto la acción de Iso(X, d) en X es continua.

Serán de particular interés los casos en los que esta acción es pro-
pia. Al respecto se tienen varios resultados. Por ejemplo el siguiente
teorema, cuya prueba puede ser revisada en [11].

Teorema 1.32 (van Dantzing-van der Waerden). Si (X, d) es un
espacio métrico conexo y localmente compacto, entonces Iso(X, d)
es localmente compacto y la acción de Iso(X, d) en X es propia.

Como se probo en [6], la hipótesis de conexidad en el teorema
anterior puede ser debilitada a pseudoconexidad.

Teorema 1.33 (Gao-Kechris). Sea (X, d) un espacio métrico local-
mente compacto, separable y pseudoconexo [6, §5, p. 38]. Entonces
la acción de Iso(X, d) en X es propia.

Sin embargo, para los propósitos de este trabajo basta considerar
el siguiente caso particular.

Teorema 1.34. Sea (X, d) un espacio métrico con d propia. En-
tonces la acción de Iso(X, d) en X es propia.

Demostración. F́ıjense x, y ∈ X. Sean U := B(x, 1) y V := B(y, 1).
Se afirma que 〈U, V 〉 es precompacto. Si ϕ ∈ Iso(X, d) es tal que
ϕ[U ] ∩ V 6= ∅, entonces d(ϕ(x), y) < 2 y por tanto basta mostrar
que

K = {ϕ ∈ Iso(X, d) : d(ϕ(x), y) ≤ 2}
es compacto. Sea (ϕn)n∈N una sucesión en K.

Por definición de K, ϕn(x) ∈ B(y, 2r) y ϕ−1n (y) ∈ B(x, 2r) para
cada n ∈ N, por lo que (ϕn)n∈N contiene una subsucesión (ϕnk

)k∈N
tal que (ϕnk

(x))k∈N y (ϕ−1nk
(x))k∈N son convergentes
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Afirmación. Si (γn)n∈N es una sucesión en Iso(X, d) tal que (γn(x))n∈N
y (γ−1n (x))n∈N convergen en X, entonces para cualquier z ∈ X existe
una subsucesión (ζn)n∈N de (γn)n∈N tal que (ζn(z))n∈N y (ζ−1n (z))n∈N
son convergentes

Prueba: Sean y0, y1 ∈ X los ĺımites de (γn(x))n∈N y (γ−1n (x))n∈N, res-
pectivamente. Como las sucesiones son convergentes, en particular
son acotadas. Sea M ∈ R+ una cota, i.e., supn∈Nd(y0, γn(x)) < M y
supn∈Nd(y1, γ

−1
n (x)) < M . Luego, para cualquier n ∈ N

d(y0, γn(z)) ≤ d(y0, γn(x)) + d(γn(x), γn(z)) ≤M + d(x, z) y

d(y1, γ
−1
n (z)) ≤ d(y1, γ

−1
n (x)) + d(γ−1n (x), γ−1n (z)) ≤M + d(x, z).

Al ser d propia esto implica que (γn)n∈N contiene una subsucesión
(ζn)n∈N tal que (ζn(z))n∈N y (ζ−1n (z))k∈N convergen. †

Como X es separable (Proposición 1.4) existe {xn : n ∈ N}
denso. Según la afirmación anterior existe una subsucesión (ϕ0,n)n∈N
de (ϕn)n∈N tal que (ϕ0,n(x0))n∈N y (ϕ−10,n(x0))n∈N son convergentes.
Aplicando recursivamente la afirmación anterior, para m ∈ N existe
(ϕm+1,n)n∈N subsucesión de (ϕm,n)n∈N tal que (ϕm+1,n(xm+1))n∈N y
(ϕ−1m+1,n(xm+1))n∈N son convergentes.

Aśı, para cadam ∈ N (ϕn,n)n≥m es una subsucesión de (ϕm,n)n∈N,
por lo cual (ϕn,n(xm))n∈N y (ϕ−1n,n(xm))n∈N son convergentes. Por lo
tanto (ϕn,n)n∈N es una subsucesión de (ϕn)n∈N tal que (ϕn,n)n∈N y
(ϕ−1n,n)n∈N convergen puntualmente en {xn : n ∈ N}. Para simplificar
la notación se denotará ψn := ϕn,n, para cada n ∈ N.

Sea z ∈ X. Dado ε ∈ R+ sean n,m ∈ N tales que d(z, xn) < ε
4

y
para i, j ≥ m, d(ψi(xn), ψj(xn)) < ε

2
. Entonces

d(ψi(z), ψj(z)) ≤ d(ψi(z), ψi(xn)) + d(ψi(xn), ψj(xn)) + d(ψj(xn), ψj(z))

= 2d(z, xn) + d(ψi(xn), ψj(xn)) < ε.

Esto muestra que (ψi(z))i∈N es d-Cauchy. Como d es propia y por
ende completa, esto implica que (ψi(z))i∈N converge. Puede entonces
definirse la función ψ(z) = ĺım

i∈N (ψi(z)). Para cualesquier z1, z2 ∈ X
d(ψ(z1), ψ(z2)) = ĺım

i∈N d(ψi(z1), ψi(z2)) = d(z1, z2).

Similarmente se prueba que (ψ−1i (z))i∈N es convergente para cual-
quier z ∈ X. Se define también σ(x) = ĺım

i∈N ψ
−1
i (x).

Finalmente, para cualquier z ∈ X se tiene que

d(ψσ(z), z) = ĺım
i∈N

d(ψiσ(z), z) = ĺım
i∈N

d(σ(z), ψ−1i (z)) = 0 y

d(σψ(z), z) = ĺım
i∈N

d(ψ−1i ψ(z), z) = ĺım
i∈N

d(ψ(z), ψi(z)) = 0,
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lo cual implica que ψ ◦ σ = σ ◦ ψ = IdX . Por tanto ψ ∈ Iso(X, d) y
por construcción (ψi)i∈N converge a ϕ puntualmente.

Por lo tanto (ψi)i∈N es una subsucesión convergente de (ϕn)n∈N.
Se concluye entonces que K es compacto.



Caṕıtulo 2

Métricas propias en grupos
topológicos

El objetivo de este caṕıtulo es dar condiciones para la existencia
de métricas propias e invariantes en grupos topológicos respecto a su
acción por multiplicación izquierda. Por el Teorema 1.3 son condi-
ciones necesarias que el grupo sea metrizable, localmente compacto
y σ-compacto. Para espacios metrizables y localmente compactos las
condiciones de σ-compacidad y segundo numerabilidad son equiva-
lentes. Además, por el Teorema de Birkhoff-Kakutani (1.15), todo
grupo segundo numerable es metrizable. Por lo tanto para garantizar
que un grupo admita una métrica propia e invariante son condicio-
nes necesarias la compacidad local y la segundo numerabilidad. El
teorema principal de este caṕıtulo será que dichas propiedades son
suficientes para tener una métrica como la descrita. Esto fue demos-
trado originalmente por Struble en [14], sin embargo la prueba aqúı
presentada se debe a Haagerup y Przybyszewska en [7].

Definición 2.1. Sea G un grupo topológico. Una norma en G es
una función l : G→ R tal que

para cada g ∈ G se satisface l(g) = 0⇔ g = e,

para cada g ∈ G se satisface l(g) = l(g−1) y

se satisface la desigualdad del triángulo, es decir, para cuales-
quier g, h ∈ G se tiene l(gh) ≤ l(g) + l(h).

La relación básica entre los conceptos de norma y métrica inva-
riante está dada por el siguiente lema.

Lema 2.2. Sea G un grupo topológico.

25
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1. Si l : G → R es una norma, entonces d(x, y) := l(x−1y) es
una métrica invariante en G.

2. Si d : G×G→ R es una métrica invariante, entonces l(x) :=
d(e, x) es una norma en G.

Además si l es una norma en G, entonces la métrica asociada
d(x, y) = l(x−1y) genera la topoloǵıa de G si y sólo si {l−1[0, r) :
r ∈ R+} es una base local para e. Más aún, d es propia si para cada
r ∈ R+ se tiene que l−1[0, r] es compacto.

Demostración. 1. Sea l una norma. Entonces

l(x−1y) = 0⇔ x−1y = e⇔ x = y,

l(x−1y) = l((x−1y)−1) = l(y−1x) y

l(x−1y) = l(x−1zz−1y) ≤ l(x−1z) + l(z−1y).

l(x−1y) = l((gx)−1gy)

2. Sea d una métrica invariante en G. Entonces

d(e, x) = 0⇔ x = e,

d(e, x) = d(x, e) = d(e, x−1) y

d(e, xy) ≤ d(e, x) + d(x, xy) = d(e, x) + d(e, y).

Como d es invariante, Bd(x, r) = xBd(e, r) para cualesquier x ∈
G y r ∈ R+. Entonces d es compatible con la topoloǵıa si y sólo si
los conjuntos Bd(e, r) = {y ∈ G : l(ey) < r} = l−1[0, r) constituyen
una base. Además d es propia si los conjuntos Bd(e, r) = {y ∈ G :
l(ey) ≤ r} = l−1[0, r] son compactos.

Enseguida se prueba un caso particular del teorema principal del
caṕıtulo que será usado para la prueba del caso general.

Lema 2.3. Sea G un grupo topológico localmente compacto y segun-
do numerable cuya topoloǵıa es inducida por una métrica invariante
δ tal que U := Bδ(e, 1) es precompacto y G =

⋃∞
k=1 U

k. Entonces δ es
equivalente a una métrica d propia e invariante tal que U = Bd(e, 1)
y para cada n ∈ N se verifica que Bd(e, n) ⊆ Bd(e, 1)2n−1.

Demostración. Sea lδ la norma asociada con δ. Se define l : G→ R
por

l(g) = ı́nf

{
k∑
i=1

lδ(gi) : k ∈ N, g1, g2, . . . , gk ∈ U y g = g1g2 · · · gk

}
.
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Por la hipótesis G =
⋃∞
k=1 U

k, l está en efecto definida en G. Por la
definición de norma, para cualesquier g1, g2, . . . , gk ∈ U se tiene que∑k

i=1 lδ(gi) ≥ lδ(g1g2 · · · gk), de lo cual se sigue que

l ≥ lδ.

Por otro lado, es claro que si g ∈ U entonces l(g) ≤ lδ(g). Por lo
tanto

l�U= lδ�U .

Lo anterior implica l(g) = 0 l(e) = lδ(e) = 0. Reciprocamente, si
l(g) = 0, entonces lδ(g) = 0 y por ende g = e.

Obsérvese que por la invarianza de δ,

U−1 = {x−1 : δ(e, x) < 1}
= {x−1 : δ(x−1, e) < 1}
= {y : δ(y, e) < 1}
= U.

Se afirma que para cualquier g ∈ G se satisface l(g) = l(g−1). Esto
ya que dados g1, g2, . . . , gk ∈ U tales que g = g1g2 · · · gk, se tiene que
g−1 = g−1k g−1k−1 · · · g

−1
1 con g−1k , g−1k−1, . . . , g

−1
1 ∈ U y l(gi) = l(g−11 ).

Para probar la desigualdad del triángulo considérense g, h ∈ G
y ε ∈ R+. Entonces existen g1, g2, . . . , gk, h1, h2, . . . , hm ∈ U ta-
les que g = g1g2 · · · gk, h = h1h2 · · ·hm,

∑k
i=1 lδ(gi) < l(g) + ε

2
y∑m

i=1 lδ(hi) < l(h) + ε
2
. Aśı

l(gh) ≤
k∑
i=1

lδ(gi) +
m∑
i=1

lδ(hi) < l(g) + l(h) + ε.

Como ε es arbitrario, esto implica que l(gh) ≤ l(g) + l(h).
Sea d(g, h) := l(g−1h). Por el lema anterior d es una métrica

invariante en G. Se afirma que Bd(e, r) = Bδ(e, r) cuando r ∈ (0, 1).
Sea x1 ∈ Bδ(e, r). Entonces, por la igualdad l �U= lδ �U , l(x1) =
lδ(x1) < r, por lo que x1 ∈ Bd(e, r). Sea x2 ∈ Bd(e, r). Entonces, por
la desigualdad lδ ≤ l, lδ(x2) ≤ l(x2) < r, por lo que x2 ∈ Bδ(e, r).
Luego, por la invarianza de d y δ, Bd(g, r) = gBd(e, r) = gBδ(e, r) =
Bδ(g, r) para cualesquier g ∈ G y r ∈ (0, 1). Se concluye de esto que
d y δ son métricas equivalentes, i.e., inducen la misma topoloǵıa.

Por último, se demostrará que d es propia. Sean n ∈ N, con
n > 1 y g ∈ Bd(e, n). Entonces existen g1, g2, . . . , gk ∈ U tales que
g = g1g2 . . . gk y

∑k
i=1 lδ(gi) < n. Puede también suponerse que k es
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el mı́nimo natural para el cual existe una expresión de g con dichas
propiedades. Se afirma que en este caso lδ(gi) + lδ(gi+1) > 1 para
cada i ∈ {1, . . . , k − 1}. Supóngase lo contrario, es decir, lδ(gi0) +
lδ(gi0+1) < 1 para algún i0, por lo que lδ(gi0gi0+1) < 1 y entonces
gi0gi0+1 ∈ U . Aśı, seŕıa posible expresar a g como un producto de k−
1 elementos de U , a saber g = g1 . . . gi0−1(gi0gi0+1)gi0+2 . . . gk, para
los cuales

∑i0−1
j=1 l(gj)+l(gi0gi0+1)+

∑k
j=i0+2 l(gj) < n; contradiciendo

la minimalidad de k.
En lo siguiente se empleará la notación bqc para referirse a la

parte entera de un número q. De acuerdo a la afirmación anterior,

bk
2
c ≤

b k
2
c∑

j=1

(lδ(g2j−1) + lδ(g2j)) ≤
k∑
i=1

lδ(gi) < n.

Al ser bk
2
c y n enteros, bk

2
c ≤ n−1 y entonces k ≤ 2bk

2
c+1 ≤ 2n−1.

Por tanto g ∈ U2n−1 y entonces Bd(e, n) ⊆ U2n−1.

Debido a la compacidad de U , U
2n−1

es compacto (1.8). Luego,

Bd(e, n) es compacto también, pues Bd(e, n) ⊆ U2n−1 ⊆ U
2n−1

. Por
lo tanto d es una métrica propia.

Teorema 2.4. Todo grupo topológico localmente compacto y segun-
do numerable admite una métrica propia e invariante.

Demostración. Sea G un grupo topológico localmente compacto y
segundo numerable. Por el Teorema de Birkhoff-Kakutani existe una
métrica δ0 en G invariante. Además por compacidad local existe
r ∈ R+ tal que la bola Bδ0(e, r) es precompacta. Se define δ = 1

r
δ0.

Entonces δ es una métrica invariante en G que genera su topoloǵıa
y tal que U = Bδ(e, 1) es precompacto.

Sea G0 =
⋃∞
n=1 U

n. De acuerdo a la Proposición 1.10, G0 es un
subgrupo abierto y cerrado de G. Como G es segundo numerable,
G/G0 es contable. Sean I = |G/G0| y S = {xi}i∈I ⊂ G tal que
x0 = e y G es igual a la unión disjunta

⋃
x∈S xG0.

Aplicando el lema anterior a G0, se obtiene una métrica d0 propia
e invariante en este subgrupo. Sea l0 : G0 → R la norma asociada
con dicha métrica. Se definen l1 : S → N por l1(xn) = n y l̄ : G→ R
por

l̄(g) = ı́nf


k∑
i=0

(l1(si) + l0(gi)) :
k ∈ N, g =

∏k
i=0 sigi,

{gi}ki=0 ⊆ G0, s0 = e
y {si}ki=1 ⊆ S \ {e}

 (2.1)
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Ahora sea
l(g) = máx{l̄(g), l̄(g−1)}.

Se probará que l es una norma cuya métrica asociada es compatible
con la topoloǵıa de G y propia.

Primero es evidente que l(x) = l(x−1) para cualquier x ∈ G. Sean
g, h ∈ G. Si ε ∈ R+, entonces existen representaciones g =

∏k
i=0 sigi

y h =
∏m

i=0 rihi como las descritas en el párrafo anterior de manera

que
∑k

i=0(l1(si)+ l0(gi)) < l̄(g)+ ε
2

y
∑m

i=0(l1(ri)+ l0(hi)) < l̄(h)+ ε
2
.

Luego,

gh =

(
k∏
i=0

sigi

)(
m∏
i=0

rihi

)
=

(
k−1∏
i=0

sigi

)
(skgkh0)

(
m∏
i=1

rihi

)

es una expresión de gh como las que intervienen en 2.1. Aśı

l̄(gh) ≤
k∑
i=1

(l1(si) + l0(gi)) +
m∑
i=1

(l1(ri) + l0(hi) < l̄(g) + l̄(h) + ε

y se concluye que l̄(gh) ≤ l̄(g) + l̄(h).
Esto a su vez implica que

l(gh) = máx{l̄(gh), l̄(h−1g−1)}
≤ máx{l̄(g) + l̄(h), l̄(g−1) + l̄(h−1)}
≤ máx{l̄(g), l̄(g−1}+ máx{l̄(h), l̄(h−1}
= l(g) + l(h).

Ahora supóngase que l(g) < 1. Entonces l̄(g) < 1, por lo que
dado ε ∈ R+ tal que l(g) + ε < 1, existe una representación g =∏k

i=0 sihi tal que
∑k

i=0(l1(si) + l0(hi)) < l(g) + ε. Ya que l1(xi) =
i ≥ 1 cuando i 6= 0, necesariamente k = 0, i.e., g = h0 ∈ G0 y
l0(g) = l0(h0) < l(g) + ε. Haciendo ε tender a 0 se concluye que
l0(g) ≤ l(g). En particular, l(g) = 0 implica l0(g) = 0 y como l0
es una norma, necesariamente g = e. Por otro lado, es obvio que
l(e) = 0. Por lo tanto l es una norma en G.

Es consecuencia inmediata de la definición de l̄ que para cual-
quier g ∈ G0 se tiene l̄(g) ≤ l0(g). Luego

l(g) = máx{l̄(g), l̄(g−1)} ≤ máx{l0(g), l0(g
−1)} = l0(g).

En el párrafo anterior se mostró que si l(g) < 1, entonces g ∈ G0

y l0(g) ≤ l(g). De estas dos desigualdades se sigue que para cada
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r ∈ [0, 1) se tiene la igualdad Bd(e, r) = Bd0(e, r). Como G0 es
abierto en G el conjunto {Bd0(e, r) : r ∈ [0, 1)} es de hecho una
base local para e en G. Por lo tanto d genera la topoloǵıa de G.

Resta verificar que d es propia. Esto se hará verificando la com-
pacidad de Bd(e, n) para cada n ∈ N. Considérese g ∈ Bd(e, n), esto
es, l(g) < n. Entonces existen h0, . . . , hk ∈ G0 y s0, . . . , sk ∈ S, con
s0 = x0 y si 6= x0 para i ∈ {1, . . . , k}, tales que

g =
k∏
i=0

sihi y
k∑
i=0

(l1(si) + l0(hi)) < n.

Ya que l1(xi) = i y s1, . . . , sk ∈ S \ {x0}, necesariamente k < n
y entonces {s1, . . . , sk} ⊆ {x1, . . . , xn−1}. Por otro lado, para cada
i, l0(hi) < n, i.e., hi ∈ Bd0(e, n). Por lo tanto, denotando T =
{x0, . . . , xn−1},

g =
k∏
i=0

sihi ∈ (TBd0(e, n))k+1 ⊆ (TBd0(e, n))n .

Aśı,

Bd(e, n) ⊆ (TBd0(e, n))n ⊆
(
TBd0(e, n)

)n
.

Al ser d0 propia, el conjunto Bd0(e, n) es compacto. Esto a su vez

implica que
(
TBd0(e, n)

)n
es compacto, pues T es finito. Por ende

Bd(e, n) es compacto.



Caṕıtulo 3

Métricas propias en
cocientes de grupos
topológicos.

En este caṕıtulo se estudiará la existencia de métricas propias
e invariantes en cocientes de grupos topológicos. Como muestra el
siguiente resultado, es posible garantizar la metrizabilidad de co-
cientes de grupos topológicos en casos importantes.

Teorema 3.1. Si G es un grupo topológico metrizable y H es un
subgrupo cerrado de G, entonces G/H es metrizable.

Demostración. Por el Teorema de Birkhoff-Kakutani (Teorema 1.15),
existe una métrica d en G compatible con su topoloǵıa y tal que
d(xg, yg) = d(x, y), para cualesquier g, x, y ∈ G. Se define una
métrica D en G/H como

D(xH, yH) := ı́nf{d(u, v) : u ∈ xH, v ∈ yH}
= ı́nf{d(xh1, yh2) : h1, h2 ∈ H}.

Es claro que D(xH, yH) = ı́nf{d(v, u) : u ∈ xH, v ∈ yH} =
D(yH, xH) y D(xH, xH) = ı́nf{d(u, v) : u ∈ xH, v ∈ xH} = 0.
Además, por la invarianza de d, para x, y, z ∈ G cualesquiera se

31
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tiene

D(xH, zH) = ı́nf{d(xh1, zh2) : h1, h2 ∈ H}
= ı́nf{d(x, zh2h

−1
1 ) : h1, h2 ∈ H}

≤ ı́nf{d(x, yg) + d(yg, zh2h
−1
1 ) : g, h1, h2 ∈ H}

= ı́nf{d(x, yg) + d(y, zh2h
−1
1 g−1) : g, h1, h2 ∈ H}

= ı́nf{d(x, yg) + d(y, zh) : g, h ∈ H}
= ı́nf{d(x, yg) : g ∈ H}+ ı́nf{d(y, zh) : h ∈ H}
= D(xH, yH) +D(yH, zH).

Por serH cerrado cada clase xH también lo es, luego, para xH 6= yH
se tiene D(xH, yH) = ı́nf{d(x, yh) : h ∈ H} > 0. Por tanto D es
una métrica.

Sea π : G→ G/H la proyección natural. Se sigue de la definición
de D que para cualesquier x ∈ G y ε ∈ R+ se tiene π[Bd(x, ε)] =
{yH ∈ G/H : d(x, y) < ε} ⊆ BD(xH, ε). Además, si D(xH, yH) <
ε, entonces d(xh1, yh2) < ε para algunos h1, h2 ∈ H y por invarianza
de d, d(x, yh2h

−1
1 ) < ε. Aśı, BD(xH, ε) ⊆ π(Bd(x, ε)). Por tanto la

proyección orbital es continua y abierta respecto a d y D, de lo cual
se sigue que D es compatible con la topoloǵıa de G/H.

A continuación se presenta un resultado más general que el an-
terior y que extiende el Teorema de Birkhoff-Kakutani a cocientes
de grupos topológicos. En su demostración será necesario tener en
cuenta el siguiente lema.

Lema 3.2. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo compac-
to de G. Si U ⊆ G/H es una vecindad abierta de eH, entonces
existe una vecindad abierta V de eH tal que π−1[V ] es simétrico,
π−1[V ](V ) ⊆ U y h(V ) = V para cada h ∈ H.

Demostración. Como U ⊆ G/H es una vecindad abierta de eH,
entonces π−1[U ] es una vecindad abierta de H en G. Luego, por las
proposiciones 1.9 y 1.7, existen vecindad abiertas y simétricas W1 y
W2 de e tales que HW1 ⊆ π−1[U ] y W 2

2 ⊆ W1. Aśı,

(HW2 ∩W2H)2 ⊆ HW 2
2H ⊆ HW1H ⊆ π−1[U ]H = π−1[U ].

Nuevamente por la Proposición 1.9, existe una vecindad V ′ abierta
y simétrica de e tal que HV ′ ⊆ HW2 ∩W2H. Luego,

(HV ′H)2 = HV ′HV ′H ⊆ (HW2 ∩W2H)2H ⊆ π−1[U ]H = π−1[U ].
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Por la Proposición 1.8 HV ′H es un conjunto abierto. Sea V =
π[HV ′H]. V es una vecindad abierta de eH, pues π es abierta y
H ⊆ HV ′H. π−1[V ] = HV ′H es simétrico, ya que (HV ′H)−1 =
H−1V ′−1H−1 = HV ′H. Además

π−1[V ](V ) = {xyH : x, y ∈ HV ′H} ⊆ {zH : z ∈ π−1[U ]} = U

y para cada h ∈ H se tiene que h(V ) = {hxH : x ∈ HV ′H} =
V.

Teorema 3.3. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo com-
pacto de G. Entonces el cociente G/H es metrizable si y sólo si es
primero numerable. Además, en tal caso existe una métrica inva-
riante.

Demostración. Considérese una base local {Qn : n ∈ N} de G/H
en eH. Sea U0 = G/H. Haciendo uso del lema anterior se define
recursivamente {Un : n ∈ N} de manera que π−1[Un+1](Un+1) ⊆ Un∩
Qn, π−1[Un] es simétrico y para cada h ∈ H se cumple que h(Un+1) =
Un+1. Se denotará por QD el conjunto de racionales diádicos k

2n
,

donde n ∈ N y k ∈ {1, 2, . . . , 2n}. Enseguida, para cada r ∈ QD se
definirá una vecindad Vr de eH como sigue:

Para n ∈ N sea V 1
2n

= Un. De forma recursiva, si para algún

n ∈ N se tiene V k
2n

para cada k ∈ {1, 2, . . . , 2n}, entonces se definirán

los conjuntos V m
2n+1

como

V 2k
2n+1

:= V k
2n

y

V 2k+1

2n+1
:= π−1

[
V 1

2n+1

] (
V k

2n

)
.

Es claro de la definición que cada Vr depende únicamente del
racional diádico r y no de alguna representación particular. Se afir-
ma que cada Vr satisface hVr = Vr para cualquier h ∈ H. Esto se
verificará inductivamente sobre n. Por construcción, cada V 1

2n
satis-

face esta propiedad. Por G-equivarianza de π esto implica que cada

π−1
[
V 1

2n

]
también la satisface. Ahora supóngase que para algún n

cada V k
2n

tiene la propiedad. Aśı, para cualquier h ∈ H,

hV 2k
2n+1

= hV k
2n

= V k
2n

= hV 2k
2n

y

hV 2k+1

2n+1
= hπ−1

[
V 1

2n+1

] (
V k

2n

)
= π−1

[
V 1

2n+1

] (
V k

2n

)
= V 2k+1

2n+1
.
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Se afirma también que π−1[V 1
2n

](V m
2n

) ⊆ Vm+1
2n

, cuando m < 2n.

Si m es par, m = 2k, entonces

π−1
[
V 1

2n+1

] (
V 2k

2n+1

)
= π−1

[
V 1

2n+1

] (
V k

2n

)
= V 2k+1

2n+1
.

Si m es impar, m = 2k + 1, entonces

π−1
[
V 1

2n+1

] (
V 2k+1

2n+1

)
= π−1

[
V 1

2n+1

]
π−1

[
V 1

2n+1

] (
V k

2n

)
⊆ π−1

[
V 1

2n

] (
V k

2n

)
⊆ V k+1

2n
= V 2k+2

2n+1
,

donde la contención π−1
[
V 1

2n+1

]
π−1

[
V 1

2n+1

]
⊆ π−1

[
V 1

2n

]
se debe a

que π−1
[
V 1

2n+1

] (
V 1

2n+1

)
= π−1[Un+1](Un+1) ⊆ Un = V 1

2n
.

Sea x ∈ G. Para cada r ∈ QD se define una vecindad de xH
en G/H como V x

r := xVr. Si x1H = x2H, entonces x−11 x2 ∈ H y
por H-invarianza, x−11 x2Vr = Vr. Por lo tanto las vecindades V x

r no
dependen de x sino de xH. Nótese también que gV x

r = gxVr = V gx
r .

A continuación se define una función auxiliar d como

d(xH, yH) = sup{r : yH /∈ V x
r } ∪ {0}.

d es evidentemente finita, de hecho d ≤ 1. Como {V x
r : r ∈ QD}

es una base local en xH y G/H es un espacio Hausdorff, se verifica
que d(xH, yH) = 0 si y sólo si xH = yH. Además, por la condición
gV x

r = V gx
r se tiene que

d(gxH, gyH) = sup{r : gyH /∈ gV x
r } ∪ {0} = d(xH, yH).

Ahora sea

ρ(xH, yH) = sup{|d(xH, uH)− d(yH, uH)| : uH ∈ G/H}.

Se afirma que ρ es una métrica con las propiedades buscadas. ρ es
finita pues

ρ(xH, yH) ≤ sup{|d(xH, uH)|+ |d(yH, uH)| : uH ∈ G/H} ≤ 2.

Claramente ρ(xH, xH) = 0. Por otro lado ρ(xH, yH) = 0 im-
plica que d(xH, yH) = 0. También es evidente que ρ(xH, yH) =
ρ(yH, xH). La desigualdad del triángulo se cumple porque

d(xH, yH) = sup{|d(xH, uH)− d(yH, uH)| : uH ∈ G/H}
≤ sup{|d(xH, uH)− d(zH, uH)| : uH ∈ G/H}

+ sup{|d(zH, uH)− d(yH, uH)| : uH ∈ G/H}
=d(xH, zH) + d(zH, yH).
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Por lo tanto ρ es una métrica. La invarianza de ρ se deduce de la
invarianza de la función d como sigue

ρ(gxH, gyH) = sup{|d(gxH, uH)− d(gyH, uH)| : uH ∈ G/H}
= sup{|d(xH, g−1uH)− d(yH, g−1uH)| : uH ∈ G/H}
= sup{|d(xH, vH)− d(yH, vH)| : vH ∈ G/H}
= ρ(xH, yH).

Finalmente se verifica que ρ es una métrica compatible. Si r es
un racional diádico en [0, 1], entonces

Bρ(xH, r) ⊆ {yH ∈ G/H : d(xH, yH) < r} ⊆ V x
r .

Ahora supóngase que yH ∈ V x
1

2n+1

, es decir, x−1yH ∈ V 1
2n+1

. Esto,

junto con la simetŕıa de π−1[Un+1], implica que y−1x ∈ π−1
[
V 1

2n+1

]
=

π−1[Un+1]. Por ende también se satisface que xH ∈ V y
1

2n+1

. Sea uH ∈
G/H. Como uH ∈ V 2n+1

2n+1
= G/H, existen m, l ∈ {1, 2, . . . , 2n+1}

mı́nimos tales que uH ∈ V x
m

2n+1
y uH ∈ V y

l
2n+1

. Nótese que la condi-

ción de minimalidad implica que

m− 1

2n+1
≤ d(xH, uH) ≤ m

2n+1
y
l − 1

2n+1
≤ d(xH, uH) ≤ l

2n+1
.

Si m < 2n+1, entonces

(y−1x)(x−1uH) ∈ π−1
[
V 1

2n+1

]
V m

2n+1
⊆ V m+1

2n+1
.

Aśı, uH ∈ V y
m+1

2n+1
y de la minimalidad de l se sigue que l ≤ m + 1.

Similarmente, si l < 2n+1, se tiene que uH ∈ V x
l+1

2n+1

y m ≤ l+ 1. Por

tanto l = m = 2n+1 o bien |l −m| ≤ 1. Se concluye entonces que

|d(xH, uH)− d(yH, uH)| ≤ 1

2n
.

Como uH es arbitrario, esto muestra que

V 1
2n+1
⊆ Bρ

(
xH,

1

2n

)
.
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A continuación, se presenta un sencillo ejemplo de un cociente
G/H para el cual no existe una métrica invariante compatible con
su topoloǵıa. El grupo G será un producto semidirecto, por lo que
es conveniente recordar la Proposición 1.14.

Ejemplo 3.4. Considérense R+ el grupo multiplicativo de los reales
positivos y R el grupo aditivo de los reales, ambos con la topoloǵıa
usual. Considérese la acción de R+ en R dada por (t, x) 7→ tx. Esta
es evidentemente una acción continua. Se denotará por ν : R+ →
Aut(R) al homomorfismo de grupos inducido por dicha acción.

Entonces puede construirse el producto semidirecto G = R oν

R+. Esto es, G = R× R+ con operación

(x1, t1)(x2, t2) = (x1 + t1x2, t1t2).

Sea H := {0}×R+. Entonces H es un subgrupo cerrado de G. Para
cada (x, t) ∈ G se verifica que

(x, t)H = {(x+ty, ts) : (y, s) ∈ H} = {(x, ts) : s ∈ R+} = {x}×R+.

Luego G/H ∼= R.
Por otro lado la acción de G en G/H está dada por

(z, r) ∗ (x, t)H = (z + rx, rt)H = {z + rx} × R+.

Supóngase que existe una métrica d invariante en G/H compa-
tible con su topoloǵıa. Según lo anterior esto equivale a una métrica
invariante para la acción de G en R definida por (z, r)x = z + rx.
Pero en tal caso se tendŕıa que para cualquier a ∈ R+ se satisface
d(0, 1) = d((0, a)0, (0, a)1) = d(0, a), con lo cual no es posible que d
sea compatible.

Pasando al caso de métricas propias, es posible conseguir en
ciertos casos la invarianza de la métrica.

Teorema 3.5. Sean G un grupo localmente compacto segundo nu-
merable y H un subgrupo compacto. Entonces existe una métrica
compatible, propia y G-invariante en G/H.

Demostración. Por el Teorema 2.4 existe una métrica d compati-
ble, propia e invariante en G. Considérese la métrica de Hausdorff
correspondiente en G/H,

dH(xH, yH) = máx{ sup
h1∈H

ı́nf
h2∈H

d(xh1, yh2), sup
h2∈H

ı́nf
h1∈H

d(xh1, yh2)}.
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De la invarianza de la métrica d se sigue que dH es G-invariante. En
efecto,

dH(gxH, gyH) = máx{ sup
h1∈H

ı́nf
h2∈H

d(gxh1, gyh2), sup
h2∈H

ı́nf
h1∈H

d(gxh1, gyh2)}

= máx{ sup
h1∈H

ı́nf
h2∈H

d(xh1, yh2), sup
h2∈H

ı́nf
h1∈H

d(xh1, yh2)}

= dH(xH, yH).

A continuación se probará que dH es propia. Sea r ∈ R+. Si
gH ∈ B̄dH (eH, r), entonces para cada h ∈ H existe h′ ∈ H tal que
d(h′, gh) ≤ r. Por ende

d(e, gh) ≤ d(e, h′) + d(h′, gh) ≤ sup
x∈H

d(e, x) + r.

Se sigue que B̄dH (e, r) ⊆ π[B̄d(e, supx∈H d(e, x) + r)]. Como d es
propia y π es continua, se tiene la compacidad de B̄dH (e, r).

Finalmente, resta verificar que dH es compatible. Sea ε ∈ R+.
Por continuidad de la operación en el grupo, para cada h ∈ H
existen vecindades Wh de e y Vh de h, con diam(Vh) <

ε
4

tales que
d(h, gh′) < ε

2
para cada g ∈ Wh y h′ ∈ Vh. Como H es compacto,

existen h1, . . . , hn ∈ H tales que H ⊆
⋃n
i=1 Vhi . Sea W =

⋂n
i=1Whi .

Entonces para cada g ∈ W y h ∈ H, si h ∈ Vhi , entonces

d(h, gh) ≤ d(h, hi) + d(hi, ghi) + d(ghi, gh) < ε.

Luego, para g ∈ W , se tiene

sup
h1∈H

ı́nf
h2∈H

d(h1, gh2) ≤ suph∈Hd(h, gh) ≤ ε y

sup
h2∈H

ı́nf
h1∈H

d(h1, gh2) ≤ suph∈Hd(h, gh) ≤ ε.

Esto es, dH(eH, gH) ≤ ε cuando g ∈ W . Por tanto la función
g 7→ dH(eH, gH) es continua en e. Se sigue que la función gH 7→
dH(eH, gH) es continua en eH respecto a la topoloǵıa cociente. Lue-
go, las bolas con centro en eH son abiertas en la topoloǵıa cociente.
Por invarianza de dH esto implica que la métrica dH induce una
topoloǵıa más gruesa que la topoloǵıa cociente.

Ahora considérese una vecindad abierta V de eH en la topoloǵıa
cociente. Al ser las bolas cerradas respecto a dH conjuntos compac-
tos y tenerse que [

⋂∞
n=1 B̄(eH, 1

n
)] ∩ [G/H \ V ] = ∅, se concluye

que B(eH, 1
n
) ⊆ V para algún n. Por lo tanto dH es una métrica

compatible en G/H.
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Finalmente se estudian condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de métricas propias e invariantes en G/H. En el resto
del caṕıtulo Φ : G → Homeo(G/H) será el homomorfismo natural
determinado por

Φ(g)(g′H) = gg′H.

Lema 3.6. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado
de G. Supóngase que existen una métrica d propia y G-invariante
en G/H y un subgrupo localmente compacto G′ de Iso(G/H, d) que
contiene a Φ[G] y cuya acción en G/H es propia. Entonces existe
un subgrupo compacto H ′ de G′ tal que Φ[H] ⊆ H ′ y la función

Φ̂ : G/H → G′/H ′

gH 7→ Φ(g)H ′

es un homeomorfismo.

Demostración. Sea H ′ el estabilizador de eH para la acción de G′

en G/H. Como la acción de G′ es propia, se tiene por la Proposición
1.27 que H ′ es compacto.

Se define θ : G′/H ′ → G/H como gH ′ 7→ g(eH). De acuerdo a la
Proposición 1.27, θ es un encaje topológico con θ[G′/H ′] = G′(eH).
Por otro lado Φ[G] ⊆ G′, por lo que

G′(eH) ⊇ Φ[G](eH) = G(eH) = G/H.

Por lo tanto θ es un homeomorfismo.
Para concluir nótese que θ = Φ̂−1.

Teorema 3.7. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado
de G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe una métrica compatible, propia y G-invariante en G/H

2. Existen un grupo metrizable y localmente compacto G′, un
subgrupo compacto H ′ de G′ y un homomorfismo de grupos
continuo ϕ : G → G′ tales que ϕ[H] ⊆ H ′ y la función
ϕ̃ : G/H → G′/H ′ inducida por ϕ es un homeomorfismo.

Demostración. 2.⇒ 1. Supóngase que 2. se satisface. Entonces el
espacio G′/H ′ es σ-compacto, ya que G/H es imagen conti-
nua de G. Al ser además H ′ compacto, se tiene que la función
cociente G′ → G′/H ′ es perfecta y por ende G′ es σ-compacto.
Aśı, G′ es localmente compacto y segundo numerable. Enton-
ces, por el Teorema 3.5, existe una métrica d′ compatible, pro-
pia y G′-invariante en G′/H ′. Esto da la métrica buscada en
G/H como d(g1H, g2H) = d′(ϕ̃(g1H), ϕ̃(g2H)).
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1.⇒ 2. Sea d una métrica compatible, propia y G-invariante en
G/H. Sean G′ = Iso(G/H, d) y ϕ = Φ. De la separabilidad de
G/H se sigue que G′ es metrizable (ver 1.30). Por ser d propia,
el Teorema 1.34 implica que G′ es localmente compacto y su
acción propia. Entonces aplicando el lema anterior se concluye
lo deseado.

Corolario 3.8. Sean G un grupo localmente compacto y segundo
numerable y H un subgrupo cerrado de G. Si G/H es conexo, en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Existe una métrica compatible, propia y G-invariante en G/H.

2. Existe una métrica compatible y G-invariante en G/H.

Demostración. Sea d una métrica compatible y G invariante en
G/H. Se sigue del Teorema 1.32 que el grupo Iso(G/H, d) es local-
mente compacto, segundo numerable y actúa propiamente en G/H.
Entonces se satisfacen la hipótesis del Lema 3.6 y esto permite con-
cluir aplicando el Teorema 3.7.

A pesar de que el Teorema 3.7 establece condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de métricas G-invariantes y propias en
cocientes de grupos topológicos, estas no son sencillas de aplicar en
situaciones concretas, ya que requieren tener candidatos claros de
(G′, H ′, ϕ). La utilidad de dicho teorema se encuentra en establecer
distintas condiciones, necesarias o suficientes, para la existencia de
una métrica como la buscada.

Por ejemplo las que que a continuación se definen.

Definición 3.9. Sean G un grupo topológico localmente compacto
y H un subgrupo cerrado de G. Se dice que H es topológicamente
casi normal (respectivamente casi normal) en G si para cada sub-
conjunto compacto (resp. finito) K de G existe un subconjunto K ′

de G también compacto (resp.finito) que satisface HK ⊆ K ′H.

Definición 3.10. Sea G un grupo topológico. Se dice que G es
maximalmente casi periódico si existe un homomorfismo de grupos
continuo e inyectivo de G hacia algún grupo compacto.
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Antes de pasar a la siguiente proposición se debe notar que

kerΦ = {g ∈ G : Φ(g) = IdG/H}
= {g ∈ G : ∀x ∈ G gxH = xH}
= {g ∈ G : ∀x ∈ G x−1gx ∈ H}

=
⋂
x∈G

xHx−1.

Por ende kerΦ es un subgrupo normal de H.

Proposición 3.11. Sean G un grupo localmente compacto y se-
gundo numerable y H un subgrupo cerrado de G. Son condiciones
necesarias para la existencia de una métrica propia, invariante y
compatible en G:

1. H/kerΦ es maximalmente casi periódico.

2. H es topológicamente casi normal.

Demostración. Sea d una métrica propia e invariante en G/H.

1. Al igual que en la demostración de 3.6 sea H ′ el estabilizador
de eH respecto a la acción de Iso(G/H, d). Según el Teorema
1.34 la acción de Iso(G/H, d) es propia y se sigue de la Propo-
sición 1.27 que H ′ es compacto. Como ya se probó, Φ�H : H →
H ′. Además, h1h

−1
2 ∈ kerΦ equivale a Φ(h1)Φ(h−12 ) = IdG/H ,

i.e., Φ(h1) = Φ(h2). Luego, Φ �H induce un homomorfismo
continuo e inyectivo ψ : H/KerΦ→ H ′.

2. Sea K ⊆ G compacto. Si s = sup{d(eH, kH) : k ∈ K}, enton-
ces para cualesquier h ∈ H y k ∈ K se tiene que xd(eH, hkH) =
d(eH, kH) ≤ s, por lo que HK ⊆ π−1[Bd(eH, s)] = K ′. Como
π es una función perfecta, K ′ es compacto.
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