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Introduccion

Un tema de interés en la topologia general es la metrizabilidad
de espacios topoldgicos. Al respecto existen resultados generales que
dan condiciones necesarias y suficientes para resolver este proble-
ma. Al pasar al area de grupos topolégicos de transformaciones este
problema encuentra su analogo en el problema de la existencia de
métricas compatibles e invariantes en G-espacios, esto es, la existen-
cia de métricas con la propiedad d(gz, gy) = d(x,y) para cualesquier
elementos g del grupo actuante y x y y del G-espacio.

En el caso de grupos topoldgicos un resultado clasico debido
a Birkhoff y Kakutani, de manera independiente, establece como
condicién necesaria y suficiente para la metrizabilidad de un grupo
topoldgico que este sea primero numerable. Dicho teorema ademas
afirma que todo grupo metrizable admite una métrica invariante.
Para el caso general de G-espacios es sabido que no es posible ga-
rantizar la existencia de métricas invariantes en todos los casos. Sin
embargo, dos de los preguntas importantes siguen abiertas: ;Todo
G-espacio propio, con G localmente compacto, admite una métrica
invariante? ;jBajo qué condiciones un G-espacio de la forma G/H
admite una métrica invariante?

Este trabajo estudiara un caso particular de la segunda pregun-
ta. Especificamente se estudiaran condiciones para la existencia de
métricas propias e invariantes en cocientes de grupos topoldgicos.
Una métrica propia es aquella para la cual el concepto de compaci-
dad es equivalente a las propiedad de ser cerrado y acotado.

Este trabajo se encuentra estructurado como sigue. En el pri-
mer capitulo se introducen brevemente los conceptos y resultados
elementales que seran usados en el texto. Se cubren particularmen-
te las nociones de métrica propia, grupos topoldgicos, G-espacios
y grupos de isometrias. El segundo capitulo tiene como propoésito
demostrar un teorema que brinde condiciones para la existencia de
métricas propias e invariantes en grupos topoldgicos. Por ltimo, el
tercer capitulo es la parte principal de esta tesis y sera en el que se



estudien métricas con las propiedades dichas para el caso de cocien-
tes de grupos topoldgicos.

Si bien se presentan las nociones que se empleardan en este tra-
bajo, se supone del lector familiaridad con temas de la Teoria de
grupos y la Topologia general. De la primera se requieren sélo las
definiciones elementales de de grupo, subgrupo, subgrupo normal,
homomorfismo y clase lateral; asi como los teoremas basicos sobre
estos conceptos. Si fuera necesario esto puede consultarse en [8].
Sobre Topologia se espera familiaridad con las nociones de compa-
cidad, particularmente compacidad local y o-compacidad, topologia
cociente y metrizabilidad. Esto puede ser consultado en [5].



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo se presentan las nociones basicas que seran re-
queridas a lo largo de este texto y en su mayoria son elementales. La
primera seccion se ocupa del concepto de métrica propia, el cual es
uno de los mas fundamentales para este trabajo. En la segunda sec-
cion se estudiaran grupos topoldgicos y espacios de clases laterales,
que seran los espacios de mayor interés en esta tesis. La tercera sec-
cién introduce las definiciones y resultados sobre acciones continuas
que seran empleadas. Por ultimo, la cuarta seccién tratara sobre
grupos de isometrias y en particular condiciones bajo las cuales su
acciéon es propia.

Antes de comenzar es pertinente establecer algunas convenciones
generales. Todos los espacios topoldgicos a considerar, en particular
los grupos topoldgicos, seran espacios de Hausdorff. Los simbolos
R, Rt y N denotardn a los conjuntos de los nimeros reales, reales
positivos y naturales, respectivamente; o bien al los correspondien-
tes espacios con su topologia usual. Un subconjunto de un espacio
topoldgico se llamard precompacto si su cerradura en dicho espacio
es compacta.

1.1. Meétricas propias.

Para comenzar se enuncia la definicién de métrica propia. Cabe
senalar que en algunos textos se les nombra también como métricas
de Heine-Borel, aunque emplear este término es menos comun.

Definicién 1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice que d es
propia si para cada € X y r € R" la bola cerrada B(z,r) es un
conjunto compacto.
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Los ejemplos mas elementales de métricas propias son las indu-
cidas por normas en espacios vectoriales de dimension finita.

Es facil ver que si una métrica d en un espacio X es propia,
entonces X es un espacio localmente compacto y o-compacto, es
decir, X puede expresarse como una unién numerable de subespa-
cios compactos. A continuaciéon se muestra que estas condiciones
topoldgicas permiten caracterizar a los espacios metrizables que ad-
miten una métrica propia.

Lema 1.2. Sea X un espacio topologico localmente compacto y o-
compacto. Entonces existe una familia de abiertos {U, : n € N} tal
que X = U,en Un ¥ para cada n el conjunto U, es compacto y estd
contenido en U, 41

Demostracion. Por o-compacidad, X = J, oy Kn, con K, compacto
para cada n. Al ser Ky compacto y X localmente compacto existe un
abierto precompacto U; tal que K; C U;. Recursivamente, dado U,
abierto precompacto, se tiene que mUKnH es compacto y entonces
existe U, abierto precompacto tal que U, U K, C U,yqp. Asi,
X =Upen Kn CUpenUn v U, C U, para cada n € N. O

Teorema 1.3. Sea X un espacio metrizable. Entonces existe una
métrica propia d en X compatible con su topologia si y solo si X es
un espacio localmente compacto y o-compacto.

Demostracion. Supongase la existencia de una métrica propia d.
Entonces X = |J, .y B(xo,n), para zo € X. Ademds para cualquier
punto x € X la bola B(z,1) es una vecindad precompacta, pues
B(z,1) C B(x,1).

Ahora supéngase que X es localmente compacto y o-compacto.
Como muestra el lema anterior, en esta situacion existe una familia
de abiertos {U,, : n € N} tal que X = (J, .y Un y para cada n € N
el conjunto U,, es compacto y estd contenido en U,,.;.

Primero se construird una funcién propia F': X — R, es decir,
tal que F~'[K] sea compacto si K lo es. Para cada n se define
K, = n—+1\ U,. Por el Lema de Uryshon existe, para n € N,
una funcién continua f,: K, — [n,n + 1] tal que f,(z) = n si
veU,y flx)y=n+1siz¢ U, Sea F = Unen fn- Notese que
para cualesquier m,n € N distintos los dominios de las funciones
fm ¥ fn son ajenos si |m —n| > 2, o se intersecan en Fr(Uy),
con k = max{m,n}, si |m —n| = 1. Por tanto F': X — [0,00) es
una funcién bien definida. Ademas para cada n, Flg—= [, fn s
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continua, en particular, cada F'[y, es continua y por tanto F' es
continua.

Considérese K C [0,00) compacto. Entonces K C [0,m] para
algin m € N y

FK] = | £ K A= Ln]) € T

n=1

Como cada f, es continua y U, es compacto, se sigue la compacidad
de F7Y[K]. Por lo tanto F es en efecto una funcién propia.

Ahora considérese una métrica dy compatible con la topologia
de X. Se define d: X x X — R por

d(z,y) = do(x,y) + |F(z) — F(y)|.

d es la suma de dos pseudométricas en X y por ende es también una
pseudométrica. Ademsds, si do(x,y) + |F(z) — F(y)| = 0, entonces
do(xz,y) = 0y « = y. Por continuidad de F', d es continua y por
ende cualquier bola By(z,r) es abierta en X. Por otro lado dy < d
y entonces By(z,r) C By, (x,r) para x € X y r € Rt cualesquiera.
Por tanto d es compatible con la topologia de X.

Finalmente resta verificar que d es propia. Seanx € X yr € R™.
Entonces

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}
={ye X :do(z,y) + |F(z) - F(y)| <r}
ClyeX:[F(z) - Fy) <r}
={yeX:—r<F(z)-F(y) <7}
={yeX:r+F(x)>F(y) > —r+ F(z)}
=FY—r+ F(z),r + F(z)].

Como F' es una funcién propia esto implica que B(az, 1) es compacto.
O]

Proposicién 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico con d propia. En-
tonces (X,d) es un espacio métrico Polaco, es decir, separable y
completo.

Demostracion. Por el Teorema 1.3, X es o-compacto. Como en es-
pacios metrizables la s condiciones de o-compacidad y separabilidad
son equivalentes, X es separable.
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Ahora sea (z,)neny € X una sucesiéon d-Cauchy. Entonces exis-
te ng € N para el cual n,m > ng implica d(z,,z,) < 1. Luego,
() nsny € B(Tn,,1). Como d es propia, el conjunto B(z,,,1) es
compacto y por ende (Z,),>n, tiene una subsucesion convergente.
Por lo tanto (2, )nen €s una sucesion de Cauchy con una subsucesién
convergente, i.e., (Z,)nen converge. ]

Una manera alternativa de definir una métrica propia es median-
te el concepto de radio de compacidad.

Definicién 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico localmente compac-
to. Para cada x € X se define su radio de compacidad como

p(x) = sup{r > 0: B(x,r) es compacto}.

En estos términos se puede decir que una métrica es propia si
existe g € X para el cual p(zy) = oo, o de manera equivalente si
p(x) = oo para toda x € X, pues B(x,r) C B(xg,r + d(z, xg)).

1.2. Grupos topolégicos y sus cocientes.

En esta seccion se presentan los conceptos y resultados referentes
a grupos topoldgicos. Un grupo topoldgico es un grupo provisto de
una topologia con la que su operacién y la toma de inversos son
continuas. Més formalmente se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.6. Una terna (G, -, 7) se llama grupo topoldgico si

» - es una operacion binaria en G tal que (G, -) es un grupo,
= 7 es una topologia en G y

= las funciones (g,h) — g-hy g — g~' son continuas respecto
aT.

Como es usual, los grupos topolégicos se nombraran simplemente
por su conjunto subyacente, es decir, G se referird a (G, -, 7). Ademés
se omitira el simbolo -, es decir, a - b serd ab.

Frecuentemente se denotara al elemento neutro de un grupo G
por e, 0 eq Si es necesario precisar.

Como consecuencia inmediata de la continuidad de la opera-
cién en un grupo topoldgico se tiene la continuidad de las funciones
L,(x) = gz, llamadas traslaciones por la izquierda. Més adn, como
LyoLy1=Lg10L,=Idg, cada traslacién es un homeomorfismo
y por ende G es homogéneo.
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Si A, B C (G, entonces se denotara

AB = {ab:a € A, be B},
A7 ={a"" 1 a € A},

y recursivamente A" = A"A conn > 0y A’ = {e}. Por sim-
plicidad aB = {a}B y Ab = A{b}. Un subconjunto A se llama
simétrico si A = A~!. Con esta notacién se enuncian las siguientes
proposiciones.

Proposicién 1.7. Sean G un grupo topologico y U C G un abierto
tal que e € U. Entonces

1. existe un abierto simétrico V tal que e € V C U vy
2. para cadan € N existe un abierto W tal quee € W y W™ C U.

Demostracion. 1. Es inmediato de las definiciones que U~ es la
imagen de U bajo la funcién z — x~1. Por ser esta funcién un
homeomorfismo, U~! es abierto. Definiendo V = U N U~ es
clato que e € V C U. Ademéds x € V = U NU ! si y sélo si
r 1 eUtNU =V,ie., V es simétrico.

2. La prueba sera por inducciéon en n. El caso n = 1 es obvio.
Supongase ahora que la afirmacion es valida para algin n €
N, n > 2. Entonces existe V', vecindad abierta de e, tal que
V™ C U. Por continuidad del producto en G existen Vi, V,
vecindades abiertas de e tales que ViV, C V. Entonces V; =
VieCWViVoy Vo C ViV C V. Sea W =ViNVs,. Luego, e € W
y Wn+l — WWanl g ‘/1‘/2an1 g VL g U.

O]

Proposicién 1.8. Sean G un grupo topologico y A, B C G.
1. 8i A es abierto, entonces AB y BA son abiertos.

2. Si A es cerrado y B es compacto, entonces AB y BA son
cerrados.

3. Si A y B son compactos, entonces AB es compacto.

Demostracion. 1. Para cada z € G, A y Az son abiertos, pues
las traslaciones son homeomorfismos. Asi, AB = (J,c5 Ab y
BA = |J,cp bA son abiertos.
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2. Sélo se probard que AB es cerrado, la prueba para BA es
analoga. Sea (x;);ez unared en AB convergente a algiin x € G.
Para cada 7 existen a; € Ay b; € B tales que x; = a;b;.
Por compacidad de B existe una subred (b;);cs convergente a
algiin b € B. Luego, a; = ij;1 — xb~1. Como A es cerrado,
se sigue que xb~! € A y por tanto z = (zb™ )b € AB.

3. Basta observar que AB es la imagen de A x B bajo el producto
en G.
O

Proposicion 1.9. Sean G un grupo topologico, K C G compacto y
U C G una abierto tal que K C U. Entonces existen una vecindad
abierta y simétrica U de e tal que KU UUK C U.

Demostracion. Para cada x € K, por la Proposicion 1.7 existen
vecindades abiertas y simétricas V., W. V. y W, de e tales que
V2C V! Ca Uy W2 C W, CUx!'. Las familias {zV, : x € K}
y {W,z : x € K} son cubiertas abiertas de K. Entonces existen
Fi,Fy, C K tales que {2V, : v € F1} y {W,x : x € F5} son cubiertas

de K. Sea
U= (ﬂ vx> N <ﬂ Wx>.
zeF x€Fy

Considérense ki, ky € K. Por lo anterior, existen 1 € F} y x5 € Iy
tales que k1 € 1V, v ko € W, 5. Luego

kU Cay Vo, U CanVE CayV), CUy
Uk'g Q UW3521’2 g ngl’g Q W;QQZQ Q U.

Por lo tanto KUUUK CU. O

Proposicion 1.10. Sean G un grupo topolégico y U C G una vecin-
dad abierta y simétrica de e. Entonces H == J,— U™ es un subgrupo
abierto y cerrado de G.

Demostracion. Notese que H es el conjunto de productos finitos de
elementos de U y U™}, i.e., H es el subgrupo generado por U. H
es un conjunto abierto porque es la unién de conjuntos abiertos.
Luego, cada clase lateral gH es también un abierto, por lo que

H=G\ |J gH

geG\H

es cerrado. n
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Una propiedad destacable de los grupos topoldgicos es que son
espacios completamente regulares [15, Teorema 4.14]. En este texto
solo se hara referencia a su regularidad que se prueba a continuacion.

Teorema 1.11. Sea G un grupo topologico. Entonces G es un es-
pacio reqular.

Demostracion. Debido a la homogeneidad del grupo es suficiente
probar que para cualquier vecindad U de e existe otra vecindad
V deetal quee € V C V C U. Por la Proposicion 1.7, existen
vecindades V' y W de e tales que W2 C U y V =V~ C W. Nétese
que V2 C W2 C U. Si ¢ € V, entonces cualquier vecindad de z
interseca a V, en particular zV NV # @. Luego, existen vy,v9 € V
tales que zv; = v, y por ende z = vv; ! € VV 1 = V2. Por lo tanto
VCcvicUu. O

Evidentemente, si H es un subgrupo de un grupo topologico,
entonces al considerarlo con la topologia de subespacio es también
un grupo topoldgico.

En adelante el simbolo G/H se referira a el espacio cociente de
G entre H, esto es, el conjunto de clases laterales izquierdas {gH :
g € G} provisto de la topologia cociente respecto a la proyeccién
candnica

7:G— G/H
g— gH.
Por definicién la proyeccion candnica es continua. m ademas resul-

ta abierta, como se muestra a continuacién. Si U C G es abierto,
entonces, segin la Proposiciéon 1.8, el conjunto

7 r(U)] =7 '[{uH € G/H : u € U}]
={9geG:uelUgygH=uH}
—UH,

es un abierto, i.e., w[U] es abierto en G/H. Supéngase ahora que H
es ademas compacto. Si A C GG es cerrado, entonces

7 r(A)] =7'{aH € G/H :a € A}] = AH

es cerrado y por tanto 7 serd ademads cerrada. Mas aun, cada fibra
ngH] = gH es compacta, por lo que 7 es de hecho perfecta.

A continuacién se dan algunas propiedades importantes de estos
cocientes.
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Proposiciéon 1.12. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo
topoldgico de G. Entonces G/H es un espacio homogéneo.

Demostracion. Considérense xH,yH € G/H. Se define

v:G/H — G/H
gH — yx~'gH.

1 est4 bien definida y es inyectiva, ya que g; *go € H es equivalente
a gy wy lyrlgs € H,ie., ayr 'gH = yz~'g,H. Ademés se tiene
por la definicién que ¢(zH) = yH.

Sea U abierto en G/H. Como

VU] = {ye™ uH s u € 7 (U]} = wlya™ 7' [U]]

y 7 es continua y abierta, se deduce que 1 es abierta.
Anélogamente la funcion

v:G/H—G/H
ng—>a:y_19H

es inyectiva y abierta. Claramente ¢)~! = ¢. Por lo tanto ¢ es un
homeomorfismo tal que ¥(xH) = yH. O

Proposiciéon 1.13. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo
normal cerrado de G. Entonces G/H es un grupo topolégico con la
operacion g1 H x goH = g192H vy la proyeccion natural es un homo-
morfismo de grupos.

Demostracion. Es un hecho bésico del dlgebra que G/ H es en efecto
un grupo [8, Proposition 7.11]. Denotando por « a la operacién en
G y por « a la operaciéon en G/H se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

GxG—= G

o] I

G/H x G/H—~G/H
Sea U C G/H abierto. Entonces
oMU = (mx @) [a”" [ U]]] -

Por ser 7 continua y abierta y « continua, se tiene de la igualdad
anterior que o/~'[U] es abierto. Por tanto el producto en G/H es
continuo.

Anslogamente se prueba la continuidad de gH — ¢~ ' H. O
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A continuacion se presenta el concepto de producto semidirecto
de grupos topoldgicos.

Proposicién 1.14. Sean H y N grupos topologicos y 0: H —
Aut(N) un homomorfismo de grupos, donde Aut(N) es el grupo de
automorfismos de N, i.e., funciones f : N — N que simultaneamen-
te son homeomorfismos y homomorfismos de grupos. St la funcion

HxN—N
(h,n) = 6(h)(n)
es continua, entonces N X H provisto de la topologia producto y
operacion
(ny, h1)(ng, he) = (n10(h1)(na), hihs)
es un grupo topoldgico. Este grupo se denota como N xg H y se

llama producto semidirecto de H y N respecto a 6.

Demostracion. El elemento neutro es (ey, ey), en efecto,

(n,h)(en,en) = (nB(h)(en), hey) = (ney,h) y
(en,em)(n,h) = (enO(eg)(n),egh) = (Idn(n), h).

También
(n, W)@~ (n™h),h™Y) = (nf(h) (B(h™H)(n™)) s en)
= (nn' eq)
= (e en)
y (0 H)(nh), A (hyn) = ([0 (n™ D)) ()], enr)
= (0(h")(en) en)
= (e en)

De la continuidad del producto en H, se sigue que la funcion
((h1,m1), (ho,na)) +— hihs es continua. Por continuidad del producto
en N y de la funcién (h,n) — 6(h)(n), se tiene la continuidad de
((h1,n1), (he,n2)) = n10(h1)(ns2). Por tanto el producto en N xy H
es continuo. Similarmente la continuidad de la toma de inversos en H
y en N y de la funcién (h,n) — 0(h)(n) implican que (h,n) — h~!
y (h,n) — 0(h=")(n™') son continuas. O

Para concluir esta seccién se enuncia un resultado fundamental
sobre la metrizabilidad de grupos topolégicos y al cual se hara alu-

sion en repetidas ocasiones. Su demostracién puede ser consultada
en [15] o [2].
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Teorema 1.15 (Birkhoff-Kakutani). Sea G un grupo topoldgico.
Es condicion necesaria y suficiente para la metrizabilidad de G que
este sea un grupo Hausdorff primero numerable. En tal caso el grupo
admite una métrica acotada tal que para cualesquier g,x,y € G se

cumple d(gz, gy) = d(z,y) (d(zg,yg) = d(z,y)).

1.3. Acciones continuas.

Si G' es un grupo topoldgico entonces GG actia naturalmente en
los cocientes de la forma G/H. El propésito de esta seccién es pre-
sentar las definiciones elementales referentes a las acciones continuas
de grupos topoldgicos. Para empezar se precisa este concepto.

Definicién 1.16. Sean G un grupo topoldgico con elemento neutro
e v X un espacio topolégico. Una accion continua de G en X es un
funcién continua G'x X — X, en general denotada por (g, ) — gz,
que cumple ex = x y (gh)x = g(hx) para cualesquier g,h € Gy
x € X. Se dice también que G actia en X o que X es un G-espacio.

Observacion 1.17. Si G actia continuamente en un espacio X,
entonces la funcién ®: G — Homeo(X) dada por ®(g)(z) = gz es
un homomorfismo de grupos. ® esta bien definida, pues para cada
g € G la funcién x — gz es continua con inversa x — g~ 'z también
continua. Es un homomorfismo porque para cualesquier g,h € G
y x € X se tiene por definiciéon ®(gh)(x) = (gh)zr = g(hx) =
®(g) o ®(h)(x).

A lo largo de este texto se hara uso de las definiciones a conti-
nuacion listadas.

Definicién 1.18. Sean G un grupo topoldgico y X v Y G-espacios.
Una funcién continua f : X — Y se llama G-equivariante, o simple-
mente equivariante, si para cualesquier ¢ € G y x € X se satisface

flgz) = gf ().
Definicién 1.19. Sean G un grupo topolégico, X un G-espacio y
x € X. El estabilizador o grupo de isotropia de x es

G, ={9€G:gx=u}

Observacién 1.20. G, es un subgrupo cerrado. En efecto es un
subgrupo, ya que dados g, h € G, entonces (gh)r = g(hx) = gr =«
v g tr = g7 Y(gz) = ex = x. Es cerrado pues dada una red (g;)icr
convergente a algin ¢ se tiene por continuidad que gz = (i g;)z =

, €L
i (gix) = .



1.3. ACCIONES CONTINUAS. 17

Definicién 1.21. Sean GG un grupo topoldgico y X un G-espacio
con accion . Se define el nicleo de 6 como ker§ = (), .y G,. La
accion de G en X es efectiva si ker 0 = {e}.

Obsérvese que ker ) es exactamente el ntucleo del morfismo &
descrito en 1.17

Definicién 1.22. La drbita de x es
G(z) = {gz : g € G}.

Si y € G(z), entonces existe g € G tal que y = gz. Luego, para
cualquier h € G, hy = hgr € G(z) y hx = hg~'y € G(y). Por tanto
G(z) = G(y) y asi el conjunto X/G = {G(z) : v € X} es una
particién de X. A este conjunto provisto de la topologia cociente
respecto a la proyeccion natural 7 : X — X/G, x — G(x) se le
llama espacio orbital.

Sean GG un grupo topoldgico y X un G-espacio. En adelante, si
A C Gy B C X, sedenotard A(B) = {9z : g € A, = € B}.
Ademas, por simplicidad, {g}(A) = g(A).

A continuacion se presentan los dos ejemplos de acciones que
seran mayormente considerados en este texto.

Ejemplo 1.23. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo de G.
Se afirma que H actia en G por multiplicacién izquierda (derecha)
mediante h x g = gh™' (hx g = hg). Para cualesquier ¢ € G y
hi,hy € H se cumplen exg=ge ' =g (exg=eg=g)y

hi * (ho % g) = (ghy )i = g(hiha) ™! = (hiha) x g

(h1 % (ha % g) = hihag = (h1hs) * g). Ademas esta accién es continua
por la continuidad de las operaciones en el grupo.

La 6rbita de g € G es {gh™' : h € H} = gH, la clase lateral
izquierda de H respecto a . Entonces el espacio orbital corres-
pondiente a esta accién es el cociente G/H definido en la seccién
anterior.

Ejemplo 1.24. Considérense G, H y G/H como en el ejemplo
anterior. G/H es naturalmente un G-espacio con la accién dada
por 0(g,zH) = gzH, para g,z € G. Sean ¢, go,x € G. Entonces
O(e,xH) =exH =xzH y

0(g1,0(92,vH)) = g1(g22) H = (g1920)H = 0(9192, v H).
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A continuacion p denotard a la operaciéon en G. La continuidad de 6
se observa en el siguiente diagrama conmutativo, pues u es continua
y la funcién Id x 7 es abierta:

Gx Gt ~@

]

GxG/H

Por lo tanto, # es una accién continua. Notese ademdas que la pro-
yeccién cociente G — G/H es G-equivariante respecto a la accién
recién descrita y la accion de GG en si mismo por multiplicacién iz-
quierda.

La siguiente es una de las definiciones fundamentales para este
trabajo.

Definicién 1.25. Sean G un grupo topolégico y X un G-espacio.
Una métrica d compatible con la topologia de X se llama G-invariante,
o simplemente invariante si para cualesquier g € Gy z,y € X se
satisface

d(gz, gy) = d(z,y).

Un tipo importante de accién son las acciones propias, que se
definen enseguida.

Definicién 1.26. Sean G' un grupo topolégico, X un G-espacio y
U,V C X. El transportador de U en V es

(U, V) ={9g€G:gUNV # &}.

U es pequeno si cada punto x € X tiene una vecindad V tal que
(U, V') es precompacto en G. La accién de G en X es propia o X es
un G-espacio propio si cada punto tiene una vecindad pequena.

Algunas consecuencias basicas de considerar G-espacios propios
se mencionan en la siguiente

Proposicién 1.27. Sean G un grupo topologico y X un G-espacio
propio. Entonces se verifica que

» para cada x € X la drbita G(x) es cerrada,

s para cada v € X el estabilizador G, es compacto,
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» para cada x € X la funcion f,: G — G(z), f.(9) = gz es
continua y cerrada y

» para cada x € X la funcion F,: G/G, — G(z), F.(9G.) = gz
es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea (g;)ier una red en G tal que g;xz — y para
algin y € X. Por ser la acciéon propia, existen vecindades
Ude zyV de y tales que (U, V) es precompacto. Por la
convergencia, existe un iy € Z tal que g;x € V, si 1 > 1.
Entonces (g;)i>i, C (U, V). Por compacidad existe una subred
(95)jes de (9:)i>i, que converge a algin g € G. Por continuidad
de la accién se sigue que g;x — gx y por tanto y = gzx.

Como la accién es propia, existen U y V' vecindades de x tales que
(U, V) es precompacto. Para cualquier g € G,, gr =z € V.
Entonces G, = G, C (U, V).

La continuidad de f, se tiene por continuidad de la accién en
X. Sean A C G un cerrado y (gi)iez € A una red tal que
gir — y € G(z). Existen U,V C X vecindades de = y v,
respectivamente, tales que (U, V) es precompacto. Debido a
la convergencia existe i € Z tal que (g;)i>, C (U,V). Lue-
go, existe una subred (g;);es de (¢;)i>i, que converge a algin
g € G. Como (g;)jes € Ay A es cerrado, se tiene que g € A.
Por lo tanto y =l ;2 = gz € A(x).

Notese que g1x = gox siy sélo si g1G = g2G., por lo que la funcién
F, esta bien definida y es inyectiva. Obsérvese también que F),
es la funcién inducida por la funcién f, del punto anterior

G—I G(a)

| A

y por ende es continua. Ademés F), es evidentemente suprayec-
tiva. Finalmente, si A C G/G, es cerrado, entonces se sigue
del punto anterior que F}[A] = f,[m"'[A]] también lo es.

[
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1.4. Acciones propias de grupos de iso-
metrias.

Posteriormente sera necesario recurrir a algunas nociones relati-
vas a grupos topoldgicos de isometrias. Por ello esta seccion estard
dedicada a presentar tales grupos y los resultados de que se hard
uso. Naturalmente lo primero es definirlos.

Definicién 1.28. Sea (X, d) un espacio métrico. Una isometria de
X es una funcién biyectiva ¢ : X — X tal que

d(p(r),(y)) = d(z,y)

para cualesquier x,y € X. Se denota al conjunto de tales funciones
por Iso(X, d).

Es evidente que cualquier isometria es un homeomorfismo y que
el conjunto de dichas funciones constituye un grupo bajo la composi-
cién. Lo siguiente es dotar este conjunto de una estructura topologi-
ca, esta sera la topologia de la convergencia puntual, es decir, aquella
en la que la convergencia es la convergencia puntual de funciones.
Recuerde que una subbase para esta topologia esta constituida por
los conjuntos de la forma

Bz, ¢,¢) = {1 € Iso(X, d) : d((z), p(x)) < €}

con z € X, p € Iso(X,d) y e € R". En adelante se asume que
cualquier grupo de isometrias esta provisto de esta topologia.

Teorema 1.29. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces Iso(X,d)
es un grupo topologico Hausdorff.

Demostracion. Sean 1) € Iso(X,d) y considérese una vecindad
subbésica B(z, ¢, e). Sean V := B (w(x), 0, %) yW: =B (x,z/;, %) )
Es claro que V' x W es vecindad abierta de (¢,v) en Iso(X,d) x
Iso(X,d). Para p; € V y 11 € W, se tiene que

d(p191(x), pp(z)) < d(p11 (), prp(z)) + d(p19(x), pi(z))
= d(1(z), ¥(z)) + d(p1p(z), pi(x))
<S4+

Por tanto la composicién es continua en Iso(X, d).
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Sean ¢ € Iso(X,d) y U = B(x, ¢, ). Para cualquier ¢ € Iso(X,d)

se cumple que

A~ e(x), ¢ () = dW ™ p(x), W (x)) = d(¢(x), o(z)),

por lo que v € U siy sélo si ! € B(p(x),p~ 1, ¢), es decir, U™ =

B(p(z), 7, €). Por tanto p — ¢! es continua en Iso(X, d).
Finalmente sean ¢, € Iso(X,d) distintas. Entonces existe = €

X tal que p(z) # ¥(x). Asi los conjuntos B(m,gp,w) y

B(z, v, W) son abiertos ajenos que contienen a ¢ y v res-

pectivamente. ]

Una importante propiedad de los grupos de isometrias de espa-
cios separables es la siguiente:

Proposicién 1.30. Si (X,d) es separable, entonces Iso(X,d) es
metrizable.

Demostracion. Esto se probara haciendo uso del Teorema de Metri-
zabilidad de Urysohn [9, Chapter 4, Theorem 16]. Por el Teorema
1.11, Iso( X, d) es regular. Para mostrar que también es segundo nu-
merable se construird un encaje en un espacio segundo numerable.

Sea D C X denso numerable. Considérese el producto topolégico
[I.cp X Este producto es un espacio segundo numerable, ya que X
lo es y D es numerable [5, Corollary 2.3.14].

Se define la funcién I': Iso(X,d) — [[,cp X por I'(¢) = ¢lp.

Si ¢, 1 € Iso(X, d) son distintas, entonces o[ p# ¥|p, pues X es
un espacio Hausdorff [5, Theorem 1.5.4.]. Por tanto I es inyectiva.

Si (¢a)aca €s una red en Iso(X, d) tal que ¢, — ¢ puntualmen-
te para algin ¢ € Iso(X,d), entonces en particular ¢, [p— ¢ [p
puntualmente, por lo que I' es continua.

Sea U = (i, B(xi,vi,&;) un abierto bésico en Iso(X,d). Si
{wg, 3y = {2;}5—; N D, entonces

LU) ={f e [Iso(X,d)] : Vi € {1,...,m} f(xg,) € Ba(tx,(xx,),€x,) }
Por tanto I' es un encaje topoldgico. O

Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces naturalmente Iso(X, d)
actia en X mediante la evaluacién, esto es (¢, x) — ¢(x). Ademés
esta accion es siempre continua:

Proposicién 1.31. La accion de Iso(X,d) en X es continua.
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Demostracion. Sea U = B(y,e) un abierto bésico en X. Si ¢ €
Iso(X,d) y x € X son tales que ¢(x) € U sean

e —d(e(r),y)
2

e —d(e(r),y)

V = B(z, p, 5

)y W = B(x, )i

es claro que V' x W es vecindad abierta de (¢, z) en Iso(X, d) x X.
Considérense ¢ € V y 1 € W, se tiene que

d(p1(z1),y) < d(er(z1), p1(2)) + dp1(2), p(7)) + d(w(x),y)

< € — d<§(x),y) + €= d(S;(x)?y) + d(gp(m),y) —¢

Por tanto la accién de Iso(X,d) en X es continua. O

Seran de particular interés los casos en los que esta accién es pro-
pia. Al respecto se tienen varios resultados. Por ejemplo el siguiente
teorema, cuya prueba puede ser revisada en [11].

Teorema 1.32 (van Dantzing-van der Waerden). Si (X,d) es un
espacio métrico conexo y localmente compacto, entonces Iso(X,d)
es localmente compacto y la accion de Iso(X,d) en X es propia.

Como se probo en [6], la hipétesis de conexidad en el teorema
anterior puede ser debilitada a pseudoconexidad.

Teorema 1.33 (Gao-Kechris). Sea (X, d) un espacio métrico local-
mente compacto, separable y pseudoconezxo [6, §5, p. 88]. Entonces
la accion de Iso(X,d) en X es propia.

Sin embargo, para los propésitos de este trabajo basta considerar
el siguiente caso particular.

Teorema 1.34. Sea (X,d) un espacio métrico con d propia. En-
tonces la accion de Iso(X,d) en X es propia.

Demostracion. Fijense z,y € X. Sean U = B(x,1) y V := B(y, 1).
Se afirma que (U, V) es precompacto. Si ¢ € Iso(X,d) es tal que
elUl NV # @, entonces d(p(x),y) < 2 y por tanto basta mostrar
que
K ={p €Iso(X,d) : d(¢(x),y) <2}

es compacto. Sea (¢, )neny Una sucesion en K.

Por definicién de K, ¢, () € B(y,2r) y v, (y) € B(x,2r) para
cada n € N, por lo que (¢,)nen contiene una subsucesion (¢n, )ken
tal que (@, ())ken ¥ (go;kl ())ken son convergentes
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Afirmacion. Si (7,)nen €s una sucesion en Iso(X, d) tal que (7,(x) )nen
v (7, 1(x)) nen convergen en X, entonces para cualquier z € X existe

una subsucesion ((, )nen de (7 )nen tal que (G, (2))nen ¥ (Cgl(z))neN
son convergentes

Prueba: Sean yo,y1 € X los limites de (7,(%))nen ¥ (7, (%) )nen, res-
pectivamente. Como las sucesiones son convergentes, en particular
son acotadas. Sea M € R una cota, i.e., supnend(yo, Yn(z)) < My
supnend(y1, 7, H(z)) < M. Luego, para cualquier n € N

d(Yo, 1 (2)) < d(yo, Yn(2)) + d(yn(T), 70(2)) < M +d(x, 2) y
d(y1, 7, (2)) < dyr, v, (@) + d(y, ' (2),7, 1 (2)) < M +d(, 2).

Al ser d propia esto implica que (7, )nen contiene una subsucesién
(Cn)nen tal que (Gu(2))nen ¥ (¢, ' (2))ren convergen. T

Como X es separable (Proposicién 1.4) existe {x, : n € N}
denso. Segun la afirmacién anterior existe una subsucesion (g, )nen
de (¢n)nen tal que (po,(%0))nen ¥ (@&}L(xo))neN son convergentes.
Aplicando recursivamente la afirmacién anterior, para m € N existe
(Vm+1.n)nen subsucesion de (@mn)nen tal que (@mi1n(Tmt1))nen ¥
(@10 (Tms1))nen son convergentes.

Asi, para cadam € N (¢, ,,)n>m €s una subsucesion de (@, »)nen,
por 1o cual (@nn(Zm))nen ¥ (@51, (Zm))nen son convergentes. Por lo
tanto (¢n.n)nen €8 una subsucesion de (¢p)nen tal que (@nn)nen ¥
(¢ n)nen convergen puntualmente en {x,, : n € N}. Para simplificar
la notacién se denotard v, := ¢, ,, para cada n € N.

Sea z € X. Dado € € R" sean n,m € N tales que d(z,z,) < $y
para i, j > m, d(¢;(xy),¥;(z,)) < 5. Entonces

A (), 5(2)) < AW (=), () + d(W(0), (@) + AWy (@a), 5 (2)
— 2d(z, 2,) + AW (), ¥ (wa)) < €.

Esto muestra que (¢;(2));en es d-Cauchy. Como d es propia y por
ende completa, esto implica que (1;(z));en converge. Puede entonces
definirse la funcién 1(z) = 1m (¢;(2)). Para cualesquier 2,2, € X
d(Y(21),9(22)) =M d(i(21),i(22)) = d(21, 22).

Similarmente se prueba que (; (2));en es convergente para cual-
quier z € X. Se define también o(z) = lm ¢ (z).

Finalmente, para cualquier z € X se tiene que

Ao (2), 2) = limd(io(2), 2) =l d(o(2),07(2) = 0 y
Ao (2), 2) = i d( " 9(2), 2) = lm (¥ (=), ¥i(2)) =0,
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lo cual implica que 1) o 0 = 0 09 = Idx. Por tanto ¢ € Iso(X,d) y
por construccion (1););en converge a ¢ puntualmente.

Por lo tanto (1;);en es una subsucesion convergente de (¢, )nen-
Se concluye entonces que K es compacto. ]



Capitulo 2

Meétricas propias en grupos
topoloégicos

El objetivo de este capitulo es dar condiciones para la existencia
de métricas propias e invariantes en grupos topoldgicos respecto a su
accién por multiplicacién izquierda. Por el Teorema 1.3 son condi-
ciones necesarias que el grupo sea metrizable, localmente compacto
y o-compacto. Para espacios metrizables y localmente compactos las
condiciones de o-compacidad y segundo numerabilidad son equiva-
lentes. Ademas, por el Teorema de Birkhoff-Kakutani (1.15), todo
grupo segundo numerable es metrizable. Por lo tanto para garantizar
que un grupo admita una métrica propia e invariante son condicio-
nes necesarias la compacidad local y la segundo numerabilidad. El
teorema principal de este capitulo sera que dichas propiedades son
suficientes para tener una métrica como la descrita. Esto fue demos-
trado originalmente por Struble en [14], sin embargo la prueba aqui
presentada se debe a Haagerup y Przybyszewska en [7].

Definicién 2.1. Sea GG un grupo topoldgico. Una norma en G es
una funcion [ : G — R tal que

» para cada g € G se satisface I(g) =0< g = e,
» para cada g € G se satisface [(g) =1l(¢g7") vy

= se satisface la desigualdad del tridngulo, es decir, para cuales-
quier g, h € G se tiene I(gh) < I(g) + (h).

La relacién bésica entre los conceptos de norma y métrica inva-
riante estd dada por el siguiente lema.

Lema 2.2. Sea G un grupo topoldgico.

25
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1. Sil: G — R es una norma, entonces d(z,y) = l(z7'y) es
una métrica imvariante en G.

2. Sid:GxG — R es una métrica invariante, entonces l(x) ==
d(e,x) es una norma en G.

Ademds si | es una norma en G, entonces la métrica asociada
d(z,y) = l(z7'y) genera la topologia de G si y sdlo si {I71[0,r) :
r € Rt} es una base local para e. Mds ain, d es propia si para cada
r € R se tiene que [710,7] es compacto.

Demostracion. 1. Sea [ una norma. Entonces
l(x_ly):0<:>x y=esxr =y,
(x™'y) =1((z7y) ™) =y ') y
™ ty) =1z 227 ty) <l '2) +1(z"1y).
Wz 'y) = 1((gx) " gy)

2. Sea d una métrica invariante en GG. Entonces

dle,x) =0& 1z =e,

d(e,x) = d(z,e) = d(e,z™") y
de,zy) < d(e,x) + d(x,xy) = d(e,x) + d(e,y).

Como d es invariante, By(z,7) = xBy(e, ) para cualesquier z €
G y r € R*. Entonces d es compatible con la topologia si y sélo si
los conjuntos By(e,r) = {y € G : l(ey) < r} =170, r) constituyen
una base. Ademds d es propia si los conjuntos By(e,r) = {y € G :
l(ey) < r} =110, r] son compactos. O

Enseguida se prueba un caso particular del teorema principal del
capitulo que sera usado para la prueba del caso general.

Lema 2.3. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y sequn-
do numerable cuya topologia es inducida por una métrica invariante
§ tal que U = Bs(e, 1) es precompacto y G = | J;—, U*. Entonces § es
equivalente a una métrica d propia e invariante tal que U = By(e, 1)
y para cada n € N se verifica que By(e,n) C Bgy(e,1)?" L.

Demostracion. Sea ls la norma asociada con §. Se define [ : G — R
por

k
l(g) Ifnf{zla(gi) k€N, g1,02,.., 0k € Uyg:glg2-~-gk}.

i=1
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Por la hipétesis G = |J;—, U*, | estd en efecto definida en G. Por la
definicién de norma, para cualesquier gq, g2, ..., gr € U se tiene que

Zle ls(g:) > ls(g192 - - - gr), de lo cual se sigue que
1> 1s.

Por otro lado, es claro que si g € U entonces [(g) < l5(g). Por lo
tanto

o= lsv -

Lo anterior implica I(g) = 0 l(e) = ls(e) = 0. Reciprocamente, si
I(g) =0, entonces l5(g) = 0 y por ende g = e.
Obsérvese que por la invarianza de ¢,

Ult={a7":0(e,z) <1}
={z7t:6(z7te) <1}

={y:0(y,e) <1}
=U.

Se afirma que para cualquier g € G se satisface I(g) = (g™ !). Esto
ya que dados g1, g, ..., gr € U tales que g = g19- - - - g, se tiene que
g =g tg g con g gty 00 €U y Ug) =19 ).

Para probar la desigualdad del triangulo considérense g,h € G
y € € RT. Entonces existen ¢1,9s,..., Gk, hi,ha,..., hy, € U ta-
les que ¢ = gig2-Grs b = hihohoy S 1s(gi) < U(g) + 5y
Yo ls(hy) < U(h) + 5. Asi

I(gh) < Z Is(g:) + Z Is(hs) < 1(g) + 1(h) +e.

Como ¢ es arbitrario, esto implica que I(gh) < I(g) + I(h).

Sea d(g,h) = I(g'h). Por el lema anterior d es una métrica
invariante en G. Se afirma que By(e, ) = Bs(e, ) cuando r € (0, 1).
Sea z1 € Bjs(e,r). Entonces, por la igualdad [ [y= Is [y, (1) =
ls(z1) < r, porlo que x1 € By(e,r). Sea x5 € By(e,r). Entonces, por
la desigualdad l5 < [, l5(zq) < l(x9) < r, por lo que x5 € Bs(e,r).
Luego, por la invarianza de d y 6, By(g,r) = gBa(e,r) = gBs(e,r) =
Bs(g,7) para cualesquier g € Gy r € (0,1). Se concluye de esto que
d y ¢ son métricas equivalentes, i.e., inducen la misma topologia.

Por 1ultimo, se demostrara que d es propia. Sean n € N, con
n > 1y g € By(e,n). Entonces existen g1, g, ..., g € U tales que
Jg=0q192...Gr Y Zle ls(g;) < n. Puede también suponerse que k es
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el minimo natural para el cual existe una expresion de g con dichas
propiedades. Se afirma que en este caso l5(g;) + l5(gir1) > 1 para
cada i € {1,...,k — 1}. Supdngase lo contrario, es decir, l5(g;,) +
l5(gig+1) < 1 para algun ig, por lo que l5(gi,gio+1) < 1 y entonces
JioGio+1 € U. Asi, seria posible expresar a g como un producto de k—
1 elementos de U, a saber g = g1 ... gio—1(GiyGio+1)Gig+2 - - - Gk, para
los cuales ZZO ! l(gj)+l(giogi0+1)+2§:i0+2 I(g;) < m; contradiciendo
la mlnlmahdad de k.

En lo siguiente se empleara la notacién |q| para referirse a la
parte entera de un nimero ¢. De acuerdo a la afirmacion anterior,

L&)
J<Zl5 (925-1) +15(g25))

j=1

I\Mw

Alser |2] y nenteros, [£] <n—1y entonces k <2|5]+1 <2n—1.
Por tanto g € U?"~! y entonces By(e,n) C U*" 1.

Debido a la compacidad de U, 7" es compacto (1.8). Luego,
By(e,n) es compacto también, pues By(e,n) C U2n—1 C 7" Por

lo tanto d es una métrica propia. O

Teorema 2.4. Todo grupo topolégico localmente compacto y sequn-
do numerable admite una métrica propia e invariante.

Demostracion. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y
segundo numerable. Por el Teorema de Birkhoff-Kakutani existe una
métrica 0y en G invariante. Ademds por compacidad local existe
r € RT tal que la bola B, (e, r) es precompacta. Se define § = %(50.
Entonces § es una métrica invariante en G que genera su topologia
y tal que U = Bs(e, 1) es precompacto.

Sea Go = |J.—, U™. De acuerdo a la Proposicién 1.10, Gy es un
subgrupo abierto y cerrado de G. Como G es segundo numerable,
G/Gy es contable. Sean T = |G/Gy| v S = {z;}iez C G tal que
To = ey G esigual a la unién disjunta | J, 4 2Go.

Aplicando el lema anterior a G, se obtiene una métrica dy propia
e invariante en este subgrupo. Sea ly : Go — R la norma asociada
con dicha métrica. Se definen l; : S — Npor l;(z,) =nyl: G —R
por

B k k €N, g—Hzoszgl,
l(g) = inf 2(11(50 +10(9:) : {gi}ing € Go, so = (2.1)
i=0 v {sitizs € S\ {e}



29

Ahora sea o
l(g) = méx{l(g). l(g~")}-
Se probaré que [ es una norma cuya métrica asociada es compatible
con la topologia de GG y propia.
Primero es evidente que [(z) = [(z™!) para cualquier z € G. Sean

g,h € G. Sie € RT, entonces existen representaciones g = Hz’:O Sig;
y h= Hgo r;h; como las descritas en el parrafo anterior de manera

que Zf:o(ll(si)‘f‘lo(gi)) < l_(g)‘ir% ¥ 2o (l(ri) +lo(hs)) < l_(h)"‘%-
Luego,

gh = (H 5i9i> (ﬁ V’ihi> = (1:[ 5i9i> (skgrho) (ﬁ Tihi>

es una expresion de gh como las que intervienen en 2.1. Asi

Hgh) <D (h(ss) +1o(g:) + D _(1(ri) + lo(hi) < Ug) + () + £

y se concluye que I(gh) < l(g) + I(h).
Esto a su vez implica que

lgh) = max{l(gh),(h""g™")}

Ahora supéngase que [(g) < 1. Entonces I(g) < 1, por lo que
dado ¢ € RT tal que I(g) + ¢ < 1, existe una representacién g =
15, sihi tal que S°F  (L(s:) + lo(h)) < 1(g) + &. Ya que ly(z;) =
¢ > 1 cuando i # 0, necesariamente k = 0, i.e., g = hg € Gg y
lo(g) = lo(ho) < l(g) + €. Haciendo ¢ tender a 0 se concluye que
lo(g) < l(g). En particular, I(g) = 0 implica lo(g) = 0 y como I,
es una norma, necesariamente g = e. Por otro lado, es obvio que
l[(e) = 0. Por lo tanto [ es una norma en G.

Es consecuencia inmediata de la definicién de | que para cual-

quier g € G se tiene I(g) < ly(g). Luego

I(g) = méx{l(g),1(g~")} < max{lo(g),lo(g™")} = lo(g)-

En el parrafo anterior se mostré que si I(g) < 1, entonces g € Gy
v lo(g) < l(g). De estas dos desigualdades se sigue que para cada
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r € [0,1) se tiene la igualdad By(e,r) = Bg,(e,7). Como Gy es
abierto en G el conjunto {By,(e,r) : r € [0,1)} es de hecho una
base local para e en GG. Por lo tanto d genera la topologia de G.

Resta verificar que d es propia. Esto se hara verificando la com-
pacidad de By(e, n) para cada n € N. Considérese g € By(e, n), esto
es, [(g) < n. Entonces existen hg,...,hy € Gy y sg,...,St € S, con
So =xoy 8; # xo para i € {1,...,k}, tales que

g= H sih; 'y Z (l1(si) + lo(hs)) <m
=0 =0
Ya que l1(x;) =iy $1,...,8, € S\ {20}, necesariamente k < n
y entonces {si1,...,8x} C {z1,...,2,_1}. Por otro lado, para cada

i, lo(h;) < n, ie., h; € By,(e,n). Por lo tanto, denotando T" =
{x07 s 7xn—1}7

k
H € (T'Bg,(e,n))™" C (T'Bg,(e,n))".
Asi,

Ba(e,n) C (T'Bg,(e,n))" C <TBd0(e,n)>n.

Al ser dy propia, el conjunto By,(e,n) es compacto. Esto a su vez
implica que (T By, (e, n)) es compacto, pues T es finito. Por ende

By(e,n) es compacto. O



Capitulo 3

Meétricas propias en
cocientes de grupos
topolodgicos.

En este capitulo se estudiard la existencia de métricas propias
e invariantes en cocientes de grupos topolégicos. Como muestra el
siguiente resultado, es posible garantizar la metrizabilidad de co-
cientes de grupos topoldgicos en casos importantes.

Teorema 3.1. 5i G es un grupo topologico metrizable y H es un
subgrupo cerrado de G, entonces G/H es metrizable.

Demostracion. Por el Teorema de Birkhoff-Kakutani (Teorema 1.15),
existe una métrica d en GG compatible con su topologia y tal que
d(xg,yg) = d(z,y), para cualesquier g,x,y € G. Se define una
métrica D en G/H como

D(xH,yH) =inf{d(u,v) :u € zH, ve yH}
:inf{d($h1,yh2) . h1, h2 S H}

Es claro que D(zH,yH) = mf{d(v,u) : v € zH, v € yH} =
D(yH,zH) y D(zH,zH) = inf{d(u,v) : w € zH, v € xH} = 0.
Ademas, por la invarianza de d, para z,y,z € G cualesquiera se

31
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tiene

D(xH,zH) = inf{d(xhl,th) hi,hy € H}
= tnf{d(x, zhahy"') : hi,hy € H}
< inf{d(z, yg) + d(yg, zhahi) < g, hn, he € H}
= tnf{d(z,yg) + d(y, zhohi*g™") : g, h1, hy € H}
= inf{d(z,yg) +d(y,zh) : g,h € H}
= inf{d(x,yg) : g € H} + inf{d(y,zh) : h € H}
= D(zH,yH)+ D(yH,zH).

Por ser H cerrado cada clase x H también lo es, luego, para x H # yH
se tiene D(xH,yH) = inf{d(z,yh) : h € H} > 0. Por tanto D es
una meétrica.

Sea 7 : G — (G/H la proyeccion natural. Se sigue de la definicién
de D que para cualesquier z € Gy ¢ € RT se tiene w[By(z,¢)] =
{yH € G/H : d(z,y) < €} C Bp(xzH,e). Ademas, si D(zH,yH) <
e, entonces d(xhy, yhy) < e para algunos hy, hy € H y por invarianza
de d, d(x,yhohy') < e. Asi, Bp(zH,e) C 7(Bgy(x,€)). Por tanto la
proyeccion orbital es continua y abierta respecto a d 'y D, de lo cual
se sigue que D es compatible con la topologia de G/H. O

A continuacion se presenta un resultado mas general que el an-
terior y que extiende el Teorema de Birkhoff-Kakutani a cocientes
de grupos topoldgicos. En su demostracion serda necesario tener en
cuenta el siguiente lema.

Lema 3.2. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo compac-
to de G. Si U C G/H es una vecindad abierta de eH, entonces
existe una vecindad abierta V. de eH tal que m—'[V] es simétrico,
7 V](V)CU yh(V)=V para cada h € H.

Demostracion. Como U C G/H es una vecindad abierta de eH,
entonces 7 ![U] es una vecindad abierta de H en G. Luego, por las

proposiciones 1.9 y 1.7, existen vecindad abiertas y simétricas W; y
Wy de e tales que HW, C 7' [U] y W3 C Wi. Asi,

(HWo N WoH)? C HWEH C HW\H C 7 [U|H = = '[U].

Nuevamente por la Proposicién 1.9, existe una vecindad V' abierta
y simétrica de e tal que HV' C HW, N W,y H. Luego,

(HV'H)> = HV'HV'H C (HWoNWoH)*H C 7 '[{U)H = 7 *[U].



33

Por la Proposicién 1.8 HV'H es un conjunto abierto. Sea V' =
7[HV'H]. V es una vecindad abierta de eH, pues 7 es abierta y
H C HV'H. 77 '[V] = HV'H es simétrico, ya que (HV'H)™! =
H-'W'='H-! = HV'H. Ademés

T VI(V)={oyH 2,y e HV'HY C{zH : z € 7 U]} =U

y para cada h € H se tiene que h(V) = {haH : « € HV'H} =
V. ]

Teorema 3.3. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo com-
pacto de G. Entonces el cociente G/H es metrizable si y sdlo si es
primero numerable. Ademds, en tal caso existe una métrica inva-
riante.

Demostracion. Considérese una base local {@,, : n € N} de G/H
en eH. Sea Uy = G/H. Haciendo uso del lema anterior se define
recursivamente {U, : n € N} de manera que 7! [U,,41](U,11) C U,N
Qpn, 7 HU,] es simétrico y para cada h € H se cumple que h(U,,, 1) =
U,+1. Se denotard por Qp el conjunto de racionales diddicos 2%,
donde n € Ny k € {1,2,...,2"}. Enseguida, para cada r € Qp se
definird una vecindad V, de eH como sigue:

Para n € N sea V%n = U,. De forma recursiva, si para algin
n € N se tiene V% para cada k € {1,2,...,2"}, entonces se definirdn

los conjuntos V_m _ como
on+1

n Voo ::V%y

on+1

n Vorgr =1 [V 1 :| (VL>
o+l oI i

Es claro de la definicion que cada V, depende unicamente del
racional diadico r y no de alguna representacion particular. Se afir-
ma que cada V, satisface hV, = V, para cualquier h € H. Esto se
verificard inductivamente sobre n. Por construccion, cada V1 satis-
face esta propiedad. Por G-equivarianza de m esto implica (fue cada

a! [V%n} también la satisface. Ahora supongase que para algin n
cada VQ% tiene la propiedad. Asi, para cualquier h € H,
hVA :hVL:Vk :hV% y
2n+l 2n

PV = hr! [vl ](vk)zw—l [Vl ](vk):vm.




34 CAPITULO 3. METRICAS PROPIAS EN COCIENTES.

Se afirma también que 7~ [V ](Vz ) C Viner, cuando m < 2.
Si m es par, m = 2k, entonces

a! |:V 1 ] (V 2k > =gt |:V 1 ] (VL> = Vakg1.
on+1 on+1 on+1 27 on+1

Si m es impar, m = 2k + 1, entonces

Vo] (Vi) =7 [V 7 [V ()

s
Cr! [VL} (Vk) C Vir = Varya,

donde la contencién 71 [V%] a1 [V . } Cr! [Vl ] se debe a
2”

on+1

que 7! [Vi} (v 1 ) = 1 Vi) (Unsa) S Un = V..

an+l on+T
Sea x € (G. Para cada r € Qp se define una vecindad de xH

en G/H como V7 := 2V,. Si a1H = x9H, entonces x;ll'z e Hy

por H-invarianza, xflmQVT = V,.. Por lo tanto las vecindades V. no

dependen de x sino de xH. Nétese también que gV* = gxV, = V9%,
A continuacién se define una funcién auxiliar d como

d(zH,yH) = sup{r : yH ¢ V*} U {0}.

d es evidentemente finita, de hecho d < 1. Como {V,* : r € Qp}
es una base local en H y G/H es un espacio Hausdorff, se verifica
que d(zH,yH) = 0 siy sélo si tH = yH. Ademads, por la condicién
gV,r = V9% se tiene que

d(grH,gyH) = sup{r : gyH ¢ gV,"} U{0} = d(zH,yH).
Ahora sea
p(eH,yH) = sup{|d(zH,uH) — d(yH,uH)| : uH € G/H}.

Se afirma que p es una métrica con las propiedades buscadas. p es
finita pues

p(eH,yH) < sup{|d(zH,uH)| + |d(yH,uH)| : uH € G/H} < 2.
Claramente p(xH,zH) = 0. Por otro lado p(xH,yH) = 0 im-
plica que d(xH,yH) = 0. También es evidente que p(zH,yH) =
p(yH,zH). La desigualdad del tridngulo se cumple porque

d(xH,yH) =sup{|d(zH,uH) — d(yH,uH)| : uH € G/H}
<sup{|d(zH,uH) — d(zH,uH)| : uH € G/H}
+sup{|d(zH,uH) —d(yH,uH)|: uH € G/H}
=d(zH,zH) + d(zH,yH).
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Por lo tanto p es una métrica. La invarianza de p se deduce de la
invarianza de la funcién d como sigue

p(gxH, gyH) = sup{|d(gzH,uH) — d(gyH,uH)| : uH € G/H}
=sup{|d(zH, g 'uH) — d(yH, g 'uH)| : uH € G/H}
= sup{|d(zH,vH) —d(yH,vH)| : vH € G/H}
= p(zH,yH).

Finalmente se verifica que p es una métrica compatible. Si r es
un racional diddico en [0, 1], entonces

B,(xH,r) C{yH € G/H : d(zH,yH) <r} C V"

Ahora supéngase que yH € V*, , es decir, 2 'yH € V_1 . Esto,

2n+1 on+1

junto con la simetria de 77[U,,; 1], implica que y 'z € 7! [V . ] =

7 U,41]. Por ende también se satisface que tH € V¥, . SeauH €
2n+1
G/H. Como uH € Vypn = G/H, existen m,l € {1,2,...,2""1}
on—+1
minimos tales que uH € V%i Y uH € VY, . Nétese que la condi-
2n on+1

cion de minimalidad implica que

m—1 m [-1 l
ST <d(zH,uH) < it ¥ gt <d(zH,uH) <

Si m < 2" entonces

(y 'z) (o 'uH) € 7t [V#} Vo C Vi .

m
on+1 on+1 on+1

Asi, uH € VY., y de la minimalidad de [ se sigue que I < m + 1.

on+1

Similarmente, si [ < 2"*!, se tiene que ulH € V%,, ym <[+1. Por
on—+1

tanto [ = m = 2""! o bien |l — m| < 1. Se concluye entonces que

1
|d(xH,uH) — d(yH,uH)| < o

Como uH es arbitrario, esto muestra que

1
‘/2n1_'_1 g Bp (._'L'H, Q_n) .
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A continuacién, se presenta un sencillo ejemplo de un cociente
G/H para el cual no existe una métrica invariante compatible con
su topologia. El grupo G serd un producto semidirecto, por lo que
es conveniente recordar la Proposicién 1.14.

Ejemplo 3.4. Considérense R el grupo multiplicativo de los reales
positivos y R el grupo aditivo de los reales, ambos con la topologia
usual. Considérese la accién de RT en R dada por (¢, z) — tz. Esta
es evidentemente una accién continua. Se denotard por v: RT —
Aut(R) al homomorfismo de grupos inducido por dicha accién.

Entonces puede construirse el producto semidirecto G = R x,,
R*. Esto es, G = R x R* con operacién

(1,t1) (2, t2) = (21 + t129, t1ta).

Sea H := {0} x RT. Entonces H es un subgrupo cerrado de G. Para
cada (z,t) € G se verifica que

(z,t)H = {(z+ty,ts) : (y,8) € H} = {(x,ts) : s € RT} = {z} xR".

Luego G/H = R.
Por otro lado la accién de G en G/H esta dada por

(z,7) % (z,t)H = (z + rx,rt)H = {z + ra} x RT.

Supéngase que existe una métrica d invariante en G/H compa-
tible con su topologia. Segin lo anterior esto equivale a una métrica
invariante para la accién de G en R definida por (z,7)r = z + rz.
Pero en tal caso se tendria que para cualquier a € RT se satisface
d(0,1) = d((0,a)0,(0,a)1) = d(0,a), con lo cual no es posible que d
sea compatible.

Pasando al caso de métricas propias, es posible conseguir en
ciertos casos la invarianza de la métrica.

Teorema 3.5. Sean G un grupo localmente compacto sequndo nu-
merable y H un subgrupo compacto. Entonces existe una métrica
compatible, propia y G-invariante en G/H.

Demostracion. Por el Teorema 2.4 existe una métrica d compati-
ble, propia e invariante en G. Considérese la métrica de Hausdorff
correspondiente en G/H,

dy(xH,yH) = méax{ sup fand(xhl,th), sup inf d(xhy,yhs)}.

hi€H h2€ hocH hi€H
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De la invarianza de la métrica d se sigue que dy es G-invariante. En
efecto,

du(grH,gyH) = max{sup if d(gzhi, gyhs), sup mf d(gzhi, gyhs)}

hieH h2€H hoeH MEH
= max{ sup inf d(zhy,yhs), sup inf d(xhy,yhs)}

hicH he€H hocH M€H

A continuacién se probara que dy es propia. Sea r € R*. Si
gH € By, (eH,r), entonces para cada h € H existe ' € H tal que
d(l,gh) < r. Por ende

d(e,gh) < d(e,h') +d(h',gh) < supd(e,x)+r.

zeH

Se sigue que By, (e,r) C w[By(e,sup,ey d(e,z) + r)]. Como d es
propia y T es continua, se tiene la compacidad de By, (e, 7).

Finalmente, resta verificar que dy es compatible. Sea ¢ € R*.
Por continuidad de la operacién en el grupo, para cada h € H
existen vecindades Wy, de e y V3, de h, con diam(V},) < § tales que
d(h,gh’) < 5 para cada g € Wy, y &' € V. Como H es compacto,
existen hy,..., h, € H tales que H C |J_, V3,. Sea W = [, W,.
Entonces para cada g € Wy h € H, si h € V},,, entonces

Luego, para g € W, se tiene

sup inf d(hy,ghs) < suppegd(h,gh) <ey
hieH h2€H

sup inf d(hy,ghs) < suppend(h, gh) <
hocH hi€H

Esto es, dy(eH,gH) < € cuando g € W. Por tanto la funcién
g — dg(eH,gH) es continua en e. Se sigue que la funcién gH —
dy(eH, gH) es continua en e H respecto a la topologia cociente. Lue-
go, las bolas con centro en eH son abiertas en la topologia cociente.
Por invarianza de dy esto implica que la métrica dy induce una
topologia mas gruesa que la topologia cociente.

Ahora considérese una vecindad abierta V' de eH en la topologia
cociente. Al ser las bolas cerradas respecto a dy conjuntos compac-
tos y tenerse que [(o2, B(eH, )| N[G/H \ V] = @, se concluye
que B(eH, %) C V para algin n. Por lo tanto dy es una métrica
compatible en G/H. O
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Finalmente se estudian condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de métricas propias e invariantes en G/H. En el resto
del capitulo ® : G — Homeo(G/H) sera el homomorfismo natural
determinado por

®(g)(g'H) = gg'H.
Lema 3.6. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo cerrado
de G. Supongase que existen una métrica d propia y G-invariante
en G/H y un subgrupo localmente compacto G' de I[so(G/H,d) que
contiene a ®|G] y cuya accion en G/H es propia. Entonces existe
un subgrupo compacto H' de G’ tal que ®[H| C H' y la funcidn

d:G/H— G'/H
gH — ®(g)H'
es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea H' el estabilizador de eH para la accién de G’
en G/H. Como la accién de G’ es propia, se tiene por la Proposicién
1.27 que H' es compacto.

Se define 0 : G'/H' — G/H como gH' — g(eH). De acuerdo a la
Proposicién 1.27, 6 es un encaje topoldgico con 0|G'/H'| = G'(eH).
Por otro lado ®[G] C G, por lo que

G'(eH) D ®[G](eH) = G(eH) = G/H.

Por lo tanto 6 es un homeomorﬁs/r\no.
Para concluir nétese que § = &1 O

Teorema 3.7. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo cerrado
de G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Eziste una métrica compatible, propia y G-invariante en G/H

2. Ezisten un grupo metrizable y localmente compacto G, un
subgrupo compacto H' de G’ y un homomorfismo de grupos
continuo ¢ : G — G’ tales que p[H] C H' y la funcion
¢:G/H — G'/H' inducida por ¢ es un homeomorfismo.

Demostracion. 2.= 1. Supdngase que 2. se satisface. Entonces el
espacio G'/H' es o-compacto, ya que G/H es imagen conti-
nua de G. Al ser ademds H' compacto, se tiene que la funcién
cociente G’ — G'/H' es perfecta y por ende G’ es o-compacto.
Asi, G’ es localmente compacto y segundo numerable. Enton-
ces, por el Teorema 3.5, existe una métrica d’ compatible, pro-
pia y G’-invariante en G'/H’. Esto da la métrica buscada en
G/H como d(g1H, g H) = d'(p(g1H), p(92H)).
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1.= 2. Sea d una métrica compatible, propia y G-invariante en
G/H.Sean G' = Iso(G/H,d) y ¢ = ®. De la separabilidad de
G/ H se sigue que G’ es metrizable (ver 1.30). Por ser d propia,
el Teorema 1.34 implica que G’ es localmente compacto y su
accion propia. Entonces aplicando el lema anterior se concluye
lo deseado.

O

Corolario 3.8. Sean G un grupo localmente compacto y sequndo
numerable y H un subgrupo cerrado de G. Si G/H es conexo, en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Eziste una métrica compatible, propia y G-invariante en G/H.

2. Existe una métrica compatible y G-invariante en G/H .

Demostracion. Sea d una métrica compatible y G invariante en
G/H. Se sigue del Teorema 1.32 que el grupo Iso(G/H,d) es local-
mente compacto, segundo numerable y actia propiamente en G/H.
Entonces se satisfacen la hipotesis del Lema 3.6 y esto permite con-
cluir aplicando el Teorema 3.7. O

A pesar de que el Teorema 3.7 establece condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de métricas G-invariantes y propias en
cocientes de grupos topoldgicos, estas no son sencillas de aplicar en
situaciones concretas, ya que requieren tener candidatos claros de
(G', H', ¢). La utilidad de dicho teorema se encuentra en establecer
distintas condiciones, necesarias o suficientes, para la existencia de
una métrica como la buscada.

Por ejemplo las que que a continuacion se definen.

Definicién 3.9. Sean G un grupo topoldgico localmente compacto
y H un subgrupo cerrado de G. Se dice que H es topoldogicamente
casi normal (respectivamente casi normal) en G si para cada sub-
conjunto compacto (resp. finito) K de G existe un subconjunto K’
de G también compacto (resp.finito) que satisface HK C K'H.

Definicién 3.10. Sea G un grupo topoldgico. Se dice que G es
mazximalmente casi periddico si existe un homomorfismo de grupos
continuo e inyectivo de GG hacia algiin grupo compacto.
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Antes de pasar a la siguiente proposicién se debe notar que

ker® ={g € G: ®(g9) = Ide/u}
={geG: Ve e G grH =zH}
={geG :VrecGalgrec H}

= ﬂ cHz L.

Por ende ker® es un subgrupo normal de H.

Proposicion 3.11. Sean G un grupo localmente compacto y se-
gundo numerable y H un subgrupo cerrado de G. Son condiciones
necesarias para la existencia de una métrica propia, invariante y
compatible en G:

1. H/ker® es mazximalmente casi periodico.
2. H es topologicamente casi normal.
Demostracion. Sea d una métrica propia e invariante en G/H.

1. Al igual que en la demostracion de 3.6 sea H' el estabilizador
de eH respecto a la accién de Iso(G/H,d). Segun el Teorema
1.34 la accién de Iso(G/H, d) es propia y se sigue de la Propo-
sicién 1.27 que H' es compacto. Como ya se probo, ®[y: H —
H'. Ademés, hihy" € ker® equivale a ®(hy)®(hy"') = Idg/m,
ie., ®(hy) = P(hy). Luego, ® [y induce un homomorfismo
continuo e inyectivo ¢ : H/Ker® — H'.

2. Sea K C G compacto. Si s = sup{d(eH,kH) : k € K}, enton-
ces para cualesquier h € H y k € K se tiene que xd(eH,hkH) =
d(eH,kH) < s, por lo que HK C 77 ![By(eH, s)] = K'. Como
7 es una funcion perfecta, K’ es compacto.

]
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