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Introduccion

En este trabajo se desarrolla la construccion de las clases de Stiefel-Whitney y de las clases de
Chern, también se muestra la unicidad de éstas bajo ciertos axiomas.

A manera de aplicacién se presenta una prueba topoldgica de un teorema cldsico de algebra
que cuestiona para qué valores n, se tiene que R™ posee una estructura de algebra con divisién.

La estructura de esta tesina se compone de tres capitulos los cuales se describen a continuacion.

= Capitulo 1. Haces vectoriales. En este capitulo se describen las propiedades principales de los
haces vectoriales que nos permitiran desarrollar los capitulos posteriores.

= Capitulo 2. Clases caracteristicas. En esta parte se construyen herramientas de topologia
algebraica tales como el isomorfismo de Thom y la sucesiéon de Gysin para demostrar la
existencia y unicidad de las clases de Stiefel-Whitney y de las clases de Chern.

= Capitulo 3. Algebras con divisién. Se exhiben las dlgebras con division de dimensién 1,24 y
8 que son los niimeros reales, los complejos, los cuaternios y los octonios respectivamente.
Usando teoremas de Bott, Wu y Milnor sobre clases caracteristicas, se muestra que tales
algebras son las tnicas dlgebras con divisién que existen.
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Capitulo 1

Haces vectoriales

En este capitulo presentaremos resultados necesarios para desarrollar este trabajo. Mostraremos
caracteristicas importantes de los haces vectoriales asi como resultados que seran de gran utilidad
para el siguiente capitulo.

1.1. Haces vectoriales

En esta seccion definiremos el concepto de haz vectorial, exhibiremos ejemplos de estos, asi
como propiedades geométricas que poseen. Omitimos algunas pruebas ya que son estandares y
pueden encontrarse con detalle en los siguientes textos [1] y [4].

Definicién 1.1.1. Un n-haz vectorial es una funcion continua p : E — B, tal que para todo
r € B, p~1(x) tiene estructura de k-espacio vectorial (k =R ¢ C) de dimension n. Ademds, todo
x € B tiene una vecindad U y un homeomorfismo (llamado trivializacion local)

ov:p WU) — U x k"

que hace conmutar el siguiente diagrama

donde @y| : p~1(x) — {2} x k™ es k-lineal.

Definicién 1.1.2. Un subespacio E1 C E de un haz vectorial p: E — B es llamado subhaz si
la restriccion p| : By — B es un haz vectorial y para cada v € B, Ey Np~1(x) C p~(z) es un
subespacio lineal.

Mencionamos algunos ejemplos de haces vectoriales.

1.- Para un espacio topolégico B definimos el haz producto F := B x k™ al cual lo denotaremos
por €".

2.- Sea FE el espacio cociente de I x R bajo las identificaciones (0,¢) ~ (1,—t). La proyeccién
pr : I x R — I induce una funcién p : E — S! el cual es un 1-haz vectorial real. Note
que E es homeomorfo a la banda de Moebius sin frontera, a este haz le llamaremos haz de
Moebius.

3.- El haz tangente T'M de una variedad diferenciable es un haz vectorial cuya dimension es
la misma que la de la variedad. Para un variedad diferenciable M C R™ definimos el haz
normal vM donde el espacio total E C M x R™ es el conjunto de todas las parejas (z,v)
tal que v es ortogonal a T, M
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5.- Considerando al espacio proyectivo RP™ como el espacio cociente S™/{z, —x}. Sea E(7}) el
subespacio de RP™ x R"*! que consiste de las parejas ([z],v) tales que el vector v es miltiplo
escalar de z. Definimos

p: E(y,) — RP"
([z],v) = [2]

Se tiene entonces que p : E(yl) — RP™ es un haz vectorial sobre RP™ de dimensién 1, al
cual denotaremos por 7. y es llamado haz canénico sobre RP". Una construccién similar
se puede hacer para CP".

Cabe senalar que este haz vectorial no es trivial.

Definicién 1.1.3. Una seccién de un haz vectorial p : E — B es una funcion continua
s:B— F

tal que s(z) € p~'(x) para todo x € B. Decimos que una seccién es mo nula si se tiene que
s(z) # 0 € p~1(x) para todo x € B.

Todo haz vectorial tiene una seccién candnica, la seccién cero. A menudo identificamos la seccién
cero con su imagen, un subespacio de E que se proyecta de manera homeomorfa sobre B por p.
No todos los haces vectoriales tienen secciones no nulas, un ejemplo conocido es el caso de T'S™,
este haz vectorial tiene secciones no nulas si y solo si n es impar.

Las secciones de un n-haz vectorial nos pueden dar un criterio para saber cuando el haz es trivial,
como se muestra a continuacién.

Definicién 1.1.4. Sean si,...,S, secciones no nulas de un haz vectorial, decimos que estas son
linealmente independientes si {s1(x),...,sn(x)} es linealmente independiente para todo x € B.

Teorema 1.1.5. Un n- haz vectorial es trivial si y solo si existen secciones sy, ..., Sy linealmente
independientes.

Ahora veremos la construccion de haces vectoriales a partir de otros.

1.- Sea p : E — B un haz vectorial y f : B’ — B una funcién continua, definimos el haz
inducido o pullpack f*E sobre B’, donde el espacio total es el subespacio de B x E que
consiste de las parejas (b, e) con f(b) = p(e). Y la proyeccién p’ : f*E — B’ es (b, e) — b.
Intuitivamente la fibra sobre b’ € B’ es la fibra de p sobre f(¥).

2.- Dados dos haces vectoriales p; : E; — By y p2 : F5 — Bs, el producto de haces estd
definido de manera natural como p; X ps : By X Es — By X Bs.

3.- Sea p: E — B un n-haz vectorial complejo. El haz vectorial conjugado de p: E — B
es el haz vectorial con la misma estructura aditiva de las fibras de p, pero con producto dado
por Aa =Xa donde A€ Cyac€E.

Definicién 1.1.6. Seanp: E — B y p' : E' — B haces vectoriales, consideremos el producto
de haces px p' : EX E' — B x B y la funcidn continua A : B — B X B definida por b+ (b, b).
Definimos la suma de Whitney de los haces E y E' como el haz pullback A*(E x E').

Otra construcciéon importante serd el haz de esferas, que se definird en el capitulo siguiente,
para entonces serdn necesarios los siguientes conceptos.

Definicién 1.1.7. Sea p : E — B un haz vectorial. Una métrica Riemanniana en el haz
asocia a cada b € B un producto escalar {(—, =)y : p~1(b) x p~1(b) — R de manera que

p:ExpE=/{(e,e) € ExFElple)=p)} —R

definida por p(e,e’) = (e, €’) (), €s continua.
En el caso complejo, si (—,—)p : p~1(b) x p~1(b) — C es un producto Hermitiano, se le llama
métrica Hermitiana.



Seccion 1.1. Haces vectoriales 3

En general, no todos los haces vectoriales admiten un métrica Riemanniana, pero cuando la
base del haz es paracompacta se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Sea B paracompacto. Entonces todo haz vectorial p : E — B admite una métrica
Riemanniana.

En algebra lineal, cuando tenemos un subespacio V; de un espacio vectorial V' con producto
interior, podemos expresar a V; como sumando directo de V', una situacién andloga se presenta en
los haces vectoriales.

Proposicion 1.1.9. Sea p : E — B un haz vectorial sobre un espacio paracompacto B, y sea
FEy C FE un subhaz. Entonces existe un subhaz Ey C E tal que E = F1 ® Fy. El subhaz E5 es
llamado el complemento ortogonal de E;, ademds E5 es denotado por Ei-.

Hasta ahora solo hemos tratado sobre haces vectoriales (objetos), a continuacién se discutirdn
resultados que involucran funciones entre haces vectoriales (morfismos).

Definiciones 1.1.10. Seanp: E — B yp' : E' — B’ haces vectoriales. Decimos que la funcion
continua f : E — E’ cubre a la funcién continua f: B — B’ si fop=1p'o f, es decir, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo.

F g

Si ademds, para cada b € B, la restriccion de f a la fibra sobre b, denotada
fo:p7 ' (b) — P THF(B))

es lineal, se le llama a (f7 f) un morfismo de haces.

Si cada fb es un isomorfismo lineal, diremos que (f, [) es un mapeo de haces vectoriales.

En particular cuando f es la identidad decimos que (f, f) es un morfismo de haces vectoriales
sobre B.

Un morfismo de haces vectoriales sobre B es llamado isomorfismo de haces vectoriales si
eziste un morfismo de haces vectoriales § : E' — E tal que g o f =Idg vy fo g=1I1dg.

Definicién 1.1.11. Llamaremos haz trivial a cualquier haz vectorial isomorfo al haz producto.

Proposicién 1.1.12. Un morfismo de haces vectoriales es isomorfismo de haces vectoriales si y
solo si para todo b € B se tiene que fi, es un isomorfismo lineal.

Aplicando este resultado, tenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.1.13. Si f : E — E’ es mapeo de haces vectoriales entonces E = f*E’.
Damos a continuacién un resultado que posteriormente nos permitira realizar algunos célculos.

Proposicion 1.1.14. Sean p; : By — By y p2 : Es — By haces vectoriales. El producto de
haces p1 X p2 : E1 X Es — By X Bs satisface el siguiente isomorfismo

E]_ X E2 = WT(E1> @F;(Ez),
donde 7; : By X By — B; es la proyeccion en el i-ésimo factor.

Sea ¢ < n y consideremos el producto de ¢ copias de R™, es decir, (R")? :=R" x --- x R™.

Definicién 1.1.15. Definimos la variedad de Stiefel como

VoR™) :={(v1,...,09) ER" x -+ X R" | {v1,...,v4} son linealmente independientes}.
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Con la topologia de subespacio de (R™)?, es inmediato probar que V,(R™) es un abierto de
n\q
gfa )qu (R™) el subespacio de todos los g-marcos ortonormales en R”. Ademds si definimos la funcién
continua
F:(R")? — M,(R)
(v1,...,vq) = (Vi - V)5,
se tiene que qu = F~Y(Id), por lo tanto V:IO es un subespacio cerrado de (R™)?, mds atin es acotado

y por lo tanto es compacto.
Sea G4(R™) el conjunto de todos los subespacios lineales de dimensién ¢ de R™. La funcién

[ Ve(RY) — Gy(R™)

que asigna a cada g-marco el subespacio lineal de dimensién g generado por este. La funcién f es
suprayectiva, y le damos a G4(R™) la topologia cociente. De manera equivalente se puede ver a
G4(R™) como el espacio cociente inducido por f|: V) (R™) — G4(R™).

Es importante saber que G, (R™) es una variedad topolégica y mds ain una variedad diferenciable,
que lleva el nombre de variedad de Grassman.

A continuacién construiremos un haz vectorial candnico sobre G4(R™). Consideremos el subes-
pacio E de G4(R™) x R™ que consiste de los pares (Y,v) con v € Y y definimos p : E — G4(R")
por (Y,v) = Y.

Proposicién 1.1.16. La funcion vl_, :=p: E — G4(R™) es un g-haz vectorial sobre G4(R™).

Ahora para la construccion del haz universal, identificamos de forma candnica a R™ como un
subespacio de R, se tiene entonces inclusiones de variedades de Grassman

G4(R™) C Go(R™") c G,(R"?) C ...

Definimos G¢(R>°) como la unién J,, G4(R™) con la topologia débil. Como cada G4(R™) es com-
pacto se sigue que G, (R*) es paracompacto. Ademds observemos que para ¢ = 1 se tiene que
G1(R®) = RP>.

Para construir el haz universal 7,, definimos al subespacio E(R*°) de G4(R>) xR> que consiste
de los pares (Y,v) tal que v € Y. Ademds p : E(R*®) — G, (R*) es la proyeccién candnica. Se
tiene el siguiente resultado importante.

Proposicién 1.1.17. ~f :=p: E(R™®) — G4(R™) es un haz vectorial sobre G4(R>).

A ~g se le llama haz universal y la razén de este nombre es que todo haz vectorial p : E — B
sobre un espacio paracompacto B puede ser inducido a través de una funcién a G,(R>).

Teorema 1.1.18. Sip: E — B es un q- haz vectorial sobre un espacio paracompacto B entonces
existe un mapeo de haces vectoriales entre los haces E y ~g.

El teorema anterior se usa para probar la suprayectividad de la biyeccién que aparece en el
siguiente resultado conocido como Teorema de clasificacién de haces vectoriales reales.

Teorema 1.1.19. Sea B un espacio paracompacto. Entonces existe una biyeccion natural
[B, G4(R*)] +— Vec}(B)

donde Veck(B) es el conjunto de clases de isomorfismo de haces vectoriales reales de dimensidn q.
Esta funcidn asigna a la clase de homotopia f : B — G4(R*) la clase de isomorfismo de f*~g,
a f se le llama funcion clasificante del haz f*~.

Existen resultados andlogos para haces vectoriales complejos.
Proposicién 1.1.20. v¢ :=p: E(C®) — G4(C™) es un haz vectorial sobre G4(C>).
Teorema 1.1.21. Sea B un espacio paracompacto. Entonces eziste una biyeccion natural
[B,G4(C>)] «— Vec(B)

donde Veck(B) es el conjunto de clases de isomorfismos de haces vectoriales complejos de dimension
q. Esta funcién asigna a la clase de homotopia f : B — G¢(C™) la clase de isomorfismo de f*~{.



Capitulo 2

Clases Caracteristicas

En este capitulo desarrollaremos las técnicas necesarias para la construccion de las clases ca-
racteristicas, ademas se probara la unicidad de éstas.

2.1. Definiciones

En esta seccion definiremos las clases caracteristicas para haces vectoriales reales y complejos,
para cada caso recibiran el nombre de las clases de Stiefel-Whitney y clases de Chern, respectiva-
mente, sin atender su existencia. Ademés se mostrardn algunas consecuencias de estas definiciones.

Definicién 2.1.1. Sea p: E — B un haz vectorial real. Llamamos clases de Stiefel- Whitney
(para el haz p: E — B) a las clases de cohomologia

w;(E) € H'(B,7/2), i=0,1,2,...,
st satisfacen los siguientes axiomas:
(i) Son invariantes bajo clases de isomorfismo de haces vectoriales reales.

(i) La clase wo(E) es el elemento unidad
1€ HY(B,7/2)
y wi(F) =0 para i > n, donde E es un n—haz vectorial real.

(iii) Naturalidad. Si f : B — B es continua y p : E — B es un haz vectorial real, se tiene
entonces que para todo 1

wi(f*(E)) = frwi(E) € H'(B';2/2),
donde f*E — B’ es el haz pullback de p : E — B mediante f.
(iv) Férmula de Whitney. Si E — B y E' — B son haces vectoriales reales sobre el mismo

espacio base, entonces
k

wi(B® E) =Y wi(E) — wi—i(E)
1=0

En particular, tenemos

w1 (E D E/) = wl(E) + wl(E/)
wg(E D El) = wg(E) + wl(E) ~ U}l(E/) + ’LUQ(E/)

Aqui el simbolo — denota el producto cup en cohomologia.

(v) Para el haz candnico ~} : L — RP', la primera clase de Stiefel-Whitney wi(L) no es cero.



6 Capitulo 2. Clases caracteristicas

Una vez que hemos definido las clases de Stiefel-Whitney, a continuacién mostramos algunas
consecuencias.

Proposicién 2.1.2. Supongamos que E — B y E' — B’ son haces vectoriales reales y que
f: B’ — E es un mapeo de haces cubriendo a una funcién continua f : B’ — B. Entonces
tenemos que w;(E") = f*(w;(E)) para todo i.

Demostracién. Por la proposicién 1.1.13 tenemos que f*E = E’, de la invarianza bajo las
clases de isomorfismo de haces vectoriales se sigue que w;(f*E) = w;(E’).
De la naturalidad se concluye que f*w;(E) = w;(E’) para toda i.
|

Proposicion 2.1.3. Para cada n > 0 sea ™ el haz producto de dimension n sobre el espacio B.
Entonces tenemos que w;(e™) = 0 para todo ¢ > 0.

Demostracién. Como el haz producto €™ es isomorfo al haz pullback f*R™ del haz R" — *
sobre la tnica funcién continua f : B — #, usando la invarianza bajo las clases de isomorfismo
tenemos:

wi(e") = wi(f'R") = fTw;(R").
La tultima igualdad se debe a la naturalidad.
Dado que w;(R™) € H'(x;Z/2) se tiene que w;(e") = 0 para todo i > 0.
[ |

A continuacién veremos una importante propiedad de clases caracteristicas, que es llamada
estabilidad.

Proposicion 2.1.4. Supongamos que €™ es un haz vectorial real trivial de dimension n sobre
el espacio B para algin n > 0 y que E — B es un haz vectorial real. Entonces tenemos que
wi(e" ® E) = w;(E) para todo i > 0.

Demostracion. FEs una consecuencia inmediata de la proposicion 2.1.3 y de la férmula de
Whitney.
|

Hacemos un paréntesis para definir algunos conceptos.

Definicién 2.1.5. Denotamos por HY(B;Z/2) al producto directo de los grupos abelianos H (B, 7Z/2)
para i > 0, es decir, este es el grupo de series formales infinitas

a=ap+ay+ax+---

satisfaciendo que a; € H'(B,Z/2) para todo i.

Naturalmente definimos un producto para H'(B;Z/2) usando la estructura multiplicativa en coho-
mologia dada por el producto cup.

De manera especifica para un par de elementos a = (ag + a1 +azs+...) yb=(bo+b1 +ba+...)
definimos su producto por

ab:(aovbo)-i-(alvbo+a0vb1)+<a2vb0+a1\—/bl—‘raovbg)—‘r"'

:Zaivbj

4,520

Con la suma y producto ya definidos, se tiene H''(B;Z/2) en un anillo conmutativo y asociativo
con unidad.

Definiciéon 2.1.6. Definimos la clase de Stiefel-Whitney total de un n-haz vectorial real
E — B como

w(E) =14+ w(E) +wy(E) + - +w,(E)+0--- € HYB;7/2).
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Usando la definicién anterior, la férmula de Whitney se reduce a la expresion
w(E® E") = w(E)w(E').

El conjunto A de las series infinitas @ = 1 + a1 + ag + ... € HII(B;Z) con término inicial 1 es un
anillo conmutativo bajo el producto.

Para un elemento a, denotamos por @ al inverso. Como consecuencia de esto y aplicando la fémula
de Whitney se tiene el resultado.

Proposicion 2.1.7. Dualidad de Whitney. Si TM es el haz tangente de una variedad diferen-
ciable en un espacio euclideano y vM es el haz normal, entonces

w(vM) =w(TM).

De manera analoga a la definicion de las clases caracteristicas para el caso real, se definiran a
continuacion las clases caracteristicas para el caso complejo.

Definicién 2.1.8. Sea p: E — B un haz vectorial complejo. Llamamos clases de Chern (para
el haz p: E — B) a las clases de cohomologia

ci(E) € H*(B,7), i=0,1,2,...,
si satisfacen los siguientes axiomas:
(i) Son invariantes bajos clases de isomorfismo de haces vectoriales complejos.
(ii) La clase co(E) es el elemento unidad
1€ H(B,7)
y ¢i(E) =0 para i > n, donde E es un n—haz vectorial complejo.

(iii) Naturalidad. Si f : B — B es continua y p : E — B es un haz vectorial complejo, se
tiene entonces que para todo i

c(f(E) = fre(B) € H*(B': ),
donde f*E — B’ es el haz pullback de p: E — B mediante f.

(iv) Férmula de Whitney. Si E — B y E' — B son haces vectoriales complejos sobre el
mismo espacio base, entonces

k
R(ESE) =Y ¢;(E) — cpi(E')
i=0
En particular, tenemos
Cl(E &, EI) = Cl(E) + Cl(E/)
CQ(E D El) = CQ(E) + Cl(E) ~ Cl(E/) + CQ(E/).

(v) Para el haz candnico v} : L —s CP* sobre CP*, la primera clase de Chern ¢y(L) no es cero.

2.2. Isomorfismo de Thom

Para la construccién de las clases de Stiefel Whitney y de las clases de Chern, necesitaremos
dos herramientas importantes: El isomorfismo de Thom y la Sucesion de Gysin. En esta seccién
desarrollaremos la primera y en la siguiente seccion la segunda.

Para esta seccién usaremos como anillo de coeficientes R = Z o R = Z/2 a menos que se diga lo
contrario.
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2.2.1. Clase de Thom

Para un haz vectorial real p : E — B, consideremos Ej al complemento de la seccién cero,
usaremos el comportamiento local de H*(E, Ey) para construir una clase tg € H"(FE, Ey), como
se vera a continuacién.

Consideremos una parte de sucesion exacta en cohomologia con coeficientes en un anillo R de
la pareja (R™,R™ — {0}).

AY(R™ R) —2> A1 (R" - {0}; R) —= HI(R",R" — {0}; R) ——— H*(R"; R)

donde i*,j* son homomorfismos inducidos por inclusiones y § es el morfismo de conexién en
cohomologia.

Como R™ es contraible se tiene que H {(R™; R) = 0 para todo i, de la exactitud de la sucesién se
sigue que § es un isomorfismo.

Ademas S™~! es un retracto por deformacién fuerte de R™ — {0} asf que tenemos un isomorfismo

H=YS" L R) =~ HYR" — {0}; R).

Se concluye que
R Si i =n,
H'(R™R" — {0}) =
0 Si i #n.

Observacion 2.2.1. Generalizando, si V es un espacio vectorial real, eligiendo una base de V.
obtenemos un R-isomorfismo lineal R™ =V de manera que

_ R Si 1 =n,
HY(V,V —{0}) =
0 Si i # n.

Definicién 2.2.1. Sea p: E — B un haz vectorial real de dimension n. Sea Eq C E el comple-
mento de la seccion cero.

Decimos que un haz tiene una clase de Thom con respecto a R si existe un elemento tg €
H™(E, Ey; R) tal que para todo x € B, el homomorfismo

jr:H"(E,Eo; R) — H"(p ' (z),p (x) — 0; R)

mapea el generador tg al generador, donde j, : (p~(x),p~1(z) — 0) — (E, Ey) es la inclusion.
El elemento tg es llamado la clase de Thom del haz para el anillo R.

En particular, si n = 0, entonces p : E — B no es mds que Id : B — B y asi Eg = () lo que
implica que el haz tiene una clase de Thom con respecto a R.

Especificamente, tomamos tp = 1 € H°(E, Eg; R) = H°(B; R) cuya restriccién a {b} C B es el
generador 1 € H°(b) para todo b € B.

Definiciéon 2.2.2. Sea V un espacio vectorial real de dimension n. Una orientacion de V es una

clase de equivalencia de bases ordenadas, donde decimos que dos bases ordenadas (vi,va,...,vy)

y (w1, wa, ..., wy,) son equivalentes si la matriz de cambio de base (al) la cual estd definida por la
n

relacion w; = g alvj, tiene determinante positivo.

i=1
En particular, R™ tiene una orientacion cancénica correspondiente a su base candnica

(61,627 . ,en)

Dada una base ordenada (v1,vs, .. .v,) de un espacio vectorial real V nos determina un isomorfismo
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fwor,wsy0) : R — V' donde e; — v; y por lo tanto un generador gy € H"(V,V — 0; R).

Usando el hecho que GIF (R) es conectable por trayectorias y la ley exponencial podemos afirmar
lo siguiente:

Dos bases ordenadas (v, va, ..., v,) y (w1, wa, ..., w,) estdn en la misma clase de equivalencia siy
s6lo si sus correspodientes isomorfismos fy, vy,....v0) Y fws wa,..own) determinan homeomorfismos
de parejas (R™,R™ — {0}) — (V,V — {0}) que son homotdpicos.

Para R = Z, este es el caso si y solo si gy = gy, donde gy y gi, son los respectivos generadores
para cada isomorfismo.

Consecuentemente, gy determina una orientacion de V, y sin ambigiiedad llamamos a esta, una
ortentacion de V con respecto a R.

Para R = 7/2 esta orientacidn es tinica, mientras que para R = 7 existen dos orientaciones.

A continuacién generalizaremos la definicién de orientacion al caso de haces vectoriales.

Definicién 2.2.3. Sea p: E — B un haz vectorial de dimension n. Una orientacion de p es una
funcién u que asigna cada punto x € B una orientacion del espacio vectorial real p~t(z) y que
satisface la siguiente condicion de compatibilidad: cada punto xg € B en el espacio base tiene una
vecindad Uy junto con una familia de secciones linealmente independientes

81,82,...8n : UO _>p71(U0)

tales que para x € Uy la base ordenada s1(x),s2(x),...,s,(x) de la fibra p~t(x) define la orienta-
cion p(x).
Un haz vectorial real p : E — B equipado con una orientacion p es llamando haz orientado.

Teorema 2.2.4. Para un haz vectorial p : E — B de dimension n tenemos las siguientes
afirmaciones:

(i) El haz tiene una dnica clase de Thom tgy € H"(E, Eo; R).
(ii) H*(E, Ey; R) = 0 para k < n.
En general se toma R =7/2, si el haz es orientable se toma R = Z.
Demostracion. Procedemos a probarlo en cinco pasos.

(a) Primero supongamos que es el haz producto E = B x R™. Consideremos la composicién de
las siguientes funciones continuas por parejas.

proy

(R, R" — {0}) —2> B x (R",R" — {0}) 22> (R", R" — {0}).

donde para cada b € B, definimos una inclusién i,(y) = (b,y) para cada y € R™.

Note que esta composicién de funciones continuas es la identidad para cada b € B.
Consideremos el generador canénico g, € H™(R™,R™ — {0}), el cual es el tnico elemento no
cero si R =7/2 y es el generador dado por la orientacién canénica de R™ si R = Z.

Se sigue por funtorialidad que proy*(g,) = 1x g, € H"(Bx (R™,R™—{0}); R) es un elemento
que satisface i} (1 X ¢,,) = g, para todo b € B. Como g, es el generador, tenemos identificada
la clase de Thom tg =1 X g,.

Como H*(R™,R™ — {0}; R) es libre, podemos usar la férmula de Kiinneth para obtener el
siguiente isomorfismo:

& H'(B:R)®r H(R",R" — {0}; R) = H"(B x (R",R" — {0}); R),
i+j=k

Como H’(R",R™ — {0}; R) = 0 para j # n se sigue que
H'""(B;R) @ H"(R",R" — {0}; R) = H"(B x (R",R" — {0}); R),

Para k < n este témino es cero, lo cual implica que H* (E, Ep; R) = 0 en este caso.
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(b) Usando la parte (a), encontramos que (i) y (ii) son verdaderas para conjuntos abiertos U

para los cuales E | U (el haz restringido a U) es trivial.

Asf que supongamos que (i) y (ii) se tienen para F |U, E|V,y E|UNV,donde U,V C B
son abiertos. Probaremos que esta suposicién implica que (i) y (ii) ademds son ciertas para
E|UUYV.

Consideremos la sucesién Mayer-Vietoris para las pareja escisivas (E|U, Ey|U) v (E|V, Ep|V).

H*YE|UNV,Ey |UNV;R) —= HYE|UUV,Ey |[UUV;R) —>

——=H¥E|UEy |U;R)® H¥(E | V,Ey | V;R) ——=H*(E|UNV,Ey |UNV;R).
Para k£ < n, por hipétesis se tiene que
0— HYE|UUV,Ey |[UUV;R) — 0

asi se obtiene (ii) para E | U UYV.
Para k = n se obtiene la sucesion:

H"(E|UUV,Ey |UUV;R) — H"(E|U, Ey|U;R) ® H"(E|V, Ex|V; R) —
— H"(E\UNV,E)|UNV;R).
Por hipdtesis tenemos clases de Thom tgy v tgjy, y por la unicidad de estas tenemos
wtpw) =wltpy) € H"(E|UNV,Ey |[UNV;R)

donde vy : E|UNV < E|Uyuw :E|UNV < E|V son inclusiones.

Por lo tanto, a(tgu,tew) = ti(tejw) — 3 (tejy) = 0, y por la exactitud de la sucesion,
existe un tnico elemento tgyuy € H"(E |UUV, Ey | UUV; R) que restringe a tpy como
a tE\V~

Si el haz E es de tipo finito, este es la unién de un ndmero finito N de haces triviales, y asi
el resultado se obtiene aplicando la parte (b) por induccién sobre N.

En esta caso supondremos que B es un complejo CW y usaremos el argumento hecho en c¢).
Sabemos que cada k-esqueleto B* puede ser cubierto por un ntimero finito de conjuntos
abiertos que son contraibles en B¥.

Por lo tanto, el haz E¥ = E | B¥ es tipo finito, asf por la parte (c) el teorema es valido para
cada esqueleto de B.

Sea tk € H"(E* EF) la clase de Thom. Por naturalidad

(t0,t',¢%,..) e [[H"(E*, E§: R)
k

determina un elemento en liin H"(E* EY;R).

Como Milnor muestra en su articulo On axiomatic homology theory, existe una sucesiéon
natural exacta corta

0 —=Iim H" Y(E* EY¥;R) —— H"(E, Ey; R) —— lilng”(E’“, EY;R) ——0.

Como H"(E, Ep; R) = 0 tenemos el isomorfismo
H"(E,Ep;R) — 1i1?1H"(Ek,E§;R),

asf que a la sucesion (t°,t1,¢2,...) en la derecha le corresponde un elemento ¢ en la izquierda,
que es la clase de Thom.
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(e) El caso general se sigue del inciso (d), tomamos una aproximacién CW de B, la denotemos
f: B— B,y consideramos el haz pullback E = f*E sobre B.
Se tiene entonces una funcién continua f : E —s E que cubre a f. Ahora consideremos las
sucesiones exactas largas de grupos de homotopia de los haces p: Ey — By p: Ey —» B,
de las cuales se tiene el siguiente diagrama conmutativo

e 1y (R — 0) > 7y (Bo) ——> 7y (B) ——> g1 (R" — 0) ——> -

i J/f* :lf* l

> (R = 0) ——my(Ep) ——7¢(B) —=mg-1(R" = 0) ——---.

Por el lema del cinco, se tiene que f, : 7Tq<EQ) — 74(Ep) es un isomorfismo para toda ¢, asi
que la restriccién f : E — FE, es una equivalencia homotépica débil, lo que a su vez induce
un isomorfismo f * en cohomologia. Ahora consideremos las sucesiones exactas largas de las
parejas (E, Fy) y (E,E’O) y el isomorfismo f*

+ — H"!(E; R) — H""!(Ey; R) — H(E, Eo; R) — H(E; R) —— -+

fl fl f*l f"*l:

. ——> H"Y(E;R) — HY '(Ey; R) — HY(E, Ey; R) — HY(E;R) — - - - .

IR
IR

Aplicando el lema del cinco, se sigue que f* : HY(E,Ey) — H? (E',E‘o) es un isomorfismo.
Por lo tanto se concluye que la clase de Thom de E estd dada por tg = f*~!(tz) donde ¢z
es la clase de Thom de E.

]
Para el caso de un haz vectorial complejo p : E — B, se tiene un versién de manera natural
del teorema anterior.

Proposicion 2.2.5. Sea p: E — B un haz vectorial complejo de dimension m. Entonces su haz
vectorial real inducido pr : Er — B tliene una unica clase de Thom tg =1lg, € H2m(E, Ey;Z).

Demostracion. Basta observar que para W un espacio vectorial complejo de dimensién m, si
(wl,wg, T ,wm)
es una base de W, entonces los vectores
W1, TWY, W, TW, . .« .y Wi, LWy,

forman una base de W como un espacio vectorial real. Estos vectores en este orden determinan
una orientacién de W. Como el grupo GL(m,C) es conectable por trayectorias, se sigue que W
tiene una orientacién candnica, que no depende del orden de la base compleja original.
Sip: E — B es un haz vectorial complejo, cada fibra tiene una orientacion candnica, asi que el
haz vectorial real inducido pr : Frg — B es un haz orientado. Usando el teorema 2.2.4, tenemos
de inmediato el resultado.
|

Notemos que el teorema 2.2.4 hace que podamos redefinir la clase de Thom de un n-haz vectorial

real p: E — B como la unica clase tg € H"(E, Ep; R) tal que

ja(te) € H (p™(z),p™ " (z) — 0; R)
es el generador, para todo = € B.

En lo que resta de esta seccién mostraremos dos propiedades de la clase de Thom que nos
servirdn para mostrar importantes resultados de la clase de Euler que definiremos en la seccién
siguiente.
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Proposicién 2.2.6. Supongamos que p’' : E' — B’ es un haz vectorial real de dimensién n que
es orientable con respecto a un anillo R y que f : B — B’ es continua. Sip: E — B es el haz
inducido de p’ por [ que hace conmutar el siguiente diagrama

entonces p : E — B es ademds orientable con respecto a R. Mds ain, sitg ytg son las respectivas
clases de Thom, tenemos que f*(tg) =tg € H"(E, Eo; R).

Demostracion. Para cada z € B existe un diagrama conmutativo

(E, Eo) d (B, E)

jo iju)

(P~ (@), p~ () = 0) ———— (" (f(2)),p" " (f()) = 0)

x

donde fx es la restriccion de f a la fibra sobre x. Por la definicién de haz inducido tenemos que fT
es un homeomorfismo. Aplicando la funtorialidad de la cohomologia se tiene el siguiente diagrama

H"(E', E);R) r H"(E, Eo; R)

j?(z)l iji

H (5 (1 ()).0' (£ () = 03 R) —————= H"(p™ (2),p™ () = 0: )

x

Como j;i(x) (tg/) es generador y f;‘ es un isomorfismo, se sigue que
it (ter) = 52 (te)

es un generador para todo x € B, es decir, f* (tg’) es una clase de Thom de p : E — B. Usando
la unicidad de la clase de Thom, tenemos que f*(tE/) =tg.
|
Hay una propiedad de la clase de Thom relacionada con la suma de Whitney de haces vectoriales
sobre el mismo espacio.
Seanp: E — By p : E' — B de dimensién n y n’ respectivamente. Si A : B — B x Bes la
funcién diagonal, la suma de Whitney se definié como

E®E =A*(ExE').

Asi tenemos un diagrama conmutativo

EoE —2-ExE

L

BT>B><B.

Proposicién 2.2.7. Supongamos que E — B y E' — B son haces vectoriales de dimension
n y n' respectivamente, con clases de Thom tg y tg . Entonces la clase de Thom de la suma de
Whitney E & E’ es la imagen de tg X tg: bajo la composicion =,

H"(E,Ey;R)® H" (E',El); R) —— H"*"(E x E',E x E)y UEy x E';R) =

= H™"(E x E',(E x E')o; R) H""(E® B (E® E')o; R),
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donde la primera funcion es un isomorfismo.
Es decir, tenemos la formula:

tEEBE’ = A*(tE X tE/).

~

Demostracién. Primero notemos que para cada b € B se satisface p~1(b) 2 R" y p/~1(b) =
R"™ . Ademés la inclusién {b} — B induce inclusiones p~1(b) < Ey p'~1(b) — E’. En consecuencia,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

H™(E,Ey;R)® H" (E', E}; R) — H™(R",R" — 0; R) ® H" (R" ,R™ — 0; R)

| =

Hn+n’ (E ® El, (E D El)O; R) Hn-i-n’ (Rn-i-n” Rn-&-m —0; R)

este diagrama muestra que A*(t g X tp) restringe al generador de
H™(R",R" —0; R) ® H" (R ,R"™ — 0; R)

que es el producto g, x g,/ de los dos generadores de H"(R",R™ — 0; R) y H™ (R”/,R"/ —0;R),

respectivamente. As{ obtenemos que tggp = A*(tg X tg).
|

2.2.2. Clase de Euler

Ahora definiremos la clase de Euler de un haz vectorial, que como se verd mas adelante, sera
la base para construir las clases caracteristicas. A lo largo de esta subseccién mostraremos algunas
propiedades algebraicas de la clase de Euler, por tltimo daremos una condicién necesaria para la
existencia de secciones no nulas de un haz vectorial.

Definicién 2.2.8. Supongamos que p : E — B es un haz vectorial real de dimension n y que
z: B — E < (E, Ey) es la funcion inducida por su seccién cero.
La clase

e(E) =2"(tg) € H"(B;Zs)

es llamada la clase de FEuler del haz vectorial real p : E — B.
Andlogamente, si q : E' — B’ es un haz vectorial complejo de dimension m y z : B’ — E' <
(E', E}) es la funcion inducida por la seccidn cero del haz, entonces llamamos la clase

e(E') = 2*(tg) € H*™(B;Z)

la clase de FEuler del haz vectorial complejo q, donde tg: es la clase de Thom del haz vectorial
real orientado de dimension 2m inducido por q.

Para n = 0 obtenemos, en particular, el haz Id : B — B con seccién cero z = Id : B — B.
Como tg = 1, se concluye que e(E) = 1.

A continuacién probaremos algunas propiedades de la clase de Fuler.

Proposicion 2.2.9. Naturalidad de la clase de Euler. Sip : E — B es haz vectorial y
f: B' — B es continua, entonces se tiene que e(f*E) = f*e(E).

Demostracién. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

f*Ef—>E

|

B'—— B.
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Sean zg : B — (E,Ey) y zf+g : B' — (f*E, f*Ey) las funciones inducidas por las secciones
cero, entonces claramente podemos concluir que f o zf«gp = zg o f.
Usando la proposicién 2.2.6 obtenemos f*(tg) = ts+g, lo que implica que

e(f*E) = 2" zp(tp) = [ (e(E)).

Proposicién 2.2.10. Para la clase de Euler de la suma de Whitney E®E’ de dos haces vectoriales
E — B y E' — B tenemos la igualdad

e(E®E') =e(E) — e(E).

Demostracién. Sean z: B — E < (E,Ey) y 2/ : B— E' — (E’, E}) las secciones cero de
los haces dados, entonces z X 2/ : B x B — (E, Ey) x (E', E}) es la seccién cero de su producto.
Sea3: B— EOFE — (E®FE,(E® E')y) laseccién cero de la suma de Whitney, claramente se
tiene que Aojz=2zx 2z oA (7).

Se sigue que:
e(E®E) =3 (tpar)
= 3*A*(tg X tg) por 2.2.7
=A*(z x 2)*(tg x tg:) por (1)
= A*(2"(tg) x 2" (tg))
= A*(e(E) x e(E"))
=e(E) — e(E).

Proposicién 2.2.11. Para todo n > 0 sea €™ el haz producto de dimension n. Entonces la clase
de Euler satisface e(¢™) = 0.

Demostracion. Es la misma prueba de la proposicién 2.1.3.
|

Proposicion 2.2.12. Sip: E — B es un haz vectorial que tiene una seccién que no se anula,
entonces su clase de Euler satisface e(E) = 0.

Demostracién. Supongamos que i : By — FEy j: E — (E, Fy) son las inclusiones y que
s: B — Ey C FE es la seccion que no se anula en ninguna parte de E. Entonces la composicién
P

B—sF—~E-"-B

es la identidad y por funtorialidad, la composiciéon en cohomologia

H"(B; R) —*~ H"(E: R) —> H"(Ep; R) ——> H"(B; R)

es la identidad también.
Sea sy : B — FE la seccién cero, recordemos que z = j o sg, y por definicién tenemos que
e(E) = #*(t5) = 55" (tn)-
Notemos que p o so = Idp, esto implica que s§ o p* = 1.
De la exactitud de la sucesién larga de la pareja (E, Ey) obtenemos que i*oj* = 0. Como sgop ~ Idg
se sigue que

e(E) = 5% (e(E)) = 5""p* (535" (t)) = %1 " (tm) = 0.
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2.2.3. Isomorfismo de Thom

En esta seccién daremos una prueba del isomorfismo de Thom para haces vectoriales en general
(orientados o no orientados)

Teorema 2.2.13. Isomorfismo de Thom Sea p: E — B un haz vectorial real de dimension
n. Entonces para cada q

¢: HYB;R) — H"™"(E, Eo; R)
b p*(b) — tg
es un isomorfismo.
Para el caso de un haz vectorial arbitrario, se toma R = Z/2. Para un haz orientado se toma

R=7Z.
A ¢ se le llama el isomorfismo de Thom.

Demostracién. Haremos esta prueba en cinco pasos.

a) Supongamos que p : E — B es el haz producto, es decir, p = m : E = B xR" — B,
donde 7y es la proyeccién en el primer factor.
Por la parte (a) de la prueba de 2.2.4 tenemos que tg = 75(gn) = 1 X g, donde 7 es la
proyeccién en el segundo factor y g, € H™(R™,R"™ — 0; R) es el generador canénico.
Como H"(R™ R™ — 0; R) es libre, podemos usar la férmula de Kiinneth para obtener un
isomorfismo

H™™(B;R)®r H"(R",R" — 0; R) — HY(B x (R™",R" — 0); R)
by—bxy

Por otro lado, tenemos el isomorfismo
H™™(B;R) — H? "(B;R) g H"(R",R" — 0; R)
a—axX gy
Al combinar ambos isomorfismo se obtiene

H™(B;R) — HY(B x (R",R" — 0); R)
b—bxgn

El cual es precisamente el isomorfismo de Thom, ya que
b x gn = mi(b) — m3(gn) = p*(b) — tp.

b) Supongamos que el teorema es cierto para la restriccién del haz E — B a los abiertos U,
V y UNV en B. Probaremos entonces que el teorema es vélido para U U V. Para todo
subespacio A C B definimos

oa: H""(A;R) — HY(E | A, Ey | A R)
b pia(b) — tpa
como tg4 =i} (tg), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

pc

H?™(C;R) H1(E|C, Ey|C; R)

/| |

H9~"(4; R) > HY(E|A, Eo|A; R)

siempre que A y C son subconjuntos de B que satisfacen A C C. De la sucesién Mayer-
Vietoris de la pareja escisiva (U,0) y (V,0) as{ como las parejas escisivas (E|U, Eo|U) y
(E|V, Ey|V), tenemos los diagramas conmutativos
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> HT" Y UNV;R) H " Y WUV;R) ——
= HUY(E|(UNV), Bol(UNV); R) HIY(B|(U U V), Bo|(U UV); R)

—H""(U;R)® H"(V; R) H(UNV;R) ——> ..
@U@in: LPUmV\LZ
—— HY(E|U, Eo|U; R) ® HY(E|V, Eo|V; R) —— HY(E|(UNYV), E|(UUV); R) ——---
Aplicando el lema del cinco, se sigue que pyyuy es un isomorfismo.
¢) Sip: E — B es de tipo finito, entonces B es cubierto por un nidmero finito N de abiertos
tal que en cada uno de ellos FE es trivial. Por induccién sobre N y la parte b), obtenemos el
isomorfismo en este caso.
d) Si B es un complejo CW entonces, justo como en la parte d) de la prueba del teorema 2.2.4,

la restriccién E¥ de E a cada esqueleto B* de B es de tipo finito y por la parte c) tenenemos
un isomorfismo

) H"(B*; R) — HY(E* E§; R)
b pj(b) — t

donde ty, = tgr y py es la restriccion de p a E*. Consideremos la sucesién de Milnor

0 — lim H*""YB* R) — H"™(B;R) — lim H""(B*;R) — 0.

y entonces, por la naturalidad de estas partes de sucesiones exactas, tenemos un diagrama
conmutativo

0 —— lim H*™ " YB* R) — H" "(B;R) — lim H?T"(B*R) —=0

| . i

0 ——1lim H*" Y(E* EY; R) —— HY(E, Ey; R) — lim HY(E* E}; R) —— 0,
k k

donde las flechas verticales laterales son isomorfismos inducidos por ¢g. Por el lema del cinco
se concluye que pg es un isomorfismo.

En el caso general, tomamos una aproximacién CW f : B — B. Sea E —» B el haz inducido
por f, se sigue de la prueba del teorema 2.2.4 inciso e) que f E—Ey f Ey — E, son
ademds equivalencias homotdpicas débiles, las cuales inducen isomorfismos en cohomologfa.
Comparando la sucesion exacta de las parejas (E Eo) (E, Ey), encontramos que f ademads
induce isomorfismo en cohomologia entre estas parejas. Tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo.

H="(B; R) ——— H9="(B; R)

HY(E, Eo; R) fi HY(E, Eq; R),

de donde se concluye que g es un isomorfismo.
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Proposicion 2.2.14. Como todo haz vectorial complejo p : E — B es orientable, se sigue del
teorema anterior que se tiene un isomorfismo de Thom en cohomologia

¢ : H*(B;Z) — H*"*™(E, Ey; Z)
b p*(b) — tp

donde m es la dimension del haz complejo.

2.2.4. La sucesion de Gysin

Sea p : E — B un n-haz vectorial y sea Ejy el complemento de la seccién cero. Ahora que
tenemos el isomorfismo de Thom a nuestra disposicién daremos una herramienta que relaciona los
grupos de cohomologia de B con los de Ej y posteriormente haremos unas aplicaciones.

Teorema 2.2.15. Supongamos que p : E — B es un haz vectorial real de dimension n. Entonces
existe una sucesion exacta larga

s T N(Ey 7)2) —os HY(B;7)2) = EL fatn (B, 7,/2) —Ps HIN (B 7/2) —— - -

donde v estd dado por la composicion
H =Y (Ey; Z/2) 0. HI™"™(E,Ey;7/2) % HY(B;Z/2).
Donde ¢ es el isomorfismo de Thom y po = p|Ep.
Esta sucesion exacta es conocida como sucesién de Gysin del haz vectorial real.
Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama

—e(FE *
s HT (B 7)2) — s BB 7)2) ——EL gatn(B;7/2) — s HOM (B 7)2) ——> - -

N
o —— HI LBy 7/2) — HY*"™(E,Ey;Z/2) — HY""(E;2/2) —— HI""(Eg; Z)2) — - - -

J [
donde ¢ es el isomorfismo de Thom (teorema 2.2.13) y la parte inferior es la sucesién exacta larga
de la pareja (E, Ep). El primer cuadrado conmuta por definicién de 9 y el tercero por definicién de
po- Para ver que el segundo cuadrado conmuta, sea sy : B — FE la seccion cero, por la definicién

de la clase de euler se tiene que e(E) = sij*(tg) y dado que s o p es homotépica a la identidad se
sigue que p* o s§ = 1. Entonces para todo a € H?(B) se sigue que

p'(a— e(E)) =p*(a) — p(s0i"(tr)) = p*(a) — 5" (te) = j" (" (a) — tr) = 7 ¢(a).

El siguiente teorema es la version compleja del teorema anterior.

Teorema 2.2.16. Supongamos que p : E — B es un haz vectorial complejo de dimension m.
Entonces existe una sucesion exacta larga

—e(E -
e— Hq+2m_1(E0;Z) AN Hq(B;Z) L(Q Hq+2m(B;Z) _Po_ Hq+2m(E0;Z) _— ...

donde v estd dado por la composicion
HIt2m=Y(By; 7) —> HO2™(B, Ey; Z) <— H(B; Z).

Donde ¢ es el isomorfismo de Thom y po = p|Ep.
Esta sucesion exacta es conocida como sucesion de Gysin del haz vectorial complejo.
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Demostracion. Como p: F — B es un haz vectorial complejo, el haz vectorial real inducido
es orientado y de dimensién 2m. De manera similar a la prueba del teorema anterior, obtenemos
la sucesion deseada, excepto que ahora usamos coeficientes enteros en la sucesién exacta larga de
cohomologia para la pareja (E, Ey) y el isomorfismo de Thom para el caso complejo (proposicién
2.2.14).

|
Una importante aplicacién de la sucesion de Gysin es la siguiente.

Teorema 2.2.17. El anillo de cohomologia H*(RP>°;7Z/2) es generado como anillo por la clase
de Euler e(L) € HY(RP>;Z/2), que puede ser identificado como un anillo de polinomios en una
variable.

Demostracién. Primero observemos que si p : L — RP° es el haz canoénico, entonces L
es contraible. En efecto, notemos que L = S x R/ ~ donde (z,t) ~ (—z, —t). Se sigue que

Ly= (S x(R—-0)/~)=((S®xRTUS® xR7)/~) =~ 8 x Rt ~ §

pero S es contraible.
Ahora consideremos la sucesion de Gysin (teorema 2.2.15) del haz canénico p : L — RP>

0 — > HORP>:7/2) > HO(Ly; Z,/2) —2> HORP>:7/2) X i (RP=;7/2)""

> HY (Lo 2/2) —> -+ —— H1(Ly; 2/2) — > HI(RP®;2,/2) “ >

*>Hq+1(RP°°;Z/2) LH‘]JA(LO;Z/@ _— ..

Como Lg es contraible, tenemos que H9(Ly;Z/2) = 0 para ¢ > 0, as{ que el producto cup con la
clase de Euler determina un isomorfismo HY(RP>;Z/2) = HITY(RP>;7Z/2) para q¢ > 0.
Por otro lado, como H°(RP>;Z/2) y H(Ly;Z/2) son isomorfos a Z/2, tenemos que p§ es un
isomorfismo. Se sigue que v : H°(Lg;Z/2) — H°(RP>;Z/2) es el homomorfismo cero, entonces
—e(L): HY(RP>;7Z/2) — H'(RP>;Z/2) es un isomorfismo.
]

Como consecuencia de este teorema podemos calcular el anillo de cohomologia de los espacios

proyectivos.

Corolario 2.2.18. Como una dlgebra sobre Z/2 = 7y tenemos que
H*(RP"; Z3) 2= Zyle(Ln)] /e(La)" ™,
donde L, — RP™ es el haz de lineas canonico.

Demostracion. Dado que RP* — RP" tiene celdas de dimensién mayor que n, usando
cohomologia celular tenemos que

HY(RP>,RP™;Z5) =0

parat < n.
Ademaés usando la sucesion exacta de la pareja, tenemos que la inclusién j : RP™ — RP* induce
un isomorfismo 4 4

J5: H'(RP*;Zy) — H'(RP™;Zs)

para i < n — 1. Para ¢ = n tenemos una parte de la sucesién exacta
0 — H"(RP>;Zy) —— H"(RP™; Zy).

Pero por el teorema anterior tenemos que H™(RP™;Zy) = Zs. Lo cual implica que j* es un iso-
morfismo para ¢ = n. Usando la naturalidad de la clase de Euler (proposicién 2.2.9) se sigue que
e(Lyn) =e(j*L) = j*(e(L)). Ademds j* es multiplicativo, por el teorema anterior, se infiere que los
generadores de H*(RP™;Zy) como un grupo abeliano son las potencias e(L,,)? para 0 <1 < n.

|

Una importante consecuencia del corolario anterior es la siguiente.
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Corolario 2.2.19. Sea q : T'S™ — S™ el haz tangente de la n-esfera. Entonces la clase de Fuler
e(TS™) € H"(S™;Z/2) es cero.

Demostracion. Sea p : S — RP"™ la funcién cociente. Dado que p es un difeomorfismo
local, se tiene que la diferencial de p denotada por dp : T'S™ — TRP™ es un isomorfismo en cada
fibra, es decir, se tiene un mapeo de haces

7" — P TRP"

Sm TRP”

Consideremos el homomorfismo inducido en cohomologia p* : H"(RP™;Z/2) — H"(S";Z/2)
para n > 1. Por el corolario 2.2.18, e(L,,)" es el generador de H"(RP™;Z/2).
Se tiene que p*(e(L,)") = (p*e(Ln))™ v p*(e(Ln)) € H(S™;Z/2) = 0, se sigue entonces que p* es
el homomorfismo cero, de la naturalidad de la clase de Euler (ver proposicién 2.2.9) se concluye
que e(T'S™) = (p*e(TRP™)) = 0 para n > 1.
Para el caso n = 1 notemos que ¢ : T'ST — S! es un haz trivial, as{ que posee una seccién que no
se anula, aplicando la proposicién 2.2.12 se tiene que e(7'S') = 0.

|

Se tiene la versién compleja para el teorema 2.2.17 y el corolario 2.2.18.

Teorema 2.2.20. El anillo de cohomologia H*(CP>;Z) estd generado como anillo por la clase de
Euler e(L) € H?(CP®°;Z) y puede ser identificado como un anillo de polinomios en una variable.

Corolario 2.2.21. Como una dlgebra sobre Z: tenemos
H*(CP™;Z) = Z[e(Ly)/e(Ln)" ]
donde L, — CP™ es el haz de lineas complejo candnico.

Para la construccién de las clases de Stiefel Whitney de un haz vectorial real de dimensién n
usaremos generalizaciones del isomorfismo de Thom y la sucesiéon de Gysin.

Supongamos que p : E — B es un haz vectorial real sobre un complejo CW. Existe una
métrica Riemanniana en p que induce a cada fibra p~!(x) un producto escalar (—, —), que depende
continuamente de x € B.

El haz de esferas asociado al haz p : E — B que denotamos por S(F) — B es un haz fibrado
cuyo espacio total esta definido por

S(E)={y € E|{y,y). =1, z=p(y)}.

Supongamos que B es un complejo CW y que C' C B es un subcomplejo. Para todo haz vectorial
real p: E — B de dimensién n, denotemos por p¢ : E|C — C la restriccién del haz a C' y sea
Ey|C el complemento de la seccién cero de E|C. Como B es un complejo CW, E también lo es y
tanto F|C como Ey son subcomplejos de E.

Més atn, la inclusién S(E) < Ej es una equivalencia homotépica. Como E|C y S(E) son
subcomplejos de E, la triada (E|C U S(E); E|C,S(E)) es escisiva , consecuentemente la triada
(E|C U Ey; E|C, Ey) también. Por lo tanto las inclusiones inducen los siguientes isomorfismos en
cohomologia

Hq(E|C U Ey, E()) = Hq(E|C, Eo‘C),

Hq(E|O U E07E|O) = Hq(E07EO|O)'

Teorema 2.2.22. Sea p: E — B un haz vectorial real de dimension n sobre un complejo CW
B con C C B un subcomplejo. Entonces para cada q tenemos un isomorfismo

¢ : HY(B,C;7/2) — H"™(E, E|C U Ey; Z/2).
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Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en cohomologia con coefi-
cientes en Z/2

oo —s HIT"YE|C, Ey|C) — H*"(E,E§) — H*"(E, Ey) — H™(E|C, Ey|C) — - -~

QT: gT WT: T:

SN £ (i (o) p— ; L T} : Ne) HY(B) H(C)

donde E§ := E|C U Ey.

En el primer renglén estd la sucesién exacta de la terna (E,ES, Ep) donde hemos sustituido
H*(E|C, Ey|C) en lugar de H*(E§, Ey) usando los isomorfismo que acabamos de exhibir. El se-
gundo rengldn es la sucesién exacta de la pareja (B, C).

Finalmente las fechas verticales estdn dadas por «(z) = p*(x) — tg|c, 7(y) = p*(y) — tr con cla-
ses de Thom tg|c y tg. El homomorfismo /3 estd dado por (z) = p*(z) — tr donde se consideran
p: (E,E|C) — (B,C) y el producto cup de parejas —: HY(E, E|C) x H"(E, Ey) — HI*"(ES).
De acuerdo con el isomorfismo de Thom (teorema 2.2.13), « y v son isomorfismos, y aplicando el

lema del cinco se tiene que [ es un isomorfismo, como se queria probar.
|

Se tiene una versién analoga del resultado anterior para haces vectoriales complejos.

Proposicion 2.2.23. Seap : E — B un haz vectorial complejo de dimension m sobre un complejo
CW B y que C C B es un subcomplejo. Existe un isomorfismo

¢: HYB,B;Z) — H"""™(E,E|C U Ey; 7).
Existe una version relativa de la sucesién de Gysin como se muestra a continuacion.

Teorema 2.2.24. Supongamos que p : E — B es un haz vectorial real de dimension n sobre
un complejo CW B y que C C B es un subcomplejo. Entonces existe una sucesion exacta en
cohomologia,

—e(FE o
s BBy, Bo|C3Z/2) —s H(B, C;2,/2) —EL Hotn (B, 7,/2) —Es HOVM By, Fo|C57,/2) —

Esta sucesion es conocida como sucesion relativa de Gysin del haz vectorial real.

Demostracion. De forma andloga al caso absoluto consideramos el siguiente diagrama con-
mutativo

P —e(E)

s HT =By, Bo|C) HY(B,C) HI+"(B,C) — 2= HI*"(Ey, Bo|C) — - -

r——= HU" N (Ef E|C) ——= H*"(E, Bf ) —— H*"(E, B|C) —— H™"(Ef ,E|C) — -

donde E§ = E|CUEy, ¢ es el isomorfismo de Thom relativo (teorema 2.2.22 ) y la sucesién inferior
es la sucesién exacta larga de la terna (E, E, E|C).
El hecho que p: (E, E|C) — (B, C) es una equivalencia homotdpica implica que p* es un isomor-
fismo.
Entonces usando el teorema de escisién, tenemos que ¢* es un isomorfismo. Ahora definimos
= o 1 odo (t*)7L. De manera similar a como se probé en el caso absoluto se prueba que el
segundo cuadrado conmuta, de la misma manera se prueba que el tercer cuadrado conmuta, por
lo tanto la exactitud de la sucesién de abajo implica la exactitud de la sucesién de arriba.

|

También tenemos un sucesién de Gysin relativa para el caso complejo.

Proposicion 2.2.25. Sea p : E — B un haz vectorial complejo de dimension m. Existe una
sucesion exacta en cohomologia.

—e(FE >
—— HI2m=1(Ey Ey|C;Z) s HY(B,C;7Z) e—(; HI2™ (B, C;Z) LN HI2™M(Ey, Bo|C;Z) ——

esta sucesién es conocida como la sucesién de Gysin relativa para el haz vectorial complejo.



Seccion 2.3. Construccién de las clases caracteristicas 21

2.3. Construccion de clases caracteristicas

En esta seccion usaremos la sucesion de Gysin para construir las clases de Stiefel-Whitney de un
haz vectorial real y de manera similar construiremos las clases de Chern para un haz vectorial
complejo.

2.3.1. Existencia de las clases de Stiefel-Whitney y de Chern

Definicién 2.3.1. Seap: E — B un haz vectorial real de dimension n. Sea Eq el complemento de
la seccidn cero en E, definimos un nuevo haz de dimension n—1 sobre Ey denotado porq : E — Ejy
de la siguiente manera:

Consideremos E' = {(v,e) € Eg x E | p(v) = p(e)} — Ey; que es el haz pullback de p mediante
la funcion continua p|Ey. Ahora, tomamos el subhaz de lineas de E' dado por

L={(v,e) € E'|e=Xv,\ € R}.

Definimos q : E —» Ey como el haz cociente E = E’/L — Ey. Para todo v € Ey la fibra ¢~ (v)
es el espacio vectorial cociente p~1(b)/(v), donde p(v) = b define b € B y (v) denota el subespacio
de p~1(b) generado por el vector v € p~1(b). Se sigue que la dimension del haz E — Ey esn— 1.

Esta construccién también es valida para el caso complejo.
Observacién 2.3.1. Si definimos pg = p|Fo : Ey — B, y denotamos

iv 1 py ' (b) = Eg

a la inclusion de la fibra sobre b € B, entonces la restriccion E|py*(b) = iy (E) tiene como espacio
total
U @e'®)/w)
vepy (b)

Como la dimension de p: E — B es n, se sigue que pgl(b) ~ R™ -0, lo cual implica que ZZ(E)

es esencialmente el haz sobre R™ — 0 cuya fibra sobre el punto v es R"/{v) = vt.

En otras palabras, esta fibra es el hiperplano en R™ ortogonal a v, asi que restringiendo ’LZ(E) a
Sn=1 C R"™ — 0 obtenemos el haz tangente de la (n — 1)-esfera.

Claramente se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.2. Seap: E — B yp : E' — B haces vectoriales y s{, : B — E' la seccidén
cero. Definimos la siguiente funcion continua

o Ey —)(E@E/)o
v (v, 50p(v))

entonces tenemos un mapeo de haces

E@pSEl Lm/

|

Ey (E® E)o

o

donde & estd definida por a([v, w], (v,u")) = [(v, stp(v)), (w,u')] conv,w € E (v#0) yu' € E'.
Ast por la proposicion 1.1.183 se tiene el siguiente isomorfismo de haces vectoriales:

ESE ~E®pE.

Proposicion 2.3.3. Sea p : E — B un haz vectorial de dimension n sobre un complejo CW.

Entonces la clase de Euler e(E) estd en la imagen de

py: H"Y(B;7/2) — H" Y(Eo;7/2).
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Demostracion. Primero probaremos para el caso en el que B es conectable por trayectorias.
Consideremos esta parte de la sucesién de Gysin para la pareja (B, {b}) (teorema 2.2.24):

H(B, (b)) —& Hn1(B, (b)) —2 B (Eo,p'(b) — 1) —— HO(B, {b}).

Se tiene que H (B, {b}) = 0y como B es conectable por trayectorias, tenemos ademas H°(B, {b}) =
0, esto implica que
po: H" (B, {b}) — H" ' (Eo,p~"(b) — 0)

es un isomorfismo.

Ahora consideremos la siguiente parte de la sucesién exacta de la pareja (Eg,p~t(b) — 0) =
(EQ, R™ — 0)

Hn—Z(Rn _ 0) - H"_l(Eo,R" _ O) +> H?L—I(EO) 41*) Hn—l(Rn _ 0)

Si e(E) € H" *(Ey) es la clase de Euler, entonces usando que e(7'S™) = 0 (ver corolario 2.2.19) y

la observacién 2.3.1 tenemos que i*(e(E)) = e(i*(E)) = e(T'S™) = 0
Por la exactitud de la sucesién existe un tinico elemento x € H" 1(Ey,R™ — 0) que satisface

j*(x) = e(E).
Como el caso n =1 es trivial, podemos asumir que n > 1. Asi que tenemos

pg : Hn_l(BaZ/2) = Hn_l(Bv {b},Z/Z) = Hn_l(Eoan - 07Z/2)7
y por lo tanto e(E) € im(py) se sigue de j*(x) = e(E). Lo cual prueba para el caso en el que B es
conectable por trayectorias.
Para el caso donde B no es conectable por trayectorias, consideramos B = U, B, donde cada B,
es una componente conectable por trayectorias. Tenemos que

(in)  H(B) = [ [ H"(Ba)

donde cada i, : B, — B es una inclusién. Aplicando el caso anterior a cada restriccién i, (E) =
E|B,, se tiene el resultado.
|

Definicién 2.3.4. Sea p : E — B un haz vectorial real de dimension n sobre un complejo CW
B. Definimos las clases de Stiefel-Whitney w;(E) € H'(B;Z/2) del haz, inductivamente sobre
n como sigue:

Consideremos esta parte de la sucesion de Gysin de E:

. ~€ E . > . .
H-1(B;7/2) L 1i(B: 7/2) — > Hi(Eo; 7)2) — > Hi="1(B;7,2).

Para i < n — 2 tenemos que H'""(B;Z/2) y H""""Y(B;Z/2) son cero y por lo tanto pj es un
isomorfismo. Para i = n — 1 tenemos que pj es un monomorfismo. Ademds de la proposicion

anterior se sigue e(E) € im(pg). Por induccion sobre la dimension n, definimos
0 )

y usando el hecho que la dimension de E esn — 1, para i < n definimos

wi(E) = (p5) " (wi(E)).

En particular, si dim E = 0, tenemos que wo(F) = 1, y por lo tanto, para todo E con dim E > 0,
ademds tenemos que wo(E) = 1. Finalmente, para i > n definimos w;(E) = 0.

Teorema 2.3.5. Las clases w;(E) € H'(B;Z/2) definida anteriormente satisfacen los aziomas
i)-v) de la definicidn 2.1.1.
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Demostracién. El axioma ii) se satisface por definicién.
Para probar i) y iii) es suficiente notar que la clase de Euler es natural por la proposicién 2.2.9.
Sean E — By E' — B dos haces de dimensién n y n’ respectivamente. El axioma iv) se sigue
para k = n + n’ de la proposicién 2.2.10 ya que wpyn/(E @ E') = e(E @ E'), wy(E) = e(E)
y wy = e(E’). Para k < n + n' aplicando induccién sobre la dimensién de E @ E’. El caso de
dimensién uno es inmediato. Tenemos las siguientes igualdades:

a*wp(E® E') = wi(a*(E D E)) Por naturalidad.
= wi(E & pi(E")) Por la proposicién 2.3.2.
= w;(E) — w;(pg(E")) Por hipétesis de induccién.
i+j=k
= wi(E) — piw;(E") Por naturalidad.
i+j=k
= pow;i(E) — pjw;(E") Dado que w;(E) = p~ (w;(E)).
i+j=k
=Po wi(E) — w;(E') | ,
i+j=k
por lo tanto
a*wk(m’) =p; Z — w;(E")
Se sigue que
Py ot w (B & EY) = Z — wy(E).

Ademds mpoar = pg y asi en cohomologia se tiene la igualdad a*onf = p§ por lo que py~ la* = wa‘*l.

Sustituyendo en la igualdad anterior:

m  w(ESE) = Y wi(E) — w;(E)
itj=k

es decir,
wp(E®E) = > wi(E) — w;(E').
it+j=k
Finalmente para el axioma v), tenemos que H'(RP';Z/2) = 7Z/2, usando la proposicién 2.1.3,

tenemos que wi(E) = 0 es cero si y solo si F es trivial, lo cual no es el caso aqui.
|

Definicién 2.3.6. Sea q : E — B un haz vectorial complejo de dimension m sobre un complejo
CW B. Definimos las clases de Chern c;(E) € H*(B;Z) del haz inductivamente sobre m como
sigue. Consideremos esta parte de la sucesion de Gysin de E:

—e(E)

H2i—2m(B; Z) H2z(B Z) 9o H%(Eo; Z) l> H2i—2m+1(B; Z)

Para 2i < 2m — 2 tenemos que H*=*™(B;Z) y H*~2™+Y(B;Z) son cero, y asi ¢ es un isomor-
fismo. Ast, por induccion sobre la dimension compleja m, definimos
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y usando el hecho que la dimension de Eesm—1, para i < m definimos

ci(B) = (4) "} (ci(E)).

En particular, st dim E = 0 tenemos que co(E) = 1, y por lo tanto para todo E con dimE > 0,
tenemos ademds que co(E) = 1. Finalmente, para i > m definimos ¢;(E) = 0.

De manera similar al caso real se prueba que las clases de Chern que acabamos de definir
satisfacen los axiomas que se dieron en 2.1.8.
Con esto hemos probado la existencia de las clases de Stiefel-Whitney y de Chern. En la siguiente
seccion se discutira la unicidad de estas.

2.3.2. Unicidad de las clases de Stiefel-Whitney y de Chern

Comenzaremos por definir axiomas de clases caracteristica en general. Posteriormente calcula-
remos la cohomologia de las variedades de Grassmann G,,(R>) con coeficientes en Z/2 y G,,(C>)
con coeficientes en Z. Esto permitird obtener la unicidad de las clases de Stiefel Whitney y las
clases de Chern.

Definiciéon 2.3.7. Una clase caracteristica de dimension i para un n-haz vectorial es una
funcion ¢ que asigna a cada n-haz vectorial real E — B sobre un espacio paracompacto un
elemento ¢(E) € H(B;Z/2), que es un invariante bajo isomorfismo de haces vectoriales y que es
natural; es decir, si f : B’ — B es continua, tenemos ¢(f*(E)) = f*(c(E)).

Denotaremos por C: al conjunto de estas clases caracteristicas. Este conjunto tiene la estructura
de grupo abeliano, donde la suma estd dado por

(c+ )(E) = c(E) + d(B).

Mas ain, la coleccion de estos grupos para un n fijo y la variable i tiene la estructura de un anillo
graduado con la multiplicacion ' _ o
C’:L X Cfb — CZLJFJ
dada por la formula
(c-¢)(E) = e(B) — ¢(B).

Teorema 2.3.8. Euxiste un isomorfismo de anillos graduados
@ :Cp = H™(Gn(R™); 2/2),
definido por ¢(c) = ¢(E,(R*>)) para c € C.
Demostracién. Definimos
Y H' (Gu(RX); Z/2) — C,
parai=0,1,... por
(@) (E) = fi(z),

donde z € HY(G,,(R*®);Z/2) y p: E — B es un n-haz vectorial real, con una funcién clasificante
fE : B— G, (R*) tnica salvo homotopia. Afirmamos que 9 es la inversa de ¢: En efecto,

Vo(e)(E) = f(p(e) = fE(c(En(R™))) = c(fE(En(R™))) = c(E),
esto nos muestra que 1y = Id. Ahora, para todo z € H (G, (R>);Z/2), tenemos que

(@) = (@) (Ba(R™)) = idly, oy = @

lo cual implica que ¢ o1 = id. Es claro que ¢ es un homomorfismo de anillos graduados.
]
El teorema anterior implica que el comportamiento de todas las clases caracteristicas para n-
haces vectoriales estd determinado por el anillo H*(G,,(F*°); R). Por lo tanto es importante tener
una forma explicita de este anillo, lo cual se hara a continuacion.
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Proposicién 2.3.9. Consideremos E,(R>)q el complemento de la seccion cero del haz universal
real de dimension n. Eziste una equivalencia homotépica

[N anl(Roo) — En(ROO)O
tal que la composicion
Gn-1(R®) —= E,(R*®)) — G,,(R™)
es la funcién clasificante del haz ' @ E,_1(R>).

Demostracién. Sea R$° el subespacio de R* que consiste de todos los vectores de la forma
(0,a1,az,...). La funcién 7 : R® — R*® definida por 7(0, a1, ag,...) = (a1,az,...) es un homeo-
morfismo, cuya inversa o estd definida por o(ay,as,...) = (0,a1,as,...).

Entonces 7 determina un homeomorfismo

T anl(R(l)o) — anl(Roo),

dado por 7(V)) = 7V, cuyo inverso estd definido de manera similar.
Definimos

(o3 Gn_l(Rm) — En(ROO)Q
V= ((eo) ®@6(V),e0)
donde ey = (1,0,0,...) € R>® — 0. Mds adn, definimos
B Ep(R®)g — Gp—1(R*)
W, w) = W/ (w)

donde 0 # w € W y W es un subespacio n-dimensional de R*. Es decir, (W, w) es el comple-
mento ortogonal en W del subespacio generado por w. Ahora probaremos que « y 3 son inversas
homotédpicas.

Primero , para todo V € G,,_1(R*), notemos que

pa(V) = B((en) & (V), e0) = ({e0) © 5(V)/{e0) = (V).
La homotopia h; : R® — R definida por
hi(ay,as,as,...) = (ta, (1 —t)a; + tag, (1 — t)as + tag, . ..)
es un monomorfismo para todo t, y ademas induce una homotopia
hi : Gpo1(R®) — G 1 (R™)

que empieza en o o y termina con la identidad.
Por otro lado , para W, w y ey tenemos

aB(W,w) = a(W/(v)) = ({e0) ® 6(W/(w)), o).
En este caso, definimos la homotopia
ki : En(R®)g — En(R™®)
(W,w) = ((w(t)) & hy(W/(w)), w(t))
donde w(t) es una trayectoria en R® — 0 que va de eg a w.

Entonces la homotopia k; empieza en o o § y termina con la identidad. Finalmente tenemos un
diagrama conmutativo

R x E,_1(R®) L—> E,(R®)

Gr_1(R*>) G, (R*>),

Poox
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Donde p(W,w) =W, q(s, (V,v)) =V y v(s, (V,v)) = ({eg) ® 7(V), sep + o(v)). Més ain, v es un
isomorfismo en cada fibra, ya que para cada V € G,,_1(R*>) la fibra sobre V es R x V' y v lo mapea
isomorfamente por la férmula (s,v) — seg + o(v) a la fibra sobre poa(V) = (eg) @ 6(V), donde
po @ EY — G, (R™) es la restriccién de p. Por lo tanto usando la proposicién 1.1.13 concluimos
que pg o a clasifica el @ E,_1(R®) — G,,_1(R>).

|

Proposicion 2.3.10. Sean
E,(R*®) — G,(R*) Yy E, 1(R®) — G,—_1(R*>)

para n > 1 los haces universales.
Sea f: Gp_1(R™®) — G, (R*) una funcidn clasificante del haz

e O E, 1(R™®) — Gp_1(R™).
Entonces existe una sucesion exacta larga

Y —e(En (R>))
_—

Demostracién. Por la prueba de la proposicién anterior sabemos que la composicién
pooa:Gn_1(R®) — G,(R™)

clasifica al haz e! @ E,_1(R>®) y que a es una equivalencia homotdpica.
Consideremos la sucesién de Gysin de E,(R*) (teorema 2.2.15),

s P

=S HI (G (R®)) —s HIT(EY(R®)) —s HITL(G, (R)) —>

T
\ a*i& .
f* L

HI (G (R))

donde e = e(E,, (R*)). Si tomamos f como pgoa y definimos v como 1o(a*) ™!, entonces obtenemos
la sucesion deseada.
]

Teorema 2.3.11. Como una dlgebra sobre Z/2 = Zs
H* (G (R*®);Z2) = Zo[wy, wa, ..., wy]
donde wi,ws, ..., w, son las clases de Stiefel-Whitney
w; = wi(E,(R™)) € H(G,,(R®); Zy), i=1,...,n.

Demostracién. La prueba serd por inducciéon sobre n. Para n = 1, se sigue del corolario
2.2.18.
Ahora supongamos que el teorema es valido para n — 1 para algun n > 1.
Sea f: Gp_1(R®) — G,,(R*) la funcién clasificante para el haz el @ E,,_;(R>).
Por la naturalidad (axioma iii de la definicién 2.1.1) y estabilidad (proposicién 2.1.4) de las clases
de Stiefel-Whitney, tenemos que:

[ (wi(En(R))) = wi(f*(En(R)))

= wi(e! © Epm1(RX))
= wi(En-1(R™))

HIF (G (RY)) ——= HF Gy (RY)) ——= HITH(G (RF)) —— -
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para i =1,2,...,n. Méds ain, como dim E,,_; (R*) = n — 1, tenemos que wy,(E,_1(R*>)) = 0.

Por hipétesis de induccién, tenemos que como algebras
H*(Gn-1(R%)) = Zo[wi1 (Ep—1(R™)), wo(Ep—1(R*)), ..., wn—1(En—1(R*))],

Esto implica que el homomorfismo de anillos f* es suprayectivo en cohomologia. Por definicién
e(En(R>®)) = wy(E,(R>)), asi que la sucesién de la proposicién anterior nos da una sucesién

exacta:
HY(G, (R®))— " HIH (G (R®)) — Lo I (G (R)).

De esta sucesién exacta corta encontramos que todo elemento a € H4"(G,, (R>)) puede ser escrito
como a = b+ ¢, donde b viene de H?(G,,(R*>)) y por lo tanto b es un polinomio en el que todo
término contiene a wy,. Ademads, ¢ viene de H9""(G,,_1(R>)) y asi, por la hipétesis de induccién
¢ es un polinomio en wy,ws, ..., w,_1. Ahora aplicando induccién sobre la dimensién de a se tiene
el resultado.

|

De este teorema se sigue inmediatamente el siguiente corolario el cual dice que las clases ca-
racteristicas para haces vectoriales reales de dimensién n, pueden ser expresadas en términos de
las clases de Stiefel-Whitney.

Corolario 2.3.12. Sea ¢ una clase caracteristica de dimension k para haces vectoriales de dimen-
ston reales. Entonces tenemos que

c= E AJwitwa? - wpr
JET,

donde I, = {J = (i1,42,...,in) EN" | S0 _ vi, =k} y A\j € Zs. Es decir, para cada haz vectorial
real de dimension n E, tenemos que

co(B) =Y Agui'(B) — wi(E) — - — wjy (E).
JEeTy

Damos a continuaciéon un tltimo resultado técnico que nos premitird probar la unicidad de las
clases de Stiefel-Whitney.

Proposicion 2.3.13. Supongamos que L — RP™> es el haz candnico sobre RP™ y que
fiRP® x - x RP® — G, (RP*)
es una funcidn que clasifica el haz L x --- x L (con n factores). Entonces el homomorfismo
fF i HY(GRr(R™);Z2) — H*(RP™ X .-+ x RP™;Zs)
es un monomorfismo.
Demostracién. Por teorema 2.2.17 tenemos que
H*(RP*; Zy) = Zo[wi(L)].
Usando la féormula de Kiinneth tenemos un isomorfismo
H*(RP*® X -+ - x RP*; Zs) & H*(RP®;Zs) ®@ - - - @ H*(RP*; Zs),

asi que
H*(R]P)oo X oo X RPDO,ZQ) = Zg[tl,...,tn]

donde definimos ¢; = 7 (w1 (L)), y m; : RP>® x - .- x RP>* — RP* es la proyeccién en la i-ésima
coordenada.
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Por hipétesis tenemos f*(E,(R*)) =L x --- x L.
Usando 1.1.14 tenemos que L X -+ X L=77(L) @ --- @& 7} (L).
Por la naturalidad y la férmula de Whitney tenemos que:

[ (w(En (R™)))

I
g

|
g

I
—
g
o
3,
=

Consecuentemente, para cada dimensién de 1 a n tenemos que

[r(wi(Ep(R))) =t1 + -+ 1ty
Frwa(En(R®))) =tite + tats + - + titn + - + o1ty

En otras palabras
F (wr(En(R™))) = ok (t1, -y tn), k=1,...,n,

donde oy, para k = 1,...,n, denota la k-ésima funcién elemental simétrica en n variables, que esta
definida en general por

or(ar,az,...,a,) = E @iy Qi+ * Ay, -
11 <t < - <ip
Un resultado fundamental de Newton dice que el subanillo de Zslty,...,t,] que consiste de los
polinomios simétricos es a su vez un anillo de polinomios generado por las funciones simétricas
elementales 01,09, ...,0,. Para una prueba se puede consultar [2].

Como H*(G,(R*>®) = Za[w1 (E,(R*>®)),. .., w,(E,(R*))] por el teorema 2.3.11, se sigue que f* es
inyectiva. En efecto, la imagen de f* es precisamente el subanillo de las funciones simétricas.
|

Teorema 2.3.14. Unicidad de las clases de Stiefel- Whitney Eriste una unica sucesion de
clases de cohomologia asociadas a un haz vectorial real sobre un espacio paracompacto que satisface
los aziomas de la definicion 2.1.1 i)-v).

Demostracion. Supongamos que para todo haz vectorial real sobre un espacio paracompacto
tenemos una sucesién de clases de cohomologia w;(F) que satisfacen los axiomas de la definicién
2.1.1.

Consideremos el haz canénico de lineas L1 — RP!. Por el axioma iv) tenemos que w(L;) =
w1 (L1), ya que ambas clases no son cero en H'(RP';Zy) = Z,. Como L; es inducido del haz
canénico de lineas L — RP* por la inclusién ¢ : RP! < RP>, y * : H}(RP>®) — H'(RP!) es un
isomorfismo, el axioma ii) implica que ¢*(w1 (L)) = w1 (L1) = w1 (L1) y por lo tanto wy (L) = wq(L).
Consecuentemente, la clase total correspondiente a las clases wy definida de nuevo como las suma
de todas, satisface w(L) =1 + wy(L).

Sea f: RP*® x --- x RP*® — G,,(R*) la funcién clasificante del haz

Lx-+xL— RP®x-.--x P>,

Entonces de la naturalidad y de la férmula de Whitney, de la misma manera que en la proposicién
anterior, se sigue que
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= [7(w(En(R>))).

Aqui t; = 7f (w1 (L)) = wi (7} (L)) justo como en la prueba de la proposicién anterior.
De la proposicion anterior f induce un monomorfismo f* en cohomologia, y por lo tanto

W(En(RY)) = w(En(R)).

Ahora, si E — B es un haz vectorial real de dimensién n sobre un espacio paracompacto con una
funcién clasificante fg : B — G, (R*°), entonces usando el axioma de naturalidad y el resultado
que se acaba de obtener, se sigue que

Lo cual prueba que las dos sucesiones de clases caracteristicas son iguales término a término.
[ ]

Existen afirmaciones andlogas para el caso complejo.

Teorema 2.3.15. Las clases ¢;(E) € H*(B;Z) definidas en 2.5.6 satisfacen los axiomas de la
definicion 2.1.8.

Sea C! el conjunto de las clases caracteristicas para m-haces complejos con valores en H(B;Z).
Teorema 2.3.16. Eziste un isomorfismo de anillos graduados
¢ Ch = HY(Gn(C¥);Z),
definido por ¢(c) = ¢(E,(C*>)) para c € C.
Teorema 2.3.17. Como una dlgebra sobre Z,
H*(Gp(C®);Z) = Z[cy, ca, - - - s cn),
donde cq,ca, ..., c, son las clases de Chern

ci = ¢i(E,(C®)) € H*(G,(C™®);7Z), i=1,...,n.
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Corolario 2.3.18. Sea ¢ una clase caracteristica de dimension k para haces vectoriales complejos
de dimension n. Entonces tenemos que

c= E AJCLECE -+ Cpiin,
JETLy

donde I, = {J = (i1,42,...,in) € N" | Y0 2vi, =k} y \j € Z. Es decir, para cada haz vectorial
complejo de dimension n E, tenemos que

o(B) =Y Mel' (B) — 2 (E) — - — cr (E).
JET,,
Proposicién 2.3.19. Supongamos que L — CP*° es el haz candnico sobre CP* y que
f:CP® x .-+ x CP*® — G, (CP*)
es una funcion que clasifica el haz L X --- x L (con n factores). Entonces el homomorfismo
[T H(Gp(C*);Z) — H*(CP*™® x --- x CP*; Z)
es un monomorfismo.

Teorema 2.3.20. Unicidad de las clases de Chern. Existe una unica sucesion de clases de
cohomologia asociadas a un haz vectorial complejo sobre un espacio paracompacto que satisface los
aziomas de la definicion 2.1.8 i)-v).



Capitulo 3
Algebras con division

En este capitulo se probard un importante teorema de algebra que dice que R™ tiene estructura
de algebra con divisién solamente paran = 1,2,4 y 8. Esto se hara usando resultados que involucran
las clases caracteristicas que se estudiaron en el capitulo anterior.

3.1. Definiciones y ejemplos

En esta seccién se exhiben estructuras de algebras con divisién sobre R™ para n = 1,2,4,8,
ademaés se discute la manera de abordar este problema de existencia que es algebraico, en uno
topoldgico.

Definicién 3.1.1. Sea A un espacio vectorial real de dimension finita. Una norma en A es una
funcion

A—RT =10,00)

z = ]|,
tal que

lz+yll <zl +llyl, = y€A,
[Az]l = [Alllzll,  AeR, z €A,
|z =0< z=0.

Definicién 3.1.2. Una dlgebra es un espacio vectorial de dimension finita equipado con una
multiplicacion bilineal

Ax A— A,
(z,y) — xy,

con unidad 1 € A tal que lx = x1 = x para todo x € A. Si ademds A estd equipado con una norma
tal que

eyl = [l[l[y]
se le llama dlgebra normada.

Ejemplo 3.1.3. Mencionamos los siguientes ejemplos de dlgebras normadas:

a) A=R, ||z|| ==z, x € R, con la multiplicacion usual sobre R.

b) A=R2, ||z|| = V2?2 + 22, 2 = 21 + 290, 7; € R, 1 = (1,0), i = (0,1), con la multiplicacion
usual de niimeros complejos sobre R? = C. Si z = x1 — x9i, entonces ||z||*> = 2z.

c) A=TR g = Vat+ad+a2+22, ¢ = x1 + w90 + 235 + 24k, 2 € R, 1 = (1,0,0,0),
1 =(0,1,0,0), 5 = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1), con la multiplicacion de los cuaternios sobre
RY=H. La multiplicacion es determinada por ij =k, jk =14, ki = j, i° = j2 = k?> = —1.
Si q§ = a1 — x2i — 137 — 24k, entonces ||q||> = qq. Esta dlgebra es asociativa pero no es
conmutativa.
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d) A=R8, |c|| = /22 + -+ 22, c= (z1,...,28), con la multiplicacion de los octonios sobre
R® = Q. Esta multiplicacién es obtenida considerando ¢ = (q1,q2) con

q1 = 1 + T2t + w37 + x4k g2 = 25 + Tt + 27 + gk € H,

y entonces definimos c¢' = (q1,92)(¢1,¢%) = (1dy — Goa2, ¢5q1 + ¢=2qy). Esta dlgebra no es
conmutativa ni asociativa.

Del ejemplo anterior se tiene la siguiente proposicion.
Proposicion 3.1.4. Sin =1,2,4,8, entonces R" tiene estructura de dlgebra normada.
Definicién 3.1.5. Una dlgebra con divisén es una dlgebra A sobre R tal que
zy=0=>2=0 o y=0.

Es claro que si R™ tiene estructura de algebra normada, entonces R” tiene estructura de algebra
con divisién.

Observacion 3.1.1. En 1898 Hurwitz probo algebraicamente que R™ tiene estructura de dlgebra
normada solamente para n =1,2,4 y 8.

Adams en 1958 haciendo uso de teoria de cohomologia probd que existe una estructura de dlgebra
con division sobre R™ solamente paran =1,2,4 y 8.

Posteriormente en 1960 Adams y M.F. Atiyah usando teoria K, simplificaron la prueba original
de Adams (ver [1]).

El resto del trabajo se basard en los resultados de Bott y Milnor de 1958, que dan una prueba de
este teorema usando clases caracteristicas.

Cabe mencionar que sélo existen pruebas topoldgicas sobre el problema de las dlgebras con division
sobre los reales.

Con el producto de los reales y complejos se pueden definir sus respectivos espacios proyectivos.
De manera similar se tienen espacios proyectivos para los cuaternios y los octonios.

Definicién 3.1.6. Considerando topolégicamente a los cuaterniones H = R*, definimos el espa-
cio proyectivo cuaterniénico HP™ como el espacio cociente de H"t! — {0} bajo la relacion

T~y < x=\y para algin A € H— {0}.
A pesar de la no conmutatividad de H, esta relacion es de equivalencia.

Definicién 3.1.7. Debido a la no asociatividad de Q solo podemos definir los proyectivos para
n=1,2.

El espacio proyectivo octonidnico QP! estd definido considerando topoldgicamente Q = R8 y
definiendo el espacio cociente de O? — {0} bajo la relacién de equivalencia.

(z,y) ~ (y~'2,1) cuando y # 0.
(x,y) ~ (1,27 'y) cuando z # 0.

Ahora se obtiene un haz canénico de lineas para los proyectivos sobre las distintas algebras.
Para K = R, C,H, Q. El haz canénico de lineas g sobre KP! est4 definido por

E(yx) = {(a,v) e KP' x K? | v € a}.
La proyeccion estd definida por

p: E(yk) — KP!
([z],v) = [2]

es un d-haz vectorial sobre KP! donde d = dimp K.
Posteriormente los haces que acabamos de definir seran de utilidad.

Empecemos con un teorema de Stiefel, que se probara con la ayuda de la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.1.8. El haz tangente TRP™ es isormorfo a Hom(y},v*) donde v+ es el comple-
mento ortogonal de vy} en e"T1.

Demostracién. Sea L la linea que atraviesa el origen en R™"!, que interseca a S™ en puntos
+x. Sea L+ C R"! el complemento ortogonal de L.
Consideremos la identificacién canénica p : S — RP™. Note que los dos vectores tangentes (x, v)
y (—z,—v) € T'S™, ambos tienen la misma imagen bajo la diferencial dp : T'S™ — TRP".
Ademés el haz tangente TR P™ puede ser identificado con el conjunto de todos los pares {(z, v), (—z, —v) }
que satisfacen
z-x=1 z-v=0

Cada pareja es determinada por una funcién lineal
l:L— L*

donde I(z) = v.
Ademés el espacio tangente de RP™ en {+z} es candnicamente isomorfo al espacio vectorial

Hom(L, L1). Se sigue que el haz tangente es canénicamente isomorfo al haz Hom(v},y1).
[ |

Teorema 3.1.9. (Stiefel) Si R™ tiene estructura de dlgebra con division entonces RP"! es
paralelisable.

Demostracion. Supongamos que existe un operacién bilineal
p:R" xR" — R"

sin divisores de cero.
Sea ey, ..., e, la base candnica para R™. La correspondencia y — p(y, e1) define un isomorfismo de
R"™ es si mismo. Por lo tanto la férmula

vi(p(y, e1)) = p(y, e:)

define una transformacion lineal
v; : R® — R".

Notemos que vi(x),...v,(z) son linealmente independientes para = # 0 y que vy (x) = x.
Las funciones vs, ..., v, nos dan n — 1 secciones linealmente independientes del haz vectorial

TRP™ = Hom(v2_,,7v5).
En efecto, para cada linea L que atraviese el origen, se define una transformacién lineal
v L— L+

como sigue, para cada x € L, sea 7;(x) la imagen de v;(x) bajo la proyeccién ortogonal R — L.
Es claro que 77 = 0 pero vg,...,7, son linealmente independientes. Por lo tanto el haz tangente
TRP" ! es trivial, es decir RP™~! es paralelisable.

]

Este resultado se puede relacionar con la paralelisabilidad de las esferas.
Proposicion 3.1.10. Si RP" es paralelisable entonces S™ es paralelisable.

Demostracion. Consideremos la proyecciéon canénica p : S — RP™, ya que es un difeo-
morfismo local, tenemos un mapeo de haces vectoriales

TS — P TRP"

L

ST 4p>RP”
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usando la proposicion 1.1.13 se tiene que
TS™ = p*(TRP™)

si TRP™ es trivial, se sigue que T'S™ es trivial.
|
Por lo tanto, debemos saber para qué valores de n se tiene que S™ es paralelisable, en el resto
del trabajo mostraremos que tnicamente se tiene esto para n = 1,3,7, que combinado con los
dos teoremas anteiores se tendrd que R™ tiene estructura de dlgebra de division solamente para
n=12,4y8.

3.2. Relacién entre haces vectoriales y haces G L(n;R)-principales

Es conveniente mostrar la relacién entre haces vectoriales reales y haces GL(n, R)-principales
ya que los teoremas importantes que utilizaremos en la seccién final tratan con esta relacion.

Definicién 3.2.1. Sea G un grupo topolégico. Una G-accidén derecha sobre un espacio X es una
funcion continua

r: XxG—X
(x,9) = zg :=r(z,9)
tal que para todo x € X se satisface que xe = x donde e es la identidad en G y (xg)9’ = x(gg’)

para todo g,q' € G.
Llamamos a X un G-espacio derecho. Un G-espacio izquierdo se define andlogamente.

Definicién 3.2.2. Una G-accidn es libre si xg = x implica que g = e.

Definiciéon 3.2.3. Sea G un grupo topoldgico. Un haz G-principal consiste de una funcion
continua p : P — X, una G-accidn derecha sobre P, de manera que existe una cubierta {Uy}aea
de X 1y homeomorfismos 0o : Uy x G — p~1(U,) que satisfacen

1) el siguiente diagrama conmuta

UXG%p Us)

\/

2) Para todo v € X y g € G, pa(x,9) = pal(z,€) - g.

Existe una relacién entre haces GL(n, R)-principales y haces vectoriales, como se verd a conti-
nuacion:

Sea p: P — X un haz GL(n;R)-principal.
Hay una GL(n;R)—accién izquierda sobre R™ definido por el producto de matrices

l:GL(n,R) xR — Rn
(A,v) — Av.

Esta accion izquierda nos permite definir el espacio cociente de P x R™ bajo la relacién de
equivalencia (z4,y) ~ (v, Ay) al cual denotamos por P X gr,n,r) R".
Definimos p : P X g (n,r) R" — X como pla, v] = p(a), la cual es continua y suprayectiva, ademds
para cada z € X, la fibra p—!(z) resulta ser un espacio vectorial isomorfo a R".
Sea {U,}aca una cubierta abierta de X y ¢4 : Uy x G — p~1(U,) una trivializacién local de p.
La funcién
Yo : Uy x R" — 1 (Uy)
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dada por ¥(z,v) = [pa(z, Id),v] es un homeomorfismo y es lineal en fibras. Por lo tanto
p: P XGL(n,]R) R — X

es un haz vectorial de dimensién n, el cual es llamado haz vectorial asociado al haz GL(n;R)-
principal p: P — X.

Reciprocamente, cada n-haz vectorial ¢ : E — X, induce un haz GI(n,R)-principal de la
siguiente manera:

Sea q : E — X un haz vectorial de dimensién n. Sea
P(E) = {(v1,.,v) € B" | q(1) = - = a(v) y {v1, .., v} son base }.

Definimos la funcién continua p : P(E) — X por p(vy,...,v,) = q(v1). Entonces p es un haz
GL(n,R)-principal que es llamado haz de marcos. En efecto, sea v, : U, x R* — ¢~ }(U,)
una trivializacién local de ¢, definimos la funcién continua ¢, : U, x GL(n,R) — p~1(U,) como
valx, A) = (Yo(z, Aler)), ..., Yoz, Alen))), donde {e1,...,e,} es la base canénica de R™.

Definimos la accién P(E) x GL(n,R) — P(FE) como (vi,...,v,) - A = (wy,...w,) donde
w; = B(A(e;)) con B : R* — ¢~ !(z), el isomorfismo lineal dado por B(e;) = v;, donde x = q(v1) .
Es inmediato ver que ¢, es equivariante, i.e. pq(x, A) = o (x, Id) - A.

La inversa ¢! es la funcién continua

<p;1 : qil(U(,) — Uy X GL(n,R)

dada por o~ (v1,...,vn) = (q(v1), 95 % 0 B).
Se obtiene entonces que el espacio P(E) tiene estructura de haz GL(n, R™)-principal.

Si el n-haz vectorial ¢ : F — X esta equipado con una métrica Riemanniana, siguiendo el
proceso que acabamos de describir obtenemos un haz O(n)-principal llamado haz de marcos
ortonormales.

La relacién entre una construccién y otra es que si tenemos un n haz vectorial ¢ : £ — X con
métrica Riemanniana entonces este es canénicamente isomorfo a P(E) xo(,) R".

3.3. Resultados preliminares

Posteriormente serd de utilidad un teorema que relaciona los grupos de homotopia del espacio
base, el grupo y el espacio total de un haz G-principal.

Todo haz G-principal en particular es un haz fibrado, por lo tanto se puede aplicar el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.1. Todo haz fibrado es un fibracion de Serre.

Una prueba de este resultado se puede consultar en el capitulo 4 seccién 5 de [1].
Adems3s se tiene el siguiente teorema

Teorema 3.3.2. Sea p : E — B una fibracion de Serre, si tomamos puntos base by € B y
eo € p~L(bo) := F, entonces hay una sucesion exacta larga

oo — 1, (F ep) e T (E, o) L 7 (B, bo) i>7rn_1(F, ey) — ...

... ——mo(F, ep) L To(E, e0) —= mo(B, bp).
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Una prueba de este resultado se encuentra en el capitulo 3, seccién 5 de [1].
Como consecuencia de los dos teoremas que acabamos de mencionar, se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 3.3.3. Para un haz G-principal p : P — X se tiene la siguiente sucesion exacta larga

e 1 (F, ) — 1 (P, a) — 2 1 (X, p(a)) —2 1 (Fy ) — . ..

> 7o(F, a) —=> 70 (P, a) — > mo(X, p(a)).

Notemos que para este caso el espacio basado (F,a) = (G, e) ya que para cada a € F tenemos
un homeomorfismo v : (G,e) — (F,a) dado por g — a - g.

En [7] Steenrod describe haces G-principales sobre S™ utilizando los elementos de m,—1(G),
cuando G es conectable por trayectorias:
Sea ¢ : E — X un n-haz vectorial, consideremos a p : P(E) — X, el haz GL(n,R)-principal
asociado. Si ¢ : E — X admite una métrica Riemanniana podemos reducir el grupo GL(n,R) al
grupo O(n). Si ademés el haz vectorial estd orientado podemos reducir al grupo SO(n).
Sea & un haz G-principal sobre S™, existe una cubierta {U,V} sobre S™ que consiste de dos
hemisferios abiertos cuya intersecciéon es una banda abierta que contiene al ecuador S™ 1.
Ademas tenemos las trivializaciones locales de &:

<pU:U><G—>p71(U)
oy VxG—p Y(V)

las cuales nos definen una funcién continua
guv :UNV — G

donde gy o ¢y (,¢) = (2, guv ().
Existe un retracto por deformacién ¢ : S"~! — U NV, asf que definimos

T:=gyyor:S" ! —G.

En [7] se prueba que existe una biyeccién [£] <— [T] entre las clases de equivalencia de haces G-
principales y elementos de 7,1 (G), como se enuncia en el siguiente teorema, usando la notacién

de 3.3.3.

Teorema 3.3.4. Sea G un grupo topoldgico conectable por trayectorias, la clases de equivalencia
de haces G-principales sobre S™ estdn en correspondencia 1 —1 con los elementos de 7,1 (G). Tal
correspondencia estd dada por [£] +— [T].

Ademds si definimos x := v; A, tenemos que x(a) = [T] donde a es el generador candnico de
T (S™).

Corolario 3.3.5. Un n-haz vectorial orientado p : E — S™ es trivial si y solo si la funcion
T : S"~! — SO(n) es homotdpica a la constante, aqui T es la funcion definida para el haz
SO(n)-principal asociado a p.

Demostracién. Para el haz producto S™ x R® — S™ el haz SO(n)-principal asociado
a éste es pr : S™ x SO(n) — S™ donde pr es la proyeccién en el primer factor, por lo tanto
T:S5" 1 — SO(n) es la funcién constante 2 +— I donde I es la matriz identidad. De la biyeccién
[€] «— [T] que se menciona en el teorema anterior, se tiene que todo haz SO(n)-principal sobre
S™ es equivalente a pr : 8™ x SO(n) — S™ si y solo si T es homot6pica a la constante.
Note ademds que el haz SO(n)-principal asociado a p es equivalente a pr : S™ x SO(n) — S™ si
y solo si p es un haz trivial, de donde se obtiene el resultado.

|
Ademés en [7] se prueba el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.6. EL haz SO(n)-principal asociado del haz tangente de S™ es el haz
f:80(n+1)— SO(n+1)/SO(n) = S"

donde f es la proyeccion candnica.
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3.4. Sobre la parelelisabilidad de las esferas

Esta seccién estd basada en [5], usando un teorema de Bott y uno de Wu, Milnor prueba el
teorema sobre la paralelisabilidad de las esferas.
Cabe mencionar, que usando la relacién de la seccién 3.2, para un haz O(n)-principal &, denotamos
como w; () a la i-ésima clase de Stiefel Whitney del haz vectorial asociado a &.

Definicién 3.4.1. Sea p : P — X una haz O(n)-principal. La i-ésima clase de Pontrjagin
de P A
pi(P) € HY(X;7Z)

estd definida por las clases de Chern del haz complejificado E ® C (donde E es el haz vectorial
asociado a P) de la siguiente manera

Teorema 3.4.2. [3] Para todo haz O(m)-principal P sobre la esfera S**, la clase de Pontrjagin
pe(P) € H¥(S%) =2 7 es divisible por (2k — 1)!.

El epimorfismo canénico Z — Z,4, induce un homomorfismo H*(K;Z) — H*(K;Z4) que
serd denotado por ¢ — [c]4. Sea i : Zy — Zy4 la inclusion.

Teorema 3.4.3. [9] Para todo haz O(m)-principal P sobre K un complejo CW, la clase (px(P))4 €
H*(K;Z4) estd deteminada por las clases de Stiefel Whitney w,(P) € H'(K;Zs). En particular
st las clases de Stiefel Whitney wy(P), ..., wak—1(P) son cero, entonces [pr(P)]s = ixwar(P).

La prueba de este resultado estd en chino, asi que Milnor incluyé una prueba en [5].

Teorema 3.4.4. Eziste un haz O(m)-principal £ sobre la esfera S™ con w,(§) # 0 solo para
n=1,2,4u 8.

Demostracion.

=) Paran = 1,2,4,8. Consideremos los haces canénicos yx sobre KP! para K = R, C, H, Q.
Usando los corolarios 2,2,17 y 2,2,18 se tiene que

H*(KP'; Zs) = Zs[a]/a®

donde a = wq(yx) € HYKP;Zy) es la d-ésima clase de Stiefel Whitney del haz vk y
De la estructura celular de los espacios proyectivos se obtienen homeomorfismos

RP' = St

CpP'=5*

HP! =~ 5

Op! = S8
Por lo tanto tenemos que vk es un n-haz vectorial real para n = 1,2,4, 8 sobre S™ con clase

de Euler no nula, tomando los haces de marcos ortonormales de estos haces vectoriales se
obtiene el resultado.

<) Por [8] un haz con estas caracteristicas existe solo si n es una potencia de 2. Asi que solo
consideramos el caso n = 4k para k > 2. Las clases w;(§) € H’(S*;Z,) son cero para
1 < j <4k —1, asi que usando el teorema 3.4.3, se tiene la siguiente igualdad

(pr(€))a = ixwar (&) € H™ (S Z4) = 74y

Por lo tanto wyx(€) = 0 si y solo si pr(€) es divisible por 4. Por el teorema 3.4.2 se sabe que
pr(§) es divisible por (2k — 1)!, por lo tanto w4k (§) = 0.

Finalmente se prueban los resultados principales de esta seccién.
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Teorema 3.4.5. La esfera S™ es paralelisable solo para r =1,3,7

Demostracién. Sea T'S™ el haz tangente de S™, por la proposicién 3.3.6 su haz SO(n)-
principal asociado esta dado por

SO(n) —= SO(n +1) —L= 57,

del corolario 3.3.3 y el teorema 3.3.4 se tiene la siguiente sucesién de grupos de homotopia:

e (SO + 1)) =L 7 (57) s 11 (SO(R)) — = 1 (SO(n 4 1)) —— ...

Por el teorema 3.3.4 se tiene que x(«) es el elemento que le corresponde al haz tangente de S™.
Para cada A € m,(SO(n + 1)) denotemos por &, al correspondiente haz SO(n + 1)-principal sobre
Sntl,

Sean 1 el generador estdndar de H,,1(S™"!,Z), por [7] se tiene que

—(e(€x), ) = f+(N),

donde e(&y) denota la clase de Euler de haz vectorial orientado asociado a £y. Si suponemos que
S™ es paralelisable, por el corolario 3.3.5 se tiene que x(a) = 0.

De la exactitud de la sucesion del haz SO(n)-principal, el homomorfismo f, es suprayectivo, por lo
tanto, existe A € m,(SO(n + 1)) con f.(A) = a. Se infiere que la clase de Euler del correpondiente
haz &, satisface

<€(£/\),/L> = _f*()\) = —qQ.

Asf e(€)) es generador de H" 1 (S™"1 Z), por lo tanto w,41(€) = (e(£))2 no es cero.
El teorema 3.4.4 nos dice exactamente para qué valores de n la clase w,11(§) # 0, por lo tanto
n=130 7.

|

Corolario 3.4.6. Existe una estructura de dlgebra con division sobre R™ solo paran =1,2,4,8
Demostracion.

=) Se sigue del teorema 3.1.4 ya que en particular una dlgebra normada es una &dlgebra con
division.

<) Para n =1 se sigue de inmediato. Supongamos entonces que R™ tiene estructura de dlgebra
con divisién con n > 1. Por el teorema 3.1.9 se sigue que RP"~! es paralelisable, de la
proposicién 3.1.10 se tiene que S™~! es paralelisable, por el teorema 3.4.5 se tiene entonces
quen—1=1,3 o 7,y porlotanton=1,2,4, u 8.
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