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Die Physik erkldrt die Geheimnisse der Natur nicht,
sie fiihrt sie auf tieferliegende Geheimnisse zuriick.

Carl Friedrich von Weizsacker
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Resumen

El enredamiento cudntico es un recurso dinamico que se ve afectado por
la ineludible interacciéon con el ambiente. Debido a la imposibilidad de tener
un sistema completamente aislado es de crucial importancia el estudio de
sistemas y su interaccion con el ambiente. En particular, un sistema cuanti-
co que esta en un estado enredado, al interactuar con un ambiente se vera
sometido a un proceso de decoherencia que afecta a dicho enredamiento.

En esta tesis se analiza la evolucion y distribucién del enredamiento en
un sistema de cuatro qubits cuando dos de ellos (.S;), inicialmente enredados,
interactian localmente mediante una transformacion unitaria U; con su res-

pectivo ambiente (FE;) también modelado como un qubit adicional (Figura

1).
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Figura 1: Dos sistemas S; enredados que interactiian localmente mediante
una transformacién unitaria U; con su respectivo ambiente FE;.

Las interacciones entre sistemas S; y ambientes E; estan modeladas con

los mapas cuanticos que representan a los canales Amplitude Damping Chan-
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nel (ADC) y Dephasing Channel (DC), a partir de los cuales se desarrollan
tres diferentes ejemplos: en el primero tanto la interaccion del subsistema A
(compuesto por Sy y E;) como la del subsistema B (compuesto por Sy y Es)
estdn modeladas con el mapa cuantico correspondiente al ADC; en el segun-
do ejemplo se utilizé el mapa cuantico de DC para modelar las interacciones
de los subsistemas A y B; por ultimo se desarrolla un ejemplo donde la in-
teraccion en el subsistema A esté dada por el mapa cuantico correspondiente
al canal ADC, mientras que en el subsistema B la interacciéon corresponde al
mapa cuantico del canal DC.

El anéalisis se realiza para un mismo estado inicial

|w(0)>5152E1E2 = [Oé|00> + 6’11>]515’2’00>E1E2' (1)

En cada uno de los ejemplos se estudia la dinamica y distribucién de enre-
damiento bipartido y multipartido entre los diferentes subsistemas.

Con el desarrollo presentado en [1] se llega a una relacién de conservaciéon
de enredamiento que engloba enredamiento bipartido y multipartido. Bajo
las condiciones en las que se estudia al sistema de cuatro qubits se verifica
la relacién de invariancia en cada uno de los tres ejemplos. Adicionalmente
se estudia una medida del enredamiento multipartido para sistemas de N
qubits: la concurrencia multipartida Cy [2].

Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis llevan a concluir que
la decoherencia no solamente degrada el enredamiento entre los sistemas,
sino que puede ser utilizada para la distribuciéon del mismo e incluso en la

generacion de enredamiento multipartido.
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Introduccion

El enredamiento cudntico ha ocupado un papel fundamental en la fisica
cuantica desde la trascendental publicacion de Albert Einstein, Boris Po-
dolsky y Nathan Rosen en 1935 [3]. Este fendmeno ha representado un gran
reto para numerosas generaciones de fisicos y ha sido estudiado tanto desde
el punto de vista fundamental como préactico. Si bien las primeras investiga-
ciones sobre el enredamiento involucraban sistemas bipartitas (compuestos
por dos partes), actualmente el enredamiento es estudiado en sistemas com-
puestos por mas de dos particulas. Al tratarse de un fenémeno dinamico y
debido a sus aplicaciones y a su rol fundamental en la mecénica cuantica, en
los tltimos anos se ha logrado obtener resultados significativos relacionados
con la generacion de estados con enredamiento multipartido, la transferencia
de enredamiento entre dos sistemas y con la dindmica de estados enredados
bajo la influencia de un ambiente [4].

La interaccion de un sistema con el ambiente, ademéas de ser inevitable,
tiene significativas consecuencias pues se induce un proceso de decoherencia
que afecta tanto a la coherencia como al enredamiento de un sistema abier-
to, esto se ha visto muchas veces como un problema y entonces surge una
pregunta jserad la decoherencia la eterna enemiga del enredamiento o podra
ser utilizada a favor de éste?

Se sabe que el enredamiento entre dos sistemas decrece debido a un pro-
ceso de decoherencia, jpero qué ocurre cuando se tienen dos sistemas enre-
dados que interactiian localmente con un ambiente? Para conseguir un mejor
entendimiento de la dindmica y evolucién del enredamiento en un sistema
multipartita se han buscado leyes de conservacién que lo gobiernen. Dentro

de este trabajo se utiliza una invariante de la dindmica de enredamiento que



involucra enredamiento bipartido y multipartido.

En esta tesis se responderan a estas preguntas analizando un sistema de
cuatro qubits bajo la accion de diferentes procesos de decoherencia. Dos de los
qubits se encontraran inicialmente enredados y cada uno de ellos interactuara
localmente con su respectivo ambiente (también modelado como un sistema
de dos niveles) mediante una transformaciéon unitaria.

Un qubit es un sistema de dos niveles representados como |0) y |1) co-
rrespondientes al estado base y a un estado excitado respectivamente. Expe-
rimentalmente, la implementacion de qubits representa diferentes retos mu-
chas veces dependientes del sistema. Un ejemplo de qubit es el espin de un
electron, el cual es un sistema natural de dos niveles. Otro ejemplo comun
corresponde a los dos niveles electronicos de un sélo dtomo [5].

Para el analisis de la invariante dindmica del enredamiento utilizando el
desarrollo presentado en [1] se recurrird a la desigualdad de la monogamia
[6], para la cual se derivd una relacién para sistemas de 2N qubits y que
es valida para particiones de la forma 2 : 2N — 2 [7]. La desigualdad de la
monogamia estda dada en funcién de la concurrencia. La concurrencia es un
cuantificador del enredamiento y estd definida tanto para estados puros [§]
como para estados mezcla [9]. Por otro lado, como una generalizacién de la
concurrencia, existe también la concurrencia multipartida [2] definida para
estados puros de sistemas de N qubits.

Con estas bases se estudiaron tres ejemplos correspondientes al canal
Amplitude Damping Channel, al Dephasing Channel y un ejemplo més donde
se utilizaron ambos canales.

La dindmica de enredamiento ofrece en la actualidad una gran variedad de
lineas de investigacion que van desde problemas de fundamentos de la mecé-
nica cuantica, el limite entre ésta y la mecanica clésica, hasta las aplicaciones

que se le pueden dar a este recurso.



Capitulo 1

Marco teodrico

1.1. Operador de densidad

El concepto de probabilidad es al cual se recurre cuando no se tiene la
suficiente informacién sobre un sistema. Por ejemplo, acerca de la polariza-
cion de un fotén emitido por una fuente de luz natural se dice que éste tiene
cualquier polarizacién con la misma probabilidad.

Se encontrara frecuentemente que un sistema fisico no esta caracterizado
por una funcién de onda, sino por una mezcla estadistica de estados [ix),
estos estados pueden ser independientes entre si y a cada uno de ellos le

corresponderd una probabilidad p,. Ademaés se cumplira que Z pr = 1.

e
Asi se introduce al operador de densidad que nos permite hacer una des-

cripciéon de un sistema a través de dicha mezcla estadistica de estados.

1.1.1. Estados puros

El primer caso a analizar es aquel en el que se conoce perfectamente el
estado del sistema, es decir, todas las probabilidades p; son iguales a cero,
excepto una, es entonces cuando se dice que el sistema se encuentra en un

estado puro.

Definicion 1.1. FEl operador de densidad para un estado puro 1) se define

de la siguiente manera:
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p =) (] (1.1)

Teorema 1.1. Sea p el operador de densidad de un estado puro. Dicho ope-

rador cumple con las siguientes propiedades [10, 11] :
1. Trp=1.

2. pl = p.
3. (¢|plo) > 0,V|¢) € H?, donde H? es el espacio de Hilbert de dimension
d.

4. p*=p.

Demostracidn. Considérese un estado puro |¢)) =Y a,|n), donde {|n)} for-

n
ma una base ortonormal de H¢ y, ademads, los coeficientes a,, (en general son
complejos) satisfacen Y |a,|* = 1.
n

De esta manera:

L p=0_ann)O_ar(m]) = ana},|n)(m|, entonces

Trlpl = Zﬂ Zan mln)(m])|j)
= ZZ anaz,)(jln) (mlj)
= Zlaj|2<j|j><j|j>=1. (1.2)

J

2. ph = (J) )" = [¥) (] =

3. Considerando un estado |¢) arbitrario,

@lolo) = (B¥) (o)
= (el = 0. (1.3)



4. p* = |UY )] = ) (] = p. Ademés, de la primer propiedad se
sigue que Tr[p?] = 1.

1.1.2. Estados mezcla

Retomando el caso general donde se tiene una mezcla estadistica de es-
tados, la cual esta dada para un sistema para el cual las diferentes proba-
bilidades p1, p2, ..., Pk, ---, Son arbitrarias, y éstas satisfacen las siguientes

condiciones:
1. 0§F1,p2,---,pk;--- < 1.
2. pr=1
k

Para este caso, el estado mas general se define como

p=>_ pilw) (V. (1.4)
!

El operador p es hermitiano, ya que los coeficientes py son reales.

Al igual que en el caso puro, se cumple Tr[p] = 1:

Trlp] = TT[Zk:Pka><¢k|]
= Yo Tr([vw) (i) = 1. (1.5)

k

El operador de densidad de un estado mezcla es también positivo definido:

(Blolo) = D prl@ln) (Prld)
= Yo ml{olvw)* > 0. (1.6)

A diferencia del estado puro, el operador de densidad de un estado mezcla

no es un proyector, es decir, p* # p:



PP = ZZPkPjHT/)kM%Wj)(%H
4, (17)

Para un estado mezcla se cumple que Tr[p?] < 1.

Demostracion.

TT[P2] = ijk/)kazp?éjk
I .k

= >0 < Cp) =T’ =1. (1.8)

Como ya se vio anteriormente, la igualdad de esta ecuacion corresponde al

caso de estados puros.

1.1.3. Poblaciones y coherencias

., Cudl es el significado fisico de los elementos de la matriz de densidad?
Primeramente se consideraran los elementos de la diagonal de la matriz de

densidad p en la base {|u,)}. Siendo la matriz de densidad

p =2 pi|vr) (Wil (1.9)
K

con [¢hy) =Y ¢®|u,), entonces los términos de la diagonal son

Prn = > il (1.10)
k

Aqui a los términos |c®|? se les conoce como poblaciones. Si el estado de
un sistema esté descrito con la ecuacién (1.9), las poblaciones representan la
probabilidad de encontrar a dicho sistema en el estado |u,). De la ecuacion
(1.10) es notable que p,, es un nimero real positivo igual a cero si y s6lo si

todos los términos |c®|? son cero.



La expresion correspondiente para los elementos fuera de la diagonal es,

Prm = Zpkcff)cgf)*, (1.11)
k

estos términos expresan los efectos de interferencia entre los estados |u,) y
|um), que aparecen cuando el estado [1;) es una superposiciéon lineal cohe-
rente de esos estados. A diferencia de las poblaciones, p,.,,, puede ser cero atin
cuando ninguno de los productos cf)c®m* sean iguales a cero, pues ppm, es
una suma de numeros complejos. Si p,,, es cero, quiere decir que no hay al-
gun efecto de interferencia entre los estados |u,,) y |uy,). Por otro lado, si pym,
es diferente de cero, significa que hay estados [¢;) que son una superposicién
coherente de |u,) y |um), por lo que a estos elementos fuera de la diagonal

se les llama coherencias [11].

Para aclarar el término de superposicion lineal coherente consideremos

una funcion de onda de la forma

U(x) = Ek:amk(x), (1.12)

donde a; puede ser constante para el caso estacionario o, de manera mas
general, dependiente del tiempo. Ecuaciones de la forma (1.12) describen
sistemas cuanticos coherentes, donde al obtener la densidad de particulas §

se encuentran términos de interferencia como se muestra a continuacion

6(z) = Y apawdi(z)dw(z)

ke k!
= > larPlon(@)] + D ajawdi(z)ow (2), (1.13)
k k£k!

la segunda suma representa los ya mencionados términos de interferencia.
Sin embargo, hay situaciones en las cuales la superposicion de interés fisico
es incoherente, en estos casos la densidad de particulas no contiene términos

de interferencia [12].



1.2. Sistemas compuestos

Para la descripcién de un sistema compuesto, es util descomponer a dicho
sistema en sus diferentes subsistemas. Asimismo, se puede imaginar la estruc-
turacion de un sistema compuesto a partir de la combinacion de diferentes
sistemas individuales.

Pero, ;qué es un sistema compuesto? Hay sistemas cuanticos particulares
que exhiben una estructura interna; en estos sistemas es posible distinguir
dos o més subsistemas. Un sistema cudntico compuesto es un sistema al cual
es posible descomponer en dos o méas subsistemas. Cada uno de éstos es, a
su vez, un sistema cuantico. Un ejemplo muy simple es una cadena de iones;
en este caso, cada i6n es un subsistema cudntico [13].

Formalmente, el espacio de Hilbert H asociado a un sistema compuesto
o a un sistema multipartita es el resultante del producto tensorial de los
espacios de Hilbert correspondientes a cada uno de los subsistemas. Asi, si
se tienen dos espacios de Hilbert H* y H”, con sus respectivas dimensiones
dimH* y dimHP?, no necesariamente iguales, entonces el espacio de Hilbert

HP del sistema total es resultado del producto tensorial

HAP = g4 o 0B, (1.14)

El producto tensorial de vectores de diferentes espacios de Hilbert esta
contenido en el producto tensorial de dichos espacios. Esto quiere decir que,
dado un vector |¢?) € HA, y un vector |pZ) € HP, entonces el producto de
estos vectores se denotard como |¢?) ® [P) = |p?)|¢B) € HAB.

De la definicién (1.14) se toma una base {|n*)} de H4, y una base {|m?)}
del espacio de Hilbert HZ. Entonces {|n) ® |mP)} es una base del espacio

HAB_ por lo que

dimH*P = (dimH?) - (dimHP). (1.15)

De lo anterior, se sigue que cualquier vector [1)48) € HAP puede ser

expresado de la siguiente manera:



[47) =3 anm[n?)[m®), (1.16)

donde > |an,|* = 1.

1.2.1. Estados reducidos

Cuando se tiene un sistema compuesto y se quiere describir el estado
unicamente de uno de los subsistemas, la operacion matematica que nos
permite extraer dicha informacién es la traza parcial. Sea O4” un operador

en HAB: la traza parcial de O sobre el subespacio A se define como

TrA[O4P) .= Z(nA|@AB|nA), (1.17)

n

con {|n)} una base de H#. El operador resultante es un operador en el
espacio HP.

La traza total, definida como

Tr[0AB] := Tr,5[04F] = Z(mBnA|6AB|nAmB>, (1.18)

nm

con {|n?)} v {ImP)} son bases de los espacios H* y HZ, respectivamente,

es una serie de trazas parciales, como se ilustra a continuacién

Trap|OAP] = Trs[Trp[OAP]] = Trp[Tr4[O4P]). (1.19)

Si 0= p, entonces 04 = Trep = p?, lo cual define a los estados reduci-

dos, donde p# representa al estado del subsistema A [14].

1.3. Operaciones cuanticas

Las operaciones mas generales permitidas por las leyes de la mecanica
cudntica son las transformaciones (evoluciones) unitarias, que esquematica-

mente pueden ser representadas de la siguiente manera:



pr UpUT = L(p), (1.20)

donde U = exp(_%m), ademas UUT = U'U =1y L representa aqui a una
operacién cuantica, H es el hamiltoniano del sistema.

Para describir la dinamica de un sistema abierto, es decir, de un siste-
ma (S+ E), donde S es un subsistema y E es otro subsitema al cual esta
acoplado S y se le llamara ambiente, se requiere de un hamiltoniano que
contenga la interaccién entre el sistema S y el ambiente F como se describe

a continuaciéon:

H=H@I+1® HE +\V°F, (1.21)

donde H® y HP son los correspondientes hamiltonianos del sistema y del
ambiente, respectivamente; mientras que V5 es el término de acoplamiento
del sistema y el ambiente, cuya constante de acoplamiento es A [15].
Tratandose de un sistema abierto, la evolucion de S no sélo sera de acuer-
do a su propia dinamica, sino también a la interaccién con el ambiente. La

solucién a este problema se presentard en base a los operadores de Kraus.

1.3.1. Operadores de Kraus

Si se tiene un sistema S en un estado inicial pg, acoplado con un ambiente
E. que al inicio de la interacciéon se encuentra en su estado base, la evolucion

del sistema completo S+E se expresa de la siguiente manera:

p(t) = Usp(ps ® [0)5(0])Ulp, (1.22)

donde Ugg es el operador de evolucion del sistema completo.

En este caso se esta tratando con un sistema compuesto y, como ya se
vi6 en la seccién (1.2.1), si se quisiera extraer informacién tnicamente del
sistema S, lo que se tendria que hacer es calcular la traza parcial sobre el
ambiente E, utilizando la base ortonormal {|u)} para HF, y aplicando la
férmula (1.17)

10



ps ——— $(ps)

U —— UpgUt Usk
0 —,  —

W

2s

a) b)

Figura 1.1: Dindmica unitaria. a) Sistema cerrado. b) Sistema abierto. $
describe la evolucién de S cuando se ha calculado la traza parcial con respecto
de E, véase ecuacién (1.23) (Figura tomada de [15]).

ps(t) = Tre{p(t)}
= > (ulUse(ps ® |0)£(0)) Ul g)

= > (ulUsg|0)ps(0){0|US 1)
= > Kups(0)K]. (1.23)
donde
K, = (u|Usg|0) (1.24)

es el denominado operador de Kraus, que actiia solamente sobre el espacio
de Hilbert del sistema S.

Este resultado representa la evolucion, no unitaria, del sistema S. Dicha
evolucion estd descrita por un canal cuantico, término adoptado por su

analogia con la comunicacién clasica [15].

11



Propiedades de los operadores de Kraus

Es necesario que una evolucion general de un estado cuantico preserve
la traza y que pueda ser descrita con un mapeo completamente positivo,
para que la normalizacién de los estados se conserve. Aqui se verda que los
operadores de Kraus cumplen esas caracteristicas.

Los operadores de Kraus tienen las siguientes propiedades:

a) Transforman vectores de un espacio H* en vectores de H.

b) Son operadores lineales. Sea {|m)} una base de H*, K[> an|m)] =
ZamK#]m% con a,, € C.
¢) Cumplen con Z K;EKM = Ig, dado que
m

SNKIK, = > (0|UL ) (1|Usk|0)
W

I

= (0|53 1) (ul)Usp|0) = Ls.

Para poder utilizar los operadores de Kraus, a continuacion se verificara

que conservan las propiedades de la matriz de densidad.

L Trips(t)] =1,

Tr[ZKupS(O)KZ] = ZTT HpS(O)KT]

= ZTT (K} K,ps(0)]

= TT[Z(KiKu)ps(O)], (1.25)

o

donde se utilizo la propiedad ciclica de la traza. Utilizando ahora la

propiedad c),
Trlps(t)] = Trlps(0)I] = Trps(0) = 1. (1.26)

12



2. La evolucion del sistema S es hermitiana,

pkt) = D Kups(0)K 1T
= ZK/LPL(O)KZ

= pS<t>7 (127)

aqui se usé la hermiticidad de pl.

3. Para comprobar que la dindmica reducida de S es positiva definida,

considérese un vector de estado |¢) € H?,

(@los(t)|0) = D (0| K,ps(0)K}|6). (1.28)

I

Ya se menciond que los operadores de Kraus envian vectores de un espacio

H* en vectores del mismo espacio, por lo que podemos definir la accién de

estos operadores en la ecuacién (1.28) como K|¢) := |¢,) € H?, es asi que
(@los(t)|) = D _{bulps(0)l6,) = 0, (1.29)
w

pues el operador de densidad pg(0) es positivo definido.

1.3.2. Canales y mapeos cuanticos

Como ya se vid, los canales cuanticos son transformaciones completa-
mente positivas que conservan la traza y permiten obtener informacion de la
dindmica no unitaria del sistema.

Los canales cuanticos que seran analizados dentro de este trabajo son el
Amplitude Damping Channel y el Dephasing Channel, ADC y DC, respec-
tivamente.

Para entrar al tema de los dos diferentes canales cuanticos a estudiar, hay
que hacer énfasis en que los sistemas con los cuales se trabajara a partir de

esta seccién en adelante son qubits. Un qubit es un sistema de dos niveles,
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los cuales se denotardn como |0) (estado base) y |1) (estado excitado) [17].
Algunos de los ejemplos més representativos de estos sistemas son los a&tomos

de dos niveles; particulas con espin IR la polarizacion de los fotones [14].

Para obtener el mapeo cudntico que caracteriza a la evolucién de pg(t) re-
tomamos la ecuacion (1.23), de donde al realizar la traza parcial en diferentes
bases se obtienen diferentes conjuntos de operadores de Kraus equivalentes.
Se sabe que hay a lo més d? operadores de Kraus independientes, donde d
es la dimensién del espacio de Hilbert de S. Esto implica, considerando la
definicién de los operadores de Kraus (ecuacion 1.24), que si {|¢;)} es una
base en el espacio correspondiente a S, entonces la evolucién dinamica de
S correspondiente a los operadores de Kraus K, = 0,...,d*> — 1 puede ser

derivada de una evolucién unitaria de S+F dada por el siguiente mapa:

|$1)]0) = Ko|¢1)[0) + - - - + Kgo_1|n)|d® — 1),
|92)]0) — Ko|¢2)[0) + - - - + Kgo_1|¢ho)|d® — 1),

[6a)|0) = Ko|@a)|0) + -+ + K |@a)|d” — 1), (1.30)

donde los operadores K; actian sobre S [15].
Los operadores de Kraus tienen una expresiéon matricial cuyos elementos

estan dados en términos de la base del sistema S de la siguiente manera:

<7’L5|Kl|ms> = <nglE|U|m50E>, (1.31)
los subindices S y E corresponden al sistema y ambiente respectivamente
[16].

Amplitude Damping Channel

Este canal tiene la caracteristica de representar una interaccion disipativa
entre el qubit S y su ambiente E, pues existe una disipacion de la energia

del sistema S. El ejemplo mas representativo de una interaccion modelada
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por este canal es la emisién espontanea de un fotén por un atomo de dos
niveles, dentro de un ambiente de un campo de modos electromagnéticos a
temperatura cero.

Esta interaccion se modela de la manera siguiente

Uapc(p)]0)s]|0)e — [0)s]0) e (132)
Uapc()|1)sl0)5 — /1= p(t)|1)s]0)5 +/p(H)|0)s|1)z,

donde p(t) € [0,1] y Uapc(p) es la transformacién que corresponde a este
canal. En lo que sigue se omitira la dependencia del tiempo del parametro p.

La primer linea del mapeo corresponde al caso en el que no haya alguna
excitacion inicial en el sistema, entonces éste y su ambiente permanecen en el
mismo estado. La segunda linea muestra que, si se presenta alguna excitacion
en el sistema inicialmente, éste se quedara en ese estado excitado con una
probabilidad (1 — p), o la excitacién se transmitird al ambiente con una
probabilidad p.

Los correspondientes operadores de Kraus se obtendran considerando la

_ 1 0 y
base computacional |0) = (0) , 1) = (1) y la ecuacién (1.31).

u Kgi

s{0|Ko|0)s = s£(00|Uspc|00)sk
= sg(00]00)sp = 1. (1.33)

s(0|Ko|l)s = se(00|Uapc|10)sE
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s(1]Ko|0)s = s5(10|Uapc|00)sk
0.

= se(10/00)sp = (1.35)

s(1|Ko|l)s = se(10/Uapc|10)sE
= sp(10[(v1 = p[10)sp + /p|01)sE) = V1 —p. (1.36)

Para obtener el operador K se obtienen tambien los elementos de matriz.

L] Kll

s(0|K1|0)s = sp(01|Uapc|00)sE
—  55(01]00)s = 0. (1.37)

s(0|K|1)s = se(01|Uapc|10)sE
= SE<01|(\/1 —p’lO)SE + \/]_9’01>SE> = \/]3 (1.38)

s(1|1K1|0)s = se(11|Uapc|00)sE
= sp(11]00)sp = 0. (1.39)

s(1|K1|1)s = se(11|Uapc|10)sE
= sp(11)(v/1 = p|10)se + /p|01)sk) = 0. (1.40)

Por lo que los operadores de Kraus son los siguientes:
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) o)
0 VI p 0 0

Hay que destacar la generalidad de este tipo de mapeos, pues p representa
en general una parametrizacion del tiempo, donde p =0ent =0y p =1
cuando t — oo, y la parametrizaciéon depende del problema especifico a

tratar.

Dephasing Channel

El mapeo correspondiente al canal DC es el siguiente:

Upc(p)|0)s]0) 5 — [0)s]0) s (1.41)
Upc(p)11)s10) 5 — /1= p(H)[1)s10)& + \/p(t)|1)s1) e,

aqui, al igual en el caso ADC p es una parametrizaciéon del tiempo tal que
p=0ent =0y p=1cuando t — oo, en lo que sigue se omitira la
dependencia de t en la notacion.

Contrariamente al ADC, el canal DC modela una interaccién no disipa-
tiva, es decir el sistema S no pierde energia. Una manera de ver este tipo de
interacciones es como una dispersion elastica, en la que el estado del sistema
de dos niveles no cambia; mientras que el estado del ambiente experimenta
una transiciéon sin ningiin intercambio de energia. Lo cual significa, siguiendo
la linea de la dispersion elastica, que esa transicion sin intercambio de energia
se debe a un cambio de momento de las particulas constituyentes [14].

De manera analoga al ADC se pueden obtener los operadores de Kraus

correspondientes al DC, los cuales son

K0:<1 0 ) Klz(o o)‘
0 VI—p 0 P
18).
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1.3.3. Decoherencia

La decoherencia es un proceso por el cual las propiedades clasicas emergen
de manera irreversible debido a la inevitable interaccién de un sistema con
los grados de libertad del ambiente [19].

Como ya se vio en la seccién (1.1.3), los términos fuera de la diagonal
de una matriz de densidad corresponden a la coherencia. Cuando los tinicos
términos distintos de cero de una matriz de densidad son los términos en
la diagonal, el sistema ha perdido sus propiedades cuanticas debido a un
proceso de decoherencia.

A continuacion se mostrara que los canales ADC y DC son de decoheren-
cia. Sea |¢) = «|0) + 8|1) un estado inicial general de un qubit, es decir, a

p = 0. De acuerdo a la ecuacién (1.23) la evolucién de dicho estado es

(1.42)

a*ByI=p [B(1—p)
De esta ecuacién se puede ver que la coherencia decrece conforme p aumenta.
Para el mismo estado, pero para el caso DC, la evolucion estd dada por la

siguiente expresion:

(1.43)

poo(t) = 16)(6] = ( al” af'vi ‘p) .

a*ByI—p B

Aligual que en el caso anterior, se observa que la coherencia decrece conforme
crece p [15]. Evaluando en ambos casos p = 1 se llega a que en ambas
expresiones, (1.42) y (1.43), los términos fuera de la diagonal son iguales
a cero, y como ya se explicd anteriormente, estos términos corresponden a
las coherencias.

Los procesos de decoherencia son de gran importancia desde la perspectiva
del estudio de los fundamentos de la mecanica cuantica y el limite entre ésta
y la fisica clasica; por otro lado, la comprension de la decoherencia nos lleva
a la posibilidad de manejar de mejor manera la pérdida de coherencia y de
enredamiento, debido a las posibles aplicaciones de estas propiedades en el

ambito de la informacién cuéntica.
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Debido a la inexistencia de sistemas completamente aislados, la interac-
cion entre un sistema y el ambiente induce un proceso de decoherencia gene-
rando la pérdida de las propiedades cudnticas del sistema, especificamente,

existe una pérdida de enredamiento.

1.4. Enredamiento

Los estados |¢) de un sistema compuesto A+B que se pueden escribir
como un producto de estados puros en la forma [¢)) = |¢p4)|¢pg), son llamados
estados separables. Por otro lado, aquellos estados que no puedan ser
escritos como un producto de estados puros, es decir, si no hay estados locales
[v1) € H' y 1) € H?, tales que el estado del sistema compuesto |¥) pueda

ser escrito como un producto, o sea,

no existen |ip1) € H', |1) € H? tales que |¥) = [1h1) ® |1b),

entonces, en este caso, a |¥) se le llama estado puro enredado.

Considerando que el valor esperado de un operador A esté dado por ( A) =
Tr(pA), entonces el valor esperado del producto de dos observables A y B

para un estado mezcla esta dado por:

~

(AB) = . nTra(pf A)Tr (o B), (1.44)
k
lo cual es diferente del producto de los valores esperados.

<E><B> = Zpk<//[>k sz<§>l

l

= ZpkpzTTA(p;?A)TTB(pFB). (1.45)
%l
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Como ya se menciond en secciones anteriores, los estados mas frecuentes
no son los estados puros, sino los estados mezcla, siendo este el caso, un
estado mezcla separable p estd descrito por la suma convexa de estados

producto, es decir

p=2_pipi ®p, (1.46)

conp; >0y 3;pi=1

De manera analoga al caso de los estados puros enredados, se tiene lo
siguiente:

Un estado mezcla enredado p es aquel para el cual no existen estados
locales pt, pP y pesos no negativos p;, con los cuales se pueda expresar a p

como una suma convexa, como se muestra en la ecuacion (1.46) [13].

1.5. Cuantificando el enredamiento

En este punto es importante retomar la idea central de este trabajo: el
estudio de la dinamica del enredamiento. Como ya se ha dicho, los sistemas
abiertos estan sujetos a procesos de decoherencia debido a su interaccién con
el ambiente. Siempre que se tenga un sistema compuesto por al menos dos
subsistemas enredados, el enredamiento inicial entre ellos se degrada debido
a la interaccion con el ambiente. De aqui surge una interesante pregunta,
jsera que este enredamiento tinicamente se degrade, o sucedera algo mas?

Para encontrar la respuesta a estas interrogantes se requiere de cuantifi-

cadores de enredamiento que puedan medirlo a lo largo de un proceso.

1.5.1. Concurrencia

La concurrencia es un cuantificador de enredamiento cominmente em-
pleado en sistemas de un nimero finito de niveles, y en particular nos permite

determinar el grado de enredamiento en sistemas compuestos de qubits.
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Para cuantificar el enredamiento entre A y B de un sistema S bipartita,
es decir, S = A+ B, siempre que S se encuentre en un estado puro, se utiliza

la medida propuesta en [8],

Cap = 201 = TrpA) = \/2(1 — Trp%). (1.47)

Esta expresion define a la concurrencia C'yp como una medida de enre-
damiento entre los subsistemas A y B.

Si, por otro lado, se tiene un estado mezcla de dos qubits, es decir, un
estado mezcla donde A y B representen cada uno a un tnico qubit, entonces

la concurrencia, propuesta en [9], se define como,

C(pap) = mazx{0,A} = Cyg, donde (1.48)

cada \; corresponde a un valor propio de la matriz
pag(oy ® o,)php(o, ® o,); estos valores propios estan ordenados decrecien-

Wk

temente. Aqui indica la matriz conjugada de pap, mientras que o, es la

matriz de Pauli (9 ).

1.5.2. Desigualdad de la monogamia

En términos generales, la desigualdad de la monogamia establece que
en un sistema multipartita de N qubits, el enredamiento de un qubit con
el resto del sistema es mayor o igual a la suma de los enredamientos entre
dicho qubit y cada uno de los qubits restantes, cuando dichos enredamientos
estan cuantificados mediante el cuadrado de la concurrencia. La expresion
matematica de esta relacion es

C? >C: +C: +...+C? (1.49)

i/j1j2--JN-1 ij1 1j2 YN-1"

Hay que tener presente que la ecuacién (1.49) funciona bien para particiones

de tipo 1 : N — 1, para otro tipo de particiones no hay certeza de su validez
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en general [6]. Sin embargo se ha derivado una desigualdad de la monogamia
para sistemas de 2N qubits con validez para particiones de la forma 2 : 2N —2
[7],

]

N-1
2 ) 2 2 2
C'i’/j1j1--~jzv_1j§v,1 > Z_l = Cijm + Cz’j;n + Ci’jm + Ci’j,’n' (1-50)

1.5.3. Enredamiento residual

La desigualdad (1.49) contiene explicitamente todo el enredamiento bi-
partido que involucra al i-ésimo qubit y abre el paso a un término extra

llamado enredamiento residual, definido de la siguiente forma

RiECQ

i/j1j2..JN-1

».C2o (1.51)

N-1
m=1
Teniendo en cuenta que el enredamiento residual R; es positivo, a partir
de su definicién es posible reescribir la ecuacién (1.49) como:
2 2 2 2 .
La importancia de esta relacién recae en el término correspondiente al en-
redamiento residual, ya que al no poder ser un término de enredamiento
bipartido, pues, como ya se explico, todo el enredamiento bipartido posible
del i-ésimo qubit esta incluido en el resto de la ecuacion, R; contiene el en-
redamiento multipartido, es decir, enredamiento entre més de dos partes del
sistema.

Para el caso especifico de un estado puro de tres qubits (ijk),

’¢>: Z aijk|ijk>7 (1-53)

i7k=0,1

al enredamiento residual se le conoce como 3-tangle, ;j, [20],

C’%k = C'sz + Ch + Tiji- (1.54)

2

A partir de la siguiente ecuacién es posible obtener 7;;y
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Tije — Cpy — Ch, = 4]dy — 2ds + 4d3), (1.55)

donde

_ 92 9 2 9 2 9 2 2 .
d1 = agoo@111 + Ago1a710 + A100101 T @T00%0115
dy = apo@111@0114100 + @000@111G101C010 + 000@111G110C001+ (1.56)

p11@1004101a010 + A011A100@110001 + G101A0102110G001 5

d3 = appo@110@101G011 + A111Q001@0104100-

El 3-tangle tiene la caracteristca de ser invariante ante las diferentes per-
mutaciones de los subindices. Por tratarse de un término de enredamiento
residual, el 3-tangle representa una cuantificaciéon de un enredamiento entre
todos los qubits del sistema [20].

Un ejemplo clésico es el correspondiente al estado Greenberger-Horne-

Zeilinger,

1
V2

para este caso, el 3-tangle es igual a 1, ya que para el estado GHZ se tiene que

IGHZ) = —(|000) + [111)), (1.57)

Cir =1, con CF, = C, = 0 y de la ecuacion (1.54) se llega a que 75, = 1

7

En contraste con el estado W,

1

W) = —=(]001) + [010) + |100)), (1.58)

S

3

para el cual, 75, = 0.

1.5.4. Concurrencia multipartida

Existe una medida, propuesta como generalizacién de la concurrencia
(ecuacion 1.47) para estados puros bipartitas, con la cual es posible cuanti-
ficar el entrelazamiento multipartido de un sistema de N qubits. La medida

esta definida para estados puros |¥) normalizados [2],
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N
Cn(T) = 21_2\/(2N -2) =Y Trpl, (1.59)

donde la suma corre sobre todas las matrices de densidad reducidas p; del
sistema global.

La concurrencia multipartida C'y se anula cuando el sistema de N qu-
bits es N-separable, es decir, para el caso de un estado |Uy) = @Y, |¢;),
donde |¢;) denota un estado puro del i-ésimo subsistema. Por otro lado, el
maximo de esta medida corresponde al enredamiento de estados GHZ, que
para N qubits es |GHZ) = \}§|O)®” +[1)®™ estos son estados maximamente
enredados [2].

Por ultimo, otra caracteristica de esta medida es que cuando se aplica
a un estado W (ecuacién 1.58), el enredamiento multipartido es distinto de

cero; esto diferencia a Cy del enredamiento tripartido 75, el cual resulta ser

cero para el caso del estado W.
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Capitulo 2

Dinamica de enredamiento en
un sistema de 4 qubits sujeto a

procesos de decoherencia

2.1. Dinamica del enredamiento y sus inva-

riantes

Consideremos dos subsistemas (S, S3) inicialmente enredados. Cada uno
de ellos interactuard unicamente con su respectivo ambiente (Ey, Es), los
cuales se encontraran en su estado base al inicio de la interaccion. Todos estos
subsistemas seran tratados como qubits, por lo que el estado puro inicial del

sistema completo es

‘\IJ(O)>S152E1E2 = |¢(0)>5152|00>E1E27 (21)

donde [1(0))s,5, = |00) + |11} 4 6{01) + ~|10).

Las interacciones entre cada sistema S; y su ambiente E; seran represen-
tadas mediante transformaciones unitarias U.

Como se supondra que no habra interaccion entre los sistemas ni en-
tre los ambientes, se propondrda una transformacién unitaria de la forma

U(t) = Us, g, (t)Us, g, (t) que actuard sobre |¥(0))s, s,z 5, ¥ que representa la
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interaccién de cada sistema con su ambiente; entonces

|\I}(t)> = U52E2U51E1|\I/(0)>' (2'2)

De aqui se puede obtener la matriz de densidad en funcién del tiempo,

p(t) = [ON()] = Usyp,Usym, [ (0) (T (0)|US, 1, UL, s,
= USZEQ USlEl p<0) UglEl UgQEQ ° (23)

Para obtener informacién acerca del subsistema (S;E}), o bien, del sub-
sistema (S2FE»), basta con calcular la traza parcial. Por ejemplo, la matriz

reducida pg, g, esta dada por

psie (1) = Tr(m,s,)p(t)
- U51E1[TT(S2E2)U52E2IO(O)Ug‘gEg]UglEl (24)
U51E1p51E1(0)Ug‘1E1' (25)

Las matrices de densidad reducidas pg, g, (0) v ps,r,(0) se obtienen a
partir de la ecuacién (2.1), y de calcular las respectivas trazas parciales. De

lo cual resulta:

al2+162 0 ay' +48* 0
0 0 0 0
0) = , 2.6
PO = e a5 0 R+ 18P O (26)
0 0 0 0
]oz|2 + W|2 0 ad*+~p* 0
0 0 0 0
,5,(0) = 2.7
ps:e.(0) St + By 0 [B2+0)2 0 (21)
0 0 0 0

Estas matrices son de rango 2. Al evolucionar por medio de una transfor-

macién unitaria, conservaran su rango a lo largo de toda la evolucion, por
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lo que la matriz de densidad pg,g,(t) serd también una matriz de rango 2.
Esta observacion tiene una consecuencia significativa, pues a pesar de que di-
cha matriz reducida corresponde a un sistema de dos qubits, este subsistema
puede ser tratado como un tnico qubit a lo largo de toda la evolucion.
Como el sistema completo estd en un estado puro, es posible utilizar la

relacion (1.47) para obtener el enredamiento bipartido entre (S1E7) v (SaFE»):

[1 = Trp3,, (0)]
[1—Trpg,s,(0)]. (2.8)

O§1E1/52E2 = 2[1 - Trp%1E1 (t)] =2
= 2[1—Trpg,p,(t)] =2

Las tltimas igualdades en cada linea de la ecuacién (2.8) nos llevan a
concluir que el enredamiento bipartido entre (51 E1) y (S2E») es una cantidad
que se conserva, pues es igual a lo largo de toda la evolucion del sistema. A

partir de esto se escribe el enredamiento total inicial €2 como sigue:

8%) = CglEl/SQEQ = 03152 (O) = 4|@B - 76‘2 (29)

Para analizar la distribucién del enredamiento en nuestro sistema, es de
gran utilidad recurrir a la desigualdad de la monogamia. A continuaciéon se
hard eso siguiendo el desarrollo presentado en [1].

Con la desigualdad de la monogamia (1.50) para una particién 2 : 2N — 2

y la ecuacién (2.9) se llega a lo siguiente

53 = C§1E1/52E2 = Cglsg + C§1E2 + 0%152 + C%lEQ + RSIE1/52E27 (210)

donde R, k, /5,5, = CélEl/SQEQ —(C%,p, +Ch, s, + CE,5,) s el enredamiento
residual correspondiente. La ecuacién (2.10) expresa un invariante dindmico
que contiene términos tanto de enredamiento bipartido, como multipartido.
Para obtener un mejor significado de este invariante es necesario descomponer
Rs,E1/s,E, €n términos de enredamiento multipartido ya conocido, como se
hara en lo que sigue.

A partir de la desigualdad de la monogamia (1.49) aplicada un sistema
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de cuatro qubits (i, j, k, 1), se obtiene

Cijjm = Cij + i + Gy + Ri. (2.11)

Para el caso 1 = Sy, E; se obtiene respectivamente,

C§1/52E1E2 = CA%ISQ + C§1E1 + C§1E2 + RSI? (212)

CJ%El/SngE2 = C%'lsl + Célsg + CélEQ + REl' (213)

Con estas dos ecuaciones y con ayuda de la ecuacién (2.10); ademaés,
definiendo R;; = Rg, g, /s,m — (R + R;), se obtiene

Rsie = €5 +2C% 5, — (C3/symm + Chy y51508,);

Rsym, =2 +20% . — (C? 2 ) (2.14)
So By — 60 So Eo ( S2/S1E1E2 + E3/S1S2F1 /"

Las ecuaciones (2.14) son simétricas bajo el intercambio de los subindices
S > Sy, vy By <> Es, asi es que bastard con analizar el subsistema (S;E}),
pues el mismo anélisis es aplicable al subsistema (SyF5).

Por otro lado, ya se vio anteriormente que la matriz pg,p, preserva su
rango a lo largo de la evolucion, ademés dicho rango es 2, por lo que a esta
matriz se le puede considerar un sistema de dos niveles. Bajo este argu-
mento, es posible decir que lo que era un problema de cuatro qubits se ha
reducido al hipotético sistema de tres qubits (Figura 2.1), pues a los qubits
Sy v Fs los consideraremos como uno solo, analizaremos entonces el siste-
ma S;E;(S2Es), donde los paréntesis denotan el tratamiento del subsistema
(E5S2) como un solo sistema de dos niveles. De esta manera se tiene un es-
tado puro de un sistema de tres qubits, donde tinicamente habra interaccién
entre los subsistemas S; y F;. Por simetria, un andlisis similar se puede hacer
para SoFs(S1E)).

De la ecuacién (2.2) se puede ver que el estado |¥(t)) se obtiene de aplicar
Us, g, al estado Ug, g, |¥(0)). Se puede considerar, en general, que del estado

Us,r,|¥(0)) se obtendrd un enredamiento residual entre el trio de qubits
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Figura 2.1: Es posible considerar al sistema de cuatro qubits como un sistema
de tres qubits, donde el subsistema S1E; = A, o el subsistema (SoFE2) = B,
puede ser considerado como un sistema de dos niveles.

S1, Ey, (S2F2), que es el 3-tangle de la relacién (1.54), que se denotard
COMO TE, 5, (E,8,)- Una observacion de este enredamiento residual es que no
representa enredamiento entre los cuatro qubits.

El enredamiento tripartido 7g, s, (g,s,) Permanecerd invariante después de
aplicar la transformacién unitaria Us, g, al estado Ug, g, |¢(0)), debido a la
invariancia del enredamiento bajo transformaciones unitarias locales. Enton-
ces, al aplicar Ug, g, al estado Usg, g, |1(0)) el estado resultante |W(t)), tiene
un enredamiento multipartido 7g,,(g,s,) cuyo valor es independiente de la
transformacién Ug, g,. Por otro lado, observando de la primer ecuacion (2.14)
que el enredamiento residual Rg, g, depende tnicamente de las matrices de
densidad reducidas pg,, pg, v ps,E,, se puede concluir que también Rg, g,
permanece invariante ante la transformacioén unitaria Ug, g, .

De esta forma, con la finalidad de calcular 75,5, (g,5,) ¥ Rs,E,, se puede
considerar que la transformacion Ug, g, es la identidad, pues ello no influira en
el calculo de 7g, s, (£, 5,), i de Rg, k,, dado que ambos permanecen invarian-
tes ante dicha transformacion. Bajo estas consideraciones el qubit correspon-
diente a Fs permanecerd en un estado separable, mientras que el subsistema

(S152FE) permanecera en un estado puro; de esta manera el enredamien-
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to residual tripartido se denotard como 7s,5,5, v se calcula con la relacion
(1.55). Es importante notar que aunque con estas condiciones 7z, g, (g,9,) €S
numéricamente igual al 3-tangle 7s,s,r,, dichas cantidades no tienen el mis-
mo significado fisico, sobre todo si se considerara una transformaciéon unitaria
USQEQ 7& L
Dado que Ug,r, = I Ey permanece en un estado separable y el resto
q S2Eo p P y
de qubits conforman un estado puro durante toda la evolucién, entonces
. . . 7 . 2 2 2
es posible reescribir los términos C5 /g 5 5, ¥ CF, /5,55, c0mo C5 g 5 ¥
2 respectivamente. A estos nuevos términos se les aplica la ecuacién
E1/5152?
(1.54),

Cgl/SQEl - 03152 + C’glEl + 7—8152E1§ (215)
C1%1/5152 = 0%15'1 + 0%15'2 + TSlSQEl‘ (216)
Consecuentemente,
02 + CQ = 02 + CQ
S1/S2E1 Eo E1/5152E5 Sy /S0 F E1/81S2

= 02'152 + C§2E1 + 2C§1E1 + 27—5152E1‘ (217)

Con estas mismas hipotésis se ve que la ecuacién (2.9) queda reducida,

88 = C§1E1/SQE2 = Cg‘ng + C%‘lSQ + TSlsZEl' (218)

De la sustitucion de estas dos tltimas ecuaciones en la ecuacién del enre-

damiento residual Rg, g, (ecuacién 2.14), se llega a que

Rsipy = —Ts1B1(S2 ) (2.19)

Como se explicd antes, si bien este andlisis se realizé bajo el supuesto de
una transformacion Ug, g, = I, el resultado de la ecuacién (2.19) sera valido
para toda transformacion Ug,g,, dado que los términos en esta expresion de

enredamiento residual son independientes de la misma.
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Recordando la siguiente definicion R;; = Rg, 5, /5,8, — (Ri + R;), usando

la ecuacion (2.19) entonces

Rs, /8.8, = Bsy + Rp, — Ts,E,(5,5,)- (2.20)

Ademas, de la simetria del problema entre el subsistema (S, F;) y el subsis-

tema (S2F3), también se tiene la siguiente relacién:

RS1E1/52E2 = RSQ + REQ — TS3FE2(S1FE1)- (221)

Sumando las ecuaciones (2.20) y (2.21), y despejando el valor del enreda-

miento residual Rg, g, /5,5, se encuentra

1
7:‘)’5'1E1/S2E2 = §[R51 + RS2 + RE1 + REz - (751E1(5'2E2) + 7—52E2(51E1))]' (222)

Hasta este punto ya se ha conseguido descomponer al enredamiento residual
Rk, /s, B, €n términos de diferentes enredamientos multipartidos bien defini-
dos. Sin embargo, ain es posible descomponer a los enredamientos residuales
R; en términos mas especificos.

Si partimos del hecho de que una matriz py; de rango 2 se puede estudiar
como un sistema de dos niveles y, ademas, el sistema completo de cuatro
qubits estd en un estado puro, entonces es posible utilizar la ecuacién (1.54)

para realizar la siguiente descomposicion

Citim = Cirjony = Cij + Citway + Tisu
= Ci2j +ChL+Ch+ Tij(kl) T Tikls (2.23)

donde el tltimo término corresponde al enredamiento residual resultante de
aplicar la descomposicién de la ecuaciéon (1.52) a C’iz(kl). Este nuevo término,
Tikl, & pesar de ser muy parecido al enredamiento tripartido, no es el mismo,
pues éste no es invariante ante la permutacién de subindices, como se quiere

enfatizar al subrayar el subindice ¢, ello se debe a que la matriz p;; no
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representa un estado puro; los enredamientos tripartidos 75 y ik son iguales
Unicamente para el caso en que el subsistema ikl se encuentre en un estado
puro.

Haciendo una comparacién de la ecuacién (2.23) con la ecuacion de la

descomposicién para un sistema de cuatro qubits (ecuacién 2.11) se obtiene

Ri = Tipt + Tij(rny- (2.24)
Esto permite calcular 7, el cual no se podia calcular por ser un estado
mezcla, como sigue

Tikl = C-Q/jkl - (CZQJ + ka + Cz2l) — Tij(kl)- (2.25)

7

Volviendo al hecho de que los subsistemas (S1F) v (SoFEs) pueden ser
tratados cada uno como un qubit es posible obtener los siguientes enreda-

mientos residuales

Rsl - TiSQEQ + Tlel(SzEg);
Rs, = Tsy81B, + Tsy5:(51 E1); (2.26)
RE, = TE 8.8, + T8, E1 (S22

Rp, = TEy81 B + TS3E5(51E1)-

Utilizando estas ltimas cuatro relaciones en las ecuaciones (2.10) y (2.22)

se llega a una importante expresion

1
<C:(2) = 03152 + Cg'lEQ + 01’23152 + 01’231]52 + 5[7-&52]-@2 + 782511 +

TE1S2E + TES1E: + TS1E1(S2E2) + TSZEZ(SlEl)]' (2'27)

Se debe destacar que este resultado es valido para cualquier transforma-
ci6n unitaria U = Ug, g, Us, g,, aplicada a cualquier estado de la forma (2.1).
La gracia de la ecuacién (2.27) es que representa una conservacién del
enredamiento; del lado izquierdo de la ecuacion se tiene una constante, el
enredamiento total inicial del sistema, el cual restringe la dindmica de los

términos del lado derecho, que contiene explicitamente términos de enreda-
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miento bipartido y multipartido.

El enredamiento bipartido total es

€Br = 052“152 + C?%Eg + 0123152 + C%lEQ; (2.28)

mientras que el enredamiento multipartido total es

EMULTI = 5[7&52@ + Tsy51 B + TELS:Bs + TEyS1 By + TS By (S2Bs) T TS2Ea(S1Er))-
(2.29)

La ecuacion (2.27) serd la herramienta principal durante el andlisis de la
dindmica del enredamiento en un sistema de cuatro qubits que serda sometido

a tres diferentes procesos de decoherencia.

2.2. Ejemplos de la dinamica de enredamien-

to en un sistema de 4 qubits

Se aplicard la ecuacién de la invariancia del enredamiento (2.27) para
analizar la dinamica de éste en el sistema de cuatro qubits descrito en la sec-
ci6n (2.1). Esta dindmica se analizara para tres casos que corresponden a tres
evoluciones U = Ug, p,Us,E,, y considerando que las evluciones locales Ug, g,
estan descritas por los mapas cudnticos presentados en la seccion (1.3.2).

A partir del estado general descrito en la ecuacién (2.1), es posible elegir
0 =0y vy =0. Con esto se obtiene el estado inicial con el cual se trabajara

en cada uno de los ejemplos:

|w(0)>5152E1E2 = [Q‘OO> + 6’11>]5152’00>E1E27 (230)

donde |a* + 8> = 1.
Es importante hacer énfasis en el hecho de que este estado describe efectiva-

mente un estado enredado de los sistemas Sy y So. Esto se puede comprobar a
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Figura 2.2: Esquema general que muestra a los dos sistemas enredados inter-
actuando, cada uno, con su respectivo ambiente a través de una transformacion
unitaria Uj;.

partir de la euacién (2.9), obteniendo el siguiente valor para el enredamiento

inicial: €% = 4|aB]?.

2.2.1. Amplitude Damping Channel

En este primer caso consideraremos que la interaccion entre sistemas y
ambientes serd modelada con el mapa cudntico amplitude damping channel,
o ADC.

Para transformar el estado inicial (ecuacién 2.30) se utilizara el mapa de

la ecuacion (1.32), con lo que se obtiene un estado evolucionado en funcién
de p(t):

|¥(P)) s, 501, = |0000) + Bp[0011) + (1 — p)[1100) +

+64/p(1 = p)|0110) + B1/p(1 — p)|1001). (2.31)

A partir de este estado se obtiene la matriz de densidad que describe al

sistema completo y con ésta es posible calcular todas las matrices de densidad

reduCidaSa particularmente PS1S2y PS1E1s PS1Ezs PS2E1y PSaEss PE1E2y PS1y PSas

PE, Y PE, (ver Apéndice, 3.0.1).

34



El estado (2.31) evaluado en p = 1 nos da un estado final

|77b(p = 1)>S1SQE1E2 = Oé|0000> + ﬁ|0011>
= (a|00> + 611>)E1E2|00>51527 (2'32)

el cual muestra que al final del proceso los sistemas S; y S5 se encontraran
en un estado separable de los ambientes F; y FEs. Esto se analizard mas a
detalle a continuacion.

De las matrices reducidas p; y con la ecuaciéon (1.47) se calculan las con-

currencias de la forma Cf/jkl, obteniéndose lo siguiente

Cgl/SQElEQ = 032/51E1E2 = 4|a6|2(1 —p)+ 4|B|4p(1 - D),

2 2 2 4 (2.33)
OE1/5152E2 = CE2/5152E1 = 4laB|*p + 4|8|*p(1 — p).

En la Figura (2.3) se puede ver que el entrelazamiento de cada sistema
S; con el resto de los subsistemas (linea verde) inicia siendo méaximo y decae
cuadraticamente hasta anularse por completo en p = 1. En cambio, cada uno
de los ambientes (linea roja), que en p = 0 no estaban enredados con ninguno
de los subsistemas, al llegar a p = 1 presentan un enredamiento méaximo.
A partir de esta grafica se concluye que el enredamiento que los sistemas
estan perdiendo es transferido a los ambientes, en un proceso conocido somo
swapping, por el cual los sistemas (F; y Fs) se enredan sin tener ninguna
interaccién directa [21].

Por otro lado, los enredamientos entre pares de qubits que aparecen en
la ecuacion de la invariancia (2.27), se obtienen de calcular la concurrencia
C’fj, a partir de la ecuacién (1.48) y de las matrices reducidas p;; (Apéndice
3.0.1)

35



09

0.3

0.2

0.1+

. . . 2 2 _ (812 — ‘

Figura 2.3: Concurrencias C7),, para la]* = |B]* = 1/2. La linea verde

representa a las concurrencias C’gl 1SsEr B Y C:éQ JS1E1 By mientras que las con-
. 2 2 . ’ .

currencias C /81828, Y C /518, €StAN representadas por la linea roja.
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C%,5, = [max{0,2(8](1 — p)(la| — [BIp)}]%,
Cg’lEl = C§2E2 = 4|6’4p(1 _p)7

.34
€20 — 2 — (maz{0,2)8\/p )l — 1Bed s Y

Chip, = [max{0,2|8Iplla] — [B](1 - p)I}*.

1
Para o = f = —=, las expresiones (2.34) obtenidas son las siguientes

V2
Cglsg = (1 _p)47
OglEl = ngEg = p(l - p)’
Cém = Cép, =p(1 —p)(1 —/p(1 = p))*,

2 _ .4
OE1E2 =D

(2.35)

09 B
08 B
0.7 B
0.6 - B

a
~ 05F i
04+ B
03 B
0.2 B
0.1F B
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p

Figura 2.4: Concurrencias Cizj para |a|? = |B|? = 1/2. La linea rosa representa
el enredamiento entre S1 y So; la linea creciente negra muestra el proceso de
enredamiento entre F1 v Fo. A lo largo del proceso se genera un enredamiento
entre S1 y Ej igual al que hay entre So y Ey (linea verde), esto debido a
la interaccion sistema-ambiente; de igual forma se produce un enredamiento
cuantitativamente igual (linea roja) entre S1 y Es, y entre Sy y Fj.
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Con las ecuaciones (2.35) se verifica que, efectivamente, el enredamiento
entre los sistemas se transfiere a los ambientes, los cuales, en p = 1 tienen
un enredamiento maximo. Ademas, en este punto p = 1 son los ambientes
los tinicos qubits que se encuentran enredados, pues el enredamiento entre
las deméds parejas de subsistemas es cero en, lo cual sugiere que al final del
proceso solo habra enredamiento bipartido.

Por otro lado, analizando el enredamiento bipartido (linea punteada azul
en la Figura 2.5), constituido por la suma C% g + C% 5 + Chg, + Chps
(ecuacion 2.28) se puede notar que éste decrece hasta llegar a un minimo en
p= 2 desde donde se incrementa hasta ser maximo en p = 1. Esto apunta a
que cuando existe un ADC en ambas partes del sistema, al final del proceso

el enredamiento total sera bipartido, es decir, en p = 1.

09 Ve

06 \ / i
g
~ 05F+ \ i
0.4 \ / R
0.3 N s B

0.2 ~ - —_ <

Figura 2.5: Suma de enredamiento bipartido (linea punteada azul) y sus
contribuciones: Cg ¢ en rosa, C% g, en negro, y en rojo Cg p = Cg g, con-
siderando |a|? = |3 = 1/2

Se observa que a lo largo del proceso la suma del enredamiento bipartido
no se conserva, entonces procedemos a investigar lo que ocurre con la suma

del enredamiento multipartido.
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Primeramente se calcularan los enredamientos residuales 7g g (s,r,) ¥
TS, Ex(S1Ey)- Para esto se reordenard la ecuacion (2.31) de la siguiente ma-

nera

|\D(p>> = a|00>51E1|0>(52E2)+B[V 1 _p|10>51E1+\/]_)|01>S1E1]|1>(52E2)’ (236)

donde definimos los estados ortogonales y normalizados [0)(s,m,) ¥ |1)(s:8)

COINoO:

|0>(52E2) = ‘00>52E27 Yy |1>(52E2) =1 _p|10>52E2 + \/]—9|01>52E2?
(2.37)

de donde se obtiene (ecuacién 1.53),

Gpoo = &, ap11 = 5\/}_?, a1 = BvV1—p, (2-38)

el resto de los coeficientes a;;, son iguales a cero.

Aplicando la ecuacién (1.55) se obtiene

TSIE1(52E2) - TSQEQ(SlEl) - 07 (239)

lo cual quiere decir que el canal ADC no produce enredamiento 3-tangle.
Para obtener el resto de los enredamientos residuales se requieren las

ecuaciones (1.51) y (2.26), con lo cual se llega a

Rs, = Rg, = TS19E2 = TS9381E1s

(2.40)
RE1 = RE2 = TE1S2E2 = TE3S1E1»
1
que para el caso especifico de a = = ﬁ se transforman en:
TS152Ey = TSe51E1 = 2(p - 3p2 + 3]93 - p4 + [p<1 - p>]3)> (2 41)

TE1S2E2 = TE2S1Er = 2(193 - p4 + [P(l - p)P)-
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01F ¢ 4

Figura 2.6: Contribuciones del enredamiento multipartido total (ecuaciones
2.41), 7s,8,5, = TS,8,E, €n verde, y en negro 7, s, 5, = TE,S; E;- La suma de
estas contribuciones (linea rosa punteada) se anula al final de este proceso.
laf? = |8]* = 1/2.

En la figura (2.6) el enredamiento multipartido total (ecuacién 2.29), re-
presentado con una linea rosa punteada, muestra un contraste con el enreda-
miento bipartido total. Si se observan las graficas de enredamiento bipartido
total y enredamiento multipartido total (Figura 2.7) es posible apreciar que,
la degradacion del enredamiento bipartido (linea azul) viene acompanado
de un aumento del enredamiento multipartido total (linea rosa); ademaés,
el maximo del enredamiento multipartido total coincide con el minimo del
enredamiento bipartido total, en p = 3

Esta tltima grafica verifica la ecuacién de conservacién (ecuacion 2.27),
pues el enredamiento total entre el subsistema (S1F;) y (SaFE2) (Figura 2.1)
(linea roja punteada) se conserva a lo largo de todo el proceso.

Finalmente, se puede decir que para el caso ADC-ADC se genera enre-
damiento multipartido, pero en p = 1 éste se desvanece, por lo que la tnica
contribucion al enredamiento total final corresponde al enredamiento bipar-
tido.
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Figura 2.7: Para |a|? = |8]?> = 1/2 se muestran los enredamientos multi-
partido (linea rosa) y bipartido (linea azul) totales. La linea roja punteada
representa el enredamiento total en OZH Br/S2Ep B lo largo del proceso.

2.2.2. Dephasing Channel

En este segundo ejemplo se analizara la dindmica del enredamiento para el
caso en el que ambas interacciones, es decir, entre cada sistema y su ambiente,
esté representada por un mapa que representa al dephasing channel, o DC.
Para este caso se empleara la ecuacién (1.41) para transformar el estado

inicial (ecuacién 2.30), lo cual resulta en el siguiente estado en funcién de

p(t),

|¥(P)) s, 5ok, 2 = |0000) + 5(1 — p)[1100) + Sp[1111) +

+84/p(1 = p)[1101) + 1/p(1 - p)[1110). (2.42)

Al evaluar este estado en p = 1 se obtiene:
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el cual es un estado del tipo GHZ de 4 qubits.

De la misma manera que en la secciéon anterior, a partir de este estado se
calculan todas las matrices de densidad reducidas (Apéndice 3.0.2), para asi
obtener las concurrencias y diferentes enredamientos residuales.

Comenzando por calcular las concurrencias Cf/ k1 Para las cuales se hace

uso de la ecuacion (1.47) y de las matrices reducidas, se obtiene

2 __ (2 _ 2
CSl/SQElEQ - CSQ/SlElEQ - 4|a5| Y (244)
C}?ﬂl/SngEg - C%Z/SngEl - 4|C¥B|2p

0.8 - 4

0.7 q

0.6 q

. 051 4

021 q

01f 1

. . . 2 2 _ 1312 — ’

Figura 2.8: Concurrencias C7),, para |a]® = |B|* = 1/2. La linea verde re-
: 2 2 i 2

pres2enta a las concurrencias C Sy /S B Y C /81 By 5 Mientras que C 1 /$192 s

y C /815, €Stan representadas por la linea roja.

El grupo de ecuaciones (2.44) y la Figura (2.8) se pueden comparar con sus
equivalentes en el caso anterior (ecuaciones 2.33, y Figura 2.3). A diferencia
del caso ADC-ADC, para el proceso DC-DC ninguna de las concurrencias
decae y en p = 1 son maximas..

El siguiente paso es analizar las concurrencias entre pares de qubits, para
lo cual se recurrird a la ecuaciéon (1.48) y se hard uso de las matrices reducidas

pij(p), llegando asi al siguiente grupo de ecuaciones (Figura 2.9):
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C%s5, = 4laB*(1 = p)?,

(2.45)
C§1E1 - CEHEQ = C%'QE'l - CA%QEQ = CglEg = 0

09 B

0.7 B
0.6 i

a
o 05F i

031 i
021 i

0.1 B

Figura 2.9: Concurrencia Cg g, , para |a|? = |3|* = 1/2. Esta curva muestra

que, debido a un proceso de decoherencia, el enredamiento inicial que existia
: , 2 _ 2 2 2 2

entre los sistemas S; decae. C5, p, = C§,p, = C5,p, = C4,p, = Cgp, =0

La unica contribucion, para este caso, al enredamiento bipartido total (ecua-
ci6n 2.28) serd la debida al enredamiento entre S; y Sy. De estas ecuaciones
se puede observar que el canal Dephasing Channel no genera enredamiento
de los sistemas y los ambientes; el tinico enredamiento entre pares es el ini-
cial. Ademaés, dado que en p = 1 el enredamiento bipartido (2.28) es igual a
cero, por la ecuacion de conservacién (ecuacién 2.27), se puede asumir que al
final del proceso el enredamiento multipartido serd maximo. Para comprobar
esto se requiere del calculo de los enredamientos residuales. Los primeros en-
redamientos residuales a calcular seran Tg, g, (s,5,) ¥ TS2Ex(s:E1)» Para lo cual

se reordenard el estado de la ecuacion (2.42) de la siguiente manera:

43



|‘;[J(p)> = a|00>51E1|0>(52E2)+B[V 1 _p|10>51E1+\/ﬁ|11>51E1]|1>(52E2)7 (246)

donde los estados ortonormales |0)(s,5,) ¥ |1)(s,5,) se definen como:

|0>(52E2) = ‘00>52E27 Yy |1>(52E2) =v1- p|10>52E2 + \/1_9|11>S2E2’
(2.47)

obteniendo asi los siguientes coeficientes (ecuacién 1.53),

Qoo = &, aion = Bv1 —p, 111 = 5\/]_77 (2-48)

los demés coeficientes a;j; son iguales a cero.

Ahora es posible aplicar la ecuacion (1.55), con lo que se obtiene

TS1E1(S2E2) = TS2E2(S1E1) — 4|O./5|2p (249)

Recurriendo a las ecuaciones (1.51) y (2.26) se llega a

TS1SaEy = TSaS1E1 = 4’@5‘2[1 — D - (1 _p)2]7

TE S B, = TBysi1Ey = U

(2.50)

De las expresiones anteriores y utilizando la ecuacién (2.29) se obtiene la
Figura (2.10), donde se ve que el enredamiento multipartido crece debido
a las contribuciones de las ecuaciones (2.49) y (2.50). Los enredamientos
multipartidos 7s, g, (s, ) = TSy Ea(s: Ey) Muestran un crecimiento lineal, siendo
éstos la tnica contribucién a la suma del enredmiento multipartido en p = 1.
Este enredamiento multipartido se da entre un 5;, su ambiente E; y el resto
del sistema visto como un tnico qubit.

Finalmente, en la Figura (2.11) se puede verificar la ecuacién de conserva-
cién para el caso en el que el canal DC sea la interaccién entre ambas partes
del sistema.

De esta interaccion resulta la generacién de enredamiento entre mas de
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Figura 2.10: Enredamiento multipartido total (linea rosa punteada) y sus di-
ferentes contribuciones. g, g, (s,£,) = TSy Eo(5: E;) (linea negra) muestra el cre-
cimiento lineal de estas contribuciones; mientras que los enredamientos 7g, s, &,
y 75,5, 5, (linea verde) se generan a lo largo del proceso, pero en p = 1 se anu-

lan. Gréfica para |a|? = |8]? = 1/2.
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Figura 2.11: Enredamiento bipartido total (linea azul) y multipartido total
(linea rosa) para |a|? = |8]*> = 1/2. La linea roja punteada representa a la suma
de ambos, lo cual verifica que el enredamiento total inicial es una cantidad
conservada.
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dos partes del sistema. El enredamiento bipartido (linea azul en Figura 2.11)
decae y se anula por completo en p = 1, dando paso a la creacion de enreda-

miento multipartido (linea rosa).

2.2.3. Amplitude Damping Channel - Dephasing Chan-

nel

En este ultimo ejemplo se analizara la dinamica del enredamiento para
el caso en que la interaccion entre S; y F; esta modelada por un ADC;
mientras que el canal DC representara la interaccién entre S, y FEs. Para
esto se requiere de los mapas dados en las ecuaciones (1.32) y (1.41), que

aplicados al estado inicial (ecuacién 2.30) resulta en

|¥(P))si 521, = @|0000) + 5(1 — p)[1100) + Bp|0111) +

+8y/p(1 = p)[1101) + B1/p(1 — p)[0110). (2.51)

Nuevamente, a partir de este estado se calculan todas las matrices de
densidad reducidas (Apéndice 3.0.3) y con ellas se pueden obtener las con-
currencias y enredamientos residuales.

Para este caso las concurrencias de la forma C’E/jkl son las siguientes:

C3 /s, m, = HaBlP(1—p) +[B|*'p(1 - p),
Cg'z/SlElEg = 4|045’27

Chy/s15,m = AlaBlPp +418|*'p(1 - p),
01232/3152& = 4|045|2P-

(2.52)

La grafica (Figura 2.12) que representa al grupo de ecuaciones (2.52)
permite observar que enp = 1 los qubits Sy, F1 v Fs se encuentran enredados
con el resto de las partes del sistema completo; por otro lado, también en
p = 1 5] se separa del resto del sistema. Esto se mostrard con més detalle
posteriormente.

Volviendo a las gréaficas para las concurrencias C’E/jkl de los ejemplos pa-

sados (Figuras 2.3 y 2.8), se observa que la grafica para el caso ADC-DC
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Figura 2.12: Concurrencias Ciz/jkl considerando |a|? = |8]? = 1/2. C§1/52E1E2

. L2 . ) . . 2 )
linea verde; 052 /S1E1 Es linea azul; C’E1 /5152 F> linea roja; y CE2 /S182Es linea,
rosa.
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estd compuesta justamente por estas dos (Figura 2.13). Lo cual nos dice que
estas concurrencias solo dependen de la interaccion de cada sistema S; con

su respectivo ambiente.

09 09l
081 08l
o7t 07
06 06

) )

& 05f S 05f

o o
04 04
03 03l
02t 02t

01k 01

(a) ADC-ADC. (b) DC-DC.

1

09 4

08 4

0.7 4

06 4

(c) ADC-DC.

Figura 2.13: Comparacion de las concurrencias C’f/ i Para cada uno de los

casos, donde se puede apreciar que las gréficas de los casos ADC-ADC (a) y
DC-DC (b) estan contenidas en el caso ADC-DC (c).

Al igual que en los casos anteriores, se analizara el comportamiento de
los enredamientos bipartido (ecuacion 2.28) y multipartido (ecuacién 2.29)
totales. Entonces, recurriendo nuevamente a la ecuacién (1.48) se encuentran

las concurrencias ij,
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C3,s5, = 4B (1 —p)?,

C? 5, = 481"p(1 = p),
C3, g, = 4laBlp(1 - p)
C§2E2 = Cg'lEg = C%lEQ = 0.

(2.53)

A partir de estas ecuaciones se obtiene directamente el enredamiento biparti-
do total, que en este caso estd constituido tinicamente por las concurrencias
C% s, v C%,p,, pues las demds son cero (Figura 2.14). Es interesante hacer
notar que en este caso se presenta algo totalmente diferente a los ejemplos
anteriores: el enredamiento bipartido decae y se anula en p = 1. ; Qué ocurri-
ra con el enredamiento multipartido en este punto? Esto se puede responder

sencillamente evaluando el estado (2.51) en p = 1, obteniendo

W)(p - 1)>S1SQE1E2 = Oé|0000> + 6|0111>
= [a[000) + B]111)] s, £2[0) s, - (2.54)

La ecuacién (2.54) representa un estado GHZ de tres qubits (en este caso S,
E, y E5), es decir, un estado que presenta enredamiento multipartido con
TSy By = L.

Una comparacién entre los enredamiento bipartidos (ecuacién 2.28) para
cada uno de los procesos se muestra en la Figura (2.15), donde se ve que para
el caso ADC-ADC es el enredamiento bipartido el que predomina en p = 1;
mientras que para los casos que incluyen al menos un DC el enredamiento
bipartido total entre los subsistemas (S1E;) y (SoF») en p = 1 se anula.

Como ya se ha hecho anteriormente, se empleardn las ecuaciones (1.55),
(1.51) y (2.26), después de reordenar la ecuacién (2.51) de la siguiente ma-

nera,

|\Ij(p>> = O‘|00>51E1|0>(S2E2)+5[V 1- p|10>51E1+\/]_9|01>51E1”1>(52E2)7 (255)

en donde se definen los estados ortonormalizados [0)(s,e,) ¥ |1)($:5,)
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Figura 2.14: Enredamiento bipartido total (linea punteada azul) y sus res-
pectivas contribuciones, C’Zwl g, (linea rosa) y C’%Z g, (linea roja); para laf? =

87 =1/2.

|0>(52E2) = |00>S2E2’ Yy |1>(52E2) =+V1- p|10>S2E2 + \/]_)|11>S2E27
(2.56)

con lo que se llega a los siguientes coeficientes (ecuacién 1.53),

aooo = «, a1 = V1 —p, aoi1 = Bv/p, (2.57)

los demas coeficientes a;;, son cero.

Con esto y con la ecuacién (1.55) se llega a los enredamientos residuales:

TS1E1(5252) = 0,

2 (2.58)
TS3E5(S151) — 4’04ﬁ| p.

Los demas enredamientos residuales, obtenidos a partir de las ecuaciones

(1.51) y (2.26), son
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.15: Comparacién de los enrededamientos bipartidos (ecuacién 2.28)
para cada uno de los tres procesos. ADC-ADC en color rojo; DC-DC verde; y
en color azul ADC-DC.

75,58, = 4laB’p(1 —p) + 4|8]"'p(1 — p),

= ()’
7525151 . \ (2.59)
T@SlEl = 0

Estas son las contribuciones al enredamiento multipartido total que, como
se puede ver en la Figura (2.16), crece linealmente obteniendo al final un
estado enredado del tipo GHZ de los qubits Ss, F; v Es.

Comparando el enredamiento multipartido total, dado por la ecuacién
(2.29), en los tres procesos (Figura 2.17) podemos notar que cuando alguna
de las interacciones entre un S; y su respectivo F; estd dado por un DC
existe una generacion de enredamiento multipartido, a diferencia del caso
ADC-ADC, donde se gener6 enredamiento multipartido, pero se desvance y
al final del proceso la tnica contribucién a la ecuacién de la invariancia es el

enredamiento bipartido.
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Figura 2.16: Enredamiento multipartido total (linea punteada rosa), el en-
redamiento residual Tg,p, (s, ) €s igual al enredamiento multipartido de la
ecuacién (2.29); las demas contribuciones corresponden a s, 5,5, (linea azul);
Y TE, 5,8, (linea roja). Considerando |a|? = |32 = 1/2 .
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Figura 2.17: Comparaciéon del enredamiento multipartido (ecuacién 2.29)
para cada uno de los tres procesos. El enredamiento multipartido para ADC-
ADC esta representado en color rojo, para el proceso DC-DC en color verde y
la linea azul representa el enredamiento multipartido para el caso ADC-DC.
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Figura 2.18: Enredamiento bipartido total (azul) y enredamiento multipar-
tido total (rosa). La suma de ambos, mostrando la conservacién del enreda-
miento, esté representada con la linea roja punteada. Para |a|? = |3|? = 1/2
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Finalmente, en la Figura (2.18), se comparan los enredamientos multi-
partido y bipartido totales, donde una vez mas se verifica la conservacion del

enredamiento (linea roja punteada).

2.3. Concurrencia multipartida

En esta seccion se utilizard una medida del enredamiento distinta a las
utilizadas en la seccion anterior: la concurrencia multipartida. La ecuacion
(1.59) se aplicara a cada uno de los tres casos estudiados anteriormente con
la finalidad de averiguar si esta medida ofrece nueva informacion. Las expre-

siones obtenidas para cada caso son

ADC-ADC:
Cn(p) = \/1 + 2p — 3p? + 2p3 — pt (2.60)
DC-DC: .
On(p) = 54 +p(4 - p); (2.61)
ADC-DC:

1
Cn(p) = g\/2(32 + 48p — 31p? — 2p + ph). (2.62)

Para el caso ADC-ADC (linea roja de la Figura 2.19) podemos notar
que la concurrencia multipartida es simétrica, ésta presenta un maximo de
Cn(p) = 1.2, en p = 0.5, a partir de donde decae. Para este caso la concu-
rrencia multipartida es igual a 1 tanto al inicio como al final del proceso. La
concurrencia multipartida no nos da informacién acerca de las partes del sis-
tema completo que contribuyen al enredamiento en cada punto del proceso,
sin embargo, gracias al andlisis previo se encontré que el enredamiento al final
de este proceso es también bipartido, y de hecho se da entre los ambientes
Eyy Es.

Para el caso DC-DC (linea verde) se obtiene una curva creciente que en

p = 1 presenta un maximo Cy = 1.323. Por otro lado, para el caso ADC-DC
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Figura 2.19: Concurrencia multipartida para tres diferentes casos: ADC-
ADC (rojo), DC-DC (verde), y ADC-DC (azul). |a|? = [8]> =1/2 .

(linea azul) la concurrencia multipartida crece hasta p = 0.75, donde alcanza
un maximo de Cy = 1.25, y a partir de donde comienza a decrecer para
llegar a C'y = 1.225 en p = 1.

De la comparacién de estas tres curvas se puede decir que la concurrencia
multipartida para el caso ADC-ADC es la que inicialmente crece mas rapido
en comparacion con los otros casos, sin embargo comienza a decaer desde
p=0,5yenp=1eslala menor con un valor Cy(p) = 1. Contrario a esto,
la curva para el caso DC-DC crece méas lento, pero al final del proceso en
p =1 es la que alcanza un mayor valor.

La concurrencia multipartida en el caso ADC-DC crece mas rapido que la
curva correspondiente al caso DC-DC, pero en p = 1 alcanza un valor menor
al de este mismo caso.

Una observacién de importancia es que para los casos donde existe al
menos un canal dephasing channel la concurrencia multipartida al final del
proceso es mayor que al inicio. Esto ultimo se puede relacionar con el hecho

de que en estos procesos existe enredamiento multipartido en p = 1 como ya
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se encontrd en el andlisis previo.

La concurrencia multipartida en el estudio de nuestros tres ejemplos es
util para estudiar la evolucion del enredamiento multipartido a lo largo de
todo el proceso, no obstante no aporta informacion acerca de las partes del

sistema completo que contribuyen a dicho enredamiento.
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Capitulo 3
Conclusiones

El enredamiento es un recurso dinamico que se ve afectado por procesos
de decoherencia, debido a esto es interesante estudiar su dinamica, lo cual
se hizo en esta tesis mediante un sistema de cuatro qubits sometidos a dife-
rentes procesos de decoherencia. El sistema global consiste de dos sistemas
S; v dos ambientes Fj;, al inicio de la interaccion los sistemas se encontraban
enredados mientras que los ambientes estaban en su estado base. Las inter-
acciones se establecieron tnicamente entre cada sistema con su respectivo
ambiente y utilizando los canales cuanticos de decoherencia Amplitude Dam-
ping Channel y Dephasing Channel se desarrollaron tres diferentes ejemplos.
En el primero (ADC-ADC) la interaccion entre los dos subsistemas S;E; se
model6 con el mapa correspondiente al canal ADC; en el segundo ejemplo
(DC-DC) la interaccion entre ambos subsistemas S;E; fue modelada con el
mapa correspondiente al canal DC; para el ultimo ejemplo (ADC-DC) la in-
teraccion entre S7 y Fy correspondio al ADC, mientras que el mapa del canal
DC model6 la interaccion entre Sy y Es.

La dindmica del enredamiento se estudié a lo largo de estos procesos
y, mediante diferentes cuantificadores, se analizé la distribucién del enreda-
miento entre las diferentes partes del sistema, donde se observé la formacién
de enredamiento multipartido.

Un factor comin entre los tres ejemplos es que, debido a la decoherencia,

el enredamiento inicial medido en general con la concurrencia C% g, decae, a
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pesar de esto dicho enredamiento inicial se distribuye entre las demas partes
del sistema global. Esta distribuciéon es diferente en cada uno de los tres
ejemplos, incluso en dos de ellos se encontrd la generacion de enredamiento
multipartido al final del proceso.

En el primer caso, ADC-ADC, se encontré enredamiento entre mas de
dos partes del sistema para alguna p a lo largo del proceso, pero el enreda-
miento bipartido predominé siendo éste el total del enredamiento en p = 1.
Se observé que el enredamiento inicial entre los sistemas S; se transfirié com-
pletamente a los ambientes E;, que corresponden a los qubits enredados al
final del proceso.

El enredamiento inicial que existia entre los sistemas S; decae a lo largo
del proceso y para el caso DC-DC la distribucién de ese enredamiento inicial
resulta en la generacion de enredmiento multipartido, el cual es maximo al
final del proceso. De hecho, al evaluar el estado inicial (2.42) en p = 1 se
encuentra que en este punto se obtiene un estado de tipo GHZ.

En el dltimo ejemplo también se encontré la formacién de enredamiento
multipartido, el cual crece linealmente, consiguiendo asi un estado GHZ de
tres qubits en p = 1, en este caso el sistema S; queda en un estado separable
del resto.

En los tres ejemplos se presentd enredamiento multipartido, pero en el
caso del proceso ADC-ADC, éste se desvaneciéo y en p = 1 tnicamente se
consigue una transferencia del enredamiento inicial. Por otro lado, en los
otros dos ejemplos se consigue enredamiento multipartido, y es posible que
la presencia del canal DC sea el responsable de esta consecuencia, de hecho
cuando las interacciones entre ambos sistemas y sus respectivos ambientes se
model6 con el mapa correspondiente al canal DC la curva del enredamiento
multipartido crece més rapido en comparaciéon del caso ADC-DC (Figura
3.1).

Ademas, con todo el analisis se puede concluir que la ecuacién de con-
servacion (2.27) se cumplié para todos los casos, por lo que el enredamiento
es un recurso dinamico que, ademas, se conserva a lo largo de un proceso en
estas condiciones.

Por otro lado, se utilizé la concurrencia multipartida en cada uno de los
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Figura 3.1: Se muestra una comparacion de las graficas de enredamiento
multipartido (linea rosa) vs enredamiento bipartido (linea azul) para los tres
ejemplos. En cada uno se observa el enredamiento total €3 (linea roja puntea-
da), que es una cantidad conservada.

61



casos, la cual es una curva creciente para los casos DC-DC y ADC-DC, en
los que con el resto del analisis se habia encontrado la generacién de enreda-
miento multipartido. Para el caso ADC-ADC la concurrencia multipartida
es la misma tanto en p = 0 como en p = 1; del andlisis hecho con las con-
currencias y el enredamiento residual se deduce que esto se puede deber a
que en estos dos puntos existe inicamente enredamiento bipartido. La concu-
rrencia multipartida no arrojé nueva informacién del andlisis previo, el cual
es mas completo ya que es posible discernir entre enredamiento bipartido y
multipartido.

Por 1ultimo, con este trabajo se puede concluir que los procesos de de-
coherencia no unicamente degradan el enredamiento, sino que pueden ser
utilizados como una herramienta de redistribucién del mismo para conseguir

la generacion de enredamiento multipartido.
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Apéndice

Este apéndice muestra todas las matrices de densidad reducidas obte-
nidas para cada uno de los tres casos: ADC-ADC, DC-DC y ADC-DC. A
partir de las expresiones aqui mostradas se calcularon las concurrencias y

enredamientos residuales para el desarrollo de la seccién (2.2) del capitulo 2.

3.0.1. Amplitude Damping Channel

A partir del estado de la ecuacién (2.31) se obtuvo la matriz de densi-
dad del sistema completo con la cual se obtienen las matrices de densidad

reducidas que se presentan a continuacion.

A. Matrices de densidad reducidas

la]* + |B*p? 0 0 af*(1—p)
0 18]*p(1 = p) 0 0
_ 3.1
ps15:(p) 0 0 BPp(1—p) 0 (3.1)
a*B(1 - p) 0 0 B°(1 = p)?
o] 0 0
0 18]*p 161%/p(1 = p) (3.2)

o O o O

pSlE1<p) = 0 |6|2\/m ’5|2(1 _p)
0

0 0
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lal* +[8Pp(L—p) O 0 afB*\/p(1—p)

() = 0 |8 p* 0
Pt = 0 0 (8P p) 0 0
o*By/p(1 — p) 0 0 16*p(1 = p)
(3.3)
la]* + |BPp(1 —p) O 0 af*y/p(1—p)
() = 0 |B[*p* 0 0
S 0 O
o*By/p(1 = p) 0 0 16*p(1 — p)
(3.4)
laf? 0 0 0
0 18]*p 161*\/p(1 =p) O
2 E> = 3.5
@)= 0 e BRa-p) o Y
0 0 0 0
la]* 4+ [B*(1 = p)? 0 0 aff*p
0 18*p(1 = p) 0 0
_ 3.6
PE1E; (p) 0 0 |5|2p(1 o p) 0 ( )
a*Bp 0 0 |8]%p°
laf* + |8]*p 0
_ 3.7
ps: () 0 BP0 —p) (3.7)
la]* + |B°p 0
2 = 3.8
ps (p) 0 B p) (3.8)
2 201
pa@%=‘a|+w‘ﬂ p) 0 (3.9)

0 1B°p
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_(laP+18P(1=p) O
PE,(P) = ( 0 |B|2p) (3.10)

3.0.2. Dephasing Channel

A partir del estado de la ecuacién (2.42) se obtuvo la matriz de densi-
dad del sistema completo con la cual se obtienen las matrices de densidad

reducidas que se presentan a continuacion.

A. Matrices de densidad reducidas

o2 0 0 af(1-p)
p5152(p>: 8 8 8 8 (311)
aB1—p) 0 0 [P
la]? 0 0 0
()_ 0O 0 0 0 (3 12)
PRI 0 0 18R —p)  18Rp(I—p) |
0 0 |B]*/p(1—Dp) Bl
a2 0 0 0
=" " 0 0 (3.13)
PRI 0 0 18R —p)  18Rp(I—p) |
0 0 |B]*/p(1—Dp) Bl
a2 0 0 0
() 0O 0 0 0 (3 14)
PEEPIT 0 0 18R —p) 18P —p) |
0 0 [B*/p(1—p) Bl
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a2 0 0 0
- 0 0 0 0 (3.15)
BT 0 0 e rei-n |
0 0 [B]*/p(1—p) 18]2p
la]* + (1 — p)? a a b
a 161*p(1 = p) b c
_ 3.16
PEE (P) . ) BPp(1—p) o (3.16)
b c c |6]*p?
donde
a=|B8*(1 —p)y/p(1 - p);
b=|8*p(1 - p); (3.17)
c = |B*py/p(1 —p)
(a0
ps:(p) = ( 0 |5|2) = p2(p) (3.18)

o>+ [B12(1 —p) 1B1*/p(1—p
e (p) = (Iﬁl\/T B2 > 4(p) (3.19)

3.0.3. Amplitud Damping Channel - Dephasing Chan-

nel

A partir del estado de la ecuacién (2.51) se obtuvo la matriz de densi-
dad del sistema completo con la cual se obtienen las matrices de densidad

reducidas que se presentan a continuacion.
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A. Matrices de densidad reducidas

|af? 0 0 aB(l-p)
0 2y 0 0
P55, (p) = 0 ‘ﬁ(l) P 0 . (3.20)
af(l—=p) 0 0 |B*(1—p)
laf? 0 0 0
0 18]*p 161*\/p(1 =p) O
psie(p) =1 0 [BP/p(1—p) |B*(1—p) (3.21)
60
0 0 0 0

la|* +[6]*p(1 —p) |B8]*py/p(1 — p) 0 0
psie(p) = | [B]°py/p(1 —p) |6]%p* 0 0
0 0 1B12(1—p)* |BIP(1—p)y/p(1—p)
(3.22)

|af? 0 0 afy/p(1—p)
0

0 0 0
PS2E; (p> = 0 0 ’5’2(1 _ p) 0 (323)
af\/p(1—=p)0 0  |Blp
a2 0 0 0
0 0 0 0
_ 3.24
)= 0 gpa—p pra-p| O
0 0 [B/p(1—Dp) Elk
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lal> +16]*(1 = p)*  |BI(1 —p)\/p(1 —p) 0 0
1B1*(1 = p)y/p(1 = p) 161*p(1 = p) 0 0
0 0 161*p(1=p)  |B1Ppy/p(1 —p)
0 0 8% p/p(1 = p) |8]*p?

PE1E (p) =

(3.25)

ps,(p) = (|Oz|2—i;)|ﬁ|2p ’5’2((1)_@) (3.26)
ps,(p) = (%‘2 |60|2> (3.27)

P (p) = (|a|2+ |BO|2(1 ) W?QP) (3.28)

_ (leP+I[BPFA—p) I8P*/p(1—p)
pE;(P) <|B|2 ) Bp ) (3.29)
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