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Resumen

La creciente preocupacion por la correcta administracion y remediacion de acuiferos
ha impulsado extensos estudios de los mecanismos de transporte en aguas subterraneas
mediante la modelaciéon matematica. Dichos mecanismos se conocen como Dispersion
Mecanica y Difusion Molecular. En éste trabajo se revisaron los conceptos y la teoria
para la formulaciéon axioméatica de modelos matematicos de sistemas continuos ma-
croscopicos y el procedimiento para el desarrollo de los modelos mateméticos de flujo
de fluidos y transporte de soluto en medios porosos. Asi mismo, se resolvié el modelo
de transporte de soluto en medios porosos sobre un acuifero confinado, homogéneo e
isétropo, por el Método de Diferencias Finitas, mediante la elaboraciéon de un progra-
ma en lenguaje Fortran 2008. Finalmente, haciendo uso del programa se realizdé un
analisis de sensibilidad de los coeficientes de dispersividad dindamica transversal y lon-
gitudinal, asi como de las condiciones bajo las cuales predomina la Difusién Molecular
o la Dispersién Mecanica por medio del Numero de Peclet. Estos resultados resaltan
la importancia de determinar las caracteristicas fisicas de un acuifero como un estudio
previo a la implementacion de técnicas de remediacién.



Abstract

Growing concern about administration and remediation of aquifers has lead to exten-
sive studies of ground-water transport procesess using mathematical models. These
procesess are known as Molecular Diffusion and Mechanical Dispersion. This thesis re-
views the theory and concepts necessary to formulate mathematical models of continous
macroscopic systems and it shows the development of Ground-Water Flow and Solute
Transport models. In addition, the solute transport model is solved numerically using
the Finite Difference Method considering an homogeneus isotropic confined aquifer,
through the development of a code based in Fortran 2008 language. This program
is then used to conduct a sensibility study of longitudinal and transversal dynamic
dispersivity coeficients, as well as to evaluate the relative contribution of mechanical
dispersion and molecular diffusion in solute transport using the Peclet number. These
results shows the importance of understanding and quantifying the physical properties
of an aquifer as a previous study to the implementation of remediation techniques.



What distinguishes a mathematical model from, say, a poem, a song, a
portrait or any other kind of "model”; is that the mathematical model is
an image or picture of reality painted with logical symbols instead of with
words, sounds or watercolors.

John L. Casti
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Capitulo 1

Introduccion

Anteriormente, se creia que el agua era abundante y las investigaciones en aguas sub-
terraneas estaban enfocadas principalmente en determinar el potencial de suministro
de los acuiferos (Konikow 2008). Hoy en dia se reconoce la escasez de los recursos na-
turales, provocada en gran medida por la sobre-explotacion y destruccion del medio
ambiente.

El estudio de acuiferos ha adquirido una gran importancia durante los tltimos anos
por la insuficiencia del recurso, como consecuencia de su continua creciente demanda.
Aunado a lo anterior, la actividad industrial es la principal causa de contaminacion en
aguas subterraneas, que trae como consecuencia una disminucién de la calidad de la
misma. La migracién de un contaminante en un acuifero suele ser un proceso lento,
y en ocasiones, puede tomar décadas para ser detectado. Esta migracién es llevada a
cabo por mecanismos de transporte de soluto que ocurren por el movimiento molecular
y el transito del agua a través del medio poroso, conocidos como difusion molecular y
dispersion mecdnica, respectivamente.

Debido a que la contaminacién en acuiferos representa un serio problema a largo
plazo, la necesidad de predecir la distribucién espacial y temporal de la concentracién
de un contaminante en medios porosos, se ha vuelto indispensable para la planeacién
e implementacién de procesos de remediacion, con el fin de evitar riesgos a la salud y
al medio ambiente.

Una herramienta adecuada para resolver este problema es la Modelacion Matemdti-
ca y Computacional, que permite la prediccion del comportamiento de un sistema.
Esta requiere la construccién de un modelo del sistema que imita el comportamiento
del mismo (Herrera y Pinder 2012).

Los modelos matematicos son los mas usados en la actualidad debido a su versa-
tilidad y eficiencia. Estos son producto de la integracién del conocimiento cientifico
y tecnolégico, en términos de ecuaciones constitutivas (Herrera y Pinder 2012). Los



CAPITULO 1. INTRODUCCION

modelos matematicos son ecuaciones diferenciales parciales que se obtienen de balan-
ces de propiedades extensivas con propiedades intensivas asociadas. Estos modelos son
resueltos en la mayoria de los casos empleando métodos numéricos como Diferencias
finitas, Elemento finito 6 Volumen finito.

La modelacién de aguas subterraneas empieza con el entendimiento conceptual del
problema, y prosigue con la traduccion del sistema fisico en términos matemaéticos, que
conduce a las ecuaciones de flujo y de transporte en medios porosos. Estas ecuaciones,
sin embargo, son a menudo simplificadas mediante suposiciones validas para formar
una variedad de ecuaciones derivadas mas sencillas. El entendimiento de las ecuaciones
y sus condiciones, tanto iniciales como de frontera, es un requisito previo a la formula-
cién de cualquier problema de modelado en hidrogeologia (Mercer y Faust 1980).

Este trabajo de tesis tiene por objetivos generales: (1) revisar los conceptos bési-
cos de la teoria de la modelacién matematica y computacional para el desarrollo de
modelos de sistemas macroscopicos, (2) describir el procedimiento para el desarrollo
de los modelos de flujo y transporte en medios porosos empleando las ecuaciones de
balance, y (3) desarrollar un software en lenguaje Fortran 2008 para la resolucién de la
ecuacion diferencial de transporte de soluto en medios porosos mediante el método de
Diferencias Finitas. Se realizaron simulaciones sobre acuiferos confinados, homogéneos
e isétropos, considerando conocidas las velocidades de particula del fluido, para analizar
los mecanismos de transporte en la distribucién espacio-temporal de la concentracién
de soluto.

La teoria de la modelacién de acuiferos presentada en esta tesis se basa en la for-
mulacién axiomatica introducida en el libro ”Mathematical Modeling in Science and
Engineering. An Aziomatic Approach” (Herrera y Pinder 2012).



Capitulo 2

Marco teorico

2.1 Modelacion Matematica

El estudio de sistemas macroscépicos, como el transporte de contaminantes en un
acuifero, se lleva a cabo con los fundamentos teéricos de la Mecdnica Del Medio Con-
tinuo, en donde se considera que el sistema es continuo; es decir abarca todo el espacio
que ocupa (Herrera y Pinder 2012).

2.1.1 Descripciéon Material y Espacial de Sistemas
Continuos

Definimos a un cuerpo, B, como un conjunto de particulas que, en un tiempo dado
t € (—00,0), ocupa un dominio del espacio B(t). Considerando ademds un sistema
continuo de una fase, se parte de la suposicién de que para cualquier punto z € B(t),
existe una y solo una particula identificada con dicho punto en el cuerpo B.

La identificaciéon de cualquier particula para cualquier tiempo, es a través de su
posicion en un tiempo de referencia ty. Por lo tanto, si E(K ,t) es el vector de posicién
de la particula X del cuerpo para un tiempo inicial como referencia ¢t = 0, se satisface
la siguiente identidad:

p(X,0) =X

(2.1.1)

Las coordenadas del vector X = (X, Xo, X3) se conocen como coordenadas materiales
y describen la posicién, en un tiempo de referencia, de cada una de las particulas que
integran al medio continuo. Mientras que la funcién p(X, t) recibe el nombre de funcion
de posicion. Las coordenadas de la posicién de la particula en el espacio fisico reciben
el nombre de coordenadas espaciales, y se denotan como x = (x1, z3, x3).

La relacion que existe entre las coordenadas materiales y las coordenadas espaciales
esta dada por:

r=p(X,1), (2.1.2)

3



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

X =pz1) (2.1.3)

De esta manera, manteniendo fija una particula X mientras transcurre el tiempo, la
funcion de posicién Q(& ,t) representa la trayectoria de la particula, y su derivada con
respecto al tiempo define la velocidad de particula:

3

V(X 1) = Z(X,1). (2.1.4)
ot

La ecuacién (2.1.4) permite conocer el valor de la velocidad de la particula X en un

tiempo ¢, y se dice que es la representacion Lagrangiana de la velocidad. Por otro lado,

el valor de la velocidad en un punto z del espacio fisico, en un tiempo t, serd igual a la

velocidad de la particula que pasa por dicho punto en el instante ¢ (Herrera, Carrillo

y Yates 2008), por lo tanto:

u(z,t) = V(p~(z 1),1). (2.1.5)

La ecuacién (2.1.5) es llamada representacion Euleriana de la velocidad.

2.1.2 Propiedades Intensivas y Extensivas
Propiedades Intensivas

Las propiedades intensivas son funciones, ya sean escalares (como la temperatura) o
vectoriales (como la velocidad de particula en la ecuacién (2.1.4)), que son definidas
en cada tiempo, para cada particula del cuerpo.

En general, esta clase de funciones puede ser expresada usando una representacion
Lagrangiana, ¢(X,t) que se evalia para la particula X en un tiempo ¢, o una repre-
sentacion Fuleriana, ¥(x,t) que se evalia en la coordenada espacial z al tiempo t.

La representacion Lagrangiana y Euleriana de una misma propiedad debe satisfacer
la siguiente condicién, que se deriva de la ecuacién (2.1.2):

(X, 1) = ¥(p(X, 1), 1) = P(z, t). (2.1.6)

Por su parte, la ecuacién (2.1.6) implica que:

Wz, t) = o(p~ (2, 1), 1). (2.1.7)

La derivada parcial con respecto al tiempo de una propiedad intensiva en su re-
presentacién Lagrangiana, 0¢(X,t)/0t, es la tasa de cambio del valor de la propiedad
intensiva con respecto al tiempo de la particula X; mientras que la derivada parcial
con respecto al tiempo de la representacion Euleriana, 0v(z,t)/0t, de esa misma pro-
piedad, es su tasa de cambio con respecto al tiempo, que ocurre en un punto fijo del

4



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

espacio z (Herrera, Carrillo y Yates 2008).

Es 1til obtener una expresion para evaluar 0¢(X,t)/0t en términos de ¢ (z,t) de
una propiedad, que se obtiene al diferenciar con respecto al tiempo la ecuacién (2.1.6):

99X, t) _ oY O

9p
ot~ o @00+ 5 (X0, 0) 5 (X1,

Usando la ecuacién (2.1.2), en forma de componente:

o~ a2, )+iz_:axi(]_9(£,t) £ (X D),
o bien, por la ecuacién (2.1.4):
0p(X,t) Oy

ot o2& +Zax, (p(X. 1), )Vi(X, 1),

Ahora, empleando nuevamente la ecuacién (2.1.6), se tiene:

éﬂéﬁ—%@@ﬁﬁ+;ﬁym&mm@@ﬁﬁ7

que se puede reescribir como:

9p(X,t) _ 9

P = ) + Vo vat)

Finalmente, se define la derivada material Di/Dt como la derivada temporal de la
representacion Lagrangiana de una propiedad, en términos de su representacion FEule-

riana, como:
Dy Oy
E = E +v VQﬂ (218)

Propiedades Extensivas

Las propiedades extensivas, denotadas como F/(B,t), son funciones que estan definidas
para todo cuerpo B de un sistema continuo. Estas se pueden expresar como una integral
sobre todo el dominio de B como,

EB,t) = /B(t)w(g,t)dg, (2.1.9)

donde #(z,t) es una propiedad intensiva en representaciéon Euleriana. La ecuacién
(2.1.9) establece una relacién biunivoca entre las propiedades intensivas y extensivas.
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Comunmente, las propiedades intensivas estan definidas por unidad de masa, pero
al definir éstas por unidad de volumen, se logra mayor consistencia tedrica, al permitir
una correspondencia mas directa entre las propiedades intensivas y extensivas (Herrera,
Carrillo y Yates 2008; Herrera y Pinder 2012). Ademas, se puede obtener la propiedad
intensiva a partir de la propiedad extensiva asociada como:

d
bl t) = lim 2 M

voo V V—0 (2'1.10)

2.1.3 Ecuaciones de Balance Global

Como se ha mencionado anteriormente, los modelos mateméaticos se basan en balances
de propiedades extensivas, de tal manera que la variacion neta de una propiedad ex-
tensiva con respecto al tiempo, se debe al flujo de entrada menos el flujo de salida de
la propiedad extensiva. En mecéanica del medio continuo, estas variaciones se deben a
diversos procesos que se pueden dividir en dos grupos (Herrera, Carrillo y Yates 2008):

e Por produccion en el interior del cuerpo, y
e Por transporte a través de la frontera.

Con éstas consideraciones, se puede formular una expresién para el balance de
propiedades extensivas:

dE
—(t)Z/ g(z,t)dm/ q(z, t)dz, (2.1.11)
dt B(t) OB (1)

donde g(z,t) es la fuente externa, y representa la cantidad de propiedad extensiva que
entra al cuerpo por unidad de volumen; mientras que ¢(z, t) representa la cantidad de
propiedad extensiva que entra al cuerpo a través de su frontera dB(t) por unidad de
area.

Bajo condiciones muy generales, se puede demostrar que:
q(z,t) = 7(z,) - n(z,t), (2.1.12)

donde n(z,t) es un vector normal en dB(t) hacia el exterior del cuerpo y 7 es el flujo
de la propiedad extensiva. Por lo tanto, la ecuacién (2.1.11) puede reescribirse como:

%@) - /B(t)g@’ t)dz + /a s 7(z,t) - n(z, t)d. (2.1.13)

La ecuacién (2.1.13) se conoce como Ecuacion General de Balance Global.

Es posible que las propiedades intensivas presenten discontinuidades a través de
una superficie ¥(¢) denominada choque (o shock en inglés); estas discontinuidades son

6
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de tipo “salto” exclusivamente, en las que los limites de la funcion existen a cada lado
de X(t), pero son distintos.

Debido a la presencia de discontinuidades de salto en ¥(t), también pueden existir
fuentes concentradas en dicha superficie, por este motivo, Herrera ha introducido una
forma mds general de la ecuacién de balance global (Herrera y Pinder 2012):

dE
) = / oz, £)dz + / (@, 1) - nlz, t)dz + / golz,)dz,  (2.1.14)
dt B(t) OB(1) (1)

donde gx(z,t) es la fuente externa en (t).

2.1.4 Ecuaciones de Balance Local

La formulacién de modelos matematicos se lleva a cabo mediante ecuaciones diferen-
ciales de balance local y las condiciones de salto, que se expresan en términos de las
propiedades intensivas asociadas a las propiedades extensivas que caracterizan al siste-
ma estudiado. Las ecuaciones diferenciales de balance local son ecuaciones diferenciales
parciales, que se deben cumplir en cada punto del dominio B(t), mientras que las con-
diciones de salto se satisfacen para cada punto de (t).

Los siguientes resultados seran usados posteriormente (refiérase a Herrera y Pinder
2012, pags. 11-13)

Lema 1. La ecuacion de balance global, (2.1.14), es igual a:

%(t) = [ {9z, t)+V-z(z,t)}dz+ [ {[z] n(z,t)+gs(z, t)}dz. (2.1.15)
B(t) ()

Demostracion. La ecuacién (2.1.15) se deriva del teorema de Gauss Generalizado (He-
rrera y Pinder 2012) O

Teorema 1. Sea B(t) C R? un dominio que contiene a un cuerpo. Sea (xz,t) una
propiedad intensiva continua a trozos, tipo C1, excepto en %(t). Sean v(z,t) y vy (z,t)
la velocidad de particula y la velocidad de la superficie ¥(t), respectivamente, entonces:

d B O
dt /B(t) vz = /B(t){ﬁ + V- (uy)dz + . (v —vp)¥] - ndz. (2.1.16)

[
(t)
Demostracion. (Ver apéndice C de Herrera y Pinder 2012, pags. 221 - 223) O

Corolario 1. Sea ¢(z,t) una propiedad intensiva asociada a una propiedad extensiva
E(t), entonces:

E_ [ v wydet [ - vs)v] - nde. (2.1.17)
dt B(t) ot S(t)

7
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Demostracion. La ecuacién (2.1.17) se deriva de las ecuaciones (2.1.9) y (2.1.16) O

Corolario 2. La ecuacion de balance global (2.1.14) es cierta si, y solo si, para cada
cuerpo B(t) se cumple que:

/n{%$+V"@W)—V'ﬂL0—9@JH@ﬁ
B(t)
(2.1.18)

E(t){[[(y - Qz)¢ - I]] 'ﬂ(g, t) - g;(g’ t)}dg —0.

Demostracion. La ecuacién (2.1.18) se deriva de las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.17) O

Teorema 2. Sea B(t) un cuerpo. La ecuacion de balance global (2.1.14) se satisface
para cada sub-cuerpo de B(t) si, y solo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

e La ecuacion diferencial:

88_1?+V.<2¢):V.I+g; VgGB(t)—Z(t). (2.1.19)

e La condicion de salto:

[(v—v)¥ — 1] - n=gs; Ve X(t). (2.1.20)

Demostracion. Las ecuaciones (2.1.19) y (2.1.20) se obtienen a partir de la ecuacién

(2.1.18) considerando que ésta ultima se debe cumplir para todo sub-cuerpo de B(t).
]

La ecuacion (2.1.19) se conoce como Ecuacion Diferencial de Balance Local, mien-
tras que la ecuacién (2.1.20) se conoce como Condicion de Salto.

Tratandose de sistemas continuos de una fase, el procedimiento para la construccion
de modelos matematicos basicos consiste en la identificacién de todas las propiedades
extensivas caracteristicas del sistema, y posteriormente la aplicacion de las condiciones
de balance (ecuaciones (2.1.19) y (2.1.20)) a cada una de dichas propiedades, de manera
que, si IV es el numero de propiedades extensivas del sistema, entonces, las ecuaciones
diferenciales se expresan como:

oY
ot

y las condiciones de salto:

+V- () =V -1%4+4g¢% Ya=1,..,N, (2.1.21)

[(v—v)* —7) n=9g%; Va=1,..,N. (2.1.22)

Obteniéndose asi un sistema de ecuaciones diferenciales y de condiciones de salto (una
ecuacion diferencial y una condicién de salto por cada propiedad extensiva).

8
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Sistemas multifasicos

Los sistemas multifasicos se caracterizan porque cada fase se mueve a una velocidad
distinta de las demas, es decir, en cada punto del dominio ocupado por el sistema
multifdsico, se definen distintas velocidades de particula, una para cada fase (Herrera
y Pinder 2012).

El procedimiento para la construccién de modelos basicos para sistemas multifasicos
difiere solo un poco de aquel para sistemas monofasicos:

1. Se identifica la familia de propiedades extensivas caracteristicas del sistema.
2. Cada propiedad extensiva se asocia a cada una de las fases del sistema.

3. Se aplican las condiciones de balance a cada propiedad extensiva, usando la ve-
locidad de particula de la fase correspondiente.

De esta forma, se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales parciales:

oY~
ot

+V- (@ Y*) =V -1°+4g¢% Va=1,..,N. (2.1.23)
Y las condiciones de salto:
[(v* — v —1%] - n=9¢%; Ya=1,.,N. (2.1.24)

Finalmente, tanto para sistemas multifasicos como sistemas monofasicos, se incorporan
ecuaciones constitutivas y se imponen condiciones de frontera adecuados para obtener
modelos completos, capaces de predecir el comportamiento del sistema en cuestion.

2.2 Flujo de fluidos en medios porosos.

Los modelos de flujo en medios porosos son ampliamente usados en hidrogeologia para
la descripciéon y prediccion del comportamiento de acuiferos, generalmente con el fin
de disenar procedimientos adecuados de perforacién, inyeccion, remediacion, recarga y
extraccion del recurso.

Un medio poroso es un material sélido que contiene espacios vacios interconectados
entre si, que permiten el paso de fluidos a través de ellos. El material sélido se conoce
como matriz solida, los espacios vacios como poros, V,(t), y la fraccién de volumen que
ocupan dichos poros del espacio fisico como porosidad, €. En sistemas continuos de una
fase, se asume que el medio poroso se encuentra totalmente saturado por el fluido, o
dicho de otra forma, el volumen de los poros es igual al volumen del fluido, como se
muestra en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Medio poroso formado por solido, S, y agua, w.

El volumen de los poros, V,, es una propiedad extensiva, ya que se puede escri-
bir como una integral sobre el dominio del medio poroso de una propiedad intensiva
asociada, la porosidad:

V= [ el e (221)

Por su parte, la porosidad, e, considerando la ecuacién (2.1.10) estd definida como:

e(z, t)dz v
e(z,t) = lim IB“)T) = Vp (2.2.2)

Si el material es heterogéneo, € varia con la posicion, ademads, si el material es elastico,
también varia con el tiempo.

Los modelos de flujo se basan en los siguientes postulados (Herrera y Pinder 2012):

La matriz del medio poroso se encuentra totalmente saturada.

La matriz solida se encuentra siempre en reposo a lo largo del proceso de flujo.

La matriz solida es elastica.

El fluido es compresible.

La velocidad de particula cumple con la Ley de Darcy.

El fluido no estd sujeto a procesos de difusién (7 = 0).

Al respecto, la densidad del fluido generalmente se describe como una ecuacién de
estado que involucra presion y temperatura, sin embargo para el modelo de flujo, se
considera que la densidad es funcién de la presién exclusivamente.

10
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2.2.1 EIl modelo basico de flujo de fluidos en medios porosos

A pesar de que el sistema de flujo es un sistema bifésico (formado por la matriz sélida
y el fluido contenido en los poros), el hecho de que la matriz sélida se encuentre en
reposo, permite lidiar tinicamente con el fluido y, por lo tanto, considerar al sistema
como un sistema monofdsico de un solo componente, el fluido. En consecuencia, la
familia de propiedades extensivas esta compuesta de una sola propiedad: la masa del
fluido. Recordando que la matriz solida se encuentra completamente saturada, la masa
de fluido contenida en el dominio B(t) del sistema estd dada por (Herrera y Pinder
2012):

M0 = [ el 0pte e (2.2.3)
B(t)
donde p(z,t) es la densidad del fluido, que depende de la posicién y del tiempo.

El interés se centra en el movimiento del fluido y por lo tanto, B(t) se mueve con

la velocidad de fluido.

La ecuacion (2.2.3) implica que la propiedad intensiva asociada a la masa de fluido
es e(z,t)p(x,t), por lo tanto, la ecuacién diferencial de balance local es:

Oe
PLv . (epv) =g, (2.2.4)
ot
mientras que la condicién de salto es:
[(v —ws)ep] - n = 0. (2.2.5)

2.2.2 Compresibilidad del fluido y elasticidad de la matriz
solida

Recordando los postulados en los que se basa el modelo de flujo en medios porosos,

el producto £p es funcién de la presion exclusivamente. En consecuencia, es necesario

establecer explicitamente dicha dependencia, en otras palabras, obtener una expresion

para la derivada temporal de €p en términos de la derivada temporal de la presion.
Desarrollando la derivada temporal de la ecuacién (2.2.4) se tiene:

dep  Op Oe

El termino dp/0t se asocia a la contribucién de la compresibilidad del fluido, mientras
que el termino Je/0t se asocia a la elasticidad de la matriz solida.

Compresibilidad del fluido

Bajo las consideraciones de que la densidad es funcién de la presion, p(p), que la presion,
a su vez, es funcién de la posicién x y del tiempo ¢, y que el fluido es homogéneo,

11



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

entonces la densidad estd dada por: p(p(z,t)), por lo tanto:

@_dp@p_ op

= —— = f[p— 2.2.7
ot dpot  Par (2:27)
donde S es la compresibilidad del fluido, definida como:
1d 1dV
- _ -4 (2.2.8)
pdp V dp

Aqui, V es el volumen especifico, definido como el inverso de la densidad; es decir, el
volumen especifico es el volumen por unidad de masa:

V=pt

Compresibilidad de poros

Debido a que el sistema sélido-fluido esta conformado por la matriz sélida y el fluido,
la presion total, py., atribuible a todo el sistema esta dada por:

Ptot = Pef + p, (229)

donde p.; es la presion efectiva, referida al soporte que provee la matriz sélida al sis-
tema.

Considerando que los alrededores del sistema poroso no cambian, y por lo tanto
Pior NO cambia en el intervalo de tiempo del analisis, cualquier cambio en la presion del
fluido esta acompanada por un cambio en la presién efectiva, es decir:

Apef + Ap - Aptot - 07 (2210)

donde la A implica cambio. Se observa que cuando la presién de poro aumenta, la
presion efectiva decrece y, en consecuencia, los poros se expanden.

A partir de la ecuacién (2.2.8), se define la compresibilidad de la matriz sélida, By,
y la compresibilidad de los granos solidos, 5 como:

1 d‘/tot
ot = — , 2.2.11
/Bt ' V;fot dpef ( )
' 1dv, 1d
B, = s = O (2.2.12)

‘/s dpef B Ps dpef7
donde V,; es el volumen especifico de la matriz sélida, V es el volumen especifico del
material sélido y ps la densidad del material sélido.

12
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La relacion que existe entre Vi, y ps esta dada por:
1

(L—e)ps’
por lo que, la densidad de la matriz sélida es:

Wot =

prot = (1 —€)ps,

en consecuencia, la porosidad e satisface la siguiente identidad:

Vs
e=1- : 2.2.13
‘/tot ( )
Tomando la derivada de € con respecto a p.y, se obtiene:
de Vi 1 dViy 1 dVs
dpef ‘/tot ‘/tot dpef V;fot dpef’
que se puede reescribir como:
de Vi 1 dViw Vs 1dVs
dpef ‘/tot ‘/tot dpef V;iot V; dpef,
expresion que, al considerar las ecuaciones (2.2.11) y (2.2.12), es igual a:
de Vs
= (0s — Btot) 7 = (Bs — Prot) (1 — €). 2.2.14
dp.; (Bs — By t)mot (Bs = Brot)( €) ( )
Entonces, por la ecuacion (2.2.10) se tiene:
de de
- = — - ot — Ms 1— )
dp dpef (Bt t /8 )( 5)
por lo tanto:
Os  deOp dp
— = — = = (B — B)(1 — &)=, 2.2.15

El coeficiente de almacenaje especifico

Sustituyendo las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.15) en la ecuacién (2.2.6) se obtiene:

dep dp
E — p{éﬁ + (1 - €)<ﬁt0t - ﬁs)} ot . (2216)
El coeficiente de almacenamiento especifico, Sg se define como:
Ss = pg{eB + (1 —&)(Bror — B5)}, (2.2.17)

donde g es la aceleracién de la gravedad. Por lo tanto, la ecuacién diferencial (2.2.4)
se puede ahora reescribir como:

o | . .
Ssgy T4V - (epv) = —=4pa, (2.2.18)
donde ¢ = —pqg. En hidrogeologia, ¢ representa la tasa de extraccién de fluido, por

unidad de volumen.

13
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2.2.3 La Ley de Darcy

La ley de Darcy es una ecuacién constitutiva empirica, establecida por el ingeniero
francés Henry Darcy, que relaciona la velocidad del fluido con la distribucién espacial
de su presién y estd definida para medios porosos anisétropos como (Herrera y Pinder
2012):

U

1
v =~k (Vp = pi). (2.2.19)
donde:

U es la velocidad de Darcy.

g es el vector de aceleracion de gravedad.

e i es la viscosidad dindmica del fluido.

e [ es el tensor de permeabilidad intrinseca, definido positivo y simétrico.

La presién en los flujos donde se aplica la ley de Darcy debe ser continua, de lo
contrario el gradiente de la presion seria de magnitud infinita y por lo tanto también

la velocidad del fluido.

Cuando la matriz sélida es isétropa, no hay direcciones preferenciales de flujo, y en
consecuencia el tensor de permeabilidad intrinseca k es:

[|7~

= kI, (2.2.20)
donde k es un escalar mayor que cero.

Sea un punto x del espacio fisico, y sea z(z) su elevacién con respecto a un nivel
de referencia. La aceleracion debida a la gravedad esta dada por:

§=—-§V=. (2.2.21)
Sustituyendo en la ecuacién (2.2.19):
1 N
U= —;é (Vp+ pgVz), (2.2.22)

y cuando la matriz solida es isétropa:

1
U= —;k; - (Vp+pgVz). (2.2.23)

14
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El nivel piezométrico

El nivel piezométrico es un concepto muy usado en hidrogeologia. Para definirlo, usamos
la siguiente funcién auxiliar:

H(p,z) = é/p L + z. (2.2.24)
po

Para todo tiempo t y punto z de un medio poroso saturado, se define el nivel pie-
zométrico h(z,t) como:

@)= Hpwd )= [ o) 2229
h(z,t)= H(p(x,t), z(x 57/ — + z(x). 2.2.25
g Po p(g)
Si el fluido es incompresible, p(£) es una constante independiente de &, entonces:
t —
Wz, 1) = PED =Py (2.2.26)
gp
La ecuacién (2.2.26) implica que:
op oh
— = pg— 2.2.27
5 = PIap ( )
y también que:
Vp+ pgVz = pgVh. (2.2.28)

Por lo tanto, la ecuacion (2.2.23) se puede reescribir como:
U=-K-Vh, (2.2.29)

donde K es el tensor de conductividad hidrdulica, definido como:

1=
I

0
I L 2.2.30
Lk ( )
Cuando la matriz sélida es isétropa, la conductividad hidrdulica es:

K =2 (2.2.31)
1

de modo que para el caso isétropo se tiene:
U=-K-Vh. (2.2.32)

Los tensores k y K son simétricos y definidos positivos, ésta iltima es una condi-
cién que deben cumplir para que el fluido fluya de regiones donde el nivel piezométrico
es mayor a regiones donde es menor. Estos tensores estan definidos a partir de las
propiedades del material que constituyen los estratos del subsuelo; dicho material es

15
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generado y depositado por procesos sedimentarios en donde la gravedad juega un papel
importante. En consecuencia, los tensores de permeabilidad intrinseca y conductividad
hidrdulica suelen tener la direccién vertical como eje de simetria (Herrera y Pinder
2012).

Cualquier matriz M con un eje de simetria, puede escribirse como:
% = MT£+ (ML — MT)Q@)Q, (2233)

donde e y My, son el vector unitario y el valor propio o eigenvalor en la direccién del
eje de simetria, respectivamente, mientras que Mr es el valor propio o “eigenvalor”en
la direccién transversal. El simbolo ® denota multiplicacién tensorial.

Por lo tanto, aplicando la ecuacién (2.2.33) a los tensores de permeabilidad intrinseca
y conductividad hidraulica cuando presentan el eje vertical como eje de simetria, se
tiene:

k=kyl+ (kv —kn)e, ®e,,
K=Kyl + (Ky — Kpy)e, ®e,,
donde kg y ky son las permeabilidades horizontales y verticales respectivamente, de

manera analoga, Ky y Ky son las conductividades horizontales y verticales, mientras
que e, es el vector unitario en direccién vertical.

(2.2.34)

2.2.4 Ecuaciones Generales de Flujo de Fluidos en Medios
Porosos

Haciendo uso de las ecuaciones (2.2.27), (2.2.18) y (2.2.19) se tiene:

oh
Ssgp +07 'V (pU) = =4, (2.2.35)
que se puede reescribir como:
oh
SSE +V-U+U-V(lnp) = —q. (2.2.36)

Cuando el fluido es poco compresible y la velocidad de Darcy es moderada, el término
U-Vinp <1,y por lo tanto puede descartarse, obteniéndose:

oh
Ss— U =—q.
sor TV L=
Sustituyendo la ecuacién (2.2.29):
oh

La ecuacion (2.2.37) es la ecuacion diferencial bésica para el modelado de flujo de fluidos
en medios porosos, usada extensamente en aplicaciones de hidrogeologia. Dicha ecua-
cién es lineal cuando el coeficiente de almacenamiento especifico Ss y la conductividad
hidrdulica K son independientes del nivel piezométrico h.

16
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Formas especiales de la ecuacion diferencial general

Cuando el medio poroso es is6tropo, por la ecuacién (2.2.32), la ecuacién (2.2.37) se
reduce a:

SSZ—? — V- (KVh) = —q. (2.2.38)

Si ademas, la matriz sélida es homogénea, sus propiedades son independientes de la
posicion, y por lo tanto:

oh
SSE — KV?h = —q, (2.2.39)
que se puede escribir como:
1 0h
~ L=V = _% (2.2.40)

donde v = K/Sg. La ecuacién (2.2.40) es de interés por su similitud con la ecuacion
de calor, ya que con un simple cambio de variable at — ¢ y cuando ¢ = 0 se tiene:

% —V?h =0. (2.2.41)

Por otro lado, cuando la matriz porosa y el fluido son incompresibles, Sg = 0, por lo
tanto las ecuaciones (2.2.37), (2.2.38) y (2.2.39) se reducen a:

V. (K-Vh)=q, (2.2.42)
y
V- (KVh) = g, (2.2.43)
' q
2 —_
Vih = . (2.2.44)

respectivamente. Para estados estacionarios, la derivada temporal de las ecuaciones
(2.2.37), (2.2.38) y (2.2.39) se desvanece, por lo que se observa que las ecuaciones
(2.2.42), (2.2.43) y (2.2.44) también describen el estado estacionario.

2.2.5 Las Condiciones de Salto

Las discontinuidades a considerar en modelos de flujo en medios porosos se deben en la
mayoria de los casos a la litologia del acuifero. Dos estratos de distinto origen geolégi-
co presentan porosidades y permeabilidades distintas. Cuando éstos se encuentran en
contacto, definen una superficie en donde las propiedades presentan discontinuidades
de salto. Para este caso, las condiciones de salto estan dadas por la ecuacién (2.2.5)
que, haciendo uso de la Ley de Darcy (ecuacién (2.2.19)), puede escribirse como:

[p(U — evs)] - n = 0. (2.2.45)
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El contacto entre los estratos usualmente se mantiene fijo en el espacio, por lo que
vy, = 0, obteniéndose:
[pU] -n=0. (2.2.46)

La Ley de Darcy implica que la presion es continua, y por lo tanto, la densidad del
fluido también es continua, por lo que:

[U]-n=0. (2.2.47)

La ecuacién (2.2.47) implica que el componente normal de la velocidad de Darcy es
continua a través de la superficie de discontinuidad entre dos estratos con propiedades
distintas; sin embargo, dicha ecuacion también implica que:

€4V, "M =E_VU_-n. (2.2.48)

Debido a que €1 # €_, entonces v, -n # v_ - n, y por lo tanto, la componente normal
de la velocidad de particula es discontinua en dicha superficie.

2.3 Transporte de Soluto en Medios Porosos

La contaminacion de acuiferos representa un enorme problema tanto en la proteccién
del medio ambiente como en la disponibilidad del agua para uso y consumo humano.
La administracion del recurso requiere, entre otras, la capacidad para predecir cuali-
tativamente los cambios de la calidad del agua en un intervalo de tiempo dado. Los
modelos matematicos de transporte de soluto proveen una solucién a este problema,
describiendo los efectos de los tipos de transporte predominantes del acuifero en la
distribucion espacio-temporal de la concentracion de soluto.

2.3.1 EIl Modelo Basico de Transporte de Soluto en Medios
Porosos

De manera similar a la seccién 2.3, se considera que el medio poroso se encuentra
completamente saturado, sin embargo, ahora se toma en cuenta que el fluido contiene
un soluto, de esta manera, la masa de soluto, Mg(t), es la propiedad extensiva del
modelo de transporte:

Ms(t) = / R

donde 9 (z,t) es la propiedad intensiva asociada a la masa de soluto. Recordando que
dicha propiedad intensiva es definida por unidad de volumen, por la ecuacién (2.1.10)
se tiene:

Mg

Wotal

UV(z,t) =
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La masa de soluto por unidad de volumen de fluido, Mg/V}, define la concentracion
¢(z,t), incorporando ésta se obtiene:

Mg Vi Mg
‘/total ‘/total Vf

P(a,t) = = e(z, t)c(z, t). (2.3.1)

De manera que, la propiedad intensiva asociada a la masa de soluto es la porosidad
multiplicada por la concentraciéon, es decir:

Ms(t) = /B(t) e(z,t)e(z, t)dx, (2.3.2)

en consecuencia, la ecuacién de balance global es:

dM
(1) = / gs(z,t)dz + / T5(z,t) - n(z,t)dz, (2.3.3)
dt B(t) OB(t)

donde gs(z,t) es la fuente de soluto y 74(z,t) es el flujo de masa de soluto. De acuerdo
al Teorema 2 de la Seccion 2.2.4, dicha ecuacion se satisface si, y solo si se satisface la
ecuacion diferencial de balance local:

0
% +V-(ecw) =gs+ V- 14, (2.3.4)

junto con la condicién de salto:
[ec(v —vs) —14] - n =0, (2.3.5)

obteniéndose asi el modelo matematico basico de transporte de soluto en medios poro-
SOS.

2.3.2 Procesos de Transporte

Es necesario incorporar a la ecuacién (2.3.4) informacién cientifica y tecnolégica de los
procesos de transporte que ocurren en el sistema, éstos son: adveccion, generacion de
masa (procesos no conservativos), y dispersion-difusion.

Advecciéon

Siempre que un fluido se encuentra en movimiento, ocurre adveccion. Cuando la velo-
cidad de particula v es distinta de cero (no debe confundirse con la velocidad de Darcy
U), las sustancias disueltas en el fluido son transportadas por las particulas del fluido.
La intensidad de este proceso estd caracterizada por la velocidad del fluido, la cual es
considerada como dato.
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Procesos no conservativos

La tasa con la que ocurre generacién de masa queda determinada por la fuente externa
gs(z,t), cuando gs = 0, se dice que el proceso de transporte es conservativo, ya que
el fluido conserva la masa de soluto que contiene (excepto por la masa de soluto que
entra a través de las fronteras).

Cuando gg > 0, se dice que existe una fuente de masa, por el contrario, si gg < 0, se
dice que existe un sumidero de masa. Los procesos que permiten que gg sea distinta de
cero son: reacciones quimicas y decaimiento radiactivo (procesos irreversibles de primer
orden) y adsorcion.

e Procesos irreversibles de primer orden

La fuente de masa, cuando el fluido esta contenido en un medio poroso, se puede
expresar de la siguiente forma:

gs = €gs, (2.3.6)

donde gg representa la fuente de masa por unidad de tiempo, por unidad de
volumen del espacio fisico que ocupa el sistema soélido-fluido, mientras que gg
es la fuente de masa por unidad de tiempo, por unidad de volumen del fluido.
En este sentido, para procesos irreversibles de primer orden, gs esta dada por
(Herrera y Pinder 2012):

gs = egs = —Aec. (2.3.7)

e Adsorciéon

La adsorcion es una reaccién quimica en la cual el soluto interactiia con la fase
solida del medio poroso, el soluto se acumula en la superficie de los granos solidos
que conforman la matriz porosa, provocando un retardo en el proceso de advec-
cion.

Para el estudio del proceso de adsorcién se requiere considerar al sistema como
un sistema de dos fases y dos componentes; las fases son la matriz solida y el
fluido contenido en ella, mientras que las componentes son el soluto disuelto en
el fluido y el soluto adsorbido por los granos de la matriz sélida. Por lo tanto es

necesario construir un modelo que involucre las fases y las componentes descritas
(Herrera y Pinder 2012).

Para el siguiente desarrollo, se utilizara la siguiente notaciéon (Herrera y Pinder
2012)

— ggz Fuente de masa de soluto que pasa de la fase sélida a la fase liquida. Se
trata de la tnica fuente de soluto en el fluido que ocurre por adsorcién.
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- g? : Fuente de masa de soluto que pasa de la fase fluida a la fase sélida.
— ps: Densidad de la fase sélida (masa de sélido sobre volumen del sélido).

— pp: Densidad volumétrica de la fase sélida (masa de sélido sobre el volumen
total del medio poroso). p, = (1 — €)ps

— w: Fraccién de masa de soluto en fase sélida (masa de soluto sobre masa de
sélido).

El modelo matematico de adsorcién involucra tres propiedades extensivas: la masa
de soluto Ms(t), expresada por la ecuacién (2.3.2), la masa de la matriz sélida
My (t) y la masa de soluto adsorbida por la matriz sélida Mg, ; éstas dos ultimas
dadas por:

M= [ = [ (-, (238)
B(t) B(t)

y
Mg, = / pyodr = / (1 —¢)pswdz. (2.3.9)
B(t) B(t)
Las ecuaciones de balance global son:
dM,
0= [ ezt [ e nle o (23.10)
dt B(#) oB(H) "
dMy;
—() =0 2.3.11
(1) =0, (23.11)
' dM
== [ gietds (23.12)

Es necesario considerar en este punto el principio de conservaciéon de masa; la
ecuacién (2.3.11) establece que la masa de la matriz sélida permanece constante
en todo momento, sin embargo para que la masa de soluto se conserve en todo el
sistema es necesario que g? + gfg =0.

La ecuacién diferencial de balance local de la ecuacién (2.3.10) esta dada por la
ecuacién (2.3.4) con gg = g, mientras que para las ecuaciones (2.3.11) y (2.3.12)
son respectivamente:

dpy

' 0
thb +V - (W) = gi. (2.3.14)

Desarrollando la ecuaciéon (2.3.14), agrupando a p, y v° se obtiene:

Ow s dpy s 3
w(Gy +o0 Vo) |G+ )] =
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por lo tanto, considerando a la ecuacién (2.3.13), la ecuacién (2.3.14) puede re-
escribirse como:

Ow s g
pb<§ v -Vw) — g7 (2.3.15)

Ahora bien, la matriz sélida se encuentra en reposo, por lo que v* = 0, ademas,
haciendo uso del principio de conservacién de masa se tiene:

Ow
gg = _9}? LT (2.3.16)

Cuando la fraccion de masa de soluto en la fase sélida es funcién de la concen-
tracion, es decir w = w(c(z, 1)), la ecuacién (2.3.16) es:

dw Oc
gl = P B (2.3.17)

definiéndose asi el coeficiente de distribucion:

dw

= —. 2.3.18
d de ( )

Si @w(c) es una funcién lineal, entonces el coeficiente de distribucion es inde-
pendiente de la concentracion del soluto. Sustituyendo las ecuaciones (2.3.17) y
(2.3.18) en la ecuacién (2.3.4) con gs = g se obtiene:

e 4V (ue0) = _pbKd%

o +V - 1g, (2.3.19)

desarrollando la derivada temporal de la ecuacion anterior:

dc dc Oe
55 + V- (vee) + pbKda =V 14— o

1

Ahora, multiplicando la expresién anterior por €', y con un poco de manipula-

cion algebraica sencilla se obtiene:

Olne
ot ’

dc

8t(1 +elppKy) + eV - (vee) =7V 1y — ¢

expresion de donde se obtiene el coeficiente de retardacion, definido como:

0
R=1+222 142k, (2.3.20)
e Oc €
por lo que, finalmente se obtiene:
oc  _ _ Jlne
RE + &'V (vee) = 'V - 14 — C— (2.3.21)
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ecuacion que es muy utilizada en diversas aplicaciones en hidrogeologia. Cuando
el medio poroso es homogéneo e incompresible, la ecuacion (2.3.21) es igual a:

Rg—j +V-(w)=¢"'V-1g, (2.3.22)

que se puede reescribir como:

oc

TR (cR™ ') = (Re)™'V - 14, (2.3.23)
donde se observa claramente que: cuando ocurre adsorcion, el proceso de advec-
cion es retardado por un factor igual a R.

Dispersién-Difusion

Atn cuando a nivel macroscépico un fluido se encuentre en reposo, a nivel microscopico,
las moléculas, atomos o iones que lo constituyen se encuentran en constante agitaciéon.
Esto produce un movimiento aleatorio en las particulas de soluto que se encuentran
disueltas en el fluido que se denomina Movimiento Browniano. Este movimiento mi-
croscopico produce un desbalance entre la masa de soluto que entra a un cuerpo de
fluido y la masa de soluto que sale de él, provocando un flujo de masa en la frontera
del cuerpo conocido como Difusion (Herrera y Pinder 2012).

Los procesos de difusiéon son modelados mediante una ecuacion constitutiva deno-
minada: Primera Ley de Fick, la cual establece que el flujo de masa de soluto es una
funcion lineal del gradiente de la concentracion, es decir:

Ts(z,t) = D™ - Ve, (2.3.24)

donde D™ es el tensor de difusion molecular, el cual es simétrico y no negativo. La
ecuacién (2.3.24) es aplicable para fluidos libres, sin embargo, para el caso de transporte
de soluto en medios porosos, la Primera Ley de Fick puede escribirse como:

Tg(z,t) =eD™- Ve (2.3.25)

A diferencia de los procesos difusos en fluidos libres, en fluidos contenidos en medios
porosos coexisten dos fenémenos distintos:

e Difusion Molecular: Debida al movimiento Browniano ocurrente a nivel microscépi-
co.

e Dispersion Mecanica: Debido a la tortuosidad del medio poroso, consecuencia de
la aleatoriedad de la estructura de la matriz sélida. Se observa que la dispersion
mecanica no ocurre si el fluido se encuentra en reposo.
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Estos dos fendmenos contribuyen al proceso de dispersion-difusién de manera adi-
tiva, es decir:

D=D"+ D", (2.3.26)

donde D es el tensor de dispersion hidrodinamica y QM es el tensor de dispersion

mecdnica.
El tensor de difusion molecular, D™, es is6tropo y esta definido como:

D™ = Dybé;;, (2.3.27)

donde € es la tortuosidad del medio poroso (también se utiliza la notacién w como en
Fetter 1999), asumida como isétropa y siempre menor que 1, y Dy es el coeficiente de
difusion del soluto.

Por su parte, el tensor de dispersién mecénica, D™, es anisétropo, con la direccién
de la velocidad de particula del fluido como eje de simetria, y cuyos valores propios
son proporcionales a |v| (Herrera y Pinder 2012). Considerando lo anterior y por la
ecuacion (2.2.33), el tensor de dispersién mecénica es:

ViV

Djj = arlv]d; + (ar — ar) (2.3.28)

o]
donde ap, y ar son los coeficientes longitudinal y transversal de dispersividad dindmica,
respectivamente (Fetter 1999). Generalmente ay > ar > 0. Los eigenvectores de DY
son las direcciones de la velocidad de particula del fluido y cualquier direccién trans-
versal, con eigenvalores ay|v| v ar|v|,respectivamente (Herrera y Pinder 2012).

Empleando la ley de Darcy, se puede expresar a QM como:

UU;
ul

€Dl]\]4 = O./T|Q|5Z‘j + (OéL — O{T>

(2.3.29)

Se observa que cuando el gradiente de la concentracién lleva la misma direccion que la
velocidad, se tiene:
DYVe = ayfv|Ve, (2.3.30)

de donde se define el coeficiente de dispersion hidrodindmica longitudinal como:
Dy = aglv] +D™. (2.3.31)

De manera similar, cuando el gradiente de la concentracion tiene una direccién trans-
versa a la velocidad de fluido:

DYVe = ar|v|Ve, (2.3.32)
obteniéndose el coeficiente de dispersion hidrodindmica transversal:
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Ahora, analizando el flujo de masa a través de la frontera de un cuerpo, por dispersién
mecanica, se identifican dos casos:

e La velocidad de fluido es perpendicular a la frontera, entonces el vector normal
unitario en la frontera es paralelo a la velocidad de fluido, por lo tanto:

0
T -Qz@-éQMVc:eozLMa—c. (2.3.34)
= n

e La velocidad de fluido es paralela a la frontera, entonces el vector normal unitario
en la frontera es perpendicular a la velocidad de fluido, en consecuencia:

Oc

n=n-eDMVc= —. 2.3.35
Tmee 0= 1D Ve = carly] ( )

Finalmente, cuando el fluido esta en reposo, se tiene:
Dij = D} = 0D 40;;. (2.3.36)

2.3.3 Ecuacion General de Transporte de Soluto en Medios
Porosos

La ecuacion diferencial general que gobierna el transporte de soluto en medios porosos,
se obtiene al sustituir la ecuacién (2.3.25) en la ecuacién (2.3.4):

% + V- (ecw) =V -(eD-Ve) + gs, (2.3.37)

desarrollando esta ecuacién se obtiene:

<Dlnc Dlne
ec

Dt D +V'Q>:V'(€Q'V0)+gs, (2.3.38)

que se puede reescribir como:

D D1
Fj + C(Tntg +V- y) = V- (DVe) + (VIne) - DVc+ e 'gs. (2.3.39)

La ecuacién (2.3.39) es la ecuacién diferencial general de transporte de soluto en medios
POTOSO0S.

Formas especiales de la ecuacion diferencial general

Si el fluido es incompresible, implica que:

Dlne
Dt

+V-0=0, (2.3.40)
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y por lo tanto:
Dc

Dt
Si la matriz sélida es homogénea:

Dc_

E =V- (QVC) + 6_195.

Cuando el fluido se encuentra en reposo:

— =V -(DVc)+ (VIne) - DVe+ e 'gs.

(2.3.41)

(2.3.42)

(2.3.43)

(2.3.44)

(2.3.45)

(2.3.46)

0
o =V (0DVe) +< g,
y, para transporte no difuso:
Dc 1
Dt ° I
Finalmente, para estado estacionario, las ecuaciones (2.3.42), (2.3.43) y (2.3.44) son
respectivamente:
v Ve=V-(DVe) +¢lgs,
V- (0DVc) = —e 'gs,
y

v-Ve=¢egs.
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Capitulo 3

Metodologia

En el capitulo anterior se obtuvieron los modelos de transporte de soluto en medios
porosos, para el caso de transporte advectivo y difuso. A continuacién, se describe un
procedimiento para su solucién numérica utilizando el Método de Diferencias Finitas.

3.1 Método de Diferencias Finitas

La soluciéon de una ecuacion diferencial parcial es una funcion que satisface la rela-
cién que existe entre sus derivadas sobre una regién de espacio y tiempo, junto con
algunas condiciones de frontera y condiciones iniciales. El método de Diferencias Fini-
tas consiste en reemplazar las derivadas en la ecuacién diferencial con aproximaciones
en diferencias finitas, a partir del valor de la funcién en puntos discretos (Leveque 2007).

Sea u(z) una funcién suave de una variable, cuyas derivadas son funciones definidas
en una region que contiene un punto de interés z. Supongamos que se desea obtener una
aproximacién de u'(Z). Siguiendo la definicién de derivada, una opcién seria emplear:

w(Z 4+ h) — u(z)
h )
para un valor pequeno de h. La ecuacién (3.1.1) es una aproximacién de un solo lado

de u/(Z), y define la pendiente de la recta que interpola a u en los puntos & y & + h,
como se muestra en la Figura 3.1.

Diu(z) = (3.1.1)

Otra opcion puede ser emplear:

D_u(z) = : (3.1.2)

Las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2) son aproximaciones de primer orden, es decir, el error
de aproximaciéon es proporcional al valor de h.
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slope Dyu(x)
slope D_u(x)

slope u’(X)

slope Dou(x)

u(x)
Figura 3.1: Aproximaciones de u/(Z), interpretadas como la pendiente de las rectas secantes.

(Tomada de (Leveque 2007))

También es posible utilizar una aproximacién centrada:

Do(7) = UEF h);h“(j —h (3.1.3)

la cual, es una aproximacién de segundo orden, el error es proporcional a h? y, por lo
tanto, es menor que el error de las aproximaciones de un solo lado, cuando A tiene un
valor pequeno.

Las aproximaciones en diferencias finitas pueden realizarse tanto en derivadas es-
paciales como en derivadas temporales. El orden y el tipo de aproximacion a elegir
depende del tipo de ecuacién y la precision deseada, lo cual conlleva a distintos esque-
mas de diferencias finitas, ya sean explicitos, implicitos o una combinaciéon de ambos
(por ejemplo, el método de Crank-Nicolson).

Para utilizar este método, es necesario discretizar el dominio del problema; usual-
mente esta discretizacion se lleva a cabo mediante una malla uniforme, como se muestra
en la Figura 3.2. Para un problema en dos dimensiones, el valor de la funcién se guarda
en cada uno de los nodos que identificados por los indices 7 y j.
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=M@ ® ® ® L ® ® L4

Figura 3.2: Ejemplo de una discretizacién del dominio para un problema en dos dimensiones como
un espaciamiento entre nodos igual en ambas direcciones (Azx = Az).

Entonces, la aproximacion en diferencias finitas centradas de V - ¢ en dos dimensio-
nes, considerando Ax = Az, como se muestra en la Figura 3.2 es:

Ci i — Cji— C; i — Cij—1.4
V.c= J+12A:L‘ d-L 4 HJ2A:(; Ly (3.1.4)

De aqui en adelante, se considerara a Az = h y At = k.

3.1.1 Aproximaciones en Diferencias Finitas

Existen diversos métodos para obtener formulas de aproximaciones en diferencias fini-
tas para derivadas de cualquier orden. En la presente tesis se utiliza el Método de los
Coeficientes Indeterminados.

Suponiendo que se desea encontrar la aproximacién en diferencias finitas de la
segunda derivada de una funcién suave u(x) en un punto de interés Z, considerando los
puntos u(Z), u(Z + h), y w(Z — h), de la forma:

u"(z) = alu(z — h)] + bu(Z)] + clu(z + h)], (3.1.5)

es posible determinar los coeficientes a, b y ¢ mediante la expansién en series de Tay-
lor centrada en el punto de interés z, de cada uno de los puntos considerados en la
aproximacién, es decir:

(i + B) = (i) + h (7) + () + B OO, (316
y
(i — ) = u(F) — ha'(3) + SH"(3) — SHWE) O, (BLT)
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Sustituyendo éstas expresiones en la ecuacién (3.1.5) se obtiene:

W(F) = afu(F) — i (7) + %hQu”(:i-) _ %h%”’(i‘) + O]
b{u(E)] + clu(®) + Il (7) + Sh"(E) + éh?’u’”(j) +ORY].

Agrupando términos y resolviendo para u”(Z), se obtiene el siguiente sistema de ecua-
clones:

a+b+c=0,
—a+c=0,

a—+c= ﬁ
Resolviendo el sistema se obtiene: @ = ¢ = 1/h?, y b = —2/h?, por lo que la aproxima-
cién en diferencias finitas para u”(Z) es:

o' (F) = %[u(i —h) — 2u(F) + u(@ + b)), (3.1.8)

3.2 Discretizacion del Problema

La eleccion de la aproximacién por diferencias finitas debe realizarse en funcion de
las caracteristicas del problema. A continuacién se analiza la ecuacion diferencial de
transporte y se explica el esquema numérico elegido para resolverla.

3.2.1 Caracteristicas del Modelo Matematico

En el capitulo anterior, se llegé a la ecuacion diferencial de transporte de soluto en
medios porosos, cuando la matriz solida es homogénea y el fluido es incompresible:

dc

5 TuVe=V- (DVe) + ¢ 'gs, (3.2.1)
que involucra tanto al transporte por dispersion mecanica como por difusiéon molecular.
Cuando no existen procesos de difusién y dispersién, la ecuacién (3.2.1) se convierte

en:

oc
— +uv-Ve=c¢"gs, (3.2.2)
ot
que es una ecuacion diferencial parcial hiperbdlica de primer orden, conocida como
la Ecuacion de Adveccion. Por otro lado, cuando no existe transporte por adveccion
(v =0), se tiene:
Jc 1
i V- (DVc) +¢e gs, (3.2.3)
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que es una ecuacién diferencial parcial parabdlica, por lo que la ecuacién (3.2.1) invo-
lucra ambos tipos de ecuaciones, y tiene la forma de:

0

% — A(e) + Ble) (3.2.4)
ot

donde A(c) y B(c) son los términos correspondientes a la adveccién y a la difusion,
respectivamente.

La resolucién de esta clase de modelos requiere de métodos y enfoques numéricos
distintos a aquellos empleados para ecuaciones puramente elipticas, parabdlicas o hi-
perbdlicas. De estos métodos, se ha elegido el Método de Paso Fraccionado, debido a
que el término parabodlico de la ecuacién (3.2.1) es rigido (Leveque 2007), es decir, todo
el dominio es sensible a una perturbacion local, siendo adecuado el uso de un esquema
implicito para evitar inestabilidades. Por otro lado, para el término hiperbdlico resulta
computacionalmente mas eficiente un esquema totalmente explicito.

3.2.2 Meétodo de Paso Fraccionado

La idea detras de este método es dividir la ecuaciéon y alternar el computo de sus partes
conforme se integra en el tiempo. La forma mas simple de divisién de una ecuaciéon con
dos términos como la ecuacién (3.2.4) es (Leveque 2007):

(il = Na(C™ k), (3.2.5)

C" = Np(C* k),
donde N4 (C™, k) es un método numérico de un paso que resuelve dc/9t = A(c), sobre
un paso de tiempo k, a partir de los valores de la funcién C". Posteriormente, se apli-
ca Np(C*, k), que resuelve dc/dt = B(c), sobre un paso de tiempo k, a partir de los
valores de la funcién C*.

La ventaja de este método radica en que es posible aplicar métodos numéricos dis-
tintos para cada parte, pudiendo ser uno explicito y el otro implicito. Inclusive, permite
extender un problema de una dimensién a dos o tres dimensiones. Sin embargo, una
desventaja del método es que las aproximaciones obtenidas siempre seran de primer
orden, sin importar la calidad de los métodos empleados (Leveque 2007).

Otra posible desventaja del método es la estabilidad. Atin cuando los métodos Ny
y Np sean estables, no siempre es claro si al alternarlos se tenga un proceso estable.

3.2.3 La Ecuacion de Advecciéon

Para resolver la parte advectiva de la ecuacion, es necesario identificar los posibles de
errores que pueden ocurrir para elegir el mejor esquema de diferencias finitas. Cuando
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se aproximan las derivadas de la ecuacion de adveccion con diferencias finitas, se in-
troducen errores al sistema, que, en general, pueden ser dispersivos o difusivos (Rood
1987).

Los errores dispersivos se observan cuando pequenas oscilaciones aparecen en la
solucion, debido a la propagacion de los componentes de Fourier a distintas velocidades
de fase. Esta clase de errores se observan cominmente en esquemas de diferencias finitas
centradas. Los esquemas de diferencias finitas hacia delante, como el Upwind, sufren
de errores de difusién (e.g., una distribucién rectangular se suaviza rdpidamente, hasta
que el campo es constante en todo el dominio.). En la Figura 3.3a y 3.3b se muestra
un ejemplo de errores dispersivos y difusivos, respectivamente.

Tiempo = 0.44[dias] Tiempo = 0.44[dias]
0 1 0 1
08
01 06 01 0.8
0.4
0.2 0.2 0.6
0.2
0.3 0 0.3 0.4
02
0.4 04 0.4 0.2
-0.6
0.5 -0.8 0.5 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) Error debido a dispersién (b) Error debido a difusién

Figura 3.3: Adveccién en dos dimensiones, con velocidades constantes en direcciones X y Z iguales
a 0.5. Fuente puntual ubicada a 0.25 y 0 de profundidad, constante e igual a 1. (a) Esquema de
diferencias finitas centradas. (b) Esquema Upwind.

La eleccion del esquema apropiado depende de la aplicacion, pudiéndose dar pre-
ferencia a la minimizacion de algin tipo de error, su adaptabilidad en mas de una
dimension o la eficiencia computacional, entre otras opciones. En esta tesis se ha elegi-
do un esquema explicito de tres puntos y de aproximacion de segundo orden, conocido
como el Método de Laz-Wendroff, debido a que ha demostrado disminuir tanto errores
difusivos como dispersivos.

Método de Lax-Wendroff

Para obtener la formula de este método en una dimensién, partimos de la ecuacién de
adveccion, con gg = 0:

Oc
— . = 0. 2.
By +v-Ve=0 (3.2.6)
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Se expande la concentracién en series de Taylor, para obtener:

dc 1. ,0%
clr,t+k)=c(x,t)+ ka(x, t) + ékZ@(x,t) +oee (3.2.7)

Considerando la ecuacién (3.2.6), se reemplaza ¢; por —vc, ¥ ¢y por v2c,,, obteniéndose:

oc 1, ,0%
- —ky— 4+ = T 2.
clx, t+ k) =c(x,t) — kv . + 2/43 v 2 + (3.2.8)

Finalmente, se sustituyen las aproximaciones centradas para ¢, y c.., es decir:

@ _ Giy1 — Gy

or 2n
y
820 _ Cj—1 — 20]' + Cjt1
Ox? h? ’
para obtener:
n n kv n n k*v® n n n

La ecuacién (3.2.9) se conoce como el Método Estindar de Laz-Wendroff en una di-
mension, la cual se puede reordenar como:

G = G — ) + A~ 2 ), (3:210)

donde v es el Numero de Courant, definido como:

kv
=

v= (3.2.11)
La extension directa de este método a dos dimensiones es problematica, debido a que el
esquema se vuelve completamente inestable, como consecuencia de la omisién de ciertos
términos cruzados (Winter 2011). Una forma de aplicar el método en dos dimensiones
es, nuevamente, mediante el Método de Paso Fraccionado, resolviendo primero en la
direccion z, y después en la direccion y para un mismo paso de tiempo k, es decir:

1 1
(CZ}H)* =iy + 5’/96(023'—1 —Cij) + 5”5(0?,]'—1 —2¢j; + ¢p),s
1 1
CZ]‘H = (C?;rl)* + §VZ<<C?—+11,]’)* - (C;lelj>*) + §Vg(<c?j11g)* - 2(62?1)* + (C?jll,j)*)v

(3.2.12)
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donde v, y v, son los Numeros de Courant en direccion x y z, respectivamente. La
Figura 3.4 muestra el resultado de la aplicacién de éste método al mismo problema de
adveccion de la Figura 3.3.

Tiempo = 0.44[dias]
0

0.1 0.8
0.6
0.2
0.4
0.3
0.2
0.4
0.5 -0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Adveccién en dos dimensiones, con velocidades constantes en direcciones X y 7 iguales
a 0.5. Fuente puntual ubicada a 0.25 y 0 de profundidad, constante e igual a 1, resuelto mediante el
Método de Lax-Wendroff 2D.

o

Esta forma de extender el método de Lax-Wendroff hereda las condiciones de estabi-
lidad del Ntimero de Courant en una dimension, es decir, el método es estable mientras
se cumpla que —1 < v < 1, condicién que resulta mucho menos severa en comparacion
con los esquemas completos en dos dimensiones. Sin embargo, una fuerte desventaja
es que la ecuacién (3.2.12) solo puede aplicarse en mallas ortogonales, restringiendo la
geometria del problema (Winter 2011).

3.2.4 La Ecuacion de Difusion

La eleccién del esquema adecuado para la parte difusa de la ecuacién es sencilla, basta
con reconocer que la solucion advectiva determina los valores de h y k. Para obtener
soluciones incondicionalmente estables se optd por un esquema implicito de diferencias
finitas.

Este tipo de esquemas, sin embargo, son mas costosos computacionalmente, debido a
que se requiere resolver un sistema de ecuaciones de dimension proporcional al cuadrado
del numero de nodos, que se traduce en requerimientos de memoria altos.
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Método Completamente Implicito

Se parte de la ecuacién (3.2.3), considerando gg = 0:

Oc
5 =V (DVo). (3.2.13)

Debido a que el tensor de dispersion hidrodinamica es funcion de la direccion de flujo
(Fetter 1999); en un medio homogéneo en dos dimensiones, con velocidad de flujo
principal uniforme, éste toma la forma:

= [DL 0 ] . (3.2.14)

IS

0 Dr
Sustituyendo D en la ecuacién (3.2.13) y desarrollando la divergencia se obtiene:

dc d%c 0c

— =D— + Dr—. 3.2.15

ot L ox? + 7922 ( )
Ahora, sustituyendo las aproximaciones centradas para c,, y ¢.., y hacia delante para
Ct.

cn—f—l — " n+1 20n+1 n+1 n+1 2cn+1 + n+1

i i\ Cij—1— 4G i, Ci—1j — 4G i+1,j
S = Dy (< PE) 4 Dp(- ), (3.216)

para Az = Az = h. Si se considera que r, = Drk/h?® y r, = Drpk/h? y reordenando la
ecuacion anterior, se obtiene:

chl(l +2r, +2r,) — rwc;-fj_ll — rxc;-fﬁl — rch_ﬁl’j — rchfﬁj = c};. (3.2.17)
La ecuacién (3.2.17) es el Método Completamente Implicito, el cual es incondicional-
mente estable, y representa una combinacién lineal de los valores de la concentracién
en cada nodo de la malla, por lo que es posible expresar el método como un sistema

de ecuaciones de la forma:
Az = b, (3.2.18)

donde A es la matriz de coeficientes, la cual es pentadiagonal, x son los valores de la
concentracién en el tiempo n 4 1, y b son los valores conocidos de la concentracién en
el tiempo n. El sistema de ecuaciones tiene dimensién (nz x nz)?, donde nx y nz son
el numero de nodos en direccién x y z, respectivamente, el cual se resuelve para las
incégnitas ¢! con cada paso en tiempo.

3.2.5 Condiciones Iniciales y de Frontera

Un problema bien planteado es aquel en el que, segin Hadamard, la solucion exis-
te, es Unica, y ésta, depende continuamente de los datos (Tveito y Winther 2005). La
unicidad de la soluciéon, implica establecer condiciones iniciales y de frontera adecuadas.
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De acuerdo con los objetivos planteados en la presente tesis, el modelo matematico
de transporte de soluto en medios porosos, ecuacién (3.2.2), se resuelve en un acuife-
ro confinado, ideal, homogéneo e isétropo, cuya velocidad de particula es conocida y
cumple con la Ley de Darcy (ver Figura 3.5). El medio se discretiza con una malla-
do equi-espaciado y se requieren imponer condiciones iniciales y de frontera pertinentes.

A
v

Figura 3.5: Acuifero confinado, con velocidad de particula en direccién del eje x, fuente de soluto
gs en z =0.

Al tratarse de un acuifero confinado, los estratos superior e inferior son formaciones
geologicas de baja porosidad que, si bien son capaces de almacenar grandes cantidades
de agua, no tienen la capacidad de transmitirla, al menos, bajo condiciones normales.
Es por esto que, en las fronteras superior e inferior del acuifero, se imponen condiciones
tipo Neumann de flujo nulo:

%20; Vz=0,t>0,

8cﬂ (3.2.19)
— =0; Vz=H,t>0.

on

La incorporacién de las condiciones tipo Neumann a los esquemas numéricos ante-
riormente vistos, se realiza mediante nodos ficticios. Considerando la geometria mos-
trada en la Figura 3.5, se desarrolla la ecuacién (3.2.19) para obtener:
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Oc

——=0; Vz=0,

8‘902 (3.2.20)
Z_0;, V=4,

0z

después, aproximando en diferencias finitas centradas:

@2~ Coy
2h
Cn+1,j — Cn—1y4

2h

=0; Vz=0,
(3.2.21)
=0; Vz=H,

donde n es el numero de nodos en direccién z. Finalmente, se obtienen los valores de
los nodos ficticios ¢g ; v Cpt1,4:

Coi = —Coj; Vz=0,
0 2 (3.2.22)
Cnt1,j = Cn—1,5 5 Vz=H,

los cuales, se incorporan al esquema numeérico de diferencias finitas.

Por otro lado, considerando la direccién de velocidad de particula, no se espera que
exista concentraciéon en la frontera x = 0 debido a la posicion de la fuente de soluto
gs, por lo que se establece la siguiente condicion tipo Dirichlet:

c(x=0,2,t>0)=0. (3.2.23)
Como condicion inicial se establecié que el acuifero esta libre de soluto, es decir:
c0<z<L,0<z<Ht=0)=0. (3.2.24)

En la frontera x = L, se desconoce el tiempo en el que el frente de soluto llega a
ésta, por lo que no es posible establecer condiciones de frontera. Sin embargo, se espera
que la masa de soluto salga del dominio en x = L. La manera en la que se trabaja
es extendiendo esta frontera hasta x — oo, en donde se tiene que c¢(oo,z,t) = 0.
Numéricamente, esto significa extender el niimero de nodos en direcciéon x, imponer
condiciones Dirichlet nulas y mostrar solo la parte de interés.
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Resultados

4.1 Verificacion numeérica

La verificacién numérica de la parte advectiva y difusiva del modelo computacional
se realizé de forma independiente. Esta consistié en la comparacion de una solucion
analitica con la soluciéon numérica obtenida con el esquema desarrollado en el Capitulo
anterior (ver apéndice A).

4.1.1 Adveccion

Para su verificaciéon numérica se consideré un acuifero con dimensiones 0 < x < 1y
0 < z < 0,5[km], con velocidad de particula de fluido igual a 0,5 [km/dia] en direccién
x unicamente (flujo laminar). Se considero a la superficie z = 0 como fuente de soluto,
constante e igual a 1, y concentracién nula en el resto del dominio como condicién
inicial.

La solucién analitica de la ecuacién (3.2.7) en una dimensioén es:

c(x,t) = co(x — ut), (4.1.1)

para una condicién inicial ¢g(x,0). La solucién anterior puede obtenerse siguiendo el
principio de d’Alembert (Tveito y Winther 2005).

Debido a los errores dispersivos y difusivos del método de Lax-Wendroff, la evalua-
cion del error se realizé para un dia simulado y se evalué con el punto medio del salto
de la concentracién que se comparé con la distancia analitica recorrida por la pluma
contaminante, obteniéndose un error de 9,999 x 1073 (ver Figura 4.1).
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Tiempo = 1 [dia]
1.2 T

T
& Solucién Numérica ©
o Solucién analitica
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Figura 4.1: Verificacién numérica del Método de Lax-Wendroff. Los pardmetros de la simulacién
son: Velocidad de particula igual a u = 0,5[km/dia], flujo laminar, fuente de soluto constante e igual
a 1, los pasos de discretizacién espacial y temporal son: h = 0,01 y & = 0,015 (por lo que el ntimero

de Courant es v = 0,75).

Conforme aumenta el intervalo de tiempo de estudio, los errores de dispersién y
de difusién aumentan en la solucién numérica, como consecuencia del truncamiento de
algunos términos de la expansion en series de Taylor (Abdulkadir Y 2015). Una forma
de solventar esto, es reduciendo la discretizacion espacial y temporal, aumentando el
nimero de nodos y los pasos en tiempo. El nimero de nodos por longitud de onda
méxima recomendado para obtener una buena aproximacion es de diez (Zingg, Lomax
y Jurgens 1996).

4.1.2 Difusion

Para la verificacién numérica de la parte difusa se consider6 un acuifero con las mismas
dimensiones que el anterior, con coeficiente de dispersion hidrodinamica longitudinal,
Dy igual a 1 y transversal, Dt igual a 0 y velocidad de particula nula. En la frontera
X =1 se establecieron condiciones tipo Dirichlet nulas. Como condicion inicial se tomé
la funcién (Tveito y Winther 2005):

c(x) = 3sin(mz) + bsin(4drx). (4.1.2)

La solucién analitica de la Ecuacién (3.2.13) en una dimensién para las condiciones
mencionadas es:
2 2
c(x,t) = 3e ™ 'sin(nx) + 5e 10 tsin(4nx). (4.1.3)
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Dicha solucién puede obtenerse a partir del método de separacion de variables (Tveito
y Winther 2005). La solucién analitica se comparé con la numérica, arrojando un error
de 1,992493 x 1072 (Ver Figura 4.2)

Tiempo = 0.01 [dia]

T
? A Solucién analitica
¢ ', Resultado Numérico O
‘ ’ Condicién Inicial — - -

-4 | 1 | | -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X [Km]

Figura 4.2: Verificacién numérica del esquema completamente implicito. Los pardametros de la
simulacién son: Coeficiente de dispersién hidrodindmica longitudinal Dy = 1 y transversal Dy = 0,
velocidad de particula v = 0. Los pasos de discretizacion espacial y temporal son A = 0,01 y
k = 0,0001 y 100 pasos en tiempo.

4.2 Analisis de sensibilidad

El programa desarrollado se utilizo para realizar un estudio de sensibilidad de distintos
parametros que controlan la forma de la pluma contaminante y la contribucion de la
difusion y dispersién mecanica en el transporte de soluto.

4.2.1 Dispersion Longitudinal y Transversal

El cociente entre los coeficientes longitudinal y transversal de dispersividad dindmica
(o /ar) en un acuifero, controla la forma de la pluma contaminante durante el trans-
porte de soluto en dos dimensiones (Fetter 1999). En la Figura 4.3 se muestran distintas
formas de plumas contaminantes para distintos valores del cociente entre las dispersivi-
dades dindmicas. Se observa que mientras mas elevado sea el valor del cociente ay /ar,
la forma de la pluma es mas delgada.
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Figura 4.3: Efecto del cociente de dispersividades sobre la forma de la pluma contaminante. Los
pardmetros de la simulacién son: Velocidad de particula v = 0,5 [km/dia] flujo laminar, coeficiente
de dispersividad dindmica longitudinal ay, = 0,009144[Km], fuente de soluto gs = 1 constante y
tiempo t = 0,8[d{as]. Valores de dispersividad tomados de (Fetter 1999)

4.2.2 Dispersion - Difusion

Como se ha mencionado anteriormente, la dispersién hidrodinamica involucra tanto a
la dispersién mecanica como a la difusiéon. Para evaluar bajo qué condiciones predomi-
na una u otra, se utiliza el Numero de Peclet.

El Ntumero de Peclet es un nimero adimensional que relaciona la contribucién del
transporte por adveccién con la contribucién del transporte por difusion o dispersion
(Fetter 1999), definido como:

(4.2.1)
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o bien:

(4.2.2)

donde d y L son las longitudes caracteristicas de flujo.

De acuerdo a diversas investigaciones, la difusiéon en medios porosos esta relacionada
con el factor de resistividad de formacién por la ecuacion (Perkins y Johnston 1963):

Z_ 2 (4.2.3)

donde D es el coeficiente de difusién aparente (basado en el drea susceptible a difusién)
y ¢ es la porosidad efectiva. Por otro lado, casi todos los datos de coeficientes de
dispersiéon longitudinal en arenas no consolidadas reportados en la literatura, pueden
ser representados por la ecuacién (Perkins y Johnston 1963):

E
— = 1,75 424
Dd ) p? ( )

donde E es el coeficiente de dispersién longitudinal convectivo y p se calcula con la
ecuacion (4.2.1) con d como el didmetro de grano. Por lo tanto, en la regiéon donde
tanto la contribucién de la difusién como de la dispersion es importante, el coeficiente
de dispersién hidrodindmica longitudinal es la suma de las ecuaciones (4.2.3) y (4.2.4):

DL 1 Umd
— = —+1,75—. 4.2.5

La Figura 4.4 muestra la grafica de la ecuacion (4.2.5). Para ntimeros de Peclet bajos
(menores a 0,02), el cociente Dy /Dy es constante e igual a 0,7; bajo éstas condiciones,
la difusién es dominante, y se puede despreciar a la dispersién. Para ntimeros de Peclet
entre 0,02 y 6, existe una zona de transicion, en donde tanto la difusién como la disper-
sion influyen por igual en el transporte de soluto. Finalmente, para nimeros de Peclet
mayores a 6 el transporte de soluto es advectivo dominante. Los puntos sobre la gréfica,
son los niimeros de Peclet elegidos para la simulacién en una dimensiéon mediante el
uso del software desarrollado, cuyos resultados se muestran en la Figura 4.5. En ésta se

observa la contribucién gradual de la dispersion mecénica conforme aumenta el niimero
de Peclet.
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Figura 4.4: Coeficiente de dispersién longitudinal en arenas no consolidadas. Los puntos de
izquierda a derecha corresponden con ntmeros de Peclet iguales a 0,004, 4 y 40, respectivamente
(basada en (Perkins y Johnston 1963)).
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Figura 4.5: Concentracién relativa para distintos nimeros de Peclet de la forma p = v, L/Dy,
variando Unicamente el coeficiente de dispersiéon hidrodinamica longitudinal. La linea continua
representa la solucién numérica para Dy = 0. Los pardmetros de la simulacién son: velocidad de
particula v, = 0,1 [km/dfa], flujo laminar, fuente constante e igual a 1, Dy, = 5, 0,005 y 0,0005
[km? /dfa], respectivamente.
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Por su parte, el coeficiente de dispersién hidrodinamica transversal es igual a la
suma del coeficiente de difusién en el medio poroso (ecuacién (4.2.3)) y el coeficiente
transversal de dispersién convectiva, por lo que la expresién final para flujo laminar en
arenas no consolidadas es (Perkins y Johnston 1963):

DT 1 Uzd

D, Fo 0,055 D, (4.2.6)
cuya grafica se muestra en la Figura 4.6. Los puntos mostrados corresponden con los
numeros de Peclet elegidos para la simulacion en una dimensién.

1000 ¢ . : : :

100 i

D1/Dy
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Adveccién |
- —
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- Difusién i
- —
0.1 RN | R | R R | R
0.1 1 10 100 1000 10001

V,d/Dy

Figura 4.6: Coeficiente de dispersion hidrodindmica transversal para arenas no consolidadas. Los
puntos de izquierda a derecha corresponden con ntimeros de Peclet iguales a 0,4, 40 y 4000 (basada
en (Perkins y Johnston 1963)).

En la Figura 4.6, se observa que la dispersién transversal es mayor que la difusién
transversal para nimeros de Peclet mayores a 100. La curva tiene la misma forma que
la mostrada en la Figura 4.4, sin embargo la adveccién dominante ocurre a niimeros
de Peclet mucho méas grandes (por un factor de 10). Esto significa que la difusién tiene
mas control sobre la dispersion transversal que sobre la longitudinal para nimeros de
Peclet altos (Fetter 1999).

Los numeros de Peclet grandes se tienen a velocidades de particula o a longitu-
des de flujo caracteristico grandes también. Al aumentar la velocidad de particula, el
nimero de Peclet pasa de una region de difusién transversal dominante, a otra donde
el transporte de soluto comienza a ser significativo (Perkins y Johnston 1963). Dicho
comportamiento puede observarse en la Figura 4.7.
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Figura 4.7: Concentracién relativa para distintos nimeros de Peclet de la forma p = v, L/ Dy

variando Unicamente el coeficiente de dispersion hidrodindmica transversal. La linea continua

representa la solucién numeérica para D7 = 0. Los pardmetros de la simulacién son: velocidad de

particula v, = 0,1[km/d{a], flujo laminar, fuente constante e igual a 1, Dy = 0,05, 0,0005 y 0,000005,
respectivamente.

Cuando se tienen nimero de Peclet elevados, la adveccién y la dispersién mecanica
influyen mas en el transporte de la pluma contaminante y los efectos de la difusion

molecular pueden ignorarse; bajo éstas condiciones, D; puede reemplazarse por o;v; en
la ecuacién de adveccién - dispersién (Fetter 1999)
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Conclusiones

En hidrogeologia, la modelacién matematica y computacional juega un papel impor-
tante para la prediccion y gestacién del limitado recurso hidrico a través de estudios
de balances hidrolégico. Los modelos matematicos de aguas subterraneas son usados
principalmente para la determinacion, predicciéon e interpretacion del nivel piezométri-
co, ubicacion de pozos de extraccion y recarga, diseno de redes de monitoreo, balance
de masa de contaminantes y diseno e implementacién de técnicas de remediacion. Los
modelos matematicos permiten realizar estudios de sensibilidad de pardmetros y condi-
ciones para poder predecir efectivamente el comportamiento del sistema; sin necesidad
de recurrir a complejos experimentos de campo, los cuales toman mucho tiempo y re-
sultan muy costosos, en buena medida por la lentitud de los procesos en un acuifero.

El proceso de formulacion de los modelos matematicos comienza con el entendimien-
to del sistema fisico y de los procesos involucrados. En hidrogeologia, éstos procesos
son: flujo de fluidos y transporte de soluto en medios porosos.

El flujo de fluido suele ser modelado sin tomar en cuenta el transporte de soluto,
siendo el nivel piezométrico la variable independiente del sistema. Dicho modelo por
si solo, tiene importantes aplicaciones en ingenieria, por ejemplo predecir el compor-
tamiento de obras civiles construidas sobre acuiferos. Por otro lado, en la practica, el
modelo de transporte de soluto debe ser resuelto simultdneamente con el modelo de
flujo, pues el movimiento de un contaminante en un acuifero depende de la velocidad
de particula del fluido. En la presente tesis se considero el nivel piezométrico conocido
y por ende la velocidad de particula del fluido en el medio poroso.

La formulacién de los modelos se basa en la traduccion de los principios de conser-
vacién (o balance) de la energia, masa y momento a expresiones mateméaticas (Mercer
y Faust 1980). Una vez que el modelo basico es formulado, es necesario establecer
relaciones entre las variables involucradas a través de la incorporacion de ecuaciones
constitutivas. De ésta manera, el modelo de flujo en medios porosos se obtiene con el
balance de masa y momento del fluido incorporando la Ley de Darcy. Mientras que
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el modelo de transporte en medios porosos, sin considerar reacciones quimicas, utiliza
los balances de la masa de soluto y del momento del fluido, utilizando como ecuacion
constitutiva la ley de Fick.

El Método de Diferencias Finitas tiene la ventaja de ser un método intuitivo y facil
de implementar, cuyo error se debe a la eleccion del stencil espacial y temporal. Elevar
el orden de aproximacion es sencillo y resulta un esquema muy eficiente computacio-
nalmente. Sin embargo, una severa desventaja del método es la restriccion del tipo de
mallado, ya que es muy dificil (y a veces imposible) trabajar con geometrias complejas.

La eleccién de los esquemas numéricos de Diferencias Finitas depende de las ca-
racteristicas del problema, de la precision deseada, de la carga computacional y de la
complejidad para extenderlo a dos o tres dimensiones. En esta tesis se dié preferencia
a las caracteristicas del problema, ya que el modelo de transporte de soluto en medios
porosos, matematicamente involucra dos tipos ecuaciones diferenciales parciales, con
un término hiperbdlico y otro parabdlico. Se eligié el Método de Paso Fraccionado, el
cual permite utilizar dos esquemas numéricos distintos para la integracion, uno explici-
to y el otro implicito.

Los esquemas explicitos son generalmente muy restrictivos en cuanto a la discreti-
zacion espacial y temporal debido a cuestiones de estabilidad, las cuales se agravan si
éstos son extendidos directamente a dos dimensiones. Ademas, introducen errores de
dispersién y difusion. El método de Lax-Wendroff elegido para el término hiperbdlico
de la ecuacion, disminuye sustancialmente estos errores y extendido a dos dimensiones
usando de nuevo el Método de Paso Fraccionado, conserva las condiciones de estabilidad
de una dimensién que son menos severas. Debido a que el método explicito determina
las discretizacion espacial y temporal, y considerando la rigidez de las ecuaciones de
tipo parabdlico, se optd por un esquema completamente implicito para la integracion
del término parabdlico de la ecuacion.

El Método de Paso Fraccionado demostrd ser una buena eleccion tanto en la adap-
tacion del método de Lax-Wendroff a dos dimensiones, como en la integracién numérica
separando el término hiperbdlico del parabdlico. La desventaja del método es que la
solucién es una aproximacion de primer orden, sin importar la calidad de los esquemas
involucrados. Queda pendiente demostrar la estabilidad del esquema numérico pro-
puesto.

El software desarrollado en esta tesis permitio realizar un analisis de sensibilidad
de los coeficientes de dispersividad longitudinal y transversal, asi como de las condi-
ciones bajo las cuales domina la dispersion mecanica y la difusion molecular mediante
el uso del Numero de Peclet. Las dispersividades longitudinal y transversal controlan
la forma de la pluma contaminante, aumentando su area de propagacion conforme el
cociente ay, /ar disminuye. Por otro lado, el Niimero de Peclet permite predecir la rele-
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vancia de la dispersiéon mecéanica con respecto a la difusién molecular en el transporte
de contaminante. El Numero de Peclet es directamente proporcional a la velocidad de
particula del fluido y a la longitud de flujo caracteristico, por lo que si el Numero de
Peclet es alto (mayores a 10 en la longitudinal y 100 en la transversal), la adveccién y
dispersién mecanica dominan en el transporte de soluto, mientras que si el Niimero de
Peclet es bajo (menores a 0,01 en la longitudinal y 1 en la transversal), domina la difu-
sion molecular, influyendo mas sobre la dispersién transversal que sobre la longitudinal.

El resultado de este andlisis demuestra la importancia de determinar previamente

los parametros que dominan para poder realizar simulaciones realistas, que permitan
conocer la distribucién espacio-temporal de la concentracion.
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Advection-Diffusion Equation
Solver (ADES)

El programa ADES, desarrollado en esta tesis, esta escrito en lenguaje Fortran 2008 y
consta de 4 médulos y un programa principal, contenidos en la carpeta ADES"

finite.fO8: Contiene las definiciones de variables, funciones y subrutinas necesa-
rias para el cdlculo de Az y At (subrutina “steps”) y para el célculo de matrices
de diferencias finitas del método de Lax-Wendroff en dos direcciones (funciones
“lwxdm” y “lwydm” ) y el método completamente implicito (funcién “fifdm”).

geometry.f08: Contiene las definiciones de variables, funciones y subrutinas ne-
cesarias para la discretizacion espacial (subrutina “geo”) y para la discretizacién
temporal (subrutina “time_vector”).

linear.f08: Contiene las definiciones de variables y funciones necesarias para el
uso de la libreria de dlgebra lineal LAPACK y para el cdlculo del arreglo “AB”
en forma de band storage (funcién “ab_array”).

utilities.fO8: Contiene las definiciones de variables y subrutinas para la genera-
cién de scripts utilizados para presentar graficamente los datos obtenidos durante
la ejecucion del programa mediante el software Gnuplot.

ades.f08: Es el programa principal que hace uso de los médulos anteriormente
mencionados y en donde se llevan a cabo todos los procesos necesarios para la
integracién numérica.

La carpeta ADES contiene ademads un archivo makefile, con el cual se lleva a cabo
la compilacién del programa. Este archivo hace uso del compilador Gfortran que podria
cambiarse por el predilecto del usuario. Para compilar el programa y generar el ejecu-
table, se abre una terminal ubicada en la carpeta y se ejecuta el comando make. Los
archivos generados en el proceso de compilacién (archivos .oy .mod) son guardados en
la carpeta objects. En la carpeta eze se guarda el ejecutable exec, que ademas contiene
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el archivo de texto input.tzt y una carpeta figures

En el archivo input.tzt se especifican las caracteristicas del problema mediante el
uso de variables de Fortran en una sola columna y tiene el siguiente formato:

real !
real !
real !
real !
real !
real !
real !
real !
logical !
real !
real !
real !
logical !
real !

Distancia horizontal del acuifero [km]
Espesor del acuifero [km]

Conductividad hidraulica [km/dia ]

Porosidad efectiva

Coeficiente de dispersion longitudinal [km]
Coeficiente de dispersion transversal [km]
Coeficiente de retardacion

Coeficiente de difusion [km/dia]

.FALSE. flujo laminar. .TRUE. flujo sinusoidal
Tiempo inicial

Tiempo final

Valor de la fuente

.FALSE. Fuente constante .TRUE. variable
Ubicacion de la fuente en Z=0

Una vez configurado el archivo input.tzt, se puede ejecutar el programa. Para ello,
se ubica la terminal en la carpeta exe, y se escribe el siguiente comando: ./exec. A
continuacion, el programa despliega en pantalla informaciéon detallada de las especifi-

caciones del problema.

El programa ADES genera snapshots para cada paso de tiempo del transporte del
contaminante y los almacena al término de la ejecucion en la carpeta figures. El pro-
grama también genera un archivo llamado concentration.dat que contiene la distri-
bucién espacial de la concentracién en el tiempo final; dicho archivo tiene el siguiente
formato, que resulta conveniente para extraer secciones horizontales de informacién

(1D),:

distancia profundidad concentracién
Lo 20 Co
X1 20 C1
) 20 Co
Tn 20 Cn
Zo 21 Cni1
Zy 21 Cn+42
) <1 Cn+3
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