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Introduccion

Las algebras de conglomerado fueron concebidas por Fomin y Zelevinsky
en [FZ02], como una herramienta para estudiar la positividad total y bases
candnicas duales en la Teoria de Lie. Sin embargo, la teoria de algebras de
conglomerado ha adquirido vida propia, por sus conexiones y aplicaciones
que han sido descubiertas en diversas areas de las matematicas, tales como,
teoria de representaciones de algebras [Kel0], teoria de Techmiiller [FGO06],
geometria tropical [YU15], sistemas integrales [FZ07] y geometria de Poisson

[GSV10].

Hablando informalmente, un algebra de conglomerado A de rango n es un
tipo de subanillo de Q(z1, x2, -+, x,). A diferencia de la mayoria de los ani-
llos conmutativos, un algebra de conglomerado no tiene un conjunto explicito
de generadores y relaciones. Dichos generadores y relaciones, se definen re-
cursivamente a partir de una semilla, que es un conjunto de n generadores
llamados variables de conglomerado junto con una matriz de intercambio. A
partir de la semilla y la matriz de intercambio se utiliza un proceso iterativo
llamado mutacion para producir el resto de las variables de conglomerado.
En particular, cada variable de conglomerado nueva es un cociente de las va-
riables de conglomerado iniciales. El algebra de conglomerado es el subanillo
de Q(x1, 9, -+, x,) generado por todas las variables de conglomerado. El
conjunto de variables de conglomerado tiene estructura de complejo simpli-
cial, llamado complejo de conglomerado.

Los conglomerados estan relacionados entre si por transformaciones birra-
cionales (llamadas mutaciones) definidas de la siguiente forma: para cada
conglomerado x y cada variable de conglomerado x € x, existe otro conglo-
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merado x' := (x — {z}) U {2'}, donde la nueva variable de conglomerado 2’
esta determinada por la siguiente relacion de intercambio

v’ =y "Mt 4y M,

donde y* y y~ pertenecen a un semicampo de coeficientes y M+ y M~ son mo-
nomios en los elementos de x — {x}. Una de las principales caracteristicas de
la mutacion es que es idempotente. En la clase de algebras de conglomerado,
hay dos dindmicas en juego en las relaciones de intercambio: la de los mo-
nomios y la de los coeficientes, ambos codificados en la matriz de intercambio.

La mutacion da lugar a un carcaj, cuyos vértices son las semillas y las fle-
chas entre ellas estan inducidas por sus respectivas mutaciones. Uno de los
teoremas fundamentales de la teoria de conglomerado, que la relaciona con la
teoria de representaciones es el siguiente: Si A es un algebra de conglomerado,
entonces A tiene una cantidad finita de conglomerados, si y sélo si, el carcaj
asociado es una gréfica Dynkin (ver [FZ03]).

Otro concepto esencial en la teoria de algebras de conglomerado es el car-
caj de mutacion que se define como sigue: Sea () un carcaj finito y conexo sin
lazos ni 2-ciclos. Para cada vértice ¢+ de (), definimos a partir de () un nuevo
carcaj 1;(Q) sin lazos ni 2-ciclos, llamado mutacién de @, de la siguiente
forma:

a) para cualquier par de flechas a : j — iy b: 7 — k en (), creamos una
nueva flecha [ba] : j — &,

b) se invierten todas las flechas que comiencen o terminen en 4,

¢) se elimina un conjunto maximal disjunto de 2-ciclos.

Una forma de estudiar a las algebras de conglomerado es via la categorifica-
cion de dichas algebras. Una categorificacién de dichas algebras consiste en
encontrar una buena categoria (de médulos, triangulada, etc) C, una clase X
de familias x, todas con el mismo nuimero de elementos, de objetos inescin-
dibles en C y un proceso ¢ que permita pasar de una familia x a otra 2’ en

X. La idea es que X modele conjuntos de conglomerado, y ¢ a la mutacion
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de conjuntos de conglomerado.

En la categoria de modulos finitamente generados sobre un algebra de Artin,
los mdédulos inescindibles que son sumandos directos de los pares 7-inclinantes
de soporte tienen un comportamiento similar a las variables de conglomera-
do, ya que los pares 7-inclinantes de soporte tienen el mismo rango que el
rango del grupo de Grothendieck del algebra y hay una operacién de muta-
cion. Esto juega un papel importante en la categorificacién de algebras de
conglomerado. Lo anterior ha sido una fuerte motivaciéon para el uso de los
modulos 7-rigidos, los cuales fueron introducidos por Auslander y Smalg a
principios de los anos ochenta y son generalizaciones de los moédulos incli-
nantes parciales. También en la teoria inclinante de conglomerado, donde la
nocion de modulo 7-rigido aparece naturalmente en conexion con los modulos

sobre algebras inclinadas 2-Calabi-Yau.

Para que la mutacion siempre sea posible, en la clase de los moédulos incli-
nantes, se tiene que agrandar la clase de médulos inclinantes. Esto es logrado

mediante la introducciéon de médulos 7-inclinantes de soporte.

El Capitulo 1, de ésta tesis, comienza con definiciones y resultados sobre
el “folklore” en categorias Krull-Schmidt, pares de torsion, el radical de una
categoria, entre otras nociones (ver [Kr15]). La introduccién de par de torsién
es vital, ya que, como se discutira a lo largo de la tesis, nos proporcionara
una manera de estudiar la categoria de médulos finitamente generados sobre
un algebra de Artin y una categoria triangulada de Artin a través de las su-
cesiones exactas y los triangulos distinguidos, respectivamente. También se

discuten los modulos 7-rigidos.
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En el capitulo 2, se estudian los moédulos 7-inclinantes de soporte vistos
como la categorificacion de los conglomerados en la categoria de mdodulos
finitamente generados sobre un algebra de Artin. Se introduce el concepto
de moédulo 7-inclinante de soporte y pares 7-inclinantes de soporte. Se de-
muestra la biyeccion entre las clases de torsién funtorialmente finitas y las
clases de isomorfismo de moddulos 7-inclinantes de soporte; asi como tam-
bién, varios resultados compatibles con la teoria inclinante clasica, como la
completaciéon de Bongartz, la caracterizaciéon de médulos 7-inclinantes, en-
tre otros. Se presenta el carcaj de mutacién, el cual se puede representar
como un carcaj de Hasse y nos sirve para saber, entre otras cosas, si un alge-

bra admite un nimero finito de médulos 7-rigidos inescindibles (ver [AIR14]).

En el capitulo 3 dirigimos nuestra atencién a las categorias trianguladas de
Artin y a sus subcategorias silting (ver [AI12]). Una de las principales ca-
racteristicas de las subcategorias silting, es que nos permiten estratificar la
categoria triangulada a través de la autoequivalencia. Otra propiedad impor-
tante, de las subcategorias silting, es que permiten una categorificacién de los
conglomerados en las categorias trianguladas de Artin. Por otro lado, damos
una relacion que hay entre los complejos silting de 2-términos de la categoria
homotopica sobre los médulos proyectivos finitamente generados y los modu-
los 7T-inclinantes de soporte. Usando la relaciéon anterior, se pueden probar
algunos resultados ya conocidos de los médulos 7-inclinantes de soporte, co-
mo por ejemplo: todos los complejos silting de 2-términos tienen el mismo
rango y la completacion de Bongartz. Cabe destacar que dicha relacion no
solo se ocupa en la teoria silting, sino que también para la caracterizacion de
las dlgebras 7-rigidas finitas (ver [AIR14]).

En el capitulo 4, introducimos la nociéon de subcategoria n-inclinante de con-
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glomerado en una categoria triangulada de Artin (ver [IYO08]) y el funtor de
Serre, que son el analogo triangulado de las subcategorias n-maximales orto-
gonales. En este capitulo, se exhibe la existencia de n-tridangulos de Auslander
Reiten en una subcategoria n-inclinante de conglomerado; asi como también,
la existencia de una equivalencia de un cociente de una categoria triangulada
de Artin sobre una subcategoria n-inclinante de conglomerado y una cate-
goria abeliana. También se establece la siguiente biyeccién: sea X € C un
objeto 2-inclinante de conglomerado. Entonces, hay una biyeccién entre los
objetos 2-inclinantes de conglomerado de C y los moédulos 7-inclinantes de
soporte sobre el algebra opuesta de endomorfismos de X. Después veremos
la importancia de esta biyeccidén, con sus consecuencias importantes, entre
las cuales estd que todos los objetos 2-inclinantes de conglomerado tienen el

mismo rango (ver [AIR14]).

Por tultimo, anexamos un apéndice donde resumimos varios resultados fun-
damentales sobre la teoria de representaciones de algebras, categorias trian-
guladas, categorias de funtores, entre otros (ver [ARS95], [ASS06], [GMO03],
[Au74] y [Au74I1)).
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Capitulo 1

Resultados preliminares

En este primer capitulo introducimos conceptos y terminologia fundamenta-
les para el estudio de esta tesis, como lo son la nocién del radical de una
categoria, categoria Krull-Schmidt, médulo 7-rigido y la relacién entre pares
de torsion y modulos inclinantes.

En este capitulo, todas las subcategorias seran plenas y los anillos son aso-
ciativos con unidad.

1.1. Categorias Krull-Schmidt

En esta seccién, C denotarda una R-categoria aditiva.

El objetivo de esta seccién es introducir las categorias Krull-Schimdt y dar
una caracterizacion de ellas. Para un anillo R, usaremos ciertas notaciones
bésicas que pueden consultarse en la seccion de notacién y algunas definicio-
nes en el apéndice, también se puede consultar el indice.

Definicién 1.1.1. Decimos que C es una categoria Krull — Schmidt si
X =® X, vV X e C— {0},
donde End¢(X;) es un anillo local Vi € {1, --- | n}.
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El Corolario 1.1.17 nos da una fuente inagotable de ejemplos.

Notacién 1.1.2. Sean R un anillo. Denotamos por :
» mod(R) a la categoria de R-mddulos finitamente generados.

= proj(R) a la categoria de R-mddulos proyectivos finitamente generados.
Notacién 1.1.3. Sean R un anillo y M € mod(R). Denotamos por :

» rad(M) :={N < M | N es mazimal}.

= top(M) := M/rad(M).
Proposicion 1.1.4. Sea R un anillo. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) R= @ P, donde Endgr(P;) es un anillo local.
b) top(R) es semisimple y los idempotentes de top(R) se levantan a R.

c¢) proj(R) es una clase cubriente en mod(R).

Demostracion. Ver [Wi91, 42.6]. O

Definicién 1.1.5. Sea R un anillo. Decimos que R es semiperfecto si sa-
tisface alguna de las condiciones equivalentes de la Proposicion 1.1.4.
Ejemplo 1.1.6. Un anillo artiniano a izquierda es semiperfecto.

Ver [ARS95, Teorema 1.4.2].

Notacién 1.1.7. Sea R un anillo semiperfecto y M € mod(R). Denotamos
por Po(M) a la cubierta proyectiva de M.

Notacién 1.1.8. Sea X € C. Denotamos por Y | X si existe Z € C tal que
YoZ=X.

Lema 1.1.9. Sean R un anillo semiperfecto y P € proj(R). Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

a) top(P) es semisimple.
b) St P € ind(R), entonces top(P) es simple.

Demostracion. a) Existe n € N tal que P | R". Dado que el funtor top es
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aditivo tenemos que
top(P) | top(R") = top(R)",

como top(R) es semisimple, concluimos que top(P) es semisimple.

b) Supongamos que P € ind(R) y top(P) = 51 @& Ss. Puesto que
P = Po(tOp(P)> = P()(Sl) D P()(SQ),

tenemos que Py(S1) = 0 o bien Py(S3) = 0. Por lo que S; = 0 o bien
So = 0. O

Definicién 1.1.10. Decimos que los idempotentes se escinden en C si V
XeCyVo¢=¢*€cEnde(X), existen f: X =Y, g:Y — X tales que

gf=0¢y fg=1y.
Notacién 1.1.11. Sea X € C. Denotamos por

add(X):={Y eC|3ZeCtal queY ® Z = X" para alginn € N"}.

El siguiente resultado es conocido como el proceso de proyectivizacion.

Proposicién 1.1.12. Sean X € C yI' := End¢(X). Entonces, el funtor de
evaluacion,

ex := Home (X, —) : add(X) — proj(I),

es fiel y pleno. Mds aun, st los idempotentes se escinden en C. Entonces, el
funtor de evaluacion es una R-equivalencia de categorias.

Demostracion. Veamos que ey estd bien definido. Sea X' € add(X). Asi,
existe X” € C tal que X' @ X” = X". Dado que el funtor ex es aditivo,
tenemos que

eX(X/) D eX(X") = ex(X, D X”) = Fn,

por lo que ex(X’) € proj(T').

Ahora, veamos que el funtor ex es fiel y pleno. En efecto, sean Y, Z € add(X)
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yY & W = X" Veamos que Homr(ex(X™),ex(Z)) = Home(X™, Z). Con-
sideremos los siguientes isomorfismos de

Homr(ex(X™),ex(Z)) = Homp(I'", ex(Z)) = ex(Z)™ = Home(X™, Z).
Luego, tenemos los siguientes isomorfismos
Homp(eX(Y), e)((Z)) D HOmr(ex(W), e)((Z)) = Homp(eX(Xm), ex(Z))
= Home(X™, Z)
= Home(Y, Z) @ Home (W, Z).

Por lo que ex es fiel y pleno.

Supongamos que los idempotentes se escinden en C. Sea P € proj(I'), con lo
cual existe e = e € Endp(I'") tal que el siguiente diagrama conmuta

I L I

N,

y 7t = 1p. Dado que ey : End¢(X"™) — Endp(I'™) es un isomorfismo de anillos,
existe u> = u € Ende(X™) tal que ex(u) = e. Dado que los idempotentes se
escinden en C, existen 7' : X" - Y y/:Y — X" tales que u = /7’ y 1y =
7). Veamos que ex(Y) = P. En efecto, consideremos mex (/) : ex(Y) — P
y ex(m)e: P — ex(Y) — P. Entonces,

ex(m hmex (V) = ex(m)eex () = ex(n'/7') = ex(ly) = Ley(v),

mex(ex () = mex (V7' = mer = muwe = 1p.

[]

El siguiente resultado es el Teorema de Krull-Schmidt para R-categorias adi-
tivas.

Teorema 1.1.13. Sea X € C. St X tiene dos factorizaciones en coproducto
@?lei =X = @?:IYJW

donde End¢(X;) y Ende(Y;) son anillos locales, entonces m = n y existe
o €8, tal que X; =Y, V1<1<n.
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Demostracion. Consideremos I' := End¢(X)? y el funtor de evaluacion
ey : add(X) — proj(I).

Por la Proposicién 1.1.12 Endr(ey(X;)) = Ende(X;) V1 < i <n, asi que I
es un anillo semiperfecto. Ademas, se tiene que

@i top(ex (X)) = top(I') = &7 top(ex(Y;)),

es un ['-moédulo semisimple. Por el Lema 1.1.9 y el Teorema de Jordan-Holder,
n = m y existe 0 € S, tal que top(ey(X;)) = top(ex(You)) V1 <7 < n.
Puesto que la cubierta proyectiva es tnica hasta isomorfismo y

ex (Xi) = Po(top(ex (Xi))),

tenemos que ex(X;) = ex(Y,;)) V 1 <4 < n. Por ultimo, por el proceso de
proyectivizacion, el funtor de evaluacién ex es fiel y pleno, concluimos que
XZ%JYU(Z)Vlgzgn [

Definicion 1.1.14. Sean C una categoria Krull-Schmidt y 0 # X € C. Por
el Teorema 1.1.13 X tiene una descomposicién tnica (hasta isomorfismos)
en suma directa finita de objetos Xi, ---, X,,, no isomorfos con anillo de
endomorfismos local

X=X"® - X"
En el caso anterior, diremos que el rango de X es r, y escribiremos
rk(X) = .

Por convencion, el rango del objeto cero es 0.
Lema 1.1.15. Sean C una categoria Krull-Schmidt y X € C, con

EB?:IXZ' =X=X @X”a

donde Ende(X;) es un anillo local ¥ 1 < i < n. Entonces, existe t < n y una
funcion inyectiva o : {1,--- ;t} — {1,--- ,n} tal que X' = &\_, X, ;.

Demostracion. Dado que C es una categoria Krull-Schmidt, X' = @?ZlY} y
X" = @®}_,Zk, donde End¢(Y;) y End¢(Z) son anillos locales. El resultado
se sigue del Teorema 1.1.13. ]



Lema 1.1.16. Si C es una categoria con cokerneles (kerneles), entonces los
idempotentes se se escinden en C.

Demostracion. Haremos el caso para cuando la categoria C tenga cokerneles,
ya que el otro caso es analogo.

Sea ¢ = e € Ende(X), con X € C. Consideremos g : X — M el coker-

nel de 1 —e. Dado que e(1 —e) =0, 3f : M — X tal que e = fg. Luego
9fg=ge=ge+g(l—e)=y,

puesto que g es un epimorfismo concluimos que 1x = gf. ]

Corolario 1.1.17. C es una categoria Krull-Schimdt, si y solo st, los idempo-

tentes se escinden en C y Ende(X) es un anillo semiperfecto V. X € C —{0}.

Demostracion. =) Sea 0 # X := @&}, X; € C, con End¢(X;) un anillo semi-
perfecto V1 <i <n.

Veamos que I' := End¢(X) es semiperfecto. Por el proceso de proyectivi-
zacién Ende(X;) = Endp(e(X;)) V 1 <i < n. Por lo que I' es semiperfecto.
Ahora, veamos que los idempotentes se escinden. Sea €2 = e € I'. Consi-
deremos el idempotente ex(e) : I' — I'. Dado que mod(I") tiene cokerneles,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

r—=@ _p
N
P,

donde pi = 1p. Por lo que P € proj(I'). Por el Lema 1.1.15 y puesto que

I' es semiperfecto, podemos suponer que existe m < n tal que existe f :
P — @] ex(X;) isomorfismo. Por el proceso de proyectivizaciéon existen
g: X = 0L X;y h: @I X; — X tales que ex(g9) = fpy ex(h) = if b
Notemos que

ex(hg) = ex(h)ex(g) = ip = ex(e)

ex(gh) = ex(g)ex(h) = fpif ™" = lom ev(x,) = ex(lan x;)-
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Por el proceso de proyectivizaciéon hg = ey gh = lom  x;. Por ende, los idem-
potentes se escinden.

<) Sean 0 # X € Cy I' := Ende(X)?. Consideremos una descomposicion de
I" en coproducto @&, P; = I', tales que Endr(F;) es un anillo local V1 < i < n.
Por el proceso de proyectivizacion X tiene una descomposicion en coproducto

"X = X tal que e(X;) = Py Ende(X;) = Endr(ex(X;)) = Endp(P;) V
1 <4 < n. Por lo tanto, C es una categoria Krull-Schimdt. ]

Ejemplo 1.1.18. Sea R un anillo artiniano a izquierda. Dado que Endz(M)
es un anillo artiniano V M € mod(R) (en particular semiperfecto) y mod(R)
es una categoria abeliana, por el Lema 1.1.16 y el Corolario 1.1.17, tenemos
que mod(R) es una categoria Krull-Schmidt.

Ejemplo 1.1.19. mod(Z) no es una categoria Krull-Schmidt, ya que Z es
inescindible y Z = Endz(Z) no es local.

1.2. El radical de una categoria

En esta seccién C denotara una R-categoria aditiva.

El objetivo principal de esta seccidon es introducir el radical de una cate-
goria y ver la relacion que hay con los morfismos minimales en una categoria

Krull-Schmidt.

Sean X = @, X;, ¥V = &.,Y; € C. Cada morfismo f : X — YV lo po-
demos denotar por medio de una matriz f = (f;;), con

fij = pifij: X; =Y,

donde 7; es la j-ésima inclusion natural y p; es la i-ésima proyeccion natural.

Lema 1.2.1. Sean I un ideal en C, X := &1 X; y Y := @,Y;. Entonces,
fel(X,)Y), siysolosi, fj; € [(X;,Y;) VI<i<n, V1<j<m.

Demostracion. =) Es clara.



<) Se sigue del hecho que f = 37", > i;fjp; e I es un ideal. O

Definicién 1.2.2. El radical de X, Y € C es el siguiente subconjunto de
Home(X,Y)

rade(X,Y) := {f € Hom¢(X,Y) | fg € rad(End,(Y)), V g € Home(Y, X)}.
El siguiente resultado nos dice que la definicién de radical es simétrica.

Lema 1.2.3. Sean X, Y € C. Entonces,
rade(X,Y)={f: X =Y | gf e rad(End.(X)), Vg: Y — X}.

Demostracion. C) Sean f € rade(X,Y) y g : Y — X. Por lo que existe
f € Ende(Y) tal que 1y = f'(1y — fg) y 1y = (1y — fg)f’, con lo cual

(Ix—9f)Ax+agf'f) =1x+gf' f—g9f—gfaf' f = Ix+9(f =1y —faf") f = 1x,
(Ax+9f /)Ax—gf) =1x—gf+9f f—agf fof = 1x—g(ly—f'+f'fo) f = 1x.
Por lo tanto, gf € rad(End,(X)).

D) Es anéloga. O

Proposicion 1.2.4. El radical rade es un ideal en C tal que
rade (X, X) = rad(End¢(X)) VX el
Mas aun, si I es un ideal tal que I(X, X) = rad(End¢(X)), entonces

I = radc.

Demostracion. Veamos que rade es un ideal en C. Sean X, Y € C. Puesto que
rade(X,Y) es un R-submédulo de Home (X, Y'), se tiene que rad(End, (X)) <
Ende(X). Sean f € rade(X,Y), g : Z — X y h: Y — W. Notemos que
fg erade(Z,Y) y por el Lema 1.2.3 hf € rade(X, W).

Ahora, es claro que rade(X, X) = rad(End,(X)) V X € C.



Por tltimo, sea I un ideal tal que I(X, X) = rad(End¢(X)) V X € C. Enton-
ces por el Lema 1.2.1, f € I(X,Y) si y sélo si

<2 8) ENX @Y, X®Y) = rad(Endy(X & Y))
siy solosi f € rade(X,Y). O
Por la Proposicion 1.2.4 y el Lema 1.2.1, si X = &/, X; y Y = &Y,

entonces

rade(X,Y) = @, jrade(X;, Y)).

El siguiente resultado es inmediato de la proposicién anterior.

Corolario 1.2.5. Sea f: X =Y en C. Entonces, [ € rade(X,Y), si y sélo
si, gfh € rad(End,(Z2))Vh:Z =X, g:Y = Z.

El siguiente criterio nos dice cuando un morfismo es un morfismo minimal a
derecha o izquierda y es debido a Assem, Beligiannis y Marmaridis.

Lema 1.2.6. [ABM98, 2.5] Sea f: X — Y.

1) SiC tiene pseudokerneles. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

a) f es minimal a derecha.
b)Y g:Z — X pseudokernel, g € rade¢(Z, X).
c) Existe g : Z — X pseudokernel tal que g € rade(Z, X).

11) Si C tiene pseudocokerneles. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

a) f es minimal a izquierda.
b)YV g:Y — Z pseudocokernel, g € rade(Y, Z).
c) Existe g : Y — Z pseudocokernel tal que g € rade(Y, Z).

Demostracion. Sélo probaremos I), ya que la prueba de II) es andloga.



a) = b) Sean g : Z — X un pseudokernel de f y h : X — Z. Enton-

ces, f(1x — gh) = f, con lo cual 1x — gh es un isomorfismo. Por lo que
gc l"adc(Z,X).

b) = c) Es clara.

¢) = a) Sea h : X — X tal que fh = f, con lo cual f(1x — h) = 0.
Asi, existe k : X — Z tal que 1x — h = gk. Por hipétesis, h = 1x — gk es un
isomorfismo. ]

Definicién 1.2.7. Sean {f; : X; — Y}, vy {g; : X — Y;}!.; morfismos en
C. Decimos que:

a) g : X' = Y es dependiente a derecha de {f;}" ; si existen {g; : X' —
X}t tales que g = >0 | figi.
b) g : X' — Y esindependiente a derecha de { f;}!'_; si g no es dependiente

c) {fi + X; — Y}/_; es independiente completa a derecha de {f;}7 ;,
si f; es dependiente de {f;}/ V1 < i < ny fi es independiente en

{fitioi— A/} VI<k<r

d) f: X — Y’ es dependiente a izquierda de {g;}7., si existen {f; : V; —
Y'Y, tales que f =0, fg;.

e) f: X — Y'es independiente a izquierda de {g;}.; si f no es depen-
diente de {g;}7L;.

f) {g; : X — Yj}jzl es independiente completa a izquierda de {g; iy
si g; es dependiente de {g; iy V1< j<my g es independiente en
{g;}i2 —{ap V1<I1<s.

El siguiente lema muestra que siempre existen las familias independientes
completas a izquierda y derecha.

Lema 1.2.8. a) Sean {f; : X; — Y}, morfismos en C. Entonces, existe
o€ S, yk<n tal que {fg(i)}le es independiente completa a derecha de

{fitiz1
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b) Sean {g; : X — Y;}I', morfismos en C. Entonces, existe T € Sy y I <m
tal que {g;(; é‘:l es independiente completa a izquierda de {g; finp

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), ya que la de b) es andloga.
La prueba la haremos por induccién sobre n.
Sin = 1. Es claro.

Para n+1. Caso L. Si f; es independiente en { f; ;‘;rll]#l—{f,} Vi<i<n+l.

Notemos que {f; : X; — Y};‘jll es independiente completa a derecha de

{fz}?:ﬂl

Caso II. Existe 1 < j <n+1 tal que f; es dependiente en {f; ?jﬁi#j —{f}

Sea 7 € Syq1 tal que 7(j) = n+1, Tn+1) = jy7(r) =rVre

{1,---,n 4+ 1} — {j}. Por hipétesis de induccién existe 7" € S, y k < n

tal que { fT/(Z-)}le es independiente completa a derecha en {f(; ?:Jrlli £ Por

lo que o := 77, cumple con lo requerido. ]

Veamos el comportamiento del radical en una categoria Krull-Schimdt.

Lema 1.2.9. Sean C una categoria Krull-Schmidt, X, Y € ind(C). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

a) rade(X, Z) ={f: X — Z | f no es split — mono}.
b) rade(Z,Y)={f:Z =Y | f noes split — epi}.
c) rade(X,Y)={f: X = Y | f noes isomorfismo}.
Demostracion. a) C) Sea f € rade(X, Z). Supongamos que f es un split-
mono, entonces existe g : ¥ — X tal que gf = 1x, por el Corolario 1.2.5
1x € rad(End,(X)), lo cual es una contradiccién. Por lo que f no es un
split-mono.
D) Sea f ¢ rade(X, Z). Por el Lema 1.2.3 existe g : Z — X tal que

gf ¢ rad(End¢ (X)),
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puesto que Ende(X) es un anillo local, se tiene que g f es invertible, asi existe
k € Ende(X) tal que kgf = 1x. Por lo tanto, f es un split-mono.

b) Es andloga a a).

¢) Se sigue de a) y b). O

El siguiente resultado se sigue del Lema 1.2.9.

Corolario 1.2.10. Sean C una categoria Krull-Schmaidt, X, Y € C. Enton-
ces, add(X) Nadd(Y) =0 si y sélo si Home(X,Y) = rade(X,Y).

El siguiente resultado es andlogo a [ARS95, Teorema 2.2].

Proposicion 1.2.11. Sean C una categoria Krull-Schimdt y X C C cerrada
por sumandos directos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Si C tiene pseudokerneles y X es precubriente, entonces X es cubriente.

b) Si C tiene pseudocokerneles y X es preenvolvente, entonces X es envol-
vente.

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es analo-
ga.

Sean C € Cy (f1, -+, fn) : ®; X; — C una X-precubierta, con X; € ind(C)
V1 <17 <n. Porel Lema 1.2.8 podemos suponer que existe m < n tal que
{fi}", es independiente completa a derecha de {f;i}" .

Veamos que F' := (f1, -+, fm) : &1 X; — C es una X-cubierta. En efec-
to, dado que X es cerrada por sumandos directos tenemos que @ | X; € X.
Luego, V 1 <4 < n existen {g;; : X; — X;}L, tales que f; = Z;n:l figji-
Consideremos G := (gj;)mn, entonces F'G = (f1,---, fn). Asi pues, F es
una X-precubierta. Por dltimo, sea G := (gji)mk : ®F,Y; — ST, X un
pseudokernel de F, con Y; € ind(C) V 1 < i < k. Supongamos que G ¢
radc(@leYi,@;”:lXj). Por el Lema 1.2.1 existe g;; : ¥Y; = X tal que g;; ¢
rade(Y;, X;), asi 0 = >, fsgsi. Por el Lema 1.2.9 f; = ZT:LS# fs(—gsz-g;).
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Lo cual es una contradiccién, ya que f; es independiente a derecha de { i}, , £
Por el Lema 1.2.6 F' es minimal a derecha. ]

1.3. Pares de torsién y médulos inclinantes

En esta seccién A denotara una R-algebra de Artin.

El objetivo principal de esta seccién es caracterizar las clases de torsiéon y
libres de torsion funtorialmente finitas. Para ello, necesitaremos varios resul-
tados preliminares debidos a M. Auslander y S. Smalg.

Lema 1.3.1. Sean C C mod(A) una subcategoria aditiva y { f; : M; — C;}1,
una familia de C-preenvolventes de M;. Entonces, @ fi : & M; — & ,C;,
es una C-preenvolvente.

Demostracion. Recordemos que @', f; estd dada por la propiedad universal
del coproducto, via el siguiente diagrama conmutativo

M,——C, e (1)
“Zl LB,
?leiv

donde p; y p) denotan las inclusiones naturales. Sea g : @ M; — C’, con
C" € C. Dado que f; es una C-preenvolvente, tenemos los siguientes diagramas
conmutativos para toda i € {1,--- n}

M, (11)

/
/ /
luil /

/
n
DM, 35,
/

gl/
¥

.
Luego, por la propiedad universal del coproducto, obtenemos el siguiente
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diagrama conmutativo

& (I1T)

Por ltimo, de los diagramas (I), (IT) y (III) tenemos las siguientes igualdades
para toda i € {1,--- ,n}

(h @iy fi)u; = hyi fi
= hifi
= gH;-
Por lo tanto, de la unicidad del coproducto se tiene que h &7, fi = g. ]
Notacién 1.3.2. Sea M € mod(A). Denotamos por :
m gen(M) :={X € mod(A) | Ip: M" — X epimor fismo}.

» cogen(M) :={X € mod(A) | Fi: X — M" monomor fismo}.
Proposiciéon 1.3.3. [AS80, 4.5, 4.6] Sea C C mod(A) una subcategoria

preenvolvente, aditiva y cerrada por cocientes. Entonces, C = gen(X) para
algun X € C.

Demostracion. Consideremos f : A — X una C-preenvolvente. Aseguramos
que C = gen(X).

C)Sean M € Cy p: A" — M un epimorfismo, por el Lema 1.3.1 tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

Con lo cual h es un epimorfismo y asi C C gen(X).

D) Se sigue del hecho que C es aditiva y cerrada por cocientes. ]
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Notacién 1.3.4. Sea X C mod(A). Denotamos por :

= Xti={Y €¢mod(A) | Exto(X,Y) =0V X € X}.
s LY :={Y €¢mod(A) | Exto(YV,X) =0V X € X},
= P(X) := @ xeinavniin X, siempre que [ind(X N H1X)| € N.

= (&) := D xeinanrsy X siempre que [ind(X N A+1)| € N.
Proposicién 1.3.5. [AIR14, 1.1] Sean T una clase de torsion en mod(A) e
I :=ann(T). SiP(T) es un A/I-médulo inclinante, entonces T = gen(P(T)).

Demostracion. C) Sean X € T y p: (A/I)" — X un epimorfismo. Conside-
remos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas en mod(A/I) por
medio de push-out

0—A/1)" —(To)" — (T‘l)" —0

S

0 X T/ (Tl)n—>0,

con Ty, T € add(P(7T)) y ¢ un epimorfismo. Puesto que la segunda fila
del diagrama anterior se escinde, existe un epimorfismo g : 7" — X, y asi,
X € gen(P(T)).

D) Se sigue del hecho que P(7) € T y puesto que T es aditiva y cerrada
por epimorfismos. [

Notacién 1.3.6. Sean C C mod(A) y M € mod(A). Denotamos por
te(M):=> {Im(f) | f:C — M, con C €C}.

Proposiciéon 1.3.7. Sea C C mod(A) aditiva y cerrada por cocientes. En-
tonces, C es una clase precubriente.

Demostracion. Sea M € mod(A). Notamos que t¢(M) € C, con lo cual es
facil ver que la inclusion i : t¢(M) — M es una C-precubierta. O

Proposicién 1.3.8. [AS80, 4.6] Sea M € mod(A). Entonces, gen(M) es una
clase preenvolvente.
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Demostracion. Sea P € proj(A). Aseguramos que P admite una gen(M)-
preenvolvente. En efecto, por la Proposicion A.4.19 existe f : P — M’ una
add (M )-preenvolvente.

Veamos que f es una gen(M )-preenvolvente. En efecto, sea p : M"™ — M"” un

epimorfismo y g : P — M". Dado que P es proyectivo, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Mn—p>M//.

Puesto que f es una add(M )-preenvolvente, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

P f /M/
hl et
M™.

Por lo que, g = ph = pkf.

Ahora bien, sea N € mod(A), por lo anterior existe f : Po(N) — M’ una
gen(M )-preenvolvente. Consideremos el push-out de los morfismos mg y f

Po(N) L~

[h
M

N—>

Veamos que g es una gen(M )-preenvolvente. En efecto, puesto que 7y es un
epimorfismo, se tiene que h es un epimorfismo, y asi, M” € gen(M). Luego,
sea f': N — K, con K € gen(M), que induce el siguiente diagrama con-
mutativo de los hechos de que f es una gen(M )-preenvolvente y el cuadrado
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anterior es un push-out

donde ¢ : M" — K. Por lo tanto, g es una gen(M )-preenvolvente. O

Teorema 1.3.9. Sea T una clase de torsion. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) T es funtorialmente finita.

b) T = gen(X) para algin X € T.

¢) P(T) es un AJann(T)-mddulo inclinante.
d) T = gen(P(T)).

Demostracion. a) = b) Se sigue de la Proposicién 1.3.3.
b) = ¢) Se sigue del Lema A.6.10.
¢) = d) Se sigue de la Proposicién 1.3.5.

d) = a) Se sigue de la Proposicion 1.3.7 y la Proposicién 1.3.8. O

Usando la dualidad Dy : mod(A) — mod(A°’) tenemos el siguiente resultado
del Teorema 1.3.9.

Teorema 1.3.10. Sea F una clase libre de torsion en mod(A). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) F es funtorialmente finita.
b) F = cogen(X) para algin X € F.

c) I(F) es un A/ann(F)-mddulo coinclinante.
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d) F = cogen(I(F)).

Demostracion. Por el Ejemplo A.6.5 DyJF es una clase de torsion.

a) = b) Si F es funtorialmente finita, tenemos que DpF es funtorialmen-
te finita y por el Teorema 1.3.9 existe X € F tal que Dy F = gen(Dy X), con
lo cual, F = Dyergen(DyX) = cogen(X).

b) = c¢) Dado que existe X € F tal que DyJF = gen(DyX), por el Teo-
rema 1.3.9 P(DpF) es un A% /ann(DyF)-mddulo inclinante. Notemos que
por el Lema A.2.7 Dyewann(DyF) = ann(F), ademds de que

DAopP(DA«F) = H(DAOPDAF) - H(*F)7

concluimos que I(F) es un A/ann(F)-médulo coinclinante.

¢) = d) Puesto que DpAI(F) = P(DpF) es un A%?/ann(DyF)-modulo in-
clinante, del Teorema 1.3.9, se sigue que gen(P(DyF)) = Dy F, asi

F = Dpergen(P(DpF)) = cogen(I(F)).

d) = a) Ya que gen(P(DpF)) = DaF, tenemos del Teorema 1.3.9 que Dy F
es funtorialmente finita. Por lo tanto, F es funtorialmente finita. ]

El Teorema 1.3.9 nos permite dar ejemplos de clases de torsién que no son
funtorialmente finitas.

Notacién 1.3.11. Sea M € mod(A). Denotamos por :
= pfoj(A) a la categoria de A-modulos preproyectivos.
= iﬁj(A) a la categoria de A-modulos preinyectivos.
» SuppHom, (M, —) := {X € mod(A) | Homy (M, X) # 0}.

» SuppHom, (—, M) := {X € mod(A) | Homy (X, M) # 0}.
Ejemplo 1.3.12. Sea A una algebra hereditaria de tipo de representacion
infinita. Entonces, inj(A) es una clase de torsién que no es funtorialmente
finita. En efecto, sean: 0 — N — M — K — 0 una sucesién exacta.
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Veamos que inj(A) es cerrada por cocientes. Supongamos que M € inj(A).
Sea X ¢ SuppHomy (M, —). Aplicando el funtor Homy(—, X') a 7, obtenemos
la siguiente sucesion exacta

0 — Homy (K, X) — Homy (M, X) = 0,
por lo que X ¢ SuppHom, (K, —). Por la Proposicién A.4.16 K € inj(A).
Ahora, vemos que inj(A) es cerrada por extensiones. Supongamos que N, K €
inj(A). Sea
X ¢ (SuppHom, (N, —) N SuppHom, (K, —)).
Aplicando el funtor Homy (—, X') a n, obtenemos la siguiente sucesion exacta
0 = Homy (K, X) — Homy (M, X) — Homy (N, X) = 0,

por lo que X ¢ SuppHomy (M, —). Por la Proposicién A.4.16 M € inj(A).
Por la Proposicién A.6.4 inj(A) es una clase de torsién.

Por tltimo, aseguramos que P(inj(A)) = 0. Sea X € ind(inj(A)), por la
Proposicién A.4.18 7X € ind(inj(A)); por las férmulas de Auslander-Reiten
y la Proposicion A.4.9

Ext} (X, 7X) = DrHomy (71X, 7X) # 0,
asf pues, P(inj(A)) = 0.

Por el Teorema 1.3.9 inj(A) no es funtorialmente finita.
Lema 1.3.13. [Sm84, 0.2] Sea (T,F) un par de torsion en mod(A). Si se
tiene que ann(7T) = 0 (ann(F) = 0), entonces inj(A) C T (proj(A) C F).

Demostracion. Sea T := @reing(m ;- Por hipétesis ann(T') = 0, y asi, exis-
te un epimorfismo p : T — Dyo(A). Puesto que Dpop(A) es finitamente
generado, existe un subconjunto finito {7;}_; C ind(7), tal que, existe un
epimorfismo ¢ : @& ;7; — Dpe(A). Dado que T es cerrada por cocientes
Dper(A) € T. Por lo tanto, inj(A) C T, ya que inj(A) = add(Dper(A)) y T es
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aditiva y cerrada por sumandos directos.

Si ann(F) = 0, se prueba dualmente que proj(A) C F. O

Lema 1.3.14. Sean F C mod(A) una clase libre de torsion e I := ann(F).
Entonces, F es una clase libre de torsion en mod(A/I). Mds ain, los Fxt-
proyectivos (Ext-inyectivos) en mod(A) son los Ext-proyectivos ( Ext-inyectivos)

en mod(A/T).
Demostracion. Dado que ann(F) C ann(N) V N € F, tenemos que
F C mod(A/I).
Luego, consideremos el funtor fiel, pleno y exacto
F :mod(A/I) — mod(A)

WES TN VEN Y

si f: X — N es un monomorfismo en mod(A/I), con N € F, f es un
monomorfismo en mod(A), con lo cual, X € F. Por ltimo, si

n:0—-N—=Y >N =0

es una sucesion exacta, con N, N’ € F, se tiene que F(n) es una sucesién
exacta en mod(A). Por lo tanto, Y € F. O

Notacion 1.3.15. Denotamos por :
» 1kK((A) al rango del grupo de Grothendieck de A.
» pd(M) a la dimension proyectiva de M.

» id(M) a la dimensidon inyectiva de M.
Teorema 1.3.16. [Sm84] Sea (T, F) un par de torsion en mod(A). Entonces,
T es funtorialmente finita, si y solo si, F es funtorialmente finita.

Demostracion. =) Sea I := ann(F). Veamos que [(F) es un A/I-mdédulo
coinclinante. Primero, veamos que rk(I(F)) = rkKy(A/I). Por el Lema 1.3.14
existe 7' C mod(A/I) tal que (7', F) es un par de torsion en mod(A/T).
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Aseguramos que los proyectivos inescindibles en mod(A/I) son los A-mdédu-
los Ext-proyectivos inescindibles en F.

Si P € ind(proj(A/I)), se sigue del Lema 1.3.13 que P es Ext-proyectivo
en F.

Reciprocamente, sea X un Ext-proyectivo en F. Consideremos la siguien-
te sucesion exacta

0 — Ker(mg) = Po(X) B X =0

de A/I-médulos. Por el Lema 1.3.13 se tiene que Py(X) € F y puesto que F
es cerrada por submodulos, tenemos que la sucesién anterior se escinde. Asi
pues, X € proj(A/I).

Por el Teorema A.6.14, concluimos que rkKg(A/I) = rk(P(F)).

Sean n:=rkKo(A), {;}}; un sistema completo de A-mddulos inyectivos ines-
cindibles y {/;}/_; un sistema completo de A-médulos inyectivos inescindi-
bles en F. Por la Proposicién A.6.9, {t7([;)}"_, ., es un sistema completo
de A-modulos Ext-inyectivos inescindibles en 7 y por la Proposicion A.6.10
tenemos que n — r = rk(IP(7)). Ahora bien, sea s el numero de proyectivos
inescindibles no isomorfos en 7. Con lo cual hay n — r — s Ext-proyectivos
inescindibles, no proyectivos, no isomorfos en 7; por la Proposiciéon A.4.8
y la Proposiciéon A.6.9 tenemos n — r — s Ext-inyectivos inescindibles, no
inyectivos, no isomorfos en F, de modo que hay n — s Ext-inyectivos ines-
cindibles no isomorfos en F. Por otro lado, de la Proposicion A.6.9 se tie-
nen n — s Ext-proyectivos inescindibles no isomorfos en F. Concluimos que

rkKo(A/I) = rk(P(F)) = rk(I(F)).
Es suficiente ver que id(I(F)) < 1. Por la Proposicién A.6.9, 7~ YI(F)) € T,
por lo que Homy /(71 (I(F)),A/I) = 0. Por la Proposicién A.4.9

id(I(F)) < 1.

Por lo tanto, por el Teorema A.6.14 I(F) es un A/I-médulo coinclinante, y
por el Teorema 1.3.10 F es funtorialmente finita.
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<) Consideremos el siguiente par de torsién (DyF, DA T) en mod(A%). Como
DpF es funtorialmente finita, tenemos por =) que D) T es funtorialmente
finita. Por lo tanto, 7 es funtorialmente finita. ]

1.4. Mobdulos 7-inclinantes

El objetivo principal de esta seccién es introducir los A-mdédulos 7-rigidos y
ver su relacion con las clases de torsién funtorialmente finitas. La siguiente
definicion es de gran practicidad para determinar cuando gen(M) es una clase
de torsion.

Definicién 1.4.1. Decimos que M # 0 € mod(A) es gen — minimal si,
para toda descomposicién M = M' & M”, con M’ # 0, M’ ¢ gen(M").

La siguiente proposicién junto con el Lema A.6.8 nos da la respuesta de cuan-
do gen(M) es una clase de torsion.

Proposicién 1.4.2. [AS81, 5.8] Sean M, N € mod(A). Entonces,
Homy (M, 7N) =0, si y sdlo si, N € *igen(M).

Demostracion. =) Sean f: M' — 7Ny p: M™ — M’ un epimorfismo. Como
fp = 0y puesto que p es un epimorfismo, tenemos que f = 0. Con lo cual
Homy (M’,7N) = 0 y por las férmulas de Auslander-Reiten tenemos que

0 = DrHomy (M', 7N) = Exty (N, M").

<) Supongamos que existe f : M — 7N, con Im(f) # 0. Aseguramos que la
inclusién ¢ : Im(f) — 7N no se factoriza a través de ningin A-médulo inyec-
tivo no nulo. En efecto, basta ver que no se factoriza a través de la envolvente
inyectiva de Im(f).

Supongamos lo contrario, entonces existe g : I[o(Im(f)) — 7NV tal que gty = 7.
Puesto que ¢y es un monomorfismo esencial, se tiene que g es un monomorfis-
mo, consecuentemente, Io(Im(f)) | 7N. Lo cual es una contradiccion, ya que,
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por la Proposicion A.4.8 a) y ¢) 7N € modz(A).

Concluimos que 0 # i € Homy (Im(f), 7N) y por las férmulas de Auslander-
Reiten

0 # DrHomy (Im(f), 7N) = Ext} (N, Im(f)).

La siguiente definicion estd inspirada en el resultado anterior.

Definicién 1.4.3. Decimos que M € mod(A) es 7 — rigido si
Homy (M, 7M) = 0.

Corolario 1.4.4. Sea M € mod(A) gen-minimal. Entonces, gen(M) es una
clase de torsion, st y solo si, M es T-rigido.

Demostracion. =) Se sigue del Lema A.6.8 y la Proposicién 1.4.2.
<) Se sigue de la Proposicién 1.4.2 y el Lema A.6.7. O
Lo anterior nos muestra la importancia de los A-mdédulos 7-rigidos.

Proposiciéon 1.4.5. [AS81, 5.10] Sea M un A-mddulo T-rigido. Entonces,
gen(M) es una clase de torsion y M € add(P(gen(M))).

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 1.4.2 y del Lema A.6.7. H

Proposicion 1.4.6. [AIR14, 1.2] Sea (T, F) un par de torsion en mod(A),
con T funtorialmente finita. Entonces, P(T) es un A-mddulo T-rigido.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién A.6.9. ]

Recordemos la siguiente definicion.

Definicién 1.4.7. Decimos que M € mod(A) es rigido si Exty (M, M) = 0.
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Por las férmulas de Auslander-Reiten, tenemos que todo A-mdédulo 7-rigido
es rigido. La siguiente definiciéon nos ayudara a dar ejemplos donde el recipro-
co no es clerto.

Definicién 1.4.8. Sea n € N. Decimos que A es n — Gorenstein si
id(A) = n =1d(A?).

Ejemplo 1.4.9. Sea A una algebra n-Gorenstein, con n > 2. Veamos que

Dy (A) es rigido, pero no 7-rigido. En efecto, por la Proposicién A.4.9 tenemos
que Homper(Dp(A), 7Da(A)) = Homy (771A, A) # 0.

Sean A es hereditaria y M € mod(A). Por las féormulas de Auslander-Reiten
y la Proposicion A.4.9, M es rigido, si y sélo si, M es 7-rigido. La pregun-
ta natural es si es cierto el reciproco. El siguiente ejemplo nos muestra que no.

Ejemplo 1.4.10. Sean k un campo, Q := o' 5 o2 LA y A= kQ/(Ba).
En el Ejemplo ASS06 VI.3.11, se puede ver que todo A-médulo inescindible
T-rigido es rigido, pero pd(S(3))=2. Por lo que A no es hereditaria.

El siguiente resultado es una generalizacion del Lema de Skowronski [Sk94,
Lema 2|. Para el cual necesitaremos unos resultados preliminares.

Lema 1.4.11. Sean S un anillo, [ IS ye*?=e € S, cone ¢ I. Entonces,
¢ : Endg(Se) — Endg/;(Se/T)

fr=olf)(se+1) = f(se) + 1,

es un morfismo suryectivo de anillos.

Demostracion. Veamos que ¢ estd bien definida. En efecto, sean s, s € S
tales que se — s'e € I. Con lo cual,

(se —s'e)f(e) = f((se — s'e)e) = f(se — s'e) = f(se) — f(s'e) € I.
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Sean s, t, u € S. Notemos que se satisfacen las siguientes igualdades

o(F)((s+ D(te + 1)+ (ue + 1)) = o(f)(ste + ue + I)
= f(ste) + f(ue) + 1
= sf(te) + f(ue) + 1
=sf(te) + 1+ f(ue)+1
= (s+ D)p(f)(te + 1)+ o(f)(ue + I).

Es claro que ¢ es un morfismo de anillos. Sea g € Endg/;(Se/I), entonces
g(se+1)=g'(se)+ 1. Veamos que f : Se — Se (se — ¢'(se)) es un morfismo
de S-médulos. En efecto, sean s, t, u € S

f(ste +ue) = ¢ (ste + ue) = sg'(te) + ¢'(ue) = sf(te) + f(ue).

Por ultimo, es claro que p(f) = g. O

Definicién 1.4.12. Sea {ey, - -, e,} una familia completa de idempotentes
ortogonales primitivos e I < A. Decimos que ¢ = > e.el €i €8 maximo en /.

Proposicién 1.4.13. Sean I < A un ideal bilateral y e*> = e € I mdzimo.
Entonces, tkKo(A/I) = rkKo(A/(e)) = rkKy(A) — rk(Ae).

Demostracidn. Sean J :={1 <i<n|e €I} ye= ), ;e; mdximo en [.
Dado que A es basica, e es maximo en Ae y rkKy(A) —rk(Ae) = rkKo(A)—|J|.
Luego, por el Lema 1.4.11 {e; + 1 |i ¢ J} v {e; + {(e) | i ¢ J} son sistemas
completos de idempotentes ortogonales primitivos y dado que A/I y A/{e)
son algebras basicas, se tiene que

kKo(A/T) = tkKo(A) — | J| = tkKo(A/(e)).

[]

Proposicién 1.4.14. [AIR14, 1.3 Para todo A-mddulo M T-rigido, se tiene
que tk(M) < rkKy(A).

Demostracion. Sea M un A-mddulo 7-rigido. Por la Proposicion 1.4.5, tene-
mos que rk(M) < rk(P(gen(M))) y por el Teorema 1.3.9, se tiene que

rk(P(gen(M))) = rkKo(A/ann(M)).
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Por 1ltimo, de la Proposicién 1.4.13, se sigue que
rkKo(A/ann(M)) < rkKgy(A).
Por lo tanto, rk(M) < rkKy(A). O

El resultado anterior nos sugiere la siguiente definicién.

Definicién 1.4.15. Sea M un A-médulo 7-rigido. Decimos que M es
T — inclinante (casi completo 7 — inclinante) si rk(M) = rkKg(A)
(rk(M) = rkKg(A) — 1).

El siguiente ejemplo muestra que no todo A-médulo 7-inclinante es inclinante.
Ejemplo 1.4.16. Sean K un campo, @Q := o! 5 o2 LA o3 A= KQ/(Ba)y

T :=P(1) ®S(1) & S(3). Notemos que T es un A-médulo 7-inclinante, pero
no inclinante, puesto que Hom4(P(2),7") = 0. Por lo que T no es fiel.
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Capitulo 2

Modulos 7-inclinantes de soporte

Sea A una R-algebra de Artin basica. La tltima secciéon muestra la importan-
cia de considerar para cada e? = e € A el dlgebra A/(e). Por lo que podemos
considerar la siguiente definicién.

Definicién 2.0.1. Decimos que un A-moédulo M es 7 — inclinante de
soporte si existe e = ¢ € A tal que M es un A/{e)-médulo 7-inclinante.

Nuestro objetivo en este capitulo es desarrollar una teoria basica de modu-
los 7-inclinantes de soporte. Comenzamos discutiendo algunas propiedades
basicas de los modulos 7-rigidos, conexiones entre modulos 7-rigidos y cla-
ses de torsion funtorialmente finitas. Como una aplicacion, introducimos la
completacion de Bongartz de los modulos 7-rigidos. Entonces, daremos ca-
racterizaciones de los moédulos 7-inclinantes. También damos una dualidad
de médulos 7-rigidos a derecha y a izquierda. Ademds, probamos nuestro
principal resultado, que establece que un médulo casi completo 7-inclinante
de soporte tiene exactamente dos complementos. Como una aplicacion, intro-
ducimos la mutacién de médulos 7-inclinantes de soporte. Mostramos que la
mutacién nos da el carcaj de Hasse del conjunto parcialmente ordenado de
modulos 7-inclinantes de soporte.
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2.1. Propiedades basicas de mdédulos 7-rigidos

En esta seccién A denotarda una R-algebra de Artin bésica.

El objetivo principal de esta seccion es ver la relacién que tienen los A-médu-
los T-inclinantes de soporte, la teoria inclinante clasica y los pares 7-rigidos.

Lema 2.1.1. Sea ¢ = ¢ € A. Entonces, mod(A/{e)) es una subcategoria
plena de mod(A) cerrada por submddulos, cocientes y extensiones.

Demostracion. Sea 0 - N — M — L — 0 una sucesién exacta en mod(A).
Aplicando el funtor Homy(Ae, —) a la sucesion exacta anterior tenemos el
siguiente diagrama conmutativo, donde los morfismos verticales son los iso-
morfismos naturales

0 ——Homy (Ae, N) —=Homy (Ae, M) —= Homy (Ae, L) —=0

| l |

0 eN eM eL 0.
El lema se sigue del hecho, de que un A-médulo K es un A/{e)-médulo, si y
solo si, eK = 0. ]

Sea €2 = e € A. El siguiente resultado muestra la relacién entre los A-médu-
los 7-rigidos y los A/(e)-mdédulos 7-rigidos.

Lema 2.1.2. [AIR, 2.1] Sean I < A, M, N € mod(A) tales que
I Cann(M) Nann(NV).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
a) Si Homp(M,7N) = 0, entonces Homy (M, 7N) = 0.
b) Si I := (e), con e = e € A, entonces Homy(M,7N) = 0, si y sdlo si,
Homy 1(M,7N) = 0.

Demostracion. b) Sea X € gen(M), entonces Ext} (N, X) = 0, si y sélo si,
para toda sucesién exacta en mod(A)

n:0—=>X—-K-—=>N-—=0,
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se escinde, esto equivale por el Lema 2.1.1, para toda sucesién exacta en
mod(A/(e))
n:0—=+X—=->K-—=>N-—=0,

con X € gen(M) se escinde, si y solo si, Ext}\/I(N,X) = 0. El resultado se
sigue de la Proposicion 1.4.2.

a) Es andloga a la prueba de b). O

Los siguientes ejemplos muestran que la definiciéon de A-mddulo inclinante de
soporte, tiene significado.

Ejemplo 2.1.3. Sean K un campo, Q := o' = o? 2 o3, A= KQ/{(Ba) y
P :=P(2) & S(3). Puesto que Hom4(P(1), P) = 0, por el Lema 2.1.2 P es un
A-modulo 7-inclinante de soporte y no 7-inclinante, ya que

rk(P) = 2 < 3 = rkKy(A4).
Por dltimo, P(2) es un A-médulo 7-rigido y dado que P(3)=rad(P(2)), se
tiene que P(2) no es un A-médulo 7-inclinante de soporte.

La pregunta natural es ver cuando los A-mddulos 7-inclinantes son A-moédu-
los inclinantes. La siguiente definicion nos da la respuesta.

Definicion 2.1.4. Sea M € mod(A). Decimos que M es sincero si para todo

e? = e € ann(M), se tiene que e = 0.

Proposicién 2.1.5. [AIR14, 2.2] Sea T' € mod(A). Las siguientes condicio-
nes se satisfacen.

a) T es T-inclinante, si y solo si, T es T-inclinante de soporte y sincero.
b) T es inclinante, si y solo si, T es T-inclinante y fiel.

c) St T es T-inclinante de soporte (T-rigido), entonces T es un A/ann(T)-
mddulo inclinante (inclinante parcial).

Demostracion. a) =) Supongamos que 1" no es sincero, con lo cual existe
e’ =e € A tal que T € mod(A/({e)), con e # 0.
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Ahora, veamos que el rango de T' como A-médulo es igual que A/(e)-mddulo.
En efecto, sea T" € ind(A) tal que 7" | T'. La afirmacién se sigue del hecho de
que EndA(T’) = EndA/<e> (T/)

Por el Lema 2.1.2 T" es un A/(e)-médulo 7-rigido; por la Proposicién 1.4.14
y la Proposicion 1.4.13, tenemos que

rkKo(A) = 1k(T") < rkKo(A/(e)) < rkKg(A).

Lo cual es una contradiccién, y asi, 1" es sincero.
<)Es clara de la definicion.
b) <= ) Se sigue de la Proposicién A.6.12 y el Teorema A.6.14.

¢) Si T es 7-inclinante de soporte, el resultado se sigue la Proposicién 1.4.13
y el Lema 2.1.2 a). Por otro lado, si T" es 7-rigido, el resultado se sigue del
Lema 2.1.2 y la Proposicion A.6.12. ]

La siguiente definicién nos permite caracterizar a los A-mddulos 7-inclinantes
de soporte en mod(A).

Definiciéon 2.1.6. Sean C una categoria Krull-Schmidt y X € C. Decimos
que X es un objeto basico si X = @' X;, con End¢(X;) es un anillo local
V1<i<nyrk(X)=n.

Definicién 2.1.7. Sea (M, P) un par de A-mddulos, con M € mod(A) y
P € proj(A). Decimos que:

a) (M, P) es t-rigido si M es 7-rigido y Homy (P, M) = 0.
b) el rango de (M, P) es rk(M, P) :=rk(M) + rk(P).
c) (M, P) es bésico si M y P son A-mdédulos bésicos.

)

d) (M, P) es 7-inclinante de soporte (casi completo 7-inclinante de soporte)
si (M, P) es t-rigido y rk(M, P) = rkKy(A) (rk(M, P) = rkKg(A) — 1).
Proposiciéon 2.1.8. [AIR14, 2.5 Sean (M, P) un par de A-mddulos, con
M € mod(A), P € proj(A) y e = e € A tales que add(P) = add(Ae).
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Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) (M, P) es T-rigido (T-inclinante de soporte, casi completo T-inclinante de
soporte), si y sélo si, M es un A/{e)-mddulo T-rigido (T-inclinante, casi
completo T-inclinante).

b) St (M, P) y (M,Q) son pares T-inclinantes de soporte, entonces
add(P) = add(Q).

Demostracion. Sea P’ € mod(A) tal que P’ | P. Dado que P’ € add(A) se
tiene que P’ | Ae. Por lo que rk(P) < rk(Ae). Andlogamente, rk(Ae) < rk(P).

a) Notemos que Homy (P, M) = 0, es equivalente a que,
Homy (Ae, M) = 0.

Por lo que el resultado se sigue del Lema 2.1.2 b) y la Proposicién 1.4.14, ya
que tkKo(A/(e)) = rkKg(A) — rk(Ae).

b) Veamos que existe f2 = f € A tal que add(Q) = add(Af). En efecto,
sea () € mod(A) tal que Q@ ® Q" = A™. Sea {e;}"_; un sistema de idempo-
tentes ortogonales primitivos, por lo que A = @7_;Ae;. Por el Lema 1.1.15
existe f2 = f € A tal que add(Q) = add(Af). Asi, (f + {e))M = 0+ (e). Por
a) y la Proposicién 2.1.5, se tiene que f € (e). Andlogamente, e € (e). O

El siguiente resultado es analogo al Lema de Wakamatzu.

Notacién 2.1.9. Sea M € mod(A). Denotamos por :

s Mp si M = Mp®M’', donde Mp no tiene sumandos directos proyectivos
no nulos y M' € proj(A).

» Mz si M = Mz ® M’', donde Mz no tiene sumandos directos inyectivos
no nulos y M' € inj(A).
Lema 2.1.10. [AIR14, 2.6] Sean T € mod(A) 7-rigido y

n:0-Y T L x
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una sucesion ezacta en mod(A), con f una add(T)-precubierta. Entonces,
Y € borT,

Demostracion. Notemos que podemos suponer que f es un epimorfismo, pues-
to que el morfismo inducido, f' : 7" — Im(f) es una add(T")-precubierta.
Aplicamos el funtor Homp(—,7(7},)) a n y obtenemos la siguiente sucesién
exacta

(f,T_(>Tp)) (

0= A(T', 7(Ty)) = A (Y, 7(T,)) = A(X, 7(T) "I 1 (7 (1),

Ahora bien, veamos que Ext} (f,7(7},)) es un monomorfismo. En efecto, da-
do que el morfismo Homp (7}, f) : Homy(7},,7") — Homx(7,, X) es un epi-
morfismo; tenemos que Hom, (7}, f) : Hom,(7,,7") — Hom,(7,, X) es un
epimorfismo y por las férmulas de Auslander-Reiten y la Proposicién A.4.8

DrHom, (T}, f) = Exth(f,7(T})) : Exth(X,7(T})) - Ext}(T", 7(T})),
es un monomorfismo. Por la Proposicién A.4.8, concluimos que

Homy (Y, 7T) = 0.

2.2. Moédulos 7-rigidos y clases de torsion

En esta seccién A denotara una R-dlgebra de Artin basica.

El objetivo principal de esta seccion es dar una biyeccién entre A-mddu-
los 7-inclinantes de soporte y las clases de torsion funtorialmente finitas.

Notacion 2.2.1. Denotamos por :

n s7 — tilt(A) a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-
modulos T-inclinantes de soporte bdsicos.

n f —tors(A) ala clase de todas las clases de torsion funtorialmente finitas
en mod(A).
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Teorema 2.2.2. [AIR14, 2.7 Existe una biyeccion
sT — tilt(A) <— f — tors(A),
dada por T € st — tilt(A) — gen(T) y T € f — tors(A) — P(T).

Demostracion. Sean T € st —tilt(A) y €2 = e € A tal que T es un A/{e)-
modulo 7-inclinante. Por el Lema 2.1.2 a), la Proposicién 1.4.5 y el Teorema
1.3.9 gen(T') € f —tors(A) y T € add(P(gen(T))); por el Lema 2.1.2 a) y la
Proposicién 1.4.6 P(gen(T")) es un A/(e)-médulo 7-rigido y por la Proposicién
1.4.14

k(P(gen(T))) < tkKo(A/(e)) = k(7).

Por lo tanto, T' = P(gen(T)).
Reciprocamente, sean T € f — tors(A) y e = e € ann(7) maximo. Por el Teo-
rema 1.3.9 P(7) es un A/ann(7 )-médulo inclinante; por la Proposicién 1.4.13

rkKo(A/(e)) = rkKo(A/ann(7T)) y por la Proposicion 2.1.5 P(7) es un A/(e)-
moédulo 7-inclinante. Se sigue del Teorema 1.3.9 que T = gen(P(7)). O

Definicion 2.2.3. Sea C una clase de A-mddulos. Decimos que:

a) C es sincera si V ¢ = e € ann(C), se tiene que e = 0.
b) C es fiel si ann(C) = 0.

El siguiente lema es para probar un resultado debido a Hoshino.

Lema 2.2.4. Sea M € mod(A). Entonces, ann(M) = ann(gen(M)).

Demostracion. 2) Es clara.

C) Sean M’ € gen(M), (f1,-++, fn) : M™ — M'un epimorfismo, a € ann(M ),
m' € My (mq, -+ ,my,) € M" tal que m' =", fi(m;). Dado que,

0= Zfi(amz-) = am/,
i=1

concluimos que ann(M) C ann(gen(M)). O
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Notacién 2.2.5. Denotamos por :

n 7—tilt(A) a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-
mdodulos T-inclinantes bdsicos.

» tilt(A) a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-mddu-
los inclinantes basicos.

» sf — tors(A) a la clase de todas las clases de torsion funtorialmente fini-
tas sinceras.

n ff — tors(A) ala clase de todas las clases de torsion funtorialmente finitas

fieles.
Corolario 2.2.6. [AIR14, 2.8] La biyeccion del Teorema 2.2.2 se restringe a
las biyecciones

T — tilt(A) +— sf — tors(A)
tilt(A) «— ff — tors(A).
Demostracion. Sea T' € st — tilt(A). Entonces, T' es T-inclinante (inclinante),

si y sélo si, por la Proposicién 2.1.5 T es sincero (fiel) y esto sucede, si y sélo
si, por el Lema 2.2.4 gen(T') es sincera (fiel). O

Los siguientes resultados son para probar un resultado andlogo al Lema de
Bongartz [Bo81, Lema 2.1], para médulos 7-rigidos.

Proposicién 2.2.7. [AIR14, 2.9] Sean T € f —tors(A) y U un A-mdédulo
T-rigido. Entonces, U € add(P(T)), si y sélo si, gen(U) C T C +o(7U).

Demostracion. =) Veamos que gen(U) C 7. Como U € T y T es cerrada
por cocientes, se tiene que gen(U) C 7.

Luego, veamos que 7 C 1o(7U). Sea T' € T, ya que Ext} (U, T) = 0, conclui-
mos por la Proposicién 1.4.2 que T € +o(7U).

<) Dado que U € gen(U) C T y T C *o(rU), por la Proposicién 1.4.2
Ext}(U,T) =0V T € T. Por lo tanto, U € add(P(T)). O
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Definicién 2.2.8. Sea M € mod(A). Decimos que M es 7! —rigido si
Homy (771M, M) = 0.

El siguiente lema nos dice que 7 !-rigido es la nocién dual de 7-rigido.

Lema 2.2.9. Sea M € mod(A). Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Si M es T-rigido, entonces TM es 7~ -rigido.

b) M es T-rigido, si y sélo si, Da(M) es 7~ -rigido.

c) Si M es T-rigido, entonces cogen(TM) es una clase libre de torsion fun-

torialmente finita.

Demostracion. a) Por la Proposiciéon A.4.8, tenemos que
Homy (7717 M, 7M) = Homy (M, 7M) = 0.
b) M es T-rigido, si y sdlo si,
0 = Homp (M, 7M) = Hompe (77 Dy M, DA M),

donde el isomorfismo anterior se da porque Dy : A — AP es un isomorfismo
y esto sucede, si y s6lo si, DyM es 7~ !-rigido.

c) Por a) y b) TrM es un A°’-médulo 7-rigido, por la Proposicién 1.4.5
gen(TrM) € f —tors(A°P) y asi Dyergen(TrM) = cogen(rM) es una clase
libre de torsién funtorialmente finita. ]

Teorema 2.2.10. [AIR14, 2.10, 2.11] Sea U un A-mddulo T-rigido. En-
tonces, T = 2o(7U) € sf —tors(A), P(T) € 7 —tilt(A) es tal que U €
add(P(T)) y o (rP(T)) =T.

Demostracion. Veamos que T € sf — tors(A). En efecto, por el Lema 2.2.9
(T, cogen(TU)) es un par de torsion, con cogen(7U) funtorialmente finita. Por
el Teorema 1.3.16 7 es funtorialmente finita. Ahora bien, supongamos que 7T
no es sincera, con lo cual existe 0 # ¢* = e € A tal que Homy(Ae, M) = 0
V' M € T. Por el Lema A.2.12, tenemos que Homy (M, DpoweA) =0V M € T.
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Asi, Dpor(eA) € cogen(rU), por lo que DpoweA | 7U. Lo cual es una con-
tradiccion, ya que por la Proposicion A.4.8 7U € modz(A). Por lo que
T € sf —tors(A) y por el Corolario 2.2.6 P(T) € 7 — tilt(A).

Ahora bien, veamos que U € add(P(7)). Por la Proposiciéon 1.4.2, se tie-
ne que U € T, asi gen(U) C T. Por la Proposicién 2.2.7, concluimos que

U € add(P(T)).
Por tltimo, veamos que *°(7IP(T)) = T.

D) Por la Proposicién A.6.9, tenemos que 7P(7) € cogen(7U) y asi

T C (rP(T)).
C) Por la Proposicién 1.4.6, tenemos que P(7) € Lo(7P(T)). Por lo tanto,
por el Teorema 2.2.2 T = gen(P(T)) C +o(7P(T)). O

Al A-médulo P(T) le decimos la completacién de Bongartz de U. A con-
tinuacién daremos unas equivalencias para ver cuando un médulo 7-rigido es
T-inclinante.

Teorema 2.2.11. [AIR14, 2.12] Sea T un A-mdédulo T-rigido. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) T es T-inclinante.

b) Si T @ X es T-rigido, entonces X € add(T).

c) o(rT) = gen(T).

d) St Homy (T, 7X) = 0 y Homy (X, 7T) = 0, entonces X € add(T).

Demostracion. a) = b) Se sigue la Proposicién 1.4.14.

b) = ¢) Sea T'® X la completacién de Bongartz de T'. Luego, por el Teorema
2.2.2 se tiene la primera igualdad y la ultima se da ya que X € add(7T)

Lo(rT) = gen(T ® X) = gen(T).
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¢) = d) Por la Proposicién 1.4.2, se tiene que Ext} (X, T") =0V T’ € gen(T)
y dado que X € Lo(7T) = gen(T). Concluimos que X es Ext-proyectivo en
gen(T"). Luego, consideramos la siguiente sucesién exacta

n:O—>N—>T’i>X—>0,

con f una add(T)-precubierta, por el Lema 2.1.10 N € *o(7T) = gen(T), con
lo cual 7 se escinde y por lo tanto X € add(T).

d) = a) Sea T'@® X la completacion de Bongartz de T'. Luego, tenemos que
Homy (T, 7(T'® X)) = 0 = Homy (7@ X, 77T). Por hipétesis, T’ X € add(T)
y asi rk(7T") = rk(T' & X) = rkKy(A). Por lo tanto, T" es 7-inclinante. O]

La condicion b) del teorema anterior dice que un A-médulo inclinante es un
T-rigido maximal, el cual es un anédlogo con los A-moédulos inclinantes ya que
estos son inclinantes parciales maximales. Ver [ACPV06, Corolario 3.11]. El
siguiente resultado es una versién para los A-moédulos 7-inclinantes de soporte.

Corolario 2.2.12. [AIR14, 2.15] Sea (T, P) un par T-rigido de A-mddulos.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

a) (T, P) es T-inclinante de soporte.

b) Si (T'& X, P) es 7-rigido, entonces X € add(T).

c¢) Lo(rT) N Pto = gen(T).

d) St Homy (T, 7X) = 0 = Homa (X, 77T) y Homy (P, X) = 0, entonces X €
add(T).

Demostracion. Sea e? = e € A tal que add(P) = add(Ae).

a) = b) Se sigue del Teorema 2.2.11 y el Lema 2.1.2.

b) = c) Por el Teorema 2.2.11 *o(7T) = gen(T) en mod(A/{e)). Notemos
que los objetos de gen(T') en mod(A/{e)), son los mismos que en mod(A)

y por el Lema 2.1.2 +o(7T) en mod(A/{e)) tienen los mismos objetos que
Lo(7T) N Pto en mod(A).
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¢) = d) Por el Lema 2.1.2, tenemos que
HomA/<e> (T, TX) =0= HomA/<e>(X, TT).
Por el Teorema 2.2.11, tenemos que X € add(T).

d) = a) Se sigue del Teorema 2.2.11 y el Lema 2.1.2. O

El siguiente resultado es para ver que hay una biyeccion entre los conjuntos
T-rigid(A) y 7-rigid(A°), que se restringe a una biyeccién entre los conjuntos
sT — tilt(A) y sT — tilt(A°P).

Lema 2.2.13. Sean ¢> = e € A y M € mod(A). Entonces, tenemos el
siguiente isomorfismo de R-modulos eN @y M = eM.

Demostracion. Sea f : eM — eA ®y M, (em — e ® m). Veamos que la
aplicacion estd bien definida. En efecto, sean em = en. Luego,

em=-e@em=-eRen =eQRn.

Es facil ver que f es un morfismo de R-mdédulos. Sea ¢’ : eA x AM — eM,
((eA,m) — eAm). Aseguramos que ¢’ es A-balanceada. En efecto,

g (eA,m) =exm = ¢'(e, \m).

Por la propiedad universal del producto tensorial 3! g : eA @y M — eM,
(eA ® m +— eAm). Por ultimo, verifiquemos que f y g, son inversas mutuas

gf(em) = gle ®m) = em;
fgle®@m) = f(em) = em.

Teorema 2.2.14. [AIR14, 2.14] Eziste una biyeccion
OF : 7 —rigid(A) +— 7 — rigid(A°)
(M, P) — (Tx(M,) & P, (M/M,)").

* se restringe a una biyeccion

La biyeccion ()
sT — tilt(A) <— s7 — tilt(A°P).
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Demostracion. Sea €2 = e € A tal que add(P) = add(Ae). Veamos que
(Tr(M,) & P*,(M/M,)*) € 7 —rigid(A°?). En efecto, consideremos los si-

guientes isomorfismos

Hom yor (Tr(M,,), 7Tr(M,)) = Hompor (Tr(M,), D por (M,))
= Homy (M, 7(M,)) = 0.

Luego, consideramos los siguientes isomorfismos, donde el tercero esta dado
por la adjuncion Hom-tensor y el cuarto, por el Lema 2.2.13

Homper (P*, 7Tr(M),)) = Hompor (eA, Dy (M,))
= Homper (e, Homp (M), I))
= Hompg (eA ®p M), I)
= Homg(eM,, I) = 0.

Por el Lema A.2.12, tenemos el siguiente isomorfismo

Homper ((M/M,)*, Tr(M,)) = Hompeo (Tr(M,), DA(M/M,))
= Homy (M /M, 7(M,)) = 0.

Ademas, Homper ((M/M,)*, P*) = Homy (P, M /M,) = 0. Por lo que
(Tr(M,) & P*, (M/M,)*) € 7 — rigid(A°P).

Luego, es claro que ((M,P)")* = (M, P). Por tltimo, supongamos que
(M, P) es T-inclinante de soporte, consideremos f? = f € A tal que

add(Af) = add(M/M,),
por la Proposicién 1.4.13, tenemos las siguientes igualdades

rk(Tr(M,) & P*) = rk(M,) + rk(Ae)
= rk(M) — rk(Af) + rk(Ae)
= rkKo(A) — rk(Ae) — rk(Af) + rk(Ae)
= rkKo(A/{f)).
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2.3. Mutaciéon de médulos 7-inclinantes de soporte

En esta seccién A denotard una R-algebra de Artin bésica.

El objetivo principal de esta seccion es probar que los pares casi comple-
tos 7-inclinantes tienen exactamente dos complementos, que es un resultado
analogo al de las variables de conglomerado.

Lema 2.3.1. [AIR14, 2.20] Sean (T, P) un par T-rigido de A-mddulos y U
un A-mddulo T-rigido tales que *o(tT) N PLo C Lo(7U). Entonces, existe una

sucesion exacta U 5 T' % O — 0, que satisface las siguientes condiciones
a) f es una gen(T')-envolvente.

b) T" € add(T).

c) C € add(P(gen(T)))

d) add(T") Nadd(C) = 0.

Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion exacta
. J 19
n:U=>T = C—0,
con f una add(T')-envolvente. Veamos que:
c¢) Es clara.

a) f es una gen(7')-envolvente.

Sea g : U — X, con X € gen(T). Por el Lema 2.1.10 existe una suce-

sién exacta € 1 0 > Y — T" %% X — 0, con h una add(T')-precubierta
y Y € to(rT). Como T" € P10, se sigue que Y € P10 y por hipétesis, se
tiene que Y € Lo(rU). Luego, aplicando el funtor Homy (U, —) a &, por la
Proposicién 1.4.2, obtenemos la siguiente sucesion exacta

Homy (U, T") """ Hom, (U, X) — Extk(U,Y) = 0
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Asi pues, existe s € Homy (U, T") tal que hs = g. Dado que f es una add(7T)-
envolvente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

U—{.

Ve
s 7/
L 2t

T".
Asi pues, htf = g.

b) C € add(P(gen(T))).
Consideremos la siguiente sucesion exacta
e:0-Im(f) 5T % C—o.

Aplicando el funtor Homa(—, X), con X € gen(7T'), obtenemos la siguiente
sucesion exacta por la Proposiciéon 1.4.2, dado que T es 7-rigido.

AT, X) M5 ((Im(f), X) = A€, X) = W(T, X) =0,

Dado que f es una gen(T')-envolvente, el morfismo Homy (7, X) es un epimor-
fismo, y asi, Ext} (C, X) = 0.

d) add(7T") Nadd(C) = 0.

Es suficiente por el Corolario 1.2.10 probar que Homy (7", C) = rad, (177, C).
En efecto, sea h : 7" — C. Aplicando el funtor Homy (U, —) a €, obtenemos
la siguiente sucesion exacta, dado que U es 7-rigido

AU,
A(UIm(f)) = A(U.T) S 5(U,C) = AU, Im(f)) = 0.
Con lo cual tenemos el siguiente diagrama conmutativo

U

|
t! %

T

41



Luego, dado que f es una add(7')-envolvente, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

vt
tt + 3k
T

Asi pues, tenemos las siguientes igualdades

0=nhf—gt="hf—gkf=(h—gk)f

Por la propiedad universal del Cokernel, obtenemos

Utk o

/1
g
L //37’

C.

Por lo que, rg = h — gk, y asi, h = gk + rg € rad,(T’,C), ya que por la
Proposicién 1.2.6 tenemos que g € rady (77, C). ]

El siguiente resultado se sigue del Teorema de Jordan-Holder.

Lema 2.3.2. Sea X C mod(A) una subcategoria plena cerrada por exten-
siones. S1 0 € X y todo A-mddulo simple S se tiene que S € X, entonces
X = mod(A).

Lema 2.3.3. Sea T' € mod(A) sincero. Entonces, (°gen(T), mod(A)) es un
par de torsion en mod(A). En particular, *ogen(T) = 0.

Demostracién. Consideremos el par de torsién (togen(T), (tegen(T'))10) y
0=T, < <Ty=T

una serie de composicién de T. Dado que T/T; € gen(T) C (*ogen(T))* y
tenemos los siguientes diagramas conmutativos

0—Tjro—Tjn Tj41/Tjra—=0

L |7

0—Tj T; T3/ Ty ——0.

42



Puesto que, f;: Tj11/Tjro — T;/Tj41 es un isomorfismo o cero, tenemos que
Tji1/Tje € (fogen(T))* V 0 < j <n—2. Por el Lema 2.3.2

mod(A) = (*ogen(T))*.

]

Lema 2.3.4. [AIR14, 2.21] Con las hipdtesis del Lema 2.3.1. SiC =0y T
es sincero, entonces f: U — 1" es un isomorfismo.

Demostracion. Por hipétesis, la siguiente sucesion es exacta

77:0—>Ker(f)—>Ui>T/—>O.

Aplicando el funtor Homy (—, X) an, con X € gen(7'), obtenemos la siguiente
sucesion exacta

0 — AT, X) "5 (U, X) = a(Ker(f), X) = LT'X).

Por la Proposicién 1.4.2 tenemos que Ext} (77, X) = 0y dado que el morfismo
Homy (f, X) : Homy (7”7, X)) — Homy (U, X) es un epimorfismo. Concluimos
que Ker(f) € *o(gen(T)) y por el Lema 2.3.3 Ker(f) = 0. O

Proposiciéon 2.3.5. [AIR14, 2.22] Sea T = X & U € 7 —tilt(A), donde
X € ind(A). Entonces, solo sucede una de las siguientes condiciones.

n Lo(7U) C Ho(rX).
= X € gen(U).

Demostracion. Supongamos que las dos condiciones suceden. Entonces, se
sigue del Teorema 2.2.11 que

gen(U) = gen(T) = J'O(TT) = J‘O(TU).

Por el Teorema 2.2.11 U es 7-inclinante, lo cual es una contradiccién.

Por otro lado, sea Y & U la completaciéon de Bongartz de U. Por el Teo-
rema 2.2.10 se tienen las siguientes inclusiones

Lo(rT)y C Lo (rU) = 2 (r(U @ Y)) C Ho(7Y).
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Luego, por la Proposicién 2.1.5 se tiene que T es sincero; por el Lema 2.3.1 se

fiene una sucesion exacta Y > T % 7" — 0, con f una gen(7T')-envolvente,
T" € add(T), add(7") Nadd(T") = 0 y por el Teorema 2.2.2

T" € add(P(gen(T))) = add(T).
Notemos que en la siguiente sucesion exacta
) f®lu v "
n:YoeU = T"oU —=-1" =0,

f @1y es una gen(T')-envolvente. Por el Lema 2.3.1 existe una sucesion exac-

tal YU N PN RN 0, con h una gen(T)-envolvente, T} € add(7T)
y add(77) N add(7Ty) = 0. Por la minimalidad de f @ 1y y h tenemos que
n = €. Asi, add(T" @ U) Nnadd(T”) = 0, por lo que 7" € add(X). Tenemos
los siguientes casos.

o 7" £ 0. Se tiene que 7" = X", asi T" € add(U) y por lo tanto X € gen(U).

e 7" = 0. Por el Lema 2.3.4 f & 1y es un isomorfismo, puesto que T es
sincero. Entonces, ¥ = X por el Teorema de Krull-Schimdt. Con lo cual

Lo(rU) C Lo(7Y) = To(rX). O

Proposicién 2.3.6. [AIR14, 2.17] Sea T € mod(A) 7-rigido bdsico no 7-
inclinante. Entonces, existen al menos dos A-mddulos T-inclinantes de so-
porte bdsicos que tienen a I como sumando directo.

Demostracién. Por el Teorema 2.2.10 tenemos que T := Lo(77T) € sf — tors(A)
y T € add(P(T)). Luego, por la Proposicién 1.4.5 y el Lema

gen(T') € (f — tors(A) — sf — tors(A))

y T € add(P(gen(T"))). Por el Teorema 2.2.2 P(T), P(gen(T)) € st — tilt(A)
y por el Teorema 2.2.2 P(T) # P(gen(T)). O
Definicién 2.3.7. Sea (M, P) € 7 — rigid(A). Decimos que (M, P) es su-
mando directo de (M’, P') € 7 —rigid(A), si M | M"y P | P'. En tal caso,
escribimos (M, P) | (M', P).
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Teorema 2.3.8. [AIR14, 2.18] Un par (U, Q) casi completo T-inclinante de
soporte basico es sumando directo de dos pares (T, P), (T', P') T-inclinantes
de soporte bdsicos. Mds ain, {gen(T), gen(T")} = {gen(U), (torU) N Q+o}.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos casos.

e () = 0. Sea U X un A-mddulo 7-inclinante de soporte. Por el Teorema 2.2.2
y la Proposicién 2.1.8 es suficiente ver que gen(U @ X) € {gen(U), o (7U)}.
En efecto, si X = 0 tenemos que gen(U & X) = gen(U).

Si X € ind(A). Por la Proposicién 2.3.5, tenemos los siguientes dos casos
X € gen(U) o bien To(7U) C Lo(rX).

Si X € gen(U), se sigue que gen(U & X ) = gen(U).

Si Lo(rU) C o(7X), se tiene del Teorema 2.2.11 que
gen(U @ X) = or(U @ X) = (7U).

e (Q # 0. Por la Proposicién 2.1.8 U es un A/(e)-mddulo casi completo 7-
inclinante, donde add(Ae) = add(Q). Por lo anterior U es sumando directo de
exactamente de dos A/{e)-médulos 7-inclinantes y por la Proposicién 2.1.8
estos estan en biyeccion con los pares T-inclinantes de soporte que tienen a
(U, Q) como sumando directo. O

Definicion 2.3.9. Sean (T, P) y (1", P') pares T-inclinantes de soporte basi-
cos de A-médulos. Decimos que (7', P) es una mutacién de (77, P’), si existe
un par (U, Q) casi completo 7-inclinante de soporte bésico que es sumando
directo de (T, P) y (1", P"). Escribimos ux (T, P) := (1", P'), o simplemente
1756 (T) = T/.

En este caso podemos describir la mutacién como sigue. Sea (7', P) un par
T-inclinante de soporte basico en A. Si X € ind(A), es tal que X | T" o bien
X | P, entonces podemos calcular px (7, P) como sigue.

a) Si X | T una de las siguientes condiciones sucede:

» Existe Y € ind(A) tal que X #Y y ux(T, P) = (T/X @Y, P).
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» Existe @ € ind(proj(A)) tal que pux (T, P) = (T/X,P & Q).
b) Si X | P, existe Y € ind(A) tal que ux(T,P) = (T'®Y, P/X).
El siguiente resultado es debido a Happel y Unger [HU89, 2.3].

Corolario 2.3.10. [AIR14, 2.2/4] Sea U un A-mdédulo casi completo inclinan-
te basico. Entonces, U es fiel, si y solo si, U es sumando directo de precisa-
mente dos A-mddulos inclinantes bdsicos.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.8 existen A-mddulos 7-inclinantes de so-
porte Ty T" tales que T # 1", U | T, U | T', gen(U) = gen(T) y

Lo(7U) = gen(T").

=) Por la Proposicién 1.4.2 gen(U) C *o(7U) y por el Lema 2.2.4 tenemos
que ann(7”) = ann(gen(7")) C ann(gen(7")) = ann(U) = 0. Por la Proposi-
cién 2.1.5 b) 7" y T son A-médulos inclinantes.

<) Supongamos que U no es fiel, por el Lema 2.2.4 T no es fiel y por la
Proposicién 2.1.5 b) T no es inclinante. O]

2.4. Orden parcial y sucesiones de intercambio

En esta seccién A denotarda una R-algebra de Artin bésica.

El Teorema 2.3.8 nos va a permitir el carcaj de mutacién en st-tilt(A). El
objetivo principal de esta seccion es ver la relacién que tienen el carcaj de
mutacion y el carcaj de Hasse a un orden parcial en st-tilt(A).

Definicién 2.4.1. Sean M, N € mod(A). Decimos que M es mayor o igual
que N si gen(N) C gen(M). En tal caso, escribimos N < M.

Lema 2.4.2. [AIR14, 2.25] Sean (T, P) y (U, Q) pares T-inclinantes de so-
porte de A-maodulos. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

a) ULT.
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b) Homy (U, 7(1,)) =0, add(U/U,) C add(T'/T,) y add(P) C add(Q).
c) Homy (U, 7T) =0 y add(P) C add(Q).
Demostracion. a) = b) Veamos que add(U/U,) C add(7/7,). Existe un

epimorfismo p : 7" — U/U,. Por lo que U/U, € add(T/1},), con lo cual
add(U/U,) C add(T'/T)).

Luego, veamos que Homy (U, 7(7,)) = 0. Por la Proposicién 1.4.2 tenemos
que 0 = Ext}(T,U") = Ext}(T,,U’) V U’ € gen(U,) C gen(T) y por la Pro-
posicion 1.4.2 Homy (U, 7(7},)) = 0.

Por ltimo, veamos que add(P) C add(Q). Sea ¢ : T™ — U un epimorfismo.
Aplicando el funtor Homy (P, —) a la siguiente sucesién exacta

0 — Ker(q) = T" —- U — 0,
obtenemos la siguiente sucesion exacta
0 = Homy (P, T™) — Homy (P, U) — Ext} (P, Ker(q)) = 0.

Por la Proposiciéon 2.1.5 se tiene que U es un A/{e)-médulo sincero, donde
add(Q) = add(Ae). Por lo tanto, add(P) C add(Q).

b) = c) Por hipétesis y la Proposicién 1.4.2 tenemos que Ext}(7,U’) = 0
V U € gen(U). Por la Proposicién 1.4.2 Homy (U, 7T") = 0.

¢) = a) Dado que U € Q* C Pty U € Lo(7T), concluimos por el Co-

rolario 2.2.12 que U € (+o7T) N (P*0) = gen(T). O
Proposicién 2.4.3. [AIR14, 2.26] Sean T, U, V € st — tilt(A) tales que
VULT.

Entonces, add(T) Nadd(V) C add(U).

Demostracion. Sea X € add(T)Ngen(U). Veamos que X es Ext-proyectivo en
gen(U). En efecto, por el Lema 2.4.2 ¢) Homy (U, 7X) = 0y por la Proposicién
1.4.2 Ext (X,U") =0V U’ € gen(U). Ahora, por el Teorema 2.2.2

X € add(P(gen(U))) = add(U).
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Concluimos que add(7") Nadd(V) C add(T") Ngen(U) C add(U). O
Proposicion 2.4.4. [AIR14, 2.27] La biyeccion

(=) 87 — tilt(A) +— s7 — tilt(AP)
en el Teorema 2.2.14 es un antiisomorfismo de ordenes parciales.

Demostracion. Sean (T, P) y (U,Q) pares T-inclinantes de soporte de A-
modulos. Por el Lema 2.4.2 tenemos que U < T') si y sdlo si,

Homy (Uy, 7(T})) = 0,

add(U/U,) C add(T/T,) v add(P) C add(Q). Esto es equivalente a que,
Homy (Te(T},), 7Tr(Up)) = 0, add((U/Up)*) € add((T/T,)") ¥

add(P*) C add(Q").
Por ultimo, por el Lema 2.4.2 esto sucede, si y sélo si,
Te(T,) & P* < Tr(U,) & Q™.

[]

Definicién 2.4.5. Sean T', T € s7 — tilt(A) tales que 77 = ux (7). Entonces,
por el Teorema 2.3.8 tenemos que 77 < T o bien T' < T". Decimos que 1" es
una mutacién izquierda (derecha) de T'si 77 < T (T < T"). En tal caso,
escribimos uy(T) =T (ux(T) :=T").

Proposicién 2.4.6. [AIR14, 2.28] Sean T := X & U, T" € sT — tilt(A) tales
que T" = pux(T). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

o) px(T)=1" (ux(T)=T").
b) (rU) C(rX)  (P(rU) € H(1X)).
c) X ¢ gen(U) (X € gen(U)).

Si T es T-inclinante, entonces la siguiente condicion es equivalente a las
anteriores.

d) T es la completacion de Bongartz de U (T no es la completacion de
Bongartz de U).
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Demostracion. a) <= b) <= c¢) Se sigue de la Proposicién 2.3.5.

Si T es un A-moédulo 7-inclinante.
d) = b) Por el Teorema 2.2.10 Lo(7T") = +o(7U). Por lo que *°(7U) C *+o(7X).

¢) = d) Dado que U es un A-médulo casi 7-inclinante, por el Teorema 2.3.8
gen(U) C gen(T) = Lo(7U). Por el Teorema 2.2.2 P(+o(7U)) = T. O

Definicién 2.4.7. El carcaj T-inclinante de soporte Q(s7 — tilt(A)) se define
como sigue:

= El conjunto de vértices es st — tilt(A).

= Dibujamos, una y sélo una flecha, de U a T si U es una mutacion iz-
quierda de T.

El siguiente teorema nos permite calcular las mutaciones izquierdas mediante
las siguientes sucesiones de intercambio.

Teorema 2.4.8. [AIR14, 2.30] Sean U € mod(A) casi completo T-inclinante,

T = X ® U la completacion de Bongartz de U yn : X EN U3y =0
una sucesion exacta, con f una add(U)-envolvente. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) Si U no es sincero, entonces Y = 0. En tal caso, iy (T) =U y
U € st — tilt(A) — 7 — tilt(A).

b) Si U es sincero, entonces Y = (Y')", con Y' € ind(A) y Y' ¢ add(T). En
este caso, iy (T) =Y @ U.

Demostracion. a) Si U no es sincero, entonces existe e = e € A primitivo tal
que eU = 0. Por el Lema 2.1.2 y la Proposicion 1.4.13 se tiene que U es un
A/{e)-médulo 7-inclinante. Dado que T es la completacién de Bongartz de U
se sigue de la Proposicién 2.4.6 que U = u (7).

b) Si U es sincero. Por la Proposicién 2.4.6 se tiene que +0(7U) C Lo(7X) y por
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la Proposicion 1.4.2 se tiene que Homy (U, 7Y") = 0; por el Lema 2.3.1 se tiene
que Y € add(P(gen(U))). Luego, aplicamos el funtor Homy (—, 7(Y & U)) a
1 vy obtenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Homy (Y, 7(Y @ U)) — Homy (U, 7(Y @ U)) = 0.

Con lo cual Y @ U es 7-rigido. Veamos que g es una add(7’)-precubierta. En
efecto, sea T" € add(T'). Puesto que T" es 7-rigido, por la Proposicién 1.4.2
Ext} (7", Im(f)) = 0. Luego, aplicamos el funtor Homy (7", —) a la siguiente
sucesién exacta 0 — Im(f) — U’ % Y — 0, obtenemos la siguiente sucesién
exacta

Homy (7", U") """ Homy (77, V) — Exty (17, Im(f)) = 0.

Ahora bien, sea h : T — Y. Dado que g es una add(T)-precubierta, existe
g : T —= U’ tal que g¢' = h, por lo que h € rady(T",Y) y por el Corolario
1.2.10, concluimos que add(7") Nadd(Y).

Por 1ultimo, supongamos que Y = 0. Puesto que U es sincero, por el Le-
ma 2.3.4 se tiene que X = U’, lo cual es una contradiccién ya que X no es
un sumando directo de U. Por lo tanto Y # 0. H

A continuacién vamos a dar un método de calcular las mutaciones de un A-
modulo 7-inclinante de soporte.
Sean T', T" € st — tilt(A) tales que ux (7)) =1T".

a) Si puy(T) = T', entonces T" puede ser calculado aplicando el Teorema
2.4.8.

b) Si u%(T) = T’, entonces T puede ser calculado usando la Proposicién
2.4.4 y el Teorema 2.4.8, mediante los siguientes tres pasos

= Calcular 7.
» Calcular py (7).
» Calcular (puy(T7))".
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La demostracion del siguiente teorema se dard de manera mas general en la
siguiente seccién.

Teorema 2.4.9. [AIR14, 2.35] Sean U, T € st —tilt(A) tales que T < U.
Entonces,

a) existe V una mutacion derecha de T tal que V < U.

b) existe V' una mutacion izquierda de U tal que T < V.

Demostracion. Ver Teorema 2.5.9. ]

Teorema 2.4.10. [AIR14, 2.33] Para todos U, T € st — tilt(A), las siguien-
tes condiciones son equivalentes.

a) U es una mutacion izquierda de T.
b) T es una mutacion derecha de U.

c) U<T yno existe V€ st —tilt(A) tal que U <V < T.

Demostracion. Sean (U, Q) y (T, P) pares T-inclinantes de soporte.

a) = b) Por el Teorema 2.3.8 existe un par de A-médulos (V,.5) casi completo
T-inclinante y X € ind(A) tales que (V,5) | (T, P), (V,9) | (U,Q) y

px(T) =U.

Por lo que existe Y € ind(A) talque Y | U o bien Y | Q. Asi pues, uy (U) =T.
Concluimos que uy-(U) =T.

b) = ¢) Sean (V,S) un par 7-inclinante de A-médulos tales que U <V < T,
(V',S") un par casi completo 7-inclinante de A-médulos tal que (V7,S") | (T, P)
y (V',.8") | (U, Q). Por la Proposicién 2.4.3 se tiene que V' | V' y por el Lema
2.4.2 se tiene que S’ | P | S. Con lo cual (V',5") | (V,S). Se sigue del Teorema
2.3.8 que U =V.

c¢) = a) Por el Teorema 2.4.9 existe V una mutacién izquierda de T' tal
que U <V < T. Por hipétesis U = V. ]
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Del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.11. [AIR14, 2.3/] El carcaj T-inclinante de soporte

Q(sT — tilt(A))

es el carcaj de Hasse del conjunto parcialmente ordenado (st — tilt(A), <).
El siguiente resultado es analogo a [HUO05, Corolario 2.2].

Corolario 2.4.12. [AIR14, 2.38] Si Q(st — tilt(A)) tiene una componente
conexa finita C, entonces Q(st — tilt(A)) = C.

Demostracion. Sea T € C'. Por el Teorema 2.4.9 y el Corolario 2.4.11 existe
una sucesion T := Ty < --- < T; < --- tal que T; < A para toda i. Por
hipétesis existe n € N tal que A = T,, € C. Ahora bien, sea 7" un A-
moédulo 7-inclinante de soporte. Como 7" < A, por el Teorema 2.4.9 existe
una sucesion de mutaciones A > My--- > M; > --- tales que T" < M; para
toda i. Ya que C' es finita existe k € N tal que T = M, € C. ]

Veamos un ejemplo donde Q(s7 — tilt(A)) no tiene una componente conexa
finita.

Ejemplo 2.4.13. [Jal5, 2.20]. Sea A el algebra de Kronecker. Por el Teorema
A.3.2 se tiene que S(1) y S(2) son los tinicos A-médulos 7-rigidos no sinceros.
Notemos que S(1) = Jy, S(2) = Qo € s7 — tilt(A). Por el Teorema A.3.2 se
tiene que {Q, & Qni1, @ ® Qn_1} son los tinicos A-mddulos T-inclinantes
basicos tales que @, es sumando directo V n € NT. Andlogamente, por el
Teorema A.3.2 {J, ® Jn+1, Jn ® Jy—1} son los tinicos A-mddulos T-inclinantes
basicos tales que J, es sumando directo V n € NT. Por el Teorema A.3.2
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tenemos descrito el carcaj 7-inclinante de soporte

Qo Qo & (1
Q1 Q2
Q2 ® Q3
0
J3 @ Jo
Jo ® Ji
Jo J1 & Jy.

2.5. Algebras r-rigidas finitas

En esta seccién A denotara una R-dlgebra de Artin basica.

El objetivo principal de esta seccién es introducir las algebras 7-rigidas fi-
nitas, ver varias equivalencias y dar resultados analogos a las algebras de
tipo de representacion finita. El siguiente resultado esta inspirado en el Teo-
rema de Brenner y Butler [HR82, Teorema 2.1].

Proposicién 2.5.1. [D1J, 3.2] Sean M € st — tilt(A), [' := Endy (M) y el
funtor de evaluacion ey := Homy (M, —) : mod(A) — mod(I"). Las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) St f: X =Y es un morfismo en gen(M), tal que ep(f) es un epimorfis-
mo, entonces f es un epimorfismo.

b) El funtor de evaluacion ey : gen(M) — cogen(Dreo M) es una equivalencia
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de categorias exactas (es decir,n: 0 — A — B — C' es una sucesion exac-
ta en gen(M), si y solo si, epr(n) es una sucesion exacta en sub(DreT)).

c) Si T C gen(M) es una clase de torsion en mod(A), entonces ey (T) es
cerrado por extensiones en mod(I').

Demostracion. a) Consideremos la factorizacién de f a través de su imagen
f = if". Dado que ey (f) = en(i)en(f') es un epimorfismo, se tiene que
en (i) es un epimorfismo. Consideremos la siguiente sucesion exacta

n:0— Im(f) = Y — Coker(f) — 0.

Aplicando el funtor de evaluacion ep; a n, por la Proposicion 1.4.2 obtenemos
la siguiente sucesion exacta

enr(Im(f)) Y e (V) = ear(Coker(f)) — 0.

Dado que e (Coker(f)) = 0 tenemos que Coker(f) = 0.

b) Sea I'" = Endy jannw) (M ). Por la Proposicién 2.1.5 y el Teorema de Brenner
y Butler ey : gen(M) — cogen(Drer M) es una equivalencia de categorias.
Sean:0— X — Y — Z — 0 una sucesién exacta en gen(M), por la Propo-
sicién 1.4.2 se tiene que epr(n) es una sucesion exacta en cogen(Drpo M).

Reciprocamente, sea 0 — epr(X) culf) enr(Y) ™ 2 ey (Z) — 0 una sucesién
exacta, con X, Y, Z € gen(M). Por a), se tiene que g es un epimorfismo.
Puesto que ep;(gf) = 0 se tiene que gf = 0. Consideremos la siguiente suce-

sién exacta € : 0 — Ker(g) =Y % Z — 0. Por la propiedad universal del
Kernel 3! k£ : X — Ker(g). Ahora, aplicando el funtor de evaluacion ey a &,
obtenemos la siguiente sucesion exacta

0 = exr(Ker(g)) Y err(v) Y ers(2).

Asi, ep(i) : epr(Ker(g)) — ey (Y) es el Kernel de ey(g), con lo cual eps(k) es
un isomorfismo y por el proceso de proyectivizacion k es un isomorfismo.

c¢) Es inmediato de b). O
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Definicién 2.5.2. Sean C C mod(A) una subcategoria plenay M € mod(A).

a) Decimos que M es C — filtrado, si existe una cadena de submdédulos de
M

0=MyC M C---C M, =M,

tal que My/My1 € CV 1 < k < n. A esta cadena la llamamos una
C — filtracion.

b) Si M es C-filtrado, entonces
le(M) :=min{n e N| I My C M; C---C M, =M unaC — filtracion}

es llamada la C — longitud de M.
Notacion 2.5.3. Sean C C mod(A) una subcategoria plena. Denotamos por :

" TOI’S(C) = mCQTQmod(A) | T clase de torsiénT-

» Filt(C) a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son A-mddulos
C-filtrados.

El siguiente resultado es una caracterizacién de Tors(C) a partir de los A-
modulos C-filtrados.

Proposicién 2.5.4. [D1J, 3.3] Sea C C mod(A) una subcategoria plena. En-
tonces, Tors(C) = Filt(gen(C)).

Demostracion. Primero, veamos que Filt(gen(C)) es una clase de torsién en
mod(A). En efecto, sea 0 - N — M — K — 0 una sucesion exacta en
mod(A), con N, K € Filt(gen(C)). Por el Teorema de la correspondencia
existen gen(C)-filtraciones 0 = My C M; C---C M, =Ny

0= M,/NC M,.1/NC--CM/N=DMN.

Por lo que, 0 =My C--- C M, C My41 C--- C M,/N =M es una gen(C)-
filtracion. Por otro lado, si M € Filt(gen(C)) existe una gen(C)-filtracién

0=MyC My C---C M, =M.
Por el tercer Teorema del isomorfismo, se tiene que
0= My/NC M;/NC---CM,/N=M/N,
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es una gen(C)-filtracién de K.

Sea C C T una clase de torsién. Veamos por induccién sobre Loy (M) = n
que M € T.

Si Lgen(c) (M) = 0, se tiene que M =0 € gen(C) C T
Si Lgen(c)(M) = n + 1, se tiene la siguiente sucesién exacta

0— M, —M— M/M, — 0,

donde Lyen(c)(My) = ny M/M, € gen(C) € T. Dado que T es cerrada por
extensiones, concluimos que M € T. ]

Sean M un A-médulo 7-inclinante, I' := (Endj(M))® y T C gen(M) una
clase de torsion. El siguiente resultado caracteriza ey (7) en mod(T).

Teorema 2.5.5. [DIJ, 3.4] Sean M € st — tilt(A), I' := Ends (M),
Y := cogen(DreT)

y T C gen(M) una clase de torsion en mod(A). Entonces,

en(T) =Y N Tors(ey, (T)) =Y Ngen(ey,(T)).
Demostracidn. o Y Ngen(e,, (T)) C en(T).
Sea X € Y N gen(e,,(T)). Por la Proposicién 2.5.1 a) existen K € T,
N € gen(M) y un epimorfismo ey (p) : ey (K") — ey(N) = X. Por el
Teorema 2.5.1 a) p: K™ — N es un epimorfismo. Por lo que N € T.
e ey (T) C YN Tors(ey(T)).

Es clara.

e Y N Tors(e,, (7)) € YNgen(e,,(T)).
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Sean 0 - X — Y — Z — 0 una sucesién exacta, con X, Z € gen(e,, (7)) y
Y € Y. Veamos que Y € gen(e,,(7)). En efecto, por la Proposicién 2.5.1

X eYngen(ey(T)) Cen(T).

Sean p : Z' — Z un epimorfismo, con Z’ € ey (7). Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas obtenido mediante un pushout

0—X—Y 7' —0
| kb
0—X—Y —Z——0.

Por la Proposicién 2.5.1 ¢) Y’ € ey (T), por el Lema de la serpiente tenemos
que Y € gen(e,, (T)).

Luego, sea X € YNTors(e,,(T)). Veamos por induccién sobre n := Lyen(e, (1)) (X)
que X € gen(e,, (T)).

Si Lyente,, (1)) (X) = 0, se tiene que X = 0 € gen(e,,(T)).

Si lgen(e,, (7)) (X) = n + 1, se tiene una sucesién exacta
0—X,—X— X/X, =0,
con Lyen(e, (7)) (Xn) = n y X/X,, € gen(e,,(T)). Por hipétesis de induccién y

lo anterior, concluimos que X € gen(e,,(7)). O

Lema 2.5.6. Sean P € ind(proj(A)) y A/P Jy P C = 0 una sucesion
exacta en mod(A), con C # 0. Si M # 0 es un cociente de C, entonces
top(P) = M.

Demostracion. Sea p : C' — M un epimorfismo. Puesto que
Homy (A/P, top(P)) = 0,

se tiene de la propiedad universal del Cokernel el siguiente diagrama conmu-
tativo

AP—L . p C—0



Con lo cual pg es un epimorfismo. Por lo tanto, top(P) = M. [

El siguiente resultado caracteriza a las mutaciones izquierdas en el algebra
de endomorfismo opuesto.

Proposiciéon 2.5.7. [DLJ, 3.6] Sean M € st —tilt(A), [' := End, (M),
Y = cogen(Dre(T")) y X € ind(A) tal que X | M. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) M > ux(M), siy solo si, Sx :=top(e, (X)) € V.
b) Si T C gen(M) es una clase de torsion tal que Sx € Y —en(T), entonces
T C gen(yix (M) C gen(M)

Demostracion. a) Sea M/ X Iy X % € — 0 una sucesién exacta en mod(A),
con f una add(M/X)-precubierta. Por la Proposicion 2.4.6 M > ux (M), si
y sélo si, C' # 0.

=) Consideremos la siguiente sucesién exacta 0 — Im(f) = X 5 C — 0.
Aplicando el funtor evaluaciéon obtenemos la siguiente sucesion exacta en
mod(I") por la Proposicién 1.4.2

0 — ear(Im(f)) = ear(X) Y e1s(C) = 0.
Asi, la siguiente es una sucesion exacta en mod(I)
T /err(X) Y enr(X) Y 10(C) — 0.

Por el Lema 2.5.6 ej/(C) = Sx; por la Proposicién 2.5.1 b) Sx € V.

<) Por la Proposicién 2.5.1 a) existe h : X — N un epimorfismo tal que
enm(h) @ en(X) = en(N) = Sy es la proyeccién candnica. Luego, tenemos
que 0 = ey (hf) : ep(M/X) — Sx. Puesto que h # 0, concluimos que f no
es un epimorfismo. Por lo que C # 0.

b) Sea T C gen(M) una clase de torsién tal que Sx € Y — ey (7). Veamos
que ey (T) C ep(gen(ux(M))). En efecto, sea T € T. Por el Teorema 2.5.5
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Y —enu(T) =Y —gen(ey, (7)), ast que Sx £ top(e,,(T)). Por lo que existe
q:T"/ey(X)" = ey (M/X)" — epy(T) un epimorfismo. Por la Proposicién
2.5.1 a) se tiene que T C gen(ux(M)). O

Lema 2.5.8. [DLJ, 3.7 Sean M := @&} M; € mod(A) bdsico, donde M, €

ind(A) y M/ 55 M; — C — 0 sucesiones evactas ¥ 1 < i < n, donde f; una
add(M /M;)-precubierta. Entonces, M € Tors(C := &' ,C;).

Demostracion. Vamos a definir inductivamente los siguientes A-moédulos y
morfismos. Sea Ny := M y para cada ¢ € N por el Teorema de Krull-Schmidt
N; = @?:lei. Por lo que definimos las siguientes sucesiones exactas

(fi)ki

. . !/ kL gz:ea?:l 4q;

Notemos que K; € add(C). Sea m € N tal que rad(End(M))™ = 0. Por lo
que tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

Nm—H I Nm i Km 0
|
H 13

Por lo que Im(f,,—1) € Tors(C). Considerando la siguiente sucesiéon exacta
0 = Im(fn-1) =& Np—1 — K1 — 0. Asi que Ny, € Tors(C). Andloga-
mente, N; € Tors(C) V0 <j<m—1. O

El siguiente resultado nos muestra la importancia de las mutaciones de un
A-médulo 7-inclinante de soporte M, respecto a las siguientes clases de tor-
sion T C gen(M).

Teorema 2.5.9. [DLJ, 3.1] Sean M := &} M; € st —tilt(A), con M; €
ind(A)V1<i<nyT Cgen(M) una clase de torsion en mod(A). Entonces,
existe 1 < j < n tal que T C gen(up,(M)) C gen(M).

Demostracion. a) Supongamos que V 1 < i < n,

Si = top(ey (M;)) € en(gen(M)) =: ),

29



se tiene que S; € ey (7). Consideremos las siguientes sucesiones exactas
M! N M; — C; — 0, donde f; es una add(M/M;)-cubierta. Aplicando el
funtor de evaluacién a las sucesiones exactas anteriores, obtenemos las si-
guientes sucesiones exactas en mod(I)

enr (M) MY o1 (M;) = enr(C) — 0,

con eys(f;) una add(I' /ey (M;))-cubierta. Por el proceso de proyectivizacién
y el Lema 2.5.6 tenemos que ey (C;) = 0 o ey (C;) = S;. Por hipotesis
S; € ey (T); por la Proposicién 2.5.1 a) C; € T y por el Lema 2.5.8 M € T,
lo cual es una contradiccién ya que 7 C gen(M).

Por ultimo, dado que T C gen(M) se tiene que 0 # gen(M). Por la Pro-
posicion 2.5.1 b) 0 # Y, con lo cual existe S; € Y — ey (T). Por lo tanto, por
la Proposicion 2.5.7 T C gen(uag, (M)) C gen(M). O

Definicién 2.5.10. Sean () una gréafica y x € () un vértice.

a) Decimos que z tiene grado n, si tiene n flechas incidentes en x. En tal
caso, escribimos dg(z) = n.

b) Decimos que @ es n-regular, si todos los vérices en @) tienen grado n.

El siguiente resultado es inmediato del Teorema 2.3.8.

Proposicién 2.5.11. El carcaj T-inclinante de soporte Q(st — tilt(A)) es
rkKo(A)-reqular.

El siguiente resultado caracteriza las algebras 7-rigidas finitas en términos de
clases de torsion funtorialmente finitas y es andlogo a un resultado clasico de
Auslander-Reiten [AR91, Proposicién 1.2].

Teorema 2.5.12. [D1J, 2.9, 3.8, 3,9] Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) El conjunto de los A-mddulos inescindibles T-rigidos es finito.
b) El conjunto de los A-mddulos T-rigidos bdsicos es finita.

c) st — tilt(A) es un conjunto finito.
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d) T — tilt(A) es un conjunto finito.

e) Existe una cota superior finita sobre la longitud de las trayectorias en

Q(sT — tilt(A)).
f) No eziste una trayectoria infinita que términa en A en Q(st — tilt(A)).
g) Toda clase de torsion en mod(A) es funtorialmente finita.
h) No eziste una trayectoria infinita que empieza en 0 en Q(st — tilt(A)).

i) Toda clase libre de torsion en mod(A) es funtorialmente finita.
Demostracion. Sea n := rkKg(A).

a) = b) Sea m := {M € ind(A) | M 7-rigido bésico}. Dado que V P €
ind(proj(A)) es 7-rigido, tenemos que n < m. Con lo cual hay a lo mas
Ct == m!/(m—t)!t! (combinaciones de m elementos tomados de t) A-mddulos
basicos de rango t. Por la Proposicién 1.4.14 el rango de un A-moédulo 7-rigido
es a lo méds n. Asf a lo mds hay > ;C; A-médulos 7-inclinantes de soporte
bésicos.

b) = ¢) Se sigue del Lema 2.1.2 que un A-mddulo 7-inclinante de soporte
es T-rigido basico.

¢) = d),e) Son claras.

d) = a) Sea k := |t —tilt(A)|. Por el Teorema 2.2.10 hay a lo més kn
A-modulos 7-rigidos inescindibles.

e) = f) Es clara.

f) = g) Supongamos que existe una clase de torsiéon 7 en mod(A) que no
es funtorialmente finita. Por el Teorema 2.5.9 existen {M,};eny C s7 — tilt(A)
tal que

T C ---gen(M;) C gen(My) C mod(A) = gen(A).

Esto nos da una trayectoria infinita que términa en A en Q(s7 — tilt(A)), lo
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cual es una contradiccion.

g) = h) Supongamos que existe una trayectoria infinita que empieza en
0 en Q(sT —tilt(A)), 0 = My < -+ < M; < ---. Consideremos

T = Tors(Ujengen(M;)).
Por hipétesis existe N := @7L; N; tal que T = gen(N). Consideremos
Jt = {]{ | Mt < ,LLNk(N) < N}

Notemos que tenemos la siguiente cadena de contenciones --- C J; C Jy. Por
el Teorema 2.5.9 tenemos que () # J := N;enJ;. Sea 7 € J, con lo cual

Uiengen(M;) C gen(pua,(M)) C T

Ast, T C gen(par,(M)), lo cual es una contradiccién.

h) = ¢) Sea [ la maxima longitud de las trayectorias en Q(s7 — tilt(A))
que empiezan en 0. Dado que Q(s7 — tilt(A)) es n-regular, se tiene que hay
n sucesores inmediatos de 0. Luego, de estos n sucesores hay a lo mas n su-
cesores inmediatos de cada uno. Prosiguiendo de esta manera se tiene que
|57 — tilt(A)] < SO0, n'.

g) <= 1) Se sigue del Teorema 1.3.16. O

Definicion 2.5.13. Decimos que A es un algebra 7 rigida finita si satisface
alguna de las condiciones del Teorema 2.5.12.

En el siguiente capitulo, veremos que las dlgebras de tipo de representacion
finita estan contenidas propiamente en las algebras 7-rigidas finitas.
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Capitulo 3

Teoria silting

En este capitulo, estudiamos las propiedades basicas de las subcategorias
silting. Mostramos que los objetos inescindibles en cualquier subcategoria sil-
ting forman una base del grupo de Grothendieck de la categoria triangulada
de Artin. En particular, todos los objetos silting tienen el mismo rango. Tam-
bién introducimos la mutacion de subcategorias silting y la relacién con los
modulos 7-inclinantes de soporte.

En este capitulo (C,[1], /) denotarda una categoria triangulada y todas las
subcategorias seran consideradas plenas.

Definicién 3.0.1. Sean S, T C C subcategorias. Decimos que:
a) S es presilting, si § C St y § = add(S).

b) S es silting, si S es presilting y thick(S) = C.

c) T es inclinante, si T es silting y T C T <.

d) S € C es presilting (silting, inclinante), si add(S) es presilting (silting,
inclinante).
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3.1. Orden parcial en subcategorias silting

El objetivo principal de ésta seccion es introducir un orden parcial en las
subcategorias silting y describir la categoria C, cuando ésta tiene una subca-
tegoria silting S.

Notaciéon 3.1.1. Sea X C C una subcategoria. Denotamos por :
nsmd(X) ={Y eC|IXeXY | X}

X+t :={Z €C|Home(X,Z[k]) =0 VX € XVEk>n}.

Xt<m :={Z € C|Home(X, Z[j]) =0 VX e X Vj<m}.

XxY: ={Ze€C|IX—>Z-Y = X[1] € A}.

thick(X) a la subcategoria gruesa mas pequena de C que contiene a X .

silt(C) a la clase de todas las subcategorias silting de C.

» tilt(C) a la clase de todas las subcategorias inclinantes de C.
Definicién 3.1.2. Sean S, T € silt(C), escribimos T < S si T C St>o.
Lema 3.1.3. [Al12, 2.15] Sea X C C wuna subcategoria no vacia. Tenemos
que :

a) thick(X) = U{ o< Zsmd()([nl] x -k X[ny)) = .
nifi1 S

Mds ain, si X C X+>0.
b) thick(X) = Uy smd(X[—1] * X[1 =[] * - X[l — 1] x X[l]) =: Z.
Demostracion. a) Aseguramos que ) es una subcategoria gruesa de C que

contiene a X. En efecto, es claro que X C). Sean X, Y € ), con lo cual
existen X, Y talque X X =X"YopY =YY",

Zl[nl] _>X/_>ZQ —>Z[n1—|—1] SYAN

y Zg[ml] —Y' — Zy —> Zg[m1+1] € A, con 4y, 4z € /Y, Zy € X[ng] EIRITITRE
Xy Zy € X[mg| * -+ % X[m,]. Veamos que las siguientes condiciones se
satisfacen.
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e ) € ). Es claro.

e X dY € Y. Consideremos el siguiente triangulo distinguido
Zl[nl] D Zg[ml] — X' D Y — LoD Ly — Zl[nl + 1] D Zg[ml + 1]

Por la Proposicién A.7.6 a) tenemos que Zy — Zo ® Zy — Zy — Zo[l] € A,
por lo que Zy @& Zy € X[ng| * -+ *x X[ny] * X[mg] * - - - % X[m,]. Concluimos
que X®Y € smd(X[nq]*---xX[m,]), ya que Z1[n1]® Zs|mq] € X[nq|* X [my].

e X[+1] € Y. Por el Lema A.7.8 tenemos que
X'[£1] € Xng £ 1] %% Xy £ 1.

Dado que el funtor [£1] es aditivo se sigue que X'[+1] = X [+1] @ X [£1]. Asi
pues, X [£1] € smd(X[ng £ 1] *---*x X[n; £ 1]).

e X »Y -7 — X[1] ¢ A = Z € ). Por la Proposiciéon A.7.6 a) y
el axioma a) de categorfa triangulada obtenemos el siguiente tridngulo dis-

tinguido X’ — Y’ — Z® X[1]@Y — X'[1]. Por cambio de cobase tenemos el
siguiente diagrama conmutativo, donde todos los tridngulos son distinguidos

Z3lmy | =———= Z3|m]
X' Y’ ZeX1JoY — X1
J' Zy Q X"[l]
Zs[my + 1] —— Zs[my + 1].

Luego, por cambio de base tenemos el siguiente diagrama conmutativo, donde
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todos los triangulos son distinguidos

2 2

Z T Zyny + 1] —= Zu[1]

J4 Q X[ —>z4Hm
Zs|1] Zs[1].

Con lo cual se tiene que T' € X[mo] * - - - * X[m,] x X[ny + 1] y por el Lema
AT8 Q € X[ma]*-- -« X[m,|*xX[n1+1]xX[na+1]*---xX[n;+1]. Por lo que
ZO XM@Y € X[my]xX[mo|*- - -+ X[m, % X[ni+1]x X [ng+1]x- - -+ X [n;+1].
Por lo tanto, Z € ).

o /| X = Ze). Sesigue de la definicién de Y.
De lo anterior tenemos que thick(Xx’) C ).

La otra contencion es clara.

b) Seanm < ny X[n] =Y — X'[m] ER X[n+1] € A, con X, X' € X. Yaque
f =0 tenemos que Y = X[n]® X'|m], por lo que X[n]*X[m] C X[m]* X[n].
Por otro lado, sea X € thick(X). Por a) X € smd(X[n;] *--- % X[n;]). Sean
r=max{|n;| | 1 <i <1}, {m;}jes C Z tales que —r < m; < ry m; # n,
y X' - X" =72 > X'Inp+1] € A, tal que X | X", con X' € Xy
Z € Xng] * - -+ % X[ny]. Luego, consideramos el siguiente tridngulo distingui-
do

X’[nl] @jgj X'[mj] — X7 @jej X'[mj] — / — X'[m + 1] @jGJ X'[mj + 1]

Por lo anterior, tenemos que X € smd(X[—r] - x X[r]). O]

Lema 3.1.4. [Al12, 2.16] Sean X, Y C C subcategorias y Z € smd(X * }).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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a) Si Y es cerrada por sumandos directos y Z € X1, entonces Z € Y.

b) Si X es cerrada por sumandos directos y Z € -0, entonces Z € X.

Demostracion. Haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es andloga.

SeanX@Z’gY%X[l] c ANtalque Z | Z''ynm: Z/ — Z la pro-
yeccién candnica. Dado que wf = 0 y g es un pseudo-Cokernel de f tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

Xtz 2y
lﬂ-} = p
Z
Puesto que 7 es un split-epi se tiene que p es un split-epi. Como )Y es cerrada
por sumandos directos, concluimos que Z € Y. ]

Proposicién 3.1.5. [AI12, 2.17] Para cada S € silt(C), tenemos que :
a) C = Jygsmd(S[—1] x - - x S[l}).
b) S0 = Uy smd(S * - - x S[l]).

Demostracion. a) Es clara del Lema 3.1.3 b).
b) Veamos por induccién sobre n que (Jy, smd(S * - - - x S[n]) € S*+>°.
n = 0. Es clara.

n+1.SeaY — Z — Sin+1] = Y[l] € A,conY € S ---xS[n]. Por
hipétesis Y € St>0 y como S[n + 1] € S§*>°; concluimos que Z € §+>0. Pues-
to que S0 es cerrada por sumandos se cumple la afirmacién.
Ahora bien, sea X € S0, Por a) existe [ > 0 tal que

X € smd(S[—I] *---*S[l]) C smd(S[—!] * smd(S[1 — ] x--- = S[l])).
Dado que [1] es una equivalencia de categorias tenemos que

Home(S[—1], X) = Home(S, X[I]) = 0.
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Por el Lema 3.1.4 tenemos que X € smd(S[—1+ 1] % --- % S[l]). Prosiguiendo
de la misma forma tenemos que X € smd(S * - - - x S[l]). O]

El siguiente resultado dice que las subcategorias silting, son maximales res-
pecto a la contencién.

Notacion 3.1.6. Sean X, Y, Z C C subcategorias. Denotamos por :
= Home (X)) C Home(X,)), st

Uxex, veyHome(X,Y) C Uxex, zezHome (X, 7).

u HOl’nc(X,y) = O, 51 UXeX, yeyHomc(X, Y) = 0.
Teorema 3.1.7. [AI12, 2.18] Sean S, T € silt(C) tales que S C T. Entonces,
S=T.

Demostracion. Sea T € T. Dado que S C T se tiene que T' € T+>0 C S+>0,
Por la Proposicién 3.1.5 b) existe n € N tal que T" € smd(S * - -- * S[n|).
Puesto que

Home (T, S[1] % - - - % S[n]) € Home(T, T[1] % - -+ * T[n]) = 0.

Concluimos del Lema 3.1.4 que T' € S. []

El siguiente resultado nos indica que si existe una subcategoria silting de tipo
finito, entonces todas las subcategorias silting son de tipo finito.

Proposicién 3.1.8. [AI12, 2.20] Sea C una categoria con un objeto silting y
S €55ilt(C). Entonces, existe S" € C tal que S = add(5").

Demostracion. Sea S € C un objeto silting. Por la Proposicién 3.1.5 a) existen
neNy {5}, CS§ tales que S € smd(S_,[—n] * - % .S,[n]). Veamos que
S =@ S € S es tal que add(S") = S. En efecto, dado que S’ € S,
tenemos que add(S’) C add(S")*>°. Por el Lema 3.1.3 add(S) C thick(S").
Como S es silting, se sigue que C = thick(S’). Por lo que S’ es silting y por
el Teorema 3.1.7 tenemos que S = add(5"). O
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Proposicién 3.1.9. [Al12, 2.13] Para cada S € silt(C), tenemos que
T = SHon (fo(SHe[1])) = S.
Demostracion. Sea S € S C S*>°. Luego,
Home(S,S[1] % ---xSn]) =0 Vn e NT,

De la Proposicién 3.1.5 se sigue que S € 10(S+>0[1]), y asf, S C T. Por el
Teorema 3.1.7 es suficiente ver que T € silt(7T). Sean T, 77 € T. Tenemos
que Home(T,T'[n]) = 0V n € N, puesto que T' € Lo(S+>0[1]) y T" € St>o.
Por 1ltimo, C = thick(S) C thick(T). O

Proposicién 3.1.10. [Al12, 2.14] Sean S, T € silt(C). Entonces, S < T, si
y s6lo si, St>0 C T+>o,

Demostracién. =) Notemos que S[n] C T+>0 V¥V n € N, de modo que
smd(S*---xS[n]) ST VneN.

Por la Proposicion 3.1.5 tenemos que

St = Jsmd(S -« S[l]) € T

0<l

<) Se sigue de que S C S*t>0 C TH>o, O
Teorema 3.1.11. [AI12, 2.11] (silt(C), <) es un orden parcial.

Demostracion. Sean S, T, U € silt(C).
e SilU <T y T <S8. Por la Proposicién 3.1.10, tenemos que
ULt C TJ—>0 C SJ'>0,

de nuevo de la Proposicién 3.1.10, concluimos que U < S.

e SiS<TyT<S. Por la Proposicién 3.1.10, tenemos que S*+>0 = T+>0,
con lo cual +0(§+>0[1]) = +o(T+>0[1]). Por lo tanto, por la Proposicién 3.1.9
que S =T. ]
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Para terminar esta seccidén, veamos una propiedad del orden parcial.

Proposicién 3.1.12. [Al12, 2.19] Sean S, T, U € silt(C) tales que
U<T<IS.
Entonces, UNS C T.

Demostracién. Por la Proposicién 3.1.10, tenemos que UY+>0 C T+>0 C St>o
y asf, Lo(S+>0[1]) C to(T+>0[1]) C Lo(U+>[1]). Por la Proposicién 3.1.9, se
tiene que S C +0(S+>¢[1]) y por la Proposicién 3.1.9 concluimos que

UNS CU> N Lo(SE1]) € THo nLo(THo[)) = T

3.2. Categorias trianguladas Krull-Schmidt

En esta seccion C sera considerada Krull-Schmidt.

El objetivo principal de esta seccién es ver como una subcategoria silting
S es el co-corazon de una co-t-estructura y dar una caracterizacién analoga
a los médulo inclinantes de rkKy(C).

Proposicién 3.2.1. [IY0S8, 2.1] Sean X, Y C C subcategorias cerradas por
sumandos directos tales que Home(X,Y) = 0. Entonces, X x ) es cerrada
por sumandos directos.

Demostracion. Sean n @ X RIS (N X[ eA,con X e XyY el
tales que Z' | Z y w: Z — Z' la proyeccién canénica. Veamos que f es una
X-precubierta. En efecto, sea X’ € X. Aplicamos el funtor Hom¢ (X', —) a n
y obtenemos la siguiente sucesion exacta

Home (X', X) "5 Home (X7, Z) = Home(X',Y) = 0.
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Luego, sean g : X' — Z' y +: Z' — Z la inclusién candnica. Consideramos el
siguiente diagrama conmutativo

X/

/
Hh// lbg
}

Conlocual g =7 fh,yasi, 7f es una X-precubierta. Puesto que X es cerrada
por sumandos directos, existe h : X' — Z’ una X-cubierta. Consideremos
Xz T X'[1] € A. Dado que h y f son X-precubiertas, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

X'tz T X'[1]

| |
wl L ull

Y f Y
X1z v X[

|
|
i

Xtz —T—X'[1].

v ™ v

Dado que h = hvu, de la minimalidad de A, tenemos que vu es un isomorfismo.
Por lo que X’ | X. Ya que el diagrama anterior es un morfismo de tridngulos,
concluimos que v'u’ es un isomorfismo, por lo que v’ es un split-epi. Por lo
tanto, T | Y. O

Definicién 3.2.2. Sean (X,)) un par de subcategorias de C cerradas por
sumandos directos. Decimos que (X,)) es:

a) un par de torsién, si Homg(X,)Y) =0y X *) = C. En este caso, llama-
mos a X () la clase de torsién (libre de torsién).

b) una t — estructura, si (X[1],)) es un par de torsién y X[1] C X. En este
caso, X N')Y es llamado el corazon.

¢) una co — t — estructura, si (X[—1],)) es un par de torsion y X C X[1].
En este caso, X N') es llamado el co-corazon.

Definicién 3.2.3. Sea X C C una subcategoria cerrada por sumandos direc-

tos. Decimos que X es cerrada por extensiones si X * X = X.

Lema 3.2.4. Sea S € silt(C). Entonces, S es cerrada por extensiones.
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Demostracién. Sea S — X — ' S'M1] € A, con S, S" € S. Dado que S es
silting, se tiene que f = 0. Por lo tanto, S® S’ = X € S. O

El siguiente resultado, nos da unas propiedades basicas de los pares de torsion.

Proposiciéon 3.2.5. Sea (X,)) un par de torsion en C. Entonces, las si-
gquientes condiciones se satisfacen.

a) X =Y yY =Xt En particular, X e Y son subcategorias aditivas y
cerradas por sumandos directos.

b) X es una clase cubriente y Y es una clase envolvente.

c) X e ) son cerradas por extensiones.

Demostracion. a) Sea Z € o). Por hipétesis Z € X * ), por el Lema 3.1.4
Z € X. Anslogamente, ) = X0,

b) Sea T' € C. Por hipétesis, existe n : X Lty - X[1] € A. Vea-
mos que f es una precubierta. En efecto, sea X' € X, aplicando el funtor
Home (X', —) a n, obtenemos la siguiente sucesién exacta

Home (X', X) "5 Home (X, T) — Home(X',Y) = 0.

Por a) y la Proposicién 1.2.11 tenemos que X es una clase cubriente, puesto
de C tiene pseudokerneles por la el axioma c¢) de categoria triangulada y la
Proposicién A.7.6 ¢). Andlogamente, ) es una clase envolvente.

c¢) Por a) X = o), con lo cual es cerrada por extensiones. Andlogamen-
te, )V es cerrada por extensiones. []

El siguiente resultado es analogo al Lema de Wakamatzu.

Proposiciéon 3.2.6. [IY08, 2.3] Sea X C C una subcategoria cerrada por
extenstones. Entonces,

a) si X es una clase cubriente, entonces (X, X*0) es un par de torsién en C.
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b) si X es una clase envolvente, entonces (10X, X) es un par de torsién en

C.

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es andlo-
ga.

Sea T € C. Por hipétesis, existe X LSy h X[1] € A, con f una
X-cubierta. Puesto que f es minimal a derecha, por el Lema 1.2.6 tenemos
que h[—1] € rade(Y[—1], X), con lo cual h € rade(Y, X[1]). Es suficiente ver
que Y € X1o. En efecto, sea f': X' — Y. Consideremos el cambio de base

7Z 7
X——X" X' X[1]
4
X ——T——Y —~X[1]

i J

Z[1]=—Z[1]

Puesto que X es cerrada por extensiones se tiene que X” € X. Seap: X" —
X tal que k = fp, con lo cual gk = 0. Como ¢ es un pseudocokernel de k
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T—2.Yv

j 7
. /
1 s

, 3 q

Z[1).

Asi, (1y—qj)g = g—qjg = g—g = 0. Ahora, dado que h es un pseudocokernel
de g existe k' : X[1] — Y tal que kK'k = 1y — ¢j. Entonces, 1y = kK'k — qj.
Puesto que k'k € rade(Y,Y), concluimos que ¢j es un isomorfismo. Por lo
tanto, j es un split-mono y f' = 0. O

Corolario 3.2.7. La asignacion X — X0 es una biyeccion entre subcate-
gorias cubrientes y cerradas por extensiones de C y subcategorias envolventes
y cerradas por extensiones de C, cuya inversa es ) — 0.
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Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3.2.5 y la Proposicion 3.2.6. ]

Notamos que una clase de torsion (libre de torsién) en mod(A) es cubriente
(envolvente) y cerrada por extensiones. Sin embargo, proj(A) es funtorial-
mente finita y cerrada por extensiones, pero no es una clase de torsiéon ni una
clase libre de torsién, necesariamente.

Ahora daremos unas aplicaciones de los resultados anteriores a categorias
silting.

Proposicién 3.2.8. [AI12, 2.253] Para cada S C C subcategoria silting tene-
mos que :

a) C = Uogzs[_l] - x S[l].

b) S0 =y S * -+ S|l].

¢) T0(810) = Upey S[=1] % -+ % S[-1].

d) (to(8+>0),8+>0) es un par de torsién en C y ((0(S+>0))[1],510) es una

co-t-estructura con co-corazon S.

Demostracion. a),b) Se siguen de la Proposicién 3.1.5 y la Proposicién 3.2.1.

¢),d) Por b), tenemos que Jo_; S[—1] * --+ * S[—1] C +o(§+>0). Luego, de
a) y b), tenemos las siguientes igualdades

(JS[=%- - +S[=1]) x50 = (| S[—1] % -xS[=1]) = (| JS*---*S[I])) = C.
0l 0! 0<l

Con lo cual (Jy.; S[=1] * -+ x S[—1],8*>) es un par de torsién en C y por
la Proposicién 3.2.5 20(S§+>0) = (J,_, S[—1] * - - - * S[-1].

Por 1ltimo, de la Proposiciéon 3.1.9 se tiene que S es el co-corazén de la
co-t-estructura ((1o(S+>0))[1], S+>). O

Definicién 3.2.9. Sean X C C una subcategoria plena y C' € C. Decimos
que una sucesion de triangulos distinguidos

n:={n:Cin— X, = C; — Cip[l] € A},
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es una X —resoluciéon de C',si C),;1 =0,Co=Cy X, € XV1<i<n.
Proposicién 3.2.10. [AI12, 2.24] Sea S € silt(C). Todo X € S *--- x S[n|
admite una S-resolucion n = {n; : Xis1 S S hy X; = X1}, con
X, €Sx---x8Sn—1], fi : Si = X, es una S-cubierta y g; € rade(X;11,S;)
vV 0<1<n. Mas aun, st X # 0, entonces S, # 0.

Demostracion. Veamos que la proposicién se cumple por induccién sobre n.
n=0m7m:0—-X X x50 cumple la proposicion.

n + 1. Supongamos que X € S *---x S[n + 1], con lo cual existe
n():X{g#SégX%X{[l] €A,

con Sy € Sy X| € Sx---%8S[n]. Veamos que f; es una S-precubierta. En
efecto, sea S € S, aplicando el funtor Home (S, —) a 7, obtenemos la siguiente
sucesion exacta

c(8,80) IV (5 x) = o (S, X1 [1]) = 0.

Por la Proposicion 1.2.11, existe fy : Sy — X una S-cubierta. Consideremos
n: X1 B S, Bx_x 1[1] un tridngulo distinguido. Es suficiente probar que
X; € S*---x8S[n]. En efecto, aplicando el funtor Hom¢ (S, —) a 7 obtenemos
las siguientes sucesiones exactas

¢S, 89) “EV6 (8, X) = (S, X1[1]) = (S, So[1]) = 0.
0=c(S,X[i]) = (S, Xa[i + 1]) = (S5, S[i +1]) =0 Vi > 1.
Asi, X; € S*>0, por la Proposicién 3.2.8 existe m € N tal que
X €8x xS[m],

aplicando el funtor Home(—, S[n+i]) an, coni € N*, obtenemos las siguientes
suceslones exactas

0 =¢(So, S[n+1i]) = (X1, S[n+1i]) = ¢(X[-1], S[n + i)

Por el Lema 3.1.4 y la Proposicién 3.2.1 X; € S x--- x S[n]. O

5



Lema 3.2.11. [AI12, 2.25] Sean S € silt(C), X, Y € S0,
n={n:Xi1 35 £t Xi = Xi1[1]}io,

9; £ m
n = {"’7; Y — S} = Y = Y1},

S-resoluciones para X e Y respectivamente como en la Proposicién 3,2,7. Si
Home (X, Y[n]) = 0, entonces add(S,,) Nadd(S]) = 0.

Demostracion. Sea f : S, — Sj. Veamos que f estd en el radical. En efecto,
aplicando el funtor Home(—,Y) a 7;, tenemos la siguiente sucesion exacta

0=c(Si[k],Y) = c(Xia[k],Y) = c(Xi[k = 1,Y) — ¢(Si[k —1],Y) =0,
para todo k € Z~. Por lo que tenemos los siguientes isomorfismos
0 = Hom¢(X[—n],Y) = -+ =2 Home(X,,—1[—1],Y).

Ahora, consideremos el siguiente morfismo de triangulos distinguidos, obte-
nido del hecho que g{, es un pseudokernel de fj

Xn—l[_l] Sn o Sn—l Xn—l
| |

' oo

Y
/
g S Y =l

Dado que f es una S-cubierta, existe h' : S,,_1 — S|, tal que h = fih/, con lo
cual fi(f —h'gn) = ff — hg, = 0. Ahora, usando que g, es un pseudokernel
de f{, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Por lo tanto, gof' + h'g, = f € rade(S,, S)). O

Lema 3.2.12. Sea S € silt(C). Entonces, ¥V 0 # X € C, 3l nx € Z tal que
Xnx] € 8t y Home(S, X[nx]) # 0.
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Demostracion. Por la Proposicion 3.2.8 existe m € N tal que
X € S[-m] x---xS[m)

y X[m] € St>0. Asf pues, tenemos los siguientes casos.
Caso I. Home (S, X [m]) # 0. Sea m 1= nx.

Caso II. Home(S, X[m]) = 0. Por el Lema 3.1.4 se tiene que X[m] € S[1] %
-+ % §[2m]. Veamos que Hom¢(S[j], X|[m]) # 0, para algin 0 < j < 2m. En
efecto, supongamos que no. Dado que X[m] € § * --- x §[2m], por el Lema
3.1.4 tenemos que X[m] = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo que, existe
0 < j < 2m tal que Home(S, X[m — j]) = Home(S[j], X[m]) # 0. Por lo
tanto,

nx = max{0 < k < 2m | Hom¢(S[k], X[m]) # 0}

cumple lo requerido. ]

Teorema 3.2.13. [Al12, 2.20] Sea S € ind(C) silting. Entonces,
silt(C) = {add(S[i]) | i € Z}.

Demostracion. Sea S € silt(C). Por la Proposicién 3.1.12 existe S" € C tal
que S = add(S’); por el Lema 3.2.12 existe ng € Z tal que S'[ng]| € Sty
Home (S, S'[ng]) # 0. Por la Proposicion 3.2.10 existe

i fi n
{ni = S 5 G Si = Si[1]} s,

una add(S)-resolucién triangulada de S’[ng|. Aseguramos que n = 0. En
efecto, supongamos lo contrario. Observamos que

Homc(S’[nS/], SI[TLS/ + n]) = 0,

por el Lema 3.2.11, se tiene que add(S,) N add(Sy) = 0, lo cual es una
contradiccién a la Proposicion 3.2.10. Asi pues, n = 0. Por lo tanto,

S™ = S/[TLS/]
para algin m € N, O]
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A continuacion definiremos el grupo de Grothendieck de una categoria trian-
gulada.

Definicién 3.2.14. Supongamos que C es esqueléticamente pequena. Deno-
tamos por:

a) F'(C) al grupo abeliano libre con base las isoclases X € C.

b) R(C) al subgrupo abeliano de F'(C) generado por las expresiones
Y]+ [2] - [X],
siempre que exista Y — X — Z — Y[1] € A.
¢) el grupo de Grothendieck C Ky(C) := F(C)/R(C).

Proposicion 3.2.15. Sean X, Y C C subcategorias esqueléticamente pe-
quenas. Entonces, X x ) es esqueléticamente pequena.

Demostracion. Sean Ay B conjuntos de representantes de clases de isomor-
fismos de objetos en X e ) respectivamente y Z € X x ), por lo que existe
XL z5y B X1leA conXeXyY ey Seanr: X = X'y
s : 'Y — Y’ isomorfismos, con X' € Ay Y’ € B. Notemos que tenemos el
siguiente isomorfismo de tridngulos distinguidos

p Iy X[

N

/ / /
A fr—t s9 Y r[1]hs™t X [1]

Consideremos la asignacion
o:{[Z]| Z € X «Y} — Home(B, A[l])
[Z] — r[1]hs™t.

Veamos que esta asignacién esta bien definida. Sea o : Z — Z’ un isomorfis-
mo. Consideremos el siguiente morfismo de tridngulos.

)H( | T | }Hf T
X2 Y ———X[1].
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Por lo que ¢[Z'] = r[1]hs™t = p[Z].

Por otro lado, consideremos la asignacion
U : Home (B, A[l]) = {[Z] | Z € X x YV}
h = 12],

donde X - Z -V 5 X [1] € A. Veamos que estd asignacién esta bien

definida. Sea X — 7/ —» Y B X|[1] € A. Por lo que tenemos el siguiente
morfismo de triangulos

X Z Y — - X[1]
S S §

Por lo que a es un isomorfismo. Es claro que

[]

Note que si C tiene una subcategoria silting esqueléticamente pequena S. Por
la Proposicién 3.2.8 y la Proposicién 3.2.15 se tiene que C es esqueléticamente
pequena.

Lema 3.2.16. Sean X, Y € C, con C esqueléticamente pequena. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen en Ky(C).

o) [X[1)] = =[X], [X[-1]] = —[X].
b) (X Y] =[X]+][Y]

Demostracion. a) Se sigue de que
X —=0—X[1]—X[1], X[-1] 20— X - X € A.
b) Es consecuencia de que X - X @Y — Y — X[1] € A. O
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El siguiente resultado y la prueba estan inspirados en un resultado analogo
para A-médulos inclinantes. Ver [Mi86, Teorema 1.19 y Corolario 1].

Sea § € silt(C). Denotamos por F(ind(S)) el subgrupo de F(C) cuya ba-
se es ind(S). Podemos identificar a los objetos S € § — {0} en F(ind(S)) de
la siguiente forma. Puesto que C es una categoria Krull-Schmidt, S tiene una
descomposicion unica en coproducto S = 51" @ --- @ S}, donde S; € ind(S)
V 1< j <m. Definimos v(S) := > ", n;S;.

Teorema 3.2.17. [Al12, 2.27] Sea S € silt(C) esqueléticamente pequena.
Entonces, Ko(C) es el grupo abeliano libre con base ind(S).

Demostracion. Sea ¢ := i : F(ind(S)) — Ko(C), donde
i: F(ind(S)) — F(C)

es la inclusion canénicay m: F(C) — Kg(C) es la proyeccién candnica. Ahora
bien, sea X € C. Entonces, por el Lema 3.2.12 y por la Proposicién 3.2.10,
podemos considerar la asignacion

¥ : F(C) — F(ind(S))
Yo, {2?0<1>w<si> si X £0,
0 si X =0,

donde {n; : X1 SN i X; — Xit1[1]}", es una S-resolucién triangulada

de X[nx]. Sea Y Lhxszh Y[1] € A. Veamos que (X)) = (V) +(2).
En efecto, por la Proposicion 3.2.8 existen k, m € N tal que

Y[k], X[k], Z[k] € S*---*S[m)].

Ya que ¥(X) = ¢(X|[r]) V r € Z. Podemos suponer que k = 0. Veamos por
induccion sobre m que 1 esta bien definida.

m = 0. Dado que h = 0, tenemos que X =Y & Z. Por el Lema 3.2.16
[X] = [Y] + [Z], por lo que ¥(X) = (V) + ¢(2).
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Supongamos que Y, X € Sx---xS[m]y Z € S*---xS[m+ 1]. Sea
{77 Zi1 —>S 4Z2—>X2+1[1]}?:+01

una S-resolucion triangulada de Z como en la Proposicion 3.2.10. Notemos
que p(Z) = ¢(Sy) — ¢(Z1). Luego, por cambio de base tenemos el siguiente
diagrama conmutativo con filas y columnas triangulos distinguidos

y——vy

2 —W X 2]

Jl o7 zlum
Y[ —VY[1

Como Hom¢(Sp, Y[1]) = 0, por el Lema 3.2.4 tenemos que
W=Y®SpeS*x- - xSm*xS=5+«Sx---xSm|=8*---xSm)|.
Por hipétesis de induccién (W) = (V) + ©(Sy) y (W) = (Z1) + ¢ (X).

Por lo tanto
P(X) = (W) = 4(Z1) = (Y) +9(S0) — ¥(Z1) = (Y) + %(2).
Los dos casos restantes son analogos. Con lo cual existe
W Ko(C) = F(ind(S))

tal que el siguiente diagrama de grupos abelianos conmuta

F(C)
Wj X
Ko(€C) ==~~~ F(ind(5)
Por 1ltimo es facil ver que ¢/ =1 F(ind(S)) Y o = Ik,(0)- [
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Para concluir esta seccién tenemos el resultado andlogo en médulos inclinan-
tes, que es inmediato del Teorema 3.2.17.

Corolario 3.2.18. [AI12, 2.28] Sean S, T € C silting. Entonces,

rk(S) = k(7).

3.3. Mutacion silting

En esta seccién C sera considerada Krull-Schmidt.

El objetivo principal de esta seccion es introducir la mutacion silting y ca-
racterizar las mutaciones irreducibles (al menos cuando C es una R-categoria
de Artin con un objeto silting S € C).

Definicién 3.3.1. Sean § € silt(C), X C S una clase envolvente en S y
Y C S una clase cubriente en S. Para cada S € S, tenemos los siguientes
triangulos distinguidos:

a) S x5 Cs — S[1] € A, con fg: S — X una X-envolvente. Decimos
que (S, X) :=add{X U{Cs | S € S}}) es una mutacion izquierda de
S.

b) Ks =Y B 5 - Kg[1] € A, con gg : Y — S una Y-cubierta. Decimos

que uH(S,Y) :=add({YU{Ks | S € §}}) es una mutacién derecha de S.
Teorema 3.3.2. [AI12, 2.31] Sean S € silt(C), X C S una clase envolvente
en S yY C S una clase cubriente en S. Entonces,

a) u (S, &) €silt(C).
b) ut(S,Y) €silt(C).

Demostracion. a) Notemos de la definicién que
C C thick(S) C thick(u (S, X)).
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SeanS,S’GS,X,X’EX,nS:S§X1—>05—>S[1]EA,
nS/:S’f—SﬁXg—>CS/—>S’[1] €N,

donde fg: S — Xy, fo : S — X5 son X-envolventes y n € N, Aplicando
el funtor Home(—, X[n]) a ng, obtenemos la siguiente sucesion exacta dado
que fg es una X-envolvente

o(Xa[1], X[n]) B (1), X [n]) = ¢(Csr, X[n]) = (X2, X[n]) = 0.

Por otro lado, aplicamos el funtor Home (X', —) a ng, obtenemos la siguiente
sucesion exacta

0= (X', X1[n]) = ¢(X', Cs[n]) — e(X', S[n +1]) = 0.

Luego, aplicamos el funtor Home(—, S[n + 1]) a ng y obtenemos la siguiente
sucesion exacta

0= c(S'[1], S[n +1]) — ¢(Cs, S[n + 1)) = ¢(Xs, S[n + 1]) = 0.

Por ltimo, aplicamos el funtor Hom¢(C'sr, —) a g y obtenemos la siguiente
sucesion exacta por (*) y la sucesion exacta anterior

0= C(CSI,Xl[n]) — C(CS’; Cs[n]) — C(CS', S[TL + 1]) = 0.

Por lo tanto, u= (S, X) € silt(C).

b) Es andlogo a a). O

En general, la mutacion de una subcategoria inclinante no es una subcategoria
inclinante. El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y sufucientes
para que esto suceda.

Teorema 3.3.3. [Al12, 2.52] Sea T € tilt(C). Entonces,

a) para una clase envolvente X de T, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

i) u (T,X) € tilt(C).
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ii) Para cada T € T, fr : T — X es tal que Home(X', fr[n]) es un
monomorfismoV X' € X.

b) para una clase cubriente Y de T, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

i) ut(T,Y) € tilt(C).

ii) Para cada T € T, gr : Y — T es tal que Home(gr[n],Y') es un
monomorfismo ¥ Y' € ).

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es analo-
ga.

i) = i) Consideramos n : T x5 oo T[] € Ay X' € X. Apli-
cando el funtor Home (X', —) a 71, obtenemos la siguiente sucesiéon exacta,
puesto que p~ (7, X) es inclinante

0= (X', Cr[-1]) = (X, T) S0 (X7, X)
i) =i)Sean T, T' € S, X, X' € X, nr : T 35 X, — Cr — T[1] € A,

UT/ZT/QXQ—)CT/ —)T/[l] SAN

y n € Z~. Aplicando el funtor Hom¢(—, X [n]) a nr, obtenemos la siguiente
sucesion exacta dado que fr[1] es una X[1]-envolvente

o(Xa[1], X [n]) Y (T[], X)) = o(Crr, X[n]) — (X, X[n]) = 0.

Por otro lado, aplicamos el funtor Homeg (X', —) a np, obtenemos las siguientes
sucesiones exactas,

0=c(X" Xi[n—1]) = (X', Cr[n —1]) = (X', T[n]) =0,

0= (X', X1[~1]) = o(X', Cp[=1]) = (X', T) 0 (x7, X)),

Ahora, aplicamos el funtor Hom¢(—, Crln — 1]) a n7v, obtenemos la siguiente
sucesion exacta por (*) y la sucesién exacta anterior

0= C(T’, CT[TL — 1]) — C(CT/[—l], CT[Tl — 1]) — C(XQ[_]_], CT[TL — 1])
= C(XQ, CT[H]) = 0.

84



Por ltimo, aplicamos el funtor Hom¢(Cr, —) a np y obtenemos la siguiente
sucesion exacta

0= c(T/, CT/[TL — 1]) — C(CTa CT/[’NJ]) — C(Xl,T[n]) = 0.
Por lo tanto, = (7T, X) € tilt(C), ya que por el Teorema 3.3.2

p (T, X) € silt(C).

Proposicién 3.3.4. [AI12, 2.33] Sean S € silt(C),
X =add(X), Y =add(Y) C S.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Para cada clase envolvente X de S, tenemos que pt(u= (S, X),X) =S y
p (S, X) <S. Mas ain, p  (§,X) =8 <— S=2X.

b) Para cada clase cubriente Y de S, tenemos que p~ (u™(S,Y),Y) =S y
pt(S,Y) > S. Mas ain, p*(S8,Y)=8 <= S=).

Demostracion. a) Consideramos 7 : S 5x 5 Cs — S[1] € A. Veamos
que g es una X-precubierta. En efecto, sea X' € X. Aplicando el funtor
Home (X', —) a n, obtenemos la siguiente sucesién exacta

(X, X) SN (X7 ) — (X, S[1]) = 0.

Con lo cual X es precubriente en (S, X). Por la Proposicion 1.2.11 tenemos
que X es cubriente en = (S, X).
SeaY € ut(u (S,X),X), con lo cual tenemos dos casos.

Caso 1. SiY € X. Entonces, Y € S.

Caso 2. Si Y ¢ X. Existen Y 5x 4 og B Y[l] € A con g una X-
cubierta y S Lo x4 Cs LN Y[1] € A, con S € S. Por lo que tenemos el
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siguiente diagrama conmutativo.

[
3¢ Ir H lt[ll
f ;9 h'
S X Cys S[1]
3¢ 3 H lt’[l}
Y 7 X 7 Cy - Y[1]

Por lo que p* (™ ( ) X) C S. Por el Teorema 3.3.2 y el Teorema 3.1.7
pr(p (8, &), &) =

Veamos que pu (S,X) < S. En efecto, sea S’ € S, aplicando el funtor
Hom¢(S’, —), obtenemos la siguientes sucesiones exactas dado que S € silt(C)

0=c(9, X[i]) = c(5,Csli]) = (S, S[i+1]) =0  VieN".
Por lo que p= (S, X) < S.

Ahora bien, si X # S. Veamos que u~ (S, X) < S. Consideramos S’ € S — X

y S 5x 4 Cg — S'[1] € A, con f' una X-envolvente. Dado que S" ¢ X
tenemos que f’ no es un split-mono. Con lo cual Hom¢(Cls/, S'[1]) # 0, por lo
que S" ¢ (S, X)*+>0. Por el Teorema 3.3.2 tenemos que S’ ¢ = (S, X).

Reciprocamente, si X = S. Sea S € S, consideremos
S50 S[] €A,
donde 15 : S — S una X-envolvente. Por lo tanto, u=(S,X) = S.

b) Es andloga a la prueba de a). O

Definicién 3.3.5. Sean S € silt(C) y & C S una subcategoria. Denotamos
a la subcategoria py = add(puy) C S, donde ind(puy) = ind(S) — ind(X). Si
px es una clase envolvente (cubriente) en S, escribimos

pa(S) = p (Spx)  (nx(S) = p™ (S, px)).

Decimos que la mutacion es irreducible si |ind(&X')| = 1.
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Proposicién 3.3.6. [Al12, 2.36] Sean §’, S € silt(C) tales que 8’ < S.

a) S1V X €ind(S), ux es una clase envolvente en S, entonces existe ) una
mutacion izquierda irreducible de S tal que ' <Y < S.

b) S1V X € ind(S’), px es una clase cubriente en S, entonces existe Z una
mutacion derecha irreducible de S’ tal que &' < Z < S.

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a) puesto que b) es andloga.

Veamos que existe S’ € &’ — S. Supongamos que V S’ € S’ se tiene que
S"e S, conlo cual 8 C S y por el Teorema 3.1.7 S = &', lo cual es una
contradiccién. Sea S’ € 8’ — S. Consideremos

n=1{n: z,'+1 %8 @ S;— Sz{+1[1]}?=0

una S-resolucién de S’ como en la Proposicién 3.2.10. Notemos que n > 0.
Consideremos X | Sy, con X € ind(C). Sea ) := uy(S), dado que

Y =add((§ — {X}) U{Cx}),

donden : X EN Mx — Cx — X[1] € Ay f: X — Mx es una px-envolvente.
Aseguramos que 8’ < Y. En efecto, basta probar que

Home(Cyx,S"[n]) =0 VvVS"e€8, VneN'.

Aplicando el funtor Home(—,S”) a n, obtenemos las siguientes sucesiones
exactas

0=1c(X,5"n]) = c(Cx, 5" n+1]) = ¢(Mx,S"n+1]) =0,

11\ € S 1 1 "
e(Myx, 8") ‘557 o(x,8") = ¢(Cx. S"1]) — e(My, S"[1]) = 0.

Es suficiente ver que Home(f,S”) : Home(Myx, S”) — Home(X,S”) es un
epimorfismo. En efecto, sean g : X — 5" y

[ f.’
"= {n: z”+1 & Si =S8 — {’+1[1] i
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una S-resolucién de S” como en la Proposicién 3.2.10. Dado que fj es una
S-cubierta tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Hk/// lg
So—-5"
Ya que Home(S, S”[n]) = 0, se tiene del Lema 3.2.11 que
add(S,,) Nadd(Sy) = 0,
por lo que existe k' : Mx — Sy tal que k = k' f. Por lo tanto,
g = fok = fok'f.

El siguiente resultado caracteriza a las mutaciones irreducibles.

Teorema 3.3.7. [AI12, 2.35] Sean S, &' € silt(C) tales que ¥V X € ind(S),
px es una clase envolvente en S y vV X' € ind(S') se tiene que ux es una
clase cubriente en S'. Las siquientes condiciones son equivalentes.

a) 8" es una mutacion izquierda irreducible de S.

b) S es una mutacion derecha irreducible de S'.

c) S'< S yno existe Z €silt(C) tal que ' < Z2 < S.

Demostracion. a) = ¢) Sean &' = j(S), con X € ind(S). Supongamos que
U € silt(C) tal que &' <U < S. Por la Proposicién 3.3.6 existe Y € ind(S)
tal que YV = puy(S) yU <Y < S. Por el Teorema 3.1.11 (silt(C), <) es un
orden parcial con lo cual &' < ) < §. Luego, por la Proposicién 3.1.12 se

tiene que ind(ux(S)) = ind(S'N'S) C ind(puy(S)). Con lo cual X =Y, lo
cual es una contradiccion.

¢) = a) Por la Proposiciéon 3.3.6 existe ¢ una mutacién izquierda irredu-
cible de S tal que &' <U < S. Por lo tanto, S’ = U.

b) <= c¢) Es anéloga. O
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Note que las condiciones anteriores se dan si C es una R-categoria de Artin
con un objeto silting, por la Proposicion 3.1.8.

3.4. Un lema tipo Bongartz

En esta seccién C denotara una R-categoria de Artin.

El objetivo principal de esta seccion es dar un resultado analogo al Lema
de Bongartz.

Proposicién 3.4.1. [Ail3, 2.16] Sean S, T € C un objeto silting y presilting
respectivamente tales que S[1] < T < S. Entonces, existe X € C tal que
T ® X es silting.

Demostracion. Sean f :T' — S[1] una add(7T)-precubierta y
n: X T 5 S[]— X[1] € A.

Notemos que C = thick(S) C thick(X & T'). Aplicando el funtor Hom¢ (7', —)
a 7, obtenemos la siguiente sucesion exacta

(T, T Y o(T, S[1]) = (T, X[1]) = (T, T'[1]) = 0,

dado que f es una add(7T)-precubierta tenemos que Home (7', X[1]) = 0. Aho-
ra, sea n € NT. Por lo que tenemos la siguiente sucesién exacta

0=c(T,S[n+1]) = o(T, X[n + 1)) = (T, T'[n+1]) = 0.

Luego, aplicamos el funtor Hom¢ (S, —) a 1, con lo cual tenemos la siguiente
sucesion exacta, dado que T' < S

0= ¢(S, S[n)) = ¢(S, X[n]) = ¢(S, T'[n]) = 0.

Ahora bien, aplicamos el funtor Home¢(—, (7' @ X)[n]) a n, obtenemos la si-
guiente sucesion exacta, por lo anterior

0=c(T(T®X)[n]) =X, (T®X)n]) =S, (T®X)[n])
— o(T'[-1], (T ® X)[n]) = 0.
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De las dos sucesiones exactas anteriores tenemos que
Home (X, (T ® X)[n]) = Home(S[—1], (T @ X)[n]) = 0.

Por lo tanto, T'® X es silting. ]

Teorema 3.4.2. [Ail3, 2.17 Sean S € C silting y T < S presilting. Si existe
una cantidad finita de objetos silting T < U < .S, entonces existe X € C tal
que T X es silting.

Demostracion. Supongamos que 1T'® X no es silting V. X € C. Como T < S,
por la Proposicion 3.3.6 existe una mutacion irreducible izquierda de S tal
que T' < 57 < S. Inductivamente podemos construir una sucesion infinita de
mutaciones irreducibles izquierdas S > 51> ---> 5, >---,conT < §;. Lo
cual es una contradiccién. ]

3.5. Conexién con teoria 7-inclinante

En esta seccién A denotard una R-algebra de Artin.

El objetivo principal de esta seccién es dar una biyeccion entre los A-moédulos
T-inclinantes de soporte y complejos silting de dos términos.

Notacién 3.5.1. Denotamos por K*(proj(A)) a la categoria homotdpica aco-
tada de A-modulos proyectivos finitamente generados.

Definicién 3.5.2. Decimos que P* € K*(proj(A)) es un cocomplejo de
dos términos, si P' =0V i€ Z — {0,—1}. En tal caso, escribimos

pr=pr'Lp
Veamos que K(proj(A)) tiene un objeto silting.

Proposicién 3.5.3. 0 — A es un complejo silting en K°(proj(A)).

Demostracion. Es suficiente probar que V P* € K°(proj(A)) tenemos que
P € thick(0 — A). Lo haremos sobre la longitud del complejo P*. Podemos

90



suponer que esta concentrado hasta grado 0.

Si /(P*) =1, es claro.

~(n+1)
Supongamos que P® : ---0 — P~(n+l) T p s PO 0.

Consideramos el morfismo en K°(proj(A))

f: coi)—> p(ntl) 0 0 0---
S
.0 P p—(n—1) - PO 0---
Dado que P* = C(f). Por hipétesis de induccién, P* € thick(A). O

Notemos que P* € K?(proj(A)) es de dos términos, si y sélo si,
0—=MN[1] <P <(0—=A).

Proposicién 3.5.4. [AIR14, 1.6] Sea P* ¢ K’(proj(A)) de dos términos
presilting. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) P* es sumando directo de un complejo de dos términos silting.

b) P* es silting, si y solo si, tk(P*) = rkKy(A).

Demostracion. a) Se sigue la Proposicién 3.4.1.
b) =) Es consecuencia de la Proposicién 3.5.3 y el Teorema 3.2.17.

<) Por a) existe X* € K’(proj(A)) tal que P*@ X* es silting. Por el Teorema
3.2.17 se tiene que rk(P*) = rkKy(A) = rk(P* & X*), con lo que

X* € add(P*).
Por lo tanto, P* es silting. ]
Notacién 3.5.5. Sea M € mod(A). Denotamos por :
= M* := Homy (M, A).
n (M) := Dper(M*).
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= Py(M) B Po(M) % M — 0 a la presentacion proyectiva minimal de
M.
Lema 3.5.6. [AIR14, 3.4] Sean M, N € mod(A). Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

a) El morfismo Homp (71, N) : Homy (Po(M), N) — Homy (P1(M), N) es un
epimorfismo.

b) Homy (N, 7M) = 0.
¢) Homyes projiay (P1(M) 5 Po(M), (P1(N) = Po(N))[1]) = 0.
En particular, M es T-rigido, si y solo si, P1(M) 5 Po(M) es presilting.

Demostracion. a) <= b) Por la Proposicién A.4.11 y la adjuncién Hom-
tensor tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas, donde
los morfismos verticales son isomorfismos.

N,Vﬂ'l
AN, wPy (M) AT (N LPy(M)

| |

Dpa(P1(M), N) Dra(Po(M), N).

0 AN, TM)

Dga(m,N)
a) = c¢) Sean
fo: Pl(lM)LPo(M)
f
P1(N) —~Po(N)

™

un morfismo en K’(proj(A)) y g : Po(M) — N tales que gm = 7 f. Ahora
bien, dado que Py(M) es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

Luego, como (f —hom) = 7, f —gm = 0 existe k : P;(M) — Im(7]) tal que
ik = f — hom, donde i : Im(7]) — Po(M) es la inclusion canénica. Puesto
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que P1(M) es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P1(M)
Thy lk

P1(N) —5~Im(m),
donde p es el epimorfismo canénico, con lo cual wihy = ik = f — hom.

c) = a) Sea f : Py(M) — N. Dado que P;(M) es proyectivo, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

Py (M)
Elg//’ Lf

Por hipétesis existen hg : Po(M) — Po(N) y hy : P1(M) — P1(N) tales que
7 hy + homy = g. Por ltimo, tenemos las siguientes igualdades

[ =mg = my(mihy + hom) = whhom.

Del resultado anterior tenemos la siguiente proposicion debida a [DKOS].

Proposicién 3.5.7. [DKO0S, 2.2] Sea M € mod(A). Si M es T-rigido, enton-
ces add(P1(M)) Nadd(Py(M)) = 0.

Demostracion. Veamos que Homy (P1(M),Po(M)) = rady(P1(M),Po(M)).
Sea f : P1(M) — Po(M). Por el Lema 3.5.6 existe g : Po(M) — M tal que
mof = gm. Consideremos h : Po(M) — Po(M) tal que moph = g. Por lo que
0 = mo(f — hmy). Ahora, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Py (M)
Elk// Jf—hm
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Ya que 7y es minimal a derecha, por el Lema 1.2.6 tenemos que

m € radp (P1(M), Po(M)).
Asipues, f = mk+hm € radpy(P1(M), Po(M)). Por lo tanto, por el Corolario
1.2.10 concluimos que add(P;(M)) Nadd(Po(M)) = O
)

Lema 3.5.8. [AIR14, 3.5] Sean M € mod(A
siguientes condiciones son equivalentes.

a) Homy (Q, M) = 0.
b) Homle(proj(A))(O — @, Pl(M) - PO(M)) = 0.

NGNS proj(A). Entonces, las

Demostracion. a) = b) Sean

I Q
|1
P1(N) —=Py(N)

un morfismo en K°(proj(A)) y g : Q@ — Im(m) tales que ig = f, donde
i : Im(m) — Po(M) es la inclusién candnica. Ahora, dado que @ es proyectivo
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Pl(M) —p> Im(wl),
donde p es el epimorfismo canoénico, con lo cual mh = iph = 1g = f.

b) = a) Sea f : Q — M. Dado que @ es proyectivo tenemos el siguiente
diagrama conmutativo
Q
E|/g// Lf
2
Po(M) 7— M.
Por hipétesis, existe k : @ — Pi(M) tal que ¢ = mk. Concluimos que
f:Wngﬂomk:O []
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Lema 3.5.9. Si M € ind(A), entonces Py(M) = Po(M) € ind(K*(A)). En

particular, si N € mod(A) se tiene que tk(N) = rk(P1(N) — Py(N)).

Demostracién. Sea P~1 % PO @ pr1 %y po P (M) 5 Po(M). Notemos
que M = Coker(m;) = Coker(d~') & Coker(d'~!). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que Coker(d' ') = 0. Veamos que P! T PO s M — 0 es una

presentacién proyectiva minimal de M. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en mod(A)

Py (M) —"——=Py(M)—"° M 0
/| | |
o P — - (. V| 0
/| | |

Py (M) ———=Py(M) —— M 0.

De la minimalidad a derecha de 7y y 7 se sigue que f y ¢ son split-monos.
Puesto que P71 | Py(M) y P° | Po(M), concluimos que f y ¢ son isomorfis-

mos. Por lo tanto, P! T PO —0 =0 ]
Denotamos por
2 —silt(A) := {P1 5 PO € K (proj(A)) | dt € rada (P, PY)}.

El siguiente lema nos dice que la condicion del radical no es tan restrictiva.

Lema 3.5.10. Sea P* = P14 po ¢ Kb (proj(A)) bdsico. Entonces, existe
d=!
Q*=Q '3 Q" e Kl(proj(A)) bdsico tal que dél € rady(Q7 1, Q% y
P Q)

Demostracién. Haremos el resultado por induccién sobre n = rk(PY).

n = 0. Se tiene que P’ = 0, con lo cual dp' € rady (P!, PY).
Y
n + 1. Consideremos P* = P! i Q® Q' con Q €ind(A).
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1 0
g/ g//

Caso I. Si f es un split-epi. Entonces, P* = Q® P ©~ — = Q ® Q. Sea

T°=r % Q', veamos que P* = T*. En efecto, consideremos los siguientes
morfismos de cocomplejos

1 0

g/ g//

QeP —5QaQ
(0,1) (0,1)
Pl g” Ql
0 0
1 1

Q&P

<1O>Q@Q'
g/ g/l

Dado que los siguientes cuadrados conmutan

10
g/ gl/

Qe P Qo0
1 0\ (0 0\ (10 1 0\ (0 0\ (10
01/ \0o 1/ \oo 10 01/ \0 1) \o o
oo
Qe P (10) Qo
g/ g//
P/Q_H>Q/
1—1:0L%l1—1:0
P —qQ.

g
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!
Por hipétesis de induccién, existe Q* = Q" = Q° € K(proj(A)) bésico tal
que dél cradpy(Q 1, Q% y P*xT* Q. ]

Proposicién 3.5.11. [AIR14, 2.6 Sea P* = P~' 5 PO € 2 —silt(A). En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) H'(P*) € s — tilt(A).

b) Si f es minimal a derecha, entonces H°(P*) € T — tilt(A).

Demostracién. Sea d~t = (d'71,0) : P71 @ Pt — PY con d! la versién

minimal a derecha de d~!. Veamos que P'~! opo L HY(P*) — 0 es la
presentacién proyectiva minimal de HY(P®). En efecto, sea o € Endy(PY)
tal que d° = da. Por la propiedad universal del Kernel y puesto que P es
proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Dado que —d~! € rady(P'~1 P, se tiene que @ = 1 — (—=d"'3) es un

1—1 10
isomorfismo. Por lo que P! % PV & HO(P*) — 0 es la presentacién
proyectiva minimal de H°(P*).
a) Veamos que (H°(P®), P"71) es un par 7-inclinante de soporte. En efecto,

1—1
dado que P'~! Ty PO es presilting, por el Lema 3.5.6 tenemos que H°(P*) es
T-rigido. Dado que P* es presilting tenemos que

Homyes (projiay (0 — P"~, P71 %5 POy =0,

por el Lema 3.5.8 se tiene que Homy (P”~1, M) = 0. Luego, por el Lema 3.5.9

tenemos que rk(P'~! N PY%) = rk(H°(P*)); por la Proposicién 3.5.4 tenemos
las siguientes igualdades

k(HO(P*)) 4 tk(P"Y) = tk(P~1 5 PO) 4 tk(P"1) = rk(P*) = kKo (A).
b) Por a) (H°(P*),0) es un par 7-inclinante de soporte. O]
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Proposicién 3.5.12. [AIR14, 3.7] Sea M € mod(A). Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen.

a) Si (M, P) es un par T-inclinante de soporte, entonces

(7[_170)

Py(M) B Py(M)® P —0=P(M)® P =" Py(M) €2 —silt(A).

b) Si M es T-inclinante, entonces P1(M) 5 Po(M) € 2 —silt(A).

Demostracion. a) Por el Lema 3.5.6 se tiene que Py(M) 2 Po(M) es presil-
ting; por el Lema 3.5.8 se tiene que

Homyce (projia)) (P — 0, (P1(M) = Po(M))[1]) =
con lo cual Py (M) @ P ) Po(M) es presilting. Luego, por el Lema 3.5.9
se sigue que tk(M) = rk(Py(M) 5 Py(M). Dado que (M, P) es un par
T-inclinante de soporte tenemos las siguientes igualdades

(1, 0)

tk(Py(M) ® P =" Po(M)) = tk(Py(M) = Po(M)) + 1k(P)

= rk(M) + rk(P)
:I'kKo( )

b) Es inmediato de a). O

El siguiente resultado es inmediato de las dos proposiciones anteriores y es el
resultado que da la conexién con la teoria 7-inclinante.

Teorema 3.5.13. [AIR14, 3.2] Existe una biyeccion
2 —silt(A) <> st — tilt(A)
dada por P* € 2 — silt(A) — ¢(P*®) := H(P*) y
(M, P) € st —tilt(A) — o((M, P)) :==Py(M)® P "= Po(M).

Notemos que o(P*®Q*) = ¢(P*)@p(Q*) ¥V P*, Q° presilting de dos términos
y ¥((M,P) & (N,Q)) = &((M, P)) & ¢((N,Q)) ¥V (M, P), (N,Q) pares 7-

rigidos. De estas observaciones se desprende el siguiente corolario.
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Corolario 3.5.14. [AIR14, 3.8 Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) St P* es presilting bdsico de dos términos tal que rk(P*) = rkKy(A) — 1,
entonces es sumando directo exactamente de dos silting bdsicos de dos
términos.

b) Sean P*,Q* € 2 —silt(A). Entonces, |ind(P*) Nind(Q*)| = rkKy(A) — 1,
si y s6lo si, i (P®*) = Q® 0 ux.(P*) = Q*, con X* € ind(K’(proj(A))).

Demostracion. a) Se sigue del Teorema 2.3.8 y el Teorema 3.5.13.

b) Se sigue de a). O

Corolario 3.5.15. [AIR14, 3.9] La biyeccion ¢ : 2 — silt(A) — s7 — tilt(A)
es un 1somorfismo de ordenes parciales, con inversa

Y st — tilt(A) — 2 —silt(A).

Demostracion. Sean (M, P), (N, Q) pares 7-inclinantes de soporte bésicos.
Por el Lema 2.4.2 N < M, siy sélo si, Homy (N, 7M) = 0 = Homy (P, N);
por el Lema 3.5.6 y el Lema 3.5.8 esto es equivalente a

'/T/

0 = Homyce (projiay) (PL(M) = Po(M), (P1(N) = Py(N))[1])

'/T/

= HomK.(prOj(A))(O — P, Pl(N) 4 P()(N))

Por lo tanto, N < M <= Homyspro(a)) (@(IN), o(M)[1]). O

Denotamos por Q(2 —silt(A)) al carcaj de Hasse del orden parcial silting
(2 —silt(A), <). Terminamos esta seccién con el siguiente resultado.

Corolario 3.5.16. [AIR14, 3.10] Si Q(2 —silt(A)) tiene una componente
coneza finita C, entonces Q(2 —silt(A)) = C.

Demostracion. Es inmediato del Corolario 2.4.11 y el Teorema 3.5.13. []
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3.6. Caracterizando algebras 7-rigidas finitas

En esta seccién A denotard una R-algebra de Artin tal que rad*(A) = 0.

El objetivo principal de esta seccion es caracterizar las algebras 7-rigidas
finitas A, donde rad*(A) = 0, para dar un ejemplo de un algebra de tipo de
representacion infinita que es 7-rigida finita.

Teorema 3.6.1. [A16, 3.2] Sean F : mod(A) — mod(A(A)) el funtor de
la Proposicion A.5.2 y M € mod(A). Entonces, M es T-rigido, si y sélo si,
F(M) € mod(A(A)) es T-rigido y add(P1(M)) Nadd(Py(M)) = 0.

Demostracion. Sean i : rad(M) — M, j : rad(Po(M)) — Po(M),
[:rad(Py(M)) — P1(M)y p:Pi(M)— top(P1(M)) los morfismos canéni-
COS.

=) Sea [ : 0@ top(Py(M)) — F(M). Por la Proposicién A.5.2 a) existe
f': top(P1(M)) — rad(M) tal que f = 0@ f’; por el Lema 3.5.6 existe
g : Po(M) — M tal que if'p = gm = gjmp = igimip. Por lo que f' = gi77.
Asipues, f =0 f' = F(g)(0® 7). Por ende,

2w (0@, F(M)) - aa)(F(Po(M)), F(M)) = ) (top(P1(M)), F(M))
es un epimorfismo. Por la Proposicién A.5.2 €) y el Lema 3.5.6 F'(M) es 7-
rigido.

<) Sea f : Py(M) — M. Veamos que Im(f) C rad(M). En efecto, por

el Lema 3.5.6 existe g : Po(M) — M tal que f = gm € rady(P1(M), M)

(Corolario 1.2.10). Por el Lema A.5.1, el Lema 3.5.6 y la Proposicién A.5.2

existe h : Po(M) — M tal que f @ 0= F(h)(m @ 0). Por lo que
f=ifp=ihmip=hjfp=hm.

Por lo tanto, por el Lema 3.5.6 M es 7-rigido. ]

Para caracterizar las algebras 7-rigidas finitas, se necesitaran algunos resul-
tados previos.
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Lema 3.6.2. Sean A un dlgebra hereditaria
(no necesariamente rad*(A) = 0),

{e;}I| un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos y

m

g ej =: e,

j=1
con 1 < m < n. Entonces, las siquientes condiciones se satisfacen :

a) eAe es un dlgebra hereditaria.

b) rk(eAe) = m.

c) sea Q' C Q" el subcarcaj pleno tal que Q) = {top(Ae;) = Si}i_y, entonces
QeAe ~ Ql-

Demostracion. a) Podemos suponer que existe 1 < r < n tal que

r

. E

€ = €j,
j=1

con rad(A) = Ae’. Notemos que
rad(eAe) = erad(A)e = eAe’e = eAec’ € proj(ele).

Por lo que eAe es hereditaria.

b) Puesto que {e;}L; es un sistema completo de idempotentes ortogona-
les primitivos de eAe y A es bésica, concluimos que rk(eAe) = m.

¢) Sea
90 : Ql N QeAe
a:S; —= S — @:top(eAe;) — top(eAey).

Veamos que ¢ es un isomorfismo de carcajs. En efecto, es claro que
{top(eAe;)}''L, es un sistema completo de eAe-médulos simples. Notemos que

V1<, j<m,
Ext} (S}, 5;) =0 <= e;(rad(A)/rad*(A))e; = 0 [F110, Teorema 5.2.3]
<= e¢;(rad(eAe)/rad*(eAe))e; = 0 rad(eAe) = erad(A)e
<= Ext!, (top(eAe;), top(eAe;)) =0 [F110, Teorema 5.2.3].
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Por 1ltimo, es facil ver que si p : &}_;(Aey)™ — rad(Ae;) es la cubierta
proyectiva de rad(Ae;), induce una cubierta proyectiva de rad(eAe;),

p' @i (eAer)™ — rad(eAe;).
Por la Proposicion ARS95 IIL.1.5, se tiene que vgere = vgy. ]

Definicién 3.6.3. Sea () un carcaj. Decimos que un subcarcaj pleno Q' C Qg
es sencillo de @, si |Q' N{(:,0),(i,1)}| <1Vie Q.

Sean ' C Ag un subcarcaj sencillo y {e;}_; C A un sistema de idempotentes
ortogonales primitivos. Denotamos por:

7 — rigid(A(A), Q) == {X € mod(A(A)) | add(Py(X) & Po(X)) C add(BeqpAe)}-

Lema 3.6.4. Sean M € mod(A) y e*> = e € A. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) El funtor L. := Aecp. ® — : mod(eAe) — mod(A) es un funtor fiel y pleno
y existe un isomorfismo funtorial ReL. >~ 104(eae), donde

R, := e— : mod(A) — mod(eAe).
Mads an,
L : mod(eAe) — {M € mod(A) | add(P1(M) & Po(M) C add(Ae)}
es una equivalencia de categorias.

b) M € T —rigid(A), si y sélo si, eM € 7 — rigid(eAe).

Demostracion. a) Ver [ASS06, Teorema 1.6.8].

b) Se sigue de a) y el Lema 3.5.6. O

Teorema 3.6.5. [A16, 3.1] Las siguientes condiciones se satisfacen :

a) el funtor F': mod(A) — mod(A(A)) induce una biyeccion

F :ind(r —rigid (A)) = | ) ind(r — rigid (A(A), Q"))
QeS(QY)

b) A es T-rigida finita, siy sélo si, V Q' € S(Q™) la grdfica subyacente de Q'
es la union disjunta de graficas Dynkin y v(a) = (1,1) V o € Q.
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Demostracion. Sean {e;}!"; un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales primitivos, M € ind(7 — rigid,(A)), {(mi, i)}, € N x N tales que
Pi(M) = @ (Ae;)™, Po(M) = @ (Ae;) vy QM C Ag el subcarcaj pleno
tal que Q) := {(top(Ae;),0) | m; # 0} U {(top(Ae;),1) | n; # 0} y
CM 1= 2 lmy 20,20} -

a) Se sigue del Teorema 3.6.1 que QM es un subcarcaj sencillo de Ag. Por lo
que la biyeccién se da por la Proposicién A.5.2 y el Teorema 3.6.1.

b) Sean Q' € S(Q") y ¢ = > _ieq, €i- Por el Lema 3.6.4 tenemos una biyec-
cién ind(7 — rigid(A(A), Q")) <— ind(7 — rigid(e’ A (A)e’)) y por el Lema
3.6.2 se tiene que Q' = Q“2We . Por lo tanto, por el Teorema de Gabriel A
es 7-rigida finita, si y sélo si, Q" es la unién disjunta de gréficas Dynkin y
via)=(L,1) Vae@. O

Ejemplo 3.6.6. [A16, 4.5] Sean k un campo,

Q2 (0%} Qp—3 Qp—2

OQ/N —m~  ——— k—2/—$~ok—1
~— ~— ~ -~
B2 B3 Br—3 Br—2
aq A1
b1 Br-1
Q = ol oF
Bn Bk
Qp AL
Br-1 Br—2 Br+2 Br+1
o~ T on—l——= = k2 — > Jk+1
~— ~— ~— ~—
Qn—1 Qpn_—2 Qf42 Qg1

y A= kQ/rad*(kQ). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
a) A es de tipo de representacion infinita.
b) A es 7-rigida finita, si y sélo si, n es impar.
Demostracion. Si n par. Por el Lema ASS06 2.12 tenemos que
Ag = R4 U Ly,
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donde:

o2 J(30) N ok=2.0) ___ J(k=1,1)
/ \
Ly = oL0)
\ /
oml) . s(n=1,00 . . S(k+20) _ _ S(k+11)
020 B . ok=21) _ (k=10
/ \
Ry = oLl
\ /
olm0) ___ on=11) . S(k+21) _ (k+1,0)

Si n es impar. Por el Lema ASS06 2.12 tenemos que

e
N

(370) PN o(n_Ll) -~ o( 0)

o(LD)
2,0)

a) Por la descripcion de Ag dada anteriormente y el Teorema A.5.7, conclui-
mos que A es de tipo de representacién infinita.

(n—LO) Ce o(3a1> - o(
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b) Si n es par tenemos que Ly € S(Q?) y dado que la grafica subyacente
de L4 no es Dynkin. Por el Teorema 3.6.5 A no es 7-rigida finita. Por otro
lado, si n es impar, V Q' € S(Q*) la gréfica subyacente de Q' es Dynkin. Por
lo tanto, por el Teorema 3.6.5 A es 7-rigida finita. []
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Capitulo 4

Teoria inclinante de conglomerado

En este capitulo, introduciremos los (n+2)-dngulos en categorias trianguladas
y demostramos que siempre existen (n+2)-dngulos de Auslander-Reiten en
subcategorias n-inclinantes de conglomerado que son una generalizacion de
triangulos de Auslander-Reiten. Ademads, esta idea es una herramienta esen-
cial para la clasificacion de objetos n-rigidos en una categoria triangulada.

4.1. Subcategorias n-inclinantes de conglomerado

En esta seccién C denotara una categoria triangulada Krull-Schmidt.

El objetivo de esta seccién es introducir las subcategorias n-inclinantes de
conglomerado, las categorias con funtor de Serre y ver su relaciéon con las
R-variedades dualizantes. Por ultimo, ver la existencia de n + 2-angulos de
Auslander-Reiten para subcategorias n-inclinantes de conglomerado que es
un analogo triangulado de las n-sucesiones de Auslander-Reiten.

Definicién 4.1.1. Sean X C C y n € NT. Decimos que:

a) X es n — rigida si Homg (X, X[i]) =0V 0 < i < n.

b) & es n — inclinante de conglomerado si X" es cubriente, envolvente y
X = ﬂygllx[_i]Lo - mglgllLOX[i]-
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Notemos que si X C C es una subcategoria n-inclinante de conglomerado,
entonces add(X) = X.

Proposicién 4.1.2. [IY08, 2.4] Sean {X;}!, C C subcategorias cubrientes y
cerradas por extensiones tales que Home (A&}, X;[1]) =0V i < j. Si

Vor=add(X x5 X))y Zy= A

entonces (Vn, Z,) €s un par de torsion.

Demostracion. Veamos que (Y, Z,) es un par de torsién por induccién sobre
n.

n = 1. Se sigue la Proposicion 3.2.6.

n + 1. Es claro que Home (Y41, Z,41) = 0. Sea X € C. Por hipdtesis de in-
duccién existe un tridngulo distinguido Y,, — X — Z,, — Y,[1], con Y,, € Y,
y Z, € Z,. Consideremos f, 1 : X,11 — Z, una X, i-cubierta y

Zn_|_1[—1] — X1 fgl Lp —> Zpi1 € A\
Por la Proposicién 3.2.6 se tiene que Z,.1 € XnL 1. Por hipétesis
ZnaXn+1[1] € Zn

y por la Proposicién 3.2.6 se sigue que 2,1 € Z, N Xnﬂfl = Z,.+1. Aplicando
cambio de base tenemos que

Zuis| =1 — Zus[-1]

Xnt1 —)Yﬂ[l]

Y, —— Yn—|—1

‘ fn+1 ‘
Y, X Z, Y, [1]
Zn+1 E— Zn+1-

Asi pues, Y11 € YV, % X011 € Vyyq. Por lo tanto, (Y41, Z,41) €s un par de
torsion. O]
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El siguiente resultado es la contraparte inclinante de conglomerado de la Pro-
posicion 3.2.8.

Teorema 4.1.3. [IY08, 3.1] Sea X C C una subcategoria n-inclinante de
conglomerado. Entonces,

a)C=Xx*--xX[n—1].
b) (Xx---xX[m—1],X[m]|*---xX[n—1]) es un par de torsion ¥V 0 < m < n.
Demostracion. a) Notemos que X[n — 1] = N'-ZX[i]*°. Por la Proposicién

4.1.2 se tiene que (X * -+ % X[n — 2], X[n — 1]) es un par de torsién.
b) Se sigue de a) y de que Home (X %« - -« X [m—1], X[m]*- - -« X[n—1]) = 0. O

Definicién 4.1.4. Sean {n; : X4 Ui 5 X - Xin[l] € A}?:_Ol. De-

gn—if)n—l O

cimos que el complejo X, I Ch_1 g = - = Cy B X, es un

n+ 2 — angulo en C.

El siguiente es un resultado es la version triangulada de [107, Teorema 2.2.3].

Corolario 4.1.5. [107, 3.3] Sean X C C una subcategoria n-inclinante de
conglomerado y C' € C. Entonces, existe un n + 2-dngulo

0= X1 5 Xpig = — Xy — C,

con X; € X, f; € rade(X;, X;-1) VO <i<n,.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.3 se tiene que C' € X * - -+« X'[n — 1]. Asi
podemos construir una X-resolucion de C

n:=1{ni:Cin B X — C — Ci+1[1]}?:_01;
con X; € Xy g; €rade(Ciz1, X;) V0O < i <n—1. Pegando los tridngulos
anteriores se obtiene el n 4 2-angulo deseado. ]
Definicién 4.1.6. Sea f : X — Y un morfismo en C. Decimos que:
a) f es un morfismo pozo, si f es minimal a derecha, f € rade(X,Y) y

Home (—, f)

Home(—, X) rade(—,Y) — 0,
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es una sucesion exacta de funtores.

b) f es un morfismo fuente, si f es minimal a izquierda, f € rade(X,Y) y

Home(Y, —) ") rade (X, —) = 0,

es una sucesion exacta de funtores.
Definicion 4.1.7. Sea X C C una subcategoria n-inclinante de conglomera-

do. Decimos que un n + 2-dngulo Z &% X,,_, fnfgnfl X0 — =X Iy Y,
es de Auslander — Reiten si

a)Y, Z, X, eXV1<i<n-1.

b) fo es un morfismo pozo y g, es un morfismo fuente.

¢) fi esuna X-cubierta V1 <i<n—1.

d) g; es una X-envolvente V1 <i <n — 1.

El resto de la seccion estd destinada a probar que si X es una subcategoria
n-inclinante de conglomerado, entonces para todo objeto C' en C existen n—+2-
angulos de Auslander-Reiten que empiezan y terminan en C', cuando C tenga
un funtor de Serre S : C — C. Este resultado es un analogo triangulado a
[107, Teorema 3.3.1].

Definicién 4.1.8. Sea C una R-categoria Hom-finita y esqueléticamente pe-
quena con R un anillo artiniano. Decimos que una R-equivalencia de cate-
gorias S : C — C es un funtor de Serre, si existen isomorfismos funtoriales

¢y : Home (X, —) — DrpHome(—,SX) VXecC,

Py : Homc(—,Y) — DRHOmc(Y,S—) VY e(C.

Decimos que C es n — Calabi — Yau, si S = [n|. Denotamos S,, := S[—n] y
decimos que X C C es una S,, — subcategoria, si X = S,(X) =S, }(X).
Lema 4.1.9. Sea F : C — C una R-equivalencia de categorias. Entonces,

existe un isomorfismo
©(X) : Home(—, X) — Home(F(—), F(X)) vVXeC
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Demostracion. Sea X € C. Consideremos los isomorfismos de R-modulos
©(X)y : Home(Y, X) — Home (F(Y), FI(X))
f= F(f)

Sea f:Y — Z. El resultado se sigue de la conmutatividad del diagrama que
se muestra a continuacion

Home (7, X) %7 Home(F(Z), F(X))

Home( f,X)L lHomc(F(f),F(X))
Home (Y, X) Home (F(Y), F(X)).

o(X)y

]

El siguiente resultado muestra la relacion entre la existencia de funtores de
Serre y R-variedades dualizantes que es una generalizacién de [AR94, Propo-
sicién 2.2].

Lema 4.1.10. Sea C esqueléticamente pequena. Entonces, el funtor
Dp : Mod(C) — Mod(C?)
es fiel y pleno.
Demostracion. Sean F,G € Mod(C) y
n:={nx : DrF(X) — DrG(X)}xec : DrF — DG

un morfismo de C?-médulos. Como Dg : mod(R) — mod(R) es una equiva-
lencia de categorias existen {{x : G(X) — F(X)}xec morfismos en mod(R)
tales que Dr(€x) =nx ¥V X € C. Veamos que £ := {{x : G(X) — F(X)}xec
es una transformacion natural. En efecto, sea f : X — Y un morfismo en C.
Como 7 es una transformacién natural tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo
DRF(Y) 22 L pix)
UYl lﬁx
DRG(Y) WDRG(X)



Con lo cual tenemos las siguientes igualdades
Dr(F(f)éx) = Dr(Ex)DrE(f) = nxDrF(f*) = DrG(f”)ny

= DrG(f)Dr(&y)
= Dp(&yG(f)).

Por lo que F(f)éx = &y G(f) y asi € : G — F es un morfismo de C-mdédulos.
Entonces, Dg : Mod(C) — Mod(C) es pleno, de manera andloga también es
fiel. ]

Teorema 4.1.11. [IYO08, 2.11] Sea C una R-categoria de Artin, esqueléti-
camente pequena y con pseudokerneles. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) C es una R-variedad dualizante.

b) Para cada X € C, existen S(X) € C e isomorfismos

¢x : DpHome (X, —) — Home(—, S(X)).
c) C tiene un funtor de Serre, S : C — C.

Demostracion. a) = b) Sea X € C. Dado que DrHom¢ (X, —) € mod(C?),
existe una sucesion exacta

HOIIlcop fop’_)

Homgeor (X, —) Homeor (Y, —) — DRHomC(X —) — 0,

donde f : Y — X. Consideremos Z % X Ly X Z[l] € A. Entonces,
tenemos la siguientes sucesién exacta

70— DpHome (X, —) — Homen(2[1], —) "™ Homen, (X111, ).

Puesto que Dg : mod(C) — mod(C) es una equivalencia de categorias, se
tiene que DgHome (X, —) € inj(mod(C)). Asi que 7 se escinde, dado que C es
Krull-Schmidt 3! S(X) | Z[1] y un isomorfismo

Yx DRHomC(X, —) — Homc(—,S(X)).
b) = c¢) Por hipdétesis existe un isomorfismo
¢x : DpHome (X, —) — Home(—, S(X)) vXeC
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Sea f: X — Y. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

-1
DD rHome (Y, —) 22" D Home (—, S(Y))
DRDRHOch(fv)l lDRWX)_lDRDRHOHlC(f,—)DR(%/)
DpDrHome (X, —) — DgrHome(—, S(X)).

Dr(px)

Por el Corolario A.9.4, existe un unico morfismo S(f) : S(X) — S(Y) tal
que Dg(Home(—,S(f))) = Dr(px) 'DrDgrHome(f, —)Dr(py). Veamos que

la asignacion

S:C—>C
x4y o sx)Wsw),

es un funtor de Serre. En efecto, sean f : X - Y yg:Y — Z, con lo cual
tenemos los siguientes diagramas conmutativos

DD pHome(Z, —) 2292 b Home(—, S(2))

DRDRHomc(g,—)L lDR ~'DgDgHome(g,—)Dr(¢z)
DrDrHome (Y, —) (=, S(Y))

DRDRHomc<f,—>L lDR )'D gD pHome(f,~)Dr(gy)
DgDgHome (X, —) (=, S(X)).

Dr(py)™?

DRHOHlC

— DprHome
r(px

Asi, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

—1
DgDgHome(Z, —) ' D xHome (~,5(2))
DrDgHome(gf,—) l lDR@x)_lDRDRHOIHc (9f,—)Dr(pz)

DrDrHome (X, —) >DprHome(—,S(X)).

Dr(px)~

Dado que Dg(Home(—,S(f))) = Dr(px) 'DrDrHome(f, —)Dr(py) v
Dr(Home(—,S(g))) = Dr(ey)”'DrDrHome (g, —)Dr(pz).
Por lo que
Dr(Home(—,S(9)S(f))) = Drlpx)”'DrDrHome(gf, —)Dr(pz).
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Concluimos que S(¢)S(f) = S(gf). Luego,

Dr(ex)™!

DrDrHome (X, —) DrHome(—,S(X))
DgDgrHome (1X,—)l lDR(SDX)lDRDRHomC(le)DR(WX)
DrDrHome(X, —) DpHome(—, S(X)).

Dr(px)™"

Puesto que

1p ytome(—5(x)) = Dr(¢x)"DrDrHome(1yx, —)Dr(px)
- DR(_7 1S(X))7

tenemos que S(1x) = lgx). Ahora, sea f : S(X) — S(Y). Por hipotésis
Dpr : mod(C) — mod(C) es una equivalencia de categorias y por el Corolario
A9.4 3 g: X — Y tal que el siguiente diagrama conmuta

DrHome (X, —) —2— Home(—, S(X))
DRHomc(g,)l jHomC(nf)
DRHOHIC(Y, _) o HOmc(—, S(Y))

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

—1
DrDgHome(Y, —) 22 D pHome (—, S(Y))
DRDRHOmc(g,—)l jDRHomC(_af)
DrDrHome (X, —) DrHome(—, S(X)).

Dr(px)™"
Por lo que S(g) = f. Sea f: X — Y tal que S(f) = 0. Asi pues,
DgrDrHome(f, —) =0,

con lo cual Home(f, —) = 0, concluyendo que f = 0.

Sea X € C. Como Dy : mod(C”) — mod(C) es una equivalencia de cate-
gorias tenemos la siguiente sucesién exacta

Home(Z, —) Home{f,) Home (Y, —) — DgHome(—X) — 0.
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Consideremos W % vV 5 7 X W1} € A, con lo cual tenemos la siguiente
sucesion exacta

0 — DyHome(—X) — Home(W, —) ") Home(2]-1], )
y la sucesion anterior se escinde. Por lo que existe W’ | W y un isomorfismo
Yx : DpHome(—X) — Home (W', —). Asi, tenemos la siguiente sucesién de
isomorfismos DrHome (W', —) Pryx) DD gHome(—X) - Home(—X). Por
lo que X = S(W’). Notemos que
Py = DR(SOX)ilnX : HOH]C(X, _) — DRHOII]C(—,S(X)),

es un isomorfismo. Por ultimo, sea X € C. Consideremos el isomorfismo del
Lema 4.1.9 ¢(X) : Home(—, X) — Home(S(—), S(X)), por lo que

Dr(¢(X)) : DrRHome(S(—),S(X)) — DrHome(—, X)
es un isomorfismo. Concluyendo que
nxDr®xDr(¢(X)) : Home(—, X) — DrHome (X, S(—))

es un isomorfismo, con 7nx : Home(—, X)) — DrDrHome(—, X) un isomorfis-
mo. Por lo tanto, S : C — C es un funtor de Serre.

¢) = a) Veamos que Dpg es denso. En efecto, sea F' € mod(C?). Por lo
que existe una sucesioén exacta

HOIncop fop,_)

Homeer (X, —) Homeer (Y, —) = F' — 0.

Notemos que
COp(f0p7_) . C(_>f>
Homeor (X, —) © =" " Homgeer (Y, —) = Home(—, X) =" Home(—,Y).
Como S : C — C es un funtor de Serre tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo con ¥y y Wy isomorfismos

H op (fOP,—
Homgen (X, —) 22U 2] 4 oo (Y, —) 2 F 0

|
‘llxl l‘lly | 3w

\
DrHome (Y, S—) DgKer(Home(f,S—)) —— 0.

DrHome(X,S—)

Home (f,S—) Dr(i)
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Por el Lema del cinco ¥ : F' — DgrKer(Home(f,S—)) es un isomorfismo. Por

el Lema 4.1.10 Dp : mod(C) — mod(C?) es una equivalencia de categorias.
[l

Notacién 4.1.12. Sea A una categoria. Denotamos por :
= proj(A) a los A objetos proyectivos.

= inj(A) a los A objetos inyectivos.
Definicién 4.1.13. Sea A una categoria exacta. Decimos que A es una
categoria de Frobenius, si tiene suficientes inyectivos y proyectivos y

proj(A) = inj(A).
Corolario 4.1.14. [Kr07, 4.2] Si C es una variedad R-dualizante, entonces

mod(C) es una categoria de Frobenius.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.11 proj(mod(C)) = inj(mod(C)). Analo-
gamente, tenemos que proj(mod(C?)) = inj(mod(C)). Sean F' € mod(C)
y Hom¢(—, X) — Dr(F) — 0 una sucesién exacta. Entonces, tenemos la
siguiente sucesion exacta

00— F= DRDR(F) — DRHOInc(—,X).
Por lo tanto, mod(C) es una categoria de Frobenius. [

Notemos que si I < C, el C/I-médulo Home,;(X, —) es un C-médulo como

sigue:
Hom I )(7
y 4 7 s Home (X, ) "4 Home (X, 2),

donde Home (X, f)(g+ I(X,Y)) := fg+1(X,Z).

Proposicion 4.1.15. Sea X € C. Entonces,

a) m : Home(X, =) — Homg g, (X, —) es una cubierta proyectiva, donde
wy(f) == f +rade(X,Y).

b) p : Home(—, X) — Homge jraq,(—, X) es una cubierta proyectiva, donde
py (f) = f+rade(Y, X).
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Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es analo-
ga.

Solo basta ver que 7 es minimal a derecha. Sea
¢ : Home (X, —) — Home (X, —)

tal que el siguiente diagrama conmuta. Por el Lema A.9.4 existe f: X — X
tal que ¢ = Home(f, —)

Home (X, —)
Homc(f,—)j \
HOIIlC (X, —) p HomC/radc (Xa _)'

En particular, 1y — f = h, con h € rad¢(X, X). Por lo que f = 1x —h es un
isomorfismo. Por lo tanto, 7 : Home (X, —) — Homg /raq, (X, —) es la cubierta
proyectiva. ]

Lema 4.1.16. Sean X,Y € C. Entonces,

a) Homge jraq. (X, —) € mod(C), si y sdlo si, existe un morfismo fuente

f X —>Z

b) Home jraq,(—,Y) € mod(C?), si y solo si, existe un morfismo pozo

g:Z =Y.

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es andlo-
ga.

=) Es claro de la definicién y de la Proposicién 4.1.15.

<) Por el Teorema A.9.5 y la Proposicién 4.1.15 Homg /raq, (X, —) tiene una
presentacion proyectiva minimal

Home (Y, —) Homigf’_) Home (X, —) =& Homg /raq. (X, —) — 0.
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Veamos que f : X — Y es un morfismo pozo. Es claro que solo falta ver que
f es minimal a izquierda. En efecto, sea ¢ : Y — Y tal que gf = f. Puesto
que el siguiente diagrama conmuta

Homc(f, —) z Im(HOmc(f, _))

HOIHC(gv)L /

HomC(fa _)
y WU es minimal a derecha, concluimos que g es un isomorfismo. Por lo tanto,
f es un morfismo fuente. []

La siguiente proposicién caracteriza los C-mddulos coherentes, si C es una
R-variedad dualizante.

Proposicién 4.1.17. [AR74, 3.1] Sea F € Mod(C). Entonces, F' € mod(C),
sty solo si, F' es un C-maodulo finitamente generado y Dr(F) es un CP-mddulo
finitamente generado.

Demostracion. =) Es clara.

<) Dado que Dg(F) es finitamente generado existe una sucesién exacta
Home(—, X) — Dr(F) — 0. Aplicando el funtor Dy, obtenemos la siguiente
sucesion exacta 0 — DrDg(F) = F — DgHome(—, X). Ahora, puesto que
F es finitamente generado existe una sucesién exacta Home(Y, —) — F — 0.
Asi, existe @ : Home (Y, —) — DrHome(—, X) en mod(C) tal que Im(®) = F.
Por lo tanto, F' € mod(C). O

Notemos de la proposicion anterior, el Lema 4.1.16 y la Proposicién A.9.6
obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.18. [IY08, 2.10] Todo objeto en una R-variedad dualizante

C tiene un morfismo fuente y un morfismo pozo.

Lema 4.1.19. [IYOS, 3. 6] Sean {Th‘ . Cprl ‘]ti—+>1 XZ &) CZ — CZ‘+1[1] € A}?;Ol,

X C C una subcategoria n-rigida y
Cn & Xn—l gn_1—f>n_1 Xn_g — s = Xo g CO
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el n + 2-dangulo asociado, donde C,, Cy, X; € X' V1 <i<n-—1. Con-
sideremos las siguientes sucesiones exactas de X-modulos y X°P-moddulos,
respectivamente

Home (fr,—)

Home(X,,—1, —) Home(Cy, —) — F — 0,

Home(—, X)) Home(™g0) Home(—, Cy) — G — 0.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

G sij=i
0  sij#i,

F st ) =1,
Home(Chil—jl, —) = { g

a) Para todo 0 < i < n, se tiene que

112

Home(—, Cilj])

0 st J # 1,
b) Si X es una S,-subcategoria, entonces ' =2 DrGS 1 y G = DRFS,,.

Demostracion. a) Consideremos las siguientes sucesiones exactas de X°-
modulos

0=rc(= Xilj]) = (= CilJ]) = c(=, Ciali + 1]) = (= Xi[j +1]) = 0
VO<j<n—1 Masaun,si0<j<i1<ny0<n+j—1i<n, tenemos que
o= Cilj]) = (= Culn +j —1]) =0.

Luego, si 0 < 7 < j < n, tenemos la siguiente sucesion exacta
(= Xolj =) = (= Colj —i]) = e(=, CLlf =i +1]) = e(=, Xolg =i + 1)),
Por lo que

G sij =1,

Home(—, C;[5]) = Home(—, Ch[j — i + 1]) = {Homc<_,go[j —i)=0 sii<j.

Es analogo el caso de F'.
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b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas y mor-
fismos verticales isomorfismos

0 DRGggl

Dge(S;, (=), Co) —=Dre (S, (—), Xo)

| |

c(Xo[l = n|, =) —=¢(Ci[1 = n], =) ——c(Co[-n], —) c(Xo[-n],—).
Caso I. n = 1. Tenemos la siguiente sucesion exacta

0= F — (Co[—1], —) = e(Xo[—1], —).

Por lo que se tiene el isomorfismo.

Caso II. n > 1. Se tiene que Hom¢(Xo[l — n],—) = 0 y el isomorfismo se
sigue de a).

El otro isomorfismo se sigue de el isomorfismo anterior. ]

Corolario 4.1.20. [IY08 3.7 Sean X C C una subcategoria n-rigida,

{771' : Cii fi—+>1 X; &) C; — CZ'Jrl[l] SYAN ?:_01

y C, I X1 g"_i/;"_l X0 = - — Xo B Cy el n+ 2-dngulo asociado,
donde C,,, Cy, X; € X V1 <1< n—1. Entonces, g; : X; — C; es una
X -precubierta y f; : C; — X;_1 es una X-preenvolvente V 0 <1 <n — 1.

Demostracion. Sea X € X. Por el Lema 4.1.19 tenemos la siguiente sucesién
exacta

Home(X, X) " Home (X, C)) — Home(X, Cia[1]) = 0.

Por lo tanto, g; es una X-precubierta V 0 < ¢ < n — 1. Andlogamente, f; es
una X-preenvolvente V0 < i <n — 1. ]

Proposicién 4.1.21. [IY08, 3.9 Sean X C C una subcategoria n-inclinante

de conglomerado, n : Z 2% X,_4 gn-1fn-1 Xpo — - — X By unn+2-
angulo, donde Y, Z, X; € X V1 <i<n-—1, hy:= fo, hpy :=gn, hi ;= g, f; V
O<i<nuyfierade V0 <i<n. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes :
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a) n es un n+ 2-dngulo de Auslander-Reiten.
b) fo: Xo—Y es un morfismo pozo y h; € rade V0 <i <n.

c) gn: Z — X1 es un morfismo fuente y h; € rade V 0 < i < n.

Demostracion. a) = b) Se sigue de la definicién y la Proposicién 1.2.6.

b) = ¢) Sean F, G : C — mod(R) los funtores del Lema 4.1.19. Dado que
fo es un morfismo pozo, por el Lema 4.1.16 el funtor GG es semisiple y por el
Lema 4.1.19 F = DRGS;t. Por lo que F es semisimple, y asi, por el Lema
4.1.16 g, es un morfismo pozo.

¢) = a) Andlogamente a b) = ¢) se tiene que f; es un morfismo pozo. El
resultado se sigue del Corolario 4.1.20. O

Proposicién 4.1.22. [AS81, 2.1] Sean C una R-variedad dualizante y X C C
una clase precubriente. Entonces, las siguientes condiciones se satis facen :

a) X tiene pseudokerneles.

b) si F' € mod(C?), entonces F

xor€ mod(XP).

Demostracion. a) Sean f : X — Y, j : K — X un pseudokernel de f vy
p: Z — K una X-precubierta. Es facil ver que jp es un pseudokernel en X.

b) Sea A € C. Veamos que Hom¢(—, A) |xy€ mod(X). En efecto, sea
f: X—A
una X-precubierta. Consideremos la siguiente sucesion de X°P-médulos
0 — K — Home(—, X) [x " Home(—, A) |v— 0.
Dado que K € mod(X°), tenemos la siguiente sucesién exacta
Home(—, V) |x % Home(—, B) [x— K — 0,
donde g : Y — B es una X-precubierta. Por lo que,
Home(—, A) |yer € mod(XP).
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Ahora, sean F' € mod(C??) y Hom¢(—, A) Home(f) Home(—,B) — F — 0
una sucesion exacta. Dado que

Home(—, A) [+ " Home (=, B) [v— F |v— 0

es una sucesién exacta. Por lo anterior y la Proposicién Au74, 4.2, se tiene
que F' | yor€ mod(XP). O

De manera dual se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.23. [AS81, 2.2] Sean C una R-variedad dualizante y X C C
una clase preenvolvente. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen :

a) X tiene pseudocokerneles.

b) si € mod(C), entonces I |xy€ mod(X).
Teorema 4.1.24. [AS81, 2.3] Sean C una R-variedad dualizante y X C C
una clase funtorialmente finita. Entonces, X es una R-variedad dualizante.

Demostracion. Sean F' € mod(X),

) Homﬁgf,f)

nr = Homy (X, — Homy(Y,—) = F — 0

una sucesion exacta. Consideremos

ne = Home (X, —) Hometf,) Home(Y,—) = G — 0
) Home (f,—) . .
Y Ngly = Home(X, =) |x =" Home(Y,—) [x— G |x— 0. Es inmedia-

to que ngp = 7g|,. Por la Proposicion 4.1.22 y lo anterior concluimos que
Dr(F) = Dg(G |xer) = Dr(G) |xer€ mod(X ). Andlogamente,

Dr(G) € mod(X) VG € mod(X?)

usando la Proposicion 4.1.23. []

Teorema 4.1.25. [IY08, 3.10] Sean C una categoria con funtor de Serre
S:C — C, X CC una subcategoria n-inclinante de conglomerado, X, Y € X.
Entonces, existen n + 2-dngulos de Auslander-Reiten
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a) Su(X) DB X I X o X B X

b)Y S X, X, o X sy,

Demostracion. Sélo haremos la prueba de a), dado que la prueba de b) es
andloga.

Por la Proposicion 4.1.18 y el Teorema 4.1.24 tenemos

Yi = Xo B X > vi[1] € A,
con fy un morfismo pozo en X. Sea X, f# X1 fn—_>1 Xp_9 — -+ — Y] un

n + 1-angulo, con X; € X'y f; € rade V 2 < 57 < n. Por la Proposicién 4.1.21

se tiene qu X, I X1 Tt X9 — - X4 L Xo B X esunn + 2 tridngulo

de Auslander-Reiten. Por tltimo, sean F' € mod(C) y G € mod(&X") los

funtores del Lema 4.1.19. Notemos que G = Homg /paq,(—, X), por el Lema
4.1.19 F ~ DgGS;! ~ DgHomHomg /aq,(—, Sp (X)) =~ Home jraq. (Sn(X), —).

Puesto que Home (X, 1, —) Home(fn,~) Home (X, —) — F — 0 es una sucesion
exacta y f, € rade(X,, X,,—1) tenemos que X, = S, (X). O]

4.2. Categorias de cocientes abelianos

En esta seccion C denotara una una categoria triangulada Krull-Schmidt y
esqueléticamente pequena.

El objetivo principal de esta seccién es ver que el cociente de una categoria
triangulada con una subcategoria n-inclinante de conglomerado es equiva-
lente a una categoria abeliana. Este resultado es una generalizaciéon de un

Teorema de Keller y Reiten en el contexto de una categoria 2-Calabi Yau
[KROT].

Sea Z una R-categoria de Artin, esqueléticamente pequena, con pseudoker-
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neles, X', Y C C subcategorias aditivas. Denotamos por:

mod(Z,X,)) := {F € mod(Z) | existe una sucesién exacta
Z(Y, —) — Z(X, —) — F — O,
con X e XyY eV}

Definicion 4.2.1. Sean X C C una subcategoria aditiva, A una R-categoria
abeliana con suficientes proyectivos, B C Ay F : C/[X] — B contravariante
aditivo. Decimos que F' preserva la 2 — rigidez si Exty(F(B), F(A)) = 0,
siempre que Hom¢(A, B) = 0.

El siguiente resultado, justifica la definiciéon anterior.

Proposiciéon 4.2.2. [IY08, 6.2] Sean X, YV, Z C C subcategorias aditivas
tales que X[1] ® Y C Z C X1o. Entonces, las siguientes condiciones se
satis facen :

a) La correspondencia
F:XxY/[X] - mod(Z,Y,X][1])

(" 1y s (Home (77, —) ™"V Home (T, ),

es una R-dualidad de categorias.
b) F: X xY/[X] - mod(Z,)Y, X[1]) preserva la 2-rigidez.

¢c) St X[1] =Y = Z, entonces F : X * Y/[X] — mod(Z) es una R-dualidad
de categorias. Mds atun, st Y es una clase envolvente, cerrada por exten-
siones y X = LY, entonces F : C/[X] — mod(Z) es una R-dualidad de
categorias.

Demostracion. a) Sean X Lrsyh X[lleAyjconY € Yy X € X. Por
lo que tenemos la siguiente sucesién de Z-modulos

Homz(X|[1],—) — Homz(Y, —) — Hom¢(T, —) — Home (X, —) = 0. (%)
SeanT"e XY, f: T =T e€[X]y Z e Z. Dado que
0 = Home(f, Z) : Home(T', Z) — Home (T, Z).
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Por la propiedad universal de la categoria cociente tenemos que
F:X%)Y/[X] —mod(Z,), X[1])

es un funtor contravariante. Aplicando el funtor Homy,eq(z)(—, FI(T")) a (*),
por el Lema de Yoneda tenemos el siguiente diagrama conmutativo con ren-
glones exactos y morfismos verticales isomorfismos

0

(F(T), F(T")) — (Homz(Y, =), F(T")) — (Homz (X[1], —), F(T"))

| |

HOIHC (T/, Xgomfl)’lomc (T/, T) m HOIIlC (T/, Y) Homc (T/, X[l])

T Home(1h)
Veamos que Ker(Home (77, h)) = Homejx)(17,T). En efecto, sea
¢ : Home j2)(T", T') = Ker(Home(T", h))
f+1X = gf.

Sea f' € [X]. Notemos que ¢(f') = 0. Asi, ¢ esta bien definida y es un morfis-
mo de R-médulos. Ahora, consideremos 7 : Home (1", T') — Homg (17, T)

y
¥ : Ker(Home (T, b)) — Homge 2y (T, T)

gf = (f')
Luego, sea f': T" — T, entonces
vo(n(f) =v(gf) ==(f),
p(gf) = (f) =gf"
Por lo que F : X % Y/[X] — mod(Z,Y, X[1]) es fiel y pleno. Sean
F' e mod(Z, Y, X[1]),

Hom (X [1], —) """

Homz (Y, —) — F' — 0 una sucesion exacta y
xLrsy M xnpen.
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Asi pues, F' = F(T).

b) Sean T' € X x ),

Homz(h,— Home(g,—
ig ) c(9:—)

Homz(X[1],—) Homz(Y,—) = Hom¢(T,—) — 0

y 0 = K 5 Homz(Y,—) Home(.) Home (7T, —) — 0 sucesiones exactas de

Z-modulos. Por la propiedad universal del Kernel

3l ¢ :Homz(X[1],—) - K

tal que 1 = Homz(h, —). Luego, por (xx*) de a) tenemos la siguiente sucesion
exacta

(Homc(g,_;)yF(T')) ( (Homc(hy_;)vF(T'))

0 = (F(T), F(T")) Homz(Y, —), F(T")) (Homz (X[1], ), F(T")) — 0.

Por lo que Homz (¢, F(T")) es un epimorfismo, con lo cual
ExtL(F(T), F(T") = 0.

¢) Se sigue de a) y la Proposicién 3.2.6. O

Teorema 4.2.3. [IY08, 6.5] Seann > 1, X C C una subcategoria n-inclinante
de conglomerado, C; = X x---x X[i— 1]V 1 <i<n. Entonces, V0 < j<n
el funtor

Fiir : Cyan /[X] = mod(X[1] % - -5 X[j], X[1] x - X[j], X[1])
(T " 7y e (Home(T7, —) ") Home (T, -)).
es una R-equivalencia de categorias que preserva la 2-rigidez.
Demostracion. Se sigue de la Proposicién 4.2.2. []

El siguiente resultado, es debido a Keller y Reiten.

Notacién 4.2.4. Sea A una categoria abeliana con suficientes proyectivos.
Denotamos por gl.dim(A) := sup{pd(A4) | A € S}.

Corolario 4.2.5. [IY08, 6.5] Sean X C C una subcategoria 2-inclinante de
conglomerado y'IT' € C. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen :
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a) el funtor
F:C/[X] = mod(X]1])

(T Ty o Home (77, —) P Home(T, -)),
es una R-dualidad de categorias que preserva la 2-rigidez.

b) Si C es 2-Calabi- Yau, gl.dim(mod(X[1])) < 1 y add(T)NX = 0, entonces
Home (T, T[1]) = 0, si y sdlo si, Extyqxp (F(T), F(T)) = 0.

Demostracion. a) Se sigue de la Proposicion 4.2.3 ¢).

b) =) Se sigue de la Proposicion 4.2.3 b).

<) Por el Teorema 4.1.3 existe X — T EN X'[1] "y X[1] € A, donde
X, X' € X. Notemos que tenemos la siguiente sucesiéon exacta de X[1]-
modulos

0— HOmX[l](X[l], —) — Hom;(m(X'[l], —) — F(T) — 0.

Aplicando el funtor Hom,,q(xp1))(—, F'(T')) a la sucesién anterior, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con renglones exactas y morfismos verticales
isomorfismos, por el Lema de Yoneda

(Homypy (X'[1], =), F(T')) —— (Hompy (X[1], =), F(T))

|

Hom¢ (T, X'[1])

Home (T, X[1]) Home (T, T[1]).

Home (T,h[1])

Por lo que, Hom¢ (T, h[1]) es un epimorfismo. Andlogamente, tenemos que
Homge(h,T) es un epimorfismo. Asi pues, Dr(Home(h,T)) es un monomor-
fismo, con lo que Hom¢ (7', h[2]) es un monomorfismo. Por lo tanto,

Home (T, T[1]) = 0.

El siguiente resultado sera de utilidad para la siguiente seccion.
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Teorema 4.2.6. [KR07, 2.1] Sea T € C 2-inclinante de conglomerado. En-
tonces, la correspondencia

Home (T, —) : C/[add(T'[1])] — mod(I" := End¢(T")%)
es una R-equivalencia de categorias.

Demostracion. Sea M € mod(I"). Por el proceso de proyectivizacion existe
f:T'—T" conT', T" € add(T) y una sucesién exacta

Home(T, T') """ Home (T, T") — M — 0

Sea T' L 1" % x Iy T'[1] € A. Notemos que Home (T, X) = M. Ahora,
sean X, Y € Cyt: Home(7T,X) — Home(T,Y). Por el Teorema 4.1.3
existen
f g h 1 I 9 R
=Ty X =T, T)>T,=>Y =Tl € A,

con Ty, Ty, T{, T € add(T). Por el proceso de proyectivizacion existen
jg: Ty = Ty k : Ty — Tj tales que obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos

Home (T, Ty) 2T Home (T, Ty) 22T Home(T, X) 0
Homc (T,])L Homc (T,k‘)l Lt
HOH]C (T, Tll) W Homc (T, Té) W HOH]C (T, Y) 0.

Por el Proceso de proyectivizacién tenemos el siguiente morfismo de triangulos

Tty L x T

|
o o m

T{ o Tg Y — T'[1]

Por la propiedad universal del Cokernel, concluimos que ¢ = Home (7', 1). Por
ultimo, sean k : X — Y tal que Hom¢ (7', k) = 0 y por el Teorema 4.1.3 existe

LS x B ea,
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con Ty, Ty € add(T). Por lo que existe r : T1[1] — Y tal que rh = k. Por lo
tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Home (T,—)

C mod(T")
c/ [add(T[ DI,
donde 7 : C — C/[add(T[1])] es la proyeccién candnica. O

4.3. Conexion con teoria 7-inclinante

En esta seccion C denotara una categoria 2-Calabi-Yau, T" € C un objeto
2-inclinante de conglomerado y A := End¢ (7).

El objetivo principal de esta seccién es dar una biyeccién entre los objetos
2-inclinantes de conglomerado de C y los A-médulos 7-inclinantes de soporte.

Lema 4.3.1. [AIR14, 4.2] Para las equivalencias de categorias
Home (T, —[2]), vHome (T, —) : add(T) — inj(A),
existe ¢ : Home (T, —[2]) — vHome (T, —) un isomorfismo natural.

Demostracion. Sean ¥ : Home (T, —[2]) — DgHome(—,T) el isomorfismo
natural del hecho de que C es una categoria 2-Calabi-Yau y

® : Home(—,T) — Homy (Home (T, —), A)

el isomorfismo natural dado por el proceso de proyectivizacién. Por lo que
OV : Home (T, —[2]) — vHome (T, —) es un isomorfismo. O

Lema 4.3.2. [Pa08, 3.5] Sea X € C. Entonces, los funtores
D pHome, 71 (X, (1), [T[1])(=, X[1]) : € = mod(R)
son isomorfos.
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Demostracion. Ver [Pa08, Lema 3.3]. O
Proposicién 4.3.3. [AIR14, /.5 Sean X, Y € C tales que

add(X) Nadd(T[1]) = 0 = add(Y) Nadd(T[1]).
Entonces,
a) Home (T, X[1]) = 7Home (T, X) como A-mddulos.

b) la siguiente sucesion es una sucesion exacta de R-mddulos
0 — DrHomp (Home(T,Y), THome (T, X)) — Home (X, Y[1]) — Homa (Home (T, X ), THome (7,Y)) — 0.

En particular, X es 2-rigido, si y sdlo si, Home (T, X) es T-rigido.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.3 existe
T LTS X B ean,

con Ty € add(T) y g : Ty — X una add(T)-cubierta. Aplicando el funtor
Hom¢ (T, —) a 7, tenemos la siguiente sucesién exacta

Home (T, T1) """ Home (T, Tp) """ Home (T, X) — 0.

Por el Corolario 1.2.10 f € rad¢(X,Ti[1]), por el Lema 1.2.6 f es minimal
a derecha. Veamos que Homg(T, f) es minimal a derecha. En efecto, sea
k : Home(T,Ty) — Home(T,Ty). Por el proceso de proyectivizacién existe
K Ty — Ty tal que k = Home(T, k'), por el Teorema 4.2.6 f — fk = sr,
donde r : T4 — T'[1], s : T'[1] — Ty y 1" € add(T). Asi pues, f = fk, por
lo que k es un isomorfismo. Andlogamente Home(7', g) es minimal a derecha.
Por lo que, Hom¢ (7', n) es la presentacion proyectiva minimal de Home (7, X).
Por el Lema 4.3.1 tenemos el siguiente diagrama conmuativo con renglones
exactos y morfismos verticales isomorfismos

0 THome (7', X)) —— vHome (T, 7)) — vHom¢ (T, Tp)

| l

0 = Home (T, To[1]) — Home (T, X[1]) — Home (T, T1[2]) — Home (T, Ty [2)).

b) Consideremos la siguiente sucesion exacta
0— [T[l“(X, Y[l]) — Homc(X, Y[l]) — Homc/[T(l)] (X, Y[l]) — 0.

130



Por el Teorema 4.2.6 y a) tenemos un isomorfismo natural
Homc/[T(l)] (X, Y[l]) = HomA(Homc (T, X), THOIHC (T, Y))
Por el Lema 4.3.2 y lo anterior tenemos los siguientes isomorfos

[T1])(X,Y[1]) = DrHome irqy (Y, X[1]) = DgHomy (Home (7', Y'), 7THome (7', X)).

Notacién 4.3.4. Sean n € NT. Denotamos por :
» n —r1igid(C) := {X € C | X es n — rigido}.
» n—c—tilt(C) :={X € C | X es n — inclinantedeconglomerado}.
» 1 —c— tiltp(C) := {X € ¢ —tilt(C) | add(X) Nadd(T) = 0}.

El siguiente resultado es el principal de esta seccion.

Teorema 4.3.5. [AIR14, 4.1] La asignacion
U2 —rigid(C) — 7 — rigid(A)
X := X' & T'[1] = (Home(T, X'), Home (T, T)),

donde add(X') Nadd(T[1]) = 0 y T" € add(T) es una biyeccion, que se
restringe a las siguientes biyecciones

2 — ¢ —tilt(C) «» sT — tilt(A)

Demostracion. Sea X = X' @ T'[1] € 2 —rigid(C), con T € add(T) y
add(X") Nadd(7T[1]) = 0. Veamos que
(Home (T, X'), Home (T, T")) € 7 — rigid(A).

En efecto, por la Proposicién 4.3.3 Home (T, X') es 7-rigido. Luego, por el
Teorema 4.2.6 y el Lema 4.3.2 tenemos los siguientes isomorfismos
HomA(Homc (T, T/), Homc (T, X/)) = Homc/[Tm] (T/, X/)
= [PAJX[-1], 7))
= Hom¢(X'[-1],T'[1]) = 0.
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Reciprocamente, si (Home (T, X'), Home(T,T")) € 7 — rigid(A), por la Pro-
posicién 4.3.3 y lo anterior X € 2 — rigid(C). Asi pues,

U2 —rigid(C) <> 7 — rigid(A)

es una biyeccién por el Teorema 4.2.6.

Ahora, sean X € 2 — ¢ —tilt(C) e Y € mod(A) tal que
(Home(T, X") & Y,Home (T, T")) € 7 — rigid(A).

Por el Teorema 4.2.6 existe Y’ € C — add(T[1]) tal que Hom¢(7.,Y’) = Y.
Por lo anterior Y/ @ X es 2-rigido, por ende Y’ | X'. Por el Corolario 2.2.12
U(X) € st — tilt(A).

Reciprocamente, si (Home(T, X'), Home(T,T")) € st —tilt(A). Sea Y € C
tal que Y @ X € 2 — rigid(C), por la Proposicién 1.4.13, Proposicién 1.4.14 y
el Lema 2.1.2 b) tenemos que

n = rk(Home (T, X'), Home(T,T")) < tk(¥(Y & X)) < n.
Por lo tanto, Y | X.

La tultima biyeccion se sigue de la anterior. ]

Definicién 4.3.6. Sean X € 2 —rigid(C) y I' := End¢(X). Decimos que X
es casi completo 2 inclinante de conglomerado si rk(X) = rkKy(I') — 1.

El siguiente resultado es un analogo a las subcategorias silting.
Corolario 4.3.7. [AIR14, 4.5| Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Sea X C C una subcategoria 2 inclinante de conglomerado, entonces eziste
X €C tal que add(X) = X.

b) SiY € C es casi completo 2 inclinante de conglomerado, existen Z, W &
ind(C) Z # W tales que Y & Z, Y @ W € 2 —c — tilt(C).

c) S1 X € 2 —rigid(C), existe Y € C tal que X @Y € 2 — ¢ —tilt(C).
d) [ZZ11, 3.5] Si X € 2 —rigid(C), entonces X € 2 — ¢ —tilt(C), si y sdlo si,
rk(X) = k(7).
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Demostracion. a) Se sigue del Teorema 4.3.5.
b) Se sigue del Teorema 4.3.5 y el Teorema 2.3.8.
c) Se sigue del Teorema 4.3.5 y el Teorema 2.2.10.

d) Se sigue del Teorema 4.3.5.
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Apéndice A

Teoria de representaciones

En este apéndice introducimos conceptos y terminologia fundamentales para
el estudio de esta tesis, como lo son la nocién de algebras de Artin, translacién
de Auslander-Reiten, modulo inclinante, categoria triangulada, categoria ho-
motopica y la categoria de funtores. Cabe resaltar que dicha introduccion, en
algunos aspectos, es meramente recordatoria y que no pretende ser exhausti-
va. Para complementar algunas de las nociones que usaremos libremente en
la presente tesis (como por ejemplo, las nociones de médulo proyectivo, equi-
valencia de categorias y radical) se recomienda consultar [ACPV06], [ARS95]
[ASS06] y [GMO03].

A.1. Clases cubrientes y envolventes

En este capitulo C denotara una categoria aditiva y todas las subcategorias
seran plenas.

Definicion A.1.1. Sea f: X — Y en C. Decimos que:

a) f es minimal a izquierda, si para todo diagrama conmutativo

x—1 .y
\lh
Y.



se tiene que h es un isomorfismo.

b) f es minimal a derecha, si para todo diagrama conmutativo

h[\

A7

Y,

se tiene que h es un isomorfismo.
Definicién A.1.2. Sean X C C una subcategoria y A € C. Decimos que:

a) f: A— X es una X-preenvolvente de A, si X e XY yVg: A— X' con
X' € X existe h : X — X' tal que g = hf. Una X-preenvolvente f de A
es una X-envolvente de A, si f es minimal a izquierda.

b) t: X — A es una X-precubiertade A, si X € X yVr: X' — A con
X' € X existe s : X' — X tal que r = ts. Una X-precubierta f de A es
una X-cubierta de A, si f es minimal a derecha.

Definiciéon A.1.3. Sean X C C una subcategoria. Decimos que:

a) X es una clase preenvolvente (envolvente), si todo C' € C tiene una
X-preenvolvente (X-envolvente).

b) X es una clase precubriente (cubriente), si todo C' € C tiene una X-
precubierta (X-cubierta).

c) X es funtorialmente finita, si es precubriente y preenvolvente.
Definicion A.1.4. Sea X € C. Decimos que:

a) mp : Po(X) — X es una cubierta proyectiva, si 7 es una proj(C)-
cubierta. P1(X) & Py(X) © X — 0 es una presentacién proyectiva
minimal, si m; es la composicion del Kernel de 7 y la cubierta proyectiva
de Ker(m)

b) 1o : X — [H(X) es una envolvente inyectiva, si ¢y es una
inj(C)-envolvente. 0 — X % Io(X) 5 I;(X) es una presentacién
inyectiva minimal, si ¢ es la composicion del Cokernel de ¢y y la envol-
vente inyectiva de Coker(tg).
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A.2. Algebras de Artin

Definicion A.2.1. Sean C una categoria y R un anillo conmutativo. Decimos
que C es una R — categoria si satisface

a) Home(X,Y) € Mod(R) VX, YeC.

b) la composicién en C es R-bilineal. Es decir, (rf + g)h = r(fh) + gh y
frg+ k) =r(fg)+ fk, Y f, g, h, k € Hom¢ V r € R, donde tengan

sentido las composiciones anteriores.

Si R = 7Z decimos que C es una Z-categoria o bien una categoria preaditiva.
Definiciéon A.2.2. Sea C una categoria preaditiva. Decimos que C es una
categoria aditiva, si tiene objeto cero y V X, Y € C existe el coproducto
XY eC.

Definicion A.2.3. Sea A una R-algebra. Decimos que A es una R — algebra
de Artin, si R es un anillo artiniano y A € mod(R).

Teorema A.2.4. Sean A una R-dlgebra de Artin e I := Iy(top(R)). Enton-
ces, el funtor

Dy := Homg(—, 1) : mod(A) — mod(A?)

es una dualidad de categorias y Dpor : mod(A?) — mod(A) es un casi-
inverso, esto es, Dy o Dyor > 1oq(aor) 4 Daor © Dy 22 1y0q(a)-

Demostracion. Ver [ARS, Teorema 11.3.3]. O]

Definiciéon A.2.5. Denotamos por:

a) F(mod(A)) al grupo abeliano libre generado por las iso-clases [M] de equi-
valencias de médulos en mod(A), donde

[M] :={N € mod(A) | N = M}.
b) R(mod(A)) al subgrupo de F(mod(A)) generado por las siguientes expre-

siones [N]|+[L]—[M] siempre que 0 - N — M — L — 0 sea una sucesién
exacta.

¢) El grupo de Grothendieck Ky(A) := F(mod(A))/R(mod(A)).
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Teorema A.2.6. Sean A un dlgebra de Artin y {S1,Ss,---,S,} un sistema
completo de A-mddulos simples. Entonces, el grupo Ko(A) es abeliano libre

con base {S1, S, , S}
Demostracion. Ver [ARS95, Teorema 1.7]. O

El siguiente resultado nos dice que el anulador del dual de un modulo es el
mismo.
Lema A.2.7. Sean A una R-dlgebra de Artin. Entonces,

ann(M) = ann(Dy M) VM € mod(A).

Demostracion. Ver [F1, Ejercicio 3.6.7]. O
Definicion A.2.8. Sea A una R-algebra de Artin. El funtor estrella es

()" := Homp(—, A) : mod(A) — mod(AP).

El siguiente resultado nos dice que el funtor estrella se restringe a una equi-
valencia de categorias.
Proposicion A.2.9. El funtor

()" : proj(A) — proj(A®?),
es una equivalencia de categorias, con cuasi-inversa
()" : proj(A®) — proj(A).

Demostracion. Ver [ARS, Proposicién 11.4.3]. O

Definicion A.2.10. Sea A una R-algebra de Artin. Decimos que A es basica
si A =@} P, con P, € ind(proj(A)), entonces P; 22 P, si i # j.
Proposicion A.2.11. Sea A una R-dlgebra de Artin. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) A es basica.
b) AJrad(A) es bdsica.
c) A= @f’:le, con Dy un anillo con division.
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d) AP es basica.

Demostracion. Ver [ARS, Proposicién 11.2.7]. O

Lema A.2.12. Sea €2 = e € A. Se tiene el siguiente isomorfismo funtorial
Homy (Ae, M) = DyorHomy (M, DyoreA) V M € mod(A).

Demostracion. Ver [ACPV06, Lema 1.1.2]. O

A.3. Algebra de Kronecker

En esta seccién k denotara un campo.

En esta seccion daremos una descripcién de los A-moédulos inescindibles del
algebra de Kronecker.

Definicién A.3.1. Sea Q@ : o! a: o? . El dlgebra de Kronecker es
B
A= kQ.

Las siguientes representaciones nos ayudaran a describir los A-mdédulos ines-
cindibles. Sean p € P1(k) (P!(k) es la recta proyectiva) y n € N.

()

Qn = k" gt
0
1
(1kn,O)
Jp = k"1 k",
(071k")
1pn
Rp,n = k" k" )
Inp



donde J,, ;, es el bloque de Jordan correspondiente al valor vector p, de tamato
n. El siguiente resultado nos da una buena visién de la categoria mod(A),
donde A es el algebra de Kronecker.

Teorema A.3.2. Sea A el dlgebra de Kronecker. Entonces,

a) ind(A) ={Q, |neN}U{J, |neN}U{R,; |i e N"ypeP(k)}.
b) dimExth(J,, J,n) = max{0,m —1—n} = dimExt}(Q.n, Q,) ¥ n, m € N.

¢) dimExty (Qy, J) = 0 = dimyExt!(Q,, R, ;) = dimExt}y(R,;, Jm) V¥ n,
meN,VjeNT, VpePl(k).

d) dimExtly(J,, Ry;) = j = dimExt)(R,;,Q,) ¥V n € N,V j € Nt V
p € PL(k).

e) 0, ,min{i,j} = dimyExty (R, ;, R.;) V j, i € NT, ¥V p, ¢ € PX(k).
f)0—=Qn1— Q> = Qui1 — 0, es una sucesion ezacta V n € NT.

g) 0= Juy1 — J2 — J,o1 — 0, es una sucesién exacta ¥V n € NT,

Demostracion. Ver [ARS95, Teorema VIIIL.7.5]. O

A.4. Teoria de Auslander-Reiten

En esta seccién A denotara una R-algebra de Artin.

Definiciéon A.4.1. Sea C una R-categoria aditiva. Un ideal I < C es una
clase de morfismos I = {I(X,Y)}(xy)ec> tal que

a) I(X,Y) es un R-submédulo de Home(X,Y).

b) Para toda sucesion W "x Ly Zen C, se tiene que, si f € I[(X,Y)
entonces gf € (X, Z)y fh e I(W)Y).

Proposicion A.4.2. Sean C una R-categoria aditiva e I < C. Entonces, el

cociente C /I es una R-categoria aditiva, donde

a) Obj(C/I) := Obj(C).
b) Home,(X,Y) := Home(X,Y)/I(X,Y)V X, Y € C.
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c) (f+I(Y,Z))oc/r(g+1(X,Y)) = fg+I(X,Z) Vf:¥Y —=Z,g:X—=Y.

Demostracion. Basta ver que la composicion esta bien definida para ver que
C/I es una categoria. En efecto, sean f1,fo : X = Y, g1,92 : Y — Z tales
que fi + I(X,)Y) = o+ I(X,)Y)y g+ 1Y, Z) = g0+ [(Y,Z). Entonces
fi— fo € I(X,Y), y por definicién ¢1(f1 — f2) € I(X,Z). Andlogamente
(91 —92)f2 € I(X,Z), con lo cual g1f1 — gofo € I(X,Z) porque I(X,Z) es
un submédulo de Home (X, Z). Asi g1 f1 + (X, Z) = gofo + (X, Z) y por lo
tanto la composicion esta bien definida. Usando ahora que C es aditiva, se
sigue via el funtor cociente ¢ : C — C/I, que C/I es aditiva. ]

Definicion A.4.3. Sea X C C una subcategoria. Decimos que f : M — N
en C se factoriza a través de X si existen g : M — X , h: X — N, con
X € X, tales que f = hg.

Notacién A.4.4. Sea X C C una subcategoria. Denotamos por [X] a los
morfismos en C que se factorizan a través de X .

Proposicion A.4.5. Sean C una R-categoria aditiva y X C C una subcate-
goria aditiva. Entonces, [X] es un ideal en C.

Demostracion. Sean f,g : A — B € [X] y r € R. Con lo cual existen
flrA=-X "' X—>B ¢d . A= X'yvq¢": X' = B,con X, X" € X, tales
que f = f"f"y g = ¢"¢'. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A g B .

@JX@X "

Es claro que [X] satisface la propiedad b) de la definicién de ideal. O

Definicién A.4.6. Sea M € mod(A). El transpuesto de M es el A°’-mddulo
Tr(M) := Coker((m)").
Con lo cual, se tiene la siguiente sucesion exacta en mod(A%)
M* — Po(M)* — Py(M)* — Tr(M) — 0.
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Proposicion A.4.7. La transpuesta de un modulo, define una equivalencia
de categorias

a)
Tr : mod(A) — mod(AP),

con cuasi-inversa Tr : mod(A°?) — mod(A).

b) La composicion
7 := DperTr : mod(A) — mod(A)

es una equivalencia de categorias con cuasi-inversa
771 := TrD, : mod(A) — mod(A).

Demostracion. a) Ver [ARS, Proposicién 1V.1.6].

b) Ver [ARS, Proposicién IV.1.9]. O

A 7, 77! se les conocen como las traslaciones de Auslander — Reiten. A
continuacion veremos algunas propiedades de estas traslaciones.

Proposicion A.4.8. Las siguientes condiciones se satisfacen.
a) T B M; =@ TM,; V {My, -, M,} € mod(A).

b) TM =0, siy solo si, M € proj(A).

c) TM € ind(modz(A)) V M € ind(A) — proj(A).

d) 7t M = Mp V M € mod(A).

e) TTIM = Mz V M € mod(A).

Demostracion. Ver [ARS95, Proposicién 1V.1.10]. O

La siguiente proposicion relaciona las traslaciones con la dimensién proyecti-
va e inyectiva de un A-modulo.

Proposiciéon A.4.9. Sea M € mod(A). Entonces,
a) pd(M) <1 <= Homy(DpewA, 7M) = 0.
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b) id(M) <1 <= Homy(t7'M,A) =0.
Demostracion. Ver [ARS95, Proposicién 1V.1.16]. ]

Las siguientes férmulas son conocidas como las féormulas de
Auslander — Reiten.

Teorema A.4.10. Sean M y N € mod(A). Entonces, se tienen los siguientes
wsomorfismos de R-modulos

Ext} (M, N) = DgrHom, (7' N, M) = DgHomy (N, 7M),

los cuales son funtoriales en ambas variables.

Demostracion. Ver [ASS06, Teorema 1V.2.13]. O

La siguiente sucesion es canonica para el transladado de Auslander-Reiten.
Proposicién A.4.11. Sea M € mod(A). Entonces, la siguiente sucesion es

exacta

0 — M — vP (M) "% vpo(M) "t < 0,

donde v := DpyopHomp(—, A) : mod(A) — mod(A) es el funtor de
Nakayama.
Demostracion. Ver [ASS06, Proposicién IV.2.4].

Definicién A.4.12. Sean @} ;M; =: M € mod(A), donde M; € ind(A) V
1 <i<ny N €ind(A). Decimos que:

a) N es preinyectivo si existe n € N tal que 77"N € inj(A)
b) M es preinyectivo si M; es preinyectivo V 1 < i < n.
c) N es preproyectivo si existe n € N tal que 7" M € proj(A).

d) M es preproyectivo si M; es preproyectivo V 1 < i < n.
Notacién A.4.13. Denotamos por gl.dim(A) := sup{pd(A4) | A € A}.
Definicién A.4.14. Decimos que A es hereditaria, si gl.dim(A) < 1.
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La siguiente definiciéon nos permite dar una descripcion de los A-moddulos
preinyectivos en algebras hereditarias.

Definicién A.4.15. Sean I’ : C — D un R-funtor aditivo entre R-categorias
Krull-Schmidt. El soporte del funtor F es

SuppF = {X € ind(C) | F(X) # 0}.
Proposiciéon A.4.16. Sea M € mod(A). Entonces, M es preinyectivo, si y
sdlo si, SuppHomy (M, —) es finito.
Demostracion. Ver [ARS95, Proposicién VIII.1.9]. O

Definicién A.4.17. Decimos que A es de tipo de representacion finita,
si [ind(A)| = n, con n € N.

Proposicion A.4.18. Sea A hereditaria. Entonces, A es de tipo de represen-
tacion finita, si y solo si, existe M € ind(A) tal que M es preproyectivo y
preinyectivo.

Demostracion. Ver [ARS, Proposiciéon VIII.1.14]. O
Proposicion A.4.19. Sea M € mod(A). Entonces add(M) es una clase

funtorialmente finita.

Demostracion. Ver [Malb, Proposicién 4.1.13]. ]

A.5. Algebras con radical cuadrado cero

En esta seccién A denotard una algebra de Artin tal que rad?(A) = 0.

La siguiente algebra de matriz triangular es importante en el estudio de A.

_ (top(A) 0
AA) = (rag(/\) top(A)) '

Lema A.5.1. [A16, 3.5] Sea f: M — N un morfismo de A-mddulos no nulo
tal que Im(f) Crad(N). Entonces, existe un unico morfismo

f : top(M) — rad(N)

144



tal que f = ifp, donde p : M — top(M) es la proyeccion candnica e i :
rad(N) — N es la inclusion.

Demostracion. Notemos que f(rad(M)) C rad®(N) = 0. Por lo que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 rad(M) M top(M) 0
L f ETi
\
0 0 N N 0.
Por lo tanto, f = ifp. ]

El siguiente resultado nos da la conexién entre las categorias mod(A) y

mod(A(A)).

Proposicién A.5.2. Sea M € mod(A). El funtor

F :mod(A) — mod(A(A))

(M EN N) — (top(M) @ rad(M) e top(N) @ rad(N)),

donde el siguiente diagrama conmuta

0 ————rad(M) M top(M) 0
flL Lf sz
0 rad(NV) N top(N) 0,

satisface las siguientes propiedades:

a) F es pleno.

b) M € ind(A), siy sdlo si, F(M) € ind(A(A)).

c) M € proj(A), si y sélo si, F(M) € proj(A(A)).

d) (m9)2 ® (m9)1 : F(Po(M)) — F(M) es la cubierta proyectiva de F(M).

e) I induce una equivalencia de categorias entre mod(A) y mod(A(A)). Mas
atn, AN(A) es hereditaria.
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f) 0 — 0@ top(P1(M)) g F(Py(M)) (o)) F(M) — 0 es la presenta-
cion proyectiva minimal de F(M).

g) Sea {S;}I, un sistema completo de A-mddulos simples. Entonces,
{Si©0,008;(i,j) € {1, n}"}

es un sistema completo de /\(A)-mddulos simples.

h) ind(proj(A(A))) = {0 @ top(P), top(Q) @ rad(Q) | P, Q € ind(proj(A))}.

i) ind(inj(A(A))) = {soc({) @ 0, Homyap(a)(rad(A), soc(J)) @ soc(J) | I, J €
ind(inj(A))}.

j) Sea S € mod(A) simple no inyectivo. Entonces, T F(S) = F(r719).
Demostracion. a) Ver [ARS95, Proposicion I11.2.2 y Lema X.2.1 (a)].
b) Ver [ARS95, Proposicién 111.2.2 y Lema X.2.1 (d)].

¢) Ver [ARS95, Proposicién 111.2.2 y Lema X.2.2].

d) Por el Lema de la serpiente se tiene que ()2 @ (7)1 es un epimorfis-
mo. Sea g : F(Py(M)) — F(Pyo(M)) tal que ((m)2 @ (79)1)g9 = (70)2 @ (70)1.
Por a) g = g2 @ g1, donde tenemos el siguiente diagrama conmutativo con
filas exactas

0——rad (Po(M)) — Po(M) — Po(M) /rad (Po(M)) —0

o :

0——rad (Po(M)) — Po(M) — Po(M) /rad(Py(M)) —0

(Wo)lj lWO l(ﬂo)z

0 ——rad(M) M M /rad(M) ———0.

q

Puesto que ()2 es un isomorfismo y (mg)2g92 = (7g)2, concluimos que g, es
un isomorfismo. Ahora, notemos que ¢myg’ es un epimorfismo, por lo que my¢’
es un epimorfismo. Asi pues, ¢’ es un isomorfismo. Dado que F' es un funtor,
tenemos que g es un isomorfismo. Por b) (mg)s @ (mg)1 : F(Po(M)) — F(M)
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es la cubierta proyectiva de F'(M).
e) Ver [ARS95, Proposicién 111.2.2 y Teorema X.2.4].

f) Dado que Ker(m;) C rad(P;(M)), tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

0 ——Ker(m) ——P1(M) ——Ker(my) ——0

[
| | EL
y

0——rad(Py(M)) — Py (M) —— top(P1 (M)) —0.

Por lo que ¢(top(P1(M))) < £(Ker(mp)). Consideremos m; = i71p, la descom-
posicion de m; como en el Lema A.5.1. Notemos que 0 = mym = imp, por lo
que 0 = 777. Asi pues, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 — top(P1(M)) =~ rad(Py(M)) — Coker(77) —= 0

[
30 H |
]

0 —— Ker(m) M) top(Po(M)) —0.

Por el Lema de la serpiente [ es un monomorﬁsmo. Por lo que [ es un isomor-

fismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 0
Ker((mg);) — Ker(m)
0 ——rad(Po(M)) —=Po(M) ——top(Po(M)) —0

(m0)1 7o j(ﬂo)z
0 ——rad(M) M top(M) ——0

0 0.

Concluimos que 0 — top(P1(M) 5 rad(Po(M)) (Tofs rad(M) — 0 es una
sucesion exacta. Por d) A(A) es hereditaria y por lo tanto,

)
0 — 0@ top(P1(M)) "5

( (M)) (Wo)ﬁgﬁo)l F(M) 0
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es la presentacion proyectiva minimal de F'(M).
g), h) e i) Ver [ARS95, Proposicion I11.2.5 y Teorema X.2.4].

j) Se sigue de [ARS95, Corolario V.3.5, Teorema X.1.3], e) y f). ]

El resultado anterior y las siguientes definiciones nos servirda para decidir
cuando A es de tipo de representacion finita.

Definicién A.5.3. Decimos que (Q,v) es un carcaj valuado, si () es un
carcaj y v : ()1 — N x N es una funcién.

Definicién A.5.4. Sea {S;}!"; un sistema completo de A-médulos simples.
El carcaj valuado de A (Q*,v,) se define como sigue:

= Kl conjunto de vértices es {S;}" ;.
= El conjunto de flechas es S; — S, si Ext}(S;, ;) # 0.

s Consideremos la valuacion
A

Qo SZ — Sj —> (dimEndA(S )(EXt}X(SZ, Sj)), dim(EndA(Si)op)(EXt}\(Si, Sj)))

Definicion A.5.5. Sea (@, v) un carcaj valuado. El carcaj separado de Q)
(Qs,vq) se define como sigue:

= El conjunto de vértices es @y x {0, 1}.
= El conjunto de flechas es {a@: (7,0) — (7,1) |a: 1 — j € @1}

» Consideremos la valuacién
vg 1 Qs, + N x N
@: (i,0) = (j,1) — v(a)
El carcaj separado de A es Ag := (Q4, vga).
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Definiciéon A.5.6. Las siguientes graficas son las graficas Dynkin:

A, = o6 0y---0, | o, n > 1.
4
\
D, = o o, -0, | °, n>4
/
®)
3
Eg := o * o o5 o
®3
b= o o o o o o;
o3
Eg = o o o, o o o og.

Teorema A.5.7. Para cada A tal que rad®(A) = 0 se tiene que
a) As = (Q°™, vaw)).
b) Las siguientes condiciones son equivalentes.

m A es de tipo de representacion finita.

n vor(a) = (1,1) Vo € (As,) y la grdfica subyacente de Ag es una union
disjunta finita de graficas Dynkin.

Demostracion. Ver [ARS95, Teorema X.2.6]. O

Por 1ltimo, el siguiente resultado es debido a P. Gabriel.
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Teorema A.5.8. [Ga72] Sea A hereditaria (no necesariamente rad*(A) = 0).
Entonces, A\ es hereditaria, si y sélo si, la grdfica subyacente de Q* es una
union disjunta de grdficas Dynkin y v(a) = (1,1) ¥V a € Q3

Demostracion. Ver [ARS95, Teorema VIIIL.5.4]. O

A.6. Teoria inclinante clasica

En esta seccién A denotara una algebra de Artin.

Definiciéon A.6.1. Decimos que T' € mod(A) es inclinante parcial si satis-
face las siguientes condiciones.

TM1) pd(T) < 1.
TM2) Ext} (T, T) = 0.
Si ademas, T satisface la siguiente propiedad

TM3) Existe una sucesion exacta
0—>A—->T —-T"—0,

con T", T" € add(T'), decimos que T es inclinante.
Definicion A.6.2. Decimos que C' € mod(A) es coinclinante si D,C' es
inclinante.
Definicién A.6.3. Decimos que un par de subcategorias (7, F) de mod(A)
es un par de torsién, si T = Lo F y F = T1o.

Las subcategorias T y F son llamadas, respectivamente, la clase de
torsion y la clase libre de torsién. La siguiente proposiciéon nos describe
las clases de torsiéon y las clases libres de torsion.

Proposicién A.6.4. a) Sea T C mod(A). Entonces, T es una clase de tor-
sion, si y solo si, T es cerrada por extensiones y cocientes.

b) Sea F C mod(A). Entonces, F es una clase libre de torsion, si y solo s,
F es cerrada por extensiones y submodulos.
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Demostracion. Ver [ACPV06, Proposicién 2.1]. O

El siguiente ejemplo nos dice que la nociéon de clase de torsiéon y clase libre
de torsién son duales.

Ejemplo A.6.5. Sea (7, F) un par de torsién en mod(A). Entonces,
(DaF . DaT)

es un par de torsién en mod(A).

Ver [ASS06, Ejemplo. VI.1.2].

La siguiente definicién nos ayudara a fabricar pares de torsién en mod(A).

Definicién A.6.6. Sea C C mod(A). Decimos que C N 11C (respectiva-
mente, C N C1') es la clase de los Ext — proyectivos (respectivamente,
Ext — inyectivos) en C.

Lema A.6.7. Sea M € mod(A) Ext-proyectivo en gen(M). Entonces,

(gen(M), M)
es un par de torsion.

Demostracion. Ver [ASS06, Lema IV.1.9]. O

Lema A.6.8. Sea M € mod(A) gen-minimal tal que gen(M) es una clase de
torsion. Entonces, M es Ezxt-proyectivo en gen(M).

Demostracion. Ver [ASS06, Lema IV.6.1]. O

La siguiente proposicién caracteriza los A-mdédulos Ext-proyectivos y Ext-
inyectivos en un par de torsion.

Proposicién A.6.9. [Ho82, 1,2] Sean (T,F) un par de torsion en mod(A),
M €ind(T) y N € ind(F). Las siguientes condiciones se satisfacen:

a) M es Ext-proyectivo en T, si y sdlo si, TM € F
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b) M es Ezt-inyectivo en T, si y sdlo si, existe I € ind(inj(A)) — F tal que
tr(I) = M.

c) N es Ext-inyectivo en F, si y solo si, 71N € T.
d) N es Ext-proyectivo en F, si y solo si, existe P € ind(proj(A)) — T tal
que P/t7(P) = N.

Demostracion. Ver [ASS06, Proposicién VI.1.11]. O
Proposicién A.6.10. Sean M € mod(A) e I := ann(7). Entonces,
P(gen(M))
es un A/I-mddulo inclinante. Ademds,
rk(P(gen(M))) = rkKo(A) = rk(I(gen(M))).

Demostracion. Ver [ASS06, Lema VI.6.4]. O

Definicién A.6.11. Sea M € mod(A). Decimos que M es fiel, si ann(M) =
0.

Proposiciéon A.6.12. Sea T' € mod(A). Si T es inclinante parcial, entonces
Homy(T,7T) = 0. Si T es fiel, la reciproca también vale.

Demostracion. Ver [ACPV06, Lema 1.2.7]. O

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Brenner y
Butler.

Teorema A.6.13. Sean T un A-mddulo inclinante y I' := Endy (7). En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Los funtores Homy (T, —) : gen(M) — sub(DreT) 3
T @p — : sub(DreT) — gen(M)

son equivalencias casi-1nversas.

b) Los funtores Ext}(T,—) : T*o — Tp° y Tor[ (T, =) : T° — T*o son
equivalencias casi-inversas.
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Demostracion. Ver [ACPV06, Teorema 1.4.7]. O

La siguiente caracterizaciéon de modulos inclinantes es una consecuencia del
Teorema de Brenner y Butler, la cual es debida a K. Bongartz.

Teorema A.6.14. Sea T' € mod(A) inclinante parcial. Entonces, T es incli-
nante, si y solo si, tk(T) = rkKy(A).

Demostracion. Ver [ACPV06, Corolario 1.5.6]. O

A.7. Categorias trianguladas

En esta seccién C denotara una R-categoria.

Definicién A.7.1. Sea [1] : C — C una R-equivalencia de categorias.

a) Un triangulo en C es un diagrama de la siguiente forma
n: XLy % z5h xn.

b) Un morfismo de tridngulos es un triple (u,v,w) tal que el siguiente dia-
grama conmuta

n:  X-Ley-foz hox[
Lu lv w lu[l]

. / / /
£ XY —- 2 X1,

Donde 7 y £ son tridngulos. Decimos que (u,v,w) es un isomorfismo si
u, v, w son isomorfismos. En tal caso, escribimos n = €.
Notacién A.7.2. Sean n € N y [1] : C — C una R-equivalencia de cate-
gorias. Denotamos por :

w [n+ 1] = [n][1].
o [-n—1] = [=n][-1].
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Definicién A.7.3. Decimos que (C, [1], A) es una categoria triangulada, don-
de [1] : C — C una R-equivalencia de categorfas y A es una familia de
triangulos (llamados tridngulos distinguidos) en C si:

a) X 3 X 50— X[1] € A.

b) Sin € Ayn=E, entonces £ € A.

c)Si f: X — Y es un morfismo en C, entonces existe X Ly & zn

X[1] € A.

DXLy Szhxnen, siysoosi, v % 2% x11) Wyp)ea.

SiX Ly Szhxn, XLy S 28 X1 €Ay existen u,v
tales que vf = f'u, entonces existe w tal que (u,v,w) es un morfismo de
triangulos.

f) El siguiente axioma es llamado el axioma del octaedro. Si X Ly S zh
X[, Y5 A 5B Y[1], X hatos X|[1] € A, entonces existen
F, G tal que el siguiente diagrama conmuta

U
x Loy 9.7 oxp
b ]
XAt o= X[
lf H G lf[l]
Y LAt B L y[1]
de o
Z[1|=—Z[1]

y 1 es un tridngulo distinguido.
Proposicion A.7.4. Sea (C,[1],A) es una categoria triangulada. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Cambio de base. Si X Ly 4 zh X[1], X’ Loyr 9 7 I X'[1] € A,
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entonces existe un diagrama conmutativo

X/ X/
f‘/
A Y’ X[1]
| a
—Y ——Z—— X[
h/
X'1]=X"[1],

donde todos los tridngulos son distinguidos.

b) Cambio de cobase. Si X Ly 4 gh X[1], X’ Ly S 71 X'[1] € A,

entonces existe un diagrama conmutativo

X/ X/

f/
Xty 9 7z o oxq
L |
X A A X[1]

h/

X'[1]=—=X"[1],

donde todos los tridngulos son distinguidos.

Demostracion. Ver [NeOl, Proposicién 1.4.6]. O

Definicién A.7.5. Sean (C,[1],A) una categoria triangulada y X C C una
subcategoria aditiva. Decimos que X es un subcategoria triangulada, si sa-
tisface las siguientes condiciones:

a) Si X € X, entonces X[1] € X' y X[-1] € X.

b) Six Ly % Z£>X[1] € Ay X, Y € X, entonces existe Z' € X tal que
A=A

Ademas, si X es cerrada por sumandos directos, diremos que X es gruesa.
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Veamos algunas propiedades basicas de las categorias trianguladas.

Proposicién A.7.6. Sean (C,[1],A) una categoria triangulada, n : X EN
VA X[1],¢: X’ Ly % 7 I X'[1] € A. Las siguientes condiciones
se satisfacen

Jnot=XeX'Yyvey ™ zoz"l (x e X)) € A.
b) f es un pseudokernel de g y h es un pseucokernel de g.

c) Si (u,v,w) :n — & es un morfismo de tridngulos y u,v son isomorfismos,
entonces w es un isomorfismo.

d) St h =0, entoncesY =X & Z.

e) Si f es un split-mono, entonces h = 0.

Demostracion. Ver [F113, Lema 1.3.6, Lema 1.3.8, Lema 1.3.9] y [GMO03, Co-
rolario IV.1.4]. O
Lema A.7.7. Sean X, )Y, Z C C subcategorias. Entonces,

(X))« Z=Xx%(Y=x*2).

Demostracion. C) Sean V € (X %)) x Z, X LU sy - X[1] € A
yU 5V — Z — U[l] € A. Luego, consideramos el siguiente tridngulo

distinguido X Ly osr X [1]. Por el axioma del octaedro tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

x-t.u Y — X1
b
XAy ——T——X[1]
/I
U—rV—nZ Ul

]

Y] —Y][1]



yn:Y =T —Z —Y[l] € A. Por lo tanto, V € X % (Y * 2).
D) Sea Ve Xx(Vx2), V-] L U] - X >VeAyU-125
Z|-1] =Y = U € A. Luego, consideramos el siguiente tridngulo distinguido

V[—1] %4 Z|—1] - T — V. Por el axioma del octaedro, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

V-1 U1 —— X —— V1]
e
Vil Z ) T ——
A SR
Ul-1]—~Z[-1] T U
X[1]|=—=X]1].
Como X =T —=Y - X[1]yT -V — Z — TI1] son tridngulos distingui-
dos se tiene que V € (X x ) * Z. O
Lema A.7.8. Sean X4, --- , X, C C subcategorias. Entonces,

(X % - x X,)[m] = X[m] % - - % X, [m)] Vm € Z.

Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre n.

C)Sean X € Xyx---x X, x X1y X1 = X — Y — Xj[1] un tridngulo distin-
guido, con X; € X1y Y € Ay*---xAX,1. Consideramos el siguiente tridngulo
distinguido X;[m] — X[m] — Y|m| — Xi[m + 1], con X;[m] € Xi[m] y por
hipétesis de induccion

Ym] € (Xyx -+ x X,11)[m] = Xo[m] * - -+ % X q[ml.
Con lo cual X [m] € Xj[m] * -+ x X, 11[m)].

D) Sean X € Xj[m] * -+ x X, q[m] y Xqi[m] = X — Y[m] —» Xi[m + 1]
un tridngulo distinguido, con Xi[m] € A} y por hipédtesis de induccién

Y[m] ~ Xg[m] koo k Xn+1[m] = (Xg koeee 3k Xn+1)[m]
AsiY € Xy x---x X, y por lo tanto X € (Xy % - x X,.1)[m)]. O

157



Definicién A.7.9. Sean (C,[1], A) una categoria triangulada y D una cate-
goria abeliana. Decimos que un funtor aditivo F': C — D es cohomolégico,
si F(X) P F(Y) ) F(Z) es una sucesion exacta V X Ly S zh X|[1] €
A

Proposicién A.7.10. Sea (C,[1], A) una categoria triangulada. Los funtores
Home (X, —), Home(—, X) : C — Mod(R) son cohomoldgicos.

Demostracion. Ver [GMO03, Proposicién 1V.1.3]. O

Definicién A.7.11. Sean (C, [1], A) una categoria triangulada. Decimos que
C es una R-categoria de Artin, si:

a) R es un anillo artiniano.

b) C es Hom-finita (esto es, Hom¢(X,Y) € mod(R)) V X, Y € C.

Note que toda R-categoria de Artin es Krull-Schimdt (Lema 1.1.16, Corolario
1.1.17).

A.8. La categoria homotdépica KC(A)

En esta seccién A denotard una R-categoria abeliana.

Definiciéon A.8.1. Un cocomplejo C*® en C es una sucesion
o dnfl ar
C*:oo L on S ot

de morfismos en C tal que d"d"! = 0 V¥ n € Z. Decimos que el cocomplejo
C* es aciclico, si dicho cocomplejo es una sucesién exacta.
Definicion A.8.2. Sean C* y D*® cocomplejos en A. Una familia

p:={¢' :C" = D'}z
de morfismos en A es un morfismo de complejos ¢ : C* — D*, siVn € Z
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el siguiente diagrama conmuta

dTL
Cn C On—i—l
s0n+1 L jspnﬂ

D" —— D",
dp

Sean ¢ : C* — D*®* y ¢ : D* — E*® morfismos de complejos. La composicién
de morfismos esta dada por

Yo = {wlgoz O — Ei}iez.

Ya que los morfismos de complejos son definidos entero a entero, como mor-
fismos en A, es facil ver que los complejos forman una R-categoria aditiva.
Denotaremos por Kom®(A) a la categoria de cocomplejos sobre A.

Definicién A.8.3. Sea C'* € Kom*(A). La n — ésima cohomologia es
H"(C*) := Coker(Im(d"~ ") — Ker(d")).

Definicién A.8.4. Sean ¢, ¢ : C* — D*®* en Kom*®(.A). Decimos que ¢ y 1) son
homotépicos en Kom®(A), si existe una familia S = {S" : C" — D" '},
de morfimos en A, llamada homotopia, tal que

" — " =dy ST 4+ S"T L Vn € Z.
En tal caso, se suele escribir S : ¢ ~ 9 o bien ¢ ~ .

El siguiente resultado nos va a poder definir un ideal en K(.A).

Proposicién A.8.5. a) La n-ésima cohomologia H" : Kom*(A) — A define
un R-funtor fiel y pleno.

b) Si g, f:C*— D* son homotdpicos, entonces H"(g) = H"(f) Vn € Z.
Demostracion. Ver [Ro09, Teorema 6.8, Teorema 6.14]. O
Por lo anterior

H(C*D*) ={feC*—=D*|H'(f)=0 VnelZ}
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es un ideal en Kom®(A). Denotamos por K*(A) := Kom®(A)/H a la
categoria homotdpica.

Definicién A.8.6. Sea f : C* — D* € Kom®(.A). Denotamos por C[n]*® el
siguiente cocomplejo en Kom®(A).

) (ClAY = Oy dyyye = (~1)dee

b) f[n]: C[n]* — D[n]®, donde (f[n])" := f*.

Notemos que [n] : £*(A) — K*(A) define una R-equivalencia de categorias
V n € Z. Veamos que es el cono de un morfismo f : C* — D*.

Definicién A.8.7. Sea f : C* — D* € Kom®(.A). El cono de f es el siguiente
cocomplejo C(f)

a) (C(f))" = C1]"® D"

W (dep O
b) d(p) = ( fcf[11]] dn)

El siguiente resultado nos dice que K*(.A) tiene estructura de categoria trian-
gulada.

Teorema A.8.8. Sea A una categoria abeliana. Entonces, (K*(A),[1], )
es una categoria triangulada, donde /\ es la clase de todos los tridngulos
isomorfos a los de la forma

Demostracion. Ver [GMO03, Teorema IV.9]. O

Definicion A.8.9. Sea A una categoria abeliana. Definimos las siguientes
categorfas plenas de KC*(A):

a) K'(A) :={C* € K*(A) | In e Ntal que Ck =0V k > |n|}.
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b) KT(A) :={C* e K*(A) |In € Ztal que Ck =0V k < n}.
c) K(A)={C*cK*(A)|IneNtal que C* =0V k > n}.

Notemos que si A es una R-categoria abeliana Hom-finita, con R un anillo
artiniano. Se tiene que K’(A) es una R-categorfa de Artin.

A.9. La categoria de funtores

En esta secciéon C denotara una R-categoria de Artin, esqueléticamente pe-
quena y con pseudokerneles.

Definicion A.9.1. Decimos que un R-funtor F': C — mod(R) es un

C — médulo. Denotamos por Mod(C) a la categoria de C — médulos, don-
de los objetos son los C-mdédulos y los morfismos son las transformaciones
naturales. Decimos que F' € Mod(C) es coherente, si existe una sucesién
exacta de C-modulos

Home(X, —) """ Home(Y, =) — F — 0.

Denotamos por mod(C) la subcategoria plena de Mod(C) cuyos objetos son
los funtores coherentes.

En [Au74] se prueba que Mod(C) es una categoria abeliana, mod(C) es cerrada
por cocientes y extensiones en Mod(C) en general y es cerrada por kerneles,
si y solo si, C tiene pseudokerneles.

En particular, mod(C) es una subcategoria abeliana. Esto justifica porque
pedimos que la categoria C tenga pseudokerneles. Denotamos el funtor

D : mod(C) — mod(C?)
F 2 G DpG 8 DyF,
donde DRF (f?) := DrF(f), si f: X — Y es un morfismo en C.

Definicién A.9.2. Decimos que C es una R — variedad dualizante si el
funtor Dy : mod(C) — mod(C?) es una dualidad de R-categorias.
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En la seccion de subcategorias n-inclinantes de conglomerado, veremos que
no todas las categorias son R-variedades dualizantes. El siguiente resultado
es conocido como el Lema de Yoneda, que es un analogo al proceso de pro-
yectivizacion en la categoria de funtores.

Teorema A.9.3. Sean F': C — mod(R) y X € C. La correspondencia
7 : Homypoq(ey(Home (X, —), F') — F(X)
p = px(lx),
es una biyeccion.
Demostracion. Ver [ASS06, Teorema 6.1]. O
Corolario A.9.4. Sean X, Y € C, la correspondencia
7 : Home (Y, X)) — Homyyoq(c)(Home (X, —), Home (Y, —))
f = HOIIlC(f, _)7

es una biyeccion.
Demostracion. Ver [ASS06, Corolario 6.2]. O

El siguiente resultado muestra la existencia de cubiertas proyectivas en la
categoria de funtores coherentes.

Teorema A.9.5. [Au74, 4.11,/.15) Sea C con pseudokerneles. Entonces, todo
funtor coherente F' admite una presentacion proyectiva minimal

Home(X, —) """ Home(Y, =) — F — 0.

Demostracion. Ver [Au74, Corolario 4.11 y Corolario 4.13]. O

El siguiente resultado caracteriza los C-mddulos simples, que es parecida a
la categoria de modulos sobre un anillo artiniano, mediante el radical de la
categoria.

Proposiciéon A.9.6. [Au74ll, 1.6] Sea S € Mod(C). Entonces, S es simple,
si y s6lo si, existe M € ind(C) tal que S = Homge raq, (M, —).
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Demostracion. Ver [AuT4ll, Corolario 1.6].
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Notacion

Para una categoria aditivaC, Y, X € Cy X C C una

subcategoria
"X el coproducto de { X3, -+, X}
X" X
Y| X existe Z € Ctalque Y & Z =X
ind(C) una clase de isomorfia de representantes
de objetos inescindibles en C
add(X) {XelC|dY el XY = (X')" para
algin X' € X'}
smd (X)) {YeC|3XeXY|X}
par (Y eC| Exti(X,Y)=0V X € X}
Ly (YecC| Exti(V,X) =0V X € X}
P(X) Dxcxntin X
XeC
I(X) Dexnyn X
XeC
proj(C) categoria de C-objetos proyectivos
inj(C) categoria de C-objetos inyectivos
7o Po(X) = X cubierta proyectiva de X
to: X — Ip(X) envolvente inyectiva de X

Pi(X) B Po(X) ® X — 0 presentacion proyectiva minimal de X
0—=X B IH(X) S 1(X)  presentacién inyectiva minimal de X
[A] morfismos en C que se factorizan a través
de X
Para una algebra de Artin A, M, N € mod(A), S € mod(A) simple,
C € mod(A) una subcategoria y Q un carcaj
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7-rigid(A)

categoria de médulos finitamente generados

ind(mod(A))

{X € mod(A) | existe un epimorfismo p : M" — X'}

{X € mod(A) | existe un monomorfismo i : X — M"}
{reA|rm=0 VmeM}

Narec ann(M)

YAIm(f) | f: C — M, con C € C}

proj(mod(A))

inj(mod(A))

dimensién proyectiva de M

dimensién inyectiva de M

N{N < M | N es maximal}

M /rad(M)

Homy (M,A)

el transpuesto de M

mod(A)/[proj(A)]

mod(A) /[inj(A)]

D por Tr(M)

TrDp (M)

M = Mp @ M', donde Mp no tiene sumandos directos proyec-
tivos no nulos y M’ € proj(A)

M = Mz®M’, donde Mz no tiene sumandos directos inyectivos
no nulos y M’ € inj(A)

{M € mod(A) | M = Mp}

{M € mod(A) | M = Mz}

{M € mod(A) | M es preproyectivo}

{M € mod(A) | M es preinyectivo}

dimension global de A

la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-mdédu-
los T-inclinantes de soporte basicos

la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-mddu-
los T-inclinantes basicos

la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A-mdédu-
los inclinantes bésicos

la clase de isomorfismos de pares 7-rigidos basicos en A
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f-tors(A)

la clase de todas las clases de torsion funtorialmente fi-
nitas en mod(A)

sf-tors(A) la clase de todas las clases de torsion funtorialmente fi-
nitas sinceras
fi-tors(A) la clase de todas las clases de torsién funtorialmente fi-
nitas fieles
Tors (C) MecTCmod(A) | T clase de torsion T
Filt(C) la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son A-
modulos C-filtrados
mg (M) la multiciplidad del simple S en M
(M) longitud de M
S(Q) el conjunto de los subcarcajs sencillos de )
7(rigid(A)) la clase de A-médulos 7-rigidos
7(rigid,(A)) la clase de A-mddulos 7-rigidos no proyectivos
Para una categoria triangulada (C, [1], A), X, J C C subcategorias,
neNyTeC
XLen {Z € C|Home(X,Z[k]) =0 VX e XVEk>n}
XL<m {Z €C|Home(X,Z[j]) =0 VX eX Vj<m}
X xY {ZeC|eriste X -7 =Y — X[1] € A}
thick(X) la subcategoria gruesa mas pequena de C que contiene
a X
silt(C) la clase de todas las subcategorias silting de C
tilt(C) la clase de todas las subcategorias inclinantes de C

n-rigid(C) {X € C | X es n-rigido}

n-c-tilt(C) {X € C | X es n-inclinante de conglomerado}
n-c-tiltp(C) {X €c-tilt(C) | add(X) Nadd(T) = 0}

Para una categoria abeliana C, X', ) C C subcategorias y n € N
P="(C) {C eC|pd(C) <nj

Z="(C) {CeC|id(C)<n}

gl.dim(C) max{pd(C) | C €C}
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