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Introducción

Las álgebras de conglomerado fueron concebidas por Fomin y Zelevinsky
en [FZ02], como una herramienta para estudiar la positividad total y bases
canónicas duales en la Teoŕıa de Lie. Sin embargo, la teoŕıa de álgebras de
conglomerado ha adquirido vida propia, por sus conexiones y aplicaciones
que han sido descubiertas en diversas áreas de las matemáticas, tales como,
teoŕıa de representaciones de álgebras [Ke10], teoŕıa de Techmüller [FG06],
geometŕıa tropical [YU15], sistemas integrales [FZ07] y geometŕıa de Poisson
[GSV10].

Hablando informalmente, un álgebra de conglomerado A de rango n es un
tipo de subanillo de Q(x1, x2, · · · , xn). A diferencia de la mayoŕıa de los ani-
llos conmutativos, un álgebra de conglomerado no tiene un conjunto expĺıcito
de generadores y relaciones. Dichos generadores y relaciones, se definen re-
cursivamente a partir de una semilla, que es un conjunto de n generadores
llamados variables de conglomerado junto con una matriz de intercambio. A
partir de la semilla y la matriz de intercambio se utiliza un proceso iterativo
llamado mutación para producir el resto de las variables de conglomerado.
En particular, cada variable de conglomerado nueva es un cociente de las va-
riables de conglomerado iniciales. El álgebra de conglomerado es el subanillo
de Q(x1, x2, · · · , xn) generado por todas las variables de conglomerado. El
conjunto de variables de conglomerado tiene estructura de complejo simpli-
cial, llamado complejo de conglomerado.

Los conglomerados están relacionados entre śı por transformaciones birra-
cionales (llamadas mutaciones) definidas de la siguiente forma: para cada
conglomerado x y cada variable de conglomerado x ∈ x, existe otro conglo-
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merado x′ := (x − {x}) ∪ {x′}, donde la nueva variable de conglomerado x′

esta determinada por la siguiente relación de intercambio

xx′ = y+M+ + y−M−,

donde y+ y y− pertenecen a un semicampo de coeficientes yM+ yM− son mo-
nomios en los elementos de x−{x}. Una de las principales caracteŕısticas de
la mutación es que es idempotente. En la clase de álgebras de conglomerado,
hay dos dinámicas en juego en las relaciones de intercambio: la de los mo-
nomios y la de los coeficientes, ambos codificados en la matriz de intercambio.

La mutación da lugar a un carcaj, cuyos vértices son las semillas y las fle-
chas entre ellas están inducidas por sus respectivas mutaciones. Uno de los
teoremas fundamentales de la teoŕıa de conglomerado, que la relaciona con la
teoŕıa de representaciones es el siguiente: Si A es un álgebra de conglomerado,
entonces A tiene una cantidad finita de conglomerados, si y sólo si, el carcaj
asociado es una gráfica Dynkin (ver [FZ03]).

Otro concepto esencial en la teoŕıa de álgebras de conglomerado es el car-
caj de mutación que se define como sigue: Sea Q un carcaj finito y conexo sin
lazos ni 2-ciclos. Para cada vértice i de Q, definimos a partir de Q un nuevo
carcaj µi(Q) sin lazos ni 2-ciclos, llamado mutación de Q, de la siguiente
forma:

a) para cualquier par de flechas a : j → i y b : i → k en Q, creamos una
nueva flecha [ba] : j → k,

b) se invierten todas las flechas que comiencen o terminen en i,

c) se elimina un conjunto maximal disjunto de 2-ciclos.

Una forma de estudiar a las álgebras de conglomerado es v́ıa la categorifica-

ción de dichas álgebras. Una categorificación de dichas álgebras consiste en

encontrar una buena categoŕıa (de módulos, triangulada, etc) C, una clase X
de familias x, todas con el mismo número de elementos, de objetos inescin-

dibles en C y un proceso ξ que permita pasar de una familia x a otra x′ en

X . La idea es que X modele conjuntos de conglomerado, y ξ a la mutación

ii



de conjuntos de conglomerado.

En la categoŕıa de módulos finitamente generados sobre un álgebra de Artin,

los módulos inescindibles que son sumandos directos de los pares τ -inclinantes

de soporte tienen un comportamiento similar a las variables de conglomera-

do, ya que los pares τ -inclinantes de soporte tienen el mismo rango que el

rango del grupo de Grothendieck del álgebra y hay una operación de muta-

ción. Esto juega un papel importante en la categorificación de álgebras de

conglomerado. Lo anterior ha sido una fuerte motivación para el uso de los

módulos τ -ŕıgidos, los cuales fueron introducidos por Auslander y Smalø a

principios de los años ochenta y son generalizaciones de los módulos incli-

nantes parciales. También en la teoŕıa inclinante de conglomerado, donde la

noción de módulo τ -ŕıgido aparece naturalmente en conexión con los módulos

sobre álgebras inclinadas 2-Calabi-Yau.

Para que la mutación siempre sea posible, en la clase de los módulos incli-

nantes, se tiene que agrandar la clase de módulos inclinantes. Esto es logrado

mediante la introducción de módulos τ -inclinantes de soporte.

El Caṕıtulo 1, de ésta tesis, comienza con definiciones y resultados sobre

el “folklore” en categoŕıas Krull-Schmidt, pares de torsión, el radical de una

categoŕıa, entre otras nociones (ver [Kr15]). La introducción de par de torsión

es vital, ya que, como se discutirá a lo largo de la tesis, nos proporcionará

una manera de estudiar la categoŕıa de módulos finitamente generados sobre

un álgebra de Artin y una categoŕıa triangulada de Artin a través de las su-

cesiones exactas y los triángulos distinguidos, respectivamente. También se

discuten los módulos τ -ŕıgidos.
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En el caṕıtulo 2, se estudian los módulos τ -inclinantes de soporte vistos

como la categorificación de los conglomerados en la categoŕıa de módulos

finitamente generados sobre un álgebra de Artin. Se introduce el concepto

de módulo τ -inclinante de soporte y pares τ -inclinantes de soporte. Se de-

muestra la biyección entre las clases de torsión funtorialmente finitas y las

clases de isomorfismo de módulos τ -inclinantes de soporte; aśı como tam-

bién, varios resultados compatibles con la teoŕıa inclinante clásica, como la

completación de Bongartz, la caracterización de módulos τ -inclinantes, en-

tre otros. Se presenta el carcaj de mutación, el cual se puede representar

como un carcaj de Hasse y nos sirve para saber, entre otras cosas, si un álge-

bra admite un número finito de módulos τ -ŕıgidos inescindibles (ver [AIR14]).

En el caṕıtulo 3 dirigimos nuestra atención a las categoŕıas trianguladas de

Artin y a sus subcategoŕıas silting (ver [AI12]). Una de las principales ca-

racteŕısticas de las subcategoŕıas silting, es que nos permiten estratificar la

categoŕıa triangulada a través de la autoequivalencia. Otra propiedad impor-

tante, de las subcategoŕıas silting, es que permiten una categorificación de los

conglomerados en las categoŕıas trianguladas de Artin. Por otro lado, damos

una relación que hay entre los complejos silting de 2-términos de la categoŕıa

homotópica sobre los módulos proyectivos finitamente generados y los módu-

los τ -inclinantes de soporte. Usando la relación anterior, se pueden probar

algunos resultados ya conocidos de los módulos τ -inclinantes de soporte, co-

mo por ejemplo: todos los complejos silting de 2-términos tienen el mismo

rango y la completación de Bongartz. Cabe destacar que dicha relación no

sólo se ocupa en la teoŕıa silting, sino que también para la caracterización de

las álgebras τ -ŕıgidas finitas (ver [AIR14]).

En el caṕıtulo 4, introducimos la noción de subcategoŕıa n-inclinante de con-
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glomerado en una categoŕıa triangulada de Artin (ver [IY08]) y el funtor de

Serre, que son el análogo triangulado de las subcategoŕıas n-maximales orto-

gonales. En este caṕıtulo, se exhibe la existencia de n-triángulos de Auslander

Reiten en una subcategoŕıa n-inclinante de conglomerado; aśı como también,

la existencia de una equivalencia de un cociente de una categoŕıa triángulada

de Artin sobre una subcategoŕıa n-inclinante de conglomerado y una cate-

goŕıa abeliana. También se establece la siguiente biyección: sea X ∈ C un

objeto 2-inclinante de conglomerado. Entonces, hay una biyección entre los

objetos 2-inclinantes de conglomerado de C y los módulos τ -inclinantes de

soporte sobre el álgebra opuesta de endomorfismos de X. Después veremos

la importancia de esta biyección, con sus consecuencias importantes, entre

las cuales está que todos los objetos 2-inclinantes de conglomerado tienen el

mismo rango (ver [AIR14]).

Por último, anexamos un apéndice donde resumimos varios resultados fun-

damentales sobre la teoŕıa de representaciones de álgebras, categoŕıas trian-

guladas, categoŕıas de funtores, entre otros (ver [ARS95], [ASS06], [GM03],

[Au74] y [Au74II]).
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2.2. Módulos τ -ŕıgidos y clases de torsión . . . . . . . . . 32
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A.2. Álgebras de Artin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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Índice alfabético 165
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Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

En este primer caṕıtulo introducimos conceptos y terminoloǵıa fundamenta-
les para el estudio de esta tesis, como lo son la noción del radical de una
categoŕıa, categoŕıa Krull-Schmidt, módulo τ -ŕıgido y la relación entre pares
de torsión y módulos inclinantes.

En este caṕıtulo, todas las subcategoŕıas serán plenas y los anillos son aso-
ciativos con unidad.

1.1. Categoŕıas Krull-Schmidt

En esta sección, C denotará una R-categoŕıa aditiva.

El objetivo de esta sección es introducir las categoŕıas Krull-Schimdt y dar
una caracterización de ellas. Para un anillo R, usaremos ciertas notaciones
básicas que pueden consultarse en la sección de notación y algunas definicio-
nes en el apéndice, también se puede consultar el ı́ndice.

Definición 1.1.1. Decimos que C es una categoŕıa Krull− Schmidt si

X = ⊕ni=1Xi ∀ X ∈ C − {0},

donde EndC(Xi) es un anillo local ∀ i ∈ {1, · · · , n}.
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El Corolario 1.1.17 nos da una fuente inagotable de ejemplos.

Notación 1.1.2. Sean R un anillo. Denotamos por :

mod(R) a la categoŕıa de R-módulos finitamente generados.

proj(R) a la categoŕıa de R-módulos proyectivos finitamente generados.
Notación 1.1.3. Sean R un anillo y M ∈ mod(R). Denotamos por :

rad(M) := ∩{N ≤M | N es maximal}.

top(M) := M/rad(M).
Proposición 1.1.4. Sea R un anillo. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) R = ⊕ni=1Pi, donde EndR(Pi) es un anillo local.

b) top(R) es semisimple y los idempotentes de top(R) se levantan a R.

c) proj(R) es una clase cubriente en mod(R).

Demostración. Ver [Wi91, 42.6].

Definición 1.1.5. Sea R un anillo. Decimos que R es semiperfecto si sa-
tisface alguna de las condiciones equivalentes de la Proposición 1.1.4.
Ejemplo 1.1.6. Un anillo artiniano a izquierda es semiperfecto.

Ver [ARS95, Teorema I.4.2].
Notación 1.1.7. Sea R un anillo semiperfecto y M ∈ mod(R). Denotamos
por P0(M) a la cubierta proyectiva de M .
Notación 1.1.8. Sea X ∈ C. Denotamos por Y | X si existe Z ∈ C tal que
Y ⊕ Z = X.
Lema 1.1.9. Sean R un anillo semiperfecto y P ∈ proj(R). Entonces, las
siguientes condiciones se satisfacen.

a) top(P ) es semisimple.

b) Si P ∈ ind(R), entonces top(P ) es simple.

Demostración. a) Existe n ∈ N tal que P | Rn. Dado que el funtor top es
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aditivo tenemos que

top(P ) | top(Rn) = top(R)n,

como top(R) es semisimple, concluimos que top(P ) es semisimple.

b) Supongamos que P ∈ ind(R) y top(P ) = S1 ⊕ S2. Puesto que

P = P0(top(P )) = P0(S1)⊕ P0(S2),

tenemos que P0(S1) = 0 o bien P0(S2) = 0. Por lo que S1 = 0 o bien
S2 = 0.

Definición 1.1.10. Decimos que los idempotentes se escinden en C si ∀
X ∈ C y ∀ φ = φ2 ∈ EndC(X), existen f : X → Y , g : Y → X tales que
gf = φ y fg = 1Y .
Notación 1.1.11. Sea X ∈ C. Denotamos por

add(X) := {Y ∈ C | ∃ Z ∈ C tal que Y ⊕ Z = Xn para algún n ∈ N+}.

El siguiente resultado es conocido como el proceso de proyectivización.

Proposición 1.1.12. Sean X ∈ C y Γ := EndC(X)op. Entonces, el funtor de
evaluación,

eX := HomC(X,−) : add(X)→ proj(Γ),

es fiel y pleno. Más aún, si los idempotentes se escinden en C. Entonces, el
funtor de evaluación es una R-equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Veamos que eX está bien definido. Sea X ′ ∈ add(X). Aśı,
existe X ′′ ∈ C tal que X ′ ⊕ X ′′ = Xn. Dado que el funtor eX es aditivo,
tenemos que

eX(X ′)⊕ eX(X ′′) = eX(X ′ ⊕X ′′) = Γn,

por lo que eX(X ′) ∈ proj(Γ).

Ahora, veamos que el funtor eX es fiel y pleno. En efecto, sean Y, Z ∈ add(X)
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y Y ⊕W = Xm. Veamos que HomΓ(eX(Xm), eX(Z)) ∼= HomC(X
m, Z). Con-

sideremos los siguientes isomorfismos de

HomΓ(eX(Xm), eX(Z)) ∼= HomΓ(Γm, eX(Z)) ∼= eX(Z)m ∼= HomC(X
m, Z).

Luego, tenemos los siguientes isomorfismos

HomΓ(eX(Y ), eX(Z))⊕ HomΓ(eX(W ), eX(Z)) ∼= HomΓ(eX(Xm), eX(Z))
∼= HomC(X

m, Z)
∼= HomC(Y, Z)⊕ HomC(W,Z).

Por lo que eX es fiel y pleno.

Supongamos que los idempotentes se escinden en C. Sea P ∈ proj(Γ), con lo
cual existe e2 = e ∈ EndΓ(Γn) tal que el siguiente diagrama conmuta

Γn

π   

e // Γn

P,
ι

>>

y πι = 1P . Dado que eX : EndC(X
n)→ EndΓ(Γn) es un isomorfismo de anillos,

existe u2 = u ∈ EndC(X
n) tal que eX(u) = e. Dado que los idempotentes se

escinden en C, existen π′ : Xn → Y y ι′ : Y → Xn tales que u = ι′π′ y 1Y =
π′ι′. Veamos que eX(Y ) ∼= P . En efecto, consideremos πeX(ι′) : eX(Y ) → P

y eX(π′)ι : P → eX(Y )→ P . Entonces,

eX(π′)ιπeX(ι′) = eX(π′)eeX(ι′) = eX(π′ι′π′ι′) = eX(1Y ) = 1eX(Y ),

πeX(ι′)eX(π′)ι = πeX(ι′π′)ι = πeι = πιπι = 1P .

El siguiente resultado es el Teorema de Krull-Schmidt para R-categoŕıas adi-
tivas.

Teorema 1.1.13. Sea X ∈ C. Si X tiene dos factorizaciones en coproducto

⊕ni=1Xi = X = ⊕mj=1Yj,

donde EndC(Xi) y EndC(Yj) son anillos locales, entonces m = n y existe
σ ∈ Sn tal que Xi

∼= Yσ(i) ∀ 1 ≤ i ≤ n.
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Demostración. Consideremos Γ := EndC(X)op y el funtor de evaluación

eX : add(X)→ proj(Γ).

Por la Proposición 1.1.12 EndΓ(eX(Xi)) ∼= EndC(Xi) ∀ 1 ≤ i ≤ n, aśı que Γ
es un anillo semiperfecto. Además, se tiene que

⊕ni=1top(eX(Xi)) = top(Γ) = ⊕mj=1top(eX(Yj)),

es un Γ-módulo semisimple. Por el Lema 1.1.9 y el Teorema de Jordan-Hölder,
n = m y existe σ ∈ Sn tal que top(eX(Xi)) ∼= top(eX(Yσ(i))) ∀ 1 ≤ i ≤ n.
Puesto que la cubierta proyectiva es única hasta isomorfismo y

eX(Xi) = P0(top(eX(Xi))),

tenemos que eX(Xi) ∼= eX(Yσ(i)) ∀ 1 ≤ i ≤ n. Por último, por el proceso de
proyectivización, el funtor de evaluación eX es fiel y pleno, concluimos que
Xi
∼= Yσ(i) ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Definición 1.1.14. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt y 0 6= X ∈ C. Por
el Teorema 1.1.13 X tiene una descomposición única (hasta isomorfismos)
en suma directa finita de objetos X1, · · · , Xn, no isomorfos con anillo de
endomorfismos local

X = Xn1
1 ⊕ · · · ⊕Xnr

r .

En el caso anterior, diremos que el rango de X es r, y escribiremos

rk(X) := r.

Por convención, el rango del objeto cero es 0.
Lema 1.1.15. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt y X ∈ C, con

⊕ni=1Xi = X = X ′ ⊕X ′′,

donde EndC(Xi) es un anillo local ∀ 1 ≤ i ≤ n. Entonces, existe t ≤ n y una
función inyectiva σ : {1, · · · , t} → {1, · · · , n} tal que X ′ = ⊕ti=1Xσ(i).

Demostración. Dado que C es una categoŕıa Krull-Schmidt, X ′ = ⊕tj=1Yj y
X ′′ = ⊕sk=1Zk, donde EndC(Yj) y EndC(Zk) son anillos locales. El resultado
se sigue del Teorema 1.1.13.
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Lema 1.1.16. Si C es una categoŕıa con cokerneles (kerneles), entonces los
idempotentes se se escinden en C.

Demostración. Haremos el caso para cuando la categoŕıa C tenga cokerneles,
ya que el otro caso es análogo.

Sea e2 = e ∈ EndC(X), con X ∈ C. Consideremos g : X → M el coker-
nel de 1− e. Dado que e(1− e) = 0, ∃!f : M → X tal que e = fg. Luego

gfg = ge = ge+ g(1− e) = g,

puesto que g es un epimorfismo concluimos que 1X = gf .

Corolario 1.1.17. C es una categoŕıa Krull-Schimdt, si y sólo si, los idempo-
tentes se escinden en C y EndC(X) es un anillo semiperfecto ∀ X ∈ C − {0}.

Demostración. ⇒) Sea 0 6= X := ⊕ni=1Xi ∈ C, con EndC(Xi) un anillo semi-
perfecto ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Veamos que Γ := EndC(X) es semiperfecto. Por el proceso de proyectivi-
zación EndC(Xi) ∼= EndΓ(e(Xi)) ∀ 1 ≤ i ≤ n. Por lo que Γ es semiperfecto.
Ahora, veamos que los idempotentes se escinden. Sea e2 = e ∈ Γ. Consi-
deremos el idempotente eX(e) : Γ → Γ. Dado que mod(Γ) tiene cokerneles,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Γ
eX(e)

//

p ��

Γ

P,
i

??

donde pi = 1P . Por lo que P ∈ proj(Γ). Por el Lema 1.1.15 y puesto que
Γ es semiperfecto, podemos suponer que existe m ≤ n tal que existe f :
P → ⊕mj=1eX(Xj) isomorfismo. Por el proceso de proyectivización existen
g : X → ⊕mj=1Xj y h : ⊕mj=1Xj → X tales que eX(g) = fp y eX(h) = if−1.
Notemos que

eX(hg) = eX(h)eX(g) = ip = eX(e)

eX(gh) = eX(g)eX(h) = fpif−1 = 1⊕m
j=1eX(Xj) = eX(1⊕m

j=1Xj
).
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Por el proceso de proyectivización hg = e y gh = 1⊕m
j=1Xj

. Por ende, los idem-
potentes se escinden.

⇐) Sean 0 6= X ∈ C y Γ := EndC(X)op. Consideremos una descomposición de
Γ en coproducto⊕ni=1Pi = Γ, tales que EndΓ(Pi) es un anillo local ∀ 1 ≤ i ≤ n.
Por el proceso de proyectivización X tiene una descomposición en coproducto
⊕ni=1Xi = X tal que e(Xi) ∼= Pi y EndC(Xi) ∼= EndΓ(eX(Xi)) ∼= EndΓ(Pi) ∀
1 ≤ i ≤ n. Por lo tanto, C es una categoŕıa Krull-Schimdt.

Ejemplo 1.1.18. Sea R un anillo artiniano a izquierda. Dado que EndR(M)
es un anillo artiniano ∀ M ∈ mod(R) (en particular semiperfecto) y mod(R)
es una categoŕıa abeliana, por el Lema 1.1.16 y el Corolario 1.1.17, tenemos
que mod(R) es una categoŕıa Krull-Schmidt.
Ejemplo 1.1.19. mod(Z) no es una categoŕıa Krull-Schmidt, ya que Z es
inescindible y Z ∼= EndZ(Z) no es local.

1.2. El radical de una categoŕıa

En esta sección C denotará una R-categoŕıa aditiva.

El objetivo principal de esta sección es introducir el radical de una cate-
goŕıa y ver la relación que hay con los morfismos minimales en una categoŕıa
Krull-Schmidt.

Sean X := ⊕ni=1Xi, Y := ⊕mj=1Yj ∈ C. Cada morfismo f : X → Y lo po-
demos denotar por medio de una matriz f = (fij), con

fij := pifij : Xj → Yi,

donde ij es la j-ésima inclusión natural y pi es la i-ésima proyección natural.

Lema 1.2.1. Sean I un ideal en C, X := ⊕ni=1Xi y Y := ⊕mj=1Yj. Entonces,
f ∈ I(X, Y ), si y sólo si, fji ∈ I(Xi, Yj) ∀ 1 ≤ i ≤ n, ∀ 1 ≤ j ≤ m.

Demostración. ⇒) Es clara.
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⇐) Se sigue del hecho que f =
∑n

i=1

∑m
j=1 ijfjipi e I es un ideal.

Definición 1.2.2. El radical de X, Y ∈ C es el siguiente subconjunto de
HomC(X, Y )

radC(X, Y ) := {f ∈ HomC(X, Y ) | fg ∈ rad(EndC(Y )), ∀ g ∈ HomC(Y,X)}.

El siguiente resultado nos dice que la definición de radical es simétrica.

Lema 1.2.3. Sean X, Y ∈ C. Entonces,

radC(X, Y ) = {f : X → Y | gf ∈ rad(EndC(X)), ∀ g : Y → X}.

Demostración. ⊆) Sean f ∈ radC(X, Y ) y g : Y → X. Por lo que existe
f ′ ∈ EndC(Y ) tal que 1Y = f ′(1Y − fg) y 1Y = (1Y − fg)f ′, con lo cual

(1X−gf)(1X+gf ′f) = 1X+gf ′f−gf−gfgf ′f = 1X+g(f ′−1Y−fgf ′)f = 1X ,

(1X+gf ′f)(1X−gf) = 1X−gf+gf ′f−gf ′fgf = 1X−g(1Y−f ′+f ′fg)f = 1X .

Por lo tanto, gf ∈ rad(EndC(X)).

⊇) Es análoga.

Proposición 1.2.4. El radical radC es un ideal en C tal que

radC(X,X) = rad(EndC(X)) ∀ X ∈ C.

Más aún, si I es un ideal tal que I(X,X) = rad(EndC(X)), entonces

I = radC.

Demostración. Veamos que radC es un ideal en C. Sean X, Y ∈ C. Puesto que
radC(X, Y ) es un R-submódulo de HomC(X, Y ), se tiene que rad(EndC(X)) E
EndC(X). Sean f ∈ radC(X, Y ), g : Z → X y h : Y → W . Notemos que
fg ∈ radC(Z, Y ) y por el Lema 1.2.3 hf ∈ radC(X,W ).

Ahora, es claro que radC(X,X) = rad(EndC(X)) ∀ X ∈ C.

8



Por último, sea I un ideal tal que I(X,X) = rad(EndC(X)) ∀ X ∈ C. Enton-
ces por el Lema 1.2.1, f ∈ I(X, Y ) si y sólo si(

0 0
f 0

)
∈ I(X ⊕ Y,X ⊕ Y ) = rad(EndC(X ⊕ Y ))

si y sólo si f ∈ radC(X, Y ).

Por la Proposición 1.2.4 y el Lema 1.2.1, si X = ⊕ni=1Xi y Y = ⊕mj=1Yj,
entonces

radC(X, Y ) = ⊕i,jradC(Xi, Yj).

El siguiente resultado es inmediato de la proposición anterior.

Corolario 1.2.5. Sea f : X → Y en C. Entonces, f ∈ radC(X, Y ), si y sólo
si, gfh ∈ rad(EndC(Z)) ∀ h : Z → X, g : Y → Z.

El siguiente criterio nos dice cuando un morfismo es un morfismo minimal a
derecha o izquierda y es debido a Assem, Beligiannis y Marmaridis.

Lema 1.2.6. [ABM98, 2.5] Sea f : X → Y .

i) Si C tiene pseudokerneles. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

a) f es minimal a derecha.

b) ∀ g : Z → X pseudokernel, g ∈ radC(Z,X).

c) Existe g : Z → X pseudokernel tal que g ∈ radC(Z,X).

ii) Si C tiene pseudocokerneles. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

a) f es minimal a izquierda.

b) ∀ g : Y → Z pseudocokernel, g ∈ radC(Y, Z).

c) Existe g : Y → Z pseudocokernel tal que g ∈ radC(Y, Z).

Demostración. Sólo probaremos I), ya que la prueba de II) es análoga.
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a) ⇒ b) Sean g : Z → X un pseudokernel de f y h : X → Z. Enton-
ces, f(1X − gh) = f , con lo cual 1X − gh es un isomorfismo. Por lo que
g ∈ radC(Z,X).

b)⇒ c) Es clara.

c) ⇒ a) Sea h : X → X tal que fh = f , con lo cual f(1X − h) = 0.
Aśı, existe k : X → Z tal que 1X − h = gk. Por hipótesis, h = 1X − gk es un
isomorfismo.

Definición 1.2.7. Sean {fi : Xi → Y }ni=1 y {gj : X → Yj}mj=1 morfismos en
C. Decimos que:

a) g : X ′ → Y es dependiente a derecha de {fi}ni=1 si existen {gi : X ′ →
Xi}ni=1 tales que g =

∑n
i=1 figi.

b) g : X ′ → Y es independiente a derecha de {fi}ni=1 si g no es dependiente
de {fi}ni=1.

c) {fi : Xi → Y }ri=1 es independiente completa a derecha de {fi}ni=1,
si fi es dependiente de {fi}ri=1 ∀ 1 ≤ i ≤ n y fk es independiente en
{fi}ri=1 − {fk} ∀ 1 ≤ k ≤ r.

d) f : X → Y ′ es dependiente a izquierda de {gj}mj=1 si existen {fj : Yj →
Y ′}mj=1 tales que f =

∑m
j=1 fjgj.

e) f : X → Y ′ es independiente a izquierda de {gj}mj=1 si f no es depen-
diente de {gj}mj=1.

f) {gj : X → Yj}sj=1 es independiente completa a izquierda de {gj}mj=1,
si gj es dependiente de {gj}sj=1 ∀ 1 ≤ j ≤ m y gl es independiente en
{gj}sj=1 − {gl} ∀ 1 ≤ l ≤ s.

El siguiente lema muestra que siempre existen las familias independientes
completas a izquierda y derecha.

Lema 1.2.8. a) Sean {fi : Xi → Y }ni=1 morfismos en C. Entonces, existe
σ ∈ Sn y k ≤ n tal que {fσ(i)}ki=1 es independiente completa a derecha de
{fi}ni=1.
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b) Sean {gj : X → Yj}mj=1 morfismos en C. Entonces, existe τ ∈ Sm y l ≤ m

tal que {gτ(j)}lj=1 es independiente completa a izquierda de {gj}mj=1.

Demostración. Sólo haremos la prueba de a), ya que la de b) es análoga.

La prueba la haremos por inducción sobre n.

Si n = 1. Es claro.

Para n+1. Caso I. Si fi es independiente en {fj}n+1
j=1,j 6=i−{fi} ∀ 1 ≤ i ≤ n+1.

Notemos que {fi : Xi → Y }n+1
i=1 es independiente completa a derecha de

{fi}n+1
i=1 .

Caso II. Existe 1 ≤ j ≤ n+ 1 tal que fj es dependiente en {fi}n+1
i=1,i6=j − {fj}.

Sea τ ∈ Sn+1 tal que τ(j) = n + 1, τ(n + 1) = j y τ(r) = r ∀ r ∈
{1, · · · , n + 1} − {j}. Por hipótesis de inducción existe τ ′ ∈ Sn y k ≤ n

tal que {fτ ′(i)}ki=1 es independiente completa a derecha en {fτ(i)}n+1
i=1,i6=j. Por

lo que σ := τ ′τ , cumple con lo requerido.

Veamos el comportamiento del radical en una categoŕıa Krull-Schimdt.

Lema 1.2.9. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt, X, Y ∈ ind(C). Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

a) radC(X,Z) = {f : X → Z | f no es split−mono}.

b) radC(Z, Y ) = {f : Z → Y | f no es split− epi}.

c) radC(X, Y ) = {f : X → Y | f no es isomorfismo}.

Demostración. a) ⊆) Sea f ∈ radC(X,Z). Supongamos que f es un split-
mono, entonces existe g : Y → X tal que gf = 1X , por el Corolario 1.2.5
1X ∈ rad(EndC(X)), lo cual es una contradicción. Por lo que f no es un
split-mono.

⊇) Sea f /∈ radC(X,Z). Por el Lema 1.2.3 existe g : Z → X tal que

gf /∈ rad(EndC(X)),
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puesto que EndC(X) es un anillo local, se tiene que gf es invertible, aśı existe
k ∈ EndC(X) tal que kgf = 1X . Por lo tanto, f es un split-mono.

b) Es análoga a a).

c) Se sigue de a) y b).

El siguiente resultado se sigue del Lema 1.2.9.

Corolario 1.2.10. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt, X, Y ∈ C. Enton-
ces, add(X) ∩ add(Y ) = 0 si y sólo si HomC(X, Y ) = radC(X, Y ).

El siguiente resultado es análogo a [ARS95, Teorema 2.2].

Proposición 1.2.11. Sean C una categoŕıa Krull-Schimdt y X ⊆ C cerrada
por sumandos directos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Si C tiene pseudokerneles y X es precubriente, entonces X es cubriente.

b) Si C tiene pseudocokerneles y X es preenvolvente, entonces X es envol-
vente.

Demostración. Sólo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es análo-
ga.

Sean C ∈ C y (f1, · · · , fn) : ⊕ni=1Xi → C una X -precubierta, con Xi ∈ ind(C)
∀ 1 ≤ i ≤ n. Por el Lema 1.2.8 podemos suponer que existe m ≤ n tal que
{fi}mi=1 es independiente completa a derecha de {fi}ni=1.

Veamos que F := (f1, · · · , fm) : ⊕mi=1Xi → C es una X -cubierta. En efec-
to, dado que X es cerrada por sumandos directos tenemos que ⊕mi=1Xi ∈ X .
Luego, ∀ 1 ≤ i ≤ n existen {gji : Xi → Xj}mj=1 tales que fi =

∑m
j=1 fjgji.

Consideremos G := (gji)mn, entonces FG = (f1, · · · , fn). Aśı pues, F es
una X -precubierta. Por último, sea G := (gji)mk : ⊕ki=1Yi → ⊕mj=1Xj un
pseudokernel de F , con Yi ∈ ind(C) ∀ 1 ≤ i ≤ k. Supongamos que G /∈
radC(⊕ki=1Yi,⊕mj=1Xj). Por el Lema 1.2.1 existe gji : Yi → Xj tal que gji /∈
radC(Yi, Xj), aśı 0 =

∑m
s=1 fsgsi. Por el Lema 1.2.9 fj =

∑m
s=1,s6=j fs(−gsig

−1
ji ).
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Lo cual es una contradicción, ya que fj es independiente a derecha de {fi}mi=1,i6=j.
Por el Lema 1.2.6 F es minimal a derecha.

1.3. Pares de torsión y módulos inclinantes

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin.

El objetivo principal de esta sección es caracterizar las clases de torsión y
libres de torsión funtorialmente finitas. Para ello, necesitaremos varios resul-
tados preliminares debidos a M. Auslander y S. Smalø.

Lema 1.3.1. Sean C ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa aditiva y {fi : Mi → Ci}ni=1

una familia de C-preenvolventes de Mi. Entonces, ⊕ni=1fi : ⊕ni=1Mi → ⊕ni=1Ci,
es una C-preenvolvente.

Demostración. Recordemos que ⊕ni=1fi está dada por la propiedad universal
del coproducto, v́ıa el siguiente diagrama conmutativo

Mi
fi //

µ′i
��

Ci
µi //⊕ni=1Ci (I)

⊕ni=1Mi,
⊕n

i=1fi

55

donde µi y µ′i denotan las inclusiones naturales. Sea g : ⊕ni=1Mi → C ′, con
C ′ ∈ C. Dado que fi es una C-preenvolvente, tenemos los siguientes diagramas
conmutativos para toda i ∈ {1, · · · , n}

Mi
fi //

µ′i
��

Ci

∃ hi

��

(II)

⊕ni=1Mi

g
��

C ′.

Luego, por la propiedad universal del coproducto, obtenemos el siguiente
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diagrama conmutativo

Ci
µi

��

hi

''

(III)

⊕ni=1Ci ∃! h
//C ′

Por último, de los diagramas (I), (II) y (III) tenemos las siguientes igualdades
para toda i ∈ {1, · · · , n}

(h⊕ni=1 fi)µ
′
i = hµifi

= hifi

= gµ′i.

Por lo tanto, de la unicidad del coproducto se tiene que h⊕ni=1 fi = g.

Notación 1.3.2. Sea M ∈ mod(Λ). Denotamos por :

gen(M) := {X ∈ mod(Λ) | ∃ p : Mn → X epimorfismo}.

cogen(M) := {X ∈ mod(Λ) | ∃ i : X →Mn monomorfismo}.
Proposición 1.3.3. [AS80, 4.5, 4.6] Sea C ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa
preenvolvente, aditiva y cerrada por cocientes. Entonces, C = gen(X) para
algún X ∈ C.

Demostración. Consideremos f : Λ → X una C-preenvolvente. Aseguramos
que C = gen(X).

⊆) Sean M ∈ C y p : Λn → M un epimorfismo, por el Lema 1.3.1 tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

Λn ⊕n
i=1f //

p
��

Xn

∃ hww
M

Con lo cual h es un epimorfismo y aśı C ⊆ gen(X).

⊇) Se sigue del hecho que C es aditiva y cerrada por cocientes.
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Notación 1.3.4. Sea X ⊆ mod(Λ). Denotamos por :

X⊥i := {Y ∈ mod(Λ) | ExtiC(X, Y ) = 0 ∀ X ∈ X}.
⊥iX := {Y ∈ mod(Λ) | ExtiC(Y,X) = 0 ∀ X ∈ X}.

P(X ) :=
⊕

X∈ind(X∩⊥1X )X, siempre que |ind(X ∩ ⊥1X )| ∈ N.

I(X ) :=
⊕

X∈ind(X∩X⊥1)X, siempre que |ind(X ∩ X⊥1)| ∈ N.
Proposición 1.3.5. [AIR14, 1.1] Sean T una clase de torsión en mod(Λ) e
I := ann(T ). Si P(T ) es un Λ/I-módulo inclinante, entonces T = gen(P(T )).

Demostración. ⊆) Sean X ∈ T y p : (Λ/I)n → X un epimorfismo. Conside-
remos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas en mod(Λ/I) por
medio de push-out

0 // (Λ/I)n

p
��

// (T0)
n

q
��

// (T1)
n // 0

0 //X // T ′ // (T1)
n // 0,

con T0, T1 ∈ add(P(T )) y q un epimorfismo. Puesto que la segunda fila
del diagrama anterior se escinde, existe un epimorfismo g : T ′ → X, y aśı,
X ∈ gen(P(T )).

⊇) Se sigue del hecho que P(T ) ∈ T y puesto que T es aditiva y cerrada
por epimorfismos.

Notación 1.3.6. Sean C ⊆ mod(Λ) y M ∈ mod(Λ). Denotamos por

tC(M) :=
∑
{Im(f) | f : C →M, con C ∈ C}.

Proposición 1.3.7. Sea C ⊆ mod(Λ) aditiva y cerrada por cocientes. En-
tonces, C es una clase precubriente.

Demostración. Sea M ∈ mod(Λ). Notamos que tC(M) ∈ C, con lo cual es
fácil ver que la inclusión i : tC(M)→M es una C-precubierta.

Proposición 1.3.8. [AS80, 4.6] Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, gen(M) es una
clase preenvolvente.
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Demostración. Sea P ∈ proj(Λ). Aseguramos que P admite una gen(M)-
preenvolvente. En efecto, por la Proposición A.4.19 existe f : P → M ′ una
add(M)-preenvolvente.

Veamos que f es una gen(M)-preenvolvente. En efecto, sea p : Mn →M ′′ un
epimorfismo y g : P → M ′′. Dado que P es proyectivo, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

P
∃ h
{{

g
��

Mn
p
//M ′′.

Puesto que f es una add(M)-preenvolvente, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

P
f //

h
��

M ′

∃ k{{
Mn.

Por lo que, g = ph = pkf .

Ahora bien, sea N ∈ mod(Λ), por lo anterior existe f : P0(N) → M ′ una
gen(M)-preenvolvente. Consideremos el push-out de los morfismos π0 y f

P0(N)

π0

��

f //M ′

h
��

N g
//M ′′

Veamos que g es una gen(M)-preenvolvente. En efecto, puesto que π0 es un
epimorfismo, se tiene que h es un epimorfismo, y aśı, M ′′ ∈ gen(M). Luego,
sea f ′ : N → K, con K ∈ gen(M), que induce el siguiente diagrama con-
mutativo de los hechos de que f es una gen(M)-preenvolvente y el cuadrado
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anterior es un push-out

P0(N)

π0

��

f //M ′

h
��

��N
g //

f ′
��

M ′′

∃ t
zz g′
vv

K,

donde g′ : M ′ → K. Por lo tanto, g es una gen(M)-preenvolvente.

Teorema 1.3.9. Sea T una clase de torsión. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) T es funtorialmente finita.

b) T = gen(X) para algún X ∈ T .

c) P(T ) es un Λ/ann(T )-módulo inclinante.

d) T = gen(P(T )).

Demostración. a)⇒ b) Se sigue de la Proposición 1.3.3.

b)⇒ c) Se sigue del Lema A.6.10.

c)⇒ d) Se sigue de la Proposición 1.3.5.

d)⇒ a) Se sigue de la Proposición 1.3.7 y la Proposición 1.3.8.

Usando la dualidad DΛ : mod(Λ)→ mod(Λop) tenemos el siguiente resultado
del Teorema 1.3.9.

Teorema 1.3.10. Sea F una clase libre de torsión en mod(Λ). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) F es funtorialmente finita.

b) F = cogen(X) para algún X ∈ F .

c) I(F) es un Λ/ann(F)-módulo coinclinante.
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d) F = cogen(I(F)).

Demostración. Por el Ejemplo A.6.5 DΛF es una clase de torsión.

a) ⇒ b) Si F es funtorialmente finita, tenemos que DΛF es funtorialmen-
te finita y por el Teorema 1.3.9 existe X ∈ F tal que DΛF = gen(DΛX), con
lo cual, F = DΛopgen(DΛX) = cogen(X).

b) ⇒ c) Dado que existe X ∈ F tal que DΛF = gen(DΛX), por el Teo-
rema 1.3.9 P(DΛF) es un Λop/ann(DΛF)-módulo inclinante. Notemos que
por el Lema A.2.7 DΛopann(DΛF) = ann(F), además de que

DΛopP(DΛF) = I(DΛopDΛF) = I(F),

concluimos que I(F) es un Λ/ann(F)-módulo coinclinante.

c) ⇒ d) Puesto que DΛI(F) = P(DΛF) es un Λop/ann(DΛF)-módulo in-
clinante, del Teorema 1.3.9, se sigue que gen(P(DΛF)) = DΛF , aśı

F = DΛopgen(P(DΛF)) = cogen(I(F)).

d) ⇒ a) Ya que gen(P(DΛF)) = DΛF , tenemos del Teorema 1.3.9 que DΛF
es funtorialmente finita. Por lo tanto, F es funtorialmente finita.

El Teorema 1.3.9 nos permite dar ejemplos de clases de torsión que no son
funtorialmente finitas.

Notación 1.3.11. Sea M ∈ mod(Λ). Denotamos por :

˜proj(Λ) a la categoŕıa de Λ-módulos preproyectivos.

˜inj(Λ) a la categoŕıa de Λ-módulos preinyectivos.

SuppHomΛ(M,−) := {X ∈ mod(Λ) | HomΛ(M,X) 6= 0}.

SuppHomΛ(−,M) := {X ∈ mod(Λ) | HomΛ(X,M) 6= 0}.
Ejemplo 1.3.12. Sea Λ una álgebra hereditaria de tipo de representación
infinita. Entonces, ˜inj(Λ) es una clase de torsión que no es funtorialmente
finita. En efecto, sea η : 0→ N →M → K → 0 una sucesión exacta.
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Veamos que ˜inj(Λ) es cerrada por cocientes. Supongamos que M ∈ ˜inj(Λ).
Sea X /∈ SuppHomΛ(M,−). Aplicando el funtor HomΛ(−, X) a η, obtenemos
la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(K,X)→ HomΛ(M,X) = 0,

por lo que X /∈ SuppHomΛ(K,−). Por la Proposición A.4.16 K ∈ ˜inj(Λ).

Ahora, vemos que ˜inj(Λ) es cerrada por extensiones. Supongamos que N, K ∈
˜inj(Λ). Sea

X /∈ (SuppHomΛ(N,−) ∩ SuppHomΛ(K,−)).

Aplicando el funtor HomΛ(−, X) a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta

0 = HomΛ(K,X)→ HomΛ(M,X)→ HomΛ(N,X) = 0,

por lo que X /∈ SuppHomΛ(M,−). Por la Proposición A.4.16 M ∈ ˜inj(Λ).

Por la Proposición A.6.4 ˜inj(Λ) es una clase de torsión.

Por último, aseguramos que P( ˜inj(Λ)) = 0. Sea X ∈ ind( ˜inj(Λ)), por la
Proposición A.4.18 τX ∈ ind( ˜inj(Λ)); por las fórmulas de Auslander-Reiten
y la Proposición A.4.9

Ext1
Λ(X, τX) ∼= DRHomΛ(τX, τX) 6= 0,

aśı pues, P( ˜inj(Λ)) = 0.

Por el Teorema 1.3.9 ˜inj(Λ) no es funtorialmente finita.
Lema 1.3.13. [Sm84, 0.2] Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Si se
tiene que ann(T ) = 0 (ann(F) = 0), entonces inj(Λ) ⊆ T (proj(Λ) ⊆ F).

Demostración. Sea T := ⊕Ti∈ind(T )Ti. Por hipótesis ann(T ) = 0, y aśı, exis-
te un epimorfismo p : T (I) → DΛop(Λ). Puesto que DΛop(Λ) es finitamente
generado, existe un subconjunto finito {Ti}ni=1 ⊆ ind(T ), tal que, existe un
epimorfismo q : ⊕ni=1Ti → DΛop(Λ). Dado que T es cerrada por cocientes
DΛop(Λ) ∈ T . Por lo tanto, inj(Λ) ⊆ T , ya que inj(Λ) = add(DΛop(Λ)) y T es
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aditiva y cerrada por sumandos directos.

Si ann(F) = 0, se prueba dualmente que proj(Λ) ⊆ F .

Lema 1.3.14. Sean F ⊆ mod(Λ) una clase libre de torsión e I := ann(F).
Entonces, F es una clase libre de torsión en mod(Λ/I). Más aún, los Ext-
proyectivos (Ext-inyectivos) en mod(Λ) son los Ext-proyectivos (Ext-inyectivos)
en mod(Λ/I).

Demostración. Dado que ann(F) ⊆ ann(N) ∀ N ∈ F , tenemos que

F ⊆ mod(Λ/I).

Luego, consideremos el funtor fiel, pleno y exacto

F : mod(Λ/I)→ mod(Λ)

(M
f→ N) 7→ (M

f→ N),

si f : X → N es un monomorfismo en mod(Λ/I), con N ∈ F , f es un
monomorfismo en mod(Λ), con lo cual, X ∈ F . Por último, si

η : 0→ N → Y → N ′ → 0

es una sucesión exacta, con N, N ′ ∈ F , se tiene que F (η) es una sucesión
exacta en mod(Λ). Por lo tanto, Y ∈ F .

Notación 1.3.15. Denotamos por :

rkK0(Λ) al rango del grupo de Grothendieck de Λ.

pd(M) a la dimensión proyectiva de M .

id(M) a la dimensión inyectiva de M .
Teorema 1.3.16. [Sm84] Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Entonces,
T es funtorialmente finita, si y sólo si, F es funtorialmente finita.

Demostración. ⇒) Sea I := ann(F). Veamos que I(F) es un Λ/I-módulo
coinclinante. Primero, veamos que rk(I(F)) = rkK0(Λ/I). Por el Lema 1.3.14
existe T ′ ⊆ mod(Λ/I) tal que (T ′,F) es un par de torsión en mod(Λ/I).
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Aseguramos que los proyectivos inescindibles en mod(Λ/I) son los Λ-módu-
los Ext-proyectivos inescindibles en F .

Si P ∈ ind(proj(Λ/I)), se sigue del Lema 1.3.13 que P es Ext-proyectivo
en F .

Rećıprocamente, sea X un Ext-proyectivo en F . Consideremos la siguien-
te sucesión exacta

0→ Ker(π0)→ P0(X)
π0→ X → 0

de Λ/I-módulos. Por el Lema 1.3.13 se tiene que P0(X) ∈ F y puesto que F
es cerrada por submódulos, tenemos que la sucesión anterior se escinde. Aśı
pues, X ∈ proj(Λ/I).

Por el Teorema A.6.14, concluimos que rkK0(Λ/I) = rk(P(F)).

Sean n:=rkK0(Λ), {Ii}ni=1 un sistema completo de Λ-módulos inyectivos ines-
cindibles y {Ii}ri=1 un sistema completo de Λ-módulos inyectivos inescindi-
bles en F . Por la Proposición A.6.9, {tT (Ij)}nj=r+1 es un sistema completo
de Λ-módulos Ext-inyectivos inescindibles en T y por la Proposición A.6.10
tenemos que n − r = rk(P(T )). Ahora bien, sea s el número de proyectivos
inescindibles no isomorfos en T . Con lo cual hay n − r − s Ext-proyectivos
inescindibles, no proyectivos, no isomorfos en T ; por la Proposición A.4.8
y la Proposición A.6.9 tenemos n − r − s Ext-inyectivos inescindibles, no
inyectivos, no isomorfos en F , de modo que hay n − s Ext-inyectivos ines-
cindibles no isomorfos en F . Por otro lado, de la Proposición A.6.9 se tie-
nen n − s Ext-proyectivos inescindibles no isomorfos en F . Concluimos que
rkK0(Λ/I) = rk(P(F)) = rk(I(F)).

Es suficiente ver que id(I(F)) ≤ 1. Por la Proposición A.6.9, τ−1(I(F)) ∈ T ′,
por lo que HomΛ/I(τ

−1(I(F)),Λ/I) = 0. Por la Proposición A.4.9

id(I(F)) ≤ 1.

Por lo tanto, por el Teorema A.6.14 I(F) es un Λ/I-módulo coinclinante, y
por el Teorema 1.3.10 F es funtorialmente finita.
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⇐) Consideremos el siguiente par de torsión (DΛF ,DΛT ) en mod(Λop). Como
DΛF es funtorialmente finita, tenemos por ⇒) que DΛT es funtorialmente
finita. Por lo tanto, T es funtorialmente finita.

1.4. Módulos τ-inclinantes

El objetivo principal de esta sección es introducir los Λ-módulos τ -ŕıgidos y
ver su relación con las clases de torsión funtorialmente finitas. La siguiente
definición es de gran practicidad para determinar cuando gen(M) es una clase
de torsión.

Definición 1.4.1. Decimos que M 6= 0 ∈ mod(Λ) es gen−minimal si,
para toda descomposición M = M ′ ⊕M ′′, con M ′ 6= 0, M ′ /∈ gen(M ′′).

La siguiente proposición junto con el Lema A.6.8 nos da la respuesta de cuan-
do gen(M) es una clase de torsión.

Proposición 1.4.2. [AS81, 5.8] Sean M , N ∈ mod(Λ). Entonces,
HomΛ(M, τN) = 0, si y sólo si, N ∈ ⊥1gen(M).

Demostración. ⇒) Sean f : M ′ → τN y p : Mn →M ′ un epimorfismo. Como
fp = 0 y puesto que p es un epimorfismo, tenemos que f = 0. Con lo cual
HomΛ(M ′, τN) = 0 y por las fórmulas de Auslander-Reiten tenemos que

0 = DRHomΛ(M ′, τN) ∼= Ext1
Λ(N,M ′).

⇐) Supongamos que existe f : M → τN , con Im(f) 6= 0. Aseguramos que la
inclusión i : Im(f)→ τN no se factoriza a través de ningún Λ-módulo inyec-
tivo no nulo. En efecto, basta ver que no se factoriza a través de la envolvente
inyectiva de Im(f).

Supongamos lo contrario, entonces existe g : I0(Im(f))→ τN tal que gι0 = i.
Puesto que ι0 es un monomorfismo esencial, se tiene que g es un monomorfis-
mo, consecuentemente, I0(Im(f)) | τN . Lo cual es una contradicción, ya que,
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por la Proposición A.4.8 a) y c) τN ∈ modI(Λ).

Concluimos que 0 6= i ∈ HomΛ(Im(f), τN) y por las fórmulas de Auslander-
Reiten

0 6= DRHomΛ(Im(f), τN) ∼= Ext1
Λ(N, Im(f)).

La siguiente definición está inspirada en el resultado anterior.

Definición 1.4.3. Decimos que M ∈ mod(Λ) es τ − ŕıgido si

HomΛ(M, τM) = 0.

Corolario 1.4.4. Sea M ∈ mod(Λ) gen-minimal. Entonces, gen(M) es una
clase de torsión, si y sólo si, M es τ -ŕıgido.

Demostración. ⇒) Se sigue del Lema A.6.8 y la Proposición 1.4.2.

⇐) Se sigue de la Proposición 1.4.2 y el Lema A.6.7.

Lo anterior nos muestra la importancia de los Λ-módulos τ -ŕıgidos.

Proposición 1.4.5. [AS81, 5.10] Sea M un Λ-módulo τ -ŕıgido. Entonces,
gen(M) es una clase de torsión y M ∈ add(P(gen(M))).

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.4.2 y del Lema A.6.7.

Proposición 1.4.6. [AIR14, 1.2] Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ),
con T funtorialmente finita. Entonces, P(T ) es un Λ-módulo τ -ŕıgido.

Demostración. Se sigue de la Proposición A.6.9.

Recordemos la siguiente definición.

Definición 1.4.7. Decimos que M ∈ mod(Λ) es ŕıgido si Ext1
Λ(M,M) = 0.
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Por las fórmulas de Auslander-Reiten, tenemos que todo Λ-módulo τ -ŕıgido
es ŕıgido. La siguiente definición nos ayudará a dar ejemplos donde el rećıpro-
co no es cierto.

Definición 1.4.8. Sea n ∈ N. Decimos que Λ es n−Gorenstein si

id(Λ) = n = id(Λop).

Ejemplo 1.4.9. Sea Λ una álgebra n-Gorenstein, con n ≥ 2. Veamos que
DΛ(Λ) es ŕıgido, pero no τ -ŕıgido. En efecto, por la Proposición A.4.9 tenemos
que HomΛop(DΛ(Λ), τDΛ(Λ)) ∼= HomΛ(τ−1Λ,Λ) 6= 0.

Sean Λ es hereditaria y M ∈ mod(Λ). Por las fórmulas de Auslander-Reiten
y la Proposición A.4.9, M es ŕıgido, si y sólo si, M es τ -ŕıgido. La pregun-
ta natural es si es cierto el rećıproco. El siguiente ejemplo nos muestra que no.

Ejemplo 1.4.10. Sean k un campo, Q := ◦1 α→ ◦2 β→ ◦3 y A := kQ/〈βα〉.
En el Ejemplo ASS06 VI.3.11, se puede ver que todo A-módulo inescindible
τ -ŕıgido es ŕıgido, pero pd(S(3))=2. Por lo que A no es hereditaria.

El siguiente resultado es una generalización del Lema de Skowronski [Sk94,
Lema 2]. Para el cual necesitaremos unos resultados preliminares.

Lema 1.4.11. Sean S un anillo, I E S y e2 = e ∈ S, con e /∈ I. Entonces,

ϕ : EndS(Se)→ EndS/I(Se/I)

f 7→ ϕ(f)(se+ I) = f(se) + I,

es un morfismo suryectivo de anillos.

Demostración. Veamos que ϕ está bien definida. En efecto, sean s, s ∈ S

tales que se− s′e ∈ I. Con lo cual,

(se− s′e)f(e) = f((se− s′e)e) = f(se− s′e) = f(se)− f(s′e) ∈ I.
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Sean s, t, u ∈ S. Notemos que se satisfacen las siguientes igualdades

ϕ(f)((s+ I)(te+ I) + (ue+ I)) = ϕ(f)(ste+ ue+ I)

= f(ste) + f(ue) + I

= sf(te) + f(ue) + I

= sf(te) + I + f(ue) + I

= (s+ I)ϕ(f)(te+ I) + ϕ(f)(ue+ I).

Es claro que ϕ es un morfismo de anillos. Sea g ∈ EndS/I(Se/I), entonces
g(se+I) = g′(se)+I. Veamos que f : Se→ Se (se 7→ g′(se)) es un morfismo
de S-módulos. En efecto, sean s, t, u ∈ S

f(ste+ ue) = g′(ste+ ue) = sg′(te) + g′(ue) = sf(te) + f(ue).

Por último, es claro que ϕ(f) = g.

Definición 1.4.12. Sea {e1, · · · , en} una familia completa de idempotentes
ortogonales primitivos e I E Λ. Decimos que e =

∑
ei∈I ei es máximo en I.

Proposición 1.4.13. Sean I E Λ un ideal bilateral y e2 = e ∈ I máximo.
Entonces, rkK0(Λ/I) = rkK0(Λ/〈e〉) = rkK0(Λ)− rk(Λe).

Demostración. Sean J := {1 ≤ i ≤ n | ei ∈ I} y e =
∑

j∈J ej máximo en I.
Dado que Λ es básica, e es máximo en Λe y rkK0(Λ)−rk(Λe) = rkK0(Λ)−|J |.
Luego, por el Lema 1.4.11 {ei + I | i /∈ J} y {ei + 〈e〉 | i /∈ J} son sistemas
completos de idempotentes ortogonales primitivos y dado que Λ/I y Λ/〈e〉
son álgebras básicas, se tiene que

rkK0(Λ/I) = rkK0(Λ)− |J | = rkK0(Λ/〈e〉).

Proposición 1.4.14. [AIR14, 1.3] Para todo Λ-módulo M τ -ŕıgido, se tiene
que rk(M) ≤ rkK0(Λ).

Demostración. Sea M un Λ-módulo τ -ŕıgido. Por la Proposición 1.4.5, tene-
mos que rk(M) ≤ rk(P(gen(M))) y por el Teorema 1.3.9, se tiene que

rk(P(gen(M))) = rkK0(Λ/ann(M)).
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Por último, de la Proposición 1.4.13, se sigue que

rkK0(Λ/ann(M)) ≤ rkK0(Λ).

Por lo tanto, rk(M) ≤ rkK0(Λ).

El resultado anterior nos sugiere la siguiente definición.

Definición 1.4.15. Sea M un Λ-módulo τ -ŕıgido. Decimos que M es
τ − inclinante (casi completo τ − inclinante) si rk(M) = rkK0(Λ)
(rk(M) = rkK0(Λ)− 1).

El siguiente ejemplo muestra que no todo Λ-módulo τ -inclinante es inclinante.

Ejemplo 1.4.16. Sean K un campo, Q := ◦1 α→ ◦2 β→ ◦3, A := KQ/〈βα〉 y
T := P(1)⊕ S(1)⊕ S(3). Notemos que T es un A-módulo τ -inclinante, pero
no inclinante, puesto que HomA(P(2), T ) = 0. Por lo que T no es fiel.
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Caṕıtulo 2

Módulos τ-inclinantes de soporte

Sea Λ una R-álgebra de Artin básica. La última sección muestra la importan-
cia de considerar para cada e2 = e ∈ Λ el álgebra Λ/〈e〉. Por lo que podemos
considerar la siguiente definición.

Definición 2.0.1. Decimos que un Λ-módulo M es τ − inclinante de
soporte si existe e2 = e ∈ Λ tal que M es un Λ/〈e〉-módulo τ -inclinante.

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es desarrollar una teoŕıa básica de módu-
los τ -inclinantes de soporte. Comenzamos discutiendo algunas propiedades
básicas de los módulos τ -ŕıgidos, conexiones entre módulos τ -ŕıgidos y cla-
ses de torsión funtorialmente f́ınitas. Como una aplicación, introducimos la
completación de Bongartz de los módulos τ -ŕıgidos. Entonces, daremos ca-
racterizaciones de los módulos τ -inclinantes. También damos una dualidad
de módulos τ -ŕıgidos a derecha y a izquierda. Además, probamos nuestro
principal resultado, que establece que un módulo casi completo τ -inclinante
de soporte tiene exactamente dos complementos. Como una aplicación, intro-
ducimos la mutación de módulos τ -inclinantes de soporte. Mostramos que la
mutación nos da el carcaj de Hasse del conjunto parcialmente ordenado de
módulos τ -inclinantes de soporte.
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2.1. Propiedades básicas de módulos τ-ŕıgidos

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin básica.

El objetivo principal de esta sección es ver la relación que tienen los Λ-módu-
los τ -inclinantes de soporte, la teoŕıa inclinante clásica y los pares τ -ŕıgidos.

Lema 2.1.1. Sea e2 = e ∈ Λ. Entonces, mod(Λ/〈e〉) es una subcategoŕıa
plena de mod(Λ) cerrada por submódulos, cocientes y extensiones.

Demostración. Sea 0 → N → M → L → 0 una sucesión exacta en mod(Λ).
Aplicando el funtor HomΛ(Λe,−) a la sucesión exacta anterior tenemos el
siguiente diagrama conmutativo, donde los morfismos verticales son los iso-
morfismos naturales

0 //HomΛ(Λe,N) //

��

HomΛ(Λe,M) //

��

HomΛ(Λe, L) //

��

0

0 // eN // eM // eL // 0.

El lema se sigue del hecho, de que un Λ-módulo K es un Λ/〈e〉-módulo, si y
sólo si, eK = 0.

Sea e2 = e ∈ Λ. El siguiente resultado muestra la relación entre los Λ-módu-
los τ -ŕıgidos y los Λ/〈e〉-módulos τ -ŕıgidos.

Lema 2.1.2. [AIR, 2.1] Sean I E Λ, M , N ∈ mod(Λ) tales que

I ⊆ ann(M) ∩ ann(N).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Si HomΛ(M, τN) = 0, entonces HomΛ/I(M, τN) = 0.

b) Si I := 〈e〉, con e2 = e ∈ Λ, entonces HomΛ(M, τN) = 0, si y sólo si,
HomΛ/I(M, τN) = 0.

Demostración. b) Sea X ∈ gen(M), entonces Ext1
Λ(N,X) = 0, si y sólo si,

para toda sucesión exacta en mod(Λ)

η : 0→ X → K → N → 0,
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se escinde, esto equivale por el Lema 2.1.1, para toda sucesión exacta en
mod(Λ/〈e〉)

η : 0→ X → K → N → 0,

con X ∈ gen(M) se escinde, si y sólo si, Ext1
Λ/I(N,X) = 0. El resultado se

sigue de la Proposición 1.4.2.

a) Es análoga a la prueba de b).

Los siguientes ejemplos muestran que la definición de Λ-módulo inclinante de
soporte, tiene significado.

Ejemplo 2.1.3. Sean K un campo, Q := ◦1 α→ ◦2 β→ ◦3, A := KQ/〈βα〉 y
P := P(2)⊕ S(3). Puesto que HomA(P(1), P ) = 0, por el Lema 2.1.2 P es un
A-módulo τ -inclinante de soporte y no τ -inclinante, ya que

rk(P ) = 2 < 3 = rkK0(A).

Por último, P(2) es un A-módulo τ -ŕıgido y dado que P(3)=rad(P(2)), se
tiene que P(2) no es un A-módulo τ -inclinante de soporte.

La pregunta natural es ver cuando los Λ-módulos τ -inclinantes son Λ-módu-
los inclinantes. La siguiente definición nos da la respuesta.

Definición 2.1.4. Sea M ∈ mod(Λ). Decimos que M es sincero si para todo
e2 = e ∈ ann(M), se tiene que e = 0.
Proposición 2.1.5. [AIR14, 2.2] Sea T ∈ mod(Λ). Las siguientes condicio-
nes se satisfacen.

a) T es τ -inclinante, si y sólo si, T es τ -inclinante de soporte y sincero.

b) T es inclinante, si y sólo si, T es τ -inclinante y fiel.

c) Si T es τ -inclinante de soporte (τ -ŕıgido), entonces T es un Λ/ann(T )-
módulo inclinante (inclinante parcial).

Demostración. a) ⇒) Supongamos que T no es sincero, con lo cual existe
e2 = e ∈ Λ tal que T ∈ mod(Λ/〈e〉), con e 6= 0.
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Ahora, veamos que el rango de T como Λ-módulo es igual que Λ/〈e〉-módulo.
En efecto, sea T ′ ∈ ind(Λ) tal que T ′ | T . La afirmación se sigue del hecho de
que EndΛ(T ′) ∼= EndΛ/〈e〉(T

′).

Por el Lema 2.1.2 T es un Λ/〈e〉-módulo τ -ŕıgido; por la Proposición 1.4.14
y la Proposición 1.4.13, tenemos que

rkK0(Λ) = rk(T ) ≤ rkK0(Λ/〈e〉) < rkK0(Λ).

Lo cual es una contradicción, y aśı, T es sincero.

⇐)Es clara de la definición.

b) ⇐⇒ ) Se sigue de la Proposición A.6.12 y el Teorema A.6.14.

c) Si T es τ -inclinante de soporte, el resultado se sigue la Proposición 1.4.13
y el Lema 2.1.2 a). Por otro lado, si T es τ -ŕıgido, el resultado se sigue del
Lema 2.1.2 y la Proposición A.6.12.

La siguiente definición nos permite caracterizar a los Λ-módulos τ -inclinantes
de soporte en mod(Λ).

Definición 2.1.6. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt y X ∈ C. Decimos
que X es un objeto básico si X = ⊕ni=1Xi, con EndC(Xi) es un anillo local
∀ 1 ≤ i ≤ n y rk(X) = n.
Definición 2.1.7. Sea (M,P ) un par de Λ-módulos, con M ∈ mod(Λ) y
P ∈ proj(Λ). Decimos que:

a) (M,P ) es τ -ŕıgido si M es τ -ŕıgido y HomΛ(P,M) = 0.

b) el rango de (M,P ) es rk(M,P ) := rk(M) + rk(P ).

c) (M,P ) es básico si M y P son Λ-módulos básicos.

d) (M,P ) es τ -inclinante de soporte (casi completo τ -inclinante de soporte)
si (M,P ) es τ -ŕıgido y rk(M,P ) = rkK0(Λ) (rk(M,P ) = rkK0(Λ)− 1).

Proposición 2.1.8. [AIR14, 2.3] Sean (M,P ) un par de Λ-módulos, con
M ∈ mod(Λ), P ∈ proj(Λ) y e2 = e ∈ Λ tales que add(P ) = add(Λe).
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Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) (M,P ) es τ -ŕıgido (τ -inclinante de soporte, casi completo τ -inclinante de
soporte), si y sólo si, M es un Λ/〈e〉-módulo τ -ŕıgido (τ -inclinante, casi
completo τ -inclinante).

b) Si (M,P ) y (M,Q) son pares τ -inclinantes de soporte, entonces

add(P ) = add(Q).

Demostración. Sea P ′ ∈ mod(Λ) tal que P ′ | P . Dado que P ′ ∈ add(Λ) se
tiene que P ′ | Λe. Por lo que rk(P ) ≤ rk(Λe). Análogamente, rk(Λe) ≤ rk(P ).

a) Notemos que HomΛ(P,M) = 0, es equivalente a que,

HomΛ(Λe,M) = 0.

Por lo que el resultado se sigue del Lema 2.1.2 b) y la Proposición 1.4.14, ya
que rkK0(Λ/〈e〉) = rkK0(Λ)− rk(Λe).

b) Veamos que existe f 2 = f ∈ Λ tal que add(Q) = add(Λf). En efecto,
sea Q′ ∈ mod(Λ) tal que Q ⊕ Q′ = Λm. Sea {ej}nj=1 un sistema de idempo-
tentes ortogonales primitivos, por lo que Λ = ⊕nj=1Λej. Por el Lema 1.1.15
existe f 2 = f ∈ Λ tal que add(Q) = add(Λf). Aśı, (f + 〈e〉)M = 0 + 〈e〉. Por
a) y la Proposición 2.1.5, se tiene que f ∈ 〈e〉. Análogamente, e ∈ 〈e〉.

El siguiente resultado es análogo al Lema de Wakamatzu.

Notación 2.1.9. Sea M ∈ mod(Λ). Denotamos por :

MP si M = MP⊕M ′, donde MP no tiene sumandos directos proyectivos
no nulos y M ′ ∈ proj(Λ).

MI si M = MI ⊕M ′, donde MI no tiene sumandos directos inyectivos
no nulos y M ′ ∈ inj(Λ).

Lema 2.1.10. [AIR14, 2.6] Sean T ∈ mod(Λ) τ -ŕıgido y

η : 0→ Y → T ′
f→ X

31



una sucesión exacta en mod(Λ), con f una add(T )-precubierta. Entonces,
Y ∈ ⊥0τT .

Demostración. Notemos que podemos suponer que f es un epimorfismo, pues-
to que el morfismo inducido, f ′ : T ′ → Im(f) es una add(T )-precubierta.
Aplicamos el funtor HomΛ(−, τ(Tp)) a η y obtenemos la siguiente sucesión
exacta

0 = Λ(T ′, τ(Tp))→ Λ(Y, τ(Tp))→ Λ(X, τ(Tp))
1
Λ(f,τ(Tp))→ 1

Λ(T ′, τ(Tp)).

Ahora bien, veamos que Ext1
Λ(f, τ(Tp)) es un monomorfismo. En efecto, da-

do que el morfismo HomΛ(Tp, f) : HomΛ(Tp, T
′) → HomΛ(Tp, X) es un epi-

morfismo; tenemos que HomΛ(Tp, f) : HomΛ(Tp, T
′) → HomΛ(Tp, X) es un

epimorfismo y por las fórmulas de Auslander-Reiten y la Proposición A.4.8

DRHomΛ(Tp, f) = Ext1
Λ(f, τ(Tp)) : Ext1

Λ(X, τ(Tp))→ Ext1
Λ(T ′, τ(Tp)),

es un monomorfismo. Por la Proposición A.4.8, concluimos que

HomΛ(Y, τT ) = 0.

2.2. Módulos τ-ŕıgidos y clases de torsión

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin básica.

El objetivo principal de esta sección es dar una biyección entre Λ-módu-
los τ -inclinantes de soporte y las clases de torsión funtorialmente finitas.

Notación 2.2.1. Denotamos por :

sτ − tilt(Λ) a la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-
módulos τ -inclinantes de soporte básicos.

f − tors(Λ) a la clase de todas las clases de torsión funtorialmente finitas
en mod(Λ).
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Teorema 2.2.2. [AIR14, 2.7] Existe una biyección

sτ − tilt(Λ)←→ f − tors(Λ),

dada por T ∈ sτ − tilt(Λ) 7→ gen(T ) y T ∈ f − tors(Λ) 7→ P(T ).

Demostración. Sean T ∈ sτ − tilt(Λ) y e2 = e ∈ Λ tal que T es un Λ/〈e〉-
módulo τ -inclinante. Por el Lema 2.1.2 a), la Proposición 1.4.5 y el Teorema
1.3.9 gen(T ) ∈ f − tors(Λ) y T ∈ add(P(gen(T ))); por el Lema 2.1.2 a) y la
Proposición 1.4.6 P(gen(T )) es un Λ/〈e〉-módulo τ -ŕıgido y por la Proposición
1.4.14

rk(P(gen(T ))) ≤ rkK0(Λ/〈e〉) = rk(T ).

Por lo tanto, T = P(gen(T )).

Rećıprocamente, sean T ∈ f − tors(Λ) y e2 = e ∈ ann(T ) máximo. Por el Teo-
rema 1.3.9 P(T ) es un Λ/ann(T )-módulo inclinante; por la Proposición 1.4.13
rkK0(Λ/〈e〉) = rkK0(Λ/ann(T )) y por la Proposición 2.1.5 P(T ) es un Λ/〈e〉-
módulo τ -inclinante. Se sigue del Teorema 1.3.9 que T = gen(P(T )).

Definición 2.2.3. Sea C una clase de Λ-módulos. Decimos que:

a) C es sincera si ∀ e2 = e ∈ ann(C), se tiene que e = 0.

b) C es fiel si ann(C) = 0.

El siguiente lema es para probar un resultado debido a Hoshino.

Lema 2.2.4. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, ann(M) = ann(gen(M)).

Demostración. ⊇) Es clara.

⊆) Sean M ′ ∈ gen(M), (f1, · · · , fn) : Mn →M ′ un epimorfismo, a ∈ ann(M),
m′ ∈M ′ y (m1, · · · ,mn) ∈Mn tal que m′ =

∑n
i=1 fi(mi). Dado que,

0 =
n∑
i=1

fi(ami) = am′,

concluimos que ann(M) ⊆ ann(gen(M)).
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Notación 2.2.5. Denotamos por :

τ−tilt(Λ) a la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-
módulos τ -inclinantes básicos.

tilt(Λ) a la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-módu-
los inclinantes básicos.

sf − tors(Λ) a la clase de todas las clases de torsión funtorialmente fini-
tas sinceras.

ff − tors(Λ) a la clase de todas las clases de torsión funtorialmente finitas
fieles.

Corolario 2.2.6. [AIR14, 2.8] La biyección del Teorema 2.2.2 se restringe a
las biyecciones

τ − tilt(Λ)←→ sf − tors(Λ)

tilt(Λ)←→ ff − tors(Λ).

Demostración. Sea T ∈ sτ − tilt(Λ). Entonces, T es τ -inclinante (inclinante),
si y sólo si, por la Proposición 2.1.5 T es sincero (fiel) y esto sucede, si y sólo
si, por el Lema 2.2.4 gen(T ) es sincera (fiel).

Los siguientes resultados son para probar un resultado análogo al Lema de
Bongartz [Bo81, Lema 2.1], para módulos τ -ŕıgidos.

Proposición 2.2.7. [AIR14, 2.9] Sean T ∈ f − tors(Λ) y U un Λ-módulo
τ -ŕıgido. Entonces, U ∈ add(P(T )), si y sólo si, gen(U) ⊆ T ⊆ ⊥0(τU).

Demostración. ⇒) Veamos que gen(U) ⊆ T . Como U ∈ T y T es cerrada
por cocientes, se tiene que gen(U) ⊆ T .

Luego, veamos que T ⊆ ⊥0(τU). Sea T ∈ T , ya que Ext1
Λ(U, T ) = 0, conclui-

mos por la Proposición 1.4.2 que T ∈ ⊥0(τU).

⇐) Dado que U ∈ gen(U) ⊆ T y T ⊆ ⊥0(τU), por la Proposición 1.4.2
Ext1

Λ(U, T ) = 0 ∀ T ∈ T . Por lo tanto, U ∈ add(P(T )).
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Definición 2.2.8. Sea M ∈ mod(Λ). Decimos que M es τ−1 − ŕıgido si
HomΛ(τ−1M,M) = 0.

El siguiente lema nos dice que τ−1-ŕıgido es la noción dual de τ -ŕıgido.

Lema 2.2.9. Sea M ∈ mod(Λ). Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Si M es τ -ŕıgido, entonces τM es τ−1-ŕıgido.

b) M es τ -ŕıgido, si y sólo si, DΛ(M) es τ−1-ŕıgido.

c) Si M es τ -ŕıgido, entonces cogen(τM) es una clase libre de torsión fun-
torialmente finita.

Demostración. a) Por la Proposición A.4.8, tenemos que

HomΛ(τ−1τM, τM) ∼= HomΛ(Mp, τM) = 0.

b) M es τ -ŕıgido, si y sólo si,

0 = HomΛ(M, τM) ∼= HomΛop(τ−1DΛM,DΛM),

donde el isomorfismo anterior se da porque DΛ : Λ→ Λop es un isomorfismo
y esto sucede, si y sólo si, DΛM es τ−1-ŕıgido.

c) Por a) y b) TrM es un Λop-módulo τ -ŕıgido, por la Proposición 1.4.5
gen(TrM) ∈ f − tors(Λop) y aśı DΛopgen(TrM) = cogen(τM) es una clase
libre de torsión funtorialmente finita.

Teorema 2.2.10. [AIR14, 2.10, 2.11] Sea U un Λ-módulo τ -ŕıgido. En-
tonces, T := ⊥0(τU) ∈ sf − tors(Λ), P(T ) ∈ τ − tilt(Λ) es tal que U ∈
add(P(T )) y ⊥0(τP(T )) = T .

Demostración. Veamos que T ∈ sf − tors(Λ). En efecto, por el Lema 2.2.9
(T , cogen(τU)) es un par de torsión, con cogen(τU) funtorialmente finita. Por
el Teorema 1.3.16 T es funtorialmente finita. Ahora bien, supongamos que T
no es sincera, con lo cual existe 0 6= e2 = e ∈ Λ tal que HomΛ(Λe,M) = 0
∀M ∈ T . Por el Lema A.2.12, tenemos que HomΛ(M,DΛopeΛ) = 0 ∀M ∈ T .
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Aśı, DΛop(eΛ) ∈ cogen(τU), por lo que DΛopeΛ | τU . Lo cual es una con-
tradicción, ya que por la Proposición A.4.8 τU ∈ modI(Λ). Por lo que
T ∈ sf − tors(Λ) y por el Corolario 2.2.6 P(T ) ∈ τ − tilt(Λ).

Ahora bien, veamos que U ∈ add(P(T )). Por la Proposición 1.4.2, se tie-
ne que U ∈ T , aśı gen(U) ⊆ T . Por la Proposición 2.2.7, concluimos que
U ∈ add(P(T )).

Por último, veamos que ⊥0(τP(T )) = T .

⊇) Por la Proposición A.6.9, tenemos que τP(T ) ∈ cogen(τU) y aśı

T ⊆ ⊥0(τP(T )).

⊆) Por la Proposición 1.4.6, tenemos que P(T ) ∈ ⊥0(τP(T )). Por lo tanto,
por el Teorema 2.2.2 T = gen(P(T )) ⊆ ⊥0(τP(T )).

Al Λ-módulo P(T ) le decimos la completación de Bongartz de U . A con-
tinuación daremos unas equivalencias para ver cuando un módulo τ -ŕıgido es
τ -inclinante.

Teorema 2.2.11. [AIR14, 2.12] Sea T un Λ-módulo τ -ŕıgido. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) T es τ -inclinante.

b) Si T ⊕X es τ -ŕıgido, entonces X ∈ add(T ).

c) ⊥0(τT ) = gen(T ).

d) Si HomΛ(T, τX) = 0 y HomΛ(X, τT ) = 0, entonces X ∈ add(T ).

Demostración. a)⇒ b) Se sigue la Proposición 1.4.14.

b)⇒ c) Sea T ⊕X la completación de Bongartz de T . Luego, por el Teorema
2.2.2 se tiene la primera igualdad y la última se da ya que X ∈ add(T )

⊥0(τT ) = gen(T ⊕X) = gen(T ).
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c)⇒ d) Por la Proposición 1.4.2, se tiene que Ext1
Λ(X,T ′) = 0 ∀ T ′ ∈ gen(T )

y dado que X ∈ ⊥0(τT ) = gen(T ). Concluimos que X es Ext-proyectivo en
gen(T ). Luego, consideramos la siguiente sucesión exacta

η : 0→ N → T ′
f→ X → 0,

con f una add(T )-precubierta, por el Lema 2.1.10 N ∈ ⊥0(τT ) = gen(T ), con
lo cual η se escinde y por lo tanto X ∈ add(T ).

d) ⇒ a) Sea T ⊕X la completación de Bongartz de T . Luego, tenemos que
HomΛ(T, τ(T ⊕X)) = 0 = HomΛ(T ⊕X, τT ). Por hipótesis, T ⊕X ∈ add(T )
y aśı rk(T ) = rk(T ⊕X) = rkK0(Λ). Por lo tanto, T es τ -inclinante.

La condición b) del teorema anterior dice que un Λ-módulo inclinante es un
τ -ŕıgido maximal, el cual es un análogo con los Λ-módulos inclinantes ya que
estos son inclinantes parciales maximales. Ver [ACPV06, Corolario 3.11]. El
siguiente resultado es una versión para los Λ-módulos τ -inclinantes de soporte.

Corolario 2.2.12. [AIR14, 2.13] Sea (T, P ) un par τ -ŕıgido de Λ-módulos.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

a) (T, P ) es τ -inclinante de soporte.

b) Si (T ⊕X,P ) es τ -ŕıgido, entonces X ∈ add(T ).

c) ⊥0(τT ) ∩ P⊥0 = gen(T ).

d) Si HomΛ(T, τX) = 0 = HomΛ(X, τT ) y HomΛ(P,X) = 0, entonces X ∈
add(T ).

Demostración. Sea e2 = e ∈ Λ tal que add(P ) = add(Λe).

a)⇒ b) Se sigue del Teorema 2.2.11 y el Lema 2.1.2.

b) ⇒ c) Por el Teorema 2.2.11 ⊥0(τT ) = gen(T ) en mod(Λ/〈e〉). Notemos
que los objetos de gen(T ) en mod(Λ/〈e〉), son los mismos que en mod(Λ)
y por el Lema 2.1.2 ⊥0(τT ) en mod(Λ/〈e〉) tienen los mismos objetos que
⊥0(τT ) ∩ P⊥0 en mod(Λ).

37



c)⇒ d) Por el Lema 2.1.2, tenemos que

HomΛ/〈e〉(T, τX) = 0 = HomΛ/〈e〉(X, τT ).

Por el Teorema 2.2.11, tenemos que X ∈ add(T ).

d)⇒ a) Se sigue del Teorema 2.2.11 y el Lema 2.1.2.

El siguiente resultado es para ver que hay una biyección entre los conjuntos
τ -rigid(Λ) y τ -rigid(Λop), que se restringe a una biyección entre los conjuntos
sτ − tilt(Λ) y sτ − tilt(Λop).

Lema 2.2.13. Sean e2 = e ∈ Λ y M ∈ mod(Λ). Entonces, tenemos el
siguiente isomorfismo de R-módulos eΛ⊗Λ M ∼= eM .

Demostración. Sea f : eM → eΛ ⊗Λ M , (em 7→ e ⊗ m). Veamos que la
aplicación está bien definida. En efecto, sean em = en. Luego,

e⊗m = e⊗ em = e⊗ en = e⊗ n.

Es fácil ver que f es un morfismo de R-módulos. Sea g′ : eΛ × ΛM → eM ,
((eλ,m) 7→ eλm). Aseguramos que g′ es Λ-balanceada. En efecto,

g′(eλ,m) = eλm = g′(e, λm).

Por la propiedad universal del producto tensorial ∃! g : eΛ ⊗Λ M → eM ,
(eλ⊗m 7→ eλm). Por último, verifiquemos que f y g, son inversas mutuas

gf(em) = g(e⊗m) = em;

fg(e⊗m) = f(em) = em.

Teorema 2.2.14. [AIR14, 2.14] Existe una biyección

()+ : τ − rigid(Λ)←→ τ − rigid(Λop)

(M,P ) 7→ (Tr(Mp)⊕ P ∗, (M/Mp)
∗).

La biyección ()+ se restringe a una biyección

sτ − tilt(Λ)←→ sτ − tilt(Λop).
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Demostración. Sea e2 = e ∈ Λ tal que add(P ) = add(Λe). Veamos que
(Tr(Mp) ⊕ P ∗, (M/Mp)

∗) ∈ τ − rigid(Λop). En efecto, consideremos los si-
guientes isomorfismos

HomΛop(Tr(Mp), τTr(Mp)) ∼= HomΛop(Tr(Mp),DΛop(Mp))
∼= HomΛ(Mp, τ(Mp)) = 0.

Luego, consideramos los siguientes isomorfismos, donde el tercero está dado
por la adjunción Hom-tensor y el cuarto, por el Lema 2.2.13

HomΛop(P ∗, τTr(Mp)) ∼= HomΛop(eΛ,DΛ(Mp))
∼= HomΛop(eΛ,HomR(Mp, I))
∼= HomR(eΛ⊗Λ Mp, I)
∼= HomR(eMp, I) = 0.

Por el Lema A.2.12, tenemos el siguiente isomorfismo

HomΛop((M/Mp)
∗,Tr(Mp)) ∼= HomΛop(Tr(Mp),DΛ(M/Mp))

∼= HomΛ(M/Mp, τ(Mp)) = 0.

Además, HomΛop((M/Mp)
∗, P ∗) ∼= HomΛ(P,M/Mp) = 0. Por lo que

(Tr(Mp)⊕ P ∗, (M/Mp)
∗) ∈ τ − rigid(Λop).

Luego, es claro que ((M,P )+)+ = (M,P ). Por último, supongamos que
(M,P ) es τ -inclinante de soporte, consideremos f 2 = f ∈ Λ tal que

add(Λf) = add(M/Mp),

por la Proposición 1.4.13, tenemos las siguientes igualdades

rk(Tr(Mp)⊕ P ∗) = rk(Mp) + rk(Λe)

= rk(M)− rk(Λf) + rk(Λe)

= rkK0(Λ)− rk(Λe)− rk(Λf) + rk(Λe)

= rkK0(Λ/〈f〉).
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2.3. Mutación de módulos τ-inclinantes de soporte

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin básica.

El objetivo principal de esta sección es probar que los pares casi comple-
tos τ -inclinantes tienen exactamente dos complementos, que es un resultado
análogo al de las variables de conglomerado.

Lema 2.3.1. [AIR14, 2.20] Sean (T, P ) un par τ -ŕıgido de Λ-módulos y U

un Λ-módulo τ -ŕıgido tales que ⊥0(τT )∩P⊥0 ⊆ ⊥0(τU). Entonces, existe una

sucesión exacta U
f→ T ′

g→ C → 0, que satisface las siguientes condiciones

a) f es una gen(T )-envolvente.

b) T ′ ∈ add(T ).

c) C ∈ add(P(gen(T )))

d) add(T ′) ∩ add(C) = 0.

Demostración. Consideremos la siguiente sucesión exacta

η : U
f→ T ′

g→ C → 0,

con f una add(T )-envolvente. Veamos que:

c) Es clara.

a) f es una gen(T )-envolvente.

Sea g : U → X, con X ∈ gen(T ). Por el Lema 2.1.10 existe una suce-

sión exacta ξ : 0 → Y → T ′′
h→ X → 0, con h una add(T )-precubierta

y Y ∈ ⊥0(τT ). Como T ′′ ∈ P⊥0, se sigue que Y ∈ P⊥0 y por hipótesis, se
tiene que Y ∈ ⊥0(τU). Luego, aplicando el funtor HomΛ(U,−) a ξ, por la
Proposición 1.4.2, obtenemos la siguiente sucesión exacta

HomΛ(U, T ′′)
HomΛ(U,h)→ HomΛ(U,X)→ Ext1

Λ(U, Y ) = 0
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Aśı pues, existe s ∈ HomΛ(U, T ′′) tal que hs = g. Dado que f es una add(T )-
envolvente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

U
f //

s
��

T ′

t}}

T ′′.

Aśı pues, htf = g.

b) C ∈ add(P(gen(T ))).

Consideremos la siguiente sucesión exacta

ε : 0→ Im(f)
i→ T ′

g→ C → 0.

Aplicando el funtor HomΛ(−, X), con X ∈ gen(T ), obtenemos la siguiente
sucesión exacta por la Proposición 1.4.2, dado que T es τ -ŕıgido.

Λ(T ′, X)
Λ(i,X)→ Λ(Im(f), X)→ 1

Λ(C,X)→ 1
Λ(T ′, X) = 0.

Dado que f es una gen(T )-envolvente, el morfismo HomΛ(i,X) es un epimor-
fismo, y aśı, Ext1

Λ(C,X) = 0.

d) add(T ′) ∩ add(C) = 0.

Es suficiente por el Corolario 1.2.10 probar que HomΛ(T ′, C) = radΛ(T ′, C).
En efecto, sea h : T ′ → C. Aplicando el funtor HomΛ(U,−) a ε, obtenemos
la siguiente sucesión exacta, dado que U es τ -ŕıgido

Λ(U, Im(f))→ Λ(U, T ′)
Λ(U,g)→ Λ(U,C)→ 1

Λ(U, Im(f)) = 0.

Con lo cual tenemos el siguiente diagrama conmutativo

U

∃ t
��

hf //C

T ′.
g

>>
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Luego, dado que f es una add(T )-envolvente, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

U

t
��

f // T ′

∃ k}}

T ′.

Aśı pues, tenemos las siguientes igualdades

0 = hf − gt = hf − gkf = (h− gk)f.

Por la propiedad universal del Cokernel, obtenemos

U
f // T ′

g
��

h−gk //C

C.
∃ r

>>

Por lo que, rg = h − gk, y aśı, h = gk + rg ∈ radΛ(T ′, C), ya que por la
Proposición 1.2.6 tenemos que g ∈ radΛ(T ′, C).

El siguiente resultado se sigue del Teorema de Jordan-Hölder.

Lema 2.3.2. Sea X ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa plena cerrada por exten-
siones. Si 0 ∈ X y todo Λ-módulo simple S se tiene que S ∈ X , entonces
X = mod(Λ).
Lema 2.3.3. Sea T ∈ mod(Λ) sincero. Entonces, (⊥0gen(T ),mod(Λ)) es un
par de torsión en mod(Λ). En particular, ⊥0gen(T ) = 0.

Demostración. Consideremos el par de torsión (⊥0gen(T ), (⊥0gen(T ))⊥0) y

0 = Tn ≤ · · · ≤ T0 = T

una serie de composición de T . Dado que T/T1 ∈ gen(T ) ⊆ (⊥0gen(T ))⊥0 y
tenemos los siguientes diagramas conmutativos

0 // Tj+2

��

// Tj+1
//

��

Tj+1/Tj+2

fj
��

// 0

0 // Tj+1
// Tj // Tj/Tj+1

// 0.

42



Puesto que, fj : Tj+1/Tj+2 → Tj/Tj+1 es un isomorfismo o cero, tenemos que
Tj+1/Tj+2 ∈ (⊥0gen(T ))⊥0 ∀ 0 ≤ j ≤ n− 2. Por el Lema 2.3.2

mod(Λ) = (⊥0gen(T ))⊥0.

Lema 2.3.4. [AIR14, 2.21] Con las hipótesis del Lema 2.3.1. Si C = 0 y T
es sincero, entonces f : U → T ′ es un isomorfismo.

Demostración. Por hipótesis, la siguiente sucesión es exacta

η : 0→ Ker(f)→ U
f→ T ′ → 0.

Aplicando el funtor HomΛ(−, X) a η, con X ∈ gen(T ), obtenemos la siguiente
sucesión exacta

0→ Λ(T ′, X)
Λ(f,X)→ Λ(U,X)→ Λ(Ker(f), X)→ 1

Λ(T ′X).

Por la Proposición 1.4.2 tenemos que Ext1
Λ(T ′, X) = 0 y dado que el morfismo

HomΛ(f,X) : HomΛ(T ′, X) → HomΛ(U,X) es un epimorfismo. Concluimos
que Ker(f) ∈ ⊥0(gen(T )) y por el Lema 2.3.3 Ker(f) = 0.

Proposición 2.3.5. [AIR14, 2.22] Sea T = X ⊕ U ∈ τ − tilt(Λ), donde
X ∈ ind(Λ). Entonces, sólo sucede una de las siguientes condiciones.

⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τX).

X ∈ gen(U).

Demostración. Supongamos que las dos condiciones suceden. Entonces, se
sigue del Teorema 2.2.11 que

gen(U) = gen(T ) = ⊥0(τT ) = ⊥0(τU).

Por el Teorema 2.2.11 U es τ -inclinante, lo cual es una contradicción.

Por otro lado, sea Y ⊕ U la completación de Bongartz de U . Por el Teo-
rema 2.2.10 se tienen las siguientes inclusiones

⊥0(τT ) ⊆ ⊥0(τU) = ⊥0(τ(U ⊕ Y )) ⊆ ⊥0(τY ).
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Luego, por la Proposición 2.1.5 se tiene que T es sincero; por el Lema 2.3.1 se

tiene una sucesión exacta Y
f→ T ′

g→ T ′′ → 0, con f una gen(T )-envolvente,
T ′ ∈ add(T ), add(T ′) ∩ add(T ′′) = 0 y por el Teorema 2.2.2

T ′′ ∈ add(P(gen(T ))) = add(T ).

Notemos que en la siguiente sucesión exacta

η : Y ⊕ U f⊕1U→ T ′ ⊕ U → T ′′ → 0,

f ⊕ 1U es una gen(T )-envolvente. Por el Lema 2.3.1 existe una sucesión exac-

ta ξ : Y ⊕ U h→ T1 → T0 → 0, con h una gen(T )-envolvente, T1 ∈ add(T )
y add(T1) ∩ add(T0) = 0. Por la minimalidad de f ⊕ 1U y h tenemos que
η ∼= ξ. Aśı, add(T ′ ⊕ U) ∩ add(T ′′) = 0, por lo que T ′′ ∈ add(X). Tenemos
los siguientes casos.

• T ′′ 6= 0. Se tiene que T ′′ = Xn, aśı T ′ ∈ add(U) y por lo tanto X ∈ gen(U).

• T ′′ = 0. Por el Lema 2.3.4 f ⊕ 1U es un isomorfismo, puesto que T es
sincero. Entonces, Y ∼= X por el Teorema de Krull-Schimdt. Con lo cual
⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τY ) = ⊥0(τX).

Proposición 2.3.6. [AIR14, 2.17] Sea T ∈ mod(Λ) τ -ŕıgido básico no τ -
inclinante. Entonces, existen al menos dos Λ-módulos τ -inclinantes de so-
porte básicos que tienen a T como sumando directo.

Demostración. Por el Teorema 2.2.10 tenemos que T := ⊥0(τT ) ∈ sf − tors(Λ)
y T ∈ add(P(T )). Luego, por la Proposición 1.4.5 y el Lema

gen(T ) ∈ (f − tors(Λ)− sf − tors(Λ))

y T ∈ add(P(gen(T ))). Por el Teorema 2.2.2 P(T ), P(gen(T )) ∈ sτ − tilt(Λ)
y por el Teorema 2.2.2 P(T ) 6= P(gen(T )).

Definición 2.3.7. Sea (M,P ) ∈ τ − rigid(Λ). Decimos que (M,P ) es su-
mando directo de (M ′, P ′) ∈ τ − rigid(Λ), si M | M ′ y P | P ′. En tal caso,
escribimos (M,P ) | (M ′, P ′).
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Teorema 2.3.8. [AIR14, 2.18] Un par (U,Q) casi completo τ -inclinante de
soporte básico es sumando directo de dos pares (T, P ), (T ′, P ′) τ -inclinantes
de soporte básicos. Más aún, {gen(T ), gen(T ′)} = {gen(U), (⊥0τU) ∩Q⊥0}.

Demostración. Dividiremos la demostración en dos casos.

•Q = 0. Sea U⊕X un Λ-módulo τ -inclinante de soporte. Por el Teorema 2.2.2
y la Proposición 2.1.8 es suficiente ver que gen(U ⊕X) ∈ {gen(U), ⊥0(τU)}.
En efecto, si X = 0 tenemos que gen(U ⊕X) = gen(U).

Si X ∈ ind(Λ). Por la Proposición 2.3.5, tenemos los siguientes dos casos
X ∈ gen(U) o bien ⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τX).

Si X ∈ gen(U), se sigue que gen(U ⊕X) = gen(U).

Si ⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τX), se tiene del Teorema 2.2.11 que

gen(U ⊕X) = ⊥0τ(U ⊕X) = ⊥0(τU).

• Q 6= 0. Por la Proposición 2.1.8 U es un Λ/〈e〉-módulo casi completo τ -
inclinante, donde add(Λe) = add(Q). Por lo anterior U es sumando directo de
exactamente de dos Λ/〈e〉-módulos τ -inclinantes y por la Proposición 2.1.8
estos estan en biyección con los pares τ -inclinantes de soporte que tienen a
(U,Q) como sumando directo.

Definición 2.3.9. Sean (T, P ) y (T ′, P ′) pares τ -inclinantes de soporte bási-
cos de Λ-módulos. Decimos que (T, P ) es una mutación de (T ′, P ′), si existe
un par (U,Q) casi completo τ -inclinante de soporte básico que es sumando
directo de (T, P ) y (T ′, P ′). Escribimos µX(T, P ) := (T ′, P ′), o simplemente
µX(T ) := T ′.

En este caso podemos describir la mutación como sigue. Sea (T, P ) un par
τ -inclinante de soporte básico en Λ. Si X ∈ ind(Λ), es tal que X | T o bien
X | P , entonces podemos calcular µX(T, P ) como sigue.

a) Si X | T una de las siguientes condiciones sucede:

Existe Y ∈ ind(Λ) tal que X 6= Y y µX(T, P ) = (T/X ⊕ Y, P ).
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Existe Q ∈ ind(proj(Λ)) tal que µX(T, P ) = (T/X, P ⊕Q).

b) Si X | P , existe Y ∈ ind(Λ) tal que µX(T, P ) = (T ⊕ Y, P/X).

El siguiente resultado es debido a Happel y Unger [HU89, 2.3].

Corolario 2.3.10. [AIR14, 2.24] Sea U un Λ-módulo casi completo inclinan-
te básico. Entonces, U es fiel, si y sólo si, U es sumando directo de precisa-
mente dos Λ-módulos inclinantes básicos.

Demostración. Por el Teorema 2.3.8 existen Λ-módulos τ -inclinantes de so-
porte T y T ′ tales que T 6= T ′, U | T , U | T ′, gen(U) = gen(T ) y

⊥0(τU) = gen(T ′).

⇒) Por la Proposición 1.4.2 gen(U) ⊆ ⊥0(τU) y por el Lema 2.2.4 tenemos
que ann(T ′) = ann(gen(T ′)) ⊆ ann(gen(T )) = ann(U) = 0. Por la Proposi-
ción 2.1.5 b) T ′ y T son Λ-módulos inclinantes.

⇐) Supongamos que U no es fiel, por el Lema 2.2.4 T no es fiel y por la
Proposición 2.1.5 b) T no es inclinante.

2.4. Orden parcial y sucesiones de intercambio

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin básica.

El Teorema 2.3.8 nos va a permitir el carcaj de mutación en sτ -tilt(Λ). El
objetivo principal de esta sección es ver la relación que tienen el carcaj de
mutación y el carcaj de Hasse a un orden parcial en sτ -tilt(Λ).

Definición 2.4.1. Sean M , N ∈ mod(Λ). Decimos que M es mayor o igual
que N si gen(N) ⊆ gen(M). En tal caso, escribimos N ≤M .
Lema 2.4.2. [AIR14, 2.25] Sean (T, P ) y (U,Q) pares τ -inclinantes de so-
porte de Λ-módulos. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

a) U ≤ T .
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b) HomΛ(Up, τ(Tp)) = 0, add(U/Up) ⊆ add(T/Tp) y add(P ) ⊆ add(Q).

c) HomΛ(U, τT ) = 0 y add(P ) ⊆ add(Q).

Demostración. a) ⇒ b) Veamos que add(U/Up) ⊆ add(T/Tp). Existe un
epimorfismo p : T n → U/Up. Por lo que U/Up ∈ add(T/Tp), con lo cual
add(U/Up) ⊆ add(T/Tp).

Luego, veamos que HomΛ(Up, τ(Tp)) = 0. Por la Proposición 1.4.2 tenemos
que 0 = Ext1

Λ(T, U ′) = Ext1
Λ(Tp, U

′) ∀ U ′ ∈ gen(Up) ⊆ gen(T ) y por la Pro-
posición 1.4.2 HomΛ(Up, τ(Tp)) = 0.

Por último, veamos que add(P ) ⊆ add(Q). Sea q : Tm → U un epimorfismo.
Aplicando el funtor HomΛ(P,−) a la siguiente sucesión exacta

0→ Ker(q)→ Tm → U → 0,

obtenemos la siguiente sucesión exacta

0 = HomΛ(P, Tm)→ HomΛ(P,U)→ Ext1
Λ(P,Ker(q)) = 0.

Por la Proposición 2.1.5 se tiene que U es un Λ/〈e〉-módulo sincero, donde
add(Q) = add(Λe). Por lo tanto, add(P ) ⊆ add(Q).

b) ⇒ c) Por hipótesis y la Proposición 1.4.2 tenemos que Ext1
Λ(T, U ′) = 0

∀ U ′ ∈ gen(U). Por la Proposición 1.4.2 HomΛ(U, τT ) = 0.

c) ⇒ a) Dado que U ∈ Q⊥0 ⊆ P⊥0 y U ∈ ⊥0(τT ), concluimos por el Co-
rolario 2.2.12 que U ∈ (⊥0τT ) ∩ (P⊥0) = gen(T ).

Proposición 2.4.3. [AIR14, 2.26] Sean T , U , V ∈ sτ − tilt(Λ) tales que

V ≤ U ≤ T.

Entonces, add(T ) ∩ add(V ) ⊆ add(U).

Demostración. Sea X ∈ add(T )∩gen(U). Veamos que X es Ext-proyectivo en
gen(U). En efecto, por el Lema 2.4.2 c) HomΛ(U, τX) = 0 y por la Proposición
1.4.2 Ext1

Λ(X,U ′) = 0 ∀ U ′ ∈ gen(U). Ahora, por el Teorema 2.2.2

X ∈ add(P(gen(U))) = add(U).
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Concluimos que add(T ) ∩ add(V ) ⊆ add(T ) ∩ gen(U) ⊆ add(U).

Proposición 2.4.4. [AIR14, 2.27] La biyección

(−)+ : sτ − tilt(Λ)←→ sτ − tilt(Λop)

en el Teorema 2.2.14 es un antiisomorfismo de órdenes parciales.

Demostración. Sean (T, P ) y (U,Q) pares τ -inclinantes de soporte de Λ-
módulos. Por el Lema 2.4.2 tenemos que U ≤ T , si y sólo si,

HomΛ(Up, τ(Tp)) = 0,

add(U/Up) ⊆ add(T/Tp) y add(P ) ⊆ add(Q). Esto es equivalente a que,
HomΛ(Tr(Tp), τTr(Up)) = 0, add((U/Up)

∗) ⊆ add((T/Tp)
∗) y

add(P ∗) ⊆ add(Q∗).

Por último, por el Lema 2.4.2 esto sucede, si y sólo si,

Tr(Tp)⊕ P ∗ ≤ Tr(Up)⊕Q∗.

Definición 2.4.5. Sean T , T ′ ∈ sτ − tilt(Λ) tales que T ′ = µX(T ). Entonces,
por el Teorema 2.3.8 tenemos que T ′ < T o bien T < T ′. Decimos que T ′ es
una mutación izquierda (derecha) de T si T ′ < T (T < T ′). En tal caso,
escribimos µ−X(T ) := T ′ (µ+

X(T ) := T ′).
Proposición 2.4.6. [AIR14, 2.28] Sean T := X ⊕U , T ′ ∈ sτ − tilt(Λ) tales
que T ′ = µX(T ). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

a) µ−X(T ) = T ′ (µ+
X(T ) = T ′).

b) ⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τX) (⊥0(τU) 6⊆ ⊥0(τX)).

c) X /∈ gen(U) (X ∈ gen(U)).

Si T es τ -inclinante, entonces la siguiente condición es equivalente a las
anteriores.

d) T es la completación de Bongartz de U (T no es la completación de
Bongartz de U).
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Demostración. a) ⇐⇒ b) ⇐⇒ c) Se sigue de la Proposición 2.3.5.

Si T es un Λ-módulo τ -inclinante.

d)⇒ b) Por el Teorema 2.2.10 ⊥0(τT ) = ⊥0(τU). Por lo que ⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τX).

c)⇒ d) Dado que U es un Λ-módulo casi τ -inclinante, por el Teorema 2.3.8
gen(U) ⊂ gen(T ) = ⊥0(τU). Por el Teorema 2.2.2 P(⊥0(τU)) = T .

Definición 2.4.7. El carcaj τ -inclinante de soporte Q(sτ − tilt(Λ)) se define
como sigue:

El conjunto de vértices es sτ − tilt(Λ).

Dibujamos, una y sólo una flecha, de U a T si U es una mutación iz-
quierda de T.

El siguiente teorema nos permite calcular las mutaciones izquierdas mediante
las siguientes sucesiones de intercambio.

Teorema 2.4.8. [AIR14, 2.30] Sean U ∈ mod(Λ) casi completo τ -inclinante,

T = X ⊕ U la completación de Bongartz de U y η : X
f→ U ′

g→ Y → 0
una sucesión exacta, con f una add(U)-envolvente. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) Si U no es sincero, entonces Y = 0. En tal caso, µ−X(T ) = U y

U ∈ sτ − tilt(Λ)− τ − tilt(Λ).

b) Si U es sincero, entonces Y = (Y ′)n, con Y ′ ∈ ind(Λ) y Y ′ /∈ add(T ). En
este caso, µ−X(T ) = Y ′ ⊕ U .

Demostración. a) Si U no es sincero, entonces existe e2 = e ∈ Λ primitivo tal
que eU = 0. Por el Lema 2.1.2 y la Proposición 1.4.13 se tiene que U es un
Λ/〈e〉-módulo τ -inclinante. Dado que T es la completación de Bongartz de U
se sigue de la Proposición 2.4.6 que U = µ−X(T ).

b) Si U es sincero. Por la Proposición 2.4.6 se tiene que ⊥0(τU) ⊆ ⊥0(τX) y por
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la Proposición 1.4.2 se tiene que HomΛ(U, τY ) = 0; por el Lema 2.3.1 se tiene
que Y ∈ add(P(gen(U))). Luego, aplicamos el funtor HomΛ(−, τ(Y ⊕ U)) a
η y obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(Y, τ(Y ⊕ U))→ HomΛ(U, τ(Y ⊕ U)) = 0.

Con lo cual Y ⊕ U es τ -ŕıgido. Veamos que g es una add(T )-precubierta. En
efecto, sea T ′ ∈ add(T ). Puesto que T ′ es τ -ŕıgido, por la Proposición 1.4.2
Ext1

Λ(T ′, Im(f)) = 0. Luego, aplicamos el funtor HomΛ(T ′,−) a la siguiente

sucesión exacta 0→ Im(f)→ U ′
g→ Y → 0, obtenemos la siguiente sucesión

exacta

HomΛ(T ′, U ′)
HomΛ(T ′,g)→ HomΛ(T ′, Y )→ Ext1

Λ(T ′, Im(f)) = 0.

Ahora bien, sea h : T → Y . Dado que g es una add(T )-precubierta, existe
g′ : T ′ → U ′ tal que gg′ = h, por lo que h ∈ radΛ(T ′, Y ) y por el Corolario
1.2.10, concluimos que add(T ) ∩ add(Y ).

Por último, supongamos que Y = 0. Puesto que U es sincero, por el Le-
ma 2.3.4 se tiene que X ∼= U ′, lo cual es una contradicción ya que X no es
un sumando directo de U . Por lo tanto Y 6= 0.

A continuación vamos a dar un método de calcular las mutaciones de un Λ-
módulo τ -inclinante de soporte.

Sean T , T ′ ∈ sτ − tilt(Λ) tales que µX(T ) = T ′.

a) Si µ−X(T ) = T ′, entonces T ′ puede ser calculado aplicando el Teorema
2.4.8.

b) Si µ+
X(T ) = T ′, entonces T ′ puede ser calculado usando la Proposición

2.4.4 y el Teorema 2.4.8, mediante los siguientes tres pasos

Calcular T+.

Calcular µ−X(T+).

Calcular (µ−X(T+))+.
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La demostración del siguiente teorema se dará de manera más general en la
siguiente sección.

Teorema 2.4.9. [AIR14, 2.35] Sean U , T ∈ sτ − tilt(Λ) tales que T < U .
Entonces,

a) existe V una mutación derecha de T tal que V ≤ U .

b) existe V ′ una mutación izquierda de U tal que T ≤ V ′.

Demostración. Ver Teorema 2.5.9.

Teorema 2.4.10. [AIR14, 2.33] Para todos U , T ∈ sτ − tilt(Λ), las siguien-
tes condiciones son equivalentes.

a) U es una mutación izquierda de T.

b) T es una mutación derecha de U.

c) U < T y no existe V ∈ sτ − tilt(Λ) tal que U < V < T .

Demostración. Sean (U,Q) y (T, P ) pares τ -inclinantes de soporte.

a)⇒ b) Por el Teorema 2.3.8 existe un par de Λ-módulos (V, S) casi completo
τ -inclinante y X ∈ ind(Λ) tales que (V, S) | (T, P ), (V, S) | (U,Q) y

µ−X(T ) = U.

Por lo que existe Y ∈ ind(Λ) tal que Y | U o bien Y | Q. Aśı pues, µY (U) = T .
Concluimos que µ+

Y (U) = T .

b)⇒ c) Sean (V, S) un par τ -inclinante de Λ-módulos tales que U ≤ V < T ,
(V ′, S ′) un par casi completo τ -inclinante de Λ-módulos tal que (V ′, S ′) | (T, P )
y (V ′, S ′) | (U,Q). Por la Proposición 2.4.3 se tiene que V ′ | V y por el Lema
2.4.2 se tiene que S ′ | P | S. Con lo cual (V ′, S ′) | (V, S). Se sigue del Teorema
2.3.8 que U = V .

c) ⇒ a) Por el Teorema 2.4.9 existe V una mutación izquierda de T tal
que U ≤ V < T . Por hipótesis U ∼= V .
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Del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.11. [AIR14, 2.34] El carcaj τ -inclinante de soporte

Q(sτ − tilt(Λ))

es el carcaj de Hasse del conjunto parcialmente ordenado (sτ − tilt(Λ),≤).

El siguiente resultado es análogo a [HU05, Corolario 2.2].

Corolario 2.4.12. [AIR14, 2.38] Si Q(sτ − tilt(Λ)) tiene una componente
conexa finita C, entonces Q(sτ − tilt(Λ)) = C.

Demostración. Sea T ∈ C. Por el Teorema 2.4.9 y el Corolario 2.4.11 existe
una sucesión T := T0 < · · · < Ti < · · · tal que Ti ≤ Λ para toda i. Por
hipótesis existe n ∈ N tal que Λ = Tn ∈ C. Ahora bien, sea T ′ un Λ-
módulo τ -inclinante de soporte. Como T ′ ≤ Λ, por el Teorema 2.4.9 existe
una sucesión de mutaciones Λ ≥ M0 · · · > Mi > · · · tales que T ′ ≤ Mi para
toda i. Ya que C es finita existe k ∈ N tal que T ′ = Mk ∈ C.

Veamos un ejemplo donde Q(sτ − tilt(Λ)) no tiene una componente conexa
finita.

Ejemplo 2.4.13. [Ja15, 2.20]. Sea A el álgebra de Kronecker. Por el Teorema
A.3.2 se tiene que S(1) y S(2) son los únicos A-módulos τ -ŕıgidos no sinceros.
Notemos que S(1) = J0, S(2) = Q0 ∈ sτ − tilt(A). Por el Teorema A.3.2 se
tiene que {Qn ⊕ Qn+1, Qn ⊕ Qn−1} son los únicos A-módulos τ -inclinantes
básicos tales que Qn es sumando directo ∀ n ∈ N+. Análogamente, por el
Teorema A.3.2 {Jn⊕Jn+1, Jn⊕Jn−1} son los únicos A-módulos τ -inclinantes
básicos tales que Jn es sumando directo ∀ n ∈ N+. Por el Teorema A.3.2
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tenemos descrito el carcaj τ -inclinante de soporte

Q0
//Q0 ⊕Q1

Q1 ⊕Q2

OO

Q2 ⊕Q3

OO

0

OO

��

...

OO

J3 ⊕ J2

OO

J2 ⊕ J1

OO

J0
// J1 ⊕ J0.

OO

2.5. Álgebras τ-ŕıgidas finitas

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin básica.

El objetivo principal de esta sección es introducir las álgebras τ -ŕıgidas fi-
nitas, ver varias equivalencias y dar resultados análogos a las álgebras de
tipo de representación finita. El siguiente resultado esta inspirado en el Teo-
rema de Brenner y Butler [HR82, Teorema 2.1].

Proposición 2.5.1. [DIJ, 3.2] Sean M ∈ sτ − tilt(Λ), Γ := EndΛ(M)op y el
funtor de evaluación eM := HomΛ(M,−) : mod(Λ)→ mod(Γ). Las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) Si f : X → Y es un morfismo en gen(M), tal que eM(f) es un epimorfis-
mo, entonces f es un epimorfismo.

b) El funtor de evaluación eM : gen(M)→ cogen(DΓopM) es una equivalencia
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de categoŕıas exactas (es decir, η : 0→ A→ B → C es una sucesión exac-
ta en gen(M), si y sólo si, eM(η) es una sucesión exacta en sub(DΓopT)).

c) Si T ⊆ gen(M) es una clase de torsión en mod(Λ), entonces eM(T ) es
cerrado por extensiones en mod(Γ).

Demostración. a) Consideremos la factorización de f a través de su imagen
f = if ′. Dado que eM(f) = eM(i)eM(f ′) es un epimorfismo, se tiene que
eM(i) es un epimorfismo. Consideremos la siguiente sucesión exacta

η : 0→ Im(f)
i→ Y → Coker(f)→ 0.

Aplicando el funtor de evaluación eM a η, por la Proposición 1.4.2 obtenemos
la siguiente sucesión exacta

eM(Im(f))
eM (i)→ eM(Y )→ eM(Coker(f))→ 0.

Dado que eM(Coker(f)) = 0 tenemos que Coker(f) = 0.

b) Sea Γ′ = EndΛ/ann(M)(M). Por la Proposición 2.1.5 y el Teorema de Brenner
y Butler eM : gen(M)→ cogen(DΓ′opM) es una equivalencia de categoŕıas.
Sea η : 0→ X → Y → Z → 0 una sucesión exacta en gen(M), por la Propo-
sición 1.4.2 se tiene que eM(η) es una sucesión exacta en cogen(DΓopM).

Rećıprocamente, sea 0 → eM(X)
eM (f)→ eM(Y )

eM (g)→ eM(Z) → 0 una sucesión
exacta, con X, Y, Z ∈ gen(M). Por a), se tiene que g es un epimorfismo.
Puesto que eM(gf) = 0 se tiene que gf = 0. Consideremos la siguiente suce-

sión exacta ξ : 0 → Ker(g)
i→ Y

g→ Z → 0. Por la propiedad universal del
Kernel ∃! k : X → Ker(g). Ahora, aplicando el funtor de evaluación eM a ξ,
obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ eM(Ker(g))
eM (i)→ eM(Y )

eM (g)→ eM(Z).

Aśı, eM(i) : eM(Ker(g))→ eM(Y ) es el Kernel de eM(g), con lo cual eM(k) es
un isomorfismo y por el proceso de proyectivización k es un isomorfismo.

c) Es inmediato de b).

54



Definición 2.5.2. Sean C ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa plena y M ∈ mod(Λ).

a) Decimos que M es C − filtrado, si existe una cadena de submódulos de
M

0 = M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mn = M,

tal que Mk/Mk−1 ∈ C ∀ 1 ≤ k ≤ n. A esta cadena la llamamos una
C − filtración.

b) Si M es C-filtrado, entonces

`C(M) := min{n ∈ N | ∃M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mn = M una C − filtración}

es llamada la C − longitud de M .
Notación 2.5.3. Sean C ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa plena. Denotamos por :

Tors(C) := ∩C⊆T ⊆mod(Λ) | T clase de torsiónT .

Filt(C) a la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son Λ-módulos
C-filtrados.

El siguiente resultado es una caracterización de Tors(C) a partir de los Λ-
módulos C-filtrados.

Proposición 2.5.4. [DIJ, 3.3] Sea C ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa plena. En-
tonces, Tors(C) = Filt(gen(C)).

Demostración. Primero, veamos que Filt(gen(C)) es una clase de torsión en
mod(Λ). En efecto, sea 0 → N → M → K → 0 una sucesión exacta en
mod(Λ), con N , K ∈ Filt(gen(C)). Por el Teorema de la correspondencia
existen gen(C)-filtraciones 0 = M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mn = N y

0 = Mn/N ⊆Mn+1/N ⊆ · · · ⊆Mr/N = M/N.

Por lo que, 0 = M0 ⊆ · · · ⊆ Mn ⊆ Mn+1 ⊆ · · · ⊆ Mr/N = M es una gen(C)-
filtración. Por otro lado, si M ∈ Filt(gen(C)) existe una gen(C)-filtración

0 = M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mn = M.

Por el tercer Teorema del isomorfismo, se tiene que

0 = M0/N ⊆M1/N ⊆ · · · ⊆Mn/N = M/N,
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es una gen(C)-filtración de K.

Sea C ⊆ T una clase de torsión. Veamos por inducción sobre `gen(C)(M) = n

que M ∈ T .

Si `gen(C)(M) = 0, se tiene que M = 0 ∈ gen(C) ⊆ T .

Si `gen(C)(M) = n+ 1, se tiene la siguiente sucesión exacta

0→Mn →M →M/Mn → 0,

donde `gen(C)(Mn) = n y M/Mn ∈ gen(C) ⊆ T . Dado que T es cerrada por
extensiones, concluimos que M ∈ T .

Sean M un Λ-módulo τ -inclinante, Γ := (EndΛ(M))op y T ⊆ gen(M) una
clase de torsión. El siguiente resultado caracteriza eM(T ) en mod(Γ).

Teorema 2.5.5. [DIJ, 3.4] Sean M ∈ sτ − tilt(Λ), Γ := EndΛ(M)op,

Y := cogen(DΓopT )

y T ⊆ gen(M) una clase de torsión en mod(Λ). Entonces,

eM(T ) = Y ∩ Tors(eM(T )) = Y ∩ gen(eM(T )).

Demostración. • Y ∩ gen(eM(T )) ⊆ eM(T ).

Sea X ∈ Y ∩ gen(eM(T )). Por la Proposición 2.5.1 a) existen K ∈ T ,
N ∈ gen(M) y un epimorfismo eM(p) : eM(Kn) → eM(N) ∼= X. Por el
Teorema 2.5.1 a) p : Kn → N es un epimorfismo. Por lo que N ∈ T .

• eM(T ) ⊆ Y ∩ Tors(eM(T )).

Es clara.

• Y ∩ Tors(eM(T )) ⊆ Y ∩ gen(eM(T )).
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Sean 0 → X → Y → Z → 0 una sucesión exacta, con X,Z ∈ gen(eM(T )) y
Y ∈ Y . Veamos que Y ∈ gen(eM(T )). En efecto, por la Proposición 2.5.1

X ∈ Y ∩ gen(eM(T )) ⊆ eM(T ).

Sean p : Z ′ → Z un epimorfismo, con Z ′ ∈ eM(T ). Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas obtenido mediante un pushout

0 //X // Y ′

q
��

// Z ′

p
��

// 0

0 //X // Y // Z // 0.

Por la Proposición 2.5.1 c) Y ′ ∈ eM(T ), por el Lema de la serpiente tenemos
que Y ∈ gen(eM(T )).

Luego, seaX ∈ Y∩Tors(eM(T )). Veamos por inducción sobre n := `gen(eM (T ))(X)
que X ∈ gen(eM(T )).

Si `gen(eM (T ))(X) = 0, se tiene que X = 0 ∈ gen(eM(T )).

Si `gen(eM (T ))(X) = n+ 1, se tiene una sucesión exacta

0→ Xn → X → X/Xn → 0,

con `gen(eM (T ))(Xn) = n y X/Xn ∈ gen(eM(T )). Por hipótesis de inducción y
lo anterior, concluimos que X ∈ gen(eM(T )).

Lema 2.5.6. Sean P ∈ ind(proj(Λ)) y Λ/P
f→ P → C → 0 una sucesión

exacta en mod(Λ), con C 6= 0. Si M 6= 0 es un cociente de C, entonces
top(P ) = M .

Demostración. Sea p : C →M un epimorfismo. Puesto que

HomΛ(Λ/P, top(P )) = 0,

se tiene de la propiedad universal del Cokernel el siguiente diagrama conmu-
tativo

Λ/P
f // P //

p
��

C // 0

top(P ).
∃! g

;;
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Con lo cual pg es un epimorfismo. Por lo tanto, top(P ) = M .

El siguiente resultado caracteriza a las mutaciones izquierdas en el álgebra
de endomorfismo opuesto.

Proposición 2.5.7. [DIJ, 3.6] Sean M ∈ sτ − tilt(Λ), Γ := EndΛ(M)op,
Y := cogen(DΓop(T )) y X ∈ ind(Λ) tal que X | M . Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) M > µX(M), si y sólo si, SX := top(eM(X)) ∈ Y.

b) Si T ⊆ gen(M) es una clase de torsión tal que SX ∈ Y − eM(T ), entonces
T ⊆ gen(µX(M)) ⊂ gen(M).

Demostración. a) Sea M/X
f→ X

g→ C → 0 una sucesión exacta en mod(Λ),
con f una add(M/X)-precubierta. Por la Proposición 2.4.6 M > µX(M), si
y sólo si, C 6= 0.

⇒) Consideremos la siguiente sucesión exacta 0 → Im(f) → X
g→ C → 0.

Aplicando el funtor evaluación obtenemos la siguiente sucesión exacta en
mod(Γ) por la Proposición 1.4.2

0→ eM(Im(f))→ eM(X)
eM (g)→ eM(C)→ 0.

Aśı, la siguiente es una sucesión exacta en mod(Γ)

Γ/eM(X)
eM (f)→ eM(X)

eM (g)→ eM(C)→ 0.

Por el Lema 2.5.6 eM(C) ∼= SX ; por la Proposición 2.5.1 b) SX ∈ Y .

⇐) Por la Proposición 2.5.1 a) existe h : X → N un epimorfismo tal que
eM(h) : eM(X) → eM(N) = SX es la proyección canónica. Luego, tenemos
que 0 = eM(hf) : eM(M/X) → SX . Puesto que h 6= 0, concluimos que f no
es un epimorfismo. Por lo que C 6= 0.

b) Sea T ⊆ gen(M) una clase de torsión tal que SX ∈ Y − eM(T ). Veamos
que eM(T ) ⊆ eM(gen(µX(M))). En efecto, sea T ∈ T . Por el Teorema 2.5.5
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Y − eM(T ) = Y − gen(eM(T )), aśı que SX 6 | top(eM(T )). Por lo que existe
q : Γn/eM(X)n = eM(M/X)n → eM(T ) un epimorfismo. Por la Proposición
2.5.1 a) se tiene que T ⊆ gen(µX(M)).

Lema 2.5.8. [DIJ, 3.7] Sean M := ⊕ni=1Mi ∈ mod(Λ) básico, donde Mi ∈
ind(Λ) y M ′

i
fi→ Mi → Ci → 0 sucesiones exactas ∀ 1 ≤ i ≤ n, donde fi una

add(M/Mi)-precubierta. Entonces, M ∈ Tors(C := ⊕ni=1Ci).

Demostración. Vamos a definir inductivamente los siguientes Λ-módulos y
morfismos. Sea N0 := M y para cada i ∈ N por el Teorema de Krull-Schmidt
Ni := ⊕ni=1M

ki
i . Por lo que definimos las siguientes sucesiones exactas

ηi := Ni+1 := ⊕ni=1(M
′
i)
ki

gi:=⊕n
i=1(fi)

ki

→ Ni
qi→ Ki → 0.

Notemos que Ki ∈ add(C). Sea m ∈ N tal que rad(End(M))m = 0. Por lo
que tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

Nm+1
gm //Nm

qm //Km

∃ h
��

// 0

0 //Ker(fm−1) //Nm
// Im(fm−1) // 0.

Por lo que Im(fm−1) ∈ Tors(C). Considerando la siguiente sucesión exacta
0 → Im(fm−1) → Nm−1 → Km−1 → 0. Aśı que Nm−1 ∈ Tors(C). Análoga-
mente, Nj ∈ Tors(C) ∀ 0 ≤ j ≤ m− 1.

El siguiente resultado nos muestra la importancia de las mutaciones de un
Λ-módulo τ -inclinante de soporte M , respecto a las siguientes clases de tor-
sión T ⊆ gen(M).

Teorema 2.5.9. [DIJ, 3.1] Sean M := ⊕ni=1Mi ∈ sτ − tilt(Λ), con Mi ∈
ind(Λ) ∀ 1 ≤ i ≤ n y T ⊂ gen(M) una clase de torsión en mod(Λ). Entonces,
existe 1 ≤ j ≤ n tal que T ⊆ gen(µMj

(M)) ⊂ gen(M).

Demostración. a) Supongamos que ∀ 1 ≤ i ≤ n,

Si := top(eM(Mi)) ∈ eM(gen(M)) =: Y ,
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se tiene que Si ∈ eM(T ). Consideremos las siguientes sucesiones exactas

M ′
i

fi→ Mi → Ci → 0, donde fi es una add(M/Mi)-cubierta. Aplicando el
funtor de evaluación a las sucesiones exactas anteriores, obtenemos las si-
guientes sucesiones exactas en mod(Γ)

eM(M ′
i)

eM (fi)→ eM(Mi)→ eM(Ci)→ 0,

con eM(fi) una add(Γ/eM(Mi))-cubierta. Por el proceso de proyectivización
y el Lema 2.5.6 tenemos que eM(Ci) = 0 o eM(Ci) = Si. Por hipótesis
Si ∈ eM(T ); por la Proposición 2.5.1 a) Ci ∈ T y por el Lema 2.5.8 M ∈ T ,
lo cual es una contradicción ya que T ⊂ gen(M).

Por último, dado que T ⊂ gen(M) se tiene que 0 6= gen(M). Por la Pro-
posición 2.5.1 b) 0 6= Y , con lo cual existe Sj ∈ Y − eM(T ). Por lo tanto, por
la Proposición 2.5.7 T ⊆ gen(µMj

(M)) ⊂ gen(M).

Definición 2.5.10. Sean Q una gráfica y x ∈ Q un vértice.

a) Decimos que x tiene grado n, si tiene n flechas incidentes en x. En tal
caso, escribimos dQ(x) = n.

b) Decimos que Q es n-regular, si todos los vérices en Q tienen grado n.

El siguiente resultado es inmediato del Teorema 2.3.8.

Proposición 2.5.11. El carcaj τ -inclinante de soporte Q(sτ − tilt(Λ)) es
rkK0(Λ)-regular.

El siguiente resultado caracteriza las álgebras τ -ŕıgidas finitas en términos de
clases de torsión funtorialmente finitas y es análogo a un resultado clásico de
Auslander-Reiten [AR91, Proposición 1.2].

Teorema 2.5.12. [DIJ, 2.9, 3.8, 3,9] Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) El conjunto de los Λ-módulos inescindibles τ -ŕıgidos es finito.

b) El conjunto de los Λ-módulos τ -ŕıgidos básicos es finita.

c) sτ − tilt(Λ) es un conjunto finito.
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d) τ − tilt(Λ) es un conjunto finito.

e) Existe una cota superior finita sobre la longitud de las trayectorias en
Q(sτ − tilt(Λ)).

f) No existe una trayectoria infinita que términa en Λ en Q(sτ − tilt(Λ)).

g) Toda clase de torsión en mod(Λ) es funtorialmente finita.

h) No existe una trayectoria infinita que empieza en 0 en Q(sτ − tilt(Λ)).

i) Toda clase libre de torsión en mod(Λ) es funtorialmente finita.

Demostración. Sea n := rkK0(Λ).

a) ⇒ b) Sea m := {M ∈ ind(Λ) | M τ -ŕıgido básico}. Dado que ∀ P ∈
ind(proj(Λ)) es τ -ŕıgido, tenemos que n ≤ m. Con lo cual hay a lo más
Ct := m!/(m− t)!t! (combinaciones de m elementos tomados de t) Λ-módulos
básicos de rango t. Por la Proposición 1.4.14 el rango de un Λ-módulo τ -ŕıgido
es a lo más n. Aśı a lo más hay

∑n
i=0Ci Λ-módulos τ -inclinantes de soporte

básicos.

b) ⇒ c) Se sigue del Lema 2.1.2 que un Λ-módulo τ -inclinante de soporte
es τ -ŕıgido básico.

c)⇒ d), e) Son claras.

d) ⇒ a) Sea k := |τ − tilt(Λ)|. Por el Teorema 2.2.10 hay a lo más kn

Λ-módulos τ -ŕıgidos inescindibles.

e)⇒ f) Es clara.

f) ⇒ g) Supongamos que existe una clase de torsión T en mod(Λ) que no
es funtorialmente finita. Por el Teorema 2.5.9 existen {Mi}i∈N ⊆ sτ − tilt(Λ)
tal que

T ⊂ · · · gen(M1) ⊂ gen(M0) ⊂ mod(Λ) = gen(Λ).

Esto nos da una trayectoria infinita que términa en Λ en Q(sτ − tilt(Λ)), lo
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cual es una contradicción.

g) ⇒ h) Supongamos que existe una trayectoria infinita que empieza en
0 en Q(sτ − tilt(Λ)), 0 =: M0 < · · · < Mi < · · · . Consideremos

T := Tors(∪i∈Ngen(Mi)).

Por hipótesis existe N := ⊕mj=1Ni tal que T = gen(N). Consideremos

Jt := {k |Mt < µNk
(N) < N}.

Notemos que tenemos la siguiente cadena de contenciones · · · ⊆ J1 ⊆ J0. Por
el Teorema 2.5.9 tenemos que ∅ 6= J := ∩i∈NJi. Sea j ∈ J , con lo cual

∪i∈Ngen(Mi) ⊂ gen(µMj
(M)) ⊂ T .

Aśı, T ⊆ gen(µMj
(M)), lo cual es una contradicción.

h) ⇒ c) Sea l la máxima longitud de las trayectorias en Q(sτ − tilt(Λ))
que empiezan en 0. Dado que Q(sτ − tilt(Λ)) es n-regular, se tiene que hay
n sucesores inmediatos de 0. Luego, de estos n sucesores hay a lo más n su-
cesores inmediatos de cada uno. Prosiguiendo de esta manera se tiene que
|sτ − tilt(Λ)| ≤

∑l
i=0 n

i.
g) ⇐⇒ i) Se sigue del Teorema 1.3.16.

Definición 2.5.13. Decimos que Λ es un álgebra τ ŕıgida finita si satisface
alguna de las condiciones del Teorema 2.5.12.

En el siguiente caṕıtulo, veremos que las álgebras de tipo de representación
finita están contenidas propiamente en las álgebras τ -ŕıgidas finitas.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa silting

En este caṕıtulo, estudiamos las propiedades básicas de las subcategoŕıas
silting. Mostramos que los objetos inescindibles en cualquier subcategoŕıa sil-
ting forman una base del grupo de Grothendieck de la categoŕıa triangulada
de Artin. En particular, todos los objetos silting tienen el mismo rango. Tam-
bién introducimos la mutación de subcategoŕıas silting y la relación con los
módulos τ -inclinantes de soporte.

En este caṕıtulo (C, [1],4) denotará una categoŕıa triangulada y todas las
subcategoŕıas serán consideradas plenas.

Definición 3.0.1. Sean S, T ⊆ C subcategoŕıas. Decimos que:

a) S es presilting, si S ⊆ S⊥>0 y S = add(S).

b) S es silting, si S es presilting y thick(S) = C.

c) T es inclinante, si T es silting y T ⊆ T ⊥<0.

d) S ∈ C es presilting (silting, inclinante), si add(S) es presilting (silting,
inclinante).
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3.1. Orden parcial en subcategoŕıas silting

El objetivo principal de ésta sección es introducir un orden parcial en las
subcategoŕıas silting y describir la categoŕıa C, cuando ésta tiene una subca-
tegoŕıa silting S.

Notación 3.1.1. Sea X ⊆ C una subcategoŕıa. Denotamos por :

smd(X ) := {Y ∈ C | ∃ X ∈ X Y | X}.

X⊥>n := {Z ∈ C | HomC(X,Z[k]) = 0 ∀X ∈ X ∀ k > n}.

X⊥<m := {Z ∈ C | HomC(X,Z[j]) = 0 ∀X ∈ X ∀ j < m}.

X ∗ Y := {Z ∈ C | ∃ X → Z → Y → X[1] ∈ 4}.

thick(X ) a la subcategoŕıa gruesa mas pequeña de C que contiene a X .

silt(C) a la clase de todas las subcategoŕıas silting de C.

tilt(C) a la clase de todas las subcategoŕıas inclinantes de C.
Definición 3.1.2. Sean S, T ∈ silt(C), escribimos T ≤ S si T ⊆ S⊥>0.
Lema 3.1.3. [AI12, 2.15] Sea X ⊆ C una subcategoŕıa no vaćıa. Tenemos
que :

a) thick(X ) =
⋃

0<n
{ni}ni=1⊆Z

smd(X [n1] ∗ · · · ∗ X [nl]) =: Y.

Más aún, si X ⊆ X⊥>0.

b) thick(X ) =
⋃

0≤l smd(X [−l] ∗ X [1− l] ∗ · · · ∗ X [l − 1] ∗ X [l]) =: Z.

Demostración. a) Aseguramos que Y es una subcategoŕıa gruesa de C que
contiene a X . En efecto, es claro que X ⊆ Y . Sean X, Y ∈ Y , con lo cual
existen X̄, Ȳ tal que X ⊕ X̄ = X ′, Y ⊕ Ȳ = Y ′,

Z1[n1]→ X ′ → Z2 → Z[n1 + 1] ∈ 4

y Z3[m1]→ Y ′ → Z4 → Z3[m1 + 1] ∈ 4, con Z1, Z3 ∈ X , Z2 ∈ X [n2] ∗ · · · ∗
X [nl] y Z4 ∈ X [m2] ∗ · · · ∗ X [mr]. Veamos que las siguientes condiciones se
satisfacen.
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• 0 ∈ Y . Es claro.

• X ⊕ Y ∈ Y . Consideremos el siguiente triángulo distinguido

Z1[n1]⊕ Z3[m1]→ X ′ ⊕ Y ′ → Z2 ⊕ Z4 → Z1[n1 + 1]⊕ Z3[m1 + 1].

Por la Proposición A.7.6 a) tenemos que Z2 → Z2 ⊕ Z4 → Z4 → Z2[1] ∈ 4,
por lo que Z2 ⊕ Z4 ∈ X [n2] ∗ · · · ∗ X [nl] ∗ X [m2] ∗ · · · ∗ X [mr]. Concluimos
que X⊕Y ∈ smd(X [n1]∗· · ·∗X [mr]), ya que Z1[n1]⊕Z3[m1] ∈ X [n1]∗X [m1].

• X[±1] ∈ Y . Por el Lema A.7.8 tenemos que

X ′[±1] ∈ X [n1 ± 1] ∗ · · · ∗ X [nl ± 1].

Dado que el funtor [±1] es aditivo se sigue que X ′[±1] = X[±1]⊕ X̄[±1]. Aśı
pues, X[±1] ∈ smd(X [n1 ± 1] ∗ · · · ∗ X [nl ± 1]).

• X → Y → Z → X[1] ∈ 4 ⇒ Z ∈ Y . Por la Proposición A.7.6 a) y
el axioma a) de categoŕıa triangulada obtenemos el siguiente triángulo dis-
tinguido X ′ → Y ′ → Z⊕X̄[1]⊕ Ȳ → X ′[1]. Por cambio de cobase tenemos el
siguiente diagrama conmutativo, donde todos los triángulos son distinguidos

Z3[m1]

��

Z3[m1]

��

X ′ // Y ′ //

��

Z ⊕ X̄[1]⊕ Ȳ //

��

X ′[1]

X ′ // Z4

��

//Q //

��

X ′[1]

Z3[m1 + 1] Z3[m1 + 1].

Luego, por cambio de base tenemos el siguiente diagrama conmutativo, donde
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todos los triángulos son distinguidos

Z2

��

Z2

��

Z4
// T //

��

Z1[n1 + 1] //

��

Z4[1]

Z4
//Q

��

//X ′[1] //

��

Z4[1]

Z2[1] Z2[1].

Con lo cual se tiene que T ∈ X [m2] ∗ · · · ∗ X [mr] ∗ X [n1 + 1] y por el Lema
A.7.8 Q ∈ X [m2]∗· · ·∗X [mr]∗X [n1 +1]∗X [n2 +1]∗· · ·∗X [nl+1]. Por lo que
Z⊕X̄[1]⊕Ȳ ∈ X [m1]∗X [m2]∗· · ·∗X [mr]∗X [n1+1]∗X [n2+1]∗· · ·∗X [nl+1].
Por lo tanto, Z ∈ Y .

• Z | X ⇒ Z ∈ Y . Se sigue de la definición de Y .

De lo anterior tenemos que thick(X ) ⊆ Y .

La otra contención es clara.

b) Sean m ≤ n y X[n]→ Y → X ′[m]
f→ X[n+1] ∈ 4, con X, X ′ ∈ X . Ya que

f = 0 tenemos que Y = X[n]⊕X ′[m], por lo que X [n]∗X [m] ⊆ X [m]∗X [n].
Por otro lado, sea X ∈ thick(X ). Por a) X ∈ smd(X [n1] ∗ · · · ∗ X [nl]). Sean
r = max{|ni| | 1 ≤ i ≤ l}, {mj}j∈J ⊆ Z tales que −r ≤ mj ≤ r y mj 6= ni
y X ′[n1] → X ′′ → Z → X ′[n1 + 1] ∈ 4, tal que X | X ′′, con X ′ ∈ X y
Z ∈ X [n2] ∗ · · · ∗ X [nl]. Luego, consideramos el siguiente triángulo distingui-
do

X ′[n1]⊕j∈J X ′[mj]→ X ′′ ⊕j∈J X ′[mj]→ Z → X ′[n1 + 1]⊕j∈J X ′[mj + 1].

Por lo anterior, tenemos que X ∈ smd(X [−r] ∗ · · · ∗ X [r]).

Lema 3.1.4. [AI12, 2.16] Sean X , Y ⊆ C subcategoŕıas y Z ∈ smd(X ∗ Y).
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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a) Si Y es cerrada por sumandos directos y Z ∈ X⊥0, entonces Z ∈ Y.

b) Si X es cerrada por sumandos directos y Z ∈ ⊥0Y, entonces Z ∈ X .

Demostración. Haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es análoga.

Sean X
f→ Z ′

g→ Y → X[1] ∈ 4 tal que Z | Z ′ y π : Z ′ → Z la pro-
yección canónica. Dado que πf = 0 y g es un pseudo-Cokernel de f tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

X
f // Z ′

g //

π
��

Y

∃ p~~
Z

Puesto que π es un split-epi se tiene que p es un split-epi. Como Y es cerrada
por sumandos directos, concluimos que Z ∈ Y .

Proposición 3.1.5. [AI12, 2.17] Para cada S ∈ silt(C), tenemos que :

a) C =
⋃

0≤l smd(S[−l] ∗ · · · ∗ S[l]).

b) S⊥>0 =
⋃

0≤l smd(S ∗ · · · ∗ S[l]).

Demostración. a) Es clara del Lema 3.1.3 b).

b) Veamos por inducción sobre n que
⋃

0≤n smd(S ∗ · · · ∗ S[n]) ⊆ S⊥>0.

n = 0. Es clara.

n + 1. Sea Y → Z → S[n + 1] → Y [1] ∈ 4, con Y ∈ S ∗ · · · ∗ S[n]. Por
hipótesis Y ∈ S⊥>0 y como S[n+ 1] ∈ S⊥>0, concluimos que Z ∈ S⊥>0. Pues-
to que S⊥>0 es cerrada por sumandos se cumple la afirmación.

Ahora bien, sea X ∈ S⊥>0. Por a) existe l ≥ 0 tal que

X ∈ smd(S[−l] ∗ · · · ∗ S[l]) ⊆ smd(S[−l] ∗ smd(S[1− l] ∗ · · · ∗ S[l])).

Dado que [1] es una equivalencia de categoŕıas tenemos que

HomC(S[−l], X) ∼= HomC(S, X[l]) = 0.
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Por el Lema 3.1.4 tenemos que X ∈ smd(S[−l+ 1] ∗ · · · ∗ S[l]). Prosiguiendo
de la misma forma tenemos que X ∈ smd(S ∗ · · · ∗ S[l]).

El siguiente resultado dice que las subcategoŕıas silting, son maximales res-
pecto a la contención.

Notación 3.1.6. Sean X , Y , Z ⊆ C subcategoŕıas. Denotamos por :

HomC(X ,Y) ⊆ HomC(X ,Y), si

∪X∈X , Y ∈YHomC(X, Y ) ⊆ ∪X∈X , Z∈ZHomC(X,Z).

HomC(X ,Y) = 0, si ∪X∈X , Y ∈YHomC(X, Y ) = 0.
Teorema 3.1.7. [AI12, 2.18] Sean S, T ∈ silt(C) tales que S ⊆ T . Entonces,
S = T .

Demostración. Sea T ∈ T . Dado que S ⊆ T se tiene que T ∈ T ⊥>0 ⊆ S⊥>0.
Por la Proposición 3.1.5 b) existe n ∈ N tal que T ∈ smd(S ∗ · · · ∗ S[n]).
Puesto que

HomC(T,S[1] ∗ · · · ∗ S[n]) ⊆ HomC(T, T [1] ∗ · · · ∗ T [n]) = 0.

Concluimos del Lema 3.1.4 que T ∈ S.

El siguiente resultado nos indica que si existe una subcategoŕıa silting de tipo
finito, entonces todas las subcategoŕıas silting son de tipo finito.

Proposición 3.1.8. [AI12, 2.20] Sea C una categoŕıa con un objeto silting y
S ∈ silt(C). Entonces, existe S ′ ∈ C tal que S = add(S ′).

Demostración. Sea S ∈ C un objeto silting. Por la Proposición 3.1.5 a) existen
n ∈ N y {Si}ni=−n ⊆ S tales que S ∈ smd(S−n[−n] ∗ · · · ∗ Sn[n]). Veamos que
S ′ := ⊕ni=−nSi ∈ S es tal que add(S ′) = S. En efecto, dado que S ′ ∈ S,
tenemos que add(S ′) ⊆ add(S ′)⊥>0. Por el Lema 3.1.3 add(S) ⊆ thick(S ′).
Como S es silting, se sigue que C = thick(S ′). Por lo que S ′ es silting y por
el Teorema 3.1.7 tenemos que S = add(S ′).
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Proposición 3.1.9. [AI12, 2.13] Para cada S ∈ silt(C), tenemos que

T := S⊥>0 ∩ (⊥0(S⊥>0[1])) = S.

Demostración. Sea S ∈ S ⊆ S⊥>0. Luego,

HomC(S,S[1] ∗ · · · ∗ S[n]) = 0 ∀ n ∈ N+.

De la Proposición 3.1.5 se sigue que S ∈ ⊥0(S⊥>0[1]), y aśı, S ⊆ T . Por el
Teorema 3.1.7 es suficiente ver que T ∈ silt(T ). Sean T , T ′ ∈ T . Tenemos
que HomC(T, T

′[n]) = 0 ∀ n ∈ N+, puesto que T ∈ ⊥0(S⊥>0[1]) y T ′ ∈ S⊥>0.
Por último, C = thick(S) ⊆ thick(T ).

Proposición 3.1.10. [AI12, 2.14] Sean S, T ∈ silt(C). Entonces, S ≤ T , si
y sólo si, S⊥>0 ⊆ T ⊥>0.

Demostración. ⇒) Notemos que S[n] ⊆ T ⊥>0 ∀ n ∈ N, de modo que

smd(S ∗ · · · ∗ S[n]) ⊆ T ⊥>0 ∀ n ∈ N.

Por la Proposición 3.1.5 tenemos que

S⊥>0 =
⋃
0≤l

smd(S ∗ · · · ∗ S[l]) ⊆ T ⊥>0.

⇐) Se sigue de que S ⊆ S⊥>0 ⊆ T ⊥>0.

Teorema 3.1.11. [AI12, 2.11] (silt(C),≤) es un orden parcial.

Demostración. Sean S, T , U ∈ silt(C).

• Si U ≤ T y T ≤ S. Por la Proposición 3.1.10, tenemos que

U⊥>0 ⊆ T ⊥>0 ⊆ S⊥>0,

de nuevo de la Proposición 3.1.10, concluimos que U ≤ S.

• Si S ≤ T y T ≤ S. Por la Proposición 3.1.10, tenemos que S⊥>0 = T ⊥>0,
con lo cual ⊥0(S⊥>0[1]) = ⊥0(T ⊥>0[1]). Por lo tanto, por la Proposición 3.1.9
que S = T .
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Para terminar esta sección, veamos una propiedad del orden parcial.

Proposición 3.1.12. [AI12, 2.19] Sean S, T , U ∈ silt(C) tales que

U ≤ T ≤ S.

Entonces, U ∩ S ⊆ T .

Demostración. Por la Proposición 3.1.10, tenemos que U⊥>0 ⊆ T ⊥>0 ⊆ S⊥>0,
y aśı, ⊥0(S⊥>0[1]) ⊆ ⊥0(T ⊥>0[1]) ⊆ ⊥0(U⊥>0[1]). Por la Proposición 3.1.9, se
tiene que S ⊆ ⊥0(S⊥>0[1]) y por la Proposición 3.1.9 concluimos que

U ∩ S ⊆ U⊥>0 ∩ ⊥0(S⊥>0[1]) ⊆ T ⊥>0 ∩ ⊥0(T ⊥>0[1]) = T .

3.2. Categoŕıas trianguladas Krull-Schmidt

En esta sección C será considerada Krull-Schmidt.

El objetivo principal de esta sección es ver cómo una subcategoŕıa silting
S es el co-corazón de una co-t-estructura y dar una caracterización análoga
a los módulo inclinantes de rkK0(C).

Proposición 3.2.1. [IY08, 2.1] Sean X , Y ⊆ C subcategoŕıas cerradas por
sumandos directos tales que HomC(X ,Y) = 0. Entonces, X ∗ Y es cerrada
por sumandos directos.

Demostración. Sean η : X
f→ Z → Y → X[1] ∈ 4, con X ∈ X y Y ∈ Y

tales que Z ′ | Z y π : Z → Z ′ la proyección canónica. Veamos que f es una
X -precubierta. En efecto, sea X ′ ∈ X . Aplicamos el funtor HomC(X

′,−) a η
y obtenemos la siguiente sucesión exacta

HomC(X
′, X)

HomC(X
′,f)→ HomC(X

′, Z)→ HomC(X
′, Y ) = 0.
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Luego, sean g : X ′ → Z ′ y ι : Z ′ → Z la inclusión canónica. Consideramos el
siguiente diagrama conmutativo

X ′

ιg
��

∃ h
~~

X
f
// Z.

Con lo cual g = πfh, y aśı, πf es una X -precubierta. Puesto que X es cerrada
por sumandos directos, existe h : X ′ → Z ′ una X -cubierta. Consideremos

X ′
h→ Z ′ → T → X ′[1] ∈ 4. Dado que h y f son X -precubiertas, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo

X ′ h //

u
��

Z ′

ι
��

// T

u′

��

//X ′[1]

u[1]
��

X
f //

v
��

Z

π
��

// Y

v′

��

//X[1]

v[1]
��

X ′ h // Z ′ // T //X ′[1].

Dado que h = hvu, de la minimalidad de h, tenemos que vu es un isomorfismo.
Por lo que X ′ | X. Ya que el diagrama anterior es un morfismo de triángulos,
concluimos que v′u′ es un isomorfismo, por lo que v′ es un split-epi. Por lo
tanto, T | Y .

Definición 3.2.2. Sean (X ,Y) un par de subcategoŕıas de C cerradas por
sumandos directos. Decimos que (X ,Y) es:

a) un par de torsión, si HomC(X ,Y) = 0 y X ∗Y = C. En este caso, llama-
mos a X (Y) la clase de torsión (libre de torsión).

b) una t− estructura, si (X [1],Y) es un par de torsión y X [1] ⊆ X . En este
caso, X ∩ Y es llamado el corazón.

c) una co− t− estructura, si (X [−1],Y) es un par de torsión y X ⊆ X [1].
En este caso, X ∩ Y es llamado el co-corazón.

Definición 3.2.3. Sea X ⊆ C una subcategoŕıa cerrada por sumandos direc-
tos. Decimos que X es cerrada por extensiones si X ∗ X = X .
Lema 3.2.4. Sea S ∈ silt(C). Entonces, S es cerrada por extensiones.
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Demostración. Sea S → X → S ′
f→ S ′[1] ∈ 4, con S, S ′ ∈ S. Dado que S es

silting, se tiene que f = 0. Por lo tanto, S ⊕ S ′ = X ∈ S.

El siguiente resultado, nos da unas propiedades básicas de los pares de torsión.

Proposición 3.2.5. Sea (X ,Y) un par de torsión en C. Entonces, las si-
guientes condiciones se satisfacen.

a) X = ⊥0Y y Y = X⊥0. En particular, X e Y son subcategoŕıas aditivas y
cerradas por sumandos directos.

b) X es una clase cubriente y Y es una clase envolvente.

c) X e Y son cerradas por extensiones.

Demostración. a) Sea Z ∈ ⊥0Y . Por hipótesis Z ∈ X ∗ Y , por el Lema 3.1.4
Z ∈ X . Análogamente, Y = X⊥0.

b) Sea T ∈ C. Por hipótesis, existe η : X
f→ T → Y → X[1] ∈ 4. Vea-

mos que f es una precubierta. En efecto, sea X ′ ∈ X , aplicando el funtor
HomC(X

′,−) a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta

HomC(X
′, X)

HomC(X
′,f)→ HomC(X

′, T )→ HomC(X
′, Y ) = 0.

Por a) y la Proposición 1.2.11 tenemos que X es una clase cubriente, puesto
de C tiene pseudokerneles por la el axioma c) de categoŕıa triangulada y la
Proposición A.7.6 c). Análogamente, Y es una clase envolvente.

c) Por a) X = ⊥0Y , con lo cual es cerrada por extensiones. Análogamen-
te, Y es cerrada por extensiones.

El siguiente resultado es análogo al Lema de Wakamatzu.

Proposición 3.2.6. [IY08, 2.3] Sea X ⊆ C una subcategoŕıa cerrada por
extensiones. Entonces,

a) si X es una clase cubriente, entonces (X ,X⊥0) es un par de torsión en C.
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b) si X es una clase envolvente, entonces (⊥0X ,X ) es un par de torsión en
C.

Demostración. Sólo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es análo-
ga.

Sea T ∈ C. Por hipótesis, existe X
f→ T

g→ Y
h→ X[1] ∈ 4, con f una

X -cubierta. Puesto que f es minimal a derecha, por el Lema 1.2.6 tenemos
que h[−1] ∈ radC(Y [−1], X), con lo cual h ∈ radC(Y,X[1]). Es suficiente ver
que Y ∈ X⊥0. En efecto, sea f ′ : X ′ → Y . Consideremos el cambio de base

Z

��

Z

��

X //X ′′ //

k
��

X ′ //

f ′

��

X[1]

X
f
// T

i
��

g
// Y

j
��

h
//X[1]

Z[1] Z[1].

Puesto que X es cerrada por extensiones se tiene que X ′′ ∈ X . Sea p : X ′′ →
X tal que k = fp, con lo cual gk = 0. Como i es un pseudocokernel de k
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T
g //

i
��

Y

Z[1].
∃ q

<<

Aśı, (1Y −qj)g = g−qjg = g−g = 0. Ahora, dado que h es un pseudocokernel
de g existe k′ : X[1] → Y tal que k′k = 1Y − qj. Entonces, 1Y = k′k − qj.
Puesto que k′k ∈ radC(Y, Y ), concluimos que qj es un isomorfismo. Por lo
tanto, j es un split-mono y f ′ = 0.

Corolario 3.2.7. La asignación X 7→ X⊥0 es una biyección entre subcate-
goŕıas cubrientes y cerradas por extensiones de C y subcategoŕıas envolventes
y cerradas por extensiones de C, cuya inversa es Y 7→ ⊥0Y.
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Demostración. Se sigue de la Proposición 3.2.5 y la Proposición 3.2.6.

Notamos que una clase de torsión (libre de torsión) en mod(Λ) es cubriente
(envolvente) y cerrada por extensiones. Sin embargo, proj(Λ) es funtorial-
mente finita y cerrada por extensiones, pero no es una clase de torsión ni una
clase libre de torsión, necesariamente.

Ahora daremos unas aplicaciones de los resultados anteriores a categoŕıas
silting.

Proposición 3.2.8. [AI12, 2.23] Para cada S ⊆ C subcategoŕıa silting tene-
mos que :

a) C =
⋃

0≤l S[−l] ∗ · · · ∗ S[l].

b) S⊥>0 =
⋃

0≤l S ∗ · · · ∗ S[l].

c) ⊥0(S⊥>0) =
⋃

0<l S[−l] ∗ · · · ∗ S[−1].

d) (⊥0(S⊥>0),S⊥>0) es un par de torsión en C y ((⊥0(S⊥>0))[1],S⊥>0) es una
co-t-estructura con co-corazón S.

Demostración. a), b) Se siguen de la Proposición 3.1.5 y la Proposición 3.2.1.

c), d) Por b), tenemos que
⋃

0<l S[−l] ∗ · · · ∗ S[−1] ⊆ ⊥0(S⊥>0). Luego, de
a) y b), tenemos las siguientes igualdades

(
⋃
0<l

S[−l]∗· · ·∗S[−1])∗S⊥>0 = (
⋃
0<l

S[−l]∗· · ·∗S[−1])∗(
⋃
0≤l

S ∗· · ·∗S[l]) = C.

Con lo cual (
⋃

0<l S[−l] ∗ · · · ∗ S[−1],S⊥>0) es un par de torsión en C y por
la Proposición 3.2.5 ⊥0(S⊥>0) =

⋃
0<l S[−l] ∗ · · · ∗ S[−1].

Por último, de la Proposición 3.1.9 se tiene que S es el co-corazón de la
co-t-estructura ((⊥0(S⊥>0))[1],S⊥>0).

Definición 3.2.9. Sean X ⊆ C una subcategoŕıa plena y C ∈ C. Decimos
que una sucesión de triángulos distinguidos

η := {ηi : Ci+1 → Xi → Ci → Ci+1[1] ∈ ∆}ni=0
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es una X − resolución de C, si Cn+1 = 0, C0 = C y Xi ∈ X ∀ 1 ≤ i ≤ n.
Proposición 3.2.10. [AI12, 2.24] Sea S ∈ silt(C). Todo X ∈ S ∗ · · · ∗ S[n]

admite una S-resolución η = {ηi : Xi+1
gi→ Si

fi→ Xi → Xi+1[1]}ni=0, con
Xi ∈ S ∗ · · · ∗ S[n − i], fi : Si → Xi es una S-cubierta y gi ∈ radC(Xi+1, Si)
∀ 0 ≤ i ≤ n. Más aún, si X 6= 0, entonces Sn 6= 0.

Demostración. Veamos que la proposición se cumple por inducción sobre n.

n = 0. η0 : 0→ X
1X→ X → 0 cumple la proposición.

n+ 1. Supongamos que X ∈ S ∗ · · · ∗ S[n+ 1], con lo cual existe

η′0 : X ′1
g′0→ S ′0

f ′0→ X → X ′1[1] ∈ ∆,

con S ′0 ∈ S y X ′1 ∈ S ∗ · · · ∗ S[n]. Veamos que f ′0 es una S-precubierta. En
efecto, sea S ∈ S, aplicando el funtor HomC(S,−) a η′0 obtenemos la siguiente
sucesión exacta

C(S, S
′
0)
C(S,f

′
0)→ C (S,X)→ C(S,X

′
1[1]) = 0.

Por la Proposición 1.2.11, existe f0 : S0 → X una S-cubierta. Consideremos

η0 : X1
g0→ S0

f0→ X → X1[1] un triángulo distinguido. Es suficiente probar que
X1 ∈ S ∗· · ·∗S[n]. En efecto, aplicando el funtor HomC(S,−) a η′0 obtenemos
las siguientes sucesiones exactas

C(S, S0)
C(S,f0)→ C (S,X)→ C(S,X1[1])→ C(S, S0[1]) = 0.

0 = C(S,X[i])→ C(S,X1[i+ 1])→ C(S, S0[i+ 1]) = 0 ∀i ≥ 1.

Aśı, X1 ∈ S⊥>0, por la Proposición 3.2.8 existe m ∈ N tal que

X1 ∈ S ∗ · · · ∗ S[m],

aplicando el funtor HomC(−, S[n+i]) a η, con i ∈ N+, obtenemos las siguientes
sucesiones exactas

0 = C(S0, S[n+ i])→ C(X1, S[n+ i])→ C(X[−1], S[n+ i])
∼= C(X,S[n+ 1 + i]) = 0.

Por el Lema 3.1.4 y la Proposición 3.2.1 X1 ∈ S ∗ · · · ∗ S[n].
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Lema 3.2.11. [AI12, 2.25] Sean S ∈ silt(C), X, Y ∈ S⊥>0,

η = {ηi : Xi+1
gi→ Si

fi→ Xi → Xi+1[1]}ni=0,

η′ = {η′j : Yj+1

g′j→ S ′j
f ′j→ Yj → Yj+1[1]}mj=0,

S-resoluciones para X e Y respectivamente como en la Proposición 3,2,7. Si
HomC(X, Y [n]) = 0, entonces add(Sn) ∩ add(S ′0) = 0.

Demostración. Sea f : Sn → S ′0. Veamos que f está en el radical. En efecto,
aplicando el funtor HomC(−, Y ) a ηi, tenemos la siguiente sucesión exacta

0 = C(Si[k], Y )→ C(Xi+1[k], Y )→ C(Xi[k − 1], Y )→ C(Si[k − 1], Y ) = 0,

para todo k ∈ Z−. Por lo que tenemos los siguientes isomorfismos

0 = HomC(X[−n], Y ) ∼= · · · ∼= HomC(Xn−1[−1], Y ).

Ahora, consideremos el siguiente morfismo de triángulos distinguidos, obte-
nido del hecho que g′0 es un pseudokernel de f0

Xn−1[−1] //

��

Sn

f
��

gn // Sn−1

h
��

//Xn−1

��

Y1 g′0

// S ′0 f ′0

// Y // Y1[1].

Dado que f ′0 es una S-cubierta, existe h′ : Sn−1 → S ′0 tal que h = f ′0h
′, con lo

cual f ′0(f − h′gn) = f ′0f − hgn = 0. Ahora, usando que g′0 es un pseudokernel
de f ′0, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Sn

f−h′gn
��

∃ f ′

~~
Y1 g′0

// S ′0.

Por lo tanto, g′0f
′ + h′gn = f ∈ radC(Sn, S

′
0).

Lema 3.2.12. Sea S ∈ silt(C). Entonces, ∀ 0 6= X ∈ C, ∃! nX ∈ Z tal que
X[nX ] ∈ S⊥>0 y HomC(S, X[nX ]) 6= 0.
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Demostración. Por la Proposición 3.2.8 existe m ∈ N tal que

X ∈ S[−m] ∗ · · · ∗ S[m]

y X[m] ∈ S⊥>0. Aśı pues, tenemos los siguientes casos.

Caso I. HomC(S, X[m]) 6= 0. Sea m := nX .

Caso II. HomC(S, X[m]) = 0. Por el Lema 3.1.4 se tiene que X[m] ∈ S[1] ∗
· · · ∗ S[2m]. Veamos que HomC(S[j], X[m]) 6= 0, para algún 0 ≤ j ≤ 2m. En
efecto, supongamos que no. Dado que X[m] ∈ S ∗ · · · ∗ S[2m], por el Lema
3.1.4 tenemos que X[m] = 0, lo cual es una contradicción. Por lo que, existe
0 ≤ j ≤ 2m tal que HomC(S, X[m − j]) ∼= HomC(S[j], X[m]) 6= 0. Por lo
tanto,

nX := max{0 ≤ k ≤ 2m | HomC(S[k], X[m]) 6= 0}

cumple lo requerido.

Teorema 3.2.13. [AI12, 2.26] Sea S ∈ ind(C) silting. Entonces,

silt(C) = {add(S[i]) | i ∈ Z}.

Demostración. Sea S ∈ silt(C). Por la Proposición 3.1.12 existe S ′ ∈ C tal
que S = add(S ′); por el Lema 3.2.12 existe nS′ ∈ Z tal que S ′[nS′] ∈ S⊥>0 y
HomC(S, S

′[nS′]) 6= 0. Por la Proposición 3.2.10 existe

{ηi : S ′i+1
gi→ Si

fi→ S ′i → Si+1[1]}ni=0,

una add(S)-resolución triangulada de S ′[nS′]. Aseguramos que n = 0. En
efecto, supongamos lo contrario. Observamos que

HomC(S
′[nS′], S

′[nS′ + n]) = 0,

por el Lema 3.2.11, se tiene que add(Sn) ∩ add(S0) = 0, lo cual es una
contradicción a la Proposición 3.2.10. Aśı pues, n = 0. Por lo tanto,

Sm = S ′[nS′]

para algún m ∈ N+.
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A continuación definiremos el grupo de Grothendieck de una categoŕıa trian-
gulada.

Definición 3.2.14. Supongamos que C es esqueléticamente pequeña. Deno-
tamos por:

a) F (C) al grupo abeliano libre con base las isoclases X ∈ C.

b) R(C) al subgrupo abeliano de F (C) generado por las expresiones

[Y ] + [Z]− [X],

siempre que exista Y → X → Z → Y [1] ∈ 4.

c) el grupo de Grothendieck C K0(C) := F (C)/R(C).
Proposición 3.2.15. Sean X , Y ⊆ C subcategoŕıas esqueléticamente pe-
queñas. Entonces, X ∗ Y es esqueléticamente pequeña.

Demostración. Sean A y B conjuntos de representantes de clases de isomor-
fismos de objetos en X e Y respectivamente y Z ∈ X ∗ Y , por lo que existe

X
f→ Z

g→ Y
h→ X[1] ∈ 4, con X ∈ X y Y ∈ Y . Sean r : X → X ′ y

s : Y → Y ′ isomorfismos, con X ′ ∈ A y Y ′ ∈ B. Notemos que tenemos el
siguiente isomorfismo de triángulos distinguidos

X
f //

r
��

Z
g // Y h //

s
��

X[1]

r[1]
��

X ′
fr−1

// Z sg
// Y ′

r[1]hs−1
//X ′[1].

Consideremos la asignación

ϕ : {[Z] | Z ∈ X ∗ Y} → HomC(B,A[1])

[Z] 7→ r[1]hs−1.

Veamos que está asignación esta bien definida. Sea α : Z → Z ′ un isomorfis-
mo. Consideremos el siguiente morfismo de triángulos.

X
f // Z

g //

α
��

Y h //X[1]

X
αf

// Z ′
gα−1

// Y
h

//X[1].
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Por lo que ϕ[Z ′] = r[1]hs−1 = ϕ[Z].

Por otro lado, consideremos la asignación

Ψ : HomC(B,A[1])→ {[Z] | Z ∈ X ∗ Y}

h 7→ [Z],

donde X → Z → Y
h→ X[1] ∈ 4. Veamos que está asignación esta bien

definida. Sea X → Z ′ → Y
h→ X[1] ∈ 4. Por lo que tenemos el siguiente

morfismo de triángulos

X // Z //

α
��

Y h //X[1]

X // Z ′ // Y
h

//X[1].

Por lo que α es un isomorfismo. Es claro que

Ψϕ[Z] = Z y ϕΨ(h) = h.

Note que si C tiene una subcategoŕıa silting esqueléticamente pequeña S. Por
la Proposición 3.2.8 y la Proposición 3.2.15 se tiene que C es esqueléticamente
pequeña.

Lema 3.2.16. Sean X, Y ∈ C, con C esqueléticamente pequeña. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen en K0(C).

a) [X[1]] = −[X], [X[−1]] = −[X].

b) [X ⊕ Y ] = [X] + [Y ].

Demostración. a) Se sigue de que

X → 0→ X[1]→ X[1], X[−1]→ 0→ X → X ∈ 4.

b) Es consecuencia de que X → X ⊕ Y → Y → X[1] ∈ 4.

79



El siguiente resultado y la prueba están inspirados en un resultado análogo
para Λ-módulos inclinantes. Ver [Mi86, Teorema 1.19 y Corolario 1].

Sea S ∈ silt(C). Denotamos por F (ind(S)) el subgrupo de F (C) cuya ba-
se es ind(S). Podemos identificar a los objetos S ∈ S − {0} en F (ind(S)) de
la siguiente forma. Puesto que C es una categoŕıa Krull-Schmidt, S tiene una
descomposición única en coproducto S = Sn1

1 ⊕ · · ·⊕Snmm , donde Sj ∈ ind(S)
∀ 1 ≤ j ≤ m. Definimos γ(S) :=

∑m
i=1 niSi.

Teorema 3.2.17. [AI12, 2.27] Sea S ∈ silt(C) esqueléticamente pequeña.
Entonces, K0(C) es el grupo abeliano libre con base ind(S).

Demostración. Sea ϕ := πi : F (ind(S))→ K0(C), donde

i : F (ind(S))→ F (C)

es la inclusión canónica y π : F (C)→ K0(C) es la proyección canónica. Ahora
bien, sea X ∈ C. Entonces, por el Lema 3.2.12 y por la Proposición 3.2.10,
podemos considerar la asignación

ψ : F (C)→ F (ind(S))

X 7→

{∑n
i=0(−1)iγ(Si) si X 6= 0,

0 si X = 0,

donde {ηi : Xi+1
gi→ Si

fi→ Xi → Xi+1[1]}ni=0 es una S-resolución triangulada

de X[nX ]. Sea Y
f→ X

g→ Z
h→ Y [1] ∈ 4. Veamos que ψ(X) = ψ(Y ) +ψ(Z).

En efecto, por la Proposición 3.2.8 existen k, m ∈ N tal que

Y [k], X[k], Z[k] ∈ S ∗ · · · ∗ S[m].

Ya que ψ(X) = ψ(X[r]) ∀ r ∈ Z. Podemos suponer que k = 0. Veamos por
inducción sobre m que ψ está bien definida.

m = 0. Dado que h = 0, tenemos que X = Y ⊕ Z. Por el Lema 3.2.16
[X] = [Y ] + [Z], por lo que ψ(X) = ψ(Y ) + ψ(Z).
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Supongamos que Y, X ∈ S ∗ · · · ∗ S[m] y Z ∈ S ∗ · · · ∗ S[m+ 1]. Sea

{ηi : Zi+1
gi→ Si

fi→ Zi → Xi+1[1]}n+1
i=0

una S-resolución triangulada de Z como en la Proposición 3.2.10. Notemos
que ϕ(Z) = ϕ(S0) − ϕ(Z1). Luego, por cambio de base tenemos el siguiente
diagrama conmutativo con filas y columnas triángulos distinguidos

Y

��

Y

��
Z1

//W //

��

X //

��

Z1[1]

Z1
// S0

��

// Z

��

// Z1[1]

Y [1] Y [1].

Como HomC(S0, Y [1]) = 0, por el Lema 3.2.4 tenemos que

W = Y ⊕ S0 ∈ S ∗ · · · ∗ S[m] ∗ S = S ∗ S ∗ · · · ∗ S[m] = S ∗ · · · ∗ S[m].

Por hipótesis de inducción ψ(W ) = ψ(Y ) + ψ(S0) y ψ(W ) = ψ(Z1) + ψ(X).
Por lo tanto

ψ(X) = ψ(W )− ψ(Z1) = ψ(Y ) + ψ(S0)− ψ(Z1) = ψ(Y ) + ψ(Z).

Los dos casos restantes son análogos. Con lo cual existe

ψ′ : K0(C)→ F (ind(S))

tal que el siguiente diagrama de grupos abelianos conmuta

F (C)
ψ

((
π
��

K0(C) ψ′
// F (ind(S).

Por último es fácil ver que ψ′ϕ = 1F (ind(S)) y ϕψ′ = 1K0(C).
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Para concluir esta sección tenemos el resultado análogo en módulos inclinan-
tes, que es inmediato del Teorema 3.2.17.

Corolario 3.2.18. [AI12, 2.28] Sean S, T ∈ C silting. Entonces,

rk(S) = rk(T ).

3.3. Mutación silting

En esta sección C será considerada Krull-Schmidt.

El objetivo principal de esta sección es introducir la mutación silting y ca-
racterizar las mutaciones irreducibles (al menos cuando C es una R-categoŕıa
de Artin con un objeto silting S ∈ C).

Definición 3.3.1. Sean S ∈ silt(C), X ⊆ S una clase envolvente en S y
Y ⊆ S una clase cubriente en S. Para cada S ∈ S, tenemos los siguientes
triángulos distinguidos:

a) S
fS→ X → CS → S[1] ∈ 4, con fS : S → X una X -envolvente. Decimos

que µ−(S,X ) := add({X ∪ {CS | S ∈ S}}) es una mutación izquierda de
S.

b) KS → Y
gS→ S → KS[1] ∈ 4, con gS : Y → S una Y-cubierta. Decimos

que µ+(S,Y) := add({Y ∪ {KS | S ∈ S}}) es una mutación derecha de S.
Teorema 3.3.2. [AI12, 2.31] Sean S ∈ silt(C), X ⊆ S una clase envolvente
en S y Y ⊆ S una clase cubriente en S. Entonces,

a) µ−(S,X ) ∈ silt(C).

b) µ+(S,Y) ∈ silt(C).

Demostración. a) Notemos de la definición que

C ⊆ thick(S) ⊆ thick(µ−(S,X )).
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Sean S, S ′ ∈ S, X, X ′ ∈ X , ηS : S
fS→ X1 → CS → S[1] ∈ 4,

ηS′ : S ′
fS′→ X2 → CS′ → S ′[1] ∈ 4,

donde fS : S → X1, fS′ : S ′ → X2 son X -envolventes y n ∈ N+. Aplicando
el funtor HomC(−, X[n]) a ηS′, obtenemos la siguiente sucesión exacta dado
que fS′ es una X -envolvente

C(X2[1], X[n])
C(fS′ [1],X[n])→ C(S

′[1], X[n])→ C(CS′, X[n])→ C(X2, X[n]) = 0. ∗

Por otro lado, aplicamos el funtor HomC(X
′,−) a ηS, obtenemos la siguiente

sucesión exacta

0 = C(X
′, X1[n])→ C(X

′, CS[n])→ C(X
′, S[n+ 1]) = 0.

Luego, aplicamos el funtor HomC(−, S[n+ 1]) a ηS′ y obtenemos la siguiente
sucesión exacta

0 = C(S
′[1], S[n+ 1])→ C(CS′, S[n+ 1])→ C(X2, S[n+ 1]) = 0.

Por último, aplicamos el funtor HomC(CS′,−) a ηS y obtenemos la siguiente
sucesión exacta por (*) y la sucesión exacta anterior

0 = C(CS′, X1[n])→ C(CS′, CS[n])→ C(CS′, S[n+ 1]) = 0.

Por lo tanto, µ−(S,X ) ∈ silt(C).

b) Es análogo a a).

En general, la mutación de una subcategoŕıa inclinante no es una subcategoŕıa
inclinante. El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y sufucientes
para que esto suceda.

Teorema 3.3.3. [AI12, 2.32] Sea T ∈ tilt(C). Entonces,

a) para una clase envolvente X de T , las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

i) µ−(T ,X ) ∈ tilt(C).
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ii) Para cada T ∈ T , fT : T → X es tal que HomC(X
′, fT [n]) es un

monomorfismo ∀ X ′ ∈ X .

b) para una clase cubriente Y de T , las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

i) µ+(T ,Y) ∈ tilt(C).

ii) Para cada T ∈ T , gT : Y → T es tal que HomC(gT [n], Y ′) es un
monomorfismo ∀ Y ′ ∈ Y.

Demostración. Sólo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es análo-
ga.

i) ⇒ ii) Consideramos η : T
fT→ X → CT → T [1] ∈ 4 y X ′ ∈ X . Apli-

cando el funtor HomC(X
′,−) a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta,

puesto que µ−(T ,X ) es inclinante

0 = C(X
′, CT [−1])→ C(X

′, T )
C(X

′,fT )→ C (X ′, X)

ii)⇒ i) Sean T , T ′ ∈ S, X, X ′ ∈ X , ηT : T
fT→ X1 → CT → T [1] ∈ 4,

ηT ′ : T ′
fT ′→ X2 → CT ′ → T ′[1] ∈ 4

y n ∈ Z−. Aplicando el funtor HomC(−, X[n]) a ηT ′, obtenemos la siguiente
sucesión exacta dado que fT ′[1] es una X [1]-envolvente

C(X2[1], X[n])
C(fT ′ [1],X[n])→ C(T

′[1], X[n])→ C(CT ′, X[n])→ C(X2, X[n]) = 0. ∗

Por otro lado, aplicamos el funtor HomC(X
′,−) a ηT , obtenemos las siguientes

sucesiones exactas,

0 = C(X
′, X1[n− 1])→ C(X

′, CT [n− 1])→ C(X
′, T [n]) = 0,

0 = C(X
′, X1[−1])→ C(X

′, CT [−1])→ C(X
′, T )

C(X
′,fT )→ C (X ′, X1).

Ahora, aplicamos el funtor HomC(−, CT [n− 1]) a ηT ′, obtenemos la siguiente
sucesión exacta por (*) y la sucesión exacta anterior

0 = C(T
′, CT [n− 1])→ C(CT ′[−1], CT [n− 1])→ C(X2[−1], CT [n− 1])

∼= C(X2, CT [n]) = 0.
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Por último, aplicamos el funtor HomC(CT ′,−) a ηT y obtenemos la siguiente
sucesión exacta

0 = C(T
′, CT ′[n− 1])→ C(CT , CT ′[n])→ C(X1, T [n]) = 0.

Por lo tanto, µ−(T ,X ) ∈ tilt(C), ya que por el Teorema 3.3.2

µ−(T ,X ) ∈ silt(C).

Proposición 3.3.4. [AI12, 2.33] Sean S ∈ silt(C),

X = add(X ), Y = add(Y) ⊆ S.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Para cada clase envolvente X de S, tenemos que µ+(µ−(S,X ),X ) = S y
µ−(S,X ) ≤ S. Más aún, µ−(S,X ) = S ⇐⇒ S = X .

b) Para cada clase cubriente Y de S, tenemos que µ−(µ+(S,Y),Y) = S y
µ+(S,Y) ≥ S. Más aún, µ+(S,Y) = S ⇐⇒ S = Y.

Demostración. a) Consideramos η : S
f→ X

g→ CS → S[1] ∈ 4. Veamos
que g es una X -precubierta. En efecto, sea X ′ ∈ X . Aplicando el funtor
HomC(X

′,−) a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta

C(X
′, X)

C(X
′,g)→ C (X ′, CS)→ C(X

′, S[1]) = 0.

Con lo cual X es precubriente en µ−(S,X ). Por la Proposición 1.2.11 tenemos
que X es cubriente en µ−(S,X ).
Sea Y ∈ µ+(µ−(S,X ),X ), con lo cual tenemos dos casos.

Caso 1. Si Y ∈ X . Entonces, Y ∈ S.

Caso 2. Si Y /∈ X . Existen Y
f→ X

g→ CS
h→ Y [1] ∈ 4 con g una X -

cubierta y S
f ′→ X ′

g′→ CS
h′→ Y [1] ∈ 4, con S ∈ S. Por lo que tenemos el
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siguiente diagrama conmutativo.

Y
f //

∃ t
��

X
g //

∃ r
��

CS
h // Y [1]

t[1]
��

S
f ′ //

∃ t′
��

X ′
g′ //

∃ r′
��

CS
h′ // S[1]

t′[1]
��

Y
f
//X g

//CS h
// Y [1]

Por lo que µ+(µ−(S,X ),X ) ⊆ S. Por el Teorema 3.3.2 y el Teorema 3.1.7
µ+(µ−(S,X ),X ) = S.

Veamos que µ−(S,X ) ≤ S. En efecto, sea S ′ ∈ S, aplicando el funtor
HomC(S

′,−), obtenemos la siguientes sucesiones exactas dado que S ∈ silt(C)

0 = C(S
′, X[i])→ C(S

′, CS[i])→ C(S
′, S[i+ 1]) = 0 ∀ i ∈ N+.

Por lo que µ−(S,X ) ≤ S.

Ahora bien, si X 6= S. Veamos que µ−(S,X ) < S. Consideramos S ′ ∈ S −X
y S ′

f ′→ X
g′→ CS′ → S ′[1] ∈ 4, con f ′ una X -envolvente. Dado que S ′ /∈ X

tenemos que f ′ no es un split-mono. Con lo cual HomC(CS′, S
′[1]) 6= 0, por lo

que S ′ /∈ µ−(S,X )⊥>0. Por el Teorema 3.3.2 tenemos que S ′ /∈ µ−(S,X ).

Rećıprocamente, si X = S. Sea S ∈ S, consideremos

S
1S→ S → 0→ S[1] ∈ 4,

donde 1S : S → S una X -envolvente. Por lo tanto, µ−(S,X ) = S.

b) Es análoga a la prueba de a).

Definición 3.3.5. Sean S ∈ silt(C) y X ⊆ S una subcategoŕıa. Denotamos
a la subcategoŕıa µX = add(µX ) ⊆ S, donde ind(µX ) = ind(S) − ind(X ). Si
µX es una clase envolvente (cubriente) en S, escribimos

µ−X (S) := µ−(S, µX ) (µ+
X (S) := µ+(S, µX )).

Decimos que la mutación es irreducible si |ind(X )| = 1.
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Proposición 3.3.6. [AI12, 2.36] Sean S ′, S ∈ silt(C) tales que S ′ < S.

a) Si ∀ X ∈ ind(S), µX es una clase envolvente en S, entonces existe Y una
mutación izquierda irreducible de S tal que S ′ ≤ Y < S.

b) Si ∀ X ∈ ind(S ′), µX es una clase cubriente en S ′, entonces existe Z una
mutación derecha irreducible de S ′ tal que S ′ < Z ≤ S.

Demostración. Sólo haremos la prueba de a) puesto que b) es análoga.

Veamos que existe S ′ ∈ S ′ − S. Supongamos que ∀ S ′ ∈ S ′ se tiene que
S ′ ∈ S, con lo cual S ′ ⊆ S y por el Teorema 3.1.7 S = S ′, lo cual es una
contradicción. Sea S ′ ∈ S ′ − S. Consideremos

η = {ηi : S ′i+1
gi→ Si

fi→ S ′i → S ′i+1[1]}ni=0

una S-resolución de S ′ como en la Proposición 3.2.10. Notemos que n > 0.
Consideremos X | Sn, con X ∈ ind(C). Sea Y := µ−X(S), dado que

Y = add((S − {X}) ∪ {CX}),

donde η : X
f→MX → CX → X[1] ∈ 4 y f : X →MX es una µX-envolvente.

Aseguramos que S ′ ≤ Y . En efecto, basta probar que

HomC(CX , S
′′[n]) = 0 ∀ S ′′ ∈ S ′, ∀n ∈ N+.

Aplicando el funtor HomC(−, S ′′) a η, obtenemos las siguientes sucesiones
exactas

0 = C(X,S
′′[n])→ C(CX , S

′′[n+ 1])→ C(MX , S
′′[n+ 1]) = 0,

C(MX , S
′′)
C(f,S

′′)→ C(X,S
′′)→ C(CX , S

′′[1])→ C(MX , S
′′[1]) = 0.

Es suficiente ver que HomC(f, S
′′) : HomC(MX , S

′′) → HomC(X,S
′′) es un

epimorfismo. En efecto, sean g : X → S ′′ y

η′ = {ηi : S ′′i+1

g′i→ S̄i
f ′i→ S ′′i → S ′′i+1[1]}mi=0
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una S-resolución de S ′′ como en la Proposición 3.2.10. Dado que f ′0 es una
S-cubierta tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

g
��

∃ k
}}

S̄0 f ′0

// S ′′.

Ya que HomC(S
′, S ′′[n]) = 0, se tiene del Lema 3.2.11 que

add(Sn) ∩ add(S̄0) = 0,

por lo que existe k′ : MX → S̄0 tal que k = k′f . Por lo tanto,

g = f0k = f0k
′f.

El siguiente resultado caracteriza a las mutaciones irreducibles.

Teorema 3.3.7. [AI12, 2.35] Sean S, S ′ ∈ silt(C) tales que ∀ X ∈ ind(S),
µX es una clase envolvente en S y ∀ X ′ ∈ ind(S ′) se tiene que µX ′ es una
clase cubriente en S ′. Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) S ′ es una mutación izquierda irreducible de S.

b) S es una mutación derecha irreducible de S ′.

c) S ′ < S y no existe Z ∈ silt(C) tal que S ′ < Z < S.

Demostración. a) ⇒ c) Sean S ′ = µ−X(S), con X ∈ ind(S). Supongamos que
∃ U ∈ silt(C) tal que S ′ < U < S. Por la Proposición 3.3.6 existe Y ∈ ind(S)
tal que Y := µ−Y (S) y U ≤ Y < S. Por el Teorema 3.1.11 (silt(C),≤) es un
orden parcial con lo cual S ′ < Y < S. Luego, por la Proposición 3.1.12 se
tiene que ind(µX(S)) = ind(S ′ ∩ S) ⊆ ind(µY (S)). Con lo cual X = Y , lo
cual es una contradicción.

c) ⇒ a) Por la Proposición 3.3.6 existe U una mutación izquierda irredu-
cible de S tal que S ′ ≤ U < S. Por lo tanto, S ′ = U .

b) ⇐⇒ c) Es análoga.
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Note que las condiciones anteriores se dan si C es una R-categoŕıa de Artin
con un objeto silting, por la Proposición 3.1.8.

3.4. Un lema tipo Bongartz

En esta sección C denotará una R-categoŕıa de Artin.

El objetivo principal de esta sección es dar un resultado análogo al Lema
de Bongartz.

Proposición 3.4.1. [Ai13, 2.16] Sean S, T ∈ C un objeto silting y presilting
respectivamente tales que S[1] ≤ T ≤ S. Entonces, existe X ∈ C tal que
T ⊕X es silting.

Demostración. Sean f : T ′ → S[1] una add(T )-precubierta y

η : X → T ′
f→ S[1]→ X[1] ∈ 4.

Notemos que C = thick(S) ⊆ thick(X ⊕ T ). Aplicando el funtor HomC(T,−)
a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta

C(T, T
′)
C(T,f)→ C(T, S[1])→ C(T,X[1])→ C(T, T

′[1]) = 0,

dado que f es una add(T )-precubierta tenemos que HomC(T,X[1]) = 0. Aho-
ra, sea n ∈ N+. Por lo que tenemos la siguiente sucesión exacta

0 = C(T, S[n+ 1])→ C(T,X[n+ 1])→ C(T, T
′[n+ 1]) = 0.

Luego, aplicamos el funtor HomC(S,−) a η, con lo cual tenemos la siguiente
sucesión exacta, dado que T ≤ S

0 = C(S, S[n])→ C(S,X[n])→ C(S, T
′[n]) = 0.

Ahora bien, aplicamos el funtor HomC(−, (T ⊕ X)[n]) a η, obtenemos la si-
guiente sucesión exacta, por lo anterior

0 = C(T
′, (T ⊕X)[n])→ C(X, (T ⊕X)[n])→ C(S, (T ⊕X)[n])

→ C(T
′[−1], (T ⊕X)[n]) = 0.
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De las dos sucesiones exactas anteriores tenemos que

HomC(X, (T ⊕X)[n]) ∼= HomC(S[−1], (T ⊕X)[n]) = 0.

Por lo tanto, T ⊕X es silting.

Teorema 3.4.2. [Ai13, 2.17] Sean S ∈ C silting y T ≤ S presilting. Si existe
una cantidad finita de objetos silting T ≤ U ≤ S, entonces existe X ∈ C tal
que T ⊕X es silting.

Demostración. Supongamos que T ⊕X no es silting ∀ X ∈ C. Como T ≤ S,
por la Proposición 3.3.6 existe una mutación irreducible izquierda de S tal
que T ≤ S1 < S. Inductivamente podemos construir una sucesión infinita de
mutaciones irreducibles izquierdas S > S1 > · · · > Sn > · · · , con T ≤ Si. Lo
cual es una contradicción.

3.5. Conexión con teoŕıa τ-inclinante

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin.

El objetivo principal de esta sección es dar una biyección entre los Λ-módulos
τ -inclinantes de soporte y complejos silting de dos términos.

Notación 3.5.1. Denotamos por K•(proj(Λ)) a la categoŕıa homotópica aco-
tada de Λ-módulos proyectivos finitamente generados.
Definición 3.5.2. Decimos que P • ∈ K•(proj(Λ)) es un cocomplejo de
dos términos, si P i = 0 ∀ i ∈ Z− {0,−1}. En tal caso, escribimos

P • := P−1 d−1

→ P 0.

Veamos que Kb(proj(Λ)) tiene un objeto silting.

Proposición 3.5.3. 0→ Λ es un complejo silting en Kb(proj(Λ)).

Demostración. Es suficiente probar que ∀ P • ∈ Kb(proj(Λ)) tenemos que
P ∈ thick(0 → Λ). Lo haremos sobre la longitud del complejo P •. Podemos
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suponer que esta concentrado hasta grado 0.

Si `(P •) = 1, es claro.

Supongamos que P • : · · · 0 → P−(n+1) d−(n+1)

→ P−n → · · · → P 0 → 0 · · · .
Consideramos el morfismo en Kb(proj(Λ))

f : · · · 0 // P−(n+1) //

d−(n+1)

��

0 //

��

· · · // 0

��

// 0 · · ·

· · · 0 // P−n // P−(n−1) // · · · // P 0 // 0 · · ·

Dado que P • = C(f). Por hipótesis de inducción, P • ∈ thick(Λ).

Notemos que P • ∈ Kb(proj(Λ)) es de dos términos, si y sólo si,

(0→ Λ)[1] ≤ P • ≤ (0→ Λ).

Proposición 3.5.4. [AIR14, 1.6] Sea P • ∈ Kb(proj(Λ)) de dos términos
presilting. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) P • es sumando directo de un complejo de dos términos silting.

b) P • es silting, si y sólo si, rk(P •) = rkK0(Λ).

Demostración. a) Se sigue la Proposición 3.4.1.

b) ⇒) Es consecuencia de la Proposición 3.5.3 y el Teorema 3.2.17.

⇐) Por a) existe X• ∈ Kb(proj(Λ)) tal que P •⊕X• es silting. Por el Teorema
3.2.17 se tiene que rk(P •) = rkK0(Λ) = rk(P • ⊕X•), con lo que

X• ∈ add(P •).

Por lo tanto, P • es silting.

Notación 3.5.5. Sea M ∈ mod(Λ). Denotamos por :

M ∗ := HomΛ(M,Λ).

ν(M) := DΛop(M ∗).
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P1(M)
π1→ P0(M)

π0→ M → 0 a la presentación proyectiva minimal de
M .

Lema 3.5.6. [AIR14, 3.4] Sean M, N ∈ mod(Λ). Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

a) El morfismo HomΛ(π1, N) : HomΛ(P0(M), N) → HomΛ(P1(M), N) es un
epimorfismo.

b) HomΛ(N, τM) = 0.

c) HomKb(proj(Λ))(P1(M)
π1→ P0(M), (P1(N)

π′1→ P0(N))[1]) = 0.

En particular, M es τ -ŕıgido, si y sólo si, P1(M)
π1→ P0(M) es presilting.

Demostración. a) ⇐⇒ b) Por la Proposición A.4.11 y la adjunción Hom-
tensor tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas, donde
los morfismos verticales son isomorfismos.

0 //
Λ(N, τM) //

Λ(N, νP1(M))

��

Λ(N,ν(π1))
//
Λ(N, νP0(M))

��

DRΛ(P1(M), N)
DRΛ(π1,N)

//DRΛ(P0(M), N).

a)⇒ c) Sean

f • : P1(M)

f
��

π1 // P0(M)

P1(N)
π′1

// P0(N)

un morfismo en Kb(proj(Λ)) y g : P0(M) → N tales que gπ1 = π′0f . Ahora
bien, dado que P0(M) es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

P0(M)

g
��

∃ h0

yy

P0(N)
π′0

//N.

Luego, como π′0(f−h0π1) = π′0f−gπ1 = 0 existe k : P1(M)→ Im(π′1) tal que
ik = f − h0π1, donde i : Im(π′1) → P0(M) es la inclusión canónica. Puesto
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que P1(M) es proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P1(M)

k
��

∃ h1

yy

P1(N) p
// Im(π′1),

donde p es el epimorfismo canónico, con lo cual π′1h1 = ik = f − h0π1.

c) ⇒ a) Sea f : P1(M) → N . Dado que P1(M) es proyectivo, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

P1(M)
∃ g
yy

f
��

P0(N)
π′0

//N.

Por hipótesis existen h0 : P0(M) → P0(N) y h1 : P1(M) → P1(N) tales que
π′1h1 + h0π1 = g. Por último, tenemos las siguientes igualdades

f = π′0g = π′0(π
′
1h1 + h0π1) = π′0h0π1.

Del resultado anterior tenemos la siguiente proposición debida a [DK08].

Proposición 3.5.7. [DK08, 2.2] Sea M ∈ mod(Λ). Si M es τ -ŕıgido, enton-
ces add(P1(M)) ∩ add(P0(M)) = 0.

Demostración. Veamos que HomΛ(P1(M),P0(M)) = radΛ(P1(M),P0(M)).
Sea f : P1(M) → P0(M). Por el Lema 3.5.6 existe g : P0(M) → M tal que
π0f = gπ1. Consideremos h : P0(M) → P0(M) tal que π0h = g. Por lo que
0 = π0(f − hπ1). Ahora, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P1(M)

f−hπ1
��

∃ k
yy

P1(M) π1

// P0(M) π0

//M // 0.
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Ya que π0 es minimal a derecha, por el Lema 1.2.6 tenemos que

π1 ∈ radΛ(P1(M),P0(M)).

Aśı pues, f = π1k+hπ1 ∈ radΛ(P1(M),P0(M)). Por lo tanto, por el Corolario
1.2.10 concluimos que add(P1(M)) ∩ add(P0(M)) = 0.

Lema 3.5.8. [AIR14, 3.5] Sean M ∈ mod(Λ) y Q ∈ proj(Λ). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) HomΛ(Q,M) = 0.

b) HomKb(proj(Λ))(0→ Q,P1(M)
π1→ P0(M)) = 0.

Demostración. a) ⇒ b) Sean

f • : Q

f
��

P1(N)
π1 // P0(N)

un morfismo en Kb(proj(Λ)) y g : Q→ Im(π1) tales que ig = f , donde
i : Im(π1)→ P0(M) es la inclusión canónica. Ahora, dado que Q es proyectivo
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Q

g
��

∃ h
yy

P1(M) p
// Im(π1),

donde p es el epimorfismo canónico, con lo cual π1h = iph = ig = f .

b) ⇒ a) Sea f : Q → M . Dado que Q es proyectivo tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Q
∃ g
{{

f
��

P0(M) π0

//M.

Por hipótesis, existe k : Q → P1(M) tal que g = π1k. Concluimos que
f = π0g = π0π1k = 0.
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Lema 3.5.9. Si M ∈ ind(Λ), entonces P1(M)
π1→ P0(M) ∈ ind(Kb(Λ)). En

particular, si N ∈ mod(Λ) se tiene que rk(N) = rk(P1(N)
π1→ P0(N)).

Demostración. Sea P−1 d−1

→ P 0 ⊕ P ′−1 d′−1

→ P ′0 = P1(M)
π1→ P0(M). Notemos

que M = Coker(π1) = Coker(d−1)⊕Coker(d′−1). Sin pérdida de generalidad,

supongamos que Coker(d′−1) = 0. Veamos que P−1 d−1

→ P 0 → M → 0 es una
presentación proyectiva minimal de M . Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en mod(Λ)

P1(M)

f
��

π1 // P0(M)

g
��

π0 //M // 0

P−1

f ′
��

d−1
// P 0

g′
��

d0
//M // 0

P1(M) π1

// P0(M) π0

//M // 0.

De la minimalidad a derecha de π0 y π1 se sigue que f y g son split-monos.
Puesto que P−1 | P1(M) y P 0 | P0(M), concluimos que f y g son isomorfis-

mos. Por lo tanto, P ′−1 d′−1

→ P ′0 = 0→ 0.

Denotamos por

2− silt(Λ) := {P−1 d−1

→ P 0 ∈ Kb(proj(Λ)) | d−1 ∈ radΛ(P−1, P 0)}.

El siguiente lema nos dice que la condición del radical no es tan restrictiva.

Lema 3.5.10. Sea P • = P−1 d−1
P→ P 0 ∈ Kb(proj(Λ)) básico. Entonces, existe

Q• = Q−1
d−1
Q→ Q0 ∈ Kb(proj(Λ)) básico tal que d−1

Q ∈ radΛ(Q−1, Q0) y

P • ∼= Q•.

Demostración. Haremos el resultado por inducción sobre n = rk(P 0).

n = 0. Se tiene que P 0 = 0, con lo cual d−1
P ∈ radΛ(P−1, P 0).

n+ 1. Consideremos P • = P−1

f
g


→ Q⊕Q′, con Q ∈ ind(Λ).
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Caso I. Si f es un split-epi. Entonces, P • = Q ⊕ P ′

1 0
g′ g′′


→ Q ⊕ Q′. Sea

T • = P ′
g′′→ Q′, veamos que P • ∼= T •. En efecto, consideremos los siguientes

morfismos de cocomplejos

Q⊕ P ′

1 0
g′ g′′


//

(
0, 1

)
��

Q⊕Q′

(
0, 1

)
��

P ′0
1


��

g′′
//Q′0

1


��

Q⊕ P ′ 1 0
g′ g′′


//Q⊕Q′.

Dado que los siguientes cuadrados conmutan

Q⊕ P ′

1 0
g′ g′′


//

1 0
0 1

−
0 0

0 1

=

1 0
0 0


��

Q⊕Q′

1 0
0 0


{{

1 0
0 1

−
0 0

0 1

=

1 0
0 0


��

Q⊕ P ′ 1 0
g′ g′′


//Q⊕Q′,

P ′
g′′ //

1−1=0
��

Q′

0~~
1−1=0
��

P ′
g′′
//Q′.
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Por hipótesis de inducción, existe Q• = Q−1
d−1
Q→ Q0 ∈ Kb(proj(Λ)) básico tal

que d−1
Q ∈ radΛ(Q−1, Q0) y P • ∼= T • ∼= Q•.

Proposición 3.5.11. [AIR14, 3.6] Sea P • = P−1 d−1

→ P 0 ∈ 2− silt(Λ). En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) H0(P •) ∈ sτ − tilt(Λ).

b) Si f es minimal a derecha, entonces H0(P •) ∈ τ − tilt(Λ).

Demostración. Sea d−1 = (d′−1, 0) : P ′−1 ⊕ P ′′−1 → P 0, con d′−1 la versión

minimal a derecha de d−1. Veamos que P ′−1 d′−1

→ P 0 d′0→ H0(P •) → 0 es la
presentación proyectiva minimal de H0(P •). En efecto, sea α ∈ EndΛ(P 0)
tal que d′0 = d′0α. Por la propiedad universal del Kernel y puesto que P 0 es
proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P 0

α−1
��

∃! β
{{

P ′−1

d′−1
// P 0.

Dado que −d′−1 ∈ radΛ(P ′−1, P 0), se tiene que α = 1 − (−d′−1β) es un

isomorfismo. Por lo que P ′−1 d′−1

→ P 0 d′0→ H0(P •) → 0 es la presentación
proyectiva minimal de H0(P •).
a) Veamos que (H0(P •), P ′′−1) es un par τ -inclinante de soporte. En efecto,

dado que P ′−1 d′−1

→ P 0 es presilting, por el Lema 3.5.6 tenemos que H0(P •) es
τ -ŕıgido. Dado que P • es presilting tenemos que

HomK•(proj(Λ))(0→ P ′′−1, P ′−1 d′−1

→ P 0) = 0,

por el Lema 3.5.8 se tiene que HomΛ(P ′′−1,M) = 0. Luego, por el Lema 3.5.9

tenemos que rk(P ′−1 d′−1

→ P 0) = rk(H0(P •)); por la Proposición 3.5.4 tenemos
las siguientes igualdades

rk(H0(P •)) + rk(P ′′−1) = rk(P ′−1 d′−1

→ P 0) + rk(P ′′−1) = rk(P •) = rkK0(Λ).

b) Por a) (H0(P •), 0) es un par τ -inclinante de soporte.

97



Proposición 3.5.12. [AIR14, 3.7] Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen.

a) Si (M,P ) es un par τ -inclinante de soporte, entonces

P1(M)
π1→ P0(M)⊕ P → 0 = P1(M)⊕ P (π1,0)→ P0(M) ∈ 2− silt(Λ).

b) Si M es τ -inclinante, entonces P1(M)
π1→ P0(M) ∈ 2− silt(Λ).

Demostración. a) Por el Lema 3.5.6 se tiene que P1(M)
π1→ P0(M) es presil-

ting; por el Lema 3.5.8 se tiene que

HomK•(proj(Λ))(P → 0, (P1(M)
π1→ P0(M))[1]) = 0,

con lo cual P1(M) ⊕ P (π1,0)→ P0(M) es presilting. Luego, por el Lema 3.5.9
se sigue que rk(M) = rk(P1(M)

π1→ P0(M). Dado que (M,P ) es un par
τ -inclinante de soporte tenemos las siguientes igualdades

rk(P1(M)⊕ P (π1,0)→ P0(M)) = rk(P1(M)
π1→ P0(M)) + rk(P )

= rk(M) + rk(P )

= rkK0(Λ).

b) Es inmediato de a).

El siguiente resultado es inmediato de las dos proposiciones anteriores y es el
resultado que da la conexión con la teoŕıa τ -inclinante.

Teorema 3.5.13. [AIR14, 3.2] Existe una biyección

2− silt(Λ)↔ sτ − tilt(Λ)

dada por P • ∈ 2− silt(Λ) 7→ ϕ(P •) := H0(P •) y

(M,P ) ∈ sτ − tilt(Λ) 7→ ϕ((M,P )) := P1(M)⊕ P (π1,0)→ P0(M).

Notemos que ϕ(P •⊕Q•) = ϕ(P •)⊕ϕ(Q•) ∀ P •, Q• presilting de dos términos
y ψ((M,P ) ⊕ (N,Q)) = ψ((M,P )) ⊕ ψ((N,Q)) ∀ (M,P ), (N,Q) pares τ -
ŕıgidos. De estas observaciones se desprende el siguiente corolario.
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Corolario 3.5.14. [AIR14, 3.8] Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Si P • es presilting básico de dos términos tal que rk(P •) = rkK0(Λ) − 1,
entonces es sumando directo exactamente de dos silting básicos de dos
términos.

b) Sean P •, Q• ∈ 2− silt(Λ). Entonces, |ind(P •) ∩ ind(Q•)| = rkK0(Λ) − 1,
si y sólo si, µ+

X•(P
•) = Q• o µ−X•(P

•) = Q•, con X• ∈ ind(Kb(proj(Λ))).

Demostración. a) Se sigue del Teorema 2.3.8 y el Teorema 3.5.13.

b) Se sigue de a).

Corolario 3.5.15. [AIR14, 3.9] La biyección ϕ : 2− silt(Λ) → sτ − tilt(Λ)
es un isomorfismo de órdenes parciales, con inversa

ψ : sτ − tilt(Λ)→ 2− silt(Λ).

Demostración. Sean (M,P ), (N,Q) pares τ -inclinantes de soporte básicos.
Por el Lema 2.4.2 N ≤ M , si y sólo si, HomΛ(N, τM) = 0 = HomΛ(P,N);
por el Lema 3.5.6 y el Lema 3.5.8 esto es equivalente a

0 = HomK•(proj(Λ))(P1(M)
π1→ P0(M), (P1(N)

π′1→ P0(N))[1])

= HomK•(proj(Λ))(0→ P,P1(N)
π′1→ P0(N)).

Por lo tanto, N ≤M ⇐⇒ HomKb(proj(Λ))(ϕ(N), ϕ(M)[1]).

Denotamos por Q(2− silt(Λ)) al carcaj de Hasse del orden parcial silting
(2− silt(Λ),≤). Terminamos esta sección con el siguiente resultado.

Corolario 3.5.16. [AIR14, 3.10] Si Q(2− silt(Λ)) tiene una componente
conexa finita C, entonces Q(2− silt(Λ)) = C.

Demostración. Es inmediato del Corolario 2.4.11 y el Teorema 3.5.13.

99



3.6. Caracterizando álgebras τ-ŕıgidas finitas

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin tal que rad2(Λ) = 0.

El objetivo principal de esta sección es caracterizar las álgebras τ -ŕıgidas
finitas Λ, donde rad2(Λ) = 0, para dar un ejemplo de un álgebra de tipo de
representación infinita que es τ -ŕıgida finita.

Teorema 3.6.1. [A16, 3.2] Sean F : mod(Λ) → mod(4(Λ)) el funtor de
la Proposición A.5.2 y M ∈ mod(Λ). Entonces, M es τ -ŕıgido, si y sólo si,
F (M) ∈ mod(4(Λ)) es τ -ŕıgido y add(P1(M)) ∩ add(P0(M)) = 0.

Demostración. Sean i : rad(M)→M , j : rad(P0(M))→ P0(M),
l : rad(P1(M)) → P1(M) y p : P1(M) → top(P1(M)) los morfismos canóni-
cos.

⇒) Sea f : 0 ⊕ top(P1(M)) → F (M). Por la Proposición A.5.2 a) existe
f ′ : top(P1(M)) → rad(M) tal que f = 0 ⊕ f ′; por el Lema 3.5.6 existe
g : P0(M) → M tal que if ′p = gπ1 = gjπ1p = ig1π1p. Por lo que f ′ = g1π1.
Aśı pues, f = 0⊕ f ′ = F (g)(0⊕ π1). Por ende,

4(Λ)(0⊕ π1, F (M)) : 4(Λ)(F (P0(M)), F (M))→ 4(Λ)(top(P1(M)), F (M))

es un epimorfismo. Por la Proposición A.5.2 e) y el Lema 3.5.6 F (M) es τ -
ŕıgido.

⇐) Sea f : P1(M) → M . Veamos que Im(f) ⊆ rad(M). En efecto, por
el Lema 3.5.6 existe g : P0(M) → M tal que f = gπ1 ∈ radΛ(P1(M),M)
(Corolario 1.2.10). Por el Lema A.5.1, el Lema 3.5.6 y la Proposición A.5.2
existe h : P0(M)→M tal que f ⊕ 0 = F (h)(π1 ⊕ 0). Por lo que

f = ifp = ih1π1p = hjfp = hπ1.

Por lo tanto, por el Lema 3.5.6 M es τ -ŕıgido.

Para caracterizar las álgebras τ -ŕıgidas finitas, se necesitarán algunos resul-
tados previos.
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Lema 3.6.2. Sean Λ un álgebra hereditaria

(no necesariamente rad2(Λ) = 0),

{ei}ni=1 un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos y
m∑
j=1

ej =: e,

con 1 ≤ m ≤ n. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen :

a) eΛe es un álgebra hereditaria.

b) rk(eΛe) = m.

c) sea Q′ ⊆ QΛ el subcarcaj pleno tal que Q′0 = {top(Λej) := Sj}nj=1, entonces
QeΛe ∼= Q′.

Demostración. a) Podemos suponer que existe 1 ≤ r ≤ n tal que

e′ :=
r∑
j=1

ej,

con rad(Λ) = Λe′. Notemos que

rad(eΛe) = erad(Λ)e = eΛe′e = eΛee′ ∈ proj(eΛe).

Por lo que eΛe es hereditaria.

b) Puesto que {ej}mj=1 es un sistema completo de idempotentes ortogona-
les primitivos de eΛe y Λ es básica, concluimos que rk(eΛe) = m.

c) Sea
ϕ : Q′ → QeΛe

α : Sj → Sk 7→ α : top(eΛej)→ top(eΛek).

Veamos que ϕ es un isomorfismo de carcajs. En efecto, es claro que
{top(eΛej)}mj=1 es un sistema completo de eΛe-módulos simples. Notemos que
∀ 1 ≤ i, j ≤ m,

Ext1
Λ(Sj, Si) = 0 ⇐⇒ ei(rad(Λ)/rad2(Λ))ej = 0 [Fl10, Teorema 5.2.3]

⇐⇒ ei(rad(eΛe)/rad2(eΛe))ej = 0 rad(eΛe) = erad(Λ)e

⇐⇒ Ext1
eΛe(top(eΛej), top(eΛei)) = 0 [Fl10, Teorema 5.2.3].
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Por último, es fácil ver que si p : ⊕nk=1(Λek)
mk → rad(Λej) es la cubierta

proyectiva de rad(Λej), induce una cubierta proyectiva de rad(eΛej),

p′ : ⊕nk=1(eΛek)
mk → rad(eΛej).

Por la Proposición ARS95 III.1.5, se tiene que vQeΛe = vQ′.

Definición 3.6.3. Sea Q un carcaj. Decimos que un subcarcaj pleno Q′ ⊆ QS

es sencillo de Q, si |Q′ ∩ {(i, 0), (i, 1)}| ≤ 1 ∀ i ∈ Q1.

Sean Q′ ⊆ ΛS un subcarcaj sencillo y {ei}ni=1 ⊆ Λ un sistema de idempotentes
ortogonales primitivos. Denotamos por:

τ − rigid(4(Λ), Q′) := {X ∈ mod(4(Λ)) | add(P1(X)⊕ P0(X)) ⊆ add(⊕i∈Q′
0
Λei)}.

Lema 3.6.4. Sean M ∈ mod(Λ) y e2 = e ∈ Λ. Entonces, las siguientes
condiciones se satisfacen.

a) El funtor Le := ΛeeΛe⊗− : mod(eΛe)→ mod(Λ) es un funtor fiel y pleno
y existe un isomorfismo funtorial ReLe ' 1mod(eΛe), donde

Re := e− : mod(Λ)→ mod(eΛe).

Más aún,

Le : mod(eΛe)→ {M ∈ mod(Λ) | add(P1(M)⊕ P0(M) ⊆ add(Λe)}

es una equivalencia de categoŕıas.

b) M ∈ τ − rigid(Λ), si y sólo si, eM ∈ τ − rigid(eΛe).

Demostración. a) Ver [ASS06, Teorema I.6.8].

b) Se sigue de a) y el Lema 3.5.6.

Teorema 3.6.5. [A16, 3.1] Las siguientes condiciones se satisfacen :

a) el funtor F : mod(Λ)→ mod(4(Λ)) induce una biyección

F : ind(τ − rigidp(Λ))→
⋃

Q′∈S(QΛ)

ind(τ − rigidp(4(Λ), Q′))

b) Λ es τ -ŕıgida finita, si y sólo si, ∀ Q′ ∈ S(QΛ) la gráfica subyacente de Q′

es la unión disjunta de gráficas Dynkin y v(α) = (1, 1) ∀ α ∈ Q′.
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Demostración. Sean {ei}ni=1 un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales primitivos, M ∈ ind(τ − rigidp(Λ)), {(mi, ni)}ni=1 ⊆ N × N tales que

P1(M) = ⊕ni=1(Λei)
mi, P0(M) = ⊕ni=1(Λei)

ni y QM ⊆ ΛS el subcarcaj pleno
tal que QM

0 := {(top(Λei), 0) | mi 6= 0} ∪ {(top(Λej), 1) | nj 6= 0} y
eM :=

∑
{j |mj 6=0,nj 6=0} ej.

a) Se sigue del Teorema 3.6.1 que QM es un subcarcaj sencillo de ΛS. Por lo
que la biyección se da por la Proposición A.5.2 y el Teorema 3.6.1.

b) Sean Q′ ∈ S(QΛ) y e′ :=
∑

i∈Q′0 ei. Por el Lema 3.6.4 tenemos una biyec-
ción ind(τ − rigid(4(Λ), Q′)) ←→ ind(τ − rigid(e′ 4 (Λ)e′)) y por el Lema
3.6.2 se tiene que Q′ ∼= Qe′4(Λ)e′. Por lo tanto, por el Teorema de Gabriel Λ
es τ -ŕıgida finita, si y sólo si, Q′ es la unión disjunta de gráficas Dynkin y
v(α) = (1, 1) ∀ α ∈ Q′.

Ejemplo 3.6.6. [A16, 4.5] Sean k un campo,

◦2
α2 **

β1

��

◦3
α3 ++

β2

jj · · ·
αk−3,,

β3

jj ◦k−2
αk−2 ,,

βk−3

kk ◦k−1

αk−1

��

βk−2

ll

Q := ◦1

α1

@@

βn

��

◦k

αk

��

βk−1

UU

◦n

αn

TT

βn−1,, ◦n−1

αn−1

kk

βn−2
++ · · ·

αn−2

ll

βk+2,, ◦k+2

αk+2

kk

βk+1 ,, ◦k+1

αk−1

ll

βk

>>

y A := kQ/rad2(kQ). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) A es de tipo de representación infinita.

b) A es τ -ŕıgida finita, si y sólo si, n es impar.

Demostración. Si n par. Por el Lema ASS06 2.12 tenemos que

AS = RA t LA,
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donde:

◦(2,1) ◦(3,0)oo // · · · ◦(k−2,0) //oo ◦(k−1,1)

LA := ◦(1,0)

  

>>

◦(k,0)

��

]]

◦(n,1) ◦(n−1,0)oo // · · · ◦(k+2,0)oo // ◦(k+1,1)

◦(2,0)

~~

// ◦(3,1) · · ·oo // ◦(k−2,1) ◦(k−1,0)oo

��

RA := ◦(1,1) ◦(k,1).

◦(n,0) //

``

◦(n−1,1) · · · //oo ◦(k+2,1) ◦(k+1,0)

@@

oo

Si n es impar. Por el Lema ASS06 2.12 tenemos que

◦(2,1) ◦(3,0)oo // · · · // ◦(n−1,1) ◦(n,0)

��

oo

AS = ◦(1,0)

  

>>

◦(1,1).

◦(n,1) ◦(n−1,0)oo // · · · // ◦(3,1) ◦(2,0)oo

BB

a) Por la descripción de AS dada anteriormente y el Teorema A.5.7, conclui-
mos que A es de tipo de representación infinita.

104



b) Si n es par tenemos que LA ∈ S(QA) y dado que la gráfica subyacente
de LA no es Dynkin. Por el Teorema 3.6.5 A no es τ -ŕıgida finita. Por otro
lado, si n es impar, ∀ Q′ ∈ S(QA) la gráfica subyacente de Q′ es Dynkin. Por
lo tanto, por el Teorema 3.6.5 A es τ -ŕıgida finita.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa inclinante de conglomerado

En este caṕıtulo, introduciremos los (n+2)-ángulos en categoŕıas trianguladas
y demostramos que siempre existen (n+2)-ángulos de Auslander-Reiten en
subcategoŕıas n-inclinantes de conglomerado que son una generalización de
triángulos de Auslander-Reiten. Además, esta idea es una herramienta esen-
cial para la clasificación de objetos n-ŕıgidos en una categoŕıa triangulada.

4.1. Subcategoŕıas n-inclinantes de conglomerado

En esta sección C denotará una categoŕıa triangulada Krull-Schmidt.

El objetivo de esta sección es introducir las subcategoŕıas n-inclinantes de
conglomerado, las categoŕıas con funtor de Serre y ver su relación con las
R-variedades dualizantes. Por último, ver la existencia de n + 2-ángulos de
Auslander-Reiten para subcategoŕıas n-inclinantes de conglomerado que es
un análogo triangulado de las n-sucesiones de Auslander-Reiten.

Definición 4.1.1. Sean X ⊆ C y n ∈ N+. Decimos que:

a) X es n− ŕıgida si HomC(X ,X [i]) = 0 ∀ 0 < i < n.

b) X es n− inclinante de conglomerado si X es cubriente, envolvente y

X = ∩n−1
i=1X [−i]⊥0 = ∩n−1

i=1
⊥0X [i].
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Notemos que si X ⊆ C es una subcategoŕıa n-inclinante de conglomerado,
entonces add(X ) = X .

Proposición 4.1.2. [IY08, 2.4] Sean {Xi}ni=1 ⊆ C subcategoŕıas cubrientes y
cerradas por extensiones tales que HomC(Xi,Xj[1]) = 0 ∀ i < j. Si

Yn := add(X1 ∗ · · · ∗ Xn) y Zn := ∩ni=1X
⊥0

i ,

entonces (Yn,Zn) es un par de torsión.

Demostración. Veamos que (Yn,Zn) es un par de torsión por inducción sobre
n.

n = 1. Se sigue la Proposición 3.2.6.

n + 1. Es claro que HomC(Yn+1,Zn+1) = 0. Sea X ∈ C. Por hipótesis de in-
ducción existe un triángulo distinguido Yn → X → Zn → Yn[1], con Yn ∈ Yn
y Zn ∈ Zn. Consideremos fn+1 : Xn+1 → Zn una Xn+1-cubierta y

Zn+1[−1]→ Xn+1
fn+1→ Zn → Zn+1 ∈ 4.

Por la Proposición 3.2.6 se tiene que Zn+1 ∈ X⊥0
n+1. Por hipótesis

Zn, Xn+1[1] ∈ Zn
y por la Proposición 3.2.6 se sigue que Zn+1 ∈ Zn ∩ X⊥0

n+1 = Zn+1. Aplicando
cambio de base tenemos que

Zn+1[−1]

��

Zn+1[−1]

��
Yn // Yn+1

//

��

Xn+1
//

fn+1

��

Yn[1]

Yn //X

��

// Zn //

��

Yn[1]

Zn+1 Zn+1.

Aśı pues, Yn+1 ∈ Yn ∗ Xn+1 ⊆ Yn+1. Por lo tanto, (Yn+1,Zn+1) es un par de
torsión.
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El siguiente resultado es la contraparte inclinante de conglomerado de la Pro-
posición 3.2.8.

Teorema 4.1.3. [IY08, 3.1] Sea X ⊆ C una subcategoŕıa n-inclinante de
conglomerado. Entonces,

a) C = X ∗ · · · ∗ X [n− 1].

b) (X ∗· · ·∗X [m−1],X [m]∗· · ·∗X [n−1]) es un par de torsión ∀ 0 < m < n.

Demostración. a) Notemos que X [n − 1] = ∩n−2
i=0X [i]⊥0. Por la Proposición

4.1.2 se tiene que (X ∗ · · · ∗ X [n− 2],X [n− 1]) es un par de torsión.
b) Se sigue de a) y de que HomC(X∗· · ·∗X [m−1],X [m]∗· · ·∗X [n−1]) = 0.

Definición 4.1.4. Sean {ηi : Xi+1
fi+1→ Ci

gi→ Xi → Xi+1[1] ∈ 4}n−1
i=0 . De-

cimos que el complejo Xn
fn→ Cn−1

gn−1fn−1→ Cn−2 → · · · → C0
g0→ X0 es un

n + 2− ángulo en C.

El siguiente es un resultado es la versión triangulada de [I07, Teorema 2.2.3].

Corolario 4.1.5. [I07, 3.3] Sean X ⊆ C una subcategoŕıa n-inclinante de
conglomerado y C ∈ C. Entonces, existe un n+ 2-ángulo

0→ Xn−1
fn−1→ Xn−2 → · · · → X0 → C,

con Xi ∈ X , fi ∈ radC(Xi, Xi−1) ∀ 0 < i < n.

Demostración. Por el Teorema 4.1.3 se tiene que C ∈ X ∗ · · · ∗ X [n− 1]. Aśı
podemos construir una X -resolución de C

η := {ηi : Ci+1
gi→ Xi → Ci → Ci+1[1]}n−1

i=0 ,

con Xi ∈ X y gi ∈ radC(Ci+1, Xi) ∀ 0 ≤ i ≤ n − 1. Pegando los triángulos
anteriores se obtiene el n+ 2-ángulo deseado.

Definición 4.1.6. Sea f : X → Y un morfismo en C. Decimos que:

a) f es un morfismo pozo, si f es minimal a derecha, f ∈ radC(X, Y ) y

HomC(−, X)
HomC(−,f)→ radC(−, Y )→ 0,
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es una sucesión exacta de funtores.

b) f es un morfismo fuente, si f es minimal a izquierda, f ∈ radC(X, Y ) y

HomC(Y,−)
HomC(f,−)→ radC(X,−)→ 0,

es una sucesión exacta de funtores.
Definición 4.1.7. Sea X ⊆ C una subcategoŕıa n-inclinante de conglomera-

do. Decimos que un n+ 2-ángulo Z
gn→ Xn−1

fn−1gn−1→ Xn−2 → · · · → X0
f0→ Y ,

es de Auslander−Reiten si

a) Y, Z, Xi ∈ X ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1.

b) f0 es un morfismo pozo y gn es un morfismo fuente.

c) fi es una X -cubierta ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1.

d) gj es una X -envolvente ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1.

El resto de la sección está destinada a probar que si X es una subcategoŕıa
n-inclinante de conglomerado, entonces para todo objeto C en C existen n+2-
ángulos de Auslander-Reiten que empiezan y terminan en C, cuando C tenga
un funtor de Serre S : C → C. Este resultado es un análogo triangulado a
[I07, Teorema 3.3.1].

Definición 4.1.8. Sea C una R-categoŕıa Hom-finita y esqueléticamente pe-
queña con R un anillo artiniano. Decimos que una R-equivalencia de cate-
goŕıas S : C → C es un funtor de Serre, si existen isomorfismos funtoriales

ΦX : HomC(X,−)→ DRHomC(−,SX) ∀ X ∈ C,

ΨY : HomC(−, Y )→ DRHomC(Y, S−) ∀ Y ∈ C.

Decimos que C es n−Calabi−Yau, si S = [n]. Denotamos Sn := S[−n] y
decimos que X ⊆ C es una Sn − subcategoŕıa, si X = Sn(X ) = S−1

n (X ).
Lema 4.1.9. Sea F : C → C una R-equivalencia de categoŕıas. Entonces,
existe un isomorfismo

ϕ(X) : HomC(−, X)→ HomC(F (−), F (X)) ∀ X ∈ C.
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Demostración. Sea X ∈ C. Consideremos los isomorfismos de R-módulos

ϕ(X)Y : HomC(Y,X)→ HomC(F (Y ), F (X))

f 7→ F (f).

Sea f : Y → Z. El resultado se sigue de la conmutatividad del diagrama que
se muestra a continuación

HomC(Z,X)
ϕ(X)Z //

HomC(f,X)
��

HomC(F (Z), F (X))

HomC(F (f),F (X))
��

HomC(Y,X)
ϕ(X)Y

//HomC(F (Y ), F (X)).

El siguiente resultado muestra la relación entre la existencia de funtores de
Serre y R-variedades dualizantes que es una generalización de [AR94, Propo-
sición 2.2].

Lema 4.1.10. Sea C esqueléticamente pequeña. Entonces, el funtor

DR : Mod(C)→ Mod(Cop)

es fiel y pleno.

Demostración. Sean F,G ∈ Mod(C) y

η := {ηX : DRF (X)→ DRG(X)}X∈C : DRF → DRG

un morfismo de Cop-módulos. Como DR : mod(R)→ mod(R) es una equiva-
lencia de categoŕıas existen {ξX : G(X)→ F (X)}X∈C morfismos en mod(R)
tales que DR(ξX) = ηX ∀ X ∈ C. Veamos que ξ := {ξX : G(X)→ F (X)}X∈C
es una transformación natural. En efecto, sea f : X → Y un morfismo en C.
Como η es una transformación natural tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

DRF (Y )
DRF (fop)

//

ηY
��

DRF (X)

ηX
��

DRG(Y )
DRG(fop)

//DRG(X).
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Con lo cual tenemos las siguientes igualdades

DR(F (f)ξX) = DR(ξX)DRF (f) = ηXDRF (f op) = DRG(f op)ηY

= DRG(f)DR(ξY )

= DR(ξYG(f)).

Por lo que F (f)ξX = ξYG(f) y aśı ξ : G→ F es un morfismo de C-módulos.
Entonces, DR : Mod(C)→ Mod(Cop) es pleno, de manera análoga también es
fiel.

Teorema 4.1.11. [IY08, 2.11] Sea C una R-categoŕıa de Artin, esqueléti-
camente pequeña y con pseudokerneles. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) C es una R-variedad dualizante.

b) Para cada X ∈ C, existen S(X) ∈ C e isomorfismos

ϕX : DRHomC(X,−)→ HomC(−,S(X)).

c) C tiene un funtor de Serre, S : C → C.

Demostración. a) ⇒ b) Sea X ∈ C. Dado que DRHomC(X,−) ∈ mod(Cop),
existe una sucesión exacta

HomCop(X,−)
HomCop(fop,−)→ HomCop(Y,−)

Φ→ DRHomC(X,−)→ 0,

donde f op : Y → X. Consideremos Z
g→ X

f→ Y
h→ Z[1] ∈ 4. Entonces,

tenemos la siguientes sucesión exacta

η : 0→ DRHomC(X,−)→ HomCop(Z[1],−)
HomC(h[1]op,−)→ HomCop(X[1],−).

Puesto que DR : mod(C) → mod(Cop) es una equivalencia de categoŕıas, se
tiene que DRHomC(X,−) ∈ inj(mod(C)). Aśı que η se escinde, dado que C es
Krull-Schmidt ∃! S(X) | Z[1] y un isomorfismo

ϕX : DRHomC(X,−)→ HomC(−,S(X)).

b)⇒ c) Por hipótesis existe un isomorfismo

ϕX : DRHomC(X,−)→ HomC(−,S(X)) ∀ X ∈ C.
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Sea f : X → Y . Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

DRDRHomC(Y,−)
DR(ϕY )−1

//

DRDRHomC(f,−)
��

DRHomC(−,S(Y ))

DR(ϕX)−1DRDRHomC(f,−)DR(ϕY )
��

DRDRHomC(X,−)
DR(ϕX)−1

//DRHomC(−,S(X)).

Por el Corolario A.9.4, existe un único morfismo S(f) : S(X) → S(Y ) tal
que DR(HomC(−,S(f))) = DR(ϕX)−1DRDRHomC(f,−)DR(ϕY ). Veamos que
la asignación

S : C → C

X
f→ Y 7→ S(X)

S(f)→ S(Y ),

es un funtor de Serre. En efecto, sean f : X → Y y g : Y → Z, con lo cual
tenemos los siguientes diagramas conmutativos

DRDRHomC(Z,−)
DR(ϕZ)−1

//

DRDRHomC(g,−)
��

DRHomC(−,S(Z))

DR(ϕY )−1DRDRHomC(g,−)DR(ϕZ)
��

DRDRHomC(Y,−)
DR(ϕY )−1

//

DRDRHomC(f,−)
��

DRHomC(−,S(Y ))

DR(ϕX)−1DRDRHomC(f,−)DR(ϕY )
��

DRDRHomC(X,−)
DR(ϕX)−1

//DRHomC(−,S(X)).

Aśı, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

DRDRHomC(Z,−)
DR(ϕZ)−1

//

DRDRHomC(gf,−)
��

DRHomC(−,S(Z))

DR(ϕX)−1DRDRHomC(gf,−)DR(ϕZ)
��

DRDRHomC(X,−)
DR(ϕX)−1

//DRHomC(−,S(X)).

Dado que DR(HomC(−,S(f))) = DR(ϕX)−1DRDRHomC(f,−)DR(ϕY ) y

DR(HomC(−,S(g))) = DR(ϕY )−1DRDRHomC(g,−)DR(ϕZ).

Por lo que

DR(HomC(−,S(g)S(f))) = DR(ϕX)−1DRDRHomC(gf,−)DR(ϕZ).
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Concluimos que S(g)S(f) = S(gf). Luego,

DRDRHomC(X,−)
DR(ϕX)−1

//

DRDRHomC(1X ,−)
��

DRHomC(−,S(X))

DR(ϕX)−1DRDRHomC(1X ,−)DR(ϕX)
��

DRDRHomC(X,−)
DR(ϕX)−1

//DRHomC(−,S(X)).

Puesto que

1DRHomC(−,S(X)) = DR(ϕX)−1DRDRHomC(1X ,−)DR(ϕX)

= DR(−, 1S(X)),

tenemos que S(1X) = 1S(X). Ahora, sea f : S(X) → S(Y ). Por hipotésis
DR : mod(C)→ mod(Cop) es una equivalencia de categoŕıas y por el Corolario
A.9.4 ∃! g : X → Y tal que el siguiente diagrama conmuta

DRHomC(X,−)
ϕX //

DRHomC(g,−)
��

HomC(−,S(X))

HomC(−,f)
��

DRHomC(Y,−)
ϕY //HomC(−,S(Y )).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

DRDRHomC(Y,−)
DR(ϕY )−1

//

DRDRHomC(g,−)
��

DRHomC(−,S(Y ))

DRHomC(−,f)
��

DRDRHomC(X,−)
DR(ϕX)−1

//DRHomC(−,S(X)).

Por lo que S(g) = f . Sea f : X → Y tal que S(f) = 0. Aśı pues,

DRDRHomC(f,−) = 0,

con lo cual HomC(f,−) = 0, concluyendo que f = 0.

Sea X ∈ C. Como DR : mod(Cop) → mod(C) es una equivalencia de cate-
goŕıas tenemos la siguiente sucesión exacta

HomC(Z,−)
HomC(f,−)→ HomC(Y,−)→ DRHomC(−X)→ 0.
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Consideremos W
g→ Y

f→ Z
h→ W [1] ∈ 4, con lo cual tenemos la siguiente

sucesión exacta

0→ DRHomC(−X)→ HomC(W,−)
HomC(h[−1],−)→ HomC(Z[−1],−)

y la sucesión anterior se escinde. Por lo que existe W ′ | W y un isomorfismo
ψX : DRHomC(−X) → HomC(W

′,−). Aśı, tenemos la siguiente sucesión de

isomorfismos DRHomC(W
′,−)

DR(ψX)→ DRDRHomC(−X)
γ→ HomC(−X). Por

lo que X = S(W ′). Notemos que

ΦX := DR(ϕX)−1ηX : HomC(X,−)→ DRHomC(−,S(X)),

es un isomorfismo. Por último, sea X ∈ C. Consideremos el isomorfismo del
Lema 4.1.9 ϕ(X) : HomC(−, X)→ HomC(S(−),S(X)), por lo que

DR(ϕ(X)) : DRHomC(S(−),S(X))→ DRHomC(−, X)

es un isomorfismo. Concluyendo que

ηXDRΦXDR(ϕ(X)) : HomC(−, X)→ DRHomC(X, S(−))

es un isomorfismo, con ηX : HomC(−, X)→ DRDRHomC(−, X) un isomorfis-
mo. Por lo tanto, S : C → C es un funtor de Serre.

c) ⇒ a) Veamos que DR es denso. En efecto, sea F ′ ∈ mod(Cop). Por lo
que existe una sucesión exacta

HomCop(X,−)
HomCop(fop,−)→ HomCop(Y,−)

Φ→ F ′ → 0.

Notemos que

HomCop(X,−)
Cop(fop,−)→ HomCop(Y,−) = HomC(−, X)

C(−,f)→ HomC(−, Y ).

Como S : C → C es un funtor de Serre tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo con ΨX y ΨY isomorfismos

HomCop(X,−)
HomCop (fop,−) //

ΨX

��

HomCop(Y,−)
Φ //

ΨY

��

F ′ //

∃!Ψ
��

0

DRHomC(X,S−)
HomC(f,S−)

// DRHomC(Y,S−)
DR(i)

// DRKer(HomC(f, S−)) // 0.
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Por el Lema del cinco Ψ : F ′ → DRKer(HomC(f, S−)) es un isomorfismo. Por
el Lema 4.1.10 DR : mod(C) → mod(Cop) es una equivalencia de categoŕıas.

Notación 4.1.12. Sea A una categoŕıa. Denotamos por :

proj(A) a los A objetos proyectivos.

inj(A) a los A objetos inyectivos.
Definición 4.1.13. Sea A una categoŕıa exacta. Decimos que A es una
categoŕıa de Frobenius, si tiene suficientes inyectivos y proyectivos y

proj(A) = inj(A).

Corolario 4.1.14. [Kr07, 4.2] Si C es una variedad R-dualizante, entonces
mod(C) es una categoŕıa de Frobenius.

Demostración. Por el Teorema 4.1.11 proj(mod(C)) = inj(mod(C)). Análo-
gamente, tenemos que proj(mod(Cop)) = inj(mod(Cop)). Sean F ∈ mod(C)
y HomC(−, X) → DR(F ) → 0 una sucesión exacta. Entonces, tenemos la
siguiente sucesión exacta

0→ F ∼= DRDR(F )→ DRHomC(−, X).

Por lo tanto, mod(C) es una categoŕıa de Frobenius.

Notemos que si I E C, el C/I-módulo HomC/I(X,−) es un C-módulo como
sigue:

Y
f→ Z 7→ HomC/I(X, Y )

HomC/I(X,f)
→ HomC/I(X,Z),

donde HomC/I(X, f)(g + I(X, Y )) := fg + I(X,Z).

Proposición 4.1.15. Sea X ∈ C. Entonces,

a) π : HomC(X,−) → HomC/radC(X,−) es una cubierta proyectiva, donde
πY (f) := f + radC(X, Y ).

b) ρ : HomC(−, X) → HomC/radC(−, X) es una cubierta proyectiva, donde
ρY (f) := f + radC(Y,X).
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Demostración. Sólo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es análo-
ga.

Sólo basta ver que π es minimal a derecha. Sea

ϕ : HomC(X,−)→ HomC(X,−)

tal que el siguiente diagrama conmuta. Por el Lema A.9.4 existe f : X → X

tal que ϕ = HomC(f,−)

HomC(X,−)

HomC(f,−)
��

π

**

HomC(X,−) π
//HomC/radC(X,−).

En particular, 1X − f = h, con h ∈ radC(X,X). Por lo que f = 1X − h es un
isomorfismo. Por lo tanto, π : HomC(X,−)→ HomC/radC(X,−) es la cubierta
proyectiva.

Lema 4.1.16. Sean X, Y ∈ C. Entonces,

a) HomC/radC(X,−) ∈ mod(C), si y sólo si, existe un morfismo fuente

f : X → Z.

b) HomC/radC(−, Y ) ∈ mod(Cop), si y sólo si, existe un morfismo pozo

g : Z → Y.

Demostración. Sólo haremos la prueba de a), ya que la prueba de b) es análo-
ga.

⇒) Es claro de la definición y de la Proposición 4.1.15.

⇐) Por el Teorema A.9.5 y la Proposición 4.1.15 HomC/radC(X,−) tiene una
presentación proyectiva minimal

HomC(Y,−)
HomC(f,−)→ HomC(X,−)

π→ HomC/radC(X,−)→ 0.
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Veamos que f : X → Y es un morfismo pozo. Es claro que sólo falta ver que
f es minimal a izquierda. En efecto, sea g : Y → Y tal que gf = f . Puesto
que el siguiente diagrama conmuta

HomC(f,−) Ψ //

HomC(g,−)
��

Im(HomC(f,−))

HomC(f,−)
Ψ

44

y Ψ es minimal a derecha, concluimos que g es un isomorfismo. Por lo tanto,
f es un morfismo fuente.

La siguiente proposición caracteriza los C-módulos coherentes, si C es una
R-variedad dualizante.

Proposición 4.1.17. [AR74, 3.1] Sea F ∈ Mod(C). Entonces, F ∈ mod(C),
si y sólo si, F es un C-módulo finitamente generado y DR(F ) es un Cop-módulo
finitamente generado.

Demostración. ⇒) Es clara.

⇐) Dado que DR(F ) es finitamente generado existe una sucesión exacta
HomC(−, X)→ DR(F )→ 0. Aplicando el funtor DR, obtenemos la siguiente
sucesión exacta 0 → DRDR(F ) ∼= F → DRHomC(−, X). Ahora, puesto que
F es finitamente generado existe una sucesión exacta HomC(Y,−)→ F → 0.
Aśı, existe Φ : HomC(Y,−)→ DRHomC(−, X) en mod(C) tal que Im(Φ) = F .
Por lo tanto, F ∈ mod(C).

Notemos de la proposición anterior, el Lema 4.1.16 y la Proposición A.9.6
obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.1.18. [IY08, 2.10] Todo objeto en una R-variedad dualizante
C tiene un morfismo fuente y un morfismo pozo.

Lema 4.1.19. [IY08, 3.6] Sean {ηi : Ci+1
fi+1→ Xi

gi→ Ci → Ci+1[1] ∈ 4}n−1
i=0 ,

X ⊆ C una subcategoŕıa n-ŕıgida y

Cn
fn→ Xn−1

gn−1fn−1→ Xn−2 → · · · → X0
g0→ C0
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el n + 2-ángulo asociado, donde Cn, C0, Xi ∈ X ∀ 1 ≤ i ≤ n − 1. Con-
sideremos las siguientes sucesiones exactas de X -módulos y X op-módulos,
respectivamente

HomC(Xn−1,−)
HomC(fn,−)→ HomC(Cn,−)→ F → 0,

HomC(−, X0)
HomC(−,g0)→ HomC(−, C0)→ G→ 0.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Para todo 0 < i < n, se tiene que

HomC(−, Ci[j]) ∼=

{
G si j = i,

0 si j 6= i,

HomC(Cn−i[−j],−) ∼=

{
F si j = i,

0 si j 6= i,

b) Si X es una Sn-subcategoŕıa, entonces F ∼= DRGS−1
n y G ∼= DRFSn.

Demostración. a) Consideremos las siguientes sucesiones exactas de X op-
módulos

0 = C(−, Xi[j])→ C(−, Ci[j])→ C(−, Ci+1[j + 1])→ C(−, Xi[j + 1]) = 0

∀ 0 < j < n− 1. Más aun, si 0 < j < i < n y 0 < n+ j − i < n, tenemos que

C(−, Ci[j]) ∼= C(−, Cn[n+ j − i]) = 0.

Luego, si 0 < i ≤ j < n, tenemos la siguiente sucesión exacta

C(−, X0[j − i])→ C(−, C0[j − i])→ C(−, C1[j − i+ 1])→ C(−, X0[j − i+ 1]),

Por lo que

HomC(−, Ci[j]) ∼= HomC(−, C1[j − i+ 1]) ∼=

{
G si j = i,

HomC(−, C0[j − i]) = 0 si i < j.

Es análogo el caso de F .
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b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas y mor-
fismos verticales isomorfismos

0 // DRGS−1
n

// DRC(S−1
n (−), C0) //

��

DRC(S−1
n (−), X0)

��

C(X0[1− n],−) // C(C1[1− n],−) // C(C0[−n],−) // C(X0[−n],−).

Caso I. n = 1. Tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ F → C(C0[−1],−)→ C(X0[−1],−).

Por lo que se tiene el isomorfismo.

Caso II. n > 1. Se tiene que HomC(X0[1 − n],−) = 0 y el isomorfismo se
sigue de a).

El otro isomorfismo se sigue de el isomorfismo anterior.

Corolario 4.1.20. [IY08 3.7] Sean X ⊆ C una subcategoŕıa n-ŕıgida,

{ηi : Ci+1
fi+1→ Xi

gi→ Ci → Ci+1[1] ∈ 4}n−1
i=0

y Cn
fn→ Xn−1

gn−1fn−1→ Xn−2 → · · · → X0
g0→ C0 el n + 2-ángulo asociado,

donde Cn, C0, Xi ∈ X ∀ 1 ≤ i ≤ n − 1. Entonces, gi : Xi → Ci es una
X -precubierta y fi : Ci → Xi−1 es una X -preenvolvente ∀ 0 < i ≤ n− 1.

Demostración. Sea X ∈ X . Por el Lema 4.1.19 tenemos la siguiente sucesión
exacta

HomC(X,Xi)
HomC(X,gi)→ HomC(X,Ci)→ HomC(X,Ci+1[1]) = 0.

Por lo tanto, gi es una X -precubierta ∀ 0 < i ≤ n − 1. Análogamente, fi es
una X -preenvolvente ∀ 0 < i ≤ n− 1.

Proposición 4.1.21. [IY08, 3.9] Sean X ⊆ C una subcategoŕıa n-inclinante

de conglomerado, η : Z
gn→ Xn−1

gn−1fn−1→ Xn−2 → · · · → X0
f0→ Y un n + 2-

ángulo, donde Y, Z, Xi ∈ X ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1, h0 := f0, hn := gn, hi := gifi ∀
0 < i < n y fi ∈ radC ∀ 0 < i < n. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes :
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a) η es un n+ 2-ángulo de Auslander-Reiten.

b) f0 : X0 → Y es un morfismo pozo y hi ∈ radC ∀ 0 ≤ i ≤ n.

c) gn : Z → Xn−1 es un morfismo fuente y hi ∈ radC ∀ 0 ≤ i ≤ n.

Demostración. a) ⇒ b) Se sigue de la definición y la Proposición 1.2.6.

b) ⇒ c) Sean F, G : C → mod(R) los funtores del Lema 4.1.19. Dado que
f0 es un morfismo pozo, por el Lema 4.1.16 el funtor G es semisiple y por el
Lema 4.1.19 F ∼= DRGS−1

n . Por lo que F es semisimple, y aśı, por el Lema
4.1.16 gn es un morfismo pozo.

c) ⇒ a) Análogamente a b) ⇒ c) se tiene que f0 es un morfismo pozo. El
resultado se sigue del Corolario 4.1.20.

Proposición 4.1.22. [AS81, 2.1] Sean C una R-variedad dualizante y X ⊆ C
una clase precubriente. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen :

a) X tiene pseudokerneles.

b) si F ∈ mod(Cop), entonces F |X op∈ mod(X op).

Demostración. a) Sean f : X → Y , j : K → X un pseudokernel de f y
p : Z → K una X -precubierta. Es fácil ver que jp es un pseudokernel en X .

b) Sea A ∈ C. Veamos que HomC(−, A) |X∈ mod(X op). En efecto, sea

f : X → A

una X -precubierta. Consideremos la siguiente sucesión de X op-módulos

0→ K → HomC(−, X) |X
HomC(−,f)→ HomC(−, A) |X→ 0.

Dado que K ∈ mod(X op), tenemos la siguiente sucesión exacta

HomC(−, Y ) |X
HomC(−,g)→ HomC(−, B) |X→ K → 0,

donde g : Y → B es una X -precubierta. Por lo que,

HomC(−, A) |X op∈ mod(X op).
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Ahora, sean F ∈ mod(Cop) y HomC(−, A)
HomC(−,f)→ HomC(−, B) → F → 0

una sucesión exacta. Dado que

HomC(−, A) |X
HomC(−,f)→ HomC(−, B) |X→ F |X→ 0

es una sucesión exacta. Por lo anterior y la Proposición Au74, 4.2, se tiene
que F |X op∈ mod(X op).

De manera dual se tiene el siguiente resultado.

Proposición 4.1.23. [AS81, 2.2] Sean C una R-variedad dualizante y X ⊆ C
una clase preenvolvente. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen :

a) X tiene pseudocokerneles.

b) si F ∈ mod(C), entonces F |X∈ mod(X ).
Teorema 4.1.24. [AS81, 2.3] Sean C una R-variedad dualizante y X ⊆ C
una clase funtorialmente finita. Entonces, X es una R-variedad dualizante.

Demostración. Sean F ∈ mod(X ),

ηF := HomX (X,−)
HomX (f,−)→ HomX (Y,−)→ F → 0

una sucesión exacta. Consideremos

ηG := HomC(X,−)
HomC(f,−)→ HomC(Y,−)→ G→ 0

y ηG|X := HomC(X,−) |X
HomC(f,−)→ HomC(Y,−) |X→ G |X→ 0. Es inmedia-

to que ηF = ηG|X . Por la Proposición 4.1.22 y lo anterior concluimos que
DR(F ) = DR(G |X op) ∼= DR(G) |X op∈ mod(X op). Análogamente,

DR(G) ∈ mod(X ) ∀ G ∈ mod(X op)

usando la Proposición 4.1.23.

Teorema 4.1.25. [IY08, 3.10] Sean C una categoŕıa con funtor de Serre
S : C → C, X ⊆ C una subcategoŕıa n-inclinante de conglomerado, X, Y ∈ X .
Entonces, existen n+ 2-ángulos de Auslander-Reiten

122



a) Sn(X)
fn→ Xn−1

fn−1→ Xn−2 → · · · → X0
f0→ X.

b) Y
gn→ Xn−1

gn−1fn−1→ Xn−2 → · · · → X0
f0→ S−1

n (Y ).

Demostración. Sólo haremos la prueba de a), dado que la prueba de b) es
análoga.

Por la Proposición 4.1.18 y el Teorema 4.1.24 tenemos

Y1 → X0
f0→ X → Y1[1] ∈ 4,

con f0 un morfismo pozo en X . Sea Xn
fn→ Xn−1

fn−1→ Xn−2 → · · · → Y1 un
n+ 1-ángulo, con Xj ∈ X y fj ∈ radC ∀ 2 ≤ j ≤ n. Por la Proposición 4.1.21

se tiene qu Xn
fn→ Xn−1

fn−1→ Xn−2 → · · ·X1
f1→ X0

f0→ X es un n+ 2 triángulo
de Auslander-Reiten. Por último, sean F ∈ mod(C) y G ∈ mod(X op) los
funtores del Lema 4.1.19. Notemos que G = HomC/radC(−, X), por el Lema
4.1.19 F ' DRGS−1

n ' DRHomHomC/radC(−,Sn(X)) ' HomC/radC(Sn(X),−).

Puesto que HomC(Xn−1,−)
HomC(fn,−)→ HomC(Xn,−)→ F → 0 es una sucesión

exacta y fn ∈ radC(Xn, Xn−1) tenemos que Xn = Sn(X).

4.2. Categoŕıas de cocientes abelianos

En esta sección C denotará una una categoŕıa triangulada Krull-Schmidt y
esqueléticamente pequeña.

El objetivo principal de esta sección es ver que el cociente de una categoŕıa
triangulada con una subcategoŕıa n-inclinante de conglomerado es equiva-
lente a una categoŕıa abeliana. Este resultado es una generalización de un
Teorema de Keller y Reiten en el contexto de una categoŕıa 2-Calabi Yau
[KR07].

Sea Z una R-categoŕıa de Artin, esqueléticamente pequeña, con pseudoker-
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neles, X , Y ⊆ C subcategoŕıas aditivas. Denotamos por:

mod(Z,X ,Y) := {F ∈ mod(Z) | existe una sucesión exacta
Z(Y,−)→ Z(X,−)→ F → 0,

con X ∈ X y Y ∈ Y}.

Definición 4.2.1. Sean X ⊆ C una subcategoŕıa aditiva, A una R-categoŕıa
abeliana con suficientes proyectivos, B ⊆ A y F : C/[X ]→ B contravariante
aditivo. Decimos que F preserva la 2− ŕıgidez si Ext1

A(F (B), F (A)) = 0,
siempre que HomC(A,B) = 0.

El siguiente resultado, justifica la definición anterior.

Proposición 4.2.2. [IY08, 6.2] Sean X , Y , Z ⊆ C subcategoŕıas aditivas
tales que X [1] ⊕ Y ⊆ Z ⊆ X⊥0. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen :

a) La correspondencia

F : X ∗ Y/[X ]→ mod(Z,Y ,X [1])

(T
f+[X ]→ T ′) 7→ (HomC(T

′,−)
HomC(f,−)→ HomC(T,−)),

es una R-dualidad de categoŕıas.

b) F : X ∗ Y/[X ]→ mod(Z,Y ,X [1]) preserva la 2-ŕıgidez.

c) Si X [1] = Y = Z, entonces F : X ∗ Y/[X ]→ mod(Z) es una R-dualidad
de categoŕıas. Más aún, si Y es una clase envolvente, cerrada por exten-
siones y X = ⊥0Y, entonces F : C/[X ] → mod(Z) es una R-dualidad de
categoŕıas.

Demostración. a) Sean X
f→ T

g→ Y
h→ X[1] ∈ 4, con Y ∈ Y y X ∈ X . Por

lo que tenemos la siguiente sucesión de Z-módulos

HomZ(X[1],−)→ HomZ(Y,−)→ HomC(T,−)→ HomC(X,−) = 0. (∗)

Sean T ′ ∈ X ∗ Y , f : T → T ′ ∈ [X ] y Z ∈ Z. Dado que

0 = HomC(f, Z) : HomC(T
′, Z)→ HomC(T, Z).
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Por la propiedad universal de la categoŕıa cociente tenemos que

F : X ∗ Y/[X ]→ mod(Z,Y ,X [1])

es un funtor contravariante. Aplicando el funtor Hommod(Z)(−, F (T ′)) a (∗),
por el Lema de Yoneda tenemos el siguiente diagrama conmutativo con ren-
glones exactos y morfismos verticales isomorfismos

0 // (F (T ), F (T ′)) // (HomZ(Y,−), F (T ′)) //

��

(HomZ(X[1],−), F (T ′))

��

(∗∗)

HomC(T
′, X)

HomC(T ′,f)
// HomC(T

′, T )
HomC(T ′,g)

// HomC(T
′, Y )

HomC(T ′,h)
// HomC(T

′, X[1]).

Veamos que Ker(HomC(T
′, h)) ∼= HomC/[X ](T

′, T ). En efecto, sea

ϕ : HomC/[X ](T
′, T )→ Ker(HomC(T

′, h))

f ′ + [X ] 7→ gf ′.

Sea f ′ ∈ [X ]. Notemos que ϕ(f ′) = 0. Aśı, ϕ está bien definida y es un morfis-
mo de R-módulos. Ahora, consideremos π : HomC(T

′, T ) → HomC/[X ](T
′, T )

y

ψ : Ker(HomC(T
′, h))→ HomC/[X ](T

′, T )

gf ′ 7→ π(f ′)

Luego, sea f ′ : T ′ → T , entonces

ψϕ(π(f ′)) = ψ(gf ′) = π(f ′),

ϕψ(gf ′) = ϕ(π(f ′)) = gf ′.

Por lo que F : X ∗ Y/[X ]→ mod(Z,Y ,X [1]) es fiel y pleno. Sean

F ′ ∈ mod(Z,Y ,X [1]),

HomZ(X[1],−)
HomZ(h,−)→ HomZ(Y,−)→ F ′ → 0 una sucesión exacta y

X
f→ T

g→ Y
h→ X[1] ∈ 4.
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Aśı pues, F ′ ∼= F (T ).

b) Sean T ∈ X ∗ Y ,

HomZ(X[1],−)
HomZ(h,−)→ HomZ(Y,−)

HomC(g,−)→ HomC(T,−)→ 0

y 0 → K
ϕ→ HomZ(Y,−)

HomC(g,−)→ HomC(T,−) → 0 sucesiones exactas de
Z-módulos. Por la propiedad universal del Kernel

∃! ψ : HomZ(X[1],−)→ K

tal que ϕψ = HomZ(h,−). Luego, por (∗∗) de a) tenemos la siguiente sucesión
exacta

0→ (F (T ), F (T ′))
(HomC(g,−),F (T ′))→ (HomZ(Y,−), F (T ′))

(HomC(h,−),F (T ′))→ (HomZ(X[1],−), F (T ′))→ 0.

Por lo que HomZ(ϕ, F (T ′)) es un epimorfismo, con lo cual

Ext1
Z(F (T ), F (T ′)) = 0.

c) Se sigue de a) y la Proposición 3.2.6.

Teorema 4.2.3. [IY08, 6.3] Sean n > 1, X ⊆ C una subcategoŕıa n-inclinante
de conglomerado, Ci := X ∗ · · · ∗ X [i− 1] ∀ 1 ≤ i ≤ n. Entonces, ∀ 0 < j < n

el funtor

Fj+1 : Cj+1/[X ]→ mod(X [1] ∗ · · · ∗ X [j],X [1] ∗ · · · ∗ X [j],X [1])

(T
f+[X ]→ T ′) 7→ (HomC(T

′,−)
HomC(f,−)→ HomC(T,−)),

es una R-equivalencia de categoŕıas que preserva la 2-ŕıgidez.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.2.2.

El siguiente resultado, es debido a Keller y Reiten.

Notación 4.2.4. Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos.
Denotamos por gl.dim(A) := sup{pd(A) | A ∈ S}.
Corolario 4.2.5. [IY08, 6.5] Sean X ⊆ C una subcategoŕıa 2-inclinante de
conglomerado y T ∈ C. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen :
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a) el funtor

F : C/[X ]→ mod(X [1])

(T
f+[X ]→ T ′) 7→ (HomC(T

′,−)
HomC(f,−)→ HomC(T,−)),

es una R-dualidad de categoŕıas que preserva la 2-ŕıgidez.

b) Si C es 2-Calabi-Yau, gl.dim(mod(X [1])) ≤ 1 y add(T )∩X = 0, entonces
HomC(T, T [1]) = 0, si y sólo si, Ext1

mod(X [1])(F (T ), F (T )) = 0.

Demostración. a) Se sigue de la Proposición 4.2.3 c).

b) ⇒) Se sigue de la Proposición 4.2.3 b).

⇐) Por el Teorema 4.1.3 existe X → T
f→ X ′[1]

h[1]→ X[1] ∈ 4, donde
X, X ′ ∈ X . Notemos que tenemos la siguiente sucesión exacta de X [1]-
módulos

0→ HomX [1](X[1],−)→ HomX [1](X
′[1],−)→ F (T )→ 0.

Aplicando el funtor Hommod(X [1])(−, F (T )) a la sucesión anterior, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con renglones exactas y morfismos verticales
isomorfismos, por el Lema de Yoneda

(HomX [1](X
′[1],−), F (T )) //

��

(HomX [1](X[1],−), F (T ))

��

// 0

HomC(T,X
′[1])

HomC(T,h[1])
// HomC(T,X[1]) // HomC(T, T [1]).

Por lo que, HomC(T, h[1]) es un epimorfismo. Análogamente, tenemos que
HomC(h, T ) es un epimorfismo. Aśı pues, DR(HomC(h, T )) es un monomor-
fismo, con lo que HomC(T, h[2]) es un monomorfismo. Por lo tanto,

HomC(T, T [1]) = 0.

El siguiente resultado será de utilidad para la siguiente sección.
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Teorema 4.2.6. [KR07, 2.1] Sea T ∈ C 2-inclinante de conglomerado. En-
tonces, la correspondencia

HomC(T,−) : C/[add(T [1])]→ mod(Γ := EndC(T )op)

es una R-equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Sea M ∈ mod(Γ). Por el proceso de proyectivización existe
f : T ′ → T ′′, con T ′, T ′′ ∈ add(T ) y una sucesión exacta

HomC(T, T
′)

HomC(T,f)→ HomC(T, T
′′)→M → 0

Sea T ′
f→ T ′′

g→ X
h→ T ′[1] ∈ 4. Notemos que HomC(T,X) ∼= M . Ahora,

sean X, Y ∈ C y t : HomC(T,X) → HomC(T, Y ). Por el Teorema 4.1.3
existen

T1
f→ T0

g→ X
h→ T1[1], T ′1

f ′→ T ′0
g′→ Y

h′→ T ′1[1] ∈ 4,

con T1, T0, T
′
1, T

′
0 ∈ add(T ). Por el proceso de proyectivización existen

j : T1 → T ′1 y k : T0 → T ′0 tales que obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos

HomC(T, T1)
HomC(T,f)

//

HomC(T,j)
��

HomC(T, T0)
HomC(T,g)

//

HomC(T,k)
��

HomC(T,X) //

t
��

0

HomC(T, T
′
1) HomC(T,f

′)
//HomC(T, T

′
0) HomC(T,g

′)
//HomC(T, Y ) // 0.

Por el Proceso de proyectivización tenemos el siguiente morfismo de triángulos

T1
f //

j
��

T0
g //

k
��

X h //

∃ l
��

T [1]

j[1]
��

T ′1 f ′
// T ′0 g′

// Y
h′
// T ′[1].

Por la propiedad universal del Cokernel, concluimos que t = HomC(T, l). Por
último, sean k : X → Y tal que HomC(T, k) = 0 y por el Teorema 4.1.3 existe

T1
f→ T0

g→ X
h→ T1[1] ∈ 4,
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con T1, T0 ∈ add(T ). Por lo que existe r : T1[1] → Y tal que rh = k. Por lo
tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

C HomC(T,−)
//

π
��

mod(Γ)

C/[add(T [1])],
HomC(T,−)

44

donde π : C → C/[add(T [1])] es la proyección canónica.

4.3. Conexión con teoŕıa τ-inclinante

En esta sección C denotará una categoŕıa 2-Calabi-Yau, T ∈ C un objeto
2-inclinante de conglomerado y Λ := EndC(T )op.

El objetivo principal de esta sección es dar una biyección entre los objetos
2-inclinantes de conglomerado de C y los Λ-módulos τ -inclinantes de soporte.

Lema 4.3.1. [AIR14, 4.2] Para las equivalencias de categoŕıas

HomC(T,−[2]), νHomC(T,−) : add(T )→ inj(Λ),

existe ϕ : HomC(T,−[2])→ νHomC(T,−) un isomorfismo natural.

Demostración. Sean Ψ : HomC(T,−[2]) → DRHomC(−, T ) el isomorfismo
natural del hecho de que C es una categoŕıa 2-Calabi-Yau y

Φ : HomC(−, T )→ HomΛ(HomC(T,−),Λ)

el isomorfismo natural dado por el proceso de proyectivización. Por lo que
ΦΨ : HomC(T,−[2])→ νHomC(T,−) es un isomorfismo.

Lema 4.3.2. [Pa08, 3.3] Sea X ∈ C. Entonces, los funtores

DRHomC/[T (1)](X,−[1]), [T [1]](−, X[1]) : C → mod(R)

son isomorfos.
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Demostración. Ver [Pa08, Lema 3.3].

Proposición 4.3.3. [AIR14, 4.3] Sean X, Y ∈ C tales que

add(X) ∩ add(T [1]) = 0 = add(Y ) ∩ add(T [1]).

Entonces,

a) HomC(T,X[1]) ∼= τHomC(T,X) como Λ-módulos.

b) la siguiente sucesión es una sucesión exacta de R-módulos

0→ DRHomΛ(HomC(T, Y ), τHomC(T,X))→ HomC(X,Y [1])→ HomΛ(HomC(T,X), τHomC(T, Y ))→ 0.

En particular, X es 2-ŕıgido, si y sólo si, HomC(T,X) es τ -ŕıgido.

Demostración. Por el Teorema 4.1.3 existe

η : T1
f→ T0

g→ X
h→ T1[1] ∈ 4,

con T1 ∈ add(T ) y g : T0 → X una add(T )-cubierta. Aplicando el funtor
HomC(T,−) a η, tenemos la siguiente sucesión exacta

HomC(T, T1)
HomC(T,f)→ HomC(T, T0)

HomC(T,g)→ HomC(T,X)→ 0.

Por el Corolario 1.2.10 f ∈ radC(X,T1[1]), por el Lema 1.2.6 f es minimal
a derecha. Veamos que HomC(T, f) es minimal a derecha. En efecto, sea
k : HomC(T, T1) → HomC(T, T1). Por el proceso de proyectivización existe
k′ : T1 → T1 tal que k = HomC(T, k

′), por el Teorema 4.2.6 f − fk = sr,
donde r : T1 → T ′[1], s : T ′[1] → T0 y T ′ ∈ add(T ). Aśı pues, f = fk, por
lo que k es un isomorfismo. Análogamente HomC(T, g) es minimal a derecha.
Por lo que, HomC(T, η) es la presentación proyectiva minimal de HomC(T,X).
Por el Lema 4.3.1 tenemos el siguiente diagrama conmuativo con renglones
exactos y morfismos verticales isomorfismos

0 // τHomC(T,X) // νHomC(T, T1)

��

// νHomC(T, T0)

��
0 = HomC(T, T0[1]) // HomC(T,X[1]) // HomC(T, T1[2]) // HomC(T, T0[2]).

b) Consideremos la siguiente sucesión exacta

0→ [T [1]](X, Y [1])→ HomC(X, Y [1])→ HomC/[T (1)](X, Y [1])→ 0.
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Por el Teorema 4.2.6 y a) tenemos un isomorfismo natural

HomC/[T (1)](X, Y [1]) ∼= HomΛ(HomC(T,X), τHomC(T, Y ))

Por el Lema 4.3.2 y lo anterior tenemos los siguientes isomorfos

[T [1]](X, Y [1]) ∼= DRHomC/[T (1)](Y,X[1]) ∼= DRHomΛ(HomC(T, Y ), τHomC(T,X)).

Notación 4.3.4. Sean n ∈ N+. Denotamos por :

n− rigid(C) := {X ∈ C | X es n− rı́gido}.

n− c− tilt(C) := {X ∈ C | X es n− inclinantedeconglomerado}.

n− c− tiltT (C) := {X ∈ c− tilt(C) | add(X) ∩ add(T ) = 0}.

El siguiente resultado es el principal de esta sección.

Teorema 4.3.5. [AIR14, 4.1] La asignación

Ψ : 2− rigid(C)→ τ − rigid(Λ)

X := X ′ ⊕ T ′[1] 7→ (HomC(T,X
′),HomC(T, T

′)),

donde add(X ′) ∩ add(T [1]) = 0 y T ′ ∈ add(T ) es una biyección, que se
restringe a las siguientes biyecciones

2− c− tilt(C)↔ sτ − tilt(Λ)

2− c− tiltT[1](C)↔ τ − tilt(Λ)

Demostración. Sea X := X ′ ⊕ T ′[1] ∈ 2− rigid(C), con T ′ ∈ add(T ) y
add(X ′) ∩ add(T [1]) = 0. Veamos que

(HomC(T,X
′),HomC(T, T

′)) ∈ τ − rigid(Λ).

En efecto, por la Proposición 4.3.3 HomC(T,X
′) es τ -ŕıgido. Luego, por el

Teorema 4.2.6 y el Lema 4.3.2 tenemos los siguientes isomorfismos

HomΛ(HomC(T, T
′),HomC(T,X

′)) ∼= HomC/[T [1]](T
′, X ′)

∼= [T [1]](X ′[−1], T ′[1])

= HomC(X
′[−1], T ′[1]) = 0.
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Rećıprocamente, si (HomC(T,X
′),HomC(T, T

′)) ∈ τ − rigid(Λ), por la Pro-
posición 4.3.3 y lo anterior X ∈ 2− rigid(C). Aśı pues,

Ψ : 2− rigid(C)↔ τ − rigid(Λ)

es una biyección por el Teorema 4.2.6.

Ahora, sean X ∈ 2− c− tilt(C) e Y ∈ mod(Λ) tal que

(HomC(T,X
′)⊕ Y,HomC(T, T

′)) ∈ τ − rigid(Λ).

Por el Teorema 4.2.6 existe Y ′ ∈ C − add(T [1]) tal que HomC(T, Y
′) = Y .

Por lo anterior Y ′ ⊕X es 2-ŕıgido, por ende Y ′ | X ′. Por el Corolario 2.2.12
Ψ(X) ∈ sτ − tilt(Λ).

Rećıprocamente, si (HomC(T,X
′),HomC(T, T

′)) ∈ sτ − tilt(Λ). Sea Y ∈ C
tal que Y ⊕X ∈ 2− rigid(C), por la Proposición 1.4.13, Proposición 1.4.14 y
el Lema 2.1.2 b) tenemos que

n = rk(HomC(T,X
′),HomC(T, T

′)) ≤ rk(Ψ(Y ⊕X)) ≤ n.

Por lo tanto, Y | X.

La última biyección se sigue de la anterior.

Definición 4.3.6. Sean X ∈ 2− rigid(C) y Γ := EndC(X). Decimos que X
es casi completo 2 inclinante de conglomerado si rk(X) = rkK0(Γ)− 1.

El siguiente resultado es un análogo a las subcategoŕıas silting.
Corolario 4.3.7. [AIR14, 4.5] Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Sea X ⊆ C una subcategoŕıa 2 inclinante de conglomerado, entonces existe
X ∈ C tal que add(X) = X .

b) Si Y ∈ C es casi completo 2 inclinante de conglomerado, existen Z, W ∈
ind(C) Z 6= W tales que Y ⊕ Z, Y ⊕W ∈ 2− c− tilt(C).

c) Si X ∈ 2− rigid(C), existe Y ∈ C tal que X ⊕ Y ∈ 2− c− tilt(C).

d) [ZZ11, 3.5] Si X ∈ 2− rigid(C), entonces X ∈ 2− c− tilt(C), si y sólo si,
rk(X) = rk(T ).
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Demostración. a) Se sigue del Teorema 4.3.5.

b) Se sigue del Teorema 4.3.5 y el Teorema 2.3.8.

c) Se sigue del Teorema 4.3.5 y el Teorema 2.2.10.

d) Se sigue del Teorema 4.3.5.
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Apéndice A

Teoŕıa de representaciones

En este apéndice introducimos conceptos y terminoloǵıa fundamentales para
el estudio de esta tesis, como lo son la noción de álgebras de Artin, translación
de Auslander-Reiten, módulo inclinante, categoŕıa triangulada, categoŕıa ho-
motópica y la categoŕıa de funtores. Cabe resaltar que dicha introducción, en
algunos aspectos, es meramente recordatoria y que no pretende ser exhausti-
va. Para complementar algunas de las nociones que usaremos libremente en
la presente tesis (como por ejemplo, las nociones de módulo proyectivo, equi-
valencia de categoŕıas y radical) se recomienda consultar [ACPV06], [ARS95]
[ASS06] y [GM03].

A.1. Clases cubrientes y envolventes

En este caṕıtulo C denotará una categoŕıa aditiva y todas las subcategoŕıas
serán plenas.

Definición A.1.1. Sea f : X → Y en C. Decimos que:

a) f es minimal a izquierda, si para todo diagrama conmutativo

X
f //

f &&

Y

h
��
Y,
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se tiene que h es un isomorfismo.

b) f es minimal a derecha, si para todo diagrama conmutativo

X
f

&&
h
��
X

f
// Y,

se tiene que h es un isomorfismo.
Definición A.1.2. Sean X ⊆ C una subcategoŕıa y A ∈ C. Decimos que:

a) f : A→ X es una X -preenvolvente de A, si X ∈ X y ∀ g : A→ X ′ con
X ′ ∈ X existe h : X → X ′ tal que g = hf . Una X -preenvolvente f de A
es una X -envolvente de A, si f es minimal a izquierda.

b) t : X → A es una X -precubierta de A, si X ∈ X y ∀ r : X ′ → A con
X ′ ∈ X existe s : X ′ → X tal que r = ts. Una X -precubierta f de A es
una X -cubierta de A, si f es minimal a derecha.

Definición A.1.3. Sean X ⊆ C una subcategoŕıa. Decimos que:

a) X es una clase preenvolvente (envolvente), si todo C ∈ C tiene una
X -preenvolvente (X -envolvente).

b) X es una clase precubriente (cubriente), si todo C ∈ C tiene una X -
precubierta (X -cubierta).

c) X es funtorialmente finita, si es precubriente y preenvolvente.
Definición A.1.4. Sea X ∈ C. Decimos que:

a) π0 : P0(X) → X es una cubierta proyectiva, si π0 es una proj(C)-
cubierta. P1(X)

π1→ P0(X)
π0→ X → 0 es una presentación proyectiva

minimal, si π1 es la composición del Kernel de π0 y la cubierta proyectiva
de Ker(π0)

b) ι0 : X → I0(X) es una envolvente inyectiva, si ι0 es una
inj(C)-envolvente. 0→ X

ι0→ I0(X)
ι1→ I1(X) es una presentación

inyectiva minimal, si ι1 es la composición del Cokernel de ι0 y la envol-
vente inyectiva de Coker(ι0).

136



A.2. Álgebras de Artin

Definición A.2.1. Sean C una categoŕıa y R un anillo conmutativo. Decimos
que C es una R− categoŕıa si satisface

a) HomC(X, Y ) ∈ Mod(R) ∀ X, Y ∈ C.

b) la composición en C es R-bilineal. Es decir, (rf + g)h = r(fh) + gh y
f(rg + k) = r(fg) + fk, ∀ f, g, h, k ∈ HomC ∀ r ∈ R, donde tengan
sentido las composiciones anteriores.

Si R = Z decimos que C es una Z-categoŕıa o bien una categoŕıa preaditiva.
Definición A.2.2. Sea C una categoŕıa preaditiva. Decimos que C es una
categoŕıa aditiva, si tiene objeto cero y ∀ X, Y ∈ C existe el coproducto
X ⊕ Y ∈ C.
Definición A.2.3. Sea Λ una R-álgebra. Decimos que Λ es una R− álgebra
de Artin, si R es un anillo artiniano y Λ ∈ mod(R).
Teorema A.2.4. Sean Λ una R-álgebra de Artin e I := I0(top(R)). Enton-
ces, el funtor

DΛ := HomR(−, I) : mod(Λ)→ mod(Λop)

es una dualidad de categoŕıas y DΛop : mod(Λop) → mod(Λ) es un casi-
inverso, esto es, DΛ ◦DΛop ' 1mod(Λop) y DΛop ◦DΛ ' 1mod(Λ).

Demostración. Ver [ARS, Teorema II.3.3].

Definición A.2.5. Denotamos por:

a) F(mod(Λ)) al grupo abeliano libre generado por las iso-clases [M ] de equi-
valencias de módulos en mod(Λ), donde

[M ] := {N ∈ mod(Λ) | N ∼= M}.

b) R(mod(Λ)) al subgrupo de F(mod(Λ)) generado por las siguientes expre-
siones [N ]+[L]−[M ] siempre que 0→ N →M → L→ 0 sea una sucesión
exacta.

c) El grupo de Grothendieck K0(Λ) := F(mod(Λ))/R(mod(Λ)).
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Teorema A.2.6. Sean Λ un álgebra de Artin y {S1, S2, · · · , Sn} un sistema
completo de Λ-módulos simples. Entonces, el grupo K0(Λ) es abeliano libre
con base {S1, S2, · · · , Sn}.

Demostración. Ver [ARS95, Teorema 1.7].

El siguiente resultado nos dice que el anulador del dual de un módulo es el
mismo.
Lema A.2.7. Sean Λ una R-álgebra de Artin. Entonces,

ann(M) = ann(DΛM) ∀M ∈ mod(Λ).

Demostración. Ver [Fl, Ejercicio 3.6.7].

Definición A.2.8. Sea Λ una R-álgebra de Artin. El funtor estrella es

()∗ := HomΛ(−,Λ) : mod(Λ)→ mod(Λop).

El siguiente resultado nos dice que el funtor estrella se restringe a una equi-
valencia de categoŕıas.
Proposición A.2.9. El funtor

()∗ : proj(Λ)→ proj(Λop),

es una equivalencia de categoŕıas, con cuasi-inversa

()∗ : proj(Λop)→ proj(Λ).

Demostración. Ver [ARS, Proposición II.4.3].

Definición A.2.10. Sea Λ una R-álgebra de Artin. Decimos que Λ es básica
si Λ = ⊕ni=1Pi, con Pi ∈ ind(proj(Λ)), entonces Pi 6∼= Pj si i 6= j.
Proposición A.2.11. Sea Λ una R-álgebra de Artin. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) Λ es básica.

b) Λ/rad(Λ) es básica.

c) Λ = ⊕ki=1Dk, con Dk un anillo con división.
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d) Λop es básica.

Demostración. Ver [ARS, Proposición II.2.7].

Lema A.2.12. Sea e2 = e ∈ Λ. Se tiene el siguiente isomorfismo funtorial

HomΛ(Λe,M) ∼= DΛopHomΛ(M,DΛopeΛ) ∀M ∈ mod(Λ).

Demostración. Ver [ACPV06, Lema I.1.2].

A.3. Álgebra de Kronecker

En esta sección k denotará un campo.

En esta sección daremos una descripción de los A-módulos inescindibles del
álgebra de Kronecker.

Definición A.3.1. Sea Q : ◦1
α //

β
// ◦2 . El álgebra de Kronecker es

A := kQ.

Las siguientes representaciones nos ayudarán a describir los A-módulos ines-
cindibles. Sean p ∈ P1(k) (P1(k) es la recta proyectiva) y n ∈ N.

Qn := kn

1kn

0


// 0

1kn


// k
n+1 ,

Jn := kn+1
(1kn ,0)

//

(0,1kn)
// k
n ,

Rp,n := kn
1kn //

Jn,p
// k
n ,
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donde Jn,p es el bloque de Jordan correspondiente al valor vector p, de tamaño
n. El siguiente resultado nos da una buena visión de la categoŕıa mod(A),
donde A es el álgebra de Kronecker.
Teorema A.3.2. Sea A el álgebra de Kronecker. Entonces,

a) ind(A) = {Qn | n ∈ N} ∪ {Jn | n ∈ N} ∪ {Rp,i | i ∈ N+ y p ∈ P1(k)}.

b) dimkExt1
A(Jn, Jm) = max{0,m−1−n} = dimkExt1

A(Qm, Qn) ∀ n, m ∈ N.

c) dimkExt1
A(Qn, Jm) = 0 = dimkExt1

A(Qn, Rp,j) = dimkExt1
A(Rp,j, Jm) ∀ n,

m ∈ N, ∀ j ∈ N+, ∀ p ∈ P1(k).

d) dimkExt1
A(Jn, Rp,j) = j = dimkExt1

A(Rp,j, Qn) ∀ n ∈ N, ∀ j ∈ N+, ∀
p ∈ P1(k).

e) δp,qmin{i, j} = dimkExt1
A(Rp,j, Rq,i) ∀ j, i ∈ N+, ∀ p, q ∈ P1(k).

f) 0→ Qn−1 → Q2
n → Qn+1 → 0, es una sucesión exacta ∀ n ∈ N+.

g) 0→ Jn+1 → J2
n → Jn−1 → 0, es una sucesión exacta ∀ n ∈ N+.

Demostración. Ver [ARS95, Teorema VIII.7.5].

A.4. Teoŕıa de Auslander-Reiten

En esta sección Λ denotará una R-álgebra de Artin.

Definición A.4.1. Sea C una R-categoŕıa aditiva. Un ideal I E C es una
clase de morfismos I = {I(X, Y )}(X,Y )∈C2 tal que

a) I(X, Y ) es un R-submódulo de HomC(X, Y ).

b) Para toda sucesión W
h→ X

f→ Y
g→ Z en C, se tiene que, si f ∈ I(X, Y )

entonces gf ∈ I(X,Z) y fh ∈ I(W,Y ).
Proposición A.4.2. Sean C una R-categoŕıa aditiva e I E C. Entonces, el
cociente C/I es una R-categoŕıa aditiva, donde

a) Obj(C/I) := Obj(C).

b) HomC/I(X, Y ) := HomC(X, Y )/I(X, Y ) ∀ X, Y ∈ C.
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c) (f+I(Y, Z))◦C/I (g+I(X, Y )) := fg+I(X,Z) ∀ f : Y → Z, g : X → Y .

Demostración. Basta ver que la composición está bien definida para ver que
C/I es una categoŕıa. En efecto, sean f1, f2 : X → Y , g1, g2 : Y → Z tales
que f1 + I(X, Y ) = f2 + I(X, Y ) y g1 + I(Y, Z) = g2 + I(Y, Z). Entonces
f1 − f2 ∈ I(X, Y ), y por definición g1(f1 − f2) ∈ I(X,Z). Análogamente
(g1 − g2)f2 ∈ I(X,Z), con lo cual g1f1 − g2f2 ∈ I(X,Z) porque I(X,Z) es
un submódulo de HomC(X,Z). Aśı g1f1 + I(X,Z) = g2f2 + I(X,Z) y por lo
tanto la composición está bien definida. Usando ahora que C es aditiva, se
sigue v́ıa el funtor cociente q : C → C/I, que C/I es aditiva.

Definición A.4.3. Sea X ⊆ C una subcategoŕıa. Decimos que f : M → N

en C se factoriza a través de X si existen g : M → X , h : X → N , con
X ∈ X , tales que f = hg.
Notación A.4.4. Sea X ⊆ C una subcategoŕıa. Denotamos por [X ] a los
morfismos en C que se factorizan a través de X .
Proposición A.4.5. Sean C una R-categoŕıa aditiva y X ⊆ C una subcate-
goŕıa aditiva. Entonces, [X ] es un ideal en C.

Demostración. Sean f, g : A → B ∈ [X ] y r ∈ R. Con lo cual existen
f ′ : A → X, f ′′ : X → B, g′ : A → X ′ y g′′ : X ′ → B, con X,X ′′ ∈ X , tales
que f = f ′′f ′ y g = g′′g′. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A
f+rg //

f ′
g′

 $$

B

X ⊕X ′
(
f ′′ rg′′

):: .

Es claro que [X ] satisface la propiedad b) de la definición de ideal.

Definición A.4.6. SeaM ∈ mod(Λ). El transpuesto deM es el Λop-módulo

Tr(M) := Coker((π1)
∗).

Con lo cual, se tiene la siguiente sucesión exacta en mod(Λop)

M ∗ → P0(M)∗ → P1(M)∗ → Tr(M)→ 0.
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Proposición A.4.7. La transpuesta de un módulo, define una equivalencia
de categoŕıas

a)

Tr : mod(Λ)→ mod(Λop),

con cuasi-inversa Tr : mod(Λop)→ mod(Λ).

b) La composición

τ := DΛopTr : mod(Λ)→ mod(Λ)

es una equivalencia de categoŕıas con cuasi-inversa

τ−1 := TrDΛ : mod(Λ)→ mod(Λ).

Demostración. a) Ver [ARS, Proposición IV.1.6].

b) Ver [ARS, Proposición IV.1.9].

A τ , τ−1 se les conocen como las traslaciones de Auslander−Reiten. A
continuación veremos algunas propiedades de estas traslaciones.

Proposición A.4.8. Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) τ ⊕ni=1 Mi = ⊕ni=1τMi ∀ {M1, · · · ,Mn} ⊆ mod(Λ).

b) τM = 0, si y sólo si, M ∈ proj(Λ).

c) τM ∈ ind(modI(Λ)) ∀M ∈ ind(Λ)− proj(Λ).

d) τ−1τM = MP ∀M ∈ mod(Λ).

e) ττ−1M = MI ∀M ∈ mod(Λ).

Demostración. Ver [ARS95, Proposición IV.1.10].

La siguiente proposición relaciona las traslaciones con la dimensión proyecti-
va e inyectiva de un Λ-módulo.

Proposición A.4.9. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces,

a) pd(M) ≤ 1 ⇐⇒ HomΛ(DΛopΛ, τM) = 0.
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b) id(M) ≤ 1 ⇐⇒ HomΛ(τ−1M,Λ) = 0.

Demostración. Ver [ARS95, Proposición IV.1.16].

Las siguientes fórmulas son conocidas como las f órmulas de
Auslander−Reiten.

Teorema A.4.10. Sean M y N ∈ mod(Λ). Entonces, se tienen los siguientes
isomorfismos de R-módulos

Ext1
Λ(M,N) ∼= DRHomΛ(τ−1N,M) ∼= DRHomΛ(N, τM),

los cuales son funtoriales en ambas variables.

Demostración. Ver [ASS06, Teorema IV.2.13].

La siguiente sucesión es canónica para el transladado de Auslander-Reiten.
Proposición A.4.11. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, la siguiente sucesión es
exacta

0→ τM → νP1(M)
ν(π1)→ νP0(M)

ν(π0)→ νM → 0,

donde ν := DΛopHomΛ(−,Λ) : mod(Λ)→ mod(Λ) es el funtor de
Nakayama.

Demostración. Ver [ASS06, Proposición IV.2.4].

Definición A.4.12. Sean ⊕ni=1Mi =: M ∈ mod(Λ), donde Mi ∈ ind(Λ) ∀
1 ≤ i ≤ n y N ∈ ind(Λ). Decimos que:

a) N es preinyectivo si existe n ∈ N tal que τ−nN ∈ inj(Λ)

b) M es preinyectivo si Mi es preinyectivo ∀ 1 ≤ i ≤ n.

c) N es preproyectivo si existe n ∈ N tal que τnM ∈ proj(Λ).

d) M es preproyectivo si Mi es preproyectivo ∀ 1 ≤ i ≤ n.
Notación A.4.13. Denotamos por gl.dim(Λ) := sup{pd(A) | A ∈ Λ}.
Definición A.4.14. Decimos que Λ es hereditaria, si gl.dim(Λ) ≤ 1.
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La siguiente definición nos permite dar una descripción de los Λ-módulos
preinyectivos en álgebras hereditarias.

Definición A.4.15. Sean F : C → D un R-funtor aditivo entre R-categoŕıas
Krull-Schmidt. El soporte del funtor F es

SuppF := {X ∈ ind(C) | F (X) 6= 0}.

Proposición A.4.16. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, M es preinyectivo, si y
sólo si, SuppHomΛ(M,−) es finito.

Demostración. Ver [ARS95, Proposición VIII.1.9].

Definición A.4.17. Decimos que Λ es de tipo de representación finita,
si |ind(Λ)| = n, con n ∈ N.
Proposición A.4.18. Sea Λ hereditaria. Entonces, Λ es de tipo de represen-
tación finita, si y sólo si, existe M ∈ ind(Λ) tal que M es preproyectivo y
preinyectivo.

Demostración. Ver [ARS, Proposición VIII.1.14].

Proposición A.4.19. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces add(M) es una clase
funtorialmente finita.

Demostración. Ver [Ma15, Proposición 4.1.13].

A.5. Álgebras con radical cuadrado cero

En esta sección Λ denotará una álgebra de Artin tal que rad2(Λ) = 0.

La siguiente álgebra de matriz triangular es importante en el estudio de Λ.

4(Λ) :=

(
top(Λ) 0
rad(Λ) top(Λ)

)
.

Lema A.5.1. [A16, 3.3] Sea f : M → N un morfismo de Λ-módulos no nulo
tal que Im(f) ⊆ rad(N). Entonces, existe un único morfismo

f̄ : top(M)→ rad(N)
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tal que f = if̄p, donde p : M → top(M) es la proyección canónica e i :
rad(N)→ N es la inclusión.

Demostración. Notemos que f(rad(M)) ⊆ rad2(N) = 0. Por lo que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // rad(M) //

��

M //

f
��

top(M) //

∃! f̄
��

0

0 // 0 //N N // 0.

Por lo tanto, f = if̄p.

El siguiente resultado nos da la conexión entre las categoŕıas mod(Λ) y
mod(4(Λ)).

Proposición A.5.2. Sea M ∈ mod(Λ). El funtor

F : mod(Λ)→ mod(4(Λ))

(M
f→ N) 7→ (top(M)⊕ rad(M)

f2⊕f1→ top(N)⊕ rad(N)),

donde el siguiente diagrama conmuta

0 // rad(M) //

f1
��

M //

f
��

top(M) //

f2
��

0

0 // rad(N) //N // top(N) // 0,

satisface las siguientes propiedades:

a) F es pleno.

b) M ∈ ind(Λ), si y sólo si, F (M) ∈ ind(4(Λ)).

c) M ∈ proj(Λ), si y sólo si, F (M) ∈ proj(4(Λ)).

d) (π0)2 ⊕ (π0)1 : F (P0(M))→ F (M) es la cubierta proyectiva de F (M).

e) F induce una equivalencia de categoŕıas entre mod(Λ) y mod(4(Λ)). Más
aún, 4(Λ) es hereditaria.
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f) 0 → 0 ⊕ top(P1(M))
0⊕π1→ F (P0(M))

(π0)2⊕(π0)1→ F (M) → 0 es la presenta-
ción proyectiva minimal de F (M).

g) Sea {Si}ni=1 un sistema completo de Λ-módulos simples. Entonces,

{Si ⊕ 0, 0⊕ Sj | (i, j) ∈ {1, · · · , n}2}

es un sistema completo de 4(Λ)-módulos simples.

h) ind(proj(4(Λ))) = {0⊕ top(P ), top(Q)⊕ rad(Q) | P, Q ∈ ind(proj(Λ))}.

i) ind(inj(4(Λ))) = {soc(I)⊕ 0,Homtop(Λ)(rad(Λ), soc(J))⊕ soc(J) | I, J ∈
ind(inj(Λ))}.

j) Sea S ∈ mod(Λ) simple no inyectivo. Entonces, τ−1F (S) = F (τ−1S).

Demostración. a) Ver [ARS95, Proposición III.2.2 y Lema X.2.1 (a)].

b) Ver [ARS95, Proposición III.2.2 y Lema X.2.1 (d)].

c) Ver [ARS95, Proposición III.2.2 y Lema X.2.2].

d) Por el Lema de la serpiente se tiene que (π0)2 ⊕ (π0)1 es un epimorfis-
mo. Sea g : F (P0(M))→ F (P0(M)) tal que ((π0)2 ⊕ (π0)1)g = (π0)2 ⊕ (π0)1.
Por a) g = g2 ⊕ g1, donde tenemos el siguiente diagrama conmutativo con
filas exactas

0 // rad(P0(M)) //

g1

��

P0(M) //

g′

��

P0(M)/rad(P0(M)) //

g2

��

0

0 // rad(P0(M)) //

(π0)1
��

P0(M) //

π0

��

P0(M)/rad(P0(M)) //

(π0)2
��

0

0 // rad(M) //M q
//M/rad(M) // 0.

Puesto que (π0)2 es un isomorfismo y (π0)2g2 = (π0)2, concluimos que g2 es
un isomorfismo. Ahora, notemos que qπ0g

′ es un epimorfismo, por lo que π0g
′

es un epimorfismo. Aśı pues, g′ es un isomorfismo. Dado que F es un funtor,
tenemos que g es un isomorfismo. Por b) (π0)2 ⊕ (π0)1 : F (P0(M)) → F (M)

146



es la cubierta proyectiva de F (M).

e) Ver [ARS95, Proposición III.2.2 y Teorema X.2.4].

f) Dado que Ker(π1) ⊆ rad(P1(M)), tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

0 //Ker(π1) //

��

P1(M) //Ker(π0) //

∃ k
��

0

0 // rad(P1(M)) // P1(M) // top(P1(M)) // 0.

Por lo que `(top(P1(M))) ≤ `(Ker(π0)). Consideremos π1 = iπ1p, la descom-
posición de π1 como en el Lema A.5.1. Notemos que 0 = π0π1 = iπ1p, por lo
que 0 = iπ1. Aśı pues, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 // top(P1(M))
π1 //

∃ l
��

rad(P0(M)) //Coker(π1) //

��

0

0 //Ker(π0) // P0(M) // top(P0(M)) // 0.

Por el Lema de la serpiente l es un monomorfismo. Por lo que l es un isomor-
fismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0

��

0

��

Ker((π0)1) //

��

Ker(π0)

��

0 // rad(P0(M)) //

(π0)1
��

P0(M) //

π0

��

top(P0(M)) //

(π0)2
��

0

0 // rad(M)

��

//M //

��

top(M) // 0

0 0.

Concluimos que 0 → top(P1(M)
π1→ rad(P0(M))

(π0)1→ rad(M) → 0 es una
sucesión exacta. Por d) 4(Λ) es hereditaria y por lo tanto,

0→ 0⊕ top(P1(M))
0⊕π1→ F (P0(M))

(π0)2⊕(π0)1→ F (M)→ 0
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es la presentación proyectiva minimal de F (M).

g), h) e i) Ver [ARS95, Proposición III.2.5 y Teorema X.2.4].

j) Se sigue de [ARS95, Corolario V.3.5, Teorema X.1.3], e) y f).

El resultado anterior y las siguientes definiciones nos servirá para decidir
cuando Λ es de tipo de representación finita.

Definición A.5.3. Decimos que (Q, v) es un carcaj valuado, si Q es un
carcaj y v : Q1 → N× N es una función.
Definición A.5.4. Sea {Si}ni=1 un sistema completo de Λ-módulos simples.
El carcaj valuado de Λ (QΛ, vΛ) se define como sigue:

El conjunto de vértices es {Si}ni=1.

El conjunto de flechas es Si → Sj, si Ext1
Λ(Si, Sj) 6= 0.

Consideremos la valuación

vΛ : QΛ
1 → N× N

α : Si → Sj 7→ (dimEndΛ(Sj)(Ext1
Λ(Si, Sj)), dim(EndΛ(Si)op)(Ext1

Λ(Si, Sj))).

Definición A.5.5. Sea (Q, v) un carcaj valuado. El carcaj separado de Q
(QS, vQ) se define como sigue:

El conjunto de vértices es Q0 × {0, 1}.

El conjunto de flechas es {α : (i, 0)→ (j, 1) | α : i→ j ∈ Q1}.

Consideremos la valuación

vQ : QS1
→ N× N

α : (i, 0)→ (j, 1) 7→ v(α)

El carcaj separado de Λ es ΛS := (QΛ
S , vQΛ).
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Definición A.5.6. Las siguientes gráficas son las gráficas Dynkin:

An := •1 •2 · · · •n−1 •n n ≥ 1.

•1

Dn := •3 •4 · · · •n−1 •n n ≥ 4.

•2

•3

E6 := •1 •2 •4 •5 •6

•3

E7 := •1 •2 •4 •5 •6 •7

•3

E8 := •1 •2 •4 •5 •6 •7 •8.

Teorema A.5.7. Para cada Λ tal que rad2(Λ) = 0 se tiene que

a) ΛS
∼= (Q4(Λ), v4(Λ)).

b) Las siguientes condiciones son equivalentes.

Λ es de tipo de representación finita.

vQΛ(α) = (1, 1) ∀ α ∈ (ΛS1
) y la gráfica subyacente de ΛS es una unión

disjunta finita de gráficas Dynkin.

Demostración. Ver [ARS95, Teorema X.2.6].

Por último, el siguiente resultado es debido a P. Gabriel.
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Teorema A.5.8. [Ga72] Sea Λ hereditaria (no necesariamente rad2(Λ) = 0).
Entonces, Λ es hereditaria, si y sólo si, la gráfica subyacente de QΛ es una
unión disjunta de gráficas Dynkin y v(α) = (1, 1) ∀ α ∈ QΛ

1

Demostración. Ver [ARS95, Teorema VIII.5.4].

A.6. Teoŕıa inclinante clásica

En esta sección Λ denotará una álgebra de Artin.

Definición A.6.1. Decimos que T ∈ mod(Λ) es inclinante parcial si satis-
face las siguientes condiciones.

TM1) pd(T ) ≤ 1.

TM2) Ext1
Λ(T, T ) = 0.

Si además, T satisface la siguiente propiedad

TM3) Existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T ′ → T ′′ → 0,

con T ′, T ′′ ∈ add(T ), decimos que T es inclinante.
Definición A.6.2. Decimos que C ∈ mod(Λ) es coinclinante si DΛC es
inclinante.
Definición A.6.3. Decimos que un par de subcategoŕıas (T ,F) de mod(Λ)
es un par de torsión, si T = ⊥0F y F = T ⊥0.

Las subcategoŕıas T y F son llamadas, respectivamente, la clase de
torsión y la clase libre de torsión. La siguiente proposición nos describe
las clases de torsión y las clases libres de torsión.

Proposición A.6.4. a) Sea T ⊆ mod(Λ). Entonces, T es una clase de tor-
sión, si y sólo si, T es cerrada por extensiones y cocientes.

b) Sea F ⊆ mod(Λ). Entonces, F es una clase libre de torsión, si y sólo si,
F es cerrada por extensiones y submódulos.

150



Demostración. Ver [ACPV06, Proposición 2.1].

El siguiente ejemplo nos dice que la noción de clase de torsión y clase libre
de torsión son duales.

Ejemplo A.6.5. Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Entonces,

(DΛF ,DΛT )

es un par de torsión en mod(Λop).

Ver [ASS06, Ejemplo. VI.1.2].

La siguiente definición nos ayudará a fabricar pares de torsión en mod(Λ).

Definición A.6.6. Sea C ⊆ mod(Λ). Decimos que C ∩ ⊥1C (respectiva-
mente, C ∩ C⊥1) es la clase de los Ext− proyectivos (respectivamente,
Ext− inyectivos) en C.
Lema A.6.7. Sea M ∈ mod(Λ) Ext-proyectivo en gen(M). Entonces,

(gen(M),M⊥0)

es un par de torsión.

Demostración. Ver [ASS06, Lema IV.1.9].

Lema A.6.8. Sea M ∈ mod(Λ) gen-minimal tal que gen(M) es una clase de
torsión. Entonces, M es Ext-proyectivo en gen(M).

Demostración. Ver [ASS06, Lema IV.6.1].

La siguiente proposición caracteriza los Λ-módulos Ext-proyectivos y Ext-
inyectivos en un par de torsión.

Proposición A.6.9. [Ho82, 1,2] Sean (T ,F) un par de torsión en mod(Λ),
M ∈ ind(T ) y N ∈ ind(F). Las siguientes condiciones se satisfacen:

a) M es Ext-proyectivo en T , si y sólo si, τM ∈ F
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b) M es Ext-inyectivo en T , si y sólo si, existe I ∈ ind(inj(Λ)) − F tal que
tT (I) ∼= M .

c) N es Ext-inyectivo en F , si y sólo si, τ−1N ∈ T .

d) N es Ext-proyectivo en F , si y sólo si, existe P ∈ ind(proj(Λ)) − T tal
que P/tT (P ) ∼= N .

Demostración. Ver [ASS06, Proposición VI.1.11].

Proposición A.6.10. Sean M ∈ mod(Λ) e I := ann(T ). Entonces,

P(gen(M))

es un Λ/I-módulo inclinante. Además,

rk(P(gen(M))) = rkK0(Λ) = rk(I(gen(M))).

Demostración. Ver [ASS06, Lema VI.6.4].

Definición A.6.11. Sea M ∈ mod(Λ). Decimos que M es fiel, si ann(M) =
0.
Proposición A.6.12. Sea T ∈ mod(Λ). Si T es inclinante parcial, entonces
HomΛ(T, τT ) = 0. Si T es fiel, la rećıproca también vale.

Demostración. Ver [ACPV06, Lema I.2.7].

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Brenner y
Butler.

Teorema A.6.13. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Los funtores HomΛ(T,−) : gen(M)→ sub(DΓopT) y

T ⊗Γ − : sub(DΓopT)→ gen(M)

son equivalencias casi-inversas.

b) Los funtores Ext1
Λ(T,−) : T⊥0 → T>0

Γ y TorΓ
1 (T,−) : T⊥0

Γ → T⊥0 son
equivalencias casi-inversas.
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Demostración. Ver [ACPV06, Teorema I.4.7].

La siguiente caracterización de módulos inclinantes es una consecuencia del
Teorema de Brenner y Butler, la cual es debida a K. Bongartz.

Teorema A.6.14. Sea T ∈ mod(Λ) inclinante parcial. Entonces, T es incli-
nante, si y sólo si, rk(T ) = rkK0(Λ).

Demostración. Ver [ACPV06, Corolario I.5.6].

A.7. Categoŕıas trianguladas

En esta sección C denotará una R-categoŕıa.

Definición A.7.1. Sea [1] : C → C una R-equivalencia de categoŕıas.

a) Un triángulo en C es un diagrama de la siguiente forma

η : X
f→ Y

g→ Z
h→ X[1].

b) Un morfismo de triángulos es un triple (u, v, w) tal que el siguiente dia-
grama conmuta

η : X
f //

u
��

Y
g //

v
��

Z h //

w
��

X[1]

u[1]
��

ξ : X ′
f ′
// Y

g′
// Z ′

h′
//X ′[1].

Donde η y ξ son triángulos. Decimos que (u, v, w) es un isomorfismo si
u, v, w son isomorfismos. En tal caso, escribimos η ∼= ξ.

Notación A.7.2. Sean n ∈ N+ y [1] : C → C una R-equivalencia de cate-
goŕıas. Denotamos por :

[n+ 1] := [n][1].

[−n− 1] := [−n][−1].
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Definición A.7.3. Decimos que (C, [1],∆) es una categoŕıa triangulada, don-
de [1] : C → C una R-equivalencia de categoŕıas y ∆ es una familia de
triángulos (llamados triángulos distinguidos) en C si:

a) X
1X→ X → 0→ X[1] ∈ ∆.

b) Si η ∈ ∆ y η ∼= ξ, entonces ξ ∈ ∆.

c) Si f : X → Y es un morfismo en C, entonces existe X
f→ Y

g→ Z
h→

X[1] ∈ ∆.

d) X
f→ Y

g→ Z
h→ X[1] ∈ ∆, si y sólo si, Y

g→ Z
h→ X[1]

−f [1]→ Y [1] ∈ ∆.

e) Si X
f→ Y

g→ Z
h→ X[1], X ′

f ′→ Y ′
g′→ Z ′

h′→ X ′[1] ∈ ∆ y existen u, v

tales que vf = f ′u, entonces existe w tal que (u, v, w) es un morfismo de
triángulos.

f) El siguiente axioma es llamado el axioma del octaedro. Si X
f→ Y

g→ Z
h→

X[1], Y
j→ A

k→ B
l→ Y [1], X

jf→ A
t→ C

s→ X[1] ∈ ∆, entonces existen
F, G tal que el siguiente diagrama conmuta

η

X
f // Y

g //

j
��

Z h //

F
��

X[1]

X
jf //

f
��

A t //C s //

G
��

X[1]

f [1]
��

Y
j //A k //B l //

g[1]l
��

Y [1]

g[1]
��

Z[1] Z[1]

y η es un triángulo distinguido.
Proposición A.7.4. Sea (C, [1],∆) es una categoŕıa triangulada. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Cambio de base. Si X
f→ Y

g→ Z
h→ X[1], X ′

f ′→ Y ′
g′→ Z

h′→ X ′[1] ∈ ∆,
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entonces existe un diagrama conmutativo

X ′

��

X ′

f ′
��

X //A //

��

Y ′ //

g′

��

X[1]

X
f

// Y

��

g
// Z

h
//

h′
��

X[1]

X ′[1] X ′[1],

donde todos los triángulos son distinguidos.

b) Cambio de cobase. Si X
f→ Y

g→ Z
h→ X[1], X ′

f ′→ Y
g′→ Z ′

h′→ X ′[1] ∈ ∆,
entonces existe un diagrama conmutativo

X ′

f ′

��

X ′

��
X

f // Y
g //

g′

��

Z h //

��

X[1]

X // Z ′

h′
��

//A //

��

X[1]

X ′[1] X ′[1],

donde todos los triángulos son distinguidos.

Demostración. Ver [Ne01, Proposición 1.4.6].

Definición A.7.5. Sean (C, [1],∆) una categoŕıa triangulada y X ⊆ C una
subcategoŕıa aditiva. Decimos que X es un subcategoŕıa triangulada, si sa-
tisface las siguientes condiciones:

a) Si X ∈ X , entonces X[1] ∈ X y X[−1] ∈ X .

b) Si X
f→ Y

g→ Z
h→ X[1] ∈ ∆ y X, Y ∈ X , entonces existe Z ′ ∈ X tal que

Z ∼= Z ′.

Además, si X es cerrada por sumandos directos, diremos que X es gruesa.
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Veamos algunas propiedades básicas de las categoŕıas trianguladas.

Proposición A.7.6. Sean (C, [1],∆) una categoŕıa triangulada, η : X
f→

Y
g→ Z

h→ X[1], ξ : X ′
f ′→ Y ′

g′→ Z ′
h′→ X ′[1] ∈ ∆. Las siguientes condiciones

se satisfacen

a) η ⊕ ξ := X ⊕X ′ f⊕f
′

→ Y ⊕ Y ′ g⊕g
′

→ Z ⊕ Z ′ h⊕h
′

→ (X ⊕X ′)[1] ∈ ∆.

b) f es un pseudokernel de g y h es un pseucokernel de g.

c) Si (u, v, w) : η → ξ es un morfismo de triángulos y u, v son isomorfismos,
entonces w es un isomorfismo.

d) Si h = 0, entonces Y = X ⊕ Z.

e) Si f es un split-mono, entonces h = 0.

Demostración. Ver [Fl13, Lema 1.3.6, Lema 1.3.8, Lema 1.3.9] y [GM03, Co-
rolario IV.1.4].

Lema A.7.7. Sean X , Y, Z ⊆ C subcategoŕıas. Entonces,

(X ∗ Y) ∗ Z = X ∗ (Y ∗ Z).

Demostración. ⊆) Sean V ∈ (X ∗ Y) ∗ Z, X
f→ U → Y → X[1] ∈ 4

y U
g→ V → Z → U [1] ∈ 4. Luego, consideramos el siguiente triángulo

distinguido X
gf→ V → T → X[1]. Por el axioma del octaedro tenemos el

siguiente diagrama conmutativo

X
f // U

g
��

// Y

��

//X[1]

X

f
��

gf // V // T

��

//X[1]

��

U g
// V // Z

��

// U [1]

��

Y [1] Y [1]
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y η : Y → T → Z → Y [1] ∈ 4. Por lo tanto, V ∈ X ∗ (Y ∗ Z).

⊇) Sea V ∈ X ∗ (Y ∗ Z), V [−1]
f→ U [−1] → X → V ∈ 4 y U [−1]

g→
Z[−1]→ Y → U ∈ 4. Luego, consideramos el siguiente triángulo distinguido

V [−1]
gf→ Z[−1]→ T → V . Por el axioma del octaedro, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

V [−1]
f // U [−1]

g
��

//X

��

// V [1]

V [−1]

f
��

gf // Z[−1] // T

��

// V

��
U [−1] g

// Z[−1] // Y

��

// U

��

X[1] X[1].

Como X → T → Y → X[1] y T → V → Z → T [1] son triángulos distingui-
dos se tiene que V ∈ (X ∗ Y) ∗ Z.

Lema A.7.8. Sean X1, · · · ,Xn ⊆ C subcategoŕıas. Entonces,

(X1 ∗ · · · ∗ Xn)[m] = X1[m] ∗ · · · ∗ Xn[m] ∀m ∈ Z.

Demostración. La prueba la haremos por inducción sobre n.

⊆) Sean X ∈ X1∗· · ·∗Xn∗Xn+1 y X1 → X → Y → X1[1] un triángulo distin-
guido, con X1 ∈ X1 y Y ∈ X2 ∗ · · ·∗Xn+1. Consideramos el siguiente triángulo
distinguido X1[m]→ X[m]→ Y [m]→ X1[m + 1], con X1[m] ∈ X1[m] y por
hipótesis de inducción

Y [m] ∈ (X2 ∗ · · · ∗ Xn+1)[m] = X2[m] ∗ · · · ∗ Xn+1[m].

Con lo cual X[m] ∈ X1[m] ∗ · · · ∗ Xn+1[m].

⊇) Sean X ∈ X1[m] ∗ · · · ∗ Xn+1[m] y X1[m] → X → Y [m] → X1[m + 1]
un triángulo distinguido, con X1[m] ∈ X1 y por hipótesis de inducción

Y [m] ∈ X2[m] ∗ · · · ∗ Xn+1[m] = (X2 ∗ · · · ∗ Xn+1)[m].

Aśı Y ∈ X2 ∗ · · · ∗ Xn+1 y por lo tanto X ∈ (X1 ∗ · · · ∗ Xn+1)[m].
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Definición A.7.9. Sean (C, [1],∆) una categoŕıa triangulada y D una cate-
goŕıa abeliana. Decimos que un funtor aditivo F : C → D es cohomológico,

si F (X)
F (f)→ F (Y )

F (g)→ F (Z) es una sucesión exacta ∀ X f→ Y
g→ Z

h→ X[1] ∈
∆.
Proposición A.7.10. Sea (C, [1],∆) una categoŕıa triangulada. Los funtores
HomC(X,−),HomC(−, X) : C → Mod(R) son cohomológicos.

Demostración. Ver [GM03, Proposición IV.1.3].

Definición A.7.11. Sean (C, [1],∆) una categoŕıa triangulada. Decimos que
C es una R-categoŕıa de Artin, si:

a) R es un anillo artiniano.

b) C es Hom-finita (esto es, HomC(X, Y ) ∈ mod(R)) ∀ X, Y ∈ C.

Note que toda R-categoŕıa de Artin es Krull-Schimdt (Lema 1.1.16, Corolario
1.1.17).

A.8. La categoŕıa homotópica K(A)

En esta sección A denotará una R-categoŕıa abeliana.

Definición A.8.1. Un cocomplejo C• en C es una sucesión

C• : · · · → Cn−1 dn−1

→ Cn dn→ Cn+1 → · · ·

de morfismos en C tal que dndn−1 = 0 ∀ n ∈ Z. Decimos que el cocomplejo
C• es aćıclico, si dicho cocomplejo es una sucesión exacta.
Definición A.8.2. Sean C• y D• cocomplejos en A. Una familia

ϕ := {ϕi : C i → Di}i∈Z

de morfismos en A es un morfismo de complejos ϕ : C• → D•, si ∀ n ∈ Z
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el siguiente diagrama conmuta

Cn dnC //

ϕn+1

��

Cn+1

ϕn+1

��

Dn
dnD

//Dn+1.

Sean ϕ : C• → D• y ψ : D• → E• morfismos de complejos. La composición
de morfismos está dada por

ψ ◦ ϕ := {ψiϕi : C i → Ei}i∈Z.

Ya que los morfismos de complejos son definidos entero a entero, como mor-
fismos en A, es fácil ver que los complejos forman una R-categoŕıa aditiva.
Denotaremos por Kom•(A) a la categoŕıa de cocomplejos sobre A.

Definición A.8.3. Sea C• ∈ Kom•(A). La n− ésima cohomoloǵıa es

Hn(C•) := Coker(Im(dn−1)→ Ker(dn)).

Definición A.8.4. Sean ϕ, ψ : C• → D• en Kom•(A). Decimos que ϕ y ψ son
homotópicos en Kom•(A), si existe una familia S = {Sn : Cn → Dn−1}n∈Z
de morfimos en A, llamada homotoṕıa, tal que

ϕn − ψn = dn−1
D Sn + Sn+1dnC ∀n ∈ Z.

En tal caso, se suele escribir S : ϕ ∼ ψ o bien ϕ ∼ ψ.

El siguiente resultado nos va a poder definir un ideal en K(A).

Proposición A.8.5. a) La n-ésima cohomoloǵıa Hn : Kom•(A)→ A define
un R-funtor fiel y pleno.

b) Si g, f : C• → D• son homotópicos, entonces Hn(g) = Hn(f) ∀ n ∈ Z.

Demostración. Ver [Ro09, Teorema 6.8, Teorema 6.14].

Por lo anterior

H(C•, D•) := {f ∈ C• → D• | Hn(f) = 0 ∀ n ∈ Z}
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es un ideal en Kom•(A). Denotamos por K•(A) := Kom•(A)/H a la
categoŕıa homotópica.

Definición A.8.6. Sea f : C• → D• ∈ Kom•(A). Denotamos por C[n]• el
siguiente cocomplejo en Kom•(A).

a) (C[n]•)i := C i+n y diC[n]• := (−1)idC•.

b) f [n] : C[n]• → D[n]•, donde (f [n])i := fn+i.

Notemos que [n] : K•(A) → K•(A) define una R-equivalencia de categoŕıas
∀ n ∈ Z. Veamos que es el cono de un morfismo f : C• → D•.

Definición A.8.7. Sea f : C• → D• ∈ Kom•(A). El cono de f es el siguiente
cocomplejo C(f)

a) (C(f)•)n := C[1]n ⊕Dn

b) dnC(f) :=

(
dC[1] 0
f [1] dD.

)
El siguiente resultado nos dice que K•(A) tiene estructura de categoŕıa trian-
gulada.

Teorema A.8.8. Sea A una categoŕıa abeliana. Entonces, (K•(A), [1],4)
es una categoŕıa triangulada, donde 4 es la clase de todos los triángulos
isomorfos a los de la forma

C•
f→ D•

 0
1D•


→ C(f)

(
1C[1]• 0

)
→ C[1]•

.

Demostración. Ver [GM03, Teorema IV.9].

Definición A.8.9. Sea A una categoŕıa abeliana. Definimos las siguientes
categoŕıas plenas de K•(A):

a) Kb(A) := {C• ∈ K•(A) | ∃ n ∈ N tal que Ck = 0 ∀ k > |n|}.
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b) K+(A) := {C• ∈ K•(A) | ∃ n ∈ Z tal que Ck = 0 ∀ k < n}.

c) K−(A) := {C• ∈ K•(A) | ∃ n ∈ N tal que Ck = 0 ∀ k > n}.

Notemos que si A es una R-categoŕıa abeliana Hom-finita, con R un anillo
artiniano. Se tiene que Kb(A) es una R-categoŕıa de Artin.

A.9. La categoŕıa de funtores

En está sección C denotará una R-categoŕıa de Artin, esqueléticamente pe-
queña y con pseudokerneles.

Definición A.9.1. Decimos que un R-funtor F : C → mod(R) es un
C −módulo. Denotamos por Mod(C) a la categoŕıa de C −módulos, don-
de los objetos son los C-módulos y los morfismos son las transformaciones
naturales. Decimos que F ∈ Mod(C) es coherente, si existe una sucesión
exacta de C-módulos

HomC(X,−)
HomC(f,−)→ HomC(Y,−)→ F → 0.

Denotamos por mod(C) la subcategoŕıa plena de Mod(C) cuyos objetos son
los funtores coherentes.

En [Au74] se prueba que Mod(C) es una categoŕıa abeliana, mod(C) es cerrada
por cocientes y extensiones en Mod(C) en general y es cerrada por kerneles,
si y sólo si, C tiene pseudokerneles.

En particular, mod(C) es una subcategoŕıa abeliana. Esto justifica porque
pedimos que la categoŕıa C tenga pseudokerneles. Denotamos el funtor

DR : mod(C)→ mod(Cop)

F
η→ G 7→ DRG

DRη→ DRF,

donde DRF (f op) := DRF (f), si f : X → Y es un morfismo en C.

Definición A.9.2. Decimos que C es una R− variedad dualizante si el
funtor DR : mod(C)→ mod(Cop) es una dualidad de R-categoŕıas.
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En la sección de subcategoŕıas n-inclinantes de conglomerado, veremos que
no todas las categoŕıas son R-variedades dualizantes. El siguiente resultado
es conocido como el Lema de Yoneda, que es un análogo al proceso de pro-
yectivización en la categoŕıa de funtores.

Teorema A.9.3. Sean F : C → mod(R) y X ∈ C. La correspondencia

π : HomMod(C)(HomC(X,−), F )→ F (X)

ϕ 7→ ϕX(1X),

es una biyección.

Demostración. Ver [ASS06, Teorema 6.1].

Corolario A.9.4. Sean X, Y ∈ C, la correspondencia

π : HomC(Y,X)→ Hommod(C)(HomC(X,−),HomC(Y,−))

f 7→ HomC(f,−),

es una biyección.

Demostración. Ver [ASS06, Corolario 6.2].

El siguiente resultado muestra la existencia de cubiertas proyectivas en la
categoŕıa de funtores coherentes.

Teorema A.9.5. [Au74, 4.11,4.13] Sea C con pseudokerneles. Entonces, todo
funtor coherente F admite una presentación proyectiva minimal

HomC(X,−)
HomC(f,−)→ HomC(Y,−)→ F → 0.

Demostración. Ver [Au74, Corolario 4.11 y Corolario 4.13].

El siguiente resultado caracteriza los C-módulos simples, que es parecida a
la categoŕıa de módulos sobre un anillo artiniano, mediante el radical de la
categoŕıa.
Proposición A.9.6. [Au74II, 1.6] Sea S ∈ Mod(C). Entonces, S es simple,
si y sólo si, existe M ∈ ind(C) tal que S ∼= HomC/radC(M,−).
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Demostración. Ver [Au74II, Corolario 1.6].
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en categoŕıa triangulada, 71

precubierta, 136

preenvolvente, 136

presentación

inyectiva minimal, 136

proyectiva minimal, 136

presilting, 63

proceso de proyectivización, 3

R-categoŕıa, 137
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gruesa, 155
n-inclinante de conglomerado, 107
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Notación

Para una categoŕıa aditiva C, Y, X ∈ C y X ⊆ C una
subcategoŕıa
⊕ni=1Xi el coproducto de {X1, · · · , Xn}
Xn ⊕ni=1X

Y | X existe Z ∈ C tal que Y ⊕ Z = X

ind(C) una clase de isomorf́ıa de representantes
de objetos inescindibles en C

add(X ) {X ∈ C | ∃ Y ∈ C, X ⊕ Y = (X ′)n para
algún X ′ ∈ X}

smd(X ) {Y ∈ C | ∃ X ∈ X Y | X}
X⊥i {Y ∈ C | ExtiC(X, Y ) = 0 ∀ X ∈ X}
⊥iX {Y ∈ C | ExtiC(Y,X) = 0 ∀ X ∈ X}
P(X )

⊕
X∈X∩⊥1X

X∈C
X

I(X )
⊕

X ′∈X∩X⊥1

X∈C
X

proj(C) categoŕıa de C-objetos proyectivos
inj(C) categoŕıa de C-objetos inyectivos
π0 : P0(X)→ X cubierta proyectiva de X
ι0 : X → I0(X) envolvente inyectiva de X

P1(X)
π1→ P0(X)

π0→ X → 0 presentación proyectiva minimal de X

0→ X
ι0→ I0(X)

ι1→ I1(X) presentación inyectiva minimal de X
[X ] morfismos en C que se factorizan a través

de X
Para una álgebra de Artin Λ, M,N ∈mod(Λ), S ∈mod(Λ) simple,
C ⊆mod(Λ) una subcategoŕıa y Q un carcaj

169



mod(Λ) categoŕıa de módulos finitamente generados
ind(Λ) ind(mod(Λ))
gen(M) {X ∈ mod(Λ) | existe un epimorfismo p : Mn → X}
cogen(M) {X ∈ mod(Λ) | existe un monomorfismo i : X →Mn}
ann(M) {r ∈ Λ | rm = 0 ∀ m ∈M}
ann(C) ∩M∈C ann(M)
tC(M)

∑
{Im(f) | f : C →M, con C ∈ C}

proj(Λ) proj(mod(Λ))
inj(Λ) inj(mod(Λ))
pd(M) dimensión proyectiva de M
id(M) dimensión inyectiva de M
rad(M) ∩{N ≤M | N es maximal}
top(M) M/rad(M)
(M)* HomΛ(M,Λ)
Tr(M) el transpuesto de M
mod(Λ) mod(Λ)/[proj(Λ)]

mod(Λ) mod(Λ)/[inj(Λ)]
τ(M) DΛopTr(M)
τ−1(M) TrDΛ(M)
MP M = MP ⊕M ′, donde MP no tiene sumandos directos proyec-

tivos no nulos y M ′ ∈ proj(Λ)
MI M = MI⊕M ′, donde MI no tiene sumandos directos inyectivos

no nulos y M ′ ∈ inj(Λ)
modP(Λ) {M ∈ mod(Λ) |M = MP}
modI(Λ) {M ∈ mod(Λ) |M = MI}

˜proj(Λ) {M ∈ mod(Λ) |M es preproyectivo}
˜inj(Λ) {M ∈ mod(Λ) |M es preinyectivo}

gl.dim(Λ) dimensión global de Λ
sτ -tilt(Λ) la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-módu-

los τ -inclinantes de soporte básicos
τ -tilt(Λ) la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-módu-

los τ -inclinantes básicos
tilt(Λ) la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-módu-

los inclinantes básicos
τ -rigid(Λ) la clase de isomorfismos de pares τ -ŕıgidos básicos en Λ
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f-tors(Λ) la clase de todas las clases de torsión funtorialmente fi-
nitas en mod(Λ)

sf-tors(Λ) la clase de todas las clases de torsión funtorialmente fi-
nitas sinceras

ff-tors(Λ) la clase de todas las clases de torsión funtorialmente fi-
nitas fieles

Tors(C) ∩C⊆T ⊆mod(Λ) | T clase de torsiónT
Filt(C) la subcategoŕıa plena de mod(Λ) cuyos objetos son Λ-

módulos C-filtrados
mS(M) la multiciplidad del simple S en M

`(M) longitud de M
S(Q) el conjunto de los subcarcajs sencillos de Q
τ(rigid(Λ)) la clase de Λ-módulos τ -ŕıgidos
τ(rigidp(Λ)) la clase de Λ-módulos τ -ŕıgidos no proyectivos

Para una categoŕıa triangulada (C, [1],∆), X , Y ⊆ C subcategoŕıas,
n ∈ N y T ∈ C
X⊥>n {Z ∈ C | HomC(X,Z[k]) = 0 ∀X ∈ X ∀ k > n}
X⊥<m {Z ∈ C | HomC(X,Z[j]) = 0 ∀X ∈ X ∀ j < m}
X ∗ Y {Z ∈ C | existe X → Z → Y → X[1] ∈ 4}
thick(X ) la subcategoŕıa gruesa mas pequeña de C que contiene

a X
silt(C) la clase de todas las subcategoŕıas silting de C
tilt(C) la clase de todas las subcategoŕıas inclinantes de C
n-rigid(C) {X ∈ C | X es n-ŕıgido}
n-c-tilt(C) {X ∈ C | X es n-inclinante de conglomerado}
n-c-tiltT (C) {X ∈c-tilt(C) | add(X) ∩ add(T ) = 0}

Para una categoŕıa abeliana C, X , Y ⊆ C subcategoŕıas y n ∈ N
P≤n(C) {C ∈ C | pd(C) ≤ n}
I≤n(C) {C ∈ C | id(C) ≤ n}
gl.dim(C) max{pd(C) | C ∈ C}
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bras. Tesis de licenciatura, UNAM, Facultad de Ciencias, 2010.
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