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Introduccion

Para un espacio X métrico y compacto, denotamos por 2% a la familia de subconjuntos cerrados
y no vacios de X. Si f: X — X es una funcién continua, consideramos dos hiperespacios de X:
w(f), que consta de todos los omega conjuntos limite bajo f, e

ITC(f) = {A € 2% : f es internamente transitiva por cadenas en A}.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la relacién que existe entre ITC(f) y w(f) {Por
qué? Bueno, resulta que hay ciertas familias de funciones para las cuales estos dos hiperespacios
coinciden. Algunos autores se dieron a la misién de encontrar propiedades dinamicas que com-
partieran dichas funciones, y la propiedad de la sombra (Definicién 1.6) fue una constante que
salto a la vista. En el 2012, este hecho llevé a Andrew Barwell, Gareth Davies y Chris Good a
conjeturar que si una funcién f tiene la propiedad del sombreado, entonces w(f) = ITC(f) [3].
Un ano mas tarde, Jonathan Meddaugh y Brian Raines, en [12], dieron una respuesta afirmativa
a la conjetura para funciones del intervalo [0, 1].

Los conceptos de sombreado limite y sombreado s-limite (Definiciones 3.2 y 3.5) permitieron
a Andrew Barwell, Chris Good, Piotr Oprocha y Brian Raines, en [2], demostrar que si una
funcién continua f, tiene la propiedad del sombreado limite, entonces w(f) = ITC(f).

Esta tesina estd basada principalmente en los articulos [2] y [12], y consta de tres capitulos.

En el Capitulo 1, ademés de introducir la herramienta basica que vamos a utilizar a lo
largo de este trabajo, enunciamos un resultado muy importante de Alexander Blokh, Andrew
Bruckner, Paul Humke y Jaroslav Smital [4]: si f : [0,1] — [0,1] es una funcidn continua, en-
tonces w(f) es cerrado en 2191, En la parte final de este capitulo definimos la funcién Tienda
T :10,1] — [0, 1], la cual tiene propiedades dindmicas muy interesantes, entre ellas la propiedad
de la sombra (Ejemplo 1.9).

En el Capitulo 2, hacemos un primer andlisis de la relacién entre los hiperespacios ITC(f)
y w(f). En las Proposiciones 2.1 y 2.2 se demuestra que para cualquier funcién continua f,
w(f) CITC(f)y que ITC(f) es cerrado en 2%. Uno de los resultados mas importantes de este
capitulo es la Proposicién 2.5, que aparece en el articulo [12] de Meddaugh y Raines, y dice que
si f tiene la propiedad de la sombra, entonces w(f) es denso en ITC(f). Esta proposiciéon fue la
clave para que los autores respondieran la conjetura de Barwell, Davies y Good en el intervalo
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(Corolario 2.7). Finalmente, en el Ejemplo 2.8 se muestra una funcién f en el intervalo sin la
propiedad del sombreado, en la que ITC(f) y w(f) coinciden. En el Ejemplo 2.9 exhibimos una
funcién en la cual los dos hiperespacios de nuestros interés son distintos.

El Capitulo 3 esta dividido en dos secciones. En la primera introducimos dos tipos de som-
breado, el sombreado limite (Definicién 3.2) y el sombreado s-limite (Definicién 3.5), ademas de
estudiar la relacion que existe entre ellos y la propiedad de la sombra. También definimos el
omega conjunto limite de una seudo orbita asintética (Definicién 3.7) y en la Proposicién 3.11
se prueba que estos conjuntos son elementos del hiperespacio ITC(f). Con esta herramienta
en mano, obtenemos el resultado mas importante de la seccién (Proposicién 3.13), el cual nos
garantiza que la propiedad del sombreado limite es una condicién suficiente para que ITC(f) y
w(f) coincidan. La segunda seccién la dedicamos a estudiar la funcién oy, que recibe el nombre
de funcidn corrimiento o funcion shift (Definicién 3.18) en el espacio de k simbolos. El resultado
principal de esta seccién (Corolario 3.23) nos dice que ITC(0}) = w(oy).



Capitulo 1

Las reglas del juego

A lo largo de este trabajo, N representa a los enteros no negativos, (X, d) es un espacio métrico y
compacto, y f: X — X una funcién continua. Para cada n € N, escribiremos f™ para referirnos
a la composicién de f con ella misma n veces, f* = Id; a la funcién f" se le llama la iteracion
n de f. Ahora bien, si x € X, definimos la drbita de x bajo f como el conjunto:

o(x, f):={f"(z) : n € N}.

Decimos que y € X es un punto limite de o(x, f) si existe una sucesién creciente (n;) de
numeros naturales tal que f™(z) — y. Al conjunto de todos los puntos limite de o(x, f) se
le conoce como el omega conjunto limite de x bajo f y lo denotamos como w(x, f). Dado que
X es métrico y compacto, la sucesion (f"(x)) tiene una subsucesién convergente, por lo cual
w(z, f) # 0 para cualquier z € X; ademds, w(z, f) siempre es un conjunto cerrado en X
[9, Proposicién 2.6, pag. 168|.

1.1. Hiperespacios

En esta seccién presentaremos los hiperespacios que vamos a estudiar en los siguientes capitulos,
asi como propiedades generales de ellos.

Un hiperespacio de X es una familia de subconjuntos de X con alguna propiedad especial.
El primero de ellos que queremos introducir es el hiperespacio de los subconjuntos cerrados y
no vacios de X, denotado por 2.
Como (X, d) es un espacio métrico y compacto, en la definicién de 2% podemos cambiar “cerrado”
por “compacto”. Un resultado muy importante en la teorfa de hiperespacios, es que 2% es métrico
y compacto, si X también lo es. Para poder definir la métrica con la que trabajaremos en 2%,
necesitamos el concepto de nube: si A es un elemento de 2% y ¢ > 0, la nube de radio € alrededor
de A es el conjunto

N(e, A) == | B(z, ),

acA

1



2 CAPITULO 1. LAS REGLAS DEL JUEGO

donde B(e,a) = {y € X : d(y,a) < £}. Notemos que N (e, A) es un subconjunto abierto de X,
pues es la unién de bolas abiertas.

Definicién 1.1. Para (X, d) métrico y compacto, definimos la funcién H : 2% x 2X — 2% de
la siguiente manera

H(A,B)=inf{e >0: AC N(c,B) y BC N(c, A)}.

En [8, Proposicién 2.1, pag. 22] se prueba que H es una métrica para 2X.
Para e > 0y A € 2%, definimos la bola de radio € centrada en A, como el conjunto

B(e,A)={Bc2X:H(A B) <e}.

A H se le llama métrica de Hausdorff y el hiperespacio 2% con esta métrica, resulta ser compacto
[8, Teorema 4.2, pag. 66].

Para saber cuiando dos elementos en el hiperespacio 2% estdan “cerca”, nos es muy ttil el
siguiente lema, la prueba no es dificil y se puede consultar en [8].

Lema 1.2. Sean (X,d) métrico y compacto y € > 0. Entonces, para A,B € 2% tenemos que
H(A,B) <e siysolosiACN(e,B) y BC N(g,A).

Dada f : X — X una funcién continua, consideremos el hiperespacio de todos los omega
conjuntos limite de X:

w(f) ={w(z, f): ze X}

Como w(z, f) es un conjunto cerrado y no vacio de X, se tiene que w(f) estd contenido en 2.

1.2. Transitividad por cadenas y propiedad de la sombra

Definicién 1.3. Dados f : (X,d) — (X,d) y 0 > 0, decimos que una coleccién de puntos,
v = {zo,21,...,2n}, n > 1, de X es una d-cadena de x¢ a x, si d(f(z;),x;+1) < J para toda
0<1<n—-1.

Definicién 1.4. Sean f: X — X una funcién continuay A C X cerrado y no vacio. La funcién
f es internamente transitiva por cadenas en A si para cada a,b € A y para toda § > 0 existe
una d-cadena de a a b contenida en A.
Asi, definimos un nuevo hiperespacio:

ITC(f) ;== {A € 2% : f es internamente transitiva por cadenas en A.}

Observemos que tanto w(f) como ITC(f) son hiperespacios contenidos en 2%, asf que les
daremos la métrica de Hausdorff restringida. En el Capitulo 2 estudiaremos propiedades de estos
hiperespacios, ademés de establecer una relacién entre ellos.

Definicién 1.5. Sean f : (X, d) — (X, d) una funcién continua y § > 0. Una sucesién de puntos
v = (x,) de X es una d0-seudo drbita si d(f(zn),xnt1) < 0 para toda n € N. Ahora bien, para
e > 0, diremos que un punto z € X es una e-sombra de =, si d(f"(z),x,) < € para cada n > 0.
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Definicion 1.6. Una funcion f : X — X tiene la propiedad de la sombra si para cada € > 0,
existe 6 > 0 de modo que toda d-seudo érbita en X tiene una e-sombra.

Esto quiere decir que uno se las puede ingeniar para que ciertas seudo 6rbitas en X si tengan
una 6rbita siguiéndoles el paso de cerca. En este sentido, el nombre de “seudo 6rbita” parece ser
muy oportuno.

Es claro que si v es una d-seudo érbita en X, entonces cada “cacho” finito de 7 es una
0-cadena. Por otra parte, da la impresién de que si “unimos” cadenas, podemos obtener una
seudo oOrbita. Si nuestra intuicién es correcta, dan ganas de poner la propiedad del sombreado
en términos de cadenas, lo cual nos lleva al siguiente resultado.

Proposicién 1.7. [13, Proposicion 2.8] Sean (X, d) un espacio métrico y compacto, y f : X — X
una funcion continua. Entonces f tiene la propiedad de la sombra si y sélo si para todo € > 0,
existe § > 0 tal que toda d-cadena en X tiene una € sombra.

Lema 1.8. [5, Lema 2.2] Si f : X — X es una funcion continua de modo que para todo € > 0,
existe 6 > 0 tal que

B(e +4, f(z)) € f[B(e,2)],
para todo x € X, entonces f tiene la propiedad de la sombra.
A continuacién definimos la funcién T en el intervalo [0, 1] que recibe el nombre de Tienda.

Ejemplo 1.9. La funcién T : [0, 1] — [0, 1] definida como:

2, si x €0, %],
T(x) =
22z, si zeli 1],

tiene la propiedad de la sombra.

N+

La funcion Tienda.
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Demostracion. Para probar que T tiene la propiedad de la sombra, es suficiente con mostrar
que satisface las condiciones del Lema 1.8.
Sean € > 0y 6 = e. Tomemos z € [0,1] y

y €[0,1]N[T(x) — 2, T(x) + 2¢]. (1.1)
Vamos a demostrar que y € T'([z — e,z + €] N[0, 1]). Para ello, consideramos dos casos:

Caso 1: z € [0, 5.
Definimos a := 4. Como y € [0, 1], se tiene que a € [0, %]7 asi, T(a) = 2a = y.
Por otra parte, (1.1) implica que 2z — 2e < y < 2x + 2.
Luego, a € [x —e,x + €].

Caso 2: z € [3,1].
Tomemos a :=
T(a) = 2 — 2(a) =

Dado que y € [0,1], obtenemos que a € [%,1] por lo que

1_ Y
2

y. Ademas, (1.1) nos dice que

20—z —¢e)<y<2(l—z+e). (1.2)

Definamos la funcién g : [0,1] — [0, 1] como g(t) =1 — £.
Notemos que ¢g(y) = a y que g es decreciente, por lo cual, si aplicamos g a cada término
n (1.2) se sigue que:

r—e=92(-2+¢) <g(y) <gR1—-z—¢)) =z +e
Por lo tanto a € [z — e,z + €.
En ambos casos T'(a) =y ya € [x — e,z + €. m

Ejemplo 1.10. Consideremos la funcién identidad Id : [0,1] — [0,1]. Es inmediato que
w(Id) = {{z} : z € ]0,1]} y no es dificil demostrar que

ITC(Id) = {[a,b]: 0<a<b<1}.
Por lo tanto, los hiperespacios ITC(Id) y w(Id) son distintos.

En 1996, Alexander Blokh, Andrew Bruckner y Paul Humke demostraron en [4], el siguiente
teorema.

Teorema 1.11. Si f : [0,1] — [0,1] es una funcion continua, entonces w(f) es un subconjunto
cerrado de 201

Este resultado se generaliza en [11], para funciones definidas en graficas. Dos anos después,
los autores de [10], dan una dendrita D y una funcién continua f : D — D, de modo que w(f)
no es cerrado en 2001,



Capitulo 2

w(f) vs ITC(f): round 1

El objetivo de este capitulo es establecer una relacién entre los hiperespacios ITC(f) y w(f).
El primer resultado que incluimos es que todo omega conjunto limite es internamente transitivo
por cadenas, lo cual nos dice que w(f) C ITC(f) {Qué sucede con la otra contencién? Como
veremos en el Ejemplo 2.9, en general son hiperespacios diferentes, sin embargo, si f tiene la
propiedad de la sombra, el hiperespacio w(f) resulta ser denso en ITC(f).

Recordemos que (X, d) denota un espacio métrico y compacto.
Proposicién 2.1. Si f : X — X es continua, entonces w(f) C ITC(f).

Esta proposicion es un caso particular de la Proposicién 3.11 del Capitulo 3, la cual hace
referencia a un tipo de omega conjunto limite mas general.

Proposicién 2.2. Si f : X — X es una funcion continua, el hiperespacio ITC(f) es cerrado
en 2%,

Demostracion. Tomemos A € ITC(f) y veamos que A € ITC(f).
Sean e >0y a,b € A, con a # b. Como f es uniformemente continua, existe d € (0, ) tal que si

d(xz,y) <0, entonces d(f(z),f(y)) < % (2.1)
Dado que A € ITC(f), existe As € ITC(f) N B(5, A), es decir:
(a) ACN(5,As), (b)) AsC N(5,4) v (c) As € ITC(f).
De (a) se sigue que existen a/, b’ € As tales que
da,a')y <8 y dbV) <. (2.2)
Como consecuencia de (c) hay una §-cadena de a’ a b/, digamos I = {a’ = xo, 21, ..., 2n 1,2, = b'},

contenida en Ag.
Por (b), para cada 1 < ¢ < n — 1 existe y; € AN B(6,x;). Definimos yo = a, y, = by

5



6 CAPITULO 2. w(F) VS ITC(F): ROUND 1

r'= {y(Jaylv s 7yn}
De (2.2), (2.1) y el hecho de que I" es una $-cadena, obtenemos

d(f (i), yiv1) < d(f(vi), f()) +d(f(xi), wit1) + d(Tit1, Yiv1)
<£+§+5<a

3 3
para 0 < i < n — 1. Por lo tanto, I' es una e-cadena en A de a a b. m
Definicién 2.3. Sean v = {zo,z1,...,2n} Yy ¥ = {Y0,91,--.,Ym} dos cadenas de manera que

T, = 1yo. Definimos la cadena gamma concatenada con gamma prima como:

707’:{xo,...,l‘n,yl,--~aym}-

Ademads, si vy es d-cadena y 7/ es §’-cadena con § y &’ positivas, resulta que yov’ es una e-cadena,
donde ¢ = max{d,d'}.

De manera mas general, si tenemos una familia de cadenas (7;);en tales que ; termina en donde
~i+1 comienza, podemos construir una seudo 6rbita concatenando todas las cadenas de la fami-
lia; es decir, ypoy1092...090...

A dicha seudo 6rbita la denotamos como () ;.
ieN

Lema 2.4. Si f : X — X es continua y A € ITC(f), existe una sucesion (a;);>0 en A que
satisface las siguientes condiciones:

(a) Para todo € > 0, existe M € N de modo que (a;)i>m es una e-seudo drbita.
(b) Para cada a € A, e >0y M €N, existe n > M tal que d(an,a) < €.

Demostracion. Sean A € ITC(f) y by € A.

Para cada k£ € N definimos d; = 2% Como A es compacto, existe {b1, b, ..., by, } C A tal que

AC D B8, by). (2.3)
=1

Dado que A € ITC(f), existen dg-cadenas vj, 71, - - -, yy,, contenidas en A tales que v; va de b;
abip1si0<i<mg—1,y7, vadebn, aby. Asi, por la Definicién 2.3, v, :=yp0...07;, , es
una di-cadena de by a by contenida en A.

Veamos que I' := () ; satisface las condiciones (a) y (b).
1€EN
Primero notemos que I' C A pues cada ~; estd formada por elementos de A.
Supongamos que I' = (a;)i>0. Sea ¢ > 0. Existe j € N tal que §; < . Si a,(;) es el primer
elemento de v;, tomando M = r(j) e i > M obtenemos que d(f(a;),a;+1) < 0 < §; para alguna
k > j. Por lo tanto d(f(a;),a;+1) < € para toda i > M, lo cual prueba que I" cumple (a).



Para demostrar que I" satisface (b), sean a € A, M € Ny ¢ > 0. Dado que ay; € T, existe
i € N tal que aps € ;. Elegimos k > i de modo que J; < €.
De (2.3) se sigue que a € B(dy, bj) para algin j € {1,2,...,my}. Por construccién b; € v, por
lo cual bj = ay(;) con n(j) > M, pues 7y aparece despues de v; en I'. Por lo tanto,
d(a A ))—d(a b)<(5k<€.

Proposicion 2.5. Sea f : X — X una funcion continua con la propiedad de la sombra. Entonces
w(f) es denso en ITC(f).

Demostracion. Sean A € ITC(f) y e > 0.

Tomemos (a;);>0 una sucesion contenida en A como en el Lema 2.4. Como f tiene la propiedad
de la sombra, existe § € (0,¢) tal que toda d-seudo 6rbita tiene una ¢ sombra. Por el inciso (a)
del Lema 2.4, existe M. € N de modo que (a;);>n. es una d-seudo 6rbita; por lo cual para algin
z € X se cumple que

d(fz(z) Anresi) < €, (2.4)
para todo i > 0. Veamos que w(z, f) € B(2¢, A). Tomemos y € w(z, f) y una sucesién creciente
(ni)i>o0 tal que lim f"(z) = y. Asi, para algin k € N,

- 1—00

d(y, [ (2)) <e (2.5)
para todo ¢ > k. Luego, por (2.5) y (2.4) obtenemos
A(Y, arretn,) < Ay, [*(2)) + d(f™(2); rtesny,) < 26
Por lo tanto, y € N(2¢, A) y, dado que y es un punto arbitrario de w(z, f),
w(z, f) € N(2¢,A). (2.6)

Ahora vamos a probar que A C N(2¢,w(z, f)). Sea y € A. Por el inciso (b) del Lema 2.4, para
5y M. existe (n;)i>0 de manera que n;y1 >n; > My

d(an,,y) < (2.7)

Do ™

para toda ¢ > 0. Si j; := n; — M., notemos que (j;);>0 es una sucesién creciente de naturales
positivos, asi que de (2.4) y (2.7) llegamos a

;. ;. 3
dly. () < dy,an) + dlan, /() < 5 +e=
Por lo tanto, la sucesién (f7i(z));>o estd contenida en B(3,y).

Por la compacidad de X, podemos tomar una subsuceswn de (f7i(2))i>0 que converja a algtin
be B(% 5, Y). Se sigue que b € w(z, f) y d(b,y) < 2¢; asi, y € N(2z~:,w(z,f))
Lo anterior y (2.6) implican que H(A,w(z, f)) < 2¢, por lo que ITC(f) C w(f).

Finalmente, de la Proposicién 2.1 y la Proposicién 2.2 concluimos w( f)
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Un corolario inmediato de la Proposicién 2.5 es el siguiente:

Corolario 2.6. Si f : X — X tiene la propiedad de la sombra y w(f) es cerrado en 2%, entonces

w(f) = ITC(f).
Como consecuencia de este resultado y el Teorema 7?7, obtenemos otro corolario.
Corolario 2.7. Si f:]0,1] — [0, 1] tiene la propiedad de la sombra, entonces w(f) = ITC(f).
Ejemplo 2.8. Definimos f : [-1,1] — [—1, 1] como:
x3, si xe€[-1,0],
T(x), si x€]0,1].

Donde T es la funcién Tienda definida en el Ejemplo 1.9. Entonces ITC(f) = w(f), pero f no
tiene la propiedad de la sombra.

Demostracién. Tomemos € = % y 6> 0.

Para ver que f no tiene la propiedad de la sombra, vamos a construir una J-cadena del punto
—3 al 1, sin e-sombra. Sea 9 = —3. Como f[—1,0] = [—1,0], tenemos que f"(z) = 23" para
toda n € Ny dado que la sucesién (f™(x)) converge a cero, fV(x) € (—%, 0) para algin N € N.
Elegimos k£ € N tal que 2% < g y definimos I = {z¢, x1,...,Zx,14x} de la siguiente manera:

fi(zo), si 0<i<N,

Ti =14 75 si i=N+1,

M (z,), si N+2<i<N+1+k.
Para ver que I' es una d-cadena, distinguimos dos casos:
» Para i # N, se tiene que |f(z;) — xiy1| = |xip1 — xip1] = 0 < 0.
= Para ¢ = N, de la eleccién de k y N obtenemos lo siguiente:

[f(n) = x| = [f¥ (20) = gl < 1Y (o) + Ige| < § + 5 =6

En ambos casos se cumple que |f(z;) — x;4+1| < § para toda i € {0,1,..., N + k}.
Notemos que I' es un cadena de zg a 1, ya que &y, 141 = fk(%k) = 1. Por lo tanto, si I' tuviera
una e-sombra z € [—1, 1], en particular debe satisfacer

(@) lz—wol<e y (0) /") -1 <e
La condicién (a) implica que z € [—1,—3), asi que o(z, f) C [~1,0] por lo tanto

‘fN+1+k(Z) . 1’ > % =¢,



lo que contradice (b).

Nuestra siguiente misién consiste en demostrar ITC(f) = w(f), para ello, lo primero que
notamos es que

f(=10) =[=1,0] vy  f([0,1]) = [0,1]). (2.8)

De algin modo, esto sugiere que si analizamos el comportamiento de f restringida a estos
intervalos podremos recuperar la informacién de f en [—1,1]. Sea g = f[_; o) y observemos que
fliog) =T (ver Figura 2).

/T

Figura 2

Si A =w(x, f) paraalgin x € [—1, 1], de (2.8) inferimos que o(z, f) C [—1, 0] o bien o(z, f) C [0, 1]
y como los intervalos son cerrados, A € w(g) o A € w(T'). Asi, como g y T son restricciones de f,

w(f) = wlg) Vw(T). (2.9)

Un resultado similar ocurre con el hiperespacio ITC(f). Veamos que se satisface la siguiente
igualdad
ITC(f)=ITC(g)UITC(T). (2.10)

Para esto necesitamos un resultado auxiliar.

Afirmacion: Sean a € (—1,0) y € = f(a) — a. Supongamos que z,w € [—1, 1] son tales que
a<zy|f(zr)—w| <e, entonces a < w.
Como a < x se cumple que f(a) < f(x). Por lo tanto

f(@) —w<e=fla) —a< f(z)-aq,

lo cual implica que f(z) —w < f(z) —a, asi, a < w.
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Para verificar que ITC(f) C ITC(g) UITC(T), tomemos a € [—1,0), b € (0,1]. Vamos a
demostrar que no existen e-cadenas que empiecen en b y terminen en a, para una € adecuada.

Caso 1: a # —1.

Sean € = f(a) —ay vy = {b = =zg,21,...,2,} una e-cadena de f. Es decir, para toda
i€{0,1,2,...,n — 1} se satisface la siguiente condicién
|f(zi) — xiga] < e. (2.11)

Dado que a < 0 < b = =z, utilizando la Afirmacién, obtenemos que a < x; para toda
0<s<n.

Caso 2: a = —1.
Tomemos ¢ = f(—%) — (—%)
Seay = {b = xp,x1,...,2,} unae-cadena de f. Entonces se satisface la desigualdad (2.11).
Como b = zg > —%, aplicando nuevamente la Afirmacion, para toda 0 < i < n, tenemos
que —% < x;. Por lo tanto a < z;, para toda 0 < i <mn.

La otra contencién es inmediata pues g y T son restricciones de la funcién f, lo cual prueba (2.10).

Por otra parte, como la funcién Tienda tiene la propiedad de la sombra (Ejemplo 1.9), usando
el Teorema [?] y el Corolario 2.6, se sigue que

w(T) = ITC(T). (2.12)

También ocurre que

ITC(g) = w(g). (2.13)

Para probarlo, primero veremos que los tunicos elementos de I7TC(g) son {0} y {—1}.

Dado que ¢g(0) = 0 y g(1) = 1, se tiene que {{0},{—1}} C ITC(g). Para probar la otra
contencién, observemos que si A € ITC(g), en particular, para cada b € A y ¢ > 0 debe existir
una e-cadena contenida en A, que empiece y termine en b. Sea b € (—1,0) y € = g(b) — b. Por
la Afirmacidn, sib <z <0y w € [—1,0] es tal que |g(x) — w| < &, entonces b < w < 0. Como
b < f(b), se tiene que toda e-cadena que inicie en b, digamos I' = {b = by, b1, b2, ..., by}, debe
cumplir que b < b; para toda 0 < i < n. Por lo tanto, no hay e-cadenas de b a b en (—1,0).
Esto implica que si A € ITC(g), entonces AN (—1,0) = 0.

Por otro lado, como w(0,9) = {0}, w(—1,9) = {-1} y w(g) € ITC(g) (Proposicién 2.1) , se
satisface (2.13).

Finalmente, como consecuencia de (2.9), (2.10), (2.12) y (2.13), los hiperespacios ITC(f) y w(f)
coinciden. m
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Ejemplo 2.9. Consideremos la funcién f : [—1,1] — [—1, 1] definida como:

2(-1—=xz), si xz€ [—1,—%],
flz) =4 2z, si x| < %,

21 —=x), st ze€]51].

D=

Entonces w(f) € ITC(f). En particular, w(f) # ITC(f).

Demostracion. Sea A = {0} U {5 : i € N} U{—5 : i € N}. Afirmamos que A € ITC(f). Es
suficiente con demostrar que para cada b € Ay € > 0, existen e-cadenas v(0,b), v(b,0) C A
de 0 a by de b a 0, respectivamente, ya que concatenando 7(z,0) y v(0,y), obtendriamos una
e-cadena de x a y contenida en A, para cualesquiera x,y € A.

[N
[N

Gréfica de la funcién f

Tomemos b = j:% para alguna j € Ny ¢ > 0. Elegimos ¢ € N de modo que % <eyj<i.
Construimos v(0,b) = {0, z1,...,z;—j+1 = b} de la siguiente manera:

1 _
xlzi? vy ap = ()

para cada 2 < k <1i¢— j + 1. Notamos que
f(@x) = x| = [fF(@1) — 2| =0 <&

[F(0) a1 = 10— (£5)| = 5 <k,
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por lo que 7(0,b) es e-cadena. Por otra parte, notemos que f/(b) = +1 y f(£1) = 0, asi
v(b,0) := {b, f(b),..., f7(b),0} es una e-cadena de b a 0 y ~v(b,0) C A.
Ahora veamos que A ¢ w(f). Como f[—1,0] = [~1,0] y f[0,1] = [0,1], si C = w(z, f) para
algun z € [—1, 1], entonces o(z, f) C [-1,0] o blen o(z f) [0, 1]; esto implica que
C C[-1,0] obien C CI0,1]. (2.14)

Seae = % y supongamos que C' € 2[=11 es tal que H(A, C) < e. En particular, como {—1,1} C A
y AC N(e,C), existen ¢; € CN[—1,5) y o € CN(3,1]. Entonces, C ¢ [-1,0] y C ¢ [0,1];
asi, por (2.14), C' ¢ w(f). Esto prueba que A ¢ w(f). Obsérvese que w(f) es cerrado, de hecho

w(f) =w(f l[=1,0) Yw(f lo)
ya que ambos conjuntos, [—1,0] y [0, 1] son fuertemente invariantes bajo f. m

Las proposiciones 2.2 y 2.5 vienen en [12].

El Corolario 2.7 y el Ejemplo 1.9, nos permiten deducir que en la funcién Tienda, los hiperespa-
cios ITC(T) y w(T) coinciden. Por otra parte, el Corolario 2.7 responde en positivo la conjetura
1.3 en [3], para el caso en que X es el intervalo [0, 1].



Capitulo 3

w(f) vs ITC(f): round 2

En este capitulo presentaremos una clase de funciones en las cuales los hiperespacios IT'C(f)
y w(f) coinciden. Para definir estas funciones, en la primera seccién vamos a introducir nuevos
tipos de sombreado y algunos ejemplos.

En la segunda seccién presentamos uno de los resultados principales de este trabajo:

La funcién corrimiento, o funcién shift, en el espacio de k simbolos, o : X — X, tiene la
propiedad de que w(oy) = ITC(0oy).

3.1. Otros tipos de sombreado

En el Capitulo 1 presentamos la nocién de seudo orbita en X, en la que se nos permite dar
“brincos” de a lo mas una numero constante (al que usualmente llamamos ¢); dichos saltos
pueden o no hacerse mas pequenos, lo que nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 3.1. Sea f : (X,d) — (X, d) una funcién continua y I' = (x,),>0 una sucesién en
X. Decimos que:

(a) T es una seudo drbita asintdotica de f si d(f(zn), Tn+1) — 0.
(b) I tiene una sombra asintética, si existe z € X tal que d(f"(z),x,) — 0.

Definicion 3.2. Decimos que una funcién continua f : X — X tiene la propiedad del sombreado
limite (f € LmPS) si cada seudo Orbita asintética de f tiene una sombra asintética.

A continuacién damos ejemplos que muestran la relacién que hay entre las propiedades de
la sombra y del sombreado limite.

Ejemplo 3.3. La funcién identidad, Id : [0, 1] — [0, 1], no tiene la propiedad de la sombra ni la
propiedad del sombreado limite.

Demostracion. Primero veamos que Id no tiene la propiedad de la sombra. Tomemos ¢ € (0, %),

0 >0y N > 1 de modo que % < 0. Para cada i € {0,1,..., N}, definimos z; = . Asi,

13
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v={0=xp,21,...,2y = 1} es una J-cadena, pues

1
‘Id(l’l) — $¢+1‘ = \xz — xi+1] = N < 6.
Supongamos que existe una e-sombra z € [0,1] para v, es decir, |z — z;| < esi 0 < i < N.
Entonces, se satisfacen las siguientes desigualdades:

1=10—-1=|zg—zy| < |xo— 2|+ |2 —2n| <26 < 1,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, v no tiene e-sombra.

Para ver que Id ¢ LmPS, primero vamos a construir una seudo 6rbita asintética a partir de
una familia de cadenas (v,),>2 en [0, 1], definidas de la siguiente manera:

{0,211} si n=2k con k>1

‘mon?
{fi,n=tn=2" Lol i n=2k+1, con k>1

1 -cadena, puesto que Lo 1 y estamos partiendo el

n—1 n n—1
intervalo [0, 1] en n intervalitos de longitud % Ademsds, cada v, va del cero al uno o bien, del uno

al cero, por lo cual podemos concatenar las cadenas, obteniendo asi I' = (-) 7, = 720730740.. ..
n>2

Dado que la sucesién (ﬁ)nzg converge a cero, [' es una seudo Orbita asintética. Afirmamos
que I' no tiene sombra asintética: si z € [0, 1], necesariamente ocurre alguna de las siguientes
dos condiciones

Sea n > 2. Notemos que v, es una

2 —0] >3 o bien |z —1] > 3.

Pero el conjunto {0, 1} aparece una infinidad de veces en I', por lo tanto z no puede ser sombra
asintotica de T'. m

En el Ejemplo 3.4 se siguen algunas ideas contenidas en el libro [14], la meta es mostrar que
la propiedad del sombreado limite no implica la propiedad del sombreado.

Ejemplo 3.4. Consideremos una funcién continua f : [0,1] — [0, 1] con las siguientes propie-
dades:

(a) f(z) =, size {0,351},
(b) = < f(z), para todo z € [0,1]\ {0, 3,1} v
(c) flz) < fly)siz<y.
La funcién f no tiene la propiedad de la sombra pero si tiene la propiedad del sombreado limite.

Demostracion. Primero veamos que f no tiene la propiedad de la sombra. Para ello, sean € = &

6
y § > 0. Elegimos N € N tal que % < min{%, %} Usando las propiedades (a) y (c), para cada
i € N obtenemos que

fily)<s v flg+a) <L
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De (b) inferimos que las sucesiones (f'(+)) v (f'(% + 3)) son crecientes, por lo que, existen
m, k € N de manera que

k
MFeG-%1 v FE+peld-F1. (3.1)
Definimos v = {z¢ = %,xl, ooy Tk = 1} a continuacién:
(%), si 0<i<m-—1,
T; = % + %, si 1 =m,

fimm(xy), si m+1<i<m+k—1.

Afirmamos que v es una d-cadena.

Por como definimos v, se cumple que |f(z;) —zi+1| = 0sii ¢ {m —1,m+k —1}. Entonces, sélo
falta verificar que |f(x;) — zi+1] < d parai € {m —1,m+ k — 1}. Como consecuencia de (3.1) y
la eleccién de N, deducimos las desigualdades siguientes:

f@m) =l = 1f"(F) = G+ N =3+ 5 —f"(F) <% <4

f(@mii—1) = Tl = [ (@m) — 1 =1— fFE+ %) < &

A

Ahora veamos que 7 no tiene e-sombra, € = %.

Supongamos que |z — zg| < & para algun z € [0, 1]; esto implica que

1

p<myte=%+s<t+

Wl
=
N[ —

Por lo tanto, f"(z) < % para toda n € N (propiedades (a) y (c)); en particular, se cumple para
n =m + k, por lo que

1
() = il = 1)~ 1] > 5 > e

Asi, z no puede ser e-sombra de ~.
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N[

Grafica de f.

El camino para probar que f tiene la propiedad de la sombra limite es un poco maés largo, por
esta razon dividiremos la prueba en cuatro afirmaciones que hardn mas ameno el trayecto.
Para cada k > 5 definimos I, = [+, — 1]y Dy = [3 + £,1— £].
La funcién f(z) —x > 0 alcanza su valor minimo dy (el cual es positivo por (b)) en I U Dy, es
decir,

0r < f(x) —x para todo z € I U Dy. (3.2)

Sea I' = (x,,)n>0 una seudo érbita asintética en [0, 1]. Entonces
| f(zn) = Zny1| = 0. (3.3)

Nuestro objetivo es probar que I' tiene una sombra asintotica.
Sea k > 5. Por (3.3), existe N; € N tal que la condicién

|f(zn) — Tpta] < %C (3.4)
se satisface para todo n > Vj.
Afirmacion 1: Sin > Ny y x, € I U Dy, entonces x,, + % < Tpti-
Utilizando (3.2) y (3.4) obtenemos las desigualdades

% > f(xn) — Tn41 = f(xn) —Tp+ Tp — Tpt1 = 6k+xn_xn+la

de las cuales, se sigue que z,4+1 > T + %’“ Como consecuencia de la Afirmacién 1, si n > Ny
y {Zn, Tnt1, ... Tnyj} € I (0 en Dy), entonces x, + (j + 1)(%’“) < Zp4j+1. Por esta razén, si
Zpn € I, (0 xy, € Dy),

Tm & Iy (0 ¢ Di)  para alguna m >n > Nj. (3.5)
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Ahora nos gustaria asegurarnos que si en algin momento un elemento de I" se sale de Ij; (o de
Dy,), la seudo érbita asintdtica ya no pueda regresar. Para ello, definimos

ap = f(

N[
|
o=
N—
|
S
N =
|
=
SN—
<
=
N
|
~
—
—_
|
o=
N—
|
—~
—
|
=
SN—

Sea ¢ = min{%’f, &, %’“} La condicién (b) nos garantiza que ag, by > 0, por lo que £ > 0. Asi,

(3.3) nos permite elegir Ny € N mayor que N; para la cual
|f(xn) — xny1]| <e paratoda n > Na. (3.6)

Afirmacion 2: Sin> Ny y x, € (% — %, 1], entonces x,4; ¢ I para toda i > 1.

Tomemos n > Ny y x, > % — % Por las definiciones de a; v €, y como f es creciente,
obtenemos:

:f(%_%)_ak<f(xn)_ak<f(xn)_a?kgf(xn)_g'

o=
=

Por lo tanto, de (3.6) tenemos que 5 — 3 < f(z) — € < Tn41.
Asi, 41 € (% - %, 1], y en particular, z,4+1 ¢ Ij. Repitiendo este argumento concluimos
que Tp4; ¢ I para cada i > 1.

Afirmacion 3: Sin> Ny y x, € (1 — %, 1], entonces x,4; ¢ Dy para toda i > 1.

Utilizando argumentos similares a los de la prueba de la Afirmacién 2, se puede ver que
para n > No, si z, € (1 — %, 1], entonces

1— 7 < f(zn) — %’“ < fzn) — e < Tpy1.
Es decir, 41 € (1 — %, 1]. Con esto, se tiene que zp4; € (1 — %, 1] para toda i > 1.

Ahora bien, para n > Na, si x, € I}, (0 x, € Dy), podemos tomar el menor m > n de modo
que Ty, ¢ I (0 xymy ¢ Dy) (ver (3.5)); luego, por la Afirmacién 1, esto implica que x,, > Tp;
asi T, € (3 — 1.1] (0 2 € (1 — £,1]). Por lo tanto, de las Afirmaciones 2 y 3, se sigue que
Tmti ¢ I (0 Tim4s & Dy) para toda ¢ > 1. En consecuencia, en I U Dy hay un ntmero finito de
elementos de I'. Entonces, “casi toda” la seudo orbita estd contenida en

[0,%)U(%—%,%+%)U(l—%,l}.

Veamos que a partir de algin momento I' se queda contenida en uno y sélo uno de estos tres
intervalos.
Antes de empezar, definimos:

Ur=0.3), Ui=G-%i3+t) v Ui=0-41]
Afirmacion 4: Existen M € Ny j € {1,2,3} tal que (z;)i>m C U]]-’“.

Como f(4) — 0, podemos escoger k > 5 de modo que f(3) < 2 —+.Sead = 3 — 1+ — f(3).

Como en [ U Dy hay una cantidad finita de elementos de I', existe N3 € N para la cual
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xn & I U Dy siempre que n > N3. Nuevamente, por (3.3), tomamos N > max{ Ny, N3} tal
que
|f(zn) — xpt1| < min{e,d} para toda n > N. (3.7)

Consideremos I'y := (p)p>n. Si 'y C UZ-”C para alguna i € {1,2,3}, ya acabamos. En
caso de que Ty NUF #0y Ty N UJ]-’C # () para i # j, necesariamente {i,j} N {1,3} # 0, lo
que nos lleva a analizar los siguientes dos casos:

Caso 1: Ty NUF # 0.
Sea M > N tal que z,, € Uf. Por la condicién (c), f(zy) < f(3). Puesto que
M > N > Ns, ocurre que X, € U{“ o bien que £ — % < Tpr4q- Si sucediera que

1

1
. 2
53— % < TM+1; entonces

Ty — faay) > % _ % _ f(%) —d

lo cual contradice (3.7); luego, zy ., € U{“. Repitiendo este proceso, obtenemos que
(xn)nZM - Uf;'

Caso 2: Si 'y NU¥ # 0.
Consideremos M > N de modo que x,, € U¥. Como N > Ny, por la Afirmacién 3,
(Tn)n>m C Ué“.

En ambos casos, concluimos que (zy,),>n C UF para alguna i € {1,3} y M > N.

Finalmente, notemos que en cada Uf hay exactamente uno de los tres puntos fijos de f y, si
i € {1,2,3}, el didfmetro de UF converge a cero cuando k — oo, por lo cual, si (z,)n,>m C UF,
el punto fijo de f en Uf es sombra asintética de I'. m

En vista de los ejemplos 3.3 y 3.4, es natural preguntarse si la propiedad del sombreado
implica la propiedad del sombreado limite. Recientemente, Chris Good, Piotr Oprocha y Mate
Puljiz, en 77, exhibieron un ejemplo en el que esta implicacién no se da. Mas atn, dicho ejemplo
tiene la propiedad de la sombra, pero w(f) € ITC(f). Lo cual muestra que la conjetura de
Barwell, Davies y Good 77, es falsa.

Definicion 3.5. Decimos que una funcién continua f : X — X tiene la propiedad del sombreado
s-limite si cumple las dos condiciones siguientes:

(a) f tiene la propiedad de la sombra.

(b) Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que cada d-seudo érbita asintética en X tiene una
e-sombra asintética.

La funcién del Ejemplo 3.4 nos muestra que hay funciones con la propiedad del sombreado
limite sin la del sombreado s-limite. El siguiente lema, nos da condiciones sobre f para que el
sombreado s-limite implique sombreado limite.

Lema 3.6. Sea f : X — X wuna funcion continua y suprayectiva. Si f tiene la propiedad del
sombreado s-limite, entonces f € LmPS.
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Demostracion. Sea (xy,)n>0 una seudo érbita asintética, es decir

d(f(xn),zn+1) — 0. (3.8)

Tomemos € = 1, y elegimos ¢ > 0 que satisfaga la condicién (b) de la Definicién 3.5. Sea N € N
tal que d(f(zp),zn41) < O para cada n > N. Notemos que (zp)p,>n €s una d-seudo Orbita
asintética. Ahora bien, como f es suprayectiva, podemos tomar N puntos yo, Y1, %2, ..., Yn_1 de
X de modo que f(yn_1) =2n ¥ f(¥i) = yit1 81 0 < i < N —2. Consideremos I = (y;)i>0, donde
y; = x; para i > N. De la eleccién de {yo,y1,¥2,...,yn_1} y dado que (z,,)p,>n es una d-seudo
orbita asintotica, tenemos que I' también lo es. Por lo tanto, existe z € X para el cual

A () n) —— 0y (" (=) m) <<

para cada n € N.
Entonces, z es una sombra asintdtica para (2, )n>0, pues z; = y; si i > N. m

Definicién 3.7. Si f : X — X es una funcién continua y I' = (x,)pen €s una seudo érbita
asintética de f, definimos el omega conjunto limite de I' bajo f, como el conjunto de puntos
limite de las subsucesiones de I'; es decir

w(l, f):= {y € X : existe una sucesién creciente (ng)r>o0 en N tal que ka Ty, = y} .
- —00

Observemos que w(T', f) es un subconjunto cerrado y no vacio de X, es decir, w(T, f) € 2%.
Por otra parte, notemos que la érbita de cualquier elemento z € X, o(x, f), es un caso particular
de seudo 6rbita asintética. Por lo cual, si I' = o(z, f), tenemos que w(T', f) y w(x, f) coinciden.
Asi, las propiedades del omega conjunto limite de una seudo érbita asintdtica, también son
vélidas para todo w(z, f).

Lema 3.8. Sean f : X — X continua y I' = (x,,)nen una seudo orbita asintdtica de f. Entonces
d(zn,w(T', f)) = 0.

Demostracion. Haremos la prueba por contradiccion.
Supongamos que d(x,,w(T, f)) - 0. Asi, existe € > 0 tal que para cadan € N, e < d(x,, w(T, f))
para alguna m > n. Tomemos una sucesiéon de naturales 1 < m; < mg < ms < ... que cumpla
que:

e < d(xm;,w(, f)), paratoda i>1. (3.9)

Como X es métrico y compacto, la sucesién (z,,,) tiene una subsucesién (:Emlk) que converge a
un punto a € X; luego, d(mmik ,a) < € para alguna k > 1.
Finalmente, notemos que a € w(I', f), lo cual implica que

d(mmik,(JJ(F, f)) S d(a:mik,a) < 57

lo que contradice (3.9). m
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Corolario 3.9. Sean f: X — X una funcién continua, € > 0 y I' = (x,,)nen una seudo orbita
asintdtica de f. Entonces, existe N > 0 tal que x,, € N(g,w(T, f)) para todan > N.

Demostracion. Por el Lema 3.8, existe N > 0 de modo que d(z,,w(I’, f)) < € siempre que n >
N. Asi, dadan > N, d(yn, zy) < € para algin y,, € w(T', f); es decir, x,, € N(g,w(T", f)). m

Lema 3.10. Si f: X — X es continua y I' = (zy)nen €s una seudo orbita asintdtica, entonces

[T, f)) = w(, f).

Demostracion. Seay € w(I', f). Entonces, existe J C N conjunto infinito de modo que z; —J> Y.
je

El conjunto J induce una subsucesién (z;);jes de (Zn)nen-

El simbolo z; —J) y quiere decir que la subsucesién (z;);je.s converge a y cuando j — oo.
je
Ast, f(zj) — f(y), y como T es asintética, el lado derecho de la desigualdad
j€

d(@jt1, f(y)) < d(@jgr, f(@5)) + d(f(25), f(y)),

tiende a cero cuando j — oo, por lo que f(y) € w(T, f).

Para demostrar la otra contencién, sean y € w(I', f) y (z;)jes una subsucesiéon de I' que
converge a y. Por la compacidad de X, podemos tomar K C J infinito de manera que para
algin a € X, xp_1 —a Notemos que a € w(T', f) y que f(xx—1) — f(a).

eK

Veamos que f(a) = y. Para ello, basta con demostrar que la sucesién (f(zx—1))kerx también
converge a ¥, lo cual se obtiene tomando el limite cuando k € K tiende a infinito en la desigualdad

d(f(zk-1),y) < d(f(@p-1), zk) + d(@k, y),
puesto que I' es asintética y (x)rek es subsucesion de (z;)je.. m

Proposicién 3.11. Sean f : X — X una funcion continua y I' = (x,)nen una seudo drbita
asintdtica de f. Entonces w(L', f) € ITC(f).

Demostracion. Sean a,b € w(I', f) y € > 0. Por la continuidad uniforme de f, existe § € (0, §)
de modo que para todo u,v € X

si d(u,v) <0, entonces d(f(u),f(v)) < (3.10)

wlm

Denotemos por U a la nube N(6,w(T, f)). Por el Corolario 3.9 y el hecho que I' es asintética,
existe N € N tal que

d(f(xn)axn—i-l) < % y zn €U, (3.11)

para cadan > N.
Como a € w(T, f), por el Lema 3.10, f(a) € w(T, f). Asi, existe m > N tal que

d(xm, f(a)) < (3.12)

wlMm
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Por otra parte, b € w(I', f) nos garantiza que existe r > 1 con la siguiente propiedad
d(Zmyr,b) < § (3.13)

De la eleccién de N, se sigue que {xp4; : 0 < i@ < r — 1} C U, por lo cual, para cada
1€{0,1,2,...,r — 1} existe z;4+1 € w(I', f) de manera que

d(xm+i,zi+1) << % (314)

Tomemos zp = a, z,4+1 = by definimos v = {z0,21,...,2r, 2r+1}. Por construccién = estd
completamente contenida w(I', f). Veamos que v es una e-cadena de a a b: como consecuencia
de la desigualdad del triangulo, y de (3.14), (3.10), (3.11) y (3.13), se obtienen las desigualdades

d(f(zi), ziv1) < d(f(2i), f(@m+i-1)) + d(f(@mti-1)s Tm+i) + d(@Tmti, Zit1)
<3

para 1 < i < r. Finalmente, usando (3.12) y (3.14), obtenemos
d(f(z0),21) = d(f(a), z1) < d(f(a),xm) + d(zm,21) < 5+ 5 <e.

Proposicién 3.12. Si f : X — X es una funcion continua y A € ITC(f), entonces existe T’
seudo orbita asintdtica de f tal que A = w(T, f).

Demostracion. Tomemos A € ITC(f) y I' = (a;)i>o0 la seudo 6rbita del Lema 2.4. Sea £ > 0.
Por el inciso (a) del lema, existe M € N tal que d(f(a;),a;+1) < € para cada i > M, asi que I es
asint6tica. Vamos a probar que A = w(T, f). Primero, observemos que w(T', f) C A = A, pues
' C Ay A€ 2% Tomemos a € A. Por el Lema 2.4 (b), existe ny > 1 de modo que d(an,,a) < 1;
asi, para cada k > 2 podemos elegir n; > ni_1 que satisfaga la desigualdad d(ay, ,a) < % Por
construccion, la subsucesién (ay, )p>1 converge a a. Por lo tanto a € w(I', f). m

Proposiciéon 3.13. Si f : X — X es una funcion continua que tiene la propiedad del sombreado
limite, entonces ITC(f) C w(f).

Demostracion. Sea A € ITC(f). Como consecuencia de la Proposicién 3.12, existe I' = (a;)i>0
seudo érbita asintética de modo que A = w(I', f). Dado que f € LmPS, existe z € X tal que

d(f"(2),an) — 0. (3.15)
Afirmamos que A = w(z, f). Para a € A, elegimos (ny);>1 creciente, de manera que
an,, — G. (3.16)

Sea £ > 0. Por (3.15) y (3.16), existe N € N tal que si k > N, entonces

d(a,an,) <

y  d(an,, f*(2)) < (3.17)

| ™
| ™
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Asi, por (3.17), obtenemos la desigualdad
d(a, " (2)) < d(a,an,) + d(an,, f"*(2)) <&,

para toda k > N. Lo que significa que a € w(z, f).
Finalmente, si y € w(z, f), existen n; < ng < ... < n; < ... de modo que f"(z) — y. Este
hecho y (3.15), nos permiten elegir M € N para la cual, si i > M, entonces

dy, () <5y dlan, () < 5

De lo anterior concluimos que d(y,ay;) < & siempre que ¢ > M, por lo que y € w([, f) = A.
|

Definicion 3.14. Sea f : X — X una funciéon continua y suprayectiva. Decimos que f es
expansiva si existe una constante b > 0, tal que si d(f*(z), f{(y)) < b para toda i € N, entonces
x = y. A la constante b se le llama constante de expansividad.

Por el momento nos concentraremos en demostrar que las funciones expansivas con propiedad
de la sombra, son las que prometimos al inicio de este capitulo: en ellas, los hiperespacios ITC(f)
y w(f) coinciden. En la siguiente seccién, presentaremos un ejemplo de funciones con estas dos
propiedades.

Observacion 3.15. Si (ay) y (by) son sucesiones en X, podemos tomar un conjunto infinito
de nimeros naturales K para el cual (a,)nex converge a algin punto de X. Por otra parte,
existe J C K, infinito, tal que la sucesién (b,)necs es convergente. Asi, (ap)nes y (bn)nes son
subsucesiones convergentes utilizando el mismo subconjunto J C N.

Proposicion 3.16. Si f es expansiva y tiene la propiedad de la sombra, entonces f tiene la
propiedad del sombreado s-limite.

Demostracion. Como f tiene la propiedad de la sombra, s6lo debemos probar que f cumple
la propiedad (b) de la Definicién 3.5. Para ello, sea ¢ > 0. Sea £* = min{e, 2}, donde b es la
constante de expansividad de f, asi, ¢ > 0. Por hipétesis, existe § > 0 de modo que toda d-seudo
orbita tiene una e*-sombra.

Tomemos I' = (x,,)pen una d-seudo érbita asintdtica y z € X tal que

d(f"(z),z,) <e* paratodo n > 0. (3.18)

Afirmamos que z es sombra asintdtica de I'. Supongamos que esto no ocurre, es decir
d(f"(z),zn) - 0. Como la sucesién (dp)nen es acotada, existe J C N infinito de modo que
la subsucesién (d(f?(z),z;))jes converge a algin y > 0.

Como consecuencia de la Observacion 3.15, podemos elegir N C J infinito y p, ¢ € X de manera
que:

I"(2) nE—N> p y Tn, ne—N> q. (3.19)

Utilizando este hecho y la continuidad de la funcién distancia, obtenemos

d(f"(2), zn) - dip,q) 'y dp,g)=y>0. (3.20)
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Para cada k > 0, de la continuidad de f y de (3.19) se sigue que

F7H (=) — £ ) (321)

Ahora bien, veamos por induccién sobre k > 0 que:
k
— . 22
Enk — I*(a) (322)

El caso k = 0 lo tenemos en (3.19). Supongamos vélido (3.22) para algun k& > 0 y probemos que
se vale para k + 1.
Para cada n € N se satisface la siguiente desigualdad

Ad(@ntht1, FFHQ) < d@nirrt, f(@nsn)) + A(f @nir)s FF(q).

Asi, como f es continua, I' es asintética y de (3.22), si tomamos el limite cuando n tiende a
infinito en ambos lados de la desigualdad, obtenemos (3.22) para k + 1.

Entonces, como consecuencia de (3.21), (3.22) y de (3.18) para toda k > 0 se tiene que
d(f" " (2), zpri) — d(f*p), fF(g)) <e* < b

Por lo tanto,

d(f*(p), fF(q)) < b.

Dado que f es expansiva, obtenemos que p = ¢, lo cual contradice (3.20).
Asi, z si es sombra asintética de T m

Corolario 3.17. Si f es expansiva y tiene la propiedad de la sombra, entonces ITC(f) = w(f).

Demostracion. Notemos que la Proposicién 3.13 nos garantiza que ITC(f) C w(f), ya que
f € LmPS por la Proposicién 3.16 y el Lema 3.6. Por otra parte, el hiperespacio w(f) siempre
estd contenido en ITC(f) (ver Proposicién 2.1). u

3.2. La funcion Shift

Para cada nimero natural k > 2, definimos I, = {0,1,...,k — 1}. Dotemos a I} con la métrica
discreta d. Ahora bien, consideremos la familia de sucesiones con k simbolos, Y, definida a
continuacién:
Y = {(zo,z1,22,...)| x; € I, paratodai >0} = H I
neN

Por comodidad, a un elemento (zo, 21,2, ..) de Xf lo denotaremos como Z. Definimos la funcién
d: ¥ x X — [0,00) como

~ d(x, yi

1.5 = Y 20w,

21
1>0
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Resulta que d es una métrica para X y que (X, @ es un espacio compacto. Esta ultima afirma-
cién es consecuencia de que la topologia generada por d es la misma que la topologia producto
en Xi; como [ es compacto, entonces ¥; también.

iEstamos listos para presentar a la estrella de esta seccién!

Definicion 3.18. Sea k > 2. Definimos o}, : ¥ — X como

or(xo, x1,22,...) = (z1,22,23...),

para todo Z € Y. A la funcién o, se le conoce como funcion corrimiento o shift, pues va
recorriendo a la izquierda la informacién de 7.

El shift es una funcién continua (Proposicién 3.20), con propiedades dindmicas muy intere-
santes. Nuestro objetivo es probar que oj es expansiva y que tiene la propiedad del sombreado,
para concluir que los hiperespacios ITC(oy) y w(ox) coinciden, usando el Corolario 3.17. A
continuacién, demostraremos dos propiedades sencillas, pero muy ttiles de la métrica d.

Lema 3.19. Para =,y € ¥, y N > 0 se cumplen las siguientes afirmaciones.

(a) Six; =1y; para toda 0 <i < N, entonces c/l\(f,g’j) < QLN

(b) Si E(E, y) < 2%\,, entonces x; = 1y; para toda 0 <i < N.
Demostracion. Si d(z;,y;) = 0 para toda i € {0,1,2,..., N}, entonces
d@9= ) =57 < D =85 =om
N+1<i N+1<i 1<i

lo que prueba (a).
Vamos a probar (b) por contrapuesta. Supongamos que j < N es tal que z; # y;. De esto
inferimos que d(xj,y;) = 1, por lo que d (Z,y) > 2% > ZLN m

Proposicion 3.20. La funcion oy : X — X es continua para toda k > 2.

Demostracion. Sean e >0y N € N tal que QLN <Ee.

Tomemos T € Y y 6 = 2N1+1. Si 7 es un elemento de ¥ de modo que d (Z,y) < 0, como

consecuencia del Lema 3.19 (b), las primeras N + 2 coordenadas de T y ¥ coinciden, asi que

or(T)i = Tit1 = Yi+1 = 0k (V)i

para toda 0 <7 < N. R
Por lo tanto, del Lema 3.19 (a), se tiene que d (ox (%), 0% (y)) < 2% <e. u

Proposicion 3.21. Para cada k > 2, la funcion oy, tiene la propiedad de la sombra.
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Demostracion. Sean € >0y M € N de modo que ZLM <e.

Tomemos § = 2T1+1 y I' = (Zp)n>0 una d-seudo orbita en Y. Para cada n € N denotamos
Zp = (2]')i>0. Como I' es una d-seudo érbita, d(o(Zy), Tny1) < 6 para toda n € N, por lo que
0k(Zn) ¥ Tn41 coinciden en las primeras M + 2 coordenadas, es decir,

T = m?“ para cada 0 < ¢ < M + 1. (3.23)

Definimos z := (2;);>0 como sigue:

0

i s 0<j< M+,

zZj =
)
o Y si j>M+2.

Afirmamos que z es una e-sombra para I'. Para ello, es suficiente con demostrar que o}'(2) y
Z, coinciden en las primeras M + 2 coordenadas, pues del Lema 3.19 (a) obtendremos que
d(op(2),7,) < QM% < e.

De la definicién de oy, tenemos que 0} (2) = (2;)i>n para cada n € N. Probaremos por induccién
sobre n que z,4; =« paratoda 0 <¢ < M +1.Si10<¢< M+1yn=0,dela definicién de 2
obtenemos que zp4; = z; = ;. Ahora bien, supongamos que para r > 0, se cumple la identidad

Zrgi = T} (3.24)

Sea 0 <14 < M. Como consecuencia de las ecuaciones (3.24) y (3.23), para r + 1 obtenemos

— _ Tl
Alr1)+i = Fr(itl) = Lig1 = L5 -

Por otra parte, para ¢ = M + 1, de la definicién de z y (3.23) se sigue que:

. _ r _ r+1
Zr41)+i = ZrpM+2) = Lpppo = Tppyg-

Por lo tanto, si 0 <7 < M + 1y n € N se cumple 2,4; = x}'. m
Proposicion 3.22. Sea k > 2. Entonces la funcion o es expansiva.
Demostracion. Elegimos b € (0,1). Sean Z,y € X tales que para toda n € N,

d (o} (®), o7.(7)) < b. (3.25)

Veamos que Z = 3. Para ello, tomemos n > 0. Como

0p (@) = (Tnti)izco Y ok () = (Yn+i)iz0,

por (3.25) y la parte (b) del Lema 3.19, concluimos que
Tn = Tnt0 = Yn+0 = Yn,

yvaque b<1= 2% Como este razonamiento es valido para cualquier n > 0, se sigue que = = .
Por lo tanto, oy, es expansiva, con constante de expansividad b. m
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Las proposiciones 3.21 y 3.22, nos dicen que oy tiene la propiedad de la sombra y que es
expansiva, para cada k > 2, lo que combinado con el Corolario 3.17 prueba el iltimo resultado
de este trabajo.

Corolario 3.23. Para cada k > 2, los hiperespacios ITC(oy,) y w(ok) coinciden. En particular,
w(oy) es un subespacio cerrado de 2%% ( ver Proposicién 2.2).
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