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Introduccion

Un tema que resulta interesante en el drea de geometria, es saber qué
tan “simétrico” es nuestro objeto de estudio. Algo méas interesante es poder
dar propiedades de estos objetos que nos permitan clasificarlos, cuando esto
sea posible. En geometria diferencial se sabe, por ejemplo, que las métri-
cas riemannianas mas simétricas sobre superficies compactas orientables son
aquellas en las que, para cualesquiera par de puntos en ella existen vecindades
que son isométricas, es decir, el pseudogrupo de isometrias actia transitiva-
mente. En tal caso, la curvatura gaussiana es necesariamente constante, y
asi, la superficie es localmente modelada sobre una superficie simplemente
conexa dotada con una métrica completa de curvatura constante (la esfe-
ra S?, el plano euclidiano R? o el plano hiperbélico H?, salvo homotecias).
El siguiente teorema, conocido como el Teorema de Hopf-Killing, nos da un
mejor panorama de este hecho:

Teorema 0.1. (W. Killing, H. Hopf) Sea S una superficie riemanniana
coneza, completa y de curvatura constante K € {—1,0,1}. Entonces S es
isométrica a uno de los siguientes cocientes:

S?2/T con T C O(3), si K=1
R2/T con T CE(2), si K=0
H2/T con T C PSL(2,R), si K=-1

donde T es un grupo de isometrias actuando de forma libre y propiamente
discontinua, E(2) es el grupo de isometrias de plano euclidiano R?, O(3) es
el subgrupo de isometrias de la esfera S (grupo ortogonal), y PSL(2,R) es
el grupo de isometrias del plano hiperbélico H?.

Ver mas detalles en [Wolfl1, p. 69]. Una variedad riemanniana com-
pleta, conexa y de curvatura constante K es llamada: esférica (si K > 0),
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VIII Introducciéon

euclidiana (si K = 0) o hiperbolica (si K < 0). Tenemos entonces una de las
tres geometrias: euclidiana, esférica o hiperbolica. Esto resuelve el proble-
ma de clasificar las métricas Riemannianas més simétricas sobre superficies
compactas.

Por otra parte, recordemos que a partir de una métrica podemos ob-
tener un nuevo objeto de estudio, a saber, una conexion afin. El Teorema
fundamental de geometria Riemanniana nos garantiza este hecho:

Teorema 0.2 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una
dnica conexion afin V sobre M, la cual es simétrica y compatible con la
métrica riemanniana.

La conexién V dada por el teorema anterior, es llamada la conezidn de
Levi-Civita (o riemanniana) sobre M.

Resulta interesante preguntarse que pasa si nuestro objeto principal de
estudio, en el Teorema 0.1, es una conexién afin en lugar de una métrica;
ya que no todas las conexiones vienen de una meétrica. A este respecto, en
colaboracion con mi asesor de tesis Adolfo Guillot, contamos con el siguiente
resultado el cual ha sido demostrado en el articulo A classification of lo-
cally homogeneous affine connections on compact surfaces que ya ha sido

publicado, (ver [GS14]).

Teorema 0.3. Sea S una superficie compacta, orientable dotada con una
conexion afin V, C* tal que el pseudogrupo de isometrias locales de V actia
transitivamente sobre S. FEntonces, V es una de las siguientes:

» simétrica y plana (de curvatura constante 0),

= la conerxion de Levi-Civita de una métrica riemanniana (de curvatura
constante distinta de cero) sobre S, o

» S es el cociente de R? bajo la accidn de una latiz y V en S es inducida
por una conezion invariante por traslaciones sobre R?.

Opozda prueba que una superficie compacta orientable admitiendo una
conexién localmente homogénea que no es la conexién de Levi-Civita de
una métrica riemanniana es un toro [Opo04|. Nuestro resultado puede verse
como un refinamiento de esta afirmacion: tal conexién es o simétrica y plana,
y por lo tanto, estd dentro de la clasificacién global dada por Nagano y Yagi
en [NY74] (Benzécri prueba que solo las superficies cerradas orientables
que admiten estructuras afines, son homeomorfas al toro [Benz59]) o es el
cociente global (por traslaciones) de una conexion invariante por traslaciones
en el plano.

Nuestro trabajo se divide naturalmente en una parte local y una parte
global. Para la parte local nos apoyaremos en la clasificaciéon de Lie de grupos
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de transformaciones transitivos de dimensién dos. En el siguiente enuncia-
do, refinamos algunos aspectos de la clasificacion local de conexiones afines
locamente homogéneas y sus grupos de transformaciones:

Teorema 0.4. Sea V una conexion afin simétrica C*° en una vecindad del
origen de R%. Si hay dos campos vectoriales de Killing que son linealmente
independientes en 0, entonces el dlgebra de Lie de campos vectoriales de
Killing es alguna de las siguientes:

(1) de dimension dos;
(2) isomorfa a 0(3,R);

(3) isomorfa a sl(2,R);

(4) en coordenadas adecuadas es generada por los campos wvectoriales
x0/0x, 0/0y y aquellos de la forma h(y)0/0x, para las soluciones
h(y) de una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden con coefi-
cientes constantes; o

(5) V es plana.

En particular, tiene dimension menor o igual que cuatro si no es plana.

El objetivo principal de esta tesis es hacer los detalles del articulo A
classification of locally homogeneous affine connections on compact surfaces,
y hacer la prueba del Teorema 0.3 en el caso mas rico que es el caso (4) del
Teorema 0.4. Esto nos lleva a estudiar las conexiones afines sobre superficies
compactas que estdn localmente modeladas en una familia de conexiones en
R? dadas por:

0 0 0 0 0 0
Vo—=0, Vo—=79—, Vo —=0zr—+27y—a)—,
%% O %8y Rrr a%@y bz w+( 7 O‘)ay
para a, 3,7 constantes tales que v2 — a7y + 8 # 0, esta condicién nos dice
que V no es la conexién estandar de R?. Denotaremos por .# = (R%, V) a

nuestro espacio modelo.

En el Capitulo 1 presentamos los preliminares: para la parte local habla-
remos sobre grupos de Lie, algebras de Lie, campos vectoriales y conexiones
afines, y para la parte global nos apoyaremos en la teoria de las (G, X)-
estructuras asociadas a alguna estructura geométrica rigida localmente ho-
mogénea, en el sentido de Thurston (ver [Thu97]).

En el Capitulo 2 tomamos una conexiéon afin simétrica V sobre R? y
calcularemos todos sus campos vectoriales de Killing, los cuales estan en la
lista de Lie, presentada por Olver en [Olv95|. Para cada elemento de esta
lista, buscaremos todas las conexiones afines simétricas en R? que son preser-
vadas. Finalmente, para estas conexiones que son preservadas, calcularemos
su algebra de Killing maximal.
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En el Capitulo 3, tomamos una familia de dlgebras de Lie g, g de la lista
de Lie, presentada por Olver en [Olv95], que preserva la conexion afin del
Capitulo 2, obtenemos su grupo de Lie asociado G (grupo de transformacio-
nes) el cual actia transitivamente sobre el espacio modelo .#. Damos paso
al modelo global, una (G, .#)- estructura sobre una superficie compacta y
orientada S.

En el Capitulo 4 veremos que una superficie compacta y orientada S
admitiendo una (G, .#)-estructura, admite también una foliacién inducida
por el modelo, por lo tanto, S debe ser un toro. Calcularemos la holonomia,
para cada uno de los casos del Capitulo 3, y finalmente, haremos la prueba
del Teorema 0.3 en el caso (4) del Teorema 0.4



Capitulo 1

Preliminares

1. Nociones de grupos.

Empezaremos recordando que un grupo es un conjunto no vacio G dotado
con una operacién binaria g - h para g,h € G, que satisface las siguientes
propiedades: la multiplicacion es asociativa a(bc) = (ab)e, existe un (tnico)
elemento identidad e € G tal que a-e =a = e-a, y para cada elemento del
grupo g € G existe su elemento inverso g_1 € G tal que g~g_1 =e= g_l -g.
Por otra parte, un subconjunto H C G de un grupo G es subgrupo de G, si
la operacién de grupo restringida a H es cerrada y H es un grupo con esta

operacion. En notacion se escribe H < G.

Definiciéon 1.1. Una accion (izquierda) de un grupo G sobre un conjunto
(no vacio) X es una aplicacion ¢ : G x X — X tal que:

i) ¢(e,x) = x;
i) ¢(9192,7) = ¢(g1, ¢(g2,x)), para todo g1,90 € G y z € X.

Si X es un conjunto en el cual se tiene una accién de G diremos que
X es un G-conjunto. Una accién derecha se definird de manera anéloga,
la tinica diferencia es el orden en que asociamos. En lo que sigue, siempre
que hablemos de accién de grupo haremos referencia a una accién izquierda,
excepto cuando se diga lo contrario.

El clasico ejemplo de accién de grupo viene dado por la accién de un
grupo G actuando sobre si mismo por multiplicacion. En este caso X coincide
con G y la aplicaciéon ¢ : G X G — G estd dada por la multiplicacidn izquierda
#(g,h) = g - h. Alternativamente, podemos hacer actuar G sobre si mismo
por multiplicacion derecha via ¢(g,h) = h- g~ L.

1



2 1. Preliminares

Denotaremos por Sym(X) al conjunto de permutaciones o funciones bi-
yectivas de X en X, este conjunto de permutaciones es un grupo con la
operacién dada por la composicién de funciones.

Proposicion 1.2. Sea X es un G-conjunto, la accion de G en X induce un
homomorfismo ¢ : G — Sym(X).

Demostracion. Para cada g € G definiremos la funciéon ¢, : X — X por
¢g(x) = g - x. Se puede ver directamente de la definicién de ¢4 que para
cada z € X la funcién ¢, es sobreyectiva. Para mostrar la inyectividad de ¢4
tomaremos z1 y x2 en X tales que ¢4(x1) = ¢g(x2), esto es, g-x1 = g-x2 para
todo g € G, luego, g~ 1g-x1 = x3, por lo que x1 = x5. Por lo anterior tenemos
que ¢4 es biyectiva, asi, ¢4 € Sym(X) para cada g € G. Falta mostrar que
la aplicacién ¢ : G — Sym(X) dada por g — ¢4, es un homomorfismo. Sean
g1,92 € Gy x € X tenemos que

bg1 © Pgy (.%') = ¢g, (g2-2) = (9192) “T = Pggy (x)

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo. O

Reciprocamente, si ¢ : G — Sym(X) es un homomorfismo entonces
induce una accién de G sobre X mediante G x X — X dada por g -x =
#(9)(x) = ¢g4(x). En estos términos, las condiciones i) y ) de la Definicion
1.1, se expresan como ¢ = Idx, ¢g¢n = ¢gn. En consecuencia, ¢gp,-1 =
e =Idx = ¢g—1¢g-

Lo anterior nos dice que dar una accién de G sobre X es lo mismo que
dar un homomorfismo de GG en el grupo de permutaciones de X.

1.1. Accién por conjugacion. Sea G un grupo, dados dos elementos
h,k € G diremos que h es conjugado de k si existe otro elemento g € G
tal que h = ghg~!. Esta es una relacién de equivalencia y sus clases de
equivalencia se conocen como las clases de conjugacion de G.

Sea G un grupo, la aplicacion G x G — G dada por (g,h) + ghg™ ! es
una accion de G sobre si mismo llamada accidn por conjugacion. Para cada
elemento g € G, el automorfismo i, : G — G dado por i,(x) = grg~! es
conocido como el automorfismo interno de G bajo la conjugacién por g. Si
H < @G, su imagen bajo el automorfismo interno es el subgrupo gHg™' =
{gxg~ Y|z € H} es isomorfo a H y se llama subgrupo conjugado de H. La
clase de conjugacion de H en G es el conjunto de todos los subgrupos gHg ™"
conjugados de H obtenidos cuando variamos g € G. Un caso particular y el
mas importante de los subgrupos conjugados es cuando gHg~! = H para
todo g € G, es decir, cuando la clase de conjugacion de H posee un solo
elemento, a saber, el propio H. Cuando esto sucede se dice que H es un
subgrupo normal de G y se denota H < G.
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1.2. Orbitas y Estabilizadores.

Definicion 1.3. Sea ¢ : G x X — X una acciéon de un grupo G sobre un
conjunto X.

a) La drbita de un punto x € X es el conjunto de todas las iméagenes
de z bajo la accion del grupo: O, =G -z ={g-x| g€ G} C X.
b) El estabilizador o grupo de isotropia de un punto z € X es el conjunto

de todos los elementos del grupo G que dejan fijo al punto: G, =
Stab(z) = {g € G | gr =2} C G.

Obseérve que si x y y pertenecen a la misma 6rbita (es decir, existe g € G
tal que gx = y) entonces el grupo de isotropia de y es conjugado al grupo de
isotropfa de x, es decir, Gy = gG,g~ ", en particular son isomorfos.

La accién ¢ : G x X — X es transitiva si para cada par de elementos
x,y € X existe al menos un elemento g € G tal que gr = y. Es decir,
la orbita de algin = € X (y por tanto de todos) es todo el conjunto X:
0O, = X para todo x € X. La accién ¢ se dice que es libre si los subgrupos
de isotropia son todos triviales: G, = {e} para todo x € X. La acciéon ¢ se
dice que es fiel o efectiva si diferentes elementos del grupo tienen diferentes
acciones: g-x = h-x para todo x € X, si y sélo si, g = h. Equivalentemente,
si la identidad es el tnico elemento de G que deja fijo a todo elemento de
X. La efectividad de una accién de un grupo es medida por su subgrupo de
isotropia global Gx = NgexGy = {g|g - * = x, para todo z € X}. Asi, G
actua efectivamente, si y solo si, Gx = {e}. Claramente, una accioén libre es
efectiva, el inverso no es cierto.

Proposicion 1.4. Sea ¢ : G x X — X una accidn de grupo. El mapeo
natural f : G/Gy — O(x) dado por [g] — gz es una biyeccion.

Demostraciéon. Sean g1,g92 € G tal que gl_lgg € Gy, luego gl_lggzz: =z,
se sigue que g1 = gox, por lo tanto, f estd bien definida. Para la sobre-
yectividad, sea y € O(z), asi y es de la forma y = gz, luego [g] € G/Gx
nos da el elemento que buscamos. Finalmente para la inyectividad, tomemos
g1, 92 € G tal que g1 = gox, luego gflggas = x por lo que gfng € Gy, por
lo tanto [g1] = [g2]. O

1.3. Producto semidirecto de grupos. Si G y H son grupos de Lie
de dimensiéon r y s, respectivamente, su producto cartesiano G x H es un
grupo de Lie de dimensiéon r + s con la operacidon de grupo definida como
(9,h)-(§, h) = (g-§, h-h). Si ademas G actiia como un grupo de automorfismos
sobre H satisfaciendo g-(h-h) = (g-h)-(g-h) entonces Gx H es un grupo de Lie
de dimension r+s el cual, como variedad, se mira como producto cartesiano,
pero cuya multiplicacion esta dada por (g,h) - (g, h) = (g g, h- (gh)).
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Definiciéon 1.5. Si H y K son grupos 'y ¢ : H — Aut(K) es un homomor-
fismo de grupos entonces el producto cartesiano H x K (como conjunto) y
con operacioén binaria

(1) (h1, k1) - (he, k) == (hahg, ki [on, (k2)])
es llamado el producto semidirecto de H y K relativo a ¢ y se denota H x4 K.

Proposicion 1.6. Si H y K son grupos y ¢ : H — Aut(K) es un homo-
morfismo de grupos, entonces:

1) H x4 K es un grupo.

2) Hx{ex}~H.

3) {ey} x K ~ K.

4) {eg} x K < H x4 K.

Demostracion. 1) Se puede verificar directamente la cerradura y la asocia-
tividad. El elemento neutro estd dado por epgwx,x = (em,ex) y para cada
elemento (h,k) € H x, K su elemento inverso esta dado por (h,k)™1 =
(™1, ¢p-1(k71)). Por lo tanto H x4 K es un grupo.

2) El isomorfismo ¢ : H x {ex} — H esta dado por (h,ex) — h.
3) El isomorfismo ¢ : {eg} x K — K esta dado por (eg, k) — k.
4) Sean (h,k) € H x4 Ky (e, k1) € H x {ex}. Luego,
(

) (er k1) - (B, gpr (k1))

) ’ (eHh_lv k1 [¢8H (¢h*1(k_1))])

)- (WY kigp1 (k1))

e, kon(k1gp-1(k71))).

Como kop(kigp-1(k™1)) € K, se sigue que {eg} x K < H x4 K. O

h,k)-(em, k1) - (h k)™t =

9

(h, k
= (hk
= (hk

(

Si en particular, H y K son subgrupos de un grupo G, se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 1.7. Sea G un grupo, H y K subgrupos de G. Si H C Ng(K),
HNK ={e} y G=KH. Entonces G ~ K x4 H con el homomorfismo
¢ H — Aut(K) inducido por la accidn por conjugacion.

Demostraciéon. Consideremos la aplicacion ® : G — K x4 H que manda
g + (k,h), donde g = kh. Se puede ver inmediatamente que ® esté bien
definida. Obsérvese que, si g1, g2 € G entonces

9192 = (k1h1)(kaha) = ki(hikahy ' )hihg = kign, (k2)hiho.
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Se sigue que ®(g192) = (k10n, (k2), hiha) = (k1 h1) - (K2, ho) = ©(g1)P(g2),
lo que implica que ® es un homomorfismo. Por otra parte, observemos que

ker(®) = {ge€G|P(g9) = (ex,en)}
= {kh € G| (h k)= (ex,en) = {ec},

por lo que ® es inyectiva. Por tltimo, para cada (k,h) € K xy H se tiene
que (k,h) = ®(kh) = ®(g) para algin g € G, por lo tanto ® es sobreyectiva,
lo cual termina la prueba. O

2. Variedades diferenciables, campos vectoriales y
foliaciones

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Un vector tangente a
M en el punto z es una clase de equivalencia de curvas [a] : (—e,e) — M con
a(0) = z, y es geométricamente definido por el tangente a una curva (suave)
pasando a través de x. En coordenadas locales, el conjunto de todos los
vectores tangentes a M es el espacio vectorial real de dimensién n, con base
0/0x;|,. Este espacio es denotado por T, M y se llama el espacio tangente
a M en x. La unién de éstos forma el haz tangente TM = Upep T, M de
la variedad M en cada punto de M y, en particular, es una variedad de
dimensén 2n, y forman un haz vectorial sobre M.

Definiciéon 2.1. Sea M una variedad diferenciable, TM su haz tangente
y m: TM — M la proyeccién definida como 7(v) = p, si v € T, M. Un
campo vectorial X es una aplicacion X : M — TM tal que m o X = Idyy,
o equivalentemente, X (p) € T,M para cada p € M. El campo vectorial es
diferenciable si la aplicacion X : M — T'M es diferenciable.

En coordenadas locales (U, x), la condicién de diferenciabilidad nos dice
que un campo vectorial diferenciable X puede ser escrito en la forma:

2) Xp) =Y ailp) 2

=1

9y
o0x; »
donde los coeficientes a;(z) son funciones suaves en U.

Sea M una variedad diferenciable de clase C*° denotaremos por C* (M)
al conjunto de funciones diferenciables sobre M. El conjunto C*°(M) es un
algebra sobre los numeros reales, la suma y la multilplicacién en C*°(M)
vienen de la suma y la multiplicacién de funciones. Los campos vectoriales
sobre M pueden ser identificados con las derivaciones del algebra C*°(M).

Asi, podemos interpretar de varias maneras a los campos vectoriales; co-
mo aplicaciones (diferenciables) X : M — T'M de la variedad M en su haz
tangente T'M o como derivaciones en el algebra de las funciones diferencia-
bles.
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Definicion 2.2. Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable
M. Una curva integral de X pasando por p € M, es una curva suave ¢ :
(a,b) = M tal que 0(0) = py los vectores tangentes a la curva ¢(t) coinciden
con el campo vectorial X en cada punto, o'(t) = X, (), para todo t € (a,b).

Las curvas integrales son, localmente, soluciones de la ecuacién diferen-
cial dx/dt = X (z). En coordenadas locales esta condicion se expresa como
oh(t) = a;i (P (t), -, (1)), es decir, z = ¢(t) es solucion para el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dCEi

dt
La condiciéon a; € C*° garantiza que hay exactamente una curva integral
maximal pasando a través de cada punto p de M, la cual es tnica en el
sentido de que cualesquiera dos curvas integrales a través del mismo punto
necesariamente coinciden en la intersecciéon de sus dominios de definicion.
Usaremos ¢(t) = exp(tX)p para denotar la curva integral maximal que pasa
por p en el tiempo ¢t = 0; la curva exp(tX)p puede estar o no definida para
todo tiempo t, si estd definida para todo ¢ y toda p diremos que el campo
vectorial es completo. Las curvas integrales definen un flujo local en cualquier
punto p € M como sigue:

=a;(r) para i=1,2--- m.

Teorema 2.3. Si X es un campo vectorial diferenciable en una variedad M
yp € M, entonces existe un abierto U C M, p € U, un nimero € > 0 y
una aplicacion suave ¢ : (—e,e) x U — M tal que la curva q — ¢(t,q), es
la inica trayectoria de X que en el instante t = 0 pasa por el punto q, para
cada q en U, es decir,

3) 0,90 =q¢ y Lot q) =X(p(t) para todot € (—¢,¢).

Si t se mantiene constante, la aplicacion suave g — ¢(t, q) define una fun-
cion ¢y : U — M sobre una vecindad U de p, esta funcion es llamada el flujo
local en tiempo t del campo vectorial X y tiene las siguientes propiedades:

i) ¢o es la aplicacion identidad de U

i) ¢s0 ¢y = dept, para toda s,t € U;

i11) cada flujo es un difeomorfismo con gzﬁt_l = ¢_y.

Por lo anterior podemos ver que el flujo cumple con las reglas de la aplicacion
exponencial:

= exp(tX) exp(sX)p = exp|(t + s)X]p,

= exp(tX)~'p = exp(—tX)p,

= exp(0X)p = p,

d —
= Sexp(tX)p = X‘exp(tX)p'
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Inversamente, dado un flujo podemos reconstruir su campo vectorial gene-
rador mediante diferenciacion:

d
X‘p == exp(tX)p{tzo.

La familia de aplicaciones exp(tX) es conocida como el flujo generado por
el campo vectorial X, por lo que el campo X es clasicamente referido como
el generador infinitesimal del flujo.

Para mas detalles de esta seccion ver [Olv95, p. 17].

2.1. Foliaciones.

Definicién 2.4. Sea M una variedad C* de dimensién m. Una C"-foliacion
de dimension n de M, es un C"-atlas .% maximal respecto a las siguientes
propiedades:
i) Si (U,p) € F entonces p(U) = Uy x Uy C R" x R™™™ donde Uj y
U, son discos abiertos en R™ y R™™" respectivamente.

i) Si(U,p), (V,9) € .F son tales que UNV # () entonces el cambio de
coordenadas 1o =t : (UNV) = (UNV) es de la forma

(4) Yo Hz,y) = (hi(z,y), ha(y))-
En particular, una foliacién .% por curvas en una superficie diferenciable, es
un atlas tal que los cambios de coordenadas son de la forma

(z,y) = (f(z,y), ¢(y))-

-1

Yoy

Figura 1. Cambio de coordenadas de una variedad de dimension 2
foliada por una foliacién de dimensién 1.

Decimos que M es foliada por #, o que % es una estructura foliada
de dimension n y de clase C" sobre M. Las cartas (U, ¢) € .% son llamadas
cartas trivializadas. Al visualizar una foliaciéon no se debe pensar en las cartas
coordenadas locales, sino en las imagenes inversas de los factores R" 7% x {y}
bajo las cartas, que juntas nos daran las hojas de la foliacion.
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Ejemplo 2.5. El egjemplo mas simple de una foliacién n es la foliacion de
R™ = R¥ x R™~* donde las hojas son n-planos de la forma R™ x {c} con c €
R™~* Los difeomorfismos h : U C R™ — V C R™ que preservan las hojas de

esta foliacion localmente tienen la forma [h(x,y) = (hi(x,y), ha(y)), (z,y) €
R™ x R™~™,

===
SE} =5

Figura 2. Cambio de coordenadas de la foliacion.

Una foliacion de dimensién uno existe sobre un gran numero de varie-
dades: cualquier campo vectorial que no se anula nunca, tiene asociada una
foliacion obtenida mediante las 6rbitas del flujo (curvas integrales).

2.1.1. Algebra de Lie imprimitiva. Las acciones de grupos transitivas se
dividen en acciones primitivas y acciones imprimitivas. En general una accién
de grupo se llama ¢mprimitiva si hay una foliacién invariante de la variedad.
Por invarianza nos referimos a que cada grupo de transformaciones manda
cada hoja de la foliacién en otra hoja de la foliacién.

Ejemplo 2.6. El grupo generado por {x0/0,,0/0y,e™0/0,,ye™0/0,} con
a € R, admite una foliacién invariante de R?; las hojas de la foliacién son
traslaciones de lineas paralelas al eje x.

Para méas detalles sobre foliaciones, ver [CL85].

3. Grupos de Lie y acciones suaves: grupos de
transformaciones

Definicion 3.1. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con estruc-
tura de grupo, tal que la multiplicacion u : G x G — G dada por (g, h) — gh
y la inversion ¢ : G — G dada por g — ¢! son diferenciables.

Ejemplo 3.2. La variedad Gi(n,R) que consiste de todas la matrices de
n X n con entradas reales y determinante distinto de cero, es un grupo de
Lie bajo la multilplicacién de matrices.

En la definicién de accion de grupo tenemos casos particulares cuando
le pedimos més propiedades tanto a G como a X, por ejemplo, si G es un
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grupo de Lie y X una variedad diferenciable podemos pedir que la acciéon de
(G sobre X sea diferenciable, obtenemos asi una G-variedad. En particular,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.3. S5i ¢ : G x M — M es una accion diferenciable de un
grupo de Lie G sobre una variedad M, entonces para toda g € G la aplicacion
¢g: M — M es un difeomorfismo de M.

Por lo anterior, podemos interpretar a un grupo de Lie G como un grupo
de transformaciones (difeomorfismos de X en X) actuando (globalmente)
sobre una variedad diferenciable X.

Ejemplo 3.4 (Accién adjunta). Sea G un grupode Liey ¢: G x G — G
la accion por conjugacion de G sobre si mismo (definida en 1.1). Para cada
g € G denotaremos por Ad, : G — G el automorfismo interno inducido por
g. Definimos la accidn adjunta de G sobre si mismo como el homomorfismo
de grupos Ad : G — Aut(G) que manda g — Ad,.

Ejemplo 3.5. Sea X un campo vectorial completo sobre una variedad M,
es decir, las soluciones del campo estan definidas para todo tiempo t. El flujo
de X define una accion del grupo a un parametro R (parametrizado por el
tiempo t) sobre la variedad M.

Consideremos el campo vectorial X = 9/0z sobre R2. El flujo que genera
este campo vectorial es la traslacion de lineas paralelas al eje x (ver Fig. 3).

Yy A

A

Figura 3. Flujo de lineas del campo vectorial 9/9z.

La aplicacion ¢ : R x R? — R? definida por ¢(t,q) = ¢ + t, satisface
las propiedades de una acciéon de grupo. Ademas ¢;(v—(q)) = vo(q) = ¢, lo
que implica que cada ¢; es un difeomorfismo. Por lo tanto, la aplicacion ¢
induce el homomorfismo de grupos ® : R — Diff(R?) que manda t + ¢4(q).

Proposicion 3.6. Si H C G es un subgrupo de un grupo de Lie G, que es
también un subconjunto cerrado (topoldgicamente), entonces H es un sub-
grupo de Lie de G.
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Proposicion 3.7. Sea ¢ : Gx M — M una accion transitiva de un grupo de
Lie G sobre una variedad M, G, el grupo de isotropia de un punto x € M.
Entonces:

a) G, es un subgrupo cerrado de G.
b) Para cualesquiera x,y € M los subgrupos G y Gy son conjugados.

¢) El mapeo natural f : G/G, — M dado por f(gG,) = g-x es un
difeomorfismo.

¢) La dimension de G/G, es dim G — dim G,.

Se sigue de esta proposicion y la Proposicién 3.6 se tiene que G, es un
subgrupo de Lie, y puede verse como el grupo de simetrias para el punto x.
Por otra parte, se sigue de la Proposicién 1.4 que si la accién ¢ es transitiva,
la cardinalidad de M es igual al indice [G : G|, es decir, a la cardinalidad
de G/G,.

Una clase particularmente importante de acciones de grupos transitivas
es proporcionada por los espacios homogéneos, definidos como el cociente
G/H de un grupo de Lie G por un subgrupo cerrado H.

Definicion 3.8. Un espacio homogéneo es una variedad M de la forma
G /G, donde G es un grupo de Lie actuando transitivamente en M y G, es
el subgrupo de isotropia de cualquier punto x € M.

3.1. Grupos de Lie y algebras de Lie.

Definicion 3.9. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial real con una
operacion corchete [,] : gxg — g que es bilineal, antisimétrica [u, v] = —[v, u]
y satisface la identidad de Jacobi

(5) [[u, U]7w] + [[v,w],u] + vau]7v] = 0.

Una subdlgebra de un algebra de Lie g es un subespacio vectorial h C g tal
que [h,h] C bh. Un ideal de un algebra de Lie g es una subalgebra t C g tal
que [t, g] C t. El dlgebra derivada g’ de un algebra de Lie g esta definida como
el algebra generada por todos los corchetes de Lie [v, w] para todo v, w € g.

A cada grupo de Lie G podemos asociarle un algebra de Lie g de dimen-
sién finita que captura la estructura local del grupo. Las estructuras de g y
G estan relacionadas por la aplicaciéon exponencial que manda subespacios
de dimensién 1 de g, sobre grupos a un parametro de G.

8.1.1. Algebra de Lie g asociada a un grupo de Lie G. Hay objetos inva-
riantes asociados con un grupo de Lie, los mas importantes de éstos son los
campos vectoriales ya que sirven como los generadores infinitesimales de la
accion del grupo.
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Definicién 3.10. Sea G un grupo de Lie actuando sobre una variedad M.
Un campo vectorial X se llama G-invariante si no cambia bajo la accién de
cualquier elemento del grupo, es decir, dg(X|,) = X|4., para todo g € Gy
para todo p € M tal que g - p esta definido.

Un ejemplo importante viene de la acciéon de un grupo de Lie G que
actia sobre si mismo por multiplicaciéon a la izquierda o a la derecha. Aqui
los campos vectoriales invariantes definen el 4lgebra de Lie o grupo de Lie
infinitesimal. Sea g € G, la traslacidn derecha por g sobre G es Ry : G — G
tal que Ry(x) = = - g. De manera anéloga definimos la traslacion izquierda
L,: G — G como Ly(x) = g-x. Obsérvese que la inversa de Ry es Ry-1, y
la inversa de Ly es Lg-1, se sigue entonces que R, y Ly son ambos, difeo-
morfismos de G sobre si mismo. Un campo vectorial diferenciable Z sobre
G es invariante por la derecha si dRyZ = Z para todo g € G, y es llamado
invariante por la izquierda si dL,Z = Z para todo g € G.

Definiremos el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G como el dlgebra de Lie
g de campos vectoriales invariantes por la izquierda de GG, aunque también
puede definirse como el algebra de Lie de campos vectoriales invariantes por
la derecha de G, ver [LamO0O0, p. 179]. Dado un vector tangente X en la
identidad (X € Ge) hay exactamente un campo vectorial invariante por la
izquierda (derecha) X sobre G tal que X. = X. Podemos identificar a g con
el espacio tangente a la indentidad, T.G. Asi g es un espacio vectorial de
dimensi6n finita, y tiene la misma dimensiéon que G.

Definicion 3.11 (Corchete de Lie de campos vectoriales). Sea M una
variedad diferenciable, X y Y dos campos vectoriales sobre M. El corchete
de Lie de los campos vectoriales X y Y es el campo vectorial [ X, Y] dado por
(X, Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) para cualquier funcion suave f : M — R,
donde X (f) es la derivada de f a lo largo de X.

Proposicion 3.12. S§i XY son campos vectoriales invariantes por la de-
recha (izquierda) sobre G, entonces [X,Y] es también un campo wvectorial
invariante por la derecha (izquierda) sobre G.

Demostraciéon. Ver prueba en [Lam00, p. 180]. [l

Para mas detalles de esta seccién puede consultarse [LamO00, Cap. 6] o
[O1v95, Cap. 2].

4. Conexiones y sus simetrias locales

4.1. Conexiones afines. En geometria diferencial, la conexién es un ope-
rador que nos permite establecer una relacién entre la geometria local en
torno a un punto y la geometria local en torno a otro punto. Un ejemplo
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de conexiones es la conezion afin, esta conexién nos permite considerar la
derivada de un campo vectorial diferenciable Y con respecto al campo vec-
torial diferenciable X y obtener un nuevo campo vectorial diferenciable que
denotaremos por por VxY, donde X y Y son dos campos vectoriales defini-
dos sobre una variedad M, o al menos en una vecindad del punto de nuestro
interés.

Sea M una variedad de clase C*°, denotaremos por X(M) al espacio vec-
torial de campos vectoriales C*° sobre M, y por D(M) el anillo de funciones
de valores reales de clase C'*° definido sobre M.

Definicion 4.1. Una conezion afin sobre M es una aplicacion V : X(M) x
X(M) — X(M) que asocia (X,Y) — VxY, tal que para X,Y € X(M) y
fy9 € D(M) se cumple:

(6) VixgY = fgVxY + f(X - g)Y.

Se sigue directamente de (6) que si X 6 Y se anulan en un conjunto
abierto U entonces VxY también se anula sobre U. Mas atn, si X se anula
en un punto p € M, entonces VxY también vale lo mismo.

En un sistema de coordenadas (U, z), donde = = (x1,x9, -+ ,x,), la
expresion local de la conexién estd dada por la siguiente ecuacién

o 2 9
(7) vaa a =Tjpe 9oy T lijag; + -+ 15 az E :Fw T
z;

para algunas funciones suaves Ffj las cuales determinan a V localmente, y
son llamadas simbolos de Christoffel de la conexién asociados a la carta z.

Ejemplo 4.2. (R",V) donde V es la conexion de Levi-Civita de la métrica
plana, para la cual los simbolos de Chistoffel se anulan idénticamente.

Hay dos tensores asociados a la conexién V, su tensor curvatura
R(X,Y):=VxVy —VyVx — Vixy]

y su tensor torsion T(X,Y) := VxY — Vy X — [X,Y]. Una conexion V se
dice plana si tiene curvatura cero, V[X,y} =VxVy —VyVyx, v se dice libre
de torsion o simétrica si el tensor torsion es idénticamente cero, es decir,

(8) VxY - VyX = [X,Y].

Todas las conexiones consideradas en esta tesis son simétricas. En coordena-
das locales, (8) se expresa como

o) o) o) o] .
(9) vi@_v%%:{%’%j}vparazv]:lﬂf"?”-v
;)

y en términos de los simbolos de Christoffel Fk = I’]Z, parat,j,k=1,--- ,n.
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Por un resultado clasico debido a E. Cartan, si una conexién es simé-
trica y plana entonces es localmente isomorfa a la conexion estdndar (cuyos
simbolos de Christoffel son todos cero) sobre R™.

Proposicion 4.3. Si V es una conexion simétrica y plana entonces en coor-
denadas locales, V es la conezion afin estdndar en R™, la inica conexion tal
que VxY =0 para cada par (X,Y) de campos vectoriales constantes.

(Ver [LamO0O, Cap. 4, Teor. 4| o [Wolfl1, Sec. 1.7]).

4.2. Isometrias de una conexi6n: campos de Killing.

Definicién 4.4. Sea M una variedad diferenciable, para U C M, una apli-
cacion f : U — M es una isometria local si preserva V. Un campo vectorial
X en U se dice un campo de Killing de V si su flujo (local) es composicion
de isometrias locales.

Las isometrias locales forman naturalmente un pseudogrupo de Lie cuya
algebra de Lie es la formada por campos vectoriales de Killing. En particular,
si el pseudogrupo de isometrias de V acttia transitivamente en una vecindad
de p € M, existen dos campos vectoriales de Killing de V en una vecindad
de p que son linealmente independientes.

Proposicion 4.5. Un campo vectorial (local) X es un campo de Killing de
la conexion V si para cada par de campos vectoriales (locales) Y y Z tenemos

(10) (X, VyZ] - Vy[X,Z] = Vx yZ.

(Ver [KIN63, Cap. VI, Prop. 2.2]).

Consideremos nuevamente un sistema de coordenadas locales (z,y) en
un dominio U C R?. En coordenadas, en la vecindad de un punto en R?, la
conexiéon mas general tiene la forma:

(11) Vg%:/l%ﬁ-B%, VBQ%Z(C-F%U)%-F(D-F%V)
x €T

Vog =EZ+FL, Vo =(C—-3U)E+(D-3V)
oy dy

donde A, B,C,--- ,etc. son funciones que dependen de x y y. El caso simé-

trico, nuestro caso, corresponde a U =0y V = 0. Sea X = a(z,y)d/0x +
b(x,y)0/0y un campo vectorial en R2. Si elegimos

{6 (&8) (&) (5 5)

podemos escribir en coordenadas locales la condicion (10), esto implica que X
es un campo vectorial de Killing de la conexién V, si y sélo si, sus coeficientes
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satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

13) 0 = agz+ Aay — Bay +2Cb, + Aza + Ayb,

14) = bye +2Ba, + (2D — A)b, — Bby + B,a + Byb,

15) = gy + (A— D)ay + Eb, + Cby + Cra + Cyb,

16) = byy + Day + Bay + (F — C)by + Dya + Dyb,

17) = ayy — Fay + (2C — F)ay + 2Eby + Eya + Eyb,

18) 0 = byy+2Day — Eb, + Fb, + Fpa + Fyb.

Estamos interesados en relacionar los campos de Killing con el grupo de
isometrias de la variedad. Para el contexto de geometria riemanniana supon-
dremos que la conexién V es la conexion de Levi-Civita. Sea M una variedad
riemanniana y X un campo de vectores sobre M, decimos que X es un cam-
po de Killing, si y solo si, X genera un subgrupo (local) a un parametro de

isometrias locales de M, es decir, si su flujo local ¢ es una isometria de M
sobre M para toda t suficientemente pequena.

ot
o o o O

(
(
(
(
(
(

Proposiciéon 4.6. Un campo vectorial X sobre una wariedad riemanniana
M es un campo de Killing, si y sélo si, la transformacion lineal Y — Vy X
es antisimétrica con respecto a la métrica, es decir,

(19) <VXY,Z)+<Y,VXZ) =0
para todo Y, Z € X(M).

La ecuacion (19) se llama ecuacidn de Killing y V es la conexion de
Levi-Civita. (Ver [Kob72, Cap. II, Prop. 2.2]). El siguiente lema es clascico
en el campo (ver [Wolfl11, Teor. 1.6.20]).

Lema 1. (Linealizacion en coordenadas exponenciales) En coordenadas ex-
ponenciales alrededor de un punto dado m en M, cada campo vectorial de
Killing de V que se anula en m, es lineal.

Ver [DG13, Lem. 7].

Los campos vectoriales de Killing de una conexién forman un dlgebra de
Lie bajo el corchete de Lie. Para una conexién V denotaremos por £(V) el
algebra de Lie de sus campos vectoriales de Killing. Una conexién afin V
se dice homogénea si para cada par de puntos de la variedad M existe un
difeomorfismo afin que envia un punto en otro. Nosotros vamos a considerar
una version local de homogeneidad, admitiendo que los difeomorfismos afines
sean definidos solo localmente, es decir, de un entorno a otro.

Definicion 4.7. La conexion V se dice localmente homogénea (y R(V) se
dice transitiva) sobre el subconjunto abierto U C M, si para cualquier u € U
y para cualquier vector tangente V € T, U, existe un campo de Killing local
X de V tal que X(u) =V.
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Proposicion 4.8. Sea V una conexion afin real analitica siméirica defini-
da en una vecindad del origen de R? y supongamos que V admite campos
vectoriales de Killing X y 'Y los cuales conmutan y son linealmente indepen-
diente en un abierto que contiene el origen en su clausura. Entonces V es
localmente homogénea en una vecindad del origen.

Ver [DG13, Prop. 11].

5. (G, X)-estructuras

Esta seccion esta escrita como un resumen del capitulo 3 de [Thu97],
incluyendo las Figuras 5 y 6.
Sea G un pseudogrupo sobre R™. Una G-wvariedad de dimensiéon n es un
espacio topologico M con un G-altas maximal (G-estructura) sobre esta. Un
G-atlas es una coleccion de cartas coordenadas G-compatibles cuyos dominios
cubren a M. Una carta coordenada, o sistema coordenado local, es una pareja
(Ui, ¢i), donde U; es un abierto en M y ¢; : Uy — R™ es un homeomorfismo
sobre su imagen. La compatibilidad nos dice que para cualesquiera dos cartas
(Ui, ¢i) v (Uj, ¢5) cuya interseccion es no vacia, la funcion de transicion o
cambio de coordenadas

Yij = @i © Gﬁj_l (Ui NU;) — ¢:(U; N U )
estd en G (Ver Fig. 4).

gi; = pio ;! O

qu(UimUj)CX (ﬁl(Uszj)CX

Figura 4. (G, (R? Vy))-estructura.

Ejemplo 5.1. [Variedades reales analiticas]. Sea C* el pseudogrupo de
difeomorfismos reales analiticos entre subconjuntos abiertos de R”. Una C%-
variedad es llamada una wariedad real analitica. Los difeomorfismos reales
analiticos quedan determinados tnicamente por su restriccién a cualquier
subconjunto abierto; esto es esencial en el estudio de la aplicacién desarro-
llante, la cual veremos un poco mas adelante.
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Ejemplo 5.2. [Foliaciones]. Consideremos R" = R"* x R¥ y sea G el
pseudogrupo generado por difeomorfismos ¢ (entre subconjuntos abiertos de
R™) que tienen la forma ¢(z,y) = (¢1(x, ), ¢2(y)), para x € R"F y y € R,
Una G-estructura es llamada una foliacién de dimension k.

Muchos pseudogrupos importantes vienen de acciones de grupos sobre
variedades. Sea X una variedad real analitica conexa, y G un grupo de
difeomorfismos reales analfticos actuando transitivamente sobre X, el grupo
G determina un pseudogrupo G generado por las restricciones de elementos
de G a subconjuntos abiertos de X, asi cada g € G coincide localmente con
algin elemnto de G. El dominio de g puede ser cubierto con subconjuntos
abiertos U, tal que g|Uy = go|Uqs para g, € G. Una estructura geométrica
sobre una variedad es un atlas de cartas con valores en algin tipo de espacio
modelo y funciones tomadas de algtn pseudogrupo de transformaciones sobre
el espacio modelo. Si X es el espacio modelo y G es el pseudogrupo hablamos
de una (G, X)-estructura sobre una variedad M.

Sea G un grupo de Lie actuando transitivamente sobre una variedad
real analftica X y sea M una variedad de la misma dimensién que X. Una
(G, X)-estructura sobre una variedad M es un atlas para su estructura suave
tomando valores sobre X y cuyos cambios de coordenadas son restricciones
de elementos de G. En general, para una (G, X)-estructura, se pide que X
sea simplemente conexo.

6. Aplicaciéon desarrollante y continuacién analitica

Sea X una variedad real analitica y G un grupo de difeomorfismos reales
analiticos actuando transitivamente sobre X. Un elemento de G queda com-
pletamente determinado por su restricciéon a cualquier subconjunto abierto
de X. Sean {¢; : u; = X };c7 una familia de cartas coordenadas con funcio-
nes de transicion ;5 = ¢; o <bj_1 :0;(UiNU;) — ¢i(U; N Uj). Por definicion
de una (G, X)-variedad, cada ;; coincide localmente con un elemento de G.

Si componemos ;; con ¢; obtenemos una aplicaciéon localmente cons-
tante U; NU; — G, la cual también llamaremos v;;. Supongamos ahora que
(Ui, ¢i) y (Uj, ¢;) son dos cartas cuyos dominios contienen el mismo punto
x. Podemos modificar la carta ¢; componiéndola con v;;(z) € G, asi ésta
coincide con ¢; alrededor del punto x. En efecto, si U; N U; es conexo, la
carta modificada ¢; coincide con ¢; en toda la interseccién, de esta manera
obtenemos una aplicaciéon U;NU; — X que extiende ¢;. En general, podemos
encontrar inconsistencias a la hora de querer extender una carta, en este caso
podemos pasar al cubriente universal.

6.1. Continuaciéon analitica. Empezaremos fijando un punto base zg €
M y una carta ¢ : Uy — X, para una (G, X)-variedad M, cuyo dominio
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contiene el punto base. Sea 7 : M — M la aplicacion cubriente universal de
M consideraremos a M como el espacio de clases de homotopia de caminos
en M que comienzan en el punto base, tomamos un camino « : [0,1] — M
representando un punto [a] € M de modo que 7([o]) = «(1). Existe una
particion 0 = tg < t; < t9,< -+, < t, = 1 que divide a en puntos xg =
a(ty), x1 = alt1), --+, Tn = an(ty), y un conjunto {¢; : Uy — X},
de cartas para M tal que ¢9 = ¢1 y cada subcamino esté contenido en el
dominio de una tnica carta coordenada (U;, ¢;). Es decir, a([t;—1,t]) C U;
para cada ¢ = 1,--- ,n. A lo largo de a vamos ajustando, sucesivamente,
cada carta ¢;, por lo que esta coincide con ¢;_1 (previamente ajustada) en
una vecindad de x; € U;_1 NU;. Este ajuste de cartas forman la continuacion
analitica de ¢g a lo largo del camino «. La ttima carta ajustada es

P = ’701(131)712(962) T ’anl,n(xnfl)gbn-

$2(Uz)

¢0(Uo)

Figura 5. Continuaciéon analitica. Aqui M es un toro afin. El ca-
mino « (puntedo) es dividido en los puntos xo,x1,- -, x4 (marcados
con puntos) de tal manera que cada segmento [x;—1, ;] quede contenido
completamente en una vecindad coordenada U;. La continuaciéon anali-
tica de ¢o a lo largo de «, es la misma carta ¢o sobre una vecindad del
primer segmento, Yo1(z1)¢o sobre una vecindad del segundo segmento,
y asi sucesivamente.

Definicién 6.1 (Aplicacién desarrollante). Para un punto base fijo y
una carta inicial ¢g, la aplicacion desarrollante de una (G, X)-variedad M
es la aplicacion 2 : M — X que coincide con la continuacion analitica de ¢y
a lo largo de cada camino, en una vecindad del punto final del camino. En
notacion 7 = ¢g o m, en una vecindad de o € M. Donde, 7 es la aplicacion
cubriente m : M — M. Si cambiamos el punto base y la carta inicial, la
aplicaciéon desarrollante también cambia por composicién con un elemento
de G. Asi, la aplicacion desarrollante es tinica salvo composiciéon con un
elemento de G.

Proposiciéon 6.2. Sea m : N — M un homemorfismo local de un espa-
cio topoldgico N en una (G, X)-variedad M. Entonces existe una (G, X)-
estructura en N tal que ™ preserva dicha estructura.
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Demostracion. Sea x € N, existen U y V vecindades de x y 7(x), respecti-
vamente, tal que 7 : U — V es un homeomorfismo local. Por la maximalidad
de la (G, X)-estructura podemos suponer que V es el dominio de una carta
¢. Definimos ¢om como una carta alrededor de x. Afirmamos que el conjunto
de todas las cartas construidas de la misma forma, para cada punto en M,
forman una (G, X)-atlas ya que si pom y ¢’ om son dos cartas cuyos dominios
de intersectan, entonces (¢ o 7)(¢' o)~ = p o ¢’~!. Ademas, m preserva la
estructura: dada (U, ¢ o w) una carta para N,y (V,4) una carta para M tal
que 71 (V)N U # ), se tiene oo (pom) ™t =poopt O

En particular cada espacio cubriente M de una (G, X)-variedad M tiene
una (G, X)-estructura canénica inducida por la aplicacion cubriente 7. Asi,
2 : M — X se vuelve un (G, X)-difeomorfismo entre M y X.

Definicién 6.3. Sean M y N, G-variedades. Decimos que un homeomorfis-
mo f: M — N preserva la estructura, si para cualesquiera dos cartas (U, )
y (V,4) tales que f: U — V es un homeomorfismo, ¢ o f oy € G.

Proposicion 6.4. Si S tiene una (G, M)-estructura y M tiene una F-
estructura tal que los elementos de G preservan F entonces S tiene una
F-estructura.

Demostracion. Sea (U, ¢) una G-carta de S y supongamos que (¢(U), ¢q)
es una F-carta de M. Definiremos una F-carta en S como la composiciéon
Yo © . Afirmamos que estas cartas forman un F-atlas para S, ya que si
tomamos cualesquiera dos F-cartas (¢(U),¢a) y (¥(U),¢s) se tiene qué

(a0 @)(psot) ™ =pa(pyp™)ops € F. 0

El caso particular cuando S es una superficie con una (G, .# )-estructura
y A tiene una F-estructura (una foliacion). La proposicon anterior nos
garantiza que podemos inducir una foliacién en S.

6.2. La holonomia. Sea 0 € 7 (M, zp). Obsérvese que en este caso el
punto inicial xy coincide con el punto final de la curva, por lo que el punto
base esta contenido en el dominio de la carta inicial y el dominio de la carta
final. Asi, la continuacién analitica a lo largo de un lazo representado por o
nos da un germen ¢§ que es comparable a la carta ¢g. Sea g, el elemento de
G tal que ¢§ o¢61 = go, luego ¢f = gs¢o; llamamos a g, la holonomia de o.
Definimos el homomorfismo holonomia p : w1 (M, xz9) — G por 0 +— g, y lo
llamaremos la holonomia de M, su imagen es el grupo de holonomia de M.

Sea T, : M — M la trasformacion de cubierta asociada con o que manda
7 +— o7. De la definicién de continuaciéon analitica tenemos ¢f™ = ()" y
(9¢0)" = g¢j- Luego, de la definicion de aplicacion desarrollante se sigue

(20) DoTy=g,09.
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;

Uy = U, Yo1(21)1(Us

¢0(Uo)

Figura 6. La holonomia alrededor de un camino. Para el toro
de la Figura 5, la continuacion analitica alrededor del lazo a requiere
dos cartas coordedanas: de ¢o a Yo1(1)d1 y luego a vo1(z1)y12(22)P2.
Por lo tanto, la holonomia alrededor de « es go = vo1(z1)y12(22) =

Y10(z1)701 (22).

Sean 01,09 € w1 (M, xzg), o1 -0 el producto de estos dos lazos (visto como
producto de curvas, es decir, recorremos primero oy y luego o). Aplicando
(20) a este producto, podemos ver que

9610,09 = DoTlys,,

= PoTy, oy,

= g5 0(Z07T,,)

= 90,90, 0.
Como Z es un homeomorfismo local, se sigue ¢o,00, = 9o, 9o, localmente,
pero como ambos son difeomorfismos reales analiticos se tiene la igualdad en
todo X. Por lo tanto, p : m (M, z9) — G es un homomorfismo de grupos.

De lo anterior tenemos que, a una (G, :X' )-estructura sobre M le corres-

ponde una aplicacién desarrollante 2 : M — X y un homomorfismo de

holonomia p : m (M) — G que satisface, para cada v € m (M) y para cada
p € M, la relacién

(21) I(v-p) = pv)- Z(p).

Definicion 6.5. Decimos que M es una (G, X)-variedad completa si la
apliaccién desarrollante & : M — X es una aplicacién cubriente.

Finalizamos esta seccién con algunos resultados generales, en particular,
que una conexién afin localmente homogénea sobre una variedad, da origen
a una (G, X)-estructura en el sentido de Thurston [Thu97]. Los resulta-
dos se expresaran para conexiones afines localmente homogéneas, pero se
cumplen més generalmente, para estructuras geométricas rigidas localmente
homogéneas en el sentido de Gromov [DG91, Gro88|.

Sea V una conexion afin en una vecindad del origen en R™ y suponga-
mos que K(V) es transitiva. Sea G el grupo de Lie simplemente conexo con



20 1. Preliminares

algebra de Lie R(V) y Gy C G el subgrupo correspondiente al algebra de
campos vectoriales de Killing que se anulan en el 0. Si Gy es cerrado, hay
una identificacion natural de una vecindad de Go/Go en G/Gp con una ve-
cindad del origen en R™. La siguiente proposicién establece el vinculo entre
las (G, X)-estructuras y las conexiones localmente homogéneas:

Proposicion 6.6. Sea M una variedad orientada y V una conexion afin
sobre M. Supongamos que V es localmente homogénea en todas partes. Sean
p € M, g el dlgebra de Lie de campos wvectoriales de Killing de V en una
vecindad de p y sea go C @ la subdlgebra de estos campos vectoriales de
Killing que se anulan en p. Sea G el grupo de Lie conexo y simplemente
conezo correspondiente a G y Gog C G el subgrupo correspondiente a ggo. Si
Gy es cerrado, entonces existe un cubriente de Galois finito @ : M — M
con grupo de Galois Tsom™ (V) /G, una conexion Vg sobre G/Go y una

(G, G/Gy)-estructura sobre M que es, ademds, una isometria entre ™V y

Vo.

Ver demostracion en [DG13|. El cubriente M no necesariamente es co-
nexo: puede tener una componente conexa en la restricciéon en la cual 7 es
uno a uno.



Capitulo 2

Conexiones afines
localmente simétricas en
superficies compactas
orientables

El objetivo de este capitulo es demostrar el cuarto inciso del Teorema 0.4,
esto con la finalidad de construir un modelo local, en el siguente capitulo,
sobre la superficie S del Teorema 0.3. Empezaremos tomando una conexién
afin simétrica V sobre R? y calcularemos todos sus campos vectoriales de
Killing, los cuales estan en la lista de Lie, presentada por Olver en [O1v95].
Para cada elemento de esta lista, buscaremos todas las conexiones afines
simétricas en R? que son preservadas. Finalmente, para estas conexiones que
son preservadas, calcularemos su algebra de Killing maximal.

1. Conexiones afines localmente simétricas V y sus
simetrias locales

En el Capitulo 1 hemos visto que en un sistema de coordenadas (z,y)
una conexion afin simétrica V en R?, queda determinada por sus simbolos
de Christoffel, a saber, por seis funciones A, B,C, D, E y F que dependen
de z y y. Como V es localmente homogénea usaremos la Proposicion 4.5 del
Capitulo 1, la cual nos da un criterio que describe los campos vectoriales de
Killing de tal conexién. Nuestro punto de partida es el siguiente resultado,
en el que resumiremos la clasificaciéon de Lie de grupos de transformaciones
de dimensiéon dos en la presencia de una conexién invariante.
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Proposicion 1.1. Sea V una coneridn afin simétrica C*° en una vecindad
del origen de R%. Si hay dos campos vectoriales de Killing que son linealmente
mdependientes en 0, entonces el dlgebra de Lie de campos vectoriales de
Killing satisface al menos uno de los siguientes:

(1) es de dimensidn dos;
(2) es isomorfa a 0(3,R);

(3) es isomorfa a sl(2,R);

(4) en coordenadas adecuadas, contiene el campo vactorial 0/0y y los
campos vectoriales de la forma h(y)0/0x para las soluciones h(y)
de una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden con coeficientes
constantes;

(5) en coordenadas adecuadas, contiene los campos vectoriales 0/0y y

x0/0x;

(6) en coordenadas adecuadas, contiene los campos vectoriales 0/0y,
0/0x y (sx 4+ y)0/0x + (sy — x)0/0y para algin s € R; o

(7) V es plana.

Esta afirmacién viene de investigar de manera directa las conexiones afi-
nes que son preservadas para cada uno de los grupos de Lie de transforma-
ciones transitivos en R? (segtn la clasificacion de Lie en el Gruppenregister
y presentada por Olver en [Olv95, p. 472-476]). Para facilitar la lectura de
esta tesis hemos incluido un Apéndice B, donde hacemos una réplica de las
Tablas 1 y 6 presentadas en [Olv95, p. 742, 475|. Estas tablas presentan
los grupos de Lie de transformaciones transitivos. A partir del 1.1 y hasta
el 1.11 (para los casos imprimitivos; que es nuestro caso) y del 6.1 hasta el
6.8 (para los casos primitivos). Los grupos 1.5-1.11 contienen un parametro
k € Z(k > 1); los grupos 6.1 y 6.7 contienen un pardmetro o € R.

Muchos de estos grupos de transformaciones no preservan una conexion.
Por ejemplo, si V es una conexién en la vecindad del origen de R y si X es
un campo vectorial de Killing de V que se anula en el origen, X es lineal en
coordenadas exponenciales, (ver Lema 1, Cap. 1 o [Wolf11, Teor. 1.6.20]).
Asi, hay un campo vectorial de Killing no nulo con parte lineal cero. Esto
excluye a priori los casos 1.4, 1.5-1.9 (para k > 3), 1.10 y 1.11 (para todos
los valores de k), 6.5 y 6.6, que preservan una conexion.

Muchos grupos caen dentro del apartado (4). Este es el caso para los
grupos 1.5 y 1.6 (ambos en el caso k& = 2). Un caso particular del inciso
(4) corresponde a h” = 0. Esto cubre los grupos 1.7-1.9 (para todos los
valores de k), 6.5 y 6.6. El grupo 1.5 (k = 1) pertenece al inciso (1). El
grupo 1.6 (k = 1) corresponde al (5). Los grupos 1.1, 1.2 y 6.2 estan dentro
del caso (3). El grupo 1.3 pertenece al caso (2). El grupo 1.3 esta definido
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en {(z,u)|lu > 0} y contiene los campos vectoriales xd/0x y ud/0u: en las
coordenadas (z,y) = (x,logu) este pertenece al caso (5). Los grupos 6.1 y
6.4 pertenecen al caso (6).

Todos estos hechos prueban la proposicién anterior.

Una imagen méas completa debe hacer explicitos los casos donde el grupo
de transformaciones de Lie que preservan una conexiéon, es maximal. Con

respecto a esto, refinamos la Proposicion 1.1, en la siguiente (comparar con
[KOV04| y [AMKOS8]).

Teorema 0.4 Sea V una conexion afin simétrica C*° en una vecindad del
origen de R?. Si hay dos campos vectoriales de Killing que son linealmen-
te independientes en 0, entonces el dlgebra de Lie de campos vectoriales de
Killing es alguna de las siguientes:

(1) de dimension dos;
(2) isomorfa a o(3,R);

(3) isomorfa a sl(2,R);

(4) en coordenadas adecuadas es generada por los campos vectoriales
x0/0x, /0y y aquellos de la forma h(y)0/0x, para las soluciones
h(y) de una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden con coefi-
cientes constantes; o

(5) V es plana.

En particular, tiene dimension menor o igual que cuatro si no es plana.

Demostraciéon. Vamos a demostrar que en los casos (4) y (5) de la Propo-
sicion 1.1, estamos en realidad el caso (4) del Teorema 0.4 y que en el caso
(6) tenemos una conexién simétrica y plana.

Comenzaremos con el caso (4) de la Proposicion 1.1. Sean o, € Ry V
una conexién en una vecindad del origen de R?. Supongamos que el algebra
de Lie de campos vectoriales de Kiling de V contiene un Aalgebra de Lie
de dimension tres de campos vectoriales R, s generada por d/0y y por los
campos vectoriales de la forma h(y)d/0x tal que

(22) h" +ah/ + ph = 0.

Consideremos el campo vectorial X = ad/dz + bd/dy sobre R?, donde a y
b son funciones en términos de = y y. Asi, para los campos vectoriales que
generan K, g tenemos:

= =0, b=1, para el campo vectorial X = 8%7

» a=hi(y), b=0, para X = hi(y)a% coni=1,2.
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Dado que 9/0y es un campo vectorial de Killing de la conexion V, la cual es
de la forma (11), del sistema de ecuaciones diferenciales (13)-(18) obtenemos:

Ay =0, B,=0, C,=0, D,=0, E,=0, F,=0.

Por lo tanto, todos los simbolos de Christoffel de la conexién V son funciones
que dependen Unicamente de z. Analogamente, como hemos asumido que el
campo vectorial 20/0z es un campo vectorial de Killing de V, entonces del
sistema de ecuaciones (13)-(18) tenemos:

(23) A+Ax = 0
(24) 2B+ Byz = 0
(25) Cex = 0
(26) D+D,xz = 0
(27) -E+FEx = 0
(28) F,x = 0.

De las ecuaciones (25) y (28) podemos deducir que las funciones C'y F' son
funciones constantes. Denotaremos C' =y y F = ¢, paray y ¢ constantes.
Observemos ahora que las ecuaciones (23), (24), (26) y (27) tienen la forma
de una ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden:

(29) nf+axf =0, connc¢€Z.

Dividiremos entre z la ecuacion (29) para llevarla a su forma estandar:
d

(30) G im0y connez
dr x

Obsérvese ademés que para esta ecuacion diferencial no se puede aplicar el
Teorema de existencia y unicidad en z = 0. Analicemos entonces el caso
cuando x # 0. Supongamos sin pérdida de generalidad que x > 0, el factor
integrante viene dado por

ef Rdr _ enfdf _ enln(a:) _ eln(x") ——

Multiplicando (30) por el factor integrante obtenemos

d
x”—f—l—nxnflf =0
dx

(31) L) = 0

De (31) tenemos que f(z) = cz™", con ¢ una constante, es solucion de la

ecuacion diferencial (29) y nunca es cero pues x # 0. Ahora bien, cuando
n > 0, la tinica solucién diferente de f cerca del 0 es la funciéon cero. Por lo
tanto, para este caso la funcién f es idénticamente cero. Luego, las funciones
A, B y D son funciones idénticamente cero. Supongamos ahora que n < 0
entonces f(z) = cz™ por lo que E = ez, para alguna ¢ € R.
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Nos queda pendiente el campo vectorial h;(y)9/0x. Haciendo h(y) =
hi(y) para ¢ = 1,2, y sustituyendo las soluciones de este campo en el sistema
de ecuaciones (13)-(18) se tiene:

(32) —BR (y) + Azh(y) = 0
(33) Bh(y) = 0
(34) (A—=D)R'(y) + Cah(y) = 0
(35) BN (y) 4+ Dyh(y) = 0
(36) W'(y) + (2C = F)W (y) + Ezh(y) = 0
(37) 2DN (y) + Fyh(y) = 0

Sustituyendo los valores correspondientes de A, B, C, D, E y F en el
sistema de ecuaciones diferenciales (32)-(37), éste se reduce tnicamente a la
ecuacion (36), la cual se transforma en la siguiente ecuacion:

(38) h'(y) + (2v — ¢)W' (y) + eh(y) = 0.

Por hipotesis, cada solucion de (22) debe ser una solucion de todas las ecua-
ciones (32)-(37), luego, la ecuacion (36) debe ser la ecuacion (22), se tiene
finalmente que o« =2y — ¢ y S = e. Concluimos que:

A=0,B=0,D=0,C=~, F=2y—qa, E=pz+9,

para algtn §, v € R. Por lo tanto, la conexién afin simétrica V sobre R? se
reduce a

(39) VoZ=0, Vod=17% Vaok=0Br+0)E+27-a)L

ox ox oy

para o, # y v constantes. El pardmetro é no es escencial. Si g es una funciéon
tal que ¢" + aq¢’ 4+ Bq = 0, el cambio de coordenadas (z,y) — (z + q(y),y)
preserva el algebra de Lie R, y manda la conexién (39) a una con los
mismos valores «, 8,7 con § = 0. Estas conexiones forman una familia de
dimensién 2, ya que el cambio de escala y — uy preserva la familia y actua
sobre los coeficientes como

(40) (c, B,7) = (pev, 2B, ).

Denotaremos de ahora en adelante por .# = (R?, Vj) a R? con la conexion
Vo dada por (39). Tal conexion es localmente homogénea en el origen, pues
si ho(y) es una solucion de la ecuacion (38) que no se anula en el origen
entonces los campos vectoriales de Killing 9/0y y ho(y)0/0z son linealmente
independientes en el origen.
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Calcularemos ahora la curvatura de Vy:

R(£.2)& = VoVaold-VoVal+Va 018
Y ox (97 aiy 9z [%’87/]
— ( ) 0)+0=0;
R(@@)@ = vdvdg—vdvd Vaa@
oz’ 0y | Oy oz ay ay 8y ozx 8y [%’87;] %y
Y
T x Y

= [B+r(v—a)] 2.

Finalmente, para la curvatura de Vg tenemos

0
(V@Va—VaV@) = 0
or Oy oy Ox
4y (Va0 -VaVa)l = Brat-aly
8(?13 86; ('?y ox ay ox

Como Vg no es la conexién estandar, entonces la curvatura y la torsion no
se anulan simulaneamente. Luego,

B+y(y—a)#0.

Calcularemos ahora el algebra de Lie maximal de campos vectoriales
de Killing de una conexién Vg de la famila de conexiones (39). Sean X =
a(x,y)0/0x+b(x,y)0/dy, Y = 0/0y, Z = J/Jx. Sustituyendo estos campos
vectoriales en (10), el sistema de ecuaciones (13)-(18) se reduce a

(42) 0 gz + 27bz,

(43) 0 = bu,

(44) 0 = agy+ Baby + vby,

(45) 0 = byy+(y—a)bs,

(46) 0 = ayy — Bra, + aay + 28xb, + fBa,
(47) 0 = byy — Baby + (2y — a)by.

Asi, X es un campo vectorial de Killing de la familia de conexiones (39), si
y s0lo si, satisface el sistema de ecuaciones (42)-(47).
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De la ecuacion (43) obtenemos que b(z,y) = f(y)x + g(y). Simplificare-
mos un poco la notacion haciendo b(x,y) = by f(y) = f, sin olvidar que
tanto b como f son funciones. Tenemos asi las siguientes derivadas parciales:

by = f, bxy:f/a by:$f,+g/7 byyzxf”+g”-

Sustituyendo lo anterior en (45) se tiene f' = (a —)f v f" = (a —7)[f".
Luego, sustituyendo f"y f” en (47) obtenemos

0 = zf'+4¢"—Baf+ 2y —a)(zf +9)
(48) = [/"+v—a)f =Bflz+ ¢+ 2y —a)d].

La ecuacion (48) se puede separar en dos ecuaciones, ya que los términos
dentro de los corchetes son funciones de y. Luego, sustituyendo f’y f” en
(48) tenemos por una parte que

0 = f"+@2y—a)f —8f
= (a=—7)(a=Nf+2y—a)a—7)f-Bf
= _( 2_7a+6)f7

dado que hemos asumido que la conexién no es plana, v2 —ya+ 3 # 0, luego
f =0. De la otra parte de (48) se tiene que ¢” = —(2v — a)g’. Sustituyendo
f en la ecuacion (42) se tiene que a,; = 0 por lo que, a(x,y) es de la forma

a(z,y) = k(y)z + h(y), luego;
ay =k, Qzy = K, ay = zk + K, Qyz = K, Qyy = zk" + h".

De (44) tenemos k' = —v¢/, luego k" = —yg" = v(27 — a)g’ = (272 —ya)g'.
Finalmente, de la ecuacion (46) se tiene

0 = zk"+h" - Bak + a(zk’ + 1) +28z(zf' + ¢') + B(zk + h)
2(29* = ya)g' + h'" — Bk + a(x(—vg) + W) + 2Bxg + Brk + Sh
= 22(y* —ay+ B)g' + [W" + ah’ + Bh].

El sistema de ecuaciones (42)-(47) se reduce a b/ +ah’ + 8h=0,¢g =0y
k" = 0: estamos en el caso (4) del Teorema 0.4.

En el caso (5) de la Proposicion 1.1, como 0/0y es un campo vectorial
de Killing de V, los coeficientes de la conexion son funciones de z. Ademés,
como z0/0z es, por hipotesis, un campo vectorial de Killing, los coeficientes
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de la conexion deben satisfacer el sistema

(49) vAg+A = 0
(50) 2B, +2B = 0
(51) 2Cy = 0
(52) xDy + D 0
(53) xE,— E = 0
(54) zF, = 0.

Concluimos que A, B y D son cero, que C'y F son funciones constantes y
que E = px para algin p € R. La conexion de arriba pertenece a la familia
(39) para 8 =y d = 0. Por el estudio previo a los campos de Killing de la
conexion (39), estamos en el caso (4) del Teorema 0.4.

En el caso (6) de la Proposiciéon 1.1, si una conexiéon V tiene tal algebra
de Lie de campos vectoriales de Killing entonces, como los campos vecto-
riales coordenados son de Killing también, los simbolos de Christoffel son
constantes. Imponiendo la condicién que (sz+y)0/0x + (sy — x)0/0y es un
campo vectorial de Killing, el sistema (42)-(47) se reduce a un sistema lineal
de seis ecuaciones en las seis constantes A, B, C,etc. cuyos coeficientes son
polinomios en s. El determinante del sistema es (s + 9)(s? + 1)3. La tnica
conexién que es preservada es aquella con simbolos de Christoffel nulos.

Esto finaliza la demostracion del Teorema 0.4. O

Recordemos que solo nos interesa el caso (4) del Teorema 0.4, que es el
caso que se trata en la tesis. Denotaremos a partir de ahora 8,3 = &(Vo)
al dlgebra de Killing de la conexidn V.



Capitulo 3

Modelo local

En este capitulo empezamos tomando una familia de dlgebras de Lie g, g
tomada de la lista de Lie, presentada por Olver en [O1v95], y calcularemos
mediante la integracion de sus campos vectoriales su grupo de Lie asociado G.
Este grupo de Lie acttia transitivamente en el espacio modelo .# = (Vj, R?)
que hemos visto en el Capitulo 2. Tenemos entonces una (G, .#)-estructura
sobre la superficie compacta y orientada S del Teorema 0.3.

1. Grupo de Lie G asociado a g, 3

Empezaremos fijando un algebra de Lie g de campos vectoriales toma-
da de las tablas 1 y 6 del Apéndice B. Consideremos la siguiente ecuacién
diferencial de segundo orden

(55) h'(y) + ah/(y) + Bh(y) =0

con coeficientes constantes «, 5 € R. Por teoria de ecuaciones diferenciales
sabemos que la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion (55) esta dada
por el polinomio de segundo grado P(¢) = £2+a&+ 3 = 0. Denotaremos por
A = a? — 4 el discriminante del polinomio P. Tenemos tres casos para la
solucion de la ecuacion (55), donde ¢, co € R seran coeficientes constantes.

» Dos raices reales y diferentes, (A > 0): el polinomio P tiene
dos soluciones reales y diferentes a; y ag. La solucién general para
la ecuacién diferencial (55) estd dada por h(y) = c1e®Y + coe®?Y.

» Dos raices reales e iguales, (A = 0): P tiene una solucion real
a con multiplicidad dos. La solucion general para (55) estéd dada por
h(y) = c1e™ + coye®.
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= Dos raices complejas, (A < 0): P tiene dos soluciones complejas
conjugadas a =+ b, luego la solucién general para (55) esta dada por
h(y) = c1e® cos(by) + coe™ sen(by).

Observacion 1. Si h es solucion de (55), h' también lo es.

Consideremos el conjunto {xd/dx,d/0y, hi(y)0/0x, hy(y)0/dx} de campos
vectoriales sobre R?, donde las funciones h1(y) y h2(y) forman una base para
el espacio de soluciones de la ecuacion diferencial (55) y son descritas en cada
caso como se menciona arriba.

Sean A, B,C'y D funcionesde z y y, X = A9/0x+BJ/dy,Y = CO/0x+
DO/dy campos vectoriales sobre R2. La formula general para el corchete de
X y Y esta dada por:

[X,Y] = (AC, + BC, — CA; — DAy & + (AD, + BD, — CB, — DB,)£..

Por la Observacion 1 se sigue que hl(y) para i = 1,2, es solucion de (55).
Asi, los campos vectoriales zd/0z, 9/0y, hi1(y)0/0x y ha(y)0/0x generan
un algebra de Lie, la cual denotaremos por

9o, = Span {x%7 %7 hl(y)%7 h?(y)%} .

Obsérvese ademas que g, g coincide con el dlgebra de campos vectoriales de
Killing de la conexién Vq. Es decir,

(56) 9a,8 = ﬁ(Vo).

Sea f una funcién de clase C*° definida sobre R%. Denotaremos a partir de
ahora, X =20/0x y Y = 0/0y. Luego,

_ o (o d (.0 _ 0% Pf _
XY = 2 (50)) = & @E() =vid; —vid: =0.
Veremos méas adelante que estos dos campos vectoriales son completos, por
lo qué, inducen una accién efectiva de R? sobre nuestro espacio modelo ..

El subespacio generado por estos dos campos vectoriales es una subdlgebra
de g que denotaremos por

— g 0
h = span {xﬁ, @} .
De manera anéloga, calcularemos el corchete de Lie de los campos vectoriales
de la forma Z; = h;(y)0/0x, para i = 1,2.

20, Za)(f) = [hy) 2, ha(y) 2] (f)
= hi(y)Z (ha(y)Z(f)) —ha(y) 2 (M (y) Z(f))
= hi(W)ha(y) s — ha(y)hi (y) 2k = 0.

FEsto muestra que g contiene otra subélgebra conmutativa de dimensién dos,
la cual denotaremos por

t = span {h(y)a%} , donde h(y) es solucion de (55).
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Verificaremos a continuaciéon que ¢ es un ideal de g.
(X, Z](f) = =& (n > 2() = h(w) & (z2(f))
= ah(y) fds — h(y) 3L — h(y)r s
= —h(y >&,,,,
(X.Z)(5) = & (mwE!) - rw & (
= WL +hy) L - hy) 2k
= h'(y)%

Para una mejor lectura haremos un resumen de los célculos anteriores; ya
que seran utilizados mas adelante.

Sea P(&) = €2+ a& + 3 el polinomio caracteristico asociado a la ecuacién
diferencial (55), A = a? — 473 el discriminante de este polinomio. Dada una
base ordenada (Z1, Z3) de ¢, tenemos:

(57) [X,Y]=0, [X,Zi] =—Z;, [Z1,Z2] =0, en todos los casos. Ademas,
» Si A >0 tenemos [Y, Z;] = a;Z parai=1,2.
» Si A =0 tenemos [Y, Z1] = aZ1, Y, Z2]| = Z1 + aZs.
» Si A <0 tenemos Y, Z1]| = aZy — Zs, [Y, Zo| = Z1 + aZs.

Como espacio vectorial g = h @ €. Ademas, de los célculos anteriores
podemos observar que ¢ es el algebra de Lie derivada de g, esto es, [g,g] = &

Describiremos ahora la estructura del grupo de Lie G, conexo y simple-
mente conexo, asociado al algebra de Lie g, 3. Veremos en lo que sigue que
dada la completitud de cada uno de los campos que generan g, g, el grupo
de Lie G acttua sobre .#. Mostraremos ademés, que esta acciéon es transitiva
y, en consecuencia, .# es un espacio homogéneo de G.

Por otra parte, hemos visto que el dlgebra de Lie g es la suma directa de
las subalgebras h y €. A estas subalgebras le corresponden, respectivamente,
dos subgrupos de G de dimensiéon dos, H y K. Veremos que el grupo G es
el producto semidirecto H Xy K correspondiente a alguna representacion
U : H — Aut(K), que define, en el conjunto H x K el producto

(h1,k1) - (he, ko) = (h1 + ha, Wy, (k2) + k1).

Como un grupo de transformaciones, el elemento (h, k) de G indica, con la
convencion de arriba para el producto semidirecto, que actiia primero h € H
y luego k € K. A continuacion daremos la manera en que acttian h y k.

1.1. Flujo de los campos vectoriales del Algebra g, 3. Empezaremos
calculando el flujo de los campos vectoriales X = xzd/0x y Y = 0/0y,
respectivamente, integrando explicitamente cada campo.
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Sea X = xz0/0z. El sistema de ecuaciones asociado a este campo vectorial

estd dado por

¥ =z,

y = 0.
Resolveremos ambas ecuaciones diferenciales: escribimos 2’ = z en la forma,
dx/ds = x, reescribiendo tenemos dz/x = ds, integrando ambos lados de la
igualdad [dz/x = [ ds, se tiene In(z)+ C; = s+ Cs con C; y Cy constantes,
luego en(@) = es+C para C' = (5 — (1 constante. Finalmente z = xge®.

Analogamente para el campo vectorial Y = 9/0y tenemos la ecuacion
diferencial dy/dt = 0. Integrando esta ecuacién tenemos que y = yo + t.

Resumiendo lo anterior:
» X genera el flujo ¢s(xo,y0) = (zo€®,40), Vs € R.
» Y genera el flujo ¢y(z0,y0) = (z0,y0 +t), Vt € R.

Observemos que los campos vectoriales X y Y estan definidos para todo
tiempo t y s, respectivamente, por lo que cada uno de estos flujos generan
una acciéon de R sobre .. A partir de estas dos acciones vamos a definir ¢
haciendo actuar (R?,+) como sigue:
o1: R:x.t — M
((s,t), (z0,90)) — (woe®, 50 +1).

Proposicion 1.1. ¢ es una accion de grupos.

Demostracion. Sean (s,t),(s',t) € R? y (wo,y0) € A.

¥1 ((07 0)7 (x07 yO)) = (.73060, Yo + 0)
= (20, %0);
Y1 ((Svt) + (5/7 t/)v (a:07y0)) = %1 ((5 +5t+ t/) (IOaQO))

= (moes+8/,yg +t+ t’)

= (1‘068/ e’ (yo+t') + t)
= p1((s.1), (z0e*, 90 + 1))
=: @1((S>t)7901((8/7t,)7 ($0’y0)))'

Por lo tanto 1 es una accién de grupos. O

Obsérvese ademads que la accidén ¢ no es libre, ya que el estabilizador
del (0,0) € A es Gy0) = {(5,0) | s € R} y no es trivial.

Por otra parte, se sigue de la Proposicién 3.3 del Capitulo 1, que para
cada (s,t) € R?, Pl + M — A definida por o1, (z,y) = (ze’,y +1) es
un difeomorfismo de .# en . .
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Proposicion 1.2. El homomorfismo inducido por o1 definido por

o1 : (R%, +) — Diff (#)
(s,t) Plis,n

es nyectivo.

Demostracién. Sean (s, t), (s',t') € R? tales que ¢1(s,t) = p1(s’,t'). Lue-
go, para toda (z,y) € 4 se tiene que Pl (z,y) = P1 t,>(x,y), si y solo

si, (ze®,y + 1) = (ze*,y + '), se tiene entonces

(58) ze® = ze® paratodazm, y
(59) y+t = y+t paratoday.

De (58) se sigue que z(e® — es/) = 0 para toda z, luego, ¢ — ¢ = 0 que a
su vez implica e¥ = ¢* y como la funcién exponencial es inyectiva se sigue
s’ = s. Por otra parte, de (59) t = t’. Por lo tanto, 1 es inyectiva. O

La proposicién anterior implica dos cosas: que 1 es una accién efectiva y
que Diff(.#) contiene una copia de R2. Definimos H = ¢1(R?, +) un grupo
de transformaciones que actiia sobre .. Asi, un elemento h € H actiia sobre
A, de la siguiente manera:

(60) (s,1) - (2,y) = (xe’, y +1).

A continuacion analizaremos en cada caso, los flujos de los campos vecto-
riales Z;. Recordemos que los campos vectoriales Z; para ¢ = 1,2, estan rela-
cionados con las soluciones de la ecuacion diferencial A" (y)+ah/(y)+5h = 0,
las cuales fueron vistas al inicio de la Seccién 1.

1.2. Dos valores propios reales y distintos. Consideremos nuevamen-
te la ecuacion diferencial (55) y sus soluciones h;(y), con i = 1,2. Entonces
para este caso los campos vectoriales sobre .# son:

— 70 90 — 01y 0 — o2y 0
X =wxg, Y—ay, Zhn =€, Zo=eM g

En la secciéon 1.1 analizamos los flujos de los campos vectoriales X y Y. Ha-
remos algo similar para los campos Z;, el flujo para estos campos vectoriales
estd dado por ¢y, (20, yo) = (xo + e ¥w;, yo), para w; € R, y esté definido
para todo tiempo wi y we respectivamente, por lo que cada uno genera una
accién de R sobre .#. A partir de estas dos acciones definiremos

©a - R2 x .# — M
(w1, w2)(z0,%0) +— (0 + eM¥0wy + e®Yowy, yp).

Proposicion 1.3. ¢s es una accion de grupos.
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Demostracién. Tomemos (wy, ws) y (w},w}) en R?, luego, para todo (zg,yo) €
M se tiene

09 ((0’ 0)7 (xO; yo)) _ (370 + 6a1(yo) 0+ eaz(yo) . 073/0)
= (z0,0);
@2 (w1, w2) + (wh,wh), (zo,90)) = w2((w1 +wh, w2 4+ wh), (o, y0))

= (wo + ™Y (wy + w))
+e™2% (wy + wh), yo)
= po(wr, wa), (zo + e"¥Ow)
+e™Y0wy, yo))
= @2((’[1)1,11}2) ) 902((w,17wé)7 (anyO)))'
Por lo tanto, ¢ es una accién de grupos. ([
Observemos que la accion g9 no es libre, ya que el estabilizador del punto
(0,0) € A es Go)) = {(w1,—w1) € R? | w1 € R} y no es trivial.
Proposicion 1.4. El homomorfismo s inducido por po y definido como
@2 (R%,+4) — Diff(#)
(Wi, w2) = P20, )

es inyectivo.

Demostracién. Sean (wy,ws), (w),wh) € R? tales que
@(wlﬂ ws) = %(w/b w,2)

Luego, para toda (z,y) € 4,

P2, wgy) (.Z', y) = 802(“’,1’“’,2) (z,y), siy solosi
(z + eYwy + e®Ywq,y) = (x+ e Yw] + e™Ywh,y), siy solo si
(61) eV + e™Ywy = eV + e™Yw), para toda y.

De (61) tenemos
(62) eV (wy — wh) + €™ (wy — wy) = 0.

Como e™¥ y €Y gon soluciones de la ecuacion diferencial (55), se sigue que
(62) también es solucion de (55) y debe ser la solucion cero, esto implica que
wy —w; =0 y we—wh =0, por lo que w; =w] y wy = w). Por lo tanto
©2 es inyectivo. O

De la proposicién anterior se sigue que @2 es una accion efectiva y que
Diff(.#) contiene una copia de R? (diferente de la anterior). Definiremos
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K = $2(R?,+) un grupo de transformaciones actuando sobre .#. Asf, un
elemento k € K actia sobre .# como sigue:

(63) (wlv ’lUQ) : (IE? y) = (:E + ealywl + eazyw% y)

De las Proposiciones 1.2 y 1.4, respectivamente, se sigue que H y K son
subgrupos de Diff (7).

En lo que sigue, para la definicién de producto semidirecto puede remi-
tirse a la Seccion 1.3 del Capitulo 1.

Proposicion 1.5. El grupo generado por H y K es un producto semidirecto.

Demostracion. Sea g € HN K, para todo (x,y) € .# se tiene

e1(9)(zy) = ©2(9)(2,y)
p1,(z,y) = 2. (z,y)
Pl (TU) = P20 0 (€5 Y)
(64) (xe®,y+1t) = (z+ e Ywi + e wq,y).

De (64) se sigue que t = 0,

(65) x = ze® paratodox, y

(66) e"Ywy + e*Ywy = 0 para todo y.

De (65) tenemos e® = 1, por lo que, s = 0. Recordemos ademéas que e*'¥
y €Y son soluciones de la ecuacion diferencial (55), por lo que la ecuacion
(66) debe ser la solucién cero para (55), luego w; = 0 y wy = 0. Por lo tanto,
g =1(0,0), es decir, HN K = {(0,0)}.

Mostraremos ahora que H C Npjg(.4)(K). Sean (s,t) € H, (w1, ws2) € K
y (z,y) € A

QO((S; t)(wl’ w2)(_5, —t))(.’lf, y) (@1 (3’ t) o 62(11}17 ,w2) o 9’51(_57 —t))(ﬂ’j7 y)

— (901<S’t) © P21 ) © 901(75?70)(1’, Y)
(gol(sat) © 802(14)1,1“2)) ($6_57 Yy — t)

= SOl(s,t) (xefs + eal(yft)wl
+e2W Dy y — 1)

= (we 55 4 MY ultsy,
+€a2y€_a2t+sw2, y)

— (l’ + ealyes—mtwl + eadeS_a2tw2, y)

s—ait s—aaot

Haciendo wy = e w; 'y wg=e wa, se tiene para todo (x,y) € A

(67)  (z+e"¥e™ My + e®Ye® g, y) = (z + ey + Yy, y).
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Po? lo t.anto., Plisty © P2y wg) © PLs,t) = P2y iyys COD (w1, wq) € K. Esto
dltimo implica

(68) (s,t)(w1,w2)(—s,—t) = (W1, ws), para algin (wy,ws) € K.
De (68) se sigue que H C Np;g( ) (K). Lo anterior induce

U: H — Aut(K)
h  +— Wyu(k) = hkh™ !,

esto es, el automorfismo inducido por (s,t) dado por

esfalt 0
\I/(S,t) = ( 0 eS—azt ) .

0

Proposicion 1.6. El grupo G es un grupo de Lie y ¢ : G X M — M dada
por (s, t,wy,wy)(x,y) — (xze® + Wty 4+ e2WHyy y 4+ 1) es una accion
efectiva y transitiva de G sobre la variedad A .

Demostraciéon. Para mostrar que ¢ es efectiva calcularemos el grupo de iso-
tropia global (ver definicion en la Seccion 1.2 del Cap. 1). Sea (s, t,wy, wa) €
G tal que (s,t,wi,w2) - (z,y) = (x,y) para todo (z,y) € 4. Se sigue
que (ze® + e Wty 4 e2WHy, o 4+ 1) = (z,y) si y solo si, t = 0y
ze® + e"Ywy 4+ e®Ywy = x. De la dltima igualdad tenemos que

(69) xz(e®*—1) = 0, paratodaz,y

(70) eYuwy +e*wy = 0, paratoday.

De la ecuacion (69), s = 0. Por otro lado, como e*¥ y €*2Y son soluciones de
la ecuacion diferencial (55), se sigue que la ecuacion (70) debe ser la solucion
cero de la ecuacion diferencial (55), para toda y. Esto implica wy = 0, wy = 0.
Se sigue que, el grupo de isotropia global G, es trivial. Por lo tanto, ¢ es
efectiva. Por otra parte, la 6rbita del (0,0) € .# esta dada por

Owo = {(z,y) € M| (s,t,w1,w2)(0,0) = (v,y)}
= {(z,y) € A | (0-€ + e O Dy 4 2000 0 4-1) = (2,9)}
= {(z,y) € A | (e"'wy + e®'wy,t) = (z,y)}.

Podemos resolver lo anterior en términos de wy, we y t. Para todo (z,y) € A
hacemos t = y, w; = ze” Y y we = 0. Asi, para todo (z,y) € 4 existe
g = (s,y,ze” MY 0) € G tal que (s,y,ze Y, 0)(0,0) = (x,y), es decir, la
orbita del (0,0) es todo .# y por lo tanto ¢ es transitiva. O
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1.3. Algebra de Lie de Campos vectoriales de Killing que se anu-
lan en el origen: gy. Los campos vectoriales de Killing que se anulan en
un punto p € .#, forman una subalgebra de Lie de g. Calcularemos la subal-
gebra de Lie gg C g de los campos vectoriales de Killing que se anulan en el
origen de R?, el grupo de Lie correspondiente se denota por Gg y corresponde
al grupo de isotropia del (0,0) € .-

Goo = {(s,t,wi,we) € G| (s,t, w1, w)(0,0) = (0,0)}
= {(s,t,w1,ws) € G | (™ wy + e®'wy, t) = (0,0)}
= {(s,t,w1,w2) € G|t =0,w; =—wo} = {(s,0, —wo,ws)}.
Sabemos por la Proposicién 3.7 que G(g o) s un subgrupo cerrado de G, por
lo tanto, es un grupo de Lie. Ademés, como la acciéon ¢ es transitiva se tiene

que A =~ Oy = G/G g ), es decir, el grupo de Lie G actiia transitivamente
en ./ preservando una conexién especifica Vo, y

dim 0(070) = dim(G/G(070)) = dimG — dim G(O,O) =4-—-2=2.

Finalmente, la subalgebra de Lie gg para este caso, estd formada por
los campos vectoriales X y Z1 — Z2. Por lo tanto, el grupo de Lie Gy que
buscamos tiene dimensién 2, y serd usado en el Capitulo 3.

1.3.1.  Campos vectoriales C*° sobre .# asociados. Inversamente, a partir
de ¢ podemos obtener campos vectoriales C'™° sobre .#, para esto debemos
considerar la restriccién de ¢ a cada uno de los parametros s,t,w; y wo
respectivamente.

Parametro s: Restringiendo ¢ al parametro s se tiene
Ols s} x M — M
(s, (x,y)) — (ze’,y)
Sea p = (z,y) un punto en .Z.
do(s)(p),  _ d(wes,y)‘

ds ‘SZO  ds
Parametro ¢: Restringiendo ¢ al parametro ¢ se tiene
¢’t {t} X M — ,%
(t, (z,y)) — (z,y+1)

do(t)(p) d(z,y +1) 9 0
Tar 0= g o= (0D =0 g1 g
Parametro w; para i = 1,2: Consideremos ¢ restringida al parame-

tro w; para ¢ = 1,2. Esto es,

Glw,; {wi} x M — M
(wla (‘Tv y)) = (.17 + eaiywiv y)

= (we®, O)‘

s=0 :(xuo):x[;%—i_oa@y

s=0

Luego;
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Asi para un punto p = (x,y) en .# tenemos

do(w)(p)  _ d(z+eVuny)
dw;  'wi=0 dw; wi=0
= (0] g = (", 0) =V F 0

Se tienen finalmente los cuatro campos vectoriales:

_ .0 _ 0 — a1y 9 — o2y 9
X_:Uaz’ Y_ay’ Zy=e oz’ Zy=e Ox "

1.4. Dos valores propios reales e iguales. Los campos vectoriales so-
bre .# son:

_ .0 _ 0 _ 0 _ 9
X—.Z’%, Y = Fy, Zl —eay%, Zz—y@ay%.

Para los campos X y Y haremos referencia a la seccién 1.1. Los correspon-
dientes flujos para Z1 y Zs estin dados de la siguiente manera:

» 7 genera el flujo ¢y, (xo,y0) = (zo + €™0w1,yo), con wy € R.

» 75 genera el flujo v, (o, y0) = (2o + ye™ wa, yp), con wa € R.

Los campos vectoriales Z7 vy Z5 también son completos, por lo que cada uno
genera una accion de R sobre .. A partir de estas dos acciones definiremos
@2 : R2 x M — # (analoga al @o anterior), dada por ((w1,ws), (zo, o))
(xo + 0w + yoe®™ow,, yo).

Proposicion 1.7. @9 es una accion de grupos.

Demostracién. Sean (wy,ws), (wy,w)) € R?, (xg,y0) € 4. Tenemos

©2((0,0), (w0,50)) = (2o + €™ -0+ yoe™ -0,y0)
= (x(]:y());
@2 (w1, w2) + (wi, wh), (xo,90)) = @2 (w1 +wy, wa +wh), (20, 40))

= (w0 + ™ (w1 + wh)
+y0e™° (we + wh), yo)
= p2((w1,w2), (o
+e™w) + yoe™ wy, yo))
= ¥2 ((wlaw2)7¢3((w/17w§)v (JIUayO))) :

Por lo tanto o es una accién de grupos. O

Luego; del corolario 3.3 se sigue que ¥, = M — A definida por
w1, Wy

(z,y) — (x + eYwy + ye®wa,y) es un difeomorfismo. Tenemos entonces el
siguiente resultado.
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Proposicion 1.8. El homomorfismo o3 inducido por oo y definido como
02 (R?,4+) — Diff(#)
(w1, w2) = 020, )
es inyectivo.

Demostracion. Sean (wy,ws), (w),w)) € R? tal que o (wy, ws) = Go(w], wh).
Entonces, para todo (z,y) € .4 se tiene

&2(/“)17 wg)(.I, y) = (;52(10/17 wé)(‘/E? y)7 si y solo Sia
P2 ) (T:Y) = P20 (€,7), sl y sOlo si,
(71) (x + eYwy +yewe,y) = (z+ ewy + yeYwa,y).

de (71) se sigue

(72) e (w1 — w)) + ye™ (we — wh) = 0.

Recordemos ademés que e®¥ y ye® son soluciones de la ecuacién diferencial
(55), por lo que (72) también es solucion de (55), luego, debe ser la solucion
cero de esta ecuacion, lo que implica w1 —w] =0 y we — wh = 0. Por lo
tanto w; = w] y wg = wj. Finalmente, @y es inyectiva. O

De la proposicién anterior se sigue que 2 es una accion efectiva y que
Diff (.#) contiene una copia de R? que definiremos como K = @(R2, +), un
grupo de transformaciones actuando sobre .#. Un elemento k € K actua
sobre .# como sigue:

(73) (w1, w2) - (z,y) = (z + w1 + ye™wa, y).

Obsérvese ademads, que 2 no es una accién libre, ya que el estabilizador del
(0,0) € A es Go) = {(0,w2) € R* | wy € R} y no es trivial.

Proposicion 1.9. El grupo generado por H y K es un producto semidirecto.

Demostraciéon. Sea g € HN K, para todo (x,y) € .# se tiene

o1(g)(@,y) = @2(9)(2,y)
e1,(z,y) = @2.(2,y)
Plian (@, Y) = €20, ) (2,Y)
(74) (xze®,y+t) = (v+eYw +yews, y)
de (74) se sigue que t = 0,
(75) xe® = 1z paratodox, y
(76) ewi; +yewy = 0 para todoy.

Luego, (75) implica e® = 1, por lo que s = 0. Recordemos ademéas que e®
y ye® son soluciones de la ecuacion diferencial (55), por lo que la ecuacion
(76) debe ser la solucion cero para (55). Ademés, dado que e® # 0 para
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toda y, y ye® # 0 para toda y # 0, se tienen que w; = 0 y we = 0. Por

lo tanto, g = (0,0), es decir, H N K = {(0,0)}. Mostraremos ahora que

H C Npig(.z)(K). Sean (s,t) € H, (w1,w2) € Ky (z,y) € .4, tenemos que
@

80((8, t)(wb w2)(_87 —t))($, y) ¥1 (Sa t) o 952(w17 w2) 0 351(_57 —t))(l’, y)

= (Pl © P2y gy © Pl(—as)(@:Y)
= (z+ e %wy + (y — e Mwy , ).

at s—at

Haciendo w; = € %w; y wy = (1 — é)e wy obtenemos
(77) (x4 e™e* " wy + (y — t)e@e  %wy,y) = (z + eWiby + ye™ibs, y)
para todo (x,y) € .. Por lo tanto,

Qal(s,t) o <p2<w17w2) o gpl(_s’_t) = 0205, ay COL (w1,9) € K.
Esto ultimo implica
(78) (s,t) (w1, wa)(—s,—t) = (wy,we), para algun (wy,ws) € K.

De (78) se sigue que H C Npig(.z)(K). Se tiene con esto que el grupo
generado por H y K es el producto semidirecto G = H xy K, donde ¥ es
el automorfismo inducido

U:H — Aut(K)
ho o Uu(k) = hkh™ 1,

esto es, el automorfismo inducido por (s,t):

esfat _tesfat
‘I’(S,t) = < 0 s—at > .

€

O

Proposicion 1.10. El grupo G = Hxy K es un grupo de Lie y ¢ : GX M —
M dada por (s, t, w1, ws)(x,y) — (ze + et + (y + 1)eWTDwy, y + 1)
es una aceion efectiva y transitiva del grupo de Lie G sobre A .

Demostracion. Analogamente como en el caso anterior, para mostrar que
¢ es efectiva calcularemos el estabilizador global de .Z.

Sea (s,t,wy,w2) € G tal que (s,t,wy,ws) - (x,y) = (x,y) para todo
(x,y) € A . Es decir, para todo (z,y) € A

(79) (we® + " WHwy + (y+ 1)V wy, y + 1) = (x,y).
De la ecuacion (79) se sigue que t =0, y

(80) xe® + eYwy + yeYwy = x.
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Por la forma que tiene la ecuacion (80), ésta se puede separar como sigue:
(81) z(e®*—1) = 0, paratodo x,

(82) e%wi + yeYwy = 0, paratodoy.

Se sigue de (81) que s = 0. Por otra parte, sabemos que e® y ye® son
soluciones de la ecuacion diferencial (55), por lo que (82) debe ser la solucion

cero de la ecuacion diferencial (55). Por lo tanto, wqy = 0y we = 0. Asi, el
estabilizador global G 4 es trivial, luego ¢ es efectiva.

Por otro lado, tenemos que la orbita del (0,0) € . es

O(O,O) = {(%,y) eM ’ (87t7 U}l,’LUQ)(0,0) = (.T,y)}
= {(z,y) € M | (w1 + te™ws, t) = (2,y)}
podemos resolver la igualdad (e®w; +te™wsq,t) = (z,y) en términos de ¢, wy
y we. Para todo (z,y) € .# hacemos t =y, wy = ze ¥ y wy = 0. Asi,
para todo (x,y) € A existe g = (s,y,ze”Y,0) € G tal que
(s,y,ze”*,0)(0,0) = (x, ).

Por lo tanto, la accién ¢ es transitiva. O

1.5. Algebra de Lie de Campos vectoriales de Killing que se anu-
lan en el origen: go. Observemos ahora el estabilizador del (0,0)

G(O,O) = {(57 t,wi, w?) €G | (87 tywi, wz)(07 O) = (07 0)}

= {(s,t,w1,ws) € G | (e™wy + tewy,t) = (0,0)}
{(s,t,w1,w2) € G|t =0,w1 =0} ={(5,0,0,w2)}

Por la Proposicién 3.7 tenemos que O o) =~ G/G,0) = A, es decir, M es
un espacio afin homogéneo y

dim O(g9) = dim (G/G(g0)) = dim G — dim G g ) = 4 — 2 = 2.
Es decir, el grupo de Lie G acttia transitivamente en .# preservando una
conexion Vg especifica.

Para este caso, la subélgebra de Lie gy de los campos vectoriales que se
anulan el el origen, es generada por los campos vectoriales X y Zs.

1.5.1.  Campos vectoriales C*° sobre M asociados. A partir de la accion ¢
del grupo de Lie G sobre .#, podemos obtener campos vectoriales C'*° sobre
A . Basta restringir ¢ a cada uno de los pardmetros. Para los pardmetros s
y t haremos rerefencia a la Seccién 1.3.1.

Parametro w; para i = 1,2: Consideremos ¢ restringida al parame-
tro wy, es decir,
Olwy w1} x M — M
(wla (.17, y)) = (‘T + eaywlv y)
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Asi para un punto p = (x,y) en .# tenemos

dg(wr)(p) d(z + e™wy, y) 9 9
dwy — d—wl|w1:o = (e, 0)=e¥ - L +0- 5,
el campo vectorial obtenido es Z; = eay%. Andlogamente para el
parametro we y (z,y) € A se tiene
dg(w2)(p) - d(x + ye™ws, y)
dwo w2=0 dwsy

0 o)
g0 = (y€™,0) = ye™ - 5 +0- 5.
Por lo tanto el campo vectorial obtenido es Zy = ye“ya%.
Finalmente los cuatro campos vectoriales obtenidos son:

0 o) 0 y 0
X:.’E%, Y:%’ leeay%, ZQ_y 7

1.6. Dos valores propios complejos. Salvo un cambio de escala (40),
podemos suponer que b = 1, y establecer los siguientes campos de vectores
sobre . .

X y — 9 7, = e COS(y)%, Zy = eW Sen(y)a@-

= %, dy’ -
Anélogamente como en el caso anterior, para los campos X y Y haremos
referencia a la seccion 1.1. Los flujos para Z; y Z3 son:

» 71 genera el flujo ¢, (2o, y0) = (zo + €0 cos(yop)wi, yo)-

» 7y genera el flujo vy, (o, y0) = (zo + €™ sen(yo)wa, yo).
donde a y b son ntimeros reales, como al inicio de este capitulo.

Igual que en los dos casos anteriores, los campos vectoriales Z7 y Zs
generan cada uno, una accion de R sobre .Z. A partir de estas dos acciones,
definiremos g : R? x .# — .# (anéloga a los dos casos anteriores), como:

(w1, w2)(z0,y0) +— (zo + € cos(yo)w1 + e™° sen(yo)wa, Yo)-

Proposicion 1.11. @y es una accidon de grupos.

Demostracion. Sean (wy,ws), (w),w)) € R?y (z,y) € 4.

©2((0,0), (z,y)) = (z+e™cos(y) 0+ esen(y)-0,y)
= (z,);
902[(wl7w2)+ (wi,wé),(az,y)] = ¥2 ((wl +w17w2+w2)7 ‘7373/))

(
= (z+ e cos(y)(wy +wh)
+e™ sen(y)(wse + wh ,y)
= p2(w1,w2), (x + € cos(y)w
+e™ sen(y)wy, y)]
= 2 [(w1,wa) , pa((wy, w), (z,9))].

Por lo tanto ¢9 es una accién de grupos. U
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En este caso o tampoco es una accioén libre; ya que el grupo de isotropia
del (0,0) € .# dado por Gy = {(w1,0) € R? | w; € R}, no es trivial.

Por otra parte, recordemos que la accién o induce el homomorfismo de
grupos @g : (R?,4) — Diff (%) dado por (wy,ws) D2 () g - Definiremos
K = $5(R%, +) un grupo de transformaciones actuando sobre ..

Proposicion 1.12. El grupo generado por los grupos H y K es un producto
semidirecto.

Demostraciéon. Sea g € HN K, para todo (x,y) € .# se tiene

¢1(9)(z,y) ¢2(9)(z,y)
P1,(2,y) = o2, (2,y)
Clion (TY) = 020 ) (@5 Y)
(83) (ze®,y+t) = (x+ e cos(y)w; + e® sen(y)ws , y)
de (109) se sigue que t = 0,
(84) xe® = x paratodox, y
(85) e cos(y)wy + e sen(y)wa = 0 para todo y.

Luego, (84) implica e® = 1, por lo que s = 0. De (85) se sigue que
(86) cos(y)wi + sen(y)wy = 0, para todo y.
Luego; w1 = 0y we = 0, lo cual implica H N K = {(0,0)}. Mostraremos
ahora que H C Npig(z)(K). Sean (s,t) € H, (wi,ws) € Ky (v,y) € A,
tenemos que
o((s, ) (wi, wa2)(=s, =t))(z,y) = (L1(s,t) 0 Pa(w1, w2) 0 P1(—s, —1))(x,y)
(901(9 ) © P2(w; wy) © <P1(_S’_t))($: Y)
= (Pl © P2, u,2)> (we™®y —1t)
= 1, (xe" +e W=t cos(y — t)w
+e*W ) sen(y — t)ws,y — t)
= (ze%¢® + ™ We% cos(y — t)wy
+eW e sen(y — t)ws, y)
= (v +e%We "5 cos(y — t)un
+eWe S sen(y — t)ws, y)
= (z+ e™cos(y)wi + e sen(y)wa,y)
donde
(87) w1 = e~ "5 [cos(t)wy — sen(t)ws]

(88) Wo = e~ “"3[sen(t)wy + cos(t)ws).
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Por lo tanto, P1i C P2y O Pty = P2y e COB (w1, we) € K. Esto

altimo implica
(89) (s,t) (w1, w)(—s, —t) = (w1, ws), para algin (wy, ws) € K.

De (89) se sigue que H C Npig(.z)(K). Se tiene con esto que el grupo
generado por H y K es el producto semidirecto G = H xy K, donde ¥ es
el automorfismo inducido

U: H — Au

t(K)
h — \Ph(k)

= hkh~1L.
Esto es, el automorfismo inducido por (s, t):

vt = (Gl Sty )

O

Proposicion 1.13. G es un grupo de Lie y ¢ : G X M — M definida por
(s,t, w1, wo)(z,y) — (ze® + Wt cos(y + t)wy + Wt sen(y + t)wa, y + t)
para todo (x,y) € M, es una accion efectiva y transitiva del grupo de Lie G
sobre M .

Demostracion. Analogamente como en los dos casos anteriores, calcula-
remos el grupo de isotropfa global para mostrar que ¢ sea efectiva. Sea
(svt’wlvw2) € G tal que (S7t7 ’Ujl,wg) ’ (ZE,y) = (xay) para todo (J:)y) € M.
Es decir, para todo (z,y) € A4

(90)  (we® + W) cos(y + t)wy + e sen(y + wa, y + t) = (z,y).

De la ecuacion (90) se sigue que t =0, y

(91) ze’® + e cos(y)w; + e® sen(y)we = 0.

La ecuacion (91) puede separarse en las siguientes dos ecuaciones:
(92) x(e* —1) = 0, paratodo x;
(93) e cos(y)wi + e sen(y)we = 0, para todo y.

De la ecuaciéon (92) se sigue que s = 0. Por otra parte, como e® cos(y) y
e sen(y) son ambas, soluciones de la ecuacion diferencial (55), se sigue que
la ecuacion (93) también es soluciéon de (55) y debe ser la solucion cero. Asi,
w1 = 0 y wy = 0. Por lo tanto, el grupo de isotropia glogal G_, es trivial.
Luego, ¢ es efectiva.

Para mostrar que ¢ es transitiva, veremos que el (0,0) € .# esté en
la orbita de cualquier punto (x,y) € #. Sea (s,t,w1,ws) € G tal que
(s,t, w1, w2)(x,y) = (0,0) para todo (z,y) € .#. Es decir, para todo (x,y) €
M,

(94)  (ze® 4 Wt cos(y + t)wy + Y sen(y + t)ws,y +t) = (0,0).
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De (94) tenemos t = —y y w1 = —ze®. Se tiene entonces que para todo
(x,y) € A existe g € G de la forma g = (s, —y, —xe®, woy) tal que g-(x,y) =
(0,0). Por lo tanto, la accién ¢ es transitiva. O

1.7. Algebra de Lie de Campos vectoriales de Killing que se anu-
lan en el origen: gy. Observemos ahora el estabilizador del (0,0)

Goo = {(s,t,wi,w2) € G| (s,t,wr,we)(0,0) = (0,0)}
= {(s,t,w1,ws) € G| (e™ cos(t)w; + e sen(t)ws,t) = (0,0)}
{(s,t,w1,w2) € G|t =0,w1 =0} ={(s,0,0,wa)}.
Por la Proposicién 3.7 tenemos que O(g ) =~ G/G g 0), luego
dim O(g9) = dim (G/G(g0)) = dim G — dim G g ) = 4 — 2 = 2.
Por lo tanto el grupo de Lie G actia transitivamente en .# preservando una

conexion especifica, y .4 es un espacio afin homogéneo.

La subalgebra de Lie gg de campos vectoriales que se anulan en el cero,
estd generada por los campos vectoriales X y Zs.

1.7.1.  Campos vectoriales C*° sobre .M asociados. Consideremos ¢ restrin-
gida a un solo parametro. Para los parametros s y t haremos referencia a la
Seccion 1.3.1. Trabajaremos los pardmetros restantes: wi y wo.

Parametro w; para i = 1,2: Consideremos ¢ restringida al parame-
tro wy, es decir,

O |w: Rx M — M
(w1, (2,y)) = (z+ e cos(y)wi,y)
As{ para un punto p € .# tenemos
de(w1)(p) = d(x + e™ cos(y)wi, y) |
dw w1=0 dw w1 =0
Para el parametro we tenemos que para un punto p € .4
dp(w2)(p) ‘ o d(z + e sen(y)wa, y) ‘
dw2 wy=0 " dZUQ w2=0

Finalmente los cuatro campos vectoriales obtenidos son

X = 373%7 Y = %, Zy =e" cos(y)a%, Zy = e™ sen(y)a%.

= e cos(y) - 5% +0- 5,

= esen(y) - % +0- 5,

2. La foliacién invariante

En cada uno de los casos anteriores, la acciéon transitiva del grupo de Lie
G sobre ./ es una accion imprimitiva; ya que G admite una foliacion %
invariante sobre ., generada por 9/dz. El flujo de este campo (ver Fig. 3,
Cap. 1) esta dado por (zo,y0) — (xo + t,yo) para todo t € R. Esta foliacion
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se puede caracterizar como la tangente a [g, g]. Por lo que es naturalmente
invariante por GG, méas generalmente, por el grupo de isometrias de Vg (esto
pone de manifiesto la naturaleza imprimitiva de la accion de G sobre .Z).

I/
/
]
7

(R2, Vo)

¥ |
\ |
\ |
\ 1

1

Yo~

Figura 1. Foliacion %, de dimensiéon uno, generada por el campo vec-
torial 9/0x sobre el espacio modelo .Z = (R?, V).

Por (41), la foliacién %, es totalmente geodésica (no singular) y el pa-
rametro x es su parametro natural. Las hojas de esta foliacién son también
las Gnicas lineas de curvatura de la conexién; ya que en todo punto el campo
vectorial 0/0x es el tnico vector propio del operador de curvatura.

3. Isometrias de V|

El grupo G = R? x R? acttia transitivamente por isometrias sobre .# e
induce el algebra de Lie maximal de campos vectoriales de Killing de V.
En muchos de los casos, este es el grupo de isometrias que preservan la
orientacion. Comenzaremos con el estudio de las conexiones (39) estudiando
sus isometrias. Recordemos que estas conexiones Vg tienen la forma

Vog=0 Vo= Vaoit=0r+0E+21-a)f.

ox ox dy
Note que k : A4 — # dada por k(z,y) = (—x,y) es una isometria definida
globalmente, que invierte la orientacién. Sea g, g el dlgebra de Lie de campos
vectoriales sobre .# correspondiente al algebra de Lie de campos vectoriales
de Killing de V. Sea GG el grupo de Lie conexo y simplemente conexo aso-
ciado a gq,3. Denotaremos por Isom™ (V) el grupo de isometrias de Vg que
preservan la orientacién. Naturalmente tenemos que G < Isom™ (V).

Proposicion 3.1. Sea G el subgrupo de Isom™(Vy) que preserva la orien-
tacion de Fy, donde Fy es la foliacion sobre .M generada por el campo
vectorial 0/0x,

» s5ia# 2y, Isom™ (V) = G
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» si o = 27, Isom™ (V) /G ~ Z/2Z y es generado por la clase de la
isometria o(x,y) = (—e®x, —y), que preserva la orientacion.

Demostracién. Sea ¢ € Isom™*(Vy). En particular, ¢ tiene la forma
(95) o(z,y) = (F(x,y),G(x,y)), donde F(z,y) y G(z,y) son funciones.

Las isometrias de la conexién dan un automorfismo del algebra de campos
vectoriales de Killing (Vo) = ga,, en particular, mandan el algebra de
Lie derivada [gq 3, 0a,8] = t sobre si misma. Ademas preservan la foliacion
que genera, asi que los cambios (95) tienen la forma (F(z,y),G(y)). Las
geodésicas parametrizadas son ¢ — (at+0b, yo). Entonces las isometrias deben
actuar preservando estas parametrizaciones, y (95) debe ser de la forma
(p(y)z+4q(y), G(y)). Las isometrias de V¢ actuan sobre el algebra de Killing
ga,3- La imagen del campo 0/0y de esta algebra, estd dentro del 4lgebra y
no es tangente a la foliacion .%y. La imagen viene dada por u(z,y)0/0x +
G' o G~Y()0/ 0y, para alguna funcién u. Si este elemento esta en el 4lgebra,
el cociente de 9/0u debe ser constante y, asi, los cambios de coordenadas
deben ser de la forma

(96) (7,9) = ¢w,y) = (p(y)r +q(y).c'y),

para algin ¢ € R* y algunas funciones p y q.

De la ecuacion (96) sigue que

(97) T = py)z+aqy)
— Y
98 = Z.
(98) y .
Luego; x y y estan dados por
T —q(y)
99 X =
99) p(y)
(100) y = cy.

Consideremos nuevamente el algebra de Lie g, g y analicemos sus campos
vectoriales bajo las isometrias de V. Empezaremos con el campo vectorial
h(y)0/0z. El sistema de ecuaciones viene dado por:

¥ = hy);
y = 0.

Derivando (97) y (98) respecto a x, y sustituyendo lo enterior segiin corres-
ponda tenemos:

8

' = (') -z+p) - 2)+d )
(y)h(y)
= p(cy)h(cy);
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- 1 1
(101) y'=3y=1.0=0.
Bajo esta transformacion tenemos, para cada h tal que b’ + ah’ + Sh =0,
h(y) & — p(cg)h(cy) &

A continuacion veremos que el coeficiente g(y) = p(cy)h(cy) satisface la
ecuacion diferencial (55) con respecto a y.

J@ = p(yh'(cy)- c+c p( 7)h(cy)
= c[p(ey)'(cy) + p'(cy)h(cy)];
'@ = clp(m)h’(cY) ( 7)h(cy)]’

(‘3

[P (co)( C+p(cy)h"(cf)0+p (c)h(cg)e +p' ()’ (cg)c]
= [p() h () + p(c)h” (cg) +p" (cg)h(cy) + P (ch)I (c7)].

Para facilitar los calculos usaremos la notacion p = p(cy) v h = h(cy). Asi,
para u(§) = p'(§)/p(§) se sigue

9@ = c@'h+ph')
= c(uph + ph')
(102) = cp(uh +h');
9" = E@'h+20'0 + ph")

= [(up)'h + 2(up)h’ + ph"]
= E[(u'p+up)h + 2(up)h + ph")
Au'ph 4 up'h + 2(up)h’ + ph”|
= [u'ph+ u(up)h + 2(up)h’ + ph"]
= Au'ph + u’ph + 2uph’ + ph"]
(103) = Eplu'h + uPh + 2ub’ + 1)

Sustituyendo (102) y (103) en la ecuacién (55) tenemos

Hy"+ag +Bg) = b+ uPh+2uh’ + 1"+ ac(uh+ 1) + Bh
A'h +uh 4 2ub’ — ah/ — Bh] + ac(uh + 1) + Bh
(104) = cuc+a(l — o)l + [P +u'? + B(1 — %) + audh

el cual debe anularse término a término. Para que el primer término se haga
cero necesitamos

(105) u=2=5(1-1).

C
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Sustituyendo esto en el segundo término, obtenemos
0 = [§0-D) ¢ -5 +ac[g(1-D]+5
- %(1%)2 IRGEDEE A
= Z(c—1)2-Blc—1)(c+ 1)—1—%(0—1)
= (=D [Fe-1)-ple+1)+ 5]
= (=D [Fe+1) - Ble+1)]

S

S

Se sigue que
(106) (c—1)(c+1)(a®—48) =0.
Por ultimo, tenemos el campo vectorial x9/dz. El sistema de ecuaciones para

estecampo vectorial viene dado por:
/

¥ =
y = 0.
Derivando (97) y (98) respecto a x y sustituyendo como corresponde
' = ply) 2" =p(cy
_ - (T=a(cy)
= p(cy) ( p(cy) )
= 7 —q(cy);
y' = o/ =0.

Por lo tanto, bajo las isometrias de Vg

(107) 2 — [T —q(cy)] 2.

En el caso particular cuando ¢ = 1, sustituyendo ¢ en (105) se tiene u = 0,
lo que implica que p es constante (positiva por la hipotesis de que preserva
la orientacion), y de la formula (107), ¢(y)9/0x debe ser un campo vectorial
de Killing. Por lo tanto, ¢ + aq’ + 8q = 0. Esto implica que ¢ pertenece a

G y prueba la proposicion si ¢ # 1. Supogamos a partir de ahora que ¢ # 1.
Para el campo vectorial 9/0z tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

¥ = 1
y = 0.
Derivando (97) y (98) respecto a x y sustituyendo lo anterior, se obtiene
' = py);
y' = 0.
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Asf; bajo las isometrias de Vg se tiene que
(108) 6% — A= p(c@)%

Anélogamente, para el campo vectorial 0/0y tenemos el sistema de ecuacio-
nes:

¥ = 0
y =
Derivando (97) y (98) respecto a y, y haciendo la sustitucion correspondiente
' = (P 2+py)0)+d )
= Pz +d )
= q(y) (
- ( p(y) ) q(
= p(;!)) [x_Q( )] q/( )

P
—7 _ 1
Yy = <

Por lo tanto; bajo las isometrias de V;
(109) gz — B= (I;((cf;’)) [ — q(cp)] + q’(@)) 22

Usando A y B de las formulas (108) y (109), y sustituyendo (105) tenemos

VaB = o)V o SR - ae) +d ()] &+ 1

Vo [§(1=2)F—aem)]+d(D)] 5+ 5

En particular;
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Como ¢ es una isometria, se sigue que
1
(110) (5-7)-(-2)=0.
Asi, el caso ¢ # 1 implica que v = a/2. Bajo estas condiciones la curvatura
(41) desaparece si a? = 43. Como hemos asumido que esta no se anula, de

(106) debemos tener que ¢ = —1. Siy = /2, o es una isometria que preserva
la orientacién y debe pertenecer al caso ¢ = —1. Salvo composiciones de ¢
con o, estamos de vuelta en el caso ¢ = 1, probando la proposicién. O

Hasta aqui hemos terminado la parte local de nuestro trabajo. Pre-
sentaremos en el siguiente capitulo la parte global, utilizando las (G, X)-
estructuras en el sentido de Thurston asociadas a una estructura geométrica,
en este caso una conexion (ver [Thu97, Sec. 3.4 |).






Capitulo 4
Modelo Global

En este capitulo haremos la demostracién del teorema principal de es-
ta tesis, el Teorema 0.3 (que recordaremos méas adelante). Veremos que la
superficie compacta y orientada S (del Teorema 0.3) admite una (G,.#)-
estructura, donde G = H x g K es un grupo de Lie actuando transitivamente
sobre la variedad simplemente conexa .# = (R% V), y V tiene la forma:

VQ(%:O, V@a@y:’y%, V@a@y:(ﬁx-i-(”%-l-@’y—a)%,

ox ox oy

para «, 3 y v constantes, tales que v2 — ay + 3 # 0. Este modelo fue pre-
sentado con mas detalle en el Capitulo 3.

Por otra parte, del Capitulo 2, tenemos el Teorema 0.4 que clasifica los
gérmenes de las conexiones localmente homogéneas:

Teorema 0.4 Sea V una conexion afin simétrica C*° en una vecindad del
origen de R2. Si hay dos campos vectoriales de Killing que son linealmen-
te independientes en 0, entonces el dlgebra de Lie de campos vectoriales de
Killing es alguna de las siguientes:

(1) de dimension dos;
(2) isomorfa a 0(3,R);

(3) isomorfa a s1(2,R);

(4) en coordenadas adecuadas es generada por los campos vectoriales
x0/0x, 0/0y y aquellos de la forma h(y)0/0x, para las soluciones
h(y) de una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden con coefi-
cientes constantes; o

(5) V es plana.
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En particular, tiene dimension menor o igual que cuatro si no es plana.

Con el fin de clasificar los modelos compactos de cada una éstas geome-
trias, estudiaremos todos los modelos globales compactos del Teorema 0.4.

Enunciaremos nuevamente el teorema principal de esta tesis:

Teorema 0.3. Sea S una superficie compacta, orientable dotada con una
conezion afin V, C* tal que el pseudogrupo de isometrias locales de V actia
transitivamente sobre S. Entonces, V es una de las siguientes:

» simétrica y plana (de curvatura constante 0),

» la conexidon de Levi-Civita de una métrica riemanniana (de curvatura
constante distinta de cero) sobre S, o

s S es el cociente de R? bajo la accidn de una latiz y V en S es inducida
por una conezion invariante por traslaciones sobre R2.

1. La (G, .#)-estructura sobre S

Para globalizar el Teorema 0.4 en el Teorema 0.3, recurriremos a la teoria
de las (G, X)-estructuras. Asi, una (G, .#)-estructura sobre la superficie
compacta y orientada S es un atlas para su estructura suave, tomando valores
en S y cuyos cambios de coordenadas son restricciones de elementos de G.

Sea Gg C G el subgrupo correspondiente al dlgebra gy de campos vec-
toriales que se anulan en el cero. Empezaremos probando el siguiente lema,
remitirse a la Proposicion 6.6 del Capitulo 1.

Lema 2. La superficie S tiene un cubriente de Galois ©: S — S de grado
menor o igual a dos, con grupo de Galois Isoim“'(V)/G, una conexion V
sobre G/Gy y una (G, G/Gy)-estructura sobre S.

Demostraciéon. De las hipotesis del Teorema 0.3, sabemos que S es una
superficie dotada con una conexién V que es el localmente homogénea en
todas partes. En el Capitulo 3 de esta tesis obtuvimos gg y su correspondiente
grupo de Lie Gy, para cada uno de los casos que estamos analizando. Como
Gy es un subgrupo cerrado, tenemos, por la Proposiciéon 6.6 del Capitulo 1,
que existe un cubriente de Galois 7 : S — S cuyo grupo de Galois esta dado
por G(S) = Isom™(V)/G.

Por otra parte, usando la Proposicion 3.5 del Apéndice A, tenemos que
G(S) = m1(S, s0)/m1(S, 30), por lo que

(111) Isom™ (V)/G = m1(S, s0)/m1(5S, 30).
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Recordemos ademas, que el grado del cubriente 7 : S — S es igual al indice
del subgrupo H(sp) C m1(S, so), donde H(Sp) es la imagen del homomorfismo
inducido my : w1 (S, 30) = (S, s0), tal que s9 = 7(30).

Luego, de la Proposicion 3.1 del Capitulo 3, y de la ecuacion (111) tene-
mos los siguientes dos casos:

» si o # 27 entonces ’Isoer(V) /G‘ = 1. En este caso el grado del
cubriente es 1;

» si o = 27 entonces ’Isom*(V)/G‘ = 2. Por lo tanto, para este caso
el grado del cubriente es 2.

O

Por el lema anterior, el cubriente S tiene una (G,.# )-estructura. Mas
aun, como . tiene una foliacion %y que es preservada por el grupo de
isometrias G, se sigue de la Proposicién 6.4 del Capitulo 1, que S admite
también una foliacion orientada (no singular) que es inducida por .#j. Luego,
por el Teorema de indice de Poincaré-Hopf, S es un toro, por lo tanto tiene

caracteristica de Euler x( S ) = 0. Denotaremos por d el grado del cubriente,
entonces x( S ) = d - x(5). Del Lema 2 tenemos que d # 0, por lo que
x(S) = 0. Por lo tanto, S es un toro. Se tiene entonces que salvo doble
cubriente, S tiene una (G,.#)-estructura y una foliaciéon % inducida por

Fo (ver Fig. 1).

(RZ,V,) 9 = %i° 7 (R?, Vo)

Figura 1. (G, (R? Vj))-estructura sobre la superficie compacta y
orientada S. Donde .# = (R? V;) es el modelo, y g;; pertenece al
grupo de isometrias de la conexion. En este caso G = Isom™ (V).

Asi, el grupo fundamental de S es un grupo abeliano en dos generadores.
Tenemos una aplicacion desarrollante 2 : S — .4 y un homomorfismo de
holonomia h : m1(S) — G que satisfacen, para cada v € m1(S) y para cada
p €S, la relacién (21).
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2. La holonomia de S

Comenzaremos por investigar los homomorfismos de holonomia (los que
dan todas las holonomias admisibles) y la correspondiente aplicacién desa-
rrollante complatible. Sea g € G tal que Z =¢g- 2 y h = ghg™'. Asi,

Yv-p) = g2(v-p)
= gh(v)?(p)
= gh(v)g~'9Z(p)
= h()2(p).

Es decir, (2,h) ~ (92,929~ ). Por lo tanto, entender los homomorfismos
de holonomia h : Z?> — H xy K, en nuestro caso particular, es buscar en el
grupo las parejas que conmutan (salvo conjugacion). Para esto utilizaremos
el producto semidirecto de grupos (ver Cap. 1, Sec. 1.3).

Proposicion 2.1. Salvo doble cubriente, S es un toro y existen dos campos
vectoriales de Killing conmutativos globalmente definidos de V en S que son
linealmente independientes casi en todas partes.

Demostraciéon. Para probar la proposicién, vamos a mostrar en cada caso
que hay un subgrupo de Lie abeliano de dimensién dos de G que contiene la
imagen de la holonomia. Los generadores del 4lgebra de Lie de este grupo,
propocionaran los campos vectoriales buscados.

Si p toma valores en H, los campos vectoriales X y Y son preservados
bajo la accion de p y asi, estan bien definidos en S. En este caso, estos son
lo que pueban la Proposicién 2.1.

Si p toma valores en el grupo Iz, generado por ¢ y X (el algebra de Lie
de campos vectoriales preservando la foliacion .%p), la holonomia preserva la
funcion coordenada y : # — R dada por (z,y) — y (ver Fig. 2).

x=0

Figura 2. Curvas de nivel de y.
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Hay asi, una funcion 3 : S — R (inducida por y) la cual debe tener
un méaximo. Pero esto es imposible, pues ¥ es localmente modelada sobre la
submersién y. Concluimos que tales homomorfismos no son aplicaciones de
holonomia, porque no hay una aplicacién desarrollante compatible.

Analizaremos ahora cuales son las parejas de elementos en G que con-
mutan salvo conjugaciéon, usaremos la definicién de producto semidirecto.

Sean (hl, k1), (hg, kg) € G. ASi,

(h1,k1) - (ha,k2) = (h1+ ho, Wy, (K2) + k1);
(ha,k2) - (h1,k1) = (ha+ h1, Vp, (k1) + k2).

Por lo tanto, (h1, k1) conmuta con (hg, k2), si y so6lo si,
(112) Wy (k2) + k1 = Wpy (k1) + ko

Reordenando los términos de la ecuacion (112), la condiciéon para que los
elementos de la forma (h, k) € G conmuten, en todos los casos, se expresa
como

(113) (1 =Wy, ) (ko) = (1 = Wp,) (K1),
donde 1 representa la aplicacién identidad.

Por otra parte, observemos que para las parejas de la forma (0,q) € G,
se tiene

(0,q) - (h1,k1) - (0,9)™" = (0,9) - [(h1, k1) - (0, —q)]
(0,9) - (h1, Vp, (— )+k51)
= (h1, o( whl q) + k1) +q)
(h1, Up(—q) + k1 +q)
(114) = (h,[1 —\Phl]( ) + k1).
En consecuencia, si (1 — ¥y, ) es invertible, existe ¢ tal que (0,¢) conjuga

(h1,k1) a (h1,0). Suponiendo que (I — ¥y, ) es invertible, analizaremos las
parejas (h1,0), (he, k2) € G.

(h1,0) - (2, k2) (h1 + ho, ¥p, (k2) +0)

= (h1+ ho, ¥, (k2));

(hg, kg) . (hl, 0) = (hg + h1, \I/hQ(O) + kg)

= (h1 + ho, ka).

Por lo tanto, (h1,0) conmuta con (he, k), si y solo si, Uy, (k2) = ke, si y solo
si, (1 =Wy, )ka = 0. Como (1 — ¥y, ) es invertible, se sigue que ka = 0. Por lo
tanto, en este caso, lag parejas en G que conmutan, salvo conjugacién, son
de la forma {(h1,0), (hg,0)}. Asi, salvo conjugacion, si (1—Vp,) es invertible
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para algin ¢, tenemos que p toma valores en H. Se sigue que, X y Y son
preservados por la holonomia.

Nos quedan pendientes los casos en los que ninguno de los dos, (1 — ¥y, )
6 (1 — Wy,), son invertibles y donde la imagen de la holonomia no esta
en Iz,. Trataremos estos casos de acuerdo a la estructura de G, la cual es
determinada por A, el discriminante de P.

Cuando A > 0: Dos valores propios reales y distintos.
Vamos a suponer que h; = (s;,t;), k1 = (w1, w2) y ko = (w1, ws2). Asi, para
las parejas (h;, k;) tenemos que

1 — esi—ati 0
(1 - \I/hi) - ( 0 1 — eSi—a2t; >

no es invertible. Esto implica que el determinante de la matriz (1 — Wy,) es
(115) (eSimati _ 1)(eSim92h 1) = (.

Se sigue de la ecuacion (115) que ¥4t —1 =0 ¢ e*~%t —1 = (. Luego,
s; —ait; =0 6 s; —aot; = 0. Obsérvese que t; # 0, para algin 4, ya que de
lo contrario fijariamos la coordenada y, la cual no es constante. Asi, salvo
las simetrias naturales podemos suponer que t1 # 0 y que s1 = aity (si hy
y hg son cero tenemos las parejas de la forma (0,0, wy,ws) y (0,0,w;, ws),
por lo que la holonomia toma valores en Iz, ). Como s; # ast;, salvo una
conjugacion de la forma (114), podemos suponer que we = 0; ya que si

hacemos ¢ = W tenemos

(1= Wh)a) + = (1‘63 e ) () ()

(0 1-toen ) (s )+ (00)
—emmen )\ qe w

- ()= ()

—ws wo

()

Es decir, existe ¢ tal que (0, q) conjuga (s1,t1,wi,w2) a (s1,t1,ws,0).

Analicemos ahora el resto de los casos:

1). Si sy = aits, la condicion (113) esta dada por

0 0 w1 . 0 0 w1
0 1—elm—a2n Wy )\ 0 1— el 0 )’

esto es, [1 — el®=92)U]gG, = 0, lo que implica Wy = 0. Tenemos entonces
que (51,t17w17w2) = (a1t1,t1,w1,0) y (s2,82,W1,W2) + (aitz, t2,071,0).
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Es decir, existe un homomorfismo de grupos de Lie ® : R? — H xy K dado
por

(116) ®(¢,¢) = ((a1€,6), (¢, 0)),

correspondiente a la subalgebra abeliana de dimensién dos de g generada por
a1 X +Y y Z;. Para mostrar que estos dos campos vectoriales son conmuta-
tivos, basta calcular su corchete de Lie y ver que éste es igual a cero.

Para los siguientes célculos utilizaremos los resultados que obtuvimos en
la ecuacion (57) del Capitulo 2. En este caso los campos vectoriales son:
X =20/0x, Y = 0/0y, Z1 = e"Y0/0x. Tenemos entonces:

X +Y, 2] = a[X, Z1]+[Y, Z4]
= —aZi1+aZ; =0.

Por otra parte, dado que los campos vectoriales a; X +Y y Z; son diferen-
ciables en cada punto de p € .#, la matriz de la aplicaciéon lineal asociada a
estos campos es la matriz jacobiana de los campos en el punto p. Asi, mos-
trar que a1 X +Y y Zi son linealmente independientes, se reduce a calcular
el determinante de la matriz jacobiana y ver cuando este determinante es
distinto de cero. Para este caso el determinante de la matriz es

aix 1 oy
ey 0|

el cual nunca se anula.

ealy/

]

)

Figura 3. Foliacién %, transversal a la curva z = e¢*'Y.

Por lo tanto, para este caso los dos campos vectoriales a1 X +Y v 723
son linealmente independientes en todas partes. Tenemos que (hi, k1) =
®(ty,w1) y (ha, ko) = ®(t2,w1). La accién correspondiente de R? sobre .#
es libre y transitiva.
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2). Si s9 = agtg, la condicion (114) se escribe

0 0 w \ [ 1l g wy
0 1-—elmn—a2)ty wy | 0 0 0 )’

asi, [1 — el® =920, = 0 (en consecuencia Wy = 0) y [1 — ele2=@)2]y = 0.
Sito =0, (hl,kl) = CI>(t1,w1) y (hg, kg) = (I)(tg,ﬁl) para el morfismo (116).
Site # 0, wy = 0. Asi, (s1,t1, w1, w2) — (ait1,t1,0,0), esto implica que
(h1,k1) es el flujo de a1 X +Y en tiempo t; y que, para ¢ = wi(a; —ag)/(1 —
e(‘L?_‘”)t?), (ha, ko) es el flujo de aa X +Y +¢Z; en tiempo t2. A continuacion
calcularemos el corchete de Lie de estos dos campos vectoriales para mostrar
que conmutan.
[alX + Y7 CLQX + Y + CZl] = alag[X7 X] + al[X, Y] + alc[X, Zl]

+a2[Y7 X] + [Y7 Y] + C[Y7 Zl]

—aza1[X, X] — ao[ X, Y] — a1[Y, X]

*[Y, Y] — CCLl[Zl,X] — C[Zl, Y]

= —aijcs1 +ca1 2y —carZ1 + car1 41 = 0.

Ademas, como el determinante de la matriz jacobiana esta dado por

alxr

_ a1y
= a1T — aox — ce
asx + ce®V 1 ’

se sigue que los campos vectoriales a1 X +Y y a2 X +Y +c¢Z; son linealmente
independientes en el complemento de la curva Cy dada por (a1 —ag)x = ce®'V.

Cuando A < 0: Dos valores propios complejos.
Sabemos que

1-w,] = 1 —eSi~%icos(t;) —e®i~%igen(t;)
hil = esimisen(t;) 1 — eSim% cos(t;)

no es invertible, si y sélo si, su determinante es igual con cero. Tenemos
entonces

0 = [1—efimo cos(ti)]2 + [erimat sen(t,-)]2
265 % cos(t;) + €257 cos?(t;) + €25 ) sen?(t;)
2e% % cos(t;) + g2(si—ati)

2
(1ry = (1 — e(si_ati)) + 2elsi—ati) (1 —cos(t;)) .

[
1
1

La utima igualdad (117) debe eliminarse término a término, asi t; = 27m;
con m; € Z, y s; = at;. Por lo tanto, el hecho que [1 — ¥}, | no es invertible
equivale a hacer h; = (2amm;, 2tm;), para algin m; € Z.
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Recordemos de la Proposiciéon 1.13 del Capitulo 3, que la acciéon de R?
sobre .# , para este caso (el caso complejo) viene dada por

(118) (h1, k1) - (z,y) — (ze2™ 4 aWH2TM) cos(y 4 2mmy Yy

+eWH2TM) sen (y + 2my Ywa, y + 27my);
(119) (ho,ka) - (z,y) — (2e**™™2 + e®WT2™m2) cos(y + 2mma)w,

+e2WF2™m2) gon (y + 2mmg ) Wa, y + 27ms).
Utilizaremos la suma de dngulos para el seno y el coseno:
(120) cos(a+b) = cos(a)cos(b) —sen(a)sen(b);
(121) sen(a +b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b).
Se sigue de las identidades trigonomeétricas (120) y (121) que para m; con
i=1,2:
(122) cos(y + 2mm;) = cos(y);
(123) sen(y +2mm;) = sen(y).
Sustituyendo (122) y (123) en la accién (118), y factorizando €2™™1  esta
accion sobre .# se convierte en
(124) (b1, k) (@,9) > (2™ [z + € (cos(y)uws + sen(y)uws)], y + 2mm1) 5
Sean n = mcd(m1, mg) entonces m; = ¢in para algin ¢, € Z y mg = lad
para algun {2 € Z. Luego,

y+2rm; = y+2mlin
= y mod27mn.

Asi, la funcion
ly] : M — R/2m7Z
(z,y) — [y

estd bien definida, es sobreyectiva, es constante sobre las hojas e invariante
por holonomia. Ademds, induce la funcion m : S — R/2mnZ cuyas curvas
nivel son uniones de las hojas de la foliacién Z.

Sea V; = (hl,k‘l) = (sl,tl,wl,wg) y Vo = (hz,k‘g) = (82,752,@1,@2)
entonces

(125) 0oV — 01V = (0, 0, lowy — LW, Lowo — 61@2).

Con esto nos queda que no podemos tener parejas de la forma (0,0, w1y, w2).
Si my = 0 entonces las hojas son cerradas,

(126) (z,y) — (z+ e (cos(y)wy + sen(y)w2),y).

Como mg # 0y S es conexa, y(Z(S)) = R. Sea yo tal que, cos(yo)ws +
sen(yo)we = 0. Cualquier punto de la forma (z,yo) es fijado por (he, k2). Sea
Lo la hoja de la foliacion %y tal que y(Lg) = yo y sea L su imagen en S.
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Esta es una geodésica cerrada. Sea v € m1(S) el elemento correspondiente
a L. Para p € Ly, tenemos la relacion (21). Aplicando y a ambos lados de
esta ecuacion, concluimos que la accion de de p(v) sobre .# no cambia el
valor de y, y asi p(v), que pertenece al grupo generado por (hg, k2), es tri-
vial. Sin embargo, Z|,-1(z) : 7 1(L) — Lo es la aplicacion desarrollante de
una geodésica cerrada y su holonomia no puede ser trivial. Esta contradiciéon
demuestra que no hay modelos compactos en este caso.

Cuando A = 0: Dos valores propios reales e iguales.
Anélogamente a los dos casos anteriores, el hecho que

1— 651',—0«151: _t,esi—ati
[1 - ‘ljhz] = < 0 1 _lesi—ati >
es invertible, equivale a que su determinante es cero. Asi,
0 — (1 _ esi*ati) . (1 _ esz‘*atz) _ 0 X (_tiesifati)

— (1 _ esi*ati)Q.

Luego, s; = at;. En particular, h; = (s1,at;) con t; # 0 (pues si hy y hg son
cero, la holonomia toma valores sobre I#,). La condicion (113) se escribe

(o 0 )(m)=(o o) ()

esto es, t1wo = tawa.
Para ¢ € R, hay un homomorfismo de grupos de Lie ®. : R? — G dado
por

(127) q)c(ga C) = ((af, 5)7 (C - %6527 Cf)),
correspondiente a la subélgebra de Lie de g generada por aX +Y +cZsy v

Z71. Analogamente a los dos casos anteriores, verificaremmos a continuacién
que estos dos campos vectoriales comuntan.
[CLX +Y + CZQ, Zl] = CL[X, Zl] + [Y, Zl] + C[ZQ, Zl]
—CL[Zl, X] - [Zl, Y] - C[Zl, ZQ]
= —CLZl + CLZl — aZl + CLZ1 =0.

Calculando el determinante de la matriz jacobiana tenemos que

ax + cye*® 1
e 0

el cual nunca se anula. Por lo tanto, para este caso los campos vectoriales
aX +Y +cZy y Z; son linealmente independientes en todas partes. La
accion correspondiente de R? sobre .# es libre y transitiva.
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Tenemos
(hl,kl) = (I)C(t1,w1 + %Ct%);
(ho, ko) = ®c(t2, W1 + ct3), parac=ws/t.

Asi, encontramos en cada caso admisible, una pareja de campos vecto-
riales en . los cuales conmutan y son linealmente independientes en todas
partes o en el complemento de una curva Cy.

Estos campos vectoriales son por definicién invariantes por holonomia.
Ellos inducen, via la aplicacion cubriente 7 : S — S y la aplicacion desarro-
llante 2 : S — .#, dos campos vectoriales globalmente definidos y conmu-
tativos en S. Esto finaliza la prueba. ([l

3. Demostraciéon del Teorema principal

Demostraremos ahora el Teorema 0.3, para la famila de conexiones (39),
en el caso donde el cubriente S producido por el Lema 2, es trivial. En par-
ticular, cuando G' = Isom™(Vy). De la proposiciéon 2.1 sabemos que existen
dos campos vectoriales de Killing conmutativos sobre .# invariantes por ho-
lonomia, los cuales son linealmente independientes en todas partes o en el
complemento de una curva Cy. La curva 21(Cp) en S es invariante por
las transfomaciones de cubierta e induce una curva compacta C (no nece-
sariamente conexa) sobre S (ver Fig. 4), donde los campos vectoriales que
inducen la accién sobre R? tienen rango menor que dos.

§=(R%7Y(V)) (R, Vo)
Co”
\ D // 7
| Z—
—7
D—I(CO) T
v

Figura 4. Encontramos via la aplicacion cubriente 7 y la aplicacion
desarrollante 2, dos campos vectoriales en S que son conmutativos y
linealmente independientes en el complemento de una curva C.

Nuestro objetivo es probar que C es vacia, esto es, que la imagen de &
no intersecta a Cp. Esto implicaria que la acciéon de R? sobre S es localmente
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libre. De la demostracién de la Proposicién 2.1, hay dos situaciones donde
Cy es no vacia. En ambos casos, Cy es de la forma x = f(y) para alguna
funcion f. En consecuencia, cada hoja de .%( (curva de nivel de y) intersecta
a un tnico punto de Cj.

Cortamos S a lo largo de C' para obtener un niimero finito de variedades
conexas con frontera. Sea {2 una variedad de ese tipo. Como C' es transversal
a F, por el teorema de indice de Poincaré-Hopf, §2 es un cilindro y tiene dos
componentes C; y Cy en la frontera, componentes conexas de C.

JAS VA /

\ \

C1 Co

~ =
~ =

’ ’
Figura 5. Encontramos via la aplicacion cubriente 7 y la aplicacion

desarrollante &, dos campos vectoriales en S que son conmutativos y
linealmente independientes en el complemento de una curva C.

Sea V un campo vectorial auxiliar que no se anula en ninguna parte,
tangente a la foliacion orientada % y tal que, a lo largo de Cq, sefiala hacia
adentro. Ninguna curva de % que comienza en C; puede intersectar nue-
vamente a C1, porque lo haria senalando hacia fuera. Ninguna curva de .#
comenzando en C; puede intersectar a Cq, pues esto implicaria que una ho-
ja de Fg intersecta a Cy dos veces. Asi, cada orbita que empieza en C; se
acumula a algin subconjunto de 2. Por el teorema de Poincaré-Bendixon,
este conjunto limite contiene una érbita cerrada O de #. Ademas, O y Cy
son ambas, curvas cerradas simples generando la holonomia de €. Sea v un
generador del grupo fundamental de €. Por un lado, como ~ es homoéloga a
(1, la holonomia de « debe actuar sin puntos fijos en Cj. Por otro lado, como
~ es homoéloga a O, su holonomia debe preservar la hoja L de .%( correspon-
diente a O, y debe fijar el punto L N O. Esta contradiccién demuestra que C
es vacia.

Nos ocuparemos ahora del caso donde el cubriente de S no es trivial. De
la Proposicion 3.1 (Cap. 3) y el Lema 2, existe un subconjunto abierto conexo
Q) C ./ yun grupo I' C Isom™ (V) actuando propiamente discontinua sobre
Q) cuyo cociente es S. Existe un subgrupo I' C T tal que el indice [ : | = 2
y tal que I' C G. Tenemos S = Q/T y un doble cubriente natural 7 : S — S.
Sea ¢ € I'\G. La orientacion de .# es preservada por ¢ pero la de .% no lo es.
Dado que ( es conjugada a la isometria o de la Proposicion 3.1 (del Capitulo
2), tiene un punto fijo en .Z. El caso Q = .# debe ser excluido, ya que T’

debe actuar sin puntos fijos en .Z. En los otros casos, €2 es el complemento
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de la curva Cp dada por x = f(y) para algin f. Esto nos dice que cada
hoja de % intersecta a Cy. Pero ¢ no puede invertir la orientacion de F y
al mismo tiempo preservar (2. Concluimos que estos casos no suceden y que
el cubriente finito dado por el Lema 2 es en efecto, trivial. Esto finaliza la
demostracion del Teorema 0.3 para la familia de conexiones (39).






Apéndice A

Espacios cubrientes

1. Homotopia y grupo fundamental

Definiciéon 1.1. Sean X y Y espacios topologicos. Dos aplicaciones con-
tinuas f,g : X — Y se dicen aplicaciones homotdpicas cuando existe una
aplicacion continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(x)
para todo x € X. La aplicaciéon H se llama homotopia entre f vy g, vy se
denota por H : f ~ g, o simplemente f ~ g.

Dar una homotopia equivale a definir una familia continua a un para-
metro (Hy)ier de aplicaciones de X en Y, es decir, la aplicacion asociada
(z,t) — Hi(x) es una aplicacion continua. Tenemos Hy = f y Hy = g de
manera que la familia (H;)icy comienza con f y termina con g. Una relacion
de homotopia, f ~ g, es una equivalencia en el conjunto de las aplicacio-
nes continuas de X en Y. Las clases de equivalencia segtin la relacién de
homotopia son llamadas clases de homotopia y se denotan por [f].

En lo que sigue, supondrémos que nuestros caminos estan definidos en el
intervalo unitario I = [0, 1], y nos interesaran los caminos cerrados: aquellos
en los que a(0) = a(1). Un camino cerrado « : (I,01) — (X, ) que co-
mienza y termina en xg, serd llamado camino cerrado con base en el punto
o 0 lazo basado en xy. Las homotopias seran relativas a dI. El conjun-
to m1 (X, xo) formado por las clases de homotopias de lazos basados en z,
constituyen un grupo llamado el grupo fundamental del espacio X con base
en el punto xp. El elemento neutro de este grupo es la clase de homotopia
€ = &4, del camino constante en el punto xy. Supondrémos que el lector esta
familiarizado con el concepto de grupo fundamental.
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Indicaremos siempre con 7 = [c] la clase de homotopia del camino c¢ :
I — X, esto es, el conjunto de todos los caminos en X que poseen las mismas
extremidades que ¢ y que son homotoépicos a ¢ con extremos fijos durante la
homotopia.

Proposicion 1.2. Si zg y x1 pertenecen a la misma componenete coneza
por caminos de X, entonces m1(X,zo) y m1(X,x1) son isomorfos. Mds pre-
cisamente, cada clase de homotopia v de caminos que conectan xy con 1
inducen un isomorfismo 7 : w1 (X, x1) — 71 (X, x0) dado por F(a) = yay .

Demostracion. Sea v = [c] la clase de equivalencia de caminos que co-
nectan zp con xj. Sea « un lazo basado en i, es decir, a € m (X, x1).
Tenemos entonces que yay ' es un lazo basado en zg. Obsérvese ademés
que 7(aB) = vaBy 1 = (vay~1)(18y1) = 7(@)F(8) por lo que 7 es un
homomorfismo. Como a — v~ tary es un inverso bilateral para 7, concluimos
que 7 es un isomorfismo. [l

Corolario 1.3. Si X es conexo por caminos entonces para cualesquiera pun-
tos basicos xo y x1 en X, los grupos fundamentales w1 (X, xg) y m1 (X, z1) son
isomorfos.

En general no existe un isomorfismo natutral entre los grupos m (X, o)
y m(X,x1). Si variamos la clase =, el isomorfismo 7 generalmente varia
también. El grupo m1 (X, o) depende de la componente conexa por caminos
en el punto zg y no del espacio X.

2. Espacios cubrientes

La nocién de cubriente proporciona condiciones para la continuacién ana-
litica, esta ultima es un instrumento clasico para saber si un homomorfismo
local es global. Sean X y X espacios topoloégicos y p : X — X una aplicacion
entre estos dos espacios. Decimos que un subconjunto abierto U C X esta
cubierto parejamente o uniformemente cubierto por psi p~1(U) = LVj es la
unién disjunta de abiertos V; de X, llamados hojas, tal que plv; : V; = U es
un homeomorfismo para cada j.

Definicion 2.1. Sea X un espacio topologico. Un espacio cubriente de X es
una pareja (X D) que consiste de un espacio topoldgico X y una aplicacion
suprayectiva p : X = X con la propiedad de que para cada x € X existe
una vecindad abierta U, de X cubierta parejamente por p.

De la definicién se puede observar que la aplicacién cubriente p es conti-
nua, abierta y un homeomorfismo local del espacio total o espacio cubriente
X sobre el espacio base X. Para cada = € X, el conjunto p~—'(z) se llama
fibra sobre x y su cardinalidad es el nimero de hojas u orden del cubriente.



2. Espacios cubrientes 69

Proposicion 2.2. Sip: X — X es una aplicacion cubriente y el espacio
base X es conexo, entonces todas las fibras p~'(z), x € X, tienen la misma
cardinalidad.

Demostracién. Para todos los puntos xz de una vecindad U cubierta pa-
rejamente por p, la cardinalidad de la fibra p~!(z) es la misma. Luego, el
conjunto de los puntos z € X tales que p~!(x) tiene la misma cardinalidad,
es abierto. Esto determina una descomposicién de X como unién de abiertos
disjuntos, en cada uno de los cuales la cardinalidad de p~!(z) es constante.
Como X es conexo, solo puede existir uno de esos abiertos. ([l

Otra manera de verlo es mediante la funcién que asocia a cada punto
r la cardinalidad de la fibra p~!(x), podemos notar que esta funcién es
localmente constante, por lo qué, si X es conexo, todas las fibras tienen la
misma, cardinalidad.

Definicion 2.3. Sea p : X — X un cubriente y f : ¥ — X una funcién
continua. Un levantamiento de f con respecto a p es una aplicaciéon f:Y —
X tal que po f = f, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

(128) X

Jk

Y — X

2.1. Espacios cubrientes y grupo fundamental. Una aplicacién con-
tinua f : X — Y entre dos espacios topologicos induce un homomorfismo
fu :mi(X,z0) = (Y, y0), yo = f(z0) definido por fu(a) = [f o a], donde
a = [a]. Podemos ver que fx estd bien definido ya que si a = o’ entonces
foa = fod'. Como fo(ab) = (foa)(fob) se tiene que fu(af) = fu(a)fu(B),
por tanto, fx es un homomorfismo. Si ademéas de ser continua, f: X — Y
es un homeomorfismo, se puede verificar que fu : (X, z9) = 71 (Y, y0) es
un isomorfismo.

Dada una aplicacién cubriente p: X — X, sea # € X con z = p(&). De-
notaremos por H(Z) la imagen del homomorfismo inducido por la aplicacion

cubriente py : m (X, Z) — m (X, x). Observemos que

H(z) = {aem(X,z)]|a=py(a)para algin & € (X, %)}
= {aem(X,z)]|[a] =[poal, donde a = [a] y & = [a]}

consiste de las clases de homotopia de lazos basados en x, cuyo levantamiento
a X son lazos basados en Z. Por teoria de grupos sabemos que H(Z) es un
subgrupo de 71 (X, x), veremos en este capitulo que H(Z) es la pieza més
importante para caracterizar el cubriente p : X = X.
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Proposicion 2.4. Sea p: X — X una aplicacion cubriente. Para cualquier
zo € X tal que Tg € p~(x0), el homomorfismo inducido py : 71 (X, %) —
m1 (X, xg) es inyectivo.

Demostraciéon. Para mostrar la inyectividad veremos que el ker py es tri-

vial. Sea & € kerpy entonces py(&) = [p o a] =~ [es,] es homotopico al
lazo trivial basado en xg. Asi, cualquier levantamiento & basado en Z, es
homotépico al lazo trivial zg. O

A continuacion veremos que si X es conexo por caminos, entonces cuando
& recorre la fibra p~!(x), la imagen H(Z) = pumi(X,Z) describe toda la
clase de conjugacion del subgrupo H (o).

Lema 3. Sea p: X — X una aplicacion cubriente con X conezo por cami-
nos. Considere los puntos Tg,T1 € p_l(mo), 567y es una trayectoria con punto
inicial To y punto final Z1, entonces py(m(X,%1)) = ypy(m (X, To))y L

Demostracion. Si X es conexo por trayectorias entonces para cualquier
& € p~Y(xo) existe un camino ¢ en X que comienza en Z y termina en .
De manera que ¢ = p o ¢ es un camino cerrado en X con base en el punto
0. Recordemos de la Proposicion 1.2 que todo elemento o € (X, &) es de
la forma a = [éb¢~'] con f = [b] € m1(X,Fp). Luego pu(a) = ypu(B)y
donde v = [c]. Se tiene entonces que H (%) = - H (%) v~ !. Reciprocamente,
Sea H = ~-H (i)~ ! cualquier subgrupo conjugado de H (i) en 71 (X, Zo).
Escribimos v = [¢]. Levantando el camino cerrado ¢! a partir del punto Zo,
obtenemos un camino ¢! en X cuyo punto final llamaremos #. Entonces
T € pil(aco) y el camino ¢ en X comienza en el punto z y termina en xg, con
poé=c. por lo que acabamos de ver, esto nos da H(Z) = - H(Zo) -7 'y
por lo tanto H = H(Z). O

Proposicion 2.5. Sea p : X — X una aplicacion cubriente con X conexo
por caminos. Para cada v € X, el grupo fundamental m (X, x) actia por
la derecha transitivamente en la fibra p~'(x). El grupo de isotropia de cada
punto & € X es el subgrupo H (&) = pumi (X, 7).

Demostracién. Dados v € m1(X,z) y & € p~*(z). Consideremos la aplica-
cion o : p~1(x) x m (X, 2) — p~!(x) que manda (Z,v) — Z-v = 5(1), donde
7 es el levantamiento de v basado en Z. Sean 1,72 € m1(X,2) y & € p~(z),
observemos que

(129) Z- (M) = NYe(l) = 52(1)

donde 71 es el levantamiento de v; basado en £ y 72 es el levantamiento de
~v2 basado en 41 (1). Por otra parte,

(130) (T -m)y2 =71(1) - y2 = F2(1).
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De las ecuaciones (129) y (130) se sigue que Z - (7172) = (Z - 71)72. Tenemos
ademas que T - e, = £,(1) = €z(1) = & donde ¢; es el levantamiento del
camino counstante €, basado en Z. Sigue de lo anterior que la aplicacién
o:p Yz) xm(X,r — p~!(x) es una accién derecha del grupo fundamental
71 (X, x) sobre la fibra p~!(x).

La transitividad resulta de ser X conexo por caminos: dados 7, Yy €
pfl(x), sea 7y un camino en X que comienza en T y termina en ¢. Entonces
7 =po# es un camino cerrado en X con base en el punto z. Sea v = [¢]. Se
sigue que -y =5(1) = 3.

Tomemos & € X y analicemos el grupo de isotropia de i:

G: = {yrem(X,2)|2-v=1}
= {yem(X,z)|4(Q1) =2} C H(z).

Es decir, el grupo de isotropia de un & € X, es el conjunto de lazos ~ basados
en x cuyo levantamiento 4 estd basao en Z y tiene punto final . Podemos
ver entonces que un elemento del grupo de isotropia es también un elemento
de la imagen de px. Por otra parte, la imagen del homomorfismo inducido
H(Z) esta dada por

H(z)={yem(X,z) | pody = para algin 5 € Wl()?,:%)} C G;.

Es decir, el conjunto de lazos v basados en x cuyo levantamiento ¥ esta
basado en . Sigue entonces, que el grupo de isotropia Gz, de cada punto
Z € X, es la imagen H(Z) del homomorfismo inducido p4. O

En la Proposicion 1.4 del Capitulo 1 vimos que la érbita de un punto bajo
la accién de un grupo estd en biyeccién con el cociente del grupo méodulo el
estabilizador del punto. Esto junto con la proposicién anterior nos permite
dar el siguiente corolario.

Corolario 2.6. Si X es conezo por caminos entonces para cualquier & € X
tal que © = p(&), el nimero de hojas de p es igual al indice del subgrupo
H(z) Cc m(X,x).

Recordemos que un espacio topologico X es simplemente conexro cuando
es conexo por caminos y su grupo fundamental es el grupo trivial.

Corolario 2.7. Si X es simplemente conezo entonces el nimero de hojas
del cubriente es igual al nimero de elementos de w1 (X, z). Cuando esos dos
numeros son finitos, la igualdad entre ellos implica X simplemente conezo.

Las permutaciones de la fibra p~!(z) de la forma & + Z -+, donde
v € m1 (X, z) constituyen un grupo M(z), llamado el grupo de monodromia
o transformaciones de cubierta de la aplicacién cubriente p: X — X en el
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punto z. Para todo x € X, M es una imagen homomorfa de 7 (X, z). Mas
precisamente, se tiene

M(x) =m(X,z)/Hy, donde Hy= ﬂ H(%).

p(Z)=x

2.2. El teorema fundamental del levantamiento. Recordemos que un
espacio es localmente conexo por caminos si posee una base de vecindades
formada por subconjutos conexos por trayectorias. Daremos a continuacién
una de las propiedades principales de los espacios cubrientes, que es la de
levantar caminos.

Veremos en el siguiente enunciado, cémo el grupo fundamental permite
que se dé una respuesta algebraica al problema topolégico de saber si una
aplicacion continua admite un levantamiento.

Teorema 2.8 (Existencia de los levantamientos). Sea p: X — X una apli-
cacion cubriente con X conexo por caminos. Sea' Y un espacio conexo y local-
mente conexo por caminos (luego conexo por caminos) y f : (Y,y0) — (X, zo)
una aplicacion continua. Dado To € p~*(z0), a fin de que f posea un levan-
tamiento f (Y,y0) = (X, %) es necesario y suficiente que fami(Y,y0) C
H(Zy).

Diremos que una aplicacién continua y sobreyectiva f : X — Y goza de
la propiedad de levantamiento de caminos cuando, dados arbitrariamente un
camino a : I — Y y un punto x € X tal que f(z) = a(0), existe un camino
a:I — X tal que a(0) = z 'y foa = a. El siguiente corolario nos dice porqué
los caminos pueden siempre ser levantados.

Corolario 2.9. Sea X conexo por caminos y Z simplemente conexo y local-
mente conexo por caminos. Toda aplicacion continua [ : (Z,z0) — (X, o)
admite un levantamiento f : (Z,z) — (X, %), donde o € p~(xo) es esco-
gido arbitrariamente.

Teorema 2.10 (Unicidad de los levantamientos). Sea p : X — X una
aplicacion cubriente y Z un espacio conexo. Sean §,g : Z — X tal que
pog=pog=g entonces, o §(z) # g(z) para todo z € Z 6 g = g.

Demostracion. Sea A = {z € Z| §(z) = §(z)}. Tomemos un punto a € A,
luego, j(a) = g(a). Como p es localmente inyectiva §(a) = g(a) € X tiene
una vecindad V tal que p|y es inyectiva. Por la continuidad de g y § existe
una vecindad U de a tal que g(U) C V y g(U) C V. Entonces para todo
z € Z tenemos que pg(z) = pg(z) y por la inyectividad de p en V tenemos que
g(z) = g(z). Luego U C A, por lo tanto A es abierto. Mostraremos ahora
que A es cerrado. Sea z € Z tal que g(z) # g(z), por hipotesis tenemos
que po g(z) =pog(z) = g(z) € X, sea V una vecindad de g(z) cubierta
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parejamente por p, luego p~1(V) = |J, Ua es la unién disjunta de abiertos
U, en X que son homeomofos a V mediante p. Existen por tanto a = (3 tales
que g(z) € Uy y §(2) € Ug. Por la continuidad de g y g existe W vecindad
de z € Z tal que g(w) C Uy y g(w) C Ug. Vemos que g(w) # g(w) para todo
w € W. Luego, w ¢ A entonces z € W. Como W N A # () se tiene que A es
cerrado. O

Del Teorema 2.10 podemos deducir que una aplicacién continua puede
tener varios levantamientos, veremos en el siguiente resultado que para el
caso de trayectorias, cuando Z = I, el levantamiento es tinico si fijamos el
punto inicial de los levantamientos.

Lema 4. Sea (X,p) un espacio cubriente de un espacio X. Si 61 y o2 son
levantamientos de una trayectoria o : I — X con el mismo punto inicial,
entonces 61 = 09.

Un cubriente p : X = Xcon X simplemente conexo y localmente conexo
por trayectorias se llama un cubriente universal pues X cubre a cualquier
otro cubriente del espacio X.

3. Transformaciones de cubierta

Consideremos pq : Xl - X yp2: X’g — X dos aplicaciones cubrien-
tes con la misma base X. Un homomorfismo de espacios cubrientes es una
aplicacion continua f : X7 — X tal que ps o f = py, es decir, el siguiente

diagrama conmuta:
! XQ
X

En el caso cuando f es un homeomorfismo diremos que f : X, = X, es
un isomorfismo de espacios cubrientes, con irlversaNf_l : X9 — Xi tal que
flof= Idg v fof = Idg, . Si ademé~s, X1y Xs son el mismo, diremos
que f es un automorfismo. El conjunto G(X) de automorfismos del cubriente
p: X — X constituye un grupo con la composiciéon de aplicaciones llamado

el Grupo de transformaciones de cubierta o Grupo de Galois.

(131) X,

Si f es un homomorfismo de cubrientes, la condicién ps o f = p; significa
que f aplica cada fibra pl_l(w) en la fibra pz_l(x). Es decir, para todo x € X
f (pl_l(a:)) C pz_l(x). Cuando X y X, son el mismo, f aplica cada fibra
p~'(z) en si misma. En particular, si f : X; — X, es un isomorfismo se
tiene la igualdad f (pl_l(l')) =Py L(z). Tenemos entonces que un isomorfismo
f induce, para cada z € X, una biyeccion de la fibra pfl(aj) sobre la fibra
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Py 1(.%') A su vez, un automorfismo determina una permutacién en cada fibra
pH(2).

Note que un homomorfismo f : X1 — X, es un levantamiento de la
aplicacion continua p; : X1 — X con respecto al cubriente ps : X5 — X. Asi,
cuando X es conexo, dos homomorfismos que coinciden en un punto #; € X3
son iguales. El siguiente lema nos dice que si un conjunto (no necesariamente
un grupo) de automorfismos del cubriente actiia transitivamente en alguna
fibra, entonces este conjunto tiene que ser G(X).

Lema 5. Sea p: X — X un espacio cubriente conexo, y H un conjunto
de automorfismos del cubriente X con la propiedad de que para alguna fibra
p~Y(x), cualesquiera dos puntos T1,%o € p~t(x) pueden ser llevados uno en
el otro por un elemento de H, entonces H = G(X).

Demostracion. Sea g € G(X), si &9 € p~'(xo) entonces g(Zg) € p~*(x0)
pues G(X) deja invariante las fibras, luego existe h € H tal que h(Zy) = g(Zo)
y por el Teorema 2.10 de unicidad de levantamientos, se sigue que h = g. [

Definiciéon 3.1. Un espacio cubriente se dice normal si G(X) acttia tran-
sitivamente en las fibras. Un cubriente normal también es conocido como
cubriente de Galois.

Hemos visto en el Corolario 1.3 que si X es conexo por caminos enton-
ces para cualesquiera puntos bésicos xg,x1 € X los grupos fundamentales
m1(X,z9) y m1(X,2z1) son isomorfos. Tenemos a continuaciéon el siguiente
resultado.

Lema 6. Sea p : X: — X una aplicacion cubriente con X conezo por tra-
yectorias, To,T1 € X tales que p(ZTo) = xo y p(T1) = x1 entonces H(Zg) es
normal en 71 (X, z0) si y solo si H(Z1) es normal en w1 (X, x1).

Demostracién. Tomemos una trayectoria 4 en X con punto inicial #; y
punto final Zy. Denotemos por 7 = p o 7, luego la aplicaciéon (vista en la
Proposicién 1.2) 7 : 71(X, 29) — m1(X,z1) definida como F(a) = yay~! es

un isomorfismo, mas atn, py(mi(X,%0)) = pg(F(m (X, #1)). O

Proposicion 3.2. Sean X, y Xo conezos y localmente conezos por caminos.
A fin de que exista un homomorfismo f : X1 — Xa con f(Z1) = Tg es
necesario y suficiente que Hy(Z1) C Ha(Z2).

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.8 pues un homomorfismo f es un
levantamiento de p; relativamente el cubriente ps. O

Proposicion 3.3. Sea X localmente conexo por trayectorias. Dos espacios
cubrientes conexos p1 : X — X1 y po @ Xo — Xo son isomorfos, via
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un isomorfismo [ : X, —>~)~(2 que preserva los puntos bases, si y sdlo si
P1, (m1(X1, 1)) = p1, (m1(Xe, 72)).

Demostracion. Supongamos que existe un isomorfismo f : (X;,%;) —
(Xy,#3) entre los espacios cubrientes (X1,p1) y (Xo,p2), como f es un
homeomorfismo se tiene que fu(mi(X1,21)) = 7r1(X2,5:2) y como pi, =
P2y © [y se sigue que p1, (m1(X1,Z1)) = pa, (m1 (X2, T2)).

Supongamos ahora que p1, (71 (X1,%1)) = p1#~(771 ()N(%, Z2)), entonces por
la Proposicion 3.2 existen homomorfismos f; : X1 — Xoy fo: Xo = X3
tales que el siguiente diagrama conmuta:

(132) /Xl,fl)
f2
(X2, 72)
(X1,21) (X, z0)

Por el Teorema de unicidad de levantamientos 2.10, se tiene que foo f1 = Id %
y fio f2 =1dg,. Por lo tanto, (X,%1) y (X2,%1) son isomorfos. O

Proposicion 3.4. Sea p : (X, %) — (X,20) un espacio cubriente conezo,
con X localmente conezo por trayectorias y sea H (%) = pu(m1(X,To)).
FEntonces el espacio cubriente (X',p) es un cubriente de Galots, st y sdlo si,
H(zy) es un subgrupo normal de w1 (X, o).

Demostracion. Supongamos que (X,p) es un cubriente de Galois. Sea v €
71(X, x0), con v = [¢]. Existe 4 en X tal que poy = v y 7(0) = &, entonces
por el Lema 3 tenemos ypy (71 (X, %0))y~! = py(m1(X,5(1))). Como G(X)
actiia transitivamente en las fibras, en particular en p~!(zg), existe una trans-
formacion de cubierta T : X — X que manda &g — A(1). Luego, de la Pro-
posicion 3.3 py(m1 (X, F0)) = pg(m(X,5(1))). Por lo tanto, pu(m(X,%))
es normal en 71 (X, zg). Por otro lado, supongamos que py(m; (X, %)) es un
subgrupo normal de 7 (X, ). Sean 21 € X y 1,32 € p~(x1), luego por el
Lema 6 se tiene que py(m1 (X, #1) es normal en 71 (X, z1). Como X es conexo
por trayectorias, existe 5 en X tal que 5(0) = &1 y 5(z2), luego v = Jop y por
el Lema 3 se tiene py(m1(X,#1)) = ypa(m(X, #2)) = pp(m (X, F2)), luego
por la Proposicion 3.3 existe un isomorfismo T': (X, ) — (X, &»). O
Proposicion 3.5. Si p : (X,%y) — (X,z0) es un cubriente conezo del

espacio X localmente por trayectorias, entonces G(X) = N(H (io))/H (i),
donde N(H (%)) es el normalizador de H(Zo) en w1 (X, zg).
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En particular, si el cubriente X es un cubriente de Galois, G(f() es
isomorfo a m1(X,x0)/m1 (X, Z0). Entonces para el cubriente universal p :
(X,20) = (X, xz0) tenemos que G(X) = m1(X, xo).

Demostracién. Recordemos que H(%g) = pg(mi(X,%o)). Tomemos v €
N(H (%)), luego vH (Zo)y~ ' = H(Zo). Sea 7 un levantamiento de v tal que
7(0) = &g, por el Lema 3, py(m1 (X, 7(1))) = ypx(m (X, Z0))y !, por lo que
pu(m1(X,70)) = px(m1(X,%(1))), se sigue de la Proposicién 3.3 que existe
g, € G(X) tal que g,(%o) = 7(1). Por la propiedad de levantamientos de
homotopias g, no depende del representante v = [c]: si tomamos 1,72 €
N(H(Zp)) y suponemos que son homotépicas entonces sus levantamientos
Y1 ¥ J2, respectivamente, son homotoépicos también. Asi, g, (Zg) = y1(1) =
F2(1) = goy (Z0), cOmMO goy, vy € G(X) en particular son levantamientos, y
como coinciden en un punto, por la Propiedad de unicidad de levantamientos
se tiene que g,, = g5, en todo punto. Tenemos asi, una aplicacién que esta

bien definida _
fiN(H(Z) — G(X)
Y Gy
Verifiquemos que f es un homomorfismo. Sea 1,72 € N(H (Zp)). Obsérvese
que p(¥1 - (951 ©72)) = (Po 1) - (P gy, ©F2) =71 V2, Por 1o Y1+ (g4, 0 72)
es el levantamiento de y;y2 con punto inicial Zg. Se sigue entonces que

G172 (Z0) = 71+ (g1 ©72) (1) = gy1 © F2(1) = g1 © 992 (Z0)-
Del Teorema 2.10 de unicidad de levantamientos se sigue que gy,~, = g1 G-
Por lo tanto, f es un homomorfismo de grupos. Por otro lado, como g € G(X')
y X es conexo por trayectorias, existe 4 en X tal que p o~y =« con punto
inicial Zg y punto final g(Zg). Por la unicidad de los levantamientos se sigue
que g, = g. Entonces H (&) = px(m1(X, g(#))). Por otro lado, por el Lema
3, se tiene py(mi (X, g(%0))) = vH(Z0)y™", luego v € N(H(io)) y por lo
tanto f es un homomorfismo. Por altimo, observemos que ker(f) = H (%)
ya que
H(‘%O) = p#(ﬂ-l(X7j0)) = {ry € Wl(vaO) | bo :y =7 ’3/ € ﬂ-l(Xa-%O)}’

Es decir, los elementos de H (%) estan representados por elementos de m1 (X, )
cuyo levantamiento son lazos basados en Zg. Finalmente, por el primer Teore-
ma de isomorfismo N(H (i))/H (Zo) = G(X). En el caso particular cuando
p: X — X es un cubriente normal, N(H (%)) = m(X,z0) vy H (%) =
71 (X, &), por lo tanto, G(X) = m(X,z0)/m1(X,Zo). En el caso cuan-
do p : X — X es el cubriente universal, H (&) es trivial, por lo tanto,
G(X)gﬂ'l(X,l'o). |



Tablas

Tabla 1

Apéndice B

Algebras de Lie imprimitivas y transitivas de campos vectoriales en R2.

Generadores Dim  Estructura
1.1 0y, 20, — uly, 220, — 2zud, 3 s((2)
1.2 0Oy, 20; — udy, 220, — (2zu + 1)0, 3 sl(2)
1.3 0y, 204, u0y, 20, — xud, 4 gl(2)
1.4 0y, 20y, £%0,, Oy, udy, u20y, 6 sl(2) @ sl(2)
1.5 Op,mi(z)0u, -, np(x)0y E+1 RxRF
1.6 O, uOy, m ()0, -+ ,Ni(x)0y E+2 R2xRF
1.7 Oy, 20y + audy, Oy, ©0y, ..., *~10, E+2 a(l) x R
1.8 0Oy, 20, + (ku+ 2)0y, 0y, 20y, ..., 5710, E+2 a(l) x RF
1.9 Oy, 20y, u0y, Oy, Oy, T30y, ..., ¥ 710, E+2 ¢1) xRF
110 20;,220; + (K — D)udy, 220, + (k — 1)zud,,
Oy, €0y, 20y, - - ,2*710, E+3 sl(2) x R
1.11 Oy, 204, 220, + (k + 1)zudy, ud,,
Ou, Oy, 20y, ..., 2* 710, E+4 gl(2) x RF
Donde ¢(1) = a(1) & C.
En los casos 1.5y 1.6, las funciones 7y (x), n2(z), - - - , ni(x) satisfacen una

ecuacion diferencial ordinaria, lineal y homogénea D(u) = 0 de orden k, con
coeficientes contantes.

En los casos 1.5-1.11 se pide k > 1. Sin embargo, note que si hacemos
k = 0 en el Caso 1.10 y reemplazamos u por u?, obtenemos el Caso 1.1.
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Similarmente, si hacemos k = 0 en el Caso 1.11, obtenemos el Caso 1.3. Los
casos 1.7 y 1.8 para k = 0 son equivalentes al dlgebra de Lie {0;,e%0,} y
pertenecen al caso 1.5. El caso 1.9 para k = 0 es equivalente al algebra de
Lie {0y, Oy, u0,} del tipo 1.6.

Tabla 6

Algebras de Lie primitivas de campos vectoriales en R2.

Generadores Dim Estructura
6.1 Oy, Oy, (x0z + udy) + udy — Ty 3 R x R?
6.2 Oy, 10; + udy, (2% — u?)0y + 22ud, 3 s[(2)
6.3 udy — 20y, (1 + 22 — u?)0, + 22ud,

22u0; + (1 — 22 4+ u?)0, 3 50(3)
6.4 Oy, Oy, 0y + 10y, uOy — x0y 4 R? x R2
6.5 O, Oy, 0r — U0y, U0y, TO, 5 sa(2)
6.6 0,0y, 0z, U0y, xOy, Uy 6 a(2)
6.7 Op,Ou, 20y + uOy, u0y — 20y, (22 — u?)0y + 22u0y,

220ud; + (22 — u?)9, 6 s0(3,1)

6.8 Oy, Oy, 20y, U0y, Ty, udy, 20y + Tudy,
Tudy + u0y 8 s((3)
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