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Capitulo

Introduccion.

1.1. Sistemas cuanticos confinados

El desarrollo de materiales con dimensiones relativamente pequenias ha vuelto necesario en-
tender las propiedades fisicas de distintos sistemas cuanticos sujetos a ciertas constricciones
espaciales. Se ha encontrado que estas limitaciones tienen importantes efectos en el comporta-
miento de los sistemas cuanticos, entre los ejemplos que podemos mencionar relacionados con
estos fenémenos se encuentran moléculas confinadas dentro de nanotubos, trampas tipo fulle-
reno, nanocanales [1,2] y el comportamiento de donadores de carga en pozos de potencial en
estructuras semiconductoras [3,4]. El modelo bésico que se utiliza para describir el comporta-
miento de un sistema cuantico es un atomo de hidrégeno, ya que este es relativamente simple de
trabajar, de modo que, se ha vuelto un sistema fundamental en el camino a entender sistemas
mas complicados o con mas estructura. El estudio de este sistema bajo diferentes condiciones
de confinamiento ha resultado de suma importancia en la fisica atéomica y ha traido consigo
una gran cantidad de estudios al respecto. Muchos de estos utilizan cavidades esféricas con un
sistema hidrogenoide con potenciales penetrables [5-9] e impenetrables [2,5, 10-15]; mientras
que unos pocos han tratado el caso ligeramente mas general con el sistema fuera del centro de la
esfera [16]. Algunos otros trabajos han tratado con algunas geometrias no esféricas [2,17-20], sin
embargo, sistemas cuanticos en geometrias donde se encuentre presente algin tipo de asimetria
han sido vagamente estudiados debido a la complejidad y a la anisotropia que estos presentan.

1.2. Modelos de sistemas asimétricos.

Por lo anterior, resulta interesante desarrollar herramientas que permitan modelar sistemas
con asimetrias. Para ello es importante encontrar sus soluciones estacionarias para analizar
el espectro de energias y el comportamiento de las funciones de onda. Este trabajo se enfoca
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en obtener soluciones numéricas para sistemas con asimetrias a partir de las soluciones a la
ecuacion de Helmholtz. En primera instancia se aborda el tema en una dimensién como ejemplo
representativo para mostrar su soluciéon analitica dependiendo de las diferentes condiciones de
frontera para posteriormente hacer lo mismo con un tratamiento numérico. Esto nos permitira
obtener confianza en los codigos de computo realizados para posteriormente estudiar un sistema
con mayor complejidad.

Al estudiar sistemas mas realistas se tienen asimetrias mas complicadas asi que se harda un
desarrollo numérico que nos lleva a enfrentar un problema de eigenfunciones y eigenvalores.
En este trabajo en particular se utilizard un esquema de diferencias finitas. Un sistema intere-
sante es la ecuacién de Helmholtz en dos dimensiones, en coordenadas polares, ya que esta
geometria interpola entre modelos de nanotubos y planos infinitos dependiendo de los pardame-
tros geométricos que se manejen. En este trabajo de tesis se consideraran las funciones de
Bessel cuando se tiene simetria angular de tal manera que se compararan con los resultados
numéricos utilizando diferencias finitas como ejemplo didactico para mostrar la efectividad del
método. Después se estudia la ecuaciéon de Helmholtz en 2 dimensiones sin simetria angular,
donde, conociendo previamente los resultados del caso con simetria angular tenemos un buen
punto de partida para determinar los resultados que se obtendran en este caso. Una vez se ha
desarrollado suficiente confianza en los métodos numéricos aplicados mostraremos la utilidad
de las herramientas desarrolladas en ejemplos relevantes en la fisica cuantica, en particular el
oscilador armoénico, el potencial escalon y diferentes formas del oscilador arménico truncado
en una y dos dimensiones con y sin asimetrias. Esto busca determinar el comportamiento de
los sistemas asimétricos a partir de entender el comportamiento de los sistemas simétricos.
Finalmente mostraremos los resultados obtenidos, conclusiones y el trabajo a futuro.

Utilizaremos el lenguaje de programacion Julia debido a que este posee una sintaxis similar
a la de Python, con la ventaja de tener una velocidad de calculo mayor. Esto hace que sea
relativamente sencillo centrarnos en el problema fisico sin distraernos demasiado en detalles
computacionales. Ademas ofrece la posibilidad de hacer cdédigos computacionales en paralelo y
posee una gran libreria de funciones matematicas. Estas razones hacen de Julia una excelente
opcion para trabajar.

1.3. Estructura del trabajo

Este texto consta de 7 capitulos en los que se desarrolla el trabajo mediante ejemplos que sirven
para mostrar las ventajas de los métodos numéricos utilizados. Las soluciones numéricas se en-
cuentran al resolver el problema de valores y vectores propios. Las comparaciones presentadas
se hacen entre los valores propios analiticos y numéricos correspondientes cuando la simetria
del sistema lo permite.

En el capitulo 2 se resuelve analiticamente la ecuacién de Helmholtz en una dimension, se ob-
tiene su discretizacion y se muestra una comparacion entre los resultados numéricos y analiticos
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esperados. Se analizan principalmente los eigenvalores ya que es mas sencillo hacer comparacio-
nes con estos y con ello tener una idea de la convergencia de la solucién en el mismo problema.
Inicialmente se planeaba resolver el problema de eigenvalores mediante rotaciones de Househol-
der de tal manera que después de un cierto nimero de pasos se obtuvieran los eigenvalores en la
diagonal de la matriz, para esto se introdujo el programa tgli extraido de “Numerical Recipes”
que hace uso de las caracteristicas de este tipo de matrices. Sin embargo, la paqueteria incluida
en Julia cuenta con el programa eigs el cual realiza el mismo trabajo que tqli y ademas resuelve
casos mas generales que las matrices tridiagonales. La comparacion de tiempo de calculo y gasto
de recursos muestra las ventajas de usar la paqueteria incluida en Julia.

En el capitulo 3 se resuelve analiticamente la ecuaciéon de Helmholtz en 2 dimensiones, de
esta se deduce la ecuacion de Bessel y se obtienen de esta tultima la soluciéon analitica para
posteriormente compararlas con las soluciones numéricas utilizando diferencias finitas.

En el capitulo 4 se presenta la solucion numérica del problema de Helmholtz en 2 dimen-
siones, mostrando las complicaciones que presenta la discretizacién en las coordenadas angular
y radial, entre ellas el nimero de elementos de nuestra matriz o la asignacién de condiciones a la
frontera. De esta manera se presenta la necesidad de encontrar los pardmetros necesarios para
obtener una precision suficiente de la simulaciéon. Posteriormente se muestra la comparacién
entre los valores encontrados numéricamente y los valores analiticos en ciertos casos.

En el capitulo 5 se modelan un conjunto de ejemplos de mecanica cuantica utilizando soluciones
numéricas trabajando directamente con la ecuacién de Schrodinger. Se desarrolla el problema
del oscilador arménico infinito, oscilador arménico truncado y el potencial tipo escaléon. En
estos ultimos dos se debid tener en cuenta la magnitud de la barrera de potencial bajo la que
se puede encontrar la particula, de otro modo, los resultados no serian comparables. También
se presenta en este capitulo un par de modificaciones del oscilador armoénico buscando poder
describir el comportamiento de estos sistemas aprovechando la facilidad de la discretizacion en
una dimension y que no tienen soluciéon analitica.

En el capitulo 6 se consideran sistemas cuanticos en dos dimensiones como el oscilador arménico
infinito, oscilador arménico truncado, y osciladores armoénicos truncados con asimetrias angu-
lares. Nuevamente el oscilador armoénico infinito sirve para verificar el comportamiento de las
soluciones en dos dimensiones y como base comparativa del resto de los potenciales truncados
y asimétricos, lo cual tiene la finalidad de mostrar el comportamiento del sistema a través del
comportamiento de los valores propios cuando se pierde la simetria.

Finalmente en el capitulo 7 se muestran las conclusiones y el trabajo a futuro. Al final de
este trabajo se incluyen tres apéndices. El primero muestra la velocidad de célculo de valores
propios del método utilizado respecto al de diferencias finitas centradas. El segundo explica la
tridiagonalizaciéon y diagonalizacién de una matriz simétrica mediante matrices de Houhehol-
der y el codigo QR. El ultimo apéndice describe la estrategia general de programacion para la
solucion del tipo de problemas abordados en esta tesis.
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Capitulo

Ecuacion de Helmholtz en una dimension

La ecuaciéon de Helmholtz
(VP+ k) =0 (2.1)

nombrada asi por el médico y fisico aleman Hermann von Helmholtz ha sido estudiada amplia-
mente debido a su surgimiento en problemas fisicos que involucran la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales, esta resulta un ejemplo ttil y relativamente sencillo de como resolver
este tipo de ecuaciones, lo que tiene una gran relevancia en matematicas. Aparece naturalmente
en fisica al estudiar fenémenos cuya naturaleza es ondulatoria. Aquellos problemas relacionados
con la ecuacion de onda o la ecuacion de Schrodinger son algunos ejemplos en los que se vuelve
necesario encontrar su solucién [21,22]. Por estas razones nos encontramos ante una importante
herramienta matematica y educativa cuyo tratamiento resulta adecuado para los fines de este
trabajo.

2.1. Soluciones analiticas

La ecuacion de Helmholtz en una dimensién es un candidato sencillo para ilustrar el camino

que tomara nuestro desarrollo
2

d
Tt k*p = 0. (2.2)

Si proponemos a ¥ (x) = e** como solucién y la introducimos en (2.2) obtendremos [23, 24]
esxSZ + esrk2 =0

entonces
s = ik

de modo que la solucion general a esta ecuaciéon es

Y(x) = Cre™ + Che (2.3)

5
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donde C; y Cs son constantes que dependeran de las condiciones de frontera. A 2.3 aplicamos
la féormula de Euler
e = cos(z) + isin(z). (2.4)

para obtener
Y(x) = (Cy + Cy) cos(kzx) +i(Cy — Cy) sin(kx). (2.5)

Esta solucién podria resultar satisfactoria, sin embargo, siempre que sea posible es preferible
tener soluciones reales a nuestro problema. Entonces resultard conveniente notar que de la
solucién en (2.5) podemos construir una combinacion lineal que nos proporciona una solucion
real dada por las funciones u(z) = cos(kzx) y v(x) = sin(kx), por lo tanto, podemos considerar
la soluciéon general con valores reales

Y(z) = Acos(kx) + Bsin(kzx), (2.6)

donde los coeficientes A, B y la solucién especifica a un problema particular dependeran del
tipo de condiciones impuestas a nuestra ecuacion.

2.2. Discretizacion de la funcion

La solucion computacional de problemas sencillos con soluciones analiticas conocidas nos ayu-
dara a generar confianza en nuestro método ya que al ofrecer resultados ampliamente conocidos
es facil comparar con trabajos previos y con base en estos resultados, establecer comparaciones
con otro tipo de problemas donde el método sea aplicable. Si deseamos obtener una solucién
numeérica, consideremos la ecuacién (2.2) y multipliquemos ¥* por la izquierda e integraremos

enzde0a L [17]

Hlpde k*y*p o de =0 2.7
/O{wdxﬁ ww}x_. (2.7)
Integrando por partes, tomando u = ¥* y dv = %dm, entonces du = %dw y U= %, para de
esta manera obtener:
dp\" o fdyrdy
— 5 — — — k"™ pdx = 0. 2.
{1/} da:}o /0 {d:p dx v pdr =0 (2:8)

Las condiciones en los extremos pueden aplicarse de diferentes maneras dependiendo de nuestro
problema. Para nuestros propoésitos es conveniente considerar una de las condiciones siguientes
que podemos asociar fisicamente a un problema de una cuerda oscilante en distintas configu-
raciones:

Las condiciones tipo Dirichlet [23] se presentan si ¢(0) = (L) = 0 y describen una cuer-
da que se encuentra fija en ambos extremos.

=0,

. . . dy| _ —04%
Las condiciones tipo Neumann-Dirichlet [23] se presentan cuando @‘o =0,9(L) =06 .

6



CAPITULO 2. ECUACION DE HELMHOLTZ EN UNA DIMENSION

¥(0) = 0 de modo que la cuerda se encuentra fija en uno de sus extremos y el otro extremo
puede moverse libremente.

_ &

0=
condiciones son llamadas ciclicas [23] y representa una cuerda circular vibrando y sujeta a un
punto fijo. De manera que con cualquiera de estas condiciones obtenemos

Una tltima condicién a tener en cuenta es donde ¢(0) = (L) y %

. este tipo de

L dap* da L
& Lo = [ Kyryde. 2.9
o dr dz ' Jo Ve (29)
Usaremos la siguiente discretizacién para el funcional en la integral [17]
d 1/)1 1= 1/}2'—; i i
=z, dr — 21— T 1, ﬂﬁﬁ donde ;1 _ Tt Tik (2.10)
2 2 dx Tipl =T 1 2 2

Esto es, representamos nuestra discretizacion como los promedios de los valores méas cercanos
en la malla. Esta discretizacién es conveniente debido a que, de ser necesario, nos permite
centrar los cédlculos en alguna regién del espacio asignando un mayor ntmero de puntos a
regiones especificas de la malla que sean de mayor interés. Esto, a pesar de no ser muy util
en este problema, si puede aplicarse a sistemas donde eventos importantes sucedan en regiones
especificas en donde resulta importante centrar nuestro interés. Si reescribimos el funcional
discretizado obtenemos
g: ( ;Jr% - iﬂf_%)(%% - wz;%) B in\’:( .
= Tipl — xz—%)wz (0 (2.11)

i=1 Lipd = i i=1

[SIES

o bien

@D* ﬂb‘ 1 ¥ 177/1-_1 Q,D* 177D~ 1 77b* ﬂb‘_l N
+2 71t +1 7 — LY+ .
Ty 2 1Ty 2 =3 2 + =3 2 ]{52 Z(ler% o $27%)w:<wl

=1 Topl =Tl Tyl =X L Tyl — X 1 Tyl — Ty i=1

D=

Entonces tenemos la suma del producto de ¢ elementos. Buscamos optimizar el funcional, de

manera que, buscaremos la funciéon que optimiza este integrando, para esto utilizamos la defi-
niciéon de 1,1 y derivamos respecto a # ya que buscamos la solucién de v; y obtenemos la
2 7

siguiente expresion

i\f: ( 1 n 1 > 20 — x%_l B 2941 _ 2 ivj(xwl — 1) (2.12)

im1 \Ui — Ti—1 Tip1 — T — Ti—1 Tig1 — X4 i=1

coni=1,...,N.

Ahora podemos reescribir esto tltimo mediante un sistema de ecuaciones que puede ser repre-
sentado mediante una ecuacién matricial definiendo

1 1
Hij=2 ( + ) s Hijip1 = —
Ty —Ti—1 Tiy1l — X4
2
Hijg=——"+ (2.13)
Ti — Ti—1

2

Tit1 — T4
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de modo que

(Hyy, Hia 0 - 0 0 [y ]
Hyy Hyy Hys --- 0 0 (0

0 0 0 - Hyin—1 Hyoin| [Una

| 0 0 0 -+ Hyn- Hyn | | YN |

Dy 0 - 0 0 ][ ¢ ]
0 Doy --- 0 0 (0

=K : : : (2.14)
0 0 - Dyoinaa O YNt
0 0o - 0 Dyn| | ¥n |

la matriz tridiagonal y simétrica en el lado izquierdo de la ecuacién la llamaremos H, por otro
lado, la matriz diagonal en el lado derecho de la ecuacion la llamaremos . La ventaja de
tener una matriz simétrica es que los eigenvalores son reales y sélo se tienen que programar
explicitamente los elementos de matriz en la diagonal principal y los de una de las diagonales
reduciendo de esta manera el tiempo de calculo. Deseamos dejar libre a 1/7 en el lado derecho de
la ecuacién de manera simétrica y asi tener un sistema de ecuaciones para Js que dependa de los
valores en la malla. Este procedimiento es necesario debido a que el operador de la ecuaciéon es
hermitiano y por lo tanto es deseable que su contraparte numérica posea las mismas propiedades,
de otro modo estariamos trabajando con operadores cuyas propiedades no corresponden con los
de nuestro problema. Asi que para simplificar la expresién anterior consideremos la siguiente
transformacion ¢ = L¢ [17], entonces:

HL¢ = k*’DL¢ (2.15)
ahora multiplicaremos por el lado izquierdo por L y pidamos que
Lt =L

Y que
L'DL =1. (2.16)

De (2.16) notemos que si multiplicamos por el lado derecho por L™ obtendremos
LD=L"

luego, al multiplicar por el lado izquierdo por L obtendremos que
L°D =1

De esta manera si multiplicamos por la derecha por D~! encontramos que

L?=D"
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Debido a que D es una matriz diagonal, su inversa y L2 también lo son, ya que ambos son

diagonales. Entonces los elementos de L son L;; = ( i 1 y por lo tanto la ecuacion
Tip1—Ti—1)2
matricial se modifica de la siguiente manera
LHL¢ = k*¢. (2.17)

Si desarrollamos el producto de matrices obtenemos la matriz de coeficientes siguiente:

Hl,lLil H172L171L272 0 s 0 0
Hy1Ly1Lyy  Hypli,  HiszLpslss --- 0 0
0 0 0 o+ Hyoan-aL¥y iy, HyaanLn-in-iLnwy
i 0 0 0 o+ Hyn-aLnnLy-1n-1 HynI3,

Gracias a este resultado podemos escribir la siguiente relacion de recurrencia que se obtiene
solamente de desarrollar los productos de los elementos de (2.17)

( 1 n 1 > 20, B 201
x

i~ Tict Tipl — L) Tigr — Tiet (g — -Tifl)\/(xzﬂrl — xi1) (T — Ti2)

B 2¢i+1 — k2¢z (218)

(l'i—H - $i)\/($i+1 - $i—1)($¢+2 - IEz)

que escribiremos de la siguiente manera
Hi i+ Hii 101 + Hii10iv1 = Ko (2.19)

donde

1 1 2
Ty — Ti—1 Tiv1 — X5 ) Ti41 — Ti—1
2

(z; — xi—l)\/(xi—i-l — xi—l)(il?i — Ti_2)
2

(@ig1 — xi)\/(fciﬂ — 2 1) (Tin — @)

Hiipn=—

con esto ya es posible expresar el problema en términos matriciales y podemos resolver el
problema de valores propios. La enorme cantidad de elementos en nuestra matriz hace dificil el
calculo de modo que aprovechar la tridiagonalidad mediante transformaciones de Householder
, el algoritmo QR y matrices dispersas [25,26] reduce el trabajo enormemente y de esta manera
se reduce también el tiempo de calculo. Se realizdé un programa que resuelve el problema de
eigenvalores surgido al discretizar la ecuacion original, considerando las condiciones de frontera
correspondientes en cada caso. Se consideran condiciones tipo Dirichlet, Neumann-Dirichlet y
ciclicas a nuestra ecuacion diferencial de manera que se pueda apreciar como es modificada la
matriz en cada caso, considerando que H; ; = H; jL;;L; ;.




CAPITULO 2. ECUACION DE HELMHOLTZ EN UNA DIMENSION

2.3. Comparacién de resultados de las condiciones a la
frontera

Como es de esperarse los valores k de (2.18) coinciden con los eigenvalores al imponer cada
una de las condiciones de frontera, de manera que los eigenvalores obtenidos de nuestro calculo
numérico deben diferenciarse muy poco de estos que se pueden obtener analiticamente. De este
modo, necesitamos aprender como modifican las condiciones a la frontera al calculo numérico.

2.3.1. Condiciones tipo Dirichlet

Este tipo de condiciones especifican que valores en la frontera sobre la funcién sean nulos. En
este caso lo haremos de la siguiente manera

¥(0) =0y ¢(L) =0, (2.21)

de este modo estaremos resolviendo el problema de una cuerda unidimensional fija en los ex-
tremos [23] . Al introducir estas condiciones en (2.6) obtenemos

1 (0) = Acos(0) + Bsin(0) = A =0,
W(L) = Bsin(kL) = 0

si buscamos una solucién diferente a la trivial entonces sin(kL) =0y

k= % conn € N, (2.22)
asi, se tiene como solucién
. nmx
Y(z) = BSIH(T) con n € N. (2.23)

Debemos considerar una malla de N + 2 elementos, ya que el primero y ultimo elementos
representan los extremos de nuestro sistema, de manera que las condiciones de frontera se
presenten en nuestra malla como ¢g = ¢ny1 = 0. Debido a esta condicién no es necesario
incluir estos elementos en nuestro calculo numérico y la matriz modificada por las condiciones
de frontera H' tiene la misma forma que la matriz original

[Hy, Hy, 0 - 0 0 0

Hy, Hy, Hys - 0 0 0
P S : : : (2.24)
0 0 0 T HJ/V—I,N—z HJ/V/—I,N—l HJIV/—I,N

0 0 o - 0 Hy n_y Hyn |

Los programas utilizados para el calculo de valores propios son tqli y eigs. El programa tqli,
extraido de [25] aprovecha la estructura de la matriz tridiagonal, ya que en dos de los tres casos
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CAPITULO 2. ECUACION DE HELMHOLTZ EN UNA DIMENSION

correspondientes a esta seccion la matriz es tridiagonal y este programa toma ventaja de este
hecho para realizar una serie de transformaciones de Householder en la matriz de modo que al
final se obtendran los valores propios en la diagonal principal de la matriz en orden creciente.
El programa eigs es un método de la libreria LAPACK incluida en Julia para el calculo de
valores y vectores propios los cuales se realizarén en precision doble.

Mostramos primero la grafica de la evolucion de las diferencias entre los eigenvalores obte-
nidos con el programa tqli y con el programa eigs y los valores esperados, la diferencia se
grafica contra el tiempo que tardo cada programa en finalizar el calculo de eigenvalores.

102 Precision con tqli

@ @ 1°eigenvalor
® & 2°eigenvalor
® @ 3°eigenvalor

10!

100

Precision con eigs

0 0 4°ejgenvalor
® ® 5°ejgenvalor

® 8 1°eigenvalor
® 0 2° eigenvalor ||

10t
I i ® @ 3°eigenvalor
E 0 "g’_ 0 0 4°eigenvalor
£ 10 £ ® ® 5°eigenvalor
v )
[ [l 102 |
%o . ]
107 . 4 o [
L . e ¢ [} . o ] 1
0 . ° ° °
[] 5] []
[] 4] []
1 -2 . ] ° ] |‘ 4] b [ ] 10-4 L I L I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010

Diferencia absoluta entre valor esperado y numérico Diferencia absoluta entre valor esperado y numérico

Figura 2.1: Evolucién de la precisiéon contra el tiempo de ejecucién de los eigenvalores calculados
con tqgli (izquierda) y con eigs (derecha). Se puede observar en la escala que eigs alcanza una
precision mayor que tqli.

Notamos primeramente en la Figura 2.1 que la escala en eigs es la menor de ambos grafi-
cos. El programa tqli alcanza tiempos minimos y maximos mayores a los obtenidos con eigs.
La diferencia minima y maxima es mayor con tqli que con eigs y no sélo eso, vemos que las
diferencias entre valores numéricos y esperados crece mientras el tiempo de calculo disminuye
debido al aumento de divisiones en la malla ya que esto aumenta el nimero de puntos utilizados
para aproximar cada eigenfuncién y con ello los célculos necesarios para obtener cada eigenva-
lor. La consecuencia de esto también puede notarse en la Figura 2.2 donde hay un aumento en
la cantidad de puntos utilizados para el calculo del eigenvalor pero esto conlleva a una mejora
en la aproximacion del valor esperado. Otro efecto relevante que notamos es que, en general
los eigenvalores de menor orden alcanzan menores diferencias a mayores tiempos ya que los
eigenvalores de orden mayor estan asociados a eigenfunciones de orden mayor los cuales pre-
sentan mayor oscilacion, lo cual, complica el calculo de las eigenfunciones y como consecuencia
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CAPITULO 2. ECUACION DE HELMHOLTZ EN UNA DIMENSION

resta precision al eigenvalor asociado. Un ejemplo claro de este tipo de comportamiento pue-
de apreciarse en la figura 2.3 donde se intenta aproximar la funcién seno y podemos apreciar
que un aumento en la cantidad de puntos utilizados tiene como consecuencia una mejora en
la aproximacion de la funciéon. Debido a estos resultados podemos decir, que en este caso, es
mas conveniente trabajar con eigs ya que ofrece resultados mas precisos en un menor tiempo
utilizando los mismos recursos.

3.146 T T T T T T

= 3145 | ®ee — 1°eigenvalor 1r {
o Ll TP
© 3.144 LL T T @ ® tli H
£ 3143 Soees ® o sigs |
D 3,142 |
“31af . . ) ) X e
1000 2000 3000 4000 5000 6000
NUmero de puntos
6.292 . T T T T T T
5 6.290 [ ®eeg — 2" eigenwalor 2~ [{
T 6.288 | ®%00000 ° e i I
2o LT 4
S 6.286 ® @ cigs I
o 6.284 |
Heze2 . ‘ ‘ . e
1000 2000 3000 4000 5000 6000
Nlmero de puntos
= 0.435 e, ' ‘ ‘ ' = ]
s 7 ".... — 3% eigenvalor 3~
© Ll T TY ® @ gl
g 94301 ®e%cse ° e s i
& 9.425
1000 2000 3000 4000 5000 6000
Namero de puntos
5 12580 [%%ee, — - eigenvalor 4- |
B 12,575} ""o-.o... ® e wi I
§1 125701 ® @ cigs
W 12.565F ) ) ‘ ‘ ) >
1000 2000 3000 4000 5000 6000
NUmero de puntos
15.730 . T T T T T T
5 15.725 ...... —  5° eigenvalar 5r [|
r:ca 15.720 | ........_- e @ mql H
5 15.715 ® @ cigs H
_E“ 15.710 |
15.705

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Namero de puntos

Figura 2.2: Evolucién numérica del eigenvalor calculado con eigs y tgli. Se puede apreciar como
etgs alcanza valores més cercanos al valor esperado representado por una linea azul.

En la Figura 2.2 hemos graficado la evolucion del valor numérico obtenido de acuerdo al nimero
de puntos usados en cada caso y podemos resaltar que menos de 1000 puntos son suficientes
para que la funcién converja a tres cifras después del punto. Por otro lado observamos que, para
la misma cantidad de puntos en la malla, el valor numérico se encuentra mas cerca del valor
tedrico para los eigenvalores de orden superior, de modo que, esto muestra que trabajar con los
eigenvalores de orden menor siempre que sea posible resulta méas conveniente ya que requerimos
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una menor cantidad de puntos, menor gasto de recursos, menor nimero de célculos y por lo
tanto un menor tiempo de célculo, lo que resulta idéneo cuando se desea agilizar el trabajo.
Las eigenfunciones para los primeros tres eigenvalores se muestran en la Figura 2.4 y tienen
una forma senoidal que depende del grado de excitacién de la funcion. Por tltimo sefialamos
que los valores obtenidos con tgli siempre se encuentran mas lejanos al valor esperado que los
obtenidos con eigs, de modo que en este caso podemos concluir que eigs es mas preciso, rapido
y requiere una menor cantidad de recursos para entregar mejores resultados que tgli.

10 T T

— 3 puntos
— 100 puntos

0.5+

0.0

=05+

-1.0 L L L ! L |
0 1 2 3 4 5 i 1

Figura 2.3: Aproximacién numérica de la funcién seno en el intervalo 0 a 27. Es evidente como el
aumento en la cantidad de puntos implica una mejor aproximacién de la funcién.
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0.020 . Egenfuncmngs

0.015

0.010 +
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Eigenfuncién
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-0.020 s ‘ ‘ ‘
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Figura 2.4: Eigenfunciones correspondientes a los primeros tres eigenvalores calculados con N
puntos. Estas eigenfunciones se presentan normalizadas.
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2.3.2. Condiciones tipo Neumann-Dirichlet

En este tipo de condiciones se especifican valores sobre la derivada de la funciéon y sobre la
funcién misma. Estas se representan como

ol B
Bl =0 Y(L) =0 (2.25)

de modo que representemos una cuerda unidimensional en la que un extremo es fijo y el otro
se mueve libremente [23] , entonces la componente vertical de la tensién en la cuerda en este
extremo es cero ya que es proporcional a la derivada. Para imponer las condiciones es necesario
calcular la derivada de (2.6)

'(x) = k(—Asin(kz) + B cos(kr)) (2.26)
al imponer las condiciones sobre la solucién y su derivada encontramos

(L) = Acos(kL) + Bsin(kL) =0
y

Y'(0) = k(—Asin(0) + Bcos(0)) = kB =0
entonces

B=0y Acos(kL) =0

si estamos interesados en una solucién diferente a la trivial entonces cos(kL) = 0 y por lo tanto

2 1
k= (712—;)7r conn €N (2.27)
entonces, la solucién es
2 1
Y(x) = Acos <W> conn € N. (2.28)

En los valores numéricos de la malla estas condiciones se traducen en las expresiones ¢y = ¢
como una primera aproximacion a los elementos de la derivada en el origen y ¢ +1 = 0 de modo
que tendremos N + 1 elementos, pero el ultimo de ellos es cero dejandonos con una matriz de
N x N como la siguiente

(Hy,+H,, H, 0 - 0 0 0
Hé,l Héz Hé,:% T 0 0 0
: : o : : : (2.29)
0 0 0 T Hjlvfl,Nfz Hjlvlfl,Nq Hjlvfl,N
L 0 0 0 e 0 HN,N—l HN,N J
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Precision con tgli
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Figura 2.5: Evolucién de la precision contra el tiempo de ejecucion de los eigenvalores calculados

con tqli (izquierda) y con eigs (derecha). Nuevamente la escala en tgli es mayor que la correspon-
diente a eigs.

En la Figura 2.5 encontramos resultados similares a los del caso anterior, menores tiempos
y mayor precision para eigs. También menores tiempos y mayor precision para los eigenvalo-
res de orden menor. En la Figura 2.6 observamos que nuevamente eigs genera resultados mas
cercanos al valor esperado que tgli para la misma cantidad de puntos y que los eigenvalores
de orden menor siempre se acercan mas al valor tedrico. Las eigenfunciones para los primeros
tres eigenvalores se muestran en la Figura 2.7 y estos tienen una forma tipo coseno del lado
izquierdo y tipo seno del lado derecho.
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Figura 2.6: Evolucién numérica del eigenvalor calculado con eigs y tqli. Nuevamente eigs alcanza
valores més cercanos al valor esperado representado por una linea azul.
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0.020 . Egenfuncmngs
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Figura 2.7: Eigenfunciones para los primeros tres eigenvalores calculados con N puntos. Estas
eigenfunciones se presentan normalizadas.
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2.3.3. Condiciones ciclicas

Este tipo de condiciones se suelen usar en funciones que dependen de alguna manera de la
variable angular o donde los valores de la funcién se espera se repitan de forma ciclica. Pode-
mos modelar con este tipo de condiciones una cuerda circular vibrando [23] . Entonces en los

extremos los valores de la funcién y su derivada cumplen que 1(0) = (L) y % = %

=0 z=L
La solucién se encontrara al resolver el sistema resultante de aplicar las condiciones de frontera

Y(0) = A= Acos(kL) + Bsin(kL) = (L)
Y'(0) = kB = k(—Asin(kL) + Bcos(kL)) = ¢ (L) (2.30)

entonces

A(1 —cos(kL)) — Bsin(kL) =0
—Asin(kL) — B(1 —cos(kL)) =0 (2.31)

ya que el sistema es homogéneo y para que exista una solucién no trivial debe cumplirse

1 — cos(kL) —sin(kL) |
“sin(kL)  —(1— cos(kr))| = ° (2.32)
entonces
(1 —cos(kL))* 4 sin?(kL) = 0
asi
cos(kL) =1
de modo que
2
k= % conn=0,1,23,.. (2.33)
y finalmente la solucién es
2nmw . (2n7x
@Z)(x):ACOS( 7 >+Bsm( 7 > (2.34)

La condicién en nuestra malla se muestra como ¢g = ¢ y la matriz H cambia de la siguiente
manera

!

H, H, 0 - 0 0 Hy y

Hé,1 Hé,z H;,s Y 0 0 0
: : S : : : (2.35)
9 0 0 - H;V—LN—2 H;V,—l,N—l H;V,—l,N

Hy; O 0o - 0 Hyn  Hyn |
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debido a la relaciéon de recurrencia y a la condicion de frontera es importante notar que para
1=1

1 1 261 2¢N
R e
T1—To T2 1/ T2—To () — xo)\/(azg —x0)(x1 — 1)
2
- b = k¢, (2.36)
(22 — 21)y/ (22 — 20) (23 — 71)
y para ¢ = N
1 N 1 20N
IN —TN-1 IN+1 —IN ) TN4+1 — TN-1
20N-1
(xn — xN—l)\/(INH —oy-1)(TNn — TN-2)
2
- o1 = k2¢y. (2.37)

(Tnt1 — iUN)\/(wNH — on-1)(TN4+2 — TN)

Como podemos ver la condicion de frontera genera problemas ya que los elementos x_1 y n;o
no parecen estar en nuestra malla; sin embargo, esto ha de interpretarse de acuerdo al proble-
ma con el que estamos trabajando ya que en principio nuestra malla es cerrada de manera que
habria de repetirse peribdicamente cada ciertos valores, en este caso 27 radianes.

1 Precision con eigs
10 T T T T

® @ 1°eigenvalor
@ @ 2°eigenvalor
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° .
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0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Diferencia absoluta entre valor esperado y numérico

Figura 2.8: Evolucién de la precision contra el tiempo de ejecucion de los eigenvalores calculados
con eigs. La escala es mayor que en ejemplos anteriores indicando que el valor numérico tarda més
tiempo en acercarse al valor esperado que en casos anteriores y por lo tanto requiere un mayor
gasto de recursos.
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Por otro lado las diferencias que aparecen en nuestra relacién de recurrencia expresan la distan-
cia entre 2 puntos préximos, de manera que, al aparecer en la expresion la diferencia xy — x_4
esto se ha de interpretar como la distancia entre el punto z; y el punto z_; = xx o sea
21w + x1 — x N, ya que, el ultimo elemento de nuestra malla es 1 = 27, entonces debemos
calcular xn41 + 1 — xn; lo mismo sucede para la interpretacion de xyo — xn debemos inter-
pretar la expresion como la diferencia de xy0 = 21 vy zn.
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Figura 2.9: Evolucién numérica del eigenvalor contra el ntimero de puntos. De las condiciones
anteriores podemos mencionar que este tipo de condicién a la frontera requiere méas puntos en la
malla para poder obtener una buena precisién de calculo de modo que es mas complicado obtener
resultados adecuados. Las lineas azules representan el valor esperado.

Es de resaltar que en este caso no se ha utilizado el programa tqli ya que trabaja exclusivamen-
te con matrices tridiagonales lo cual no se cumple en este problema. Los resultados mostrados
en la Figura 2.8 muestran la evolucion de las diferencias entre los valores tedricos y numéri-
cos contra el tiempo de obtencién de resultados. Como podemos observar el primer resultado
numérico obtenido es practicamente cero. El eigenvalor cero corresponde a una eigenfuncién
asociada que permanece constante, lo que puede apreciarse en la Figura 2.10, esto se presenta
ya que 2.33 no impone ninguna restriccion a que n sea cero, por lo tanto k& puede ser cero

[N}
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y entonces 2.34 permite una eigenfunciéon constante. Geométricamente este valor se presenta
debido a una constante de rotacién presente en la geometria circular. En la Figura 2.9 vemos
que cerca de cero el método no parece el adecuado, ya que, al aumentar las divisiones de la
malla el resultado se aleja del valor tedrico, esto puede deberse a que el error numérico crece al
aumentar las divisiones de la malla y con esto disminuir la distancia entre un punto y otro, sin
embargo, por la escala del valor para cero y dadas nuestras exigencias de precision podemos de-
cir que en realidad el valor numérico siempre se encuentra lo suficiente cercano de cero. El resto
de los valores obtenidos presenta un comportamiento similar a los casos anteriores, el primero
diferente de cero es el que mas cerca se encuentra del valor tedrico y el resto se acercan cada vez
menos debido a la oscilacion de las eigenfunciones de ordenes superiores requiriendo una mayor
cantidad de puntos para poder aproximarlas adecuadamente y causando esto un aumento en
el tiempo de célculo. Las eigenfunciones para los primeros tres eigenvalores se muestran en la
Figura 2.10 el primero de estos corresponde a una constante como se explico previamente, los
2 restantes tienen forma de senos y cosenos.
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-0.010+

— 1° eigenfuncion
— 2° eigenfuncion
— 3° eigenfuncion

-0.015

-0.020 . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 2.10: Eigenfunciones para los primeros tres eigenvalores. La primera de ellas corresponde
a una constante lo que corresponde al eigenvalor 0 de k que puede obtenerse numérica y analiti-
camente. Estas eigenfunciones se presentan normalizadas.

Hemos mostrado pues el método numérico que utilizaremos el resto del trabajo ademas del
proceso mediante el cual transformamos nuestro problema de resolver una ecuacion diferencial
en uno que consiste en hallar eigenvalores y eigenfunciones que obtengan una aproximaciéon
numérica de la solucion analitica esperada y eso no es todo sino que el método utilizado nos
permite usar matrices tridiagonales, simétricas y lo mas importante hermitianas asi nuestro
método numérico no sélo se enfoca en encontrar las aproximaciones numéricas esperadas sino
de que el método sea lo mas consistente posible con el marco tedrico. Los resultados muestran
que nuestro método numérico funciona en casos sencillos y esto genera la suficiente confianza
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para probarlos en ejemplos mas complicados cuya solucién es conocida de manera que, si estos
resultasen ser tutiles, podriamos estar lo suficientemente seguros de las capacidades que ofrezca
el método y asi poder aplicarlo distintos problemas cuya solucién pueda no ser tan sencilla. Por
otro lado pudimos mostrar que el programa tgli extraido de [25] obtiene resultados menos pre-
cisos en mayor tiempo de ejecucién que aquellos obtenidos con eigs de la paqueteria LAPACK
incluida en Julia de manera que nos limitaremos a usar el altimo el resto del trabajo esperando
asi obtener mejores resultados. Finalmente podemos sefialar que la cantidad de puntos necesa-
rios para obtener una precision de tres cifras después del punto decimal en los tres primeros
eigenvalores cambia mucho, ya que para las condiciones de Dirichlet se requieren alrededor de
1000 puntos sin embargo para las condiciones de Neumann se requieren menos de 2000 puntos
y para las condiciones ciclicas esta cantidad de puntos en la malla parece no ser suficiente.
Con esto podemos expandir los limites que hemos explorado hasta este momento en nuestro
método numérico buscando un problema un poco més complejo que nos permita comparar los
resultados obtenidos con aquellos ya conocidos y ademas poner a prueba lo aprendido con los
resultados obtenidos.
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Capitulo

Ecuacion de Helmholtz en dos dimensiones con
geometria circular

La ecuacion de Bessel tiene relevancia matematica y fisica debido a que aparece en multiples
problemas donde, mediante el método de separacién de variables se busca resolver la ecuacion
de Laplace o Helmholtz. En fisica este tipo de problemas se presentan cuando se busca resolver
problemas ondulatorios [22-24,27,28].

3.1. Solucion analitica

Consideremos el problema de una membrana circular de radio pg que puede vibrar, sujeta a una
pared rigida en su perimetro. Ya que esta sujeta a una pared rigida, cuando las perturbaciones
en la membrana alcancen este limite desapareceran. Como podemos notar tenemos el problema
de una membrana oscilante y entonces podemos describirlo mediante la ecuacion de onda [23,24]

1 9*U(%,t)
2 ot

donde ¢ es la velocidad de propagacion de una onda en el medio. Es conveniente estudiar el
problema en coordenadas cilindricas debido a la geometria del problema. Para resolver este

problema consideremos la separaciéon de variables U(F,t) = W(¥)T'(t) [23,24], de modo que si
introducimos en (3.1) obtendremos

V2U(F,t) = (3.1)

VAU(E) 1 9PT()
U(F)  T(t)c2 ot2

ya que un lado de la ecuacion solo depende de las variables espaciales y el otro sélo de la variable
temporal, ambos cocientes son iguales a una constante que por conveniencia denotaremos como
—72 de modo que podamos separar el problema principal de una complejidad mayor en 2
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problemas que nos resultaran mas sencillos de resolver. Por un lado tenemos la ecuacién para
la variable temporal

que tiene una solucion sencilla oscilatoria que podemos escribir de la siguiente manera:
T(t) = Tpe*™! con w=rTc (3.2)

Por otro lado la ecuacion para la parte espacial resulta ser la ecuacion de Helmholtz, que
presentamos en coordenadas polares debido a la naturaleza del problema

10 0 1 0
R i [ = kU 3.3
(o (ram) + 2 ) ¥(0.0) = K2(0,0) 33)
repitiendo el proceso anterior, hacemos la separacién de variables de la siguiente manera
U(p,¢) = R(p)p(¢) y obtenemos una ecuacién para la parte angular

(88;2 + n2> w(¢) =0, (34)

y otra para la parte radial
10 0 n2>
——— | p= |+ — | R(p) = K*R(p), 3.5
(25 (g ) + 25 reo) = 200 5

esto podemos reescribirlo como
p*R"(p) + pR'(p) + ((kp)* = n*)R(p) = 0.
Ahora, haciendo el cambio de variable s = kp llegamos a la siguiente ecuacion
s*R"(s) + sR"(s) + (s> = n*)R(s) = 0, (3.6)

que es conocida como la ecuacién de Bessel. La solucién a (3.4) es similar a las solucién corres-

pondiente a la ecuacién para t .
O(p) = o™, (3.7)

Sin embargo, en este caso la geometria del problema nos lleva a esperar que la solucién en esta
coordenada sea periddica cada 27 radianes, de modo que debe cumplirse

in2m

l=e"=¢ entonces
1 = cos(2nm) por lo tanto
n=0123,..

Para resolver la ecuacién (3.6) consideremos, segin sugiere el método de Frobenius [21, 23]

R(s) = ) aps™™
m=0
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que al introducirlo en (3.6) obtenemos

S an(r+m)(r+m—1)s"1"+ > ay(r+m)s™"+
m=0

m=0
00 00
4 Z amsr+m+2 o n2 Z amSTer —
m=0 m=0

entonces

Y an(r+m)(r+m—1)s"1"+ 3 ap(r+m)s™ "+

m=0 m=0
—l—Zam 08T —nQZams

Si escribimos explicitamente los términos para m = 1,2 para los elementos de la ecuacion que
comienzan en m = 0 e igualamos los términos de s”, s"*!, s"*™ a (0 obtenemos el sistema de
ecuaciones ) )
(r*=mn%)ag =0
(r+1)*=n%)a; =0 (3.8)
2 2
((r+m)°—n)am + an—-2=0
de donde podemos obtener las condiciones para los elementos de las ecuaciones en el sistema.
De la primera de ellas obtenemos que » = +n, si tomamos r = n, entonces

Ay —2 A —2
S — , 3.9
¢ (m+n)? —n? m(m + 2n) (39)

Si la primera ecuacion de la relacion obtenida para ag es cierta, entonces a; = 0 y por la relacion
de recurrencia para a,, se obtiene que en m = 3 es

G — —Q . 0 .
7 3(3+2n) 3(3+2n)
de aqui podemos notar que a; = a3 = a5 = ... = a,, = 0 si m es impar. Si m = 2j y evaluamos

7 =1,2,...,n es sencillo obtener la expresién

ao(=1)"™
22mml(1+n)(24+n)...(m +n)

Ay, —

y sustituyendo esto en la solucién para R(s)

- (_1)m 2m+n
RN S L E—

debido a que ag es arbitrario podemos elegir’ ay = y aplicando la propiedad de la

1
27T (n+1)
funcion gamma I'(x 4+ 1) = 2I'(x) obtenemos

F'm+n+1)=Tn+1)1+n)(2+n)..(m+n)

IElegimos este valor ya que nos permite reordenar los elementos de manera que obtengamos finalmente una
forma comun de la funcién de Bessel como se hace en [29].
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lo que finalmente nos lleva a la forma estandar de la soluciéon de la ecuacion de Bessel o dicho
de otro modo a la funcion de Bessel de orden n

R(s) = Ja(s) = 3 — D" (S)2m+n (3.10)

SZoml(m+n)! \2

Una de las propiedades de las funciones de Bessel es que tiene oscilaciones con infinitos ceros
a lo largo del eje de la variable independiente [21,23,30]. De manera que, de acuerdo a la
condicion de frontera en p = pgy se tiene

Jn(8) = Ju(kpo) = 0 entonces

Jn,l
k=2 (3.11)
Po
donde j,,; es el [-esimo cero de la funcién de Bessel de orden n. Esto es importante porque los
valores de k tienen una estrecha relacién con nuestro problema numérico, ya que, estos son los
eigenvalores que calcularemos numéricamente. Finalmente la solucién general a (3.1) es

\Dn’l(p’ ¢7 t) - An’lTojn(jle)ein(ﬁeiwn,lt
0

conn=20,1,2, ...
yil=1,2,3,...n—1

donde A,,; es la amplitud de cada modo de vibracién. Centraremos nuestra atencién en (3.5)
cuya solucién es .
JniPy i
Qni(p, ¢) = An,an(Z—)e ne (3.12)
0

La razon de centrarnos en este caso en especifico es debido a que por un lado esta es la ecuacién
de Helmholtz en el plano polar, y nuevamente podemos comparar facilmente nuestros resultados
numeéricos con otros ya estudiados previamente y de esta manera podremos mostrar que nuestro
método reporta datos reproducibles. Por otro lado este tratamiento nos ayuda a enfocar nuestros
esfuerzos en un caso mas simple de la geometria con la que se desea trabajar.

3.2. Solucion numérica

En el capitulo anterior resolvimos numérica y analiticamente la ecuacién de Helmholtz en una
dimensién, mientras que en la seccion anterior resolvimos analiticamente la ecuacion de Helm-
holtz en dos dimensiones con geometria circular. Hacer el desarrollo numérico de (3.3) seria méas
directo, sin embargo, al centrarnos en la parte radial encontramos la ecuaciéon de Bessel; esta
posee una soluciéon analitica cuyas propiedades estan ampliamente documentadas permitiéndo-
nos nuevamente establecer comparaciones entre los resultados obtenidos y los existentes en la
literatura, sin mencionar que es una soluciéon numérica parcial al problema dos dimensional.
Por otro lado, la solucion numérica de este problema nos permite explorar la geometria circular
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con nuestro método de calculo, ademas, analizar los resultados obtenidos generara una mayor
confianza en nuestro método. Finalmente la soluciéon de esta manera nos da la posibilidad de
poner en practica lo aprendido en el capitulo anterior y de esta manera crear una conexiéon con
el problema numérico estudiado previamente y con el que se desea estudiar posteriormente.
Ya que deseamos hacer un tratamiento numérico del problema, de tal manera que podamos
resolverlo computacionalmente es necesario hacer una discretizacién de

10 oJ
——— | p= —J k2 3.13
pap( 8/)) (3.13)

El procedimiento para obtener una ecuaciéon discretizada es muy similar al presentado ante-
riormente [17] . Primero multiplicamos por J* e integramos la ecuacién con respecto a p y
¢. Considerando que trabajamos en coordenadas polares desde un radio 0 hasta el radio Ry

obtenemos:
it 10 8J
/ o +” T pdp—/ K27 J pdp
0 pop 8p

integrando por partes el primer término de la ecuacion tomando u = J* y dv = 8% (p‘g—z) dp

tenemos 5
Ro 0 oJ oJ) ™ Ro (0J* 0J
T Y ap =t / 97N pd
/o dp <p8p> p { p@p}o 0 { dp 8p}'0 p

debido a las condiciones de frontera J*(Ry) =0 6 g—‘;

= 0 lo que también aplica para p = 0.

Ro

Ro (0J*0J n?
— 4+ —=J dp = k2T Jpd 14
/ {apap JJ}pp / J*Jpdp (3.14)

Con esto obtenemos

y como podemos observar el funcional dentro de la integral es hermitiano. De manera similar al
capitulo anterior realizaremos la discretizacién considerando diferencias finitas en la ecuacién
anterior de la siguiente manera

oJ J; —Ji_
p = pi s dp = pivij2 — pPi-1/2 5, 7~ — 2 2 (3.15)
dp Pi+1/2 — Pi-1/2

Ha de recordarse que se eligio esta discretizacion debido a que es posible modificar las divisiones
deseadas en una region especifica donde sea necesaria una mayor precisiéon. De esta manera, el
funcional dentro de la integral en la ecuacién (3.14) se convierte en

(Si12 = Jiaj2) (Jigrye — Jizay2)
Pi+1/2 — Pi—1/2

4

2
n
+;JZ-*J1‘(P@‘+1/2 - Pi—1/2) = k2<]¢*Jipi(pi+1/2 - Pi—1/2) (3.16)

29



CAPiTULO/& ECUACION DE HELMHOLTZ EN DOS DIMENSIONES CON
GEOMETRIA CIRCULAR
OFuncional __ 0

Para saber cual es el mejor funcional que optimiza la integral anterior calculamos <57

i

que optimiza la integral anterior

ﬂ((}i —Jiq) — M(Jiﬂ — Ji)+
Pi — Pi-1 Pi — Pi-1

TL2

;(Piﬂ/z — pic12) Vs = K2 pi(pit1s2 — piiy2)Ji-

(2

Reagrupado los términos con J;y1, J; y Ji—1 y sustituyendo p;4 /2 se obtiene la siguiente relacion
matricial:

2

i + pi- i1 TP T i + Pi-
PPy | Pa TP, —Pi(piv1 — pic1) | Ji — in—H‘
Pi — Pi-1  Pi+1 — Pi P Pi — Pi-1
i+1 T Pi
SIS g k2 pi(pis1 — pie1)Ji- (3.17)
Pit1 — Pi

Esta relacion tiene la forma
HJ = k*DJ,
donde H es la relacién matricial, Jes la representacion discreta de la funcién de onda J y D es

la matriz diagonal del lado derecho de la igualdad [17]. Esta tltima matriz puede ser eliminada

mediante una transformacion J = IL®. Con ello se obtiene que la relacién anterior se convierte
en

HL® = k*DLP.
Si multiplicamos esta ecuaciéon por Lt obtenemos la siguiente relacién
L'HL® = k*LIDLG.

Aqui pedimos que la transformacién cumpla LIDL = I , es decir, que sea la identidad. Esto
nos proporciona el siguiente desarrollo para la multiplicaciéon de matrices del lado derecho de
la ecuacién (3.17)

LDLL!'=L 'S LLI =T L2D=1I

donde se pide que L = L es decir, la trasformacién tiene que ser simétrica o mas en general,
hermitiana. En el caso anterior se obtiene que L tiene que ser tal que L? = D!, dado que
D = §;;pi(pis1 — pi—1), entonces la matriz que estamos buscando es

2

L= .
\/pi(pi—l-l — pi-1)

Esta matriz es evidentemente diagonal y con ello se obtiene que el problema de eigenvalores
se transforma en LHL¢ = k?¢ y al hacer la multiplicacién de matrices obtenemos un nuevo
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hamiltoniano H = LHL. El desarrollo de esta multiplicacién de matrices se ilustra a continua-
cién:

L Hy Hio
Hy
Li—1i o Hiii Hioyy
Lii H;; Hj; Hiiva
Lit1i41 Hit1; Hip1i1
Ly
X Liqi-1 =
Li;
Lit1i41

HHL%1 H12L22L11
H21L11L22

2
HiviaLi ;1 Hio1ililio1ia
2
Hi;1Li—1i-1Li; H;; L; H;it1Liv1i41Li;
2
Hip1iLliiLiviivn HiviiLiyg i

Como se puede observar, los elementos de la diagonal principal no se ven afectados al hacer la
multiplicaciéon de matrices. Sin embargo, los elementos fuera de la diagonal si se ven afectados
al recorrerse el indice de la matriz IL, y de esta manera se obtiene la siguiente relacién matricial

1 ;+ pi 1] n?
{ [(pz P 1>(1_61150n>+pz+1p‘| +2}Ji
pz‘(ﬂz‘+1 - pi—l) Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi i

it1 T+ Pi
. Pi+1 T P Jivt

(pi+1 — Pz‘)\/ﬂz‘ﬂz‘+1(Pz‘+2 = pi)(pir1 — pi-1)

- pit Pt Ty = K2 Ji. (3.18)

(Pz‘ - pi—l)\/pipi—l(pi - Pz’—2>(ﬂz’+1 - Pi—1)

Se puede observar que la matriz es simétrica, el término (1 — 01;00,) hace que el elemento
multiplicado se anule para cumplir con la condicion a la frontera que en ¢ = 1y con n = 0
la funcion solucion debe tener derivada cero en el origen; en caso contrario, tanto en el origen
como en la frontera py = Ry la funcién solucion debe ser cero.
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3.3. Comparacién entre soluciones analiticas y numéri-
cas

En esta ocasion hemos utilizado sélo el programa eigs debido a que, como vimos anteriormente,
este resulto una mejor opcion para el calculo de eigenvalores. En la Figura 3.2 se grafican los
eigenvalores contra el nimero de puntos en la malla. Buscamos nuevamente una precision de
al menos tres cifras a la derecha del punto decimal que se cumpla para al menos los primeros
tres eigenvalores. Podemos apreciar en las Figuras 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 que todos los eigenvalo-
res se encuentran mas alejados del valor teérico que aquellos de orden cero, es decir a mayor
orden una mayor diferencia con el valor propio esperado es encontrada. La Figura 3.1 muestra
el espectro de eigenvalores para las primeras cuatro funciones de Bessel. La mayor o menor
oscilacion de cada eigenfuncion repercute en el ntimero de veces que corta esta al eje, lo que
afecta directamente la cantidad de eigenvalores encontrados, ya que, las eigenfunciones de ma-
yor orden poseen mayor oscilaciéon en el mismo intervalo y como consecuencia de esto cortan
con mayor frecuencia al eje. Esto también se evidencia en la dificultad que posee el programa
para encontrar eigenvalores de ordenes mayores ya que como vimos en el capitulo anterior a
mayor oscilacién una mayor cantidad de puntos es necesaria para aproximar la eigenfuncién y
por esto la estimacién numérica del eigenvalor resulta afectada. La figura 3.1 presenta todos los
eigenvalores alineados al lado derecho de la grafica en una vertical para evidenciar la relativa
cercania de ciertos valores y el orden en que podriamos esperar encontrarlos de no ser posible
fijar la variable angular y no poder elegir el orden de la funciéon de Bessel.

El tratamiento con geometria circular nos ha permitido mostrar que las capacidades de nuestro
método numérico no se limitan a ejemplos sencillos y pueden aplicarse a problemas de mayor
complejidad reproduciendo los resultados con suficiente precision, ademas, nos ha mostrado
una estructura en el comportamiento de los eigenvalores y su estrecha relacién con las eigen-
funciones. Finalmente nos ha permitido resolver parcialmente el problema dos dimensional de
Helmholtz y gracias a esto podemos tener una idea de los resultados que esperamos encontrar si
desearamos resolver este problema. Ya que el problema es similar y analiticamente conocemos
la solucion, usando lo aprendido gracias a la Figura 3.1 podriamos esperar que los ceros de
Bessel aparezcan en cierto orden relativo a la magnitud del eigenvalor.
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Figura 3.1: Espectro de los primeros eigenvalores para Jy, Ji, J2 y J3, estos aparecen alineados
segin su valor y orden. En el lado derecho de la grafica se muestran todos los valores propios
alineados en una vertical en la que se puede apreciar el valor creciente de estos, sugiriendo una
forma en la que estos podrian encontrarse de no tener libertad de elegir el orden de la funcién de

Bessel.
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Figura 3.2: Evolucién numérica con el ntimero de puntos de los primeros cinco eigenvalores para
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Figura 3.3: Evolucién numérica con el ntimero de puntos de los primeros cinco eigenvalores para
J1. El valor esperado se representa por una linea azul, estos extraidos de [30].
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Figura 3.4: Evolucién numérica con el ntimero de puntos de los primeros cinco eigenvalores para
Jo. El valor esperado se representa por una linea azul, estos extraidos de [30].
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Figura 3.5: Evolucién numérica con el ntimero de puntos de los primeros cinco eigenvalores para
Js. El valor esperado se representa por una linea azul, estos extraidos de [30].
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Capitulo

Ecuacion de Helmholtz en coordenadas polares

Una vez resuelto el problema en una dimensiéon por métodos numéricos resolveremos el problema
numéricamente, pero ahora tomando en cuenta la variacion angular cosa que no se hizo en
el capitulo anterior. La omisién previa de la variable angular en el tratamiento numérico nos
permitié simplificar el problema de tal manera que fuera posible desarrollar y verificar el método
en geometria circular de una manera mas sencilla. Sin embargo, esto hizo imposible obtener
la solucién completa del problema bidimensional de manera que su aplicacion a problemas
mas complejos quedo limitada. La inclusion de la variable angular en el tratamiento numérico
elimina esta restriccion y su tratamiento nos permitira enfrentar enfrentar problemas en dos
dimensiones, en particular aquellos que se encuentren en una geometria polar, lo cual resulta
util, en particular, si se desea describir sistemas fisicos reales en los cuales para encontrar una
solucién analitica se requiere un tratamiento matematico mas elaborado.

4.1. Discretizacién de la coordenada radial y angular

Partiremos de la ecuaciéon de Helmholtz en coordenadas polares

0 0 1 02
(,zl)ap <p8p> + ww) Qp.9) = —k*Q(p, ¢) (4.1)

de la que buscamos una discretizaciéon que nos permita resolver numéricamente el problema a
través de una ecuacion matricial. Para hallar la relacién matricial, procederemos de manera
similar a como lo hemos hecho anteriormente. Primero multiplicamos por el conjugado de la
funcion buscada e integramos respecto a las variables p y ¢ en el intervalo de definicion,

w2 ((UF 9 [ 0T\ TFORT o2
PG 5 = ) o= [T [ vwomse a2
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para el primer término podemos integrar por partes respecto a p solamente y encontramos

[Lopb)mf [ o

donde hemos usado la condicién en la frontera en p = 0y p = py para eliminar el primer
término del lado derecho. Ahora notemos que

entonces
P50 R D) 255
(e [ ) e s
El primer término desaparece debido a que U*(p,0) = U*(p,27) y g% o g% . y final-

mente obtenemos

Ro 2 [ (OU* 0¥ 1 9U* oW Ro p2r
/0 /0 {( op 0p T2 06 (%)Pdp ¢>} :/0 /0 {kQ\If*\prdpdaﬁ}. (4.6)

La discretizacion sera similar a la utilizada en casos anteriores

PP AP Py =iy A0 Dy — iy
AN s TR N 1S I (47)
N 06 b4y — 05

con N + 2 elementos en la parte radial y M + 2 elementos en la parte angular. La discretizacién
se aplica al funcional dentro de corchetes a ambos lados de la ecuacién anterior, de este modo

obtenemos
LA 1 =T
0 i+3.] i—%.j ‘IIH'%J \I/Z—éu
1
Pitl = Pil Pitd = Pil
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si desarrollamos los elementos del lado izquierdo de la ecuaciéon entonces

f:g:(d) 1 _¢ 1)p'\1}1+%d\1} 2J \Ileré,J\I/ ;’ —\I/ 1 qu— ]+\Ij j\II'—%,j
j=1i=1 I+ J—g/ P

(pi-i-% - pi—é) \Ij*,ﬁ-é\lj ij+3 \Ilj +5\P ij—% \I]Z 1qu]+1 + \Ij* 1\11
P 9ivy ~ P}

- a2 Z Z \II Jpz IOer pi*%)(¢i+l - (ﬁi*

2
Jj=1l1i=1

J—*

) (49)

N

Nuevamente buscamos minimizar el funcional, para ello aplicamos y resolvemos la relacion

a\p*
¥
de recurrencia que se obtiene. En otras palabras debemos calcular % = 0 para optimizar
; ; ; __ pitpit1 _ Pitdit v _
la integral anterior considerando que p; 1 = #5550, g1 = =5, Wip sy1 = \If(pii%, ¢ji%).

Ya que los indices a derivar se realizan respecto al término 7 debemos desplazar el indice en
cada valor derivado, lo que afectara a los términos que multipliquen el elemento a derivar y
estén relacionados con el término 7. Debido a esto tendremos distintas contribuciones a nuestra
relacion de recurrencia, dos cuando el indice a derivar es ¢/ =i —1/2,5 047 =i+ 1/2,j y otras
dos cuando se debe derivar i,j" = j 4+ 1/2 0 4,5’ = j 4+ 1/2 para el resto basta con utilizar
i =1,j" = j. Con ello se obtiene la siguiente relacion

> Z{ (pz as 1) (Pj41 — Gj1) + (W) (i1 — dj-1)
j=1i=1 Pi— Pi+1 Pi
Pi+1 — Pi-1 Pi+1 — Pi-1
2| — P R U,
* <(¢j —¢j_1)p ) - <(¢j+1 — ij)[)i) } ’
pi + pi-1 Pi+1 + Pi
- <_> (¢j+1 - ¢j—1)\Iji—17j - <_> (¢J+1 ¢j—1)‘1ji+1,j
Pi — Pi-1 Pit1 — P
Pi+1 — Pi—1 Pi+1 — Pi—1
<(<Z5j - <Z5j1)/)z'> o <(<Z5j+1 - ¢j)Pz‘> o
M N
=a®> > Uipi(pict — pic1)(Pje1 — j—1) (4.10)
j=14i=1

Ahora buscamos reescribir la ecuacién (4.10) de tal manera que podamos obtener una ecuacién
matricial que nos permita la solucién numérica del problema. Para ello consideremos ordenar
los elementos de W en un vector de la siguiente manera

\f] = (‘111,17 \111,27 s \Ill,Ma \Ij2,17 \D2,27 s \IJQ,Ma ) qjN,l? \IJN,Za ) ‘IJN,M> (411>

Como podemos apreciar, este es un vector de N x M elementos. Sin embargo, trabajar con esta
notacion se vuelve confuso rapidamente, de manera que, si consideramos la siguiente expresion
s(i,7) = (i — 1)M + j, al introducir distintos valores a i, j obtendremos distintos valores de s

s(L1)=1  s(1,2)=2 - s(5,1)=4M+1 s(5,2)=4M+2  etc. (4.12)
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Sabemos que valor corresponde a cada par i, 7, entonces podemos saber de donde viene un
cierto elemento s ya que ¢ = 1 se asociaa s =0M + 7,7 =2seasociaas= M+, ....1. = M se
asocia a s = (N —1)M + j, el maximo de elementos que tendremos se produce cuando i = N y
j=M de modo que s=(N—-1)M+M=NxM-M+M=N x M [17] . Supongamos por
ejemplo que N = 30 y M = 20 entonces tendremos a lo mas N x M = 20 x 30 = 600 elementos
clivididos en 30 secciones de 20 elementos, de esta manera podremos expresar el vector como
U = (‘1’1, \112, ceey \I/M, \I/M+1, \I’M+2, ceny \IIQM, ceey qijM—M—i—h \IINXM—M—i-Qa ceey \I]NXM) Y expresar la
relacion de una manera més clara

AS,S\IIS + As,s+qus+M + As,s—M\Ijs—M + As,s+1\1[5+1 + As,s—l\lls—l - DS,S\IIS (413)

donde

Pi+1 — Pi

Pi + piz1 pit1 + pi
Asig),s(ig) = (p—p1> (jr1— ¢j-1) + () (1 — @j-1)

Pi+1 — Pi—1 Pi+1 — Pi—1
Lo <> o ()
(¢; — dj—1)pi (jr1 — &5)ps
Pi + pi-1
Asij)stig)-m = — ( — ) (@41 — ¢j-1)
Pi Pi—1

B (;Oi—l—l + pi
Pi+1 — Pi

s(4,7),8(2,5)—-1 — -9 (,w)
(95 — ¢j-1)pi

Pi+1 — Pi-1
As(ig)stig+1 = —2 <(¢+1_¢)p>
J 3/
D

s(i)s(ig) = Pi(Piv1 — Pic1)(@jp1 — Dj1) (4.14)

As(i,g),5(i.5)+M

) (P41 — Bj-1)

A

Ahora podemos reescribir todo como un sistema de ecuaciones de manera sencilla pero debe-
mos tener ciertas consideraciones antes de escribir explicitamente los términos de las ecuaciones.
Debemos tener cuidado en la forma en la que se asocian los términos, ya que, debido a las con-
diciones de frontera puede caerse en el error de intentar calcular elementos ¢_1 6 ¢pr42 v estos
no se encuentran explicitamente en nuestra malla, pero hay que recordar que se ha hecho una
discretizacion del espacio fisico real, de modo que los valores elegidos representen pequenas sec-
ciones de un area. Entonces en una region circular estos valores estaran perfectamente definidos
ya que los valores se repiten periddicamente. Una vez hecha esta aclaracion podemos considerar
las condiciones de frontera tipo Neumann-ciclicas

ov

Gy =0 W(R.0) =0y W(p.0) = W(p.2) (4.15)

que numéricamente se representan como:

Vea)-m = Yy » Ysvg) =0y Vo )—1 = Ve, m)+1 (4.16)
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esto se expresa en el sistema de ecuaciones de la siguiente manera

(A1 + A1) + AU+ A 0V + Ao Ve = G2D1,1\I’1
(Ago + Ao p)Ws + AgsWUs + Ao 1 Uy + Ag o i Wory = a2D2’2\I/2

(Am +A10)Y 0 + A1V + A1 Vo1 + AvoneVorr = G2DM,M‘I’M
Appr 1Y a1 + A ovr1Worrer + Anvrr, 2V g
+ A1 %1 4 AvrermVorr = @Dy a1 Vs
Ao m+2¥Yarvo + Anrpoomv2Wonio + Anpo 3V arys

2
+Ar22Yo + Anrro 41 Vars1 = " Do vrv2Varso

AomromeWonr + AonraneVanr + Aonvronr+1Varst

+ Ao Vs + Ao 1 Vori—1 = a2D2M,2Mq]2M

AN Nt Nt + ANt Nsmi— U Navi—mr + ANenr Nami+1 Y N — M1

2
+AN*M,N*M—1\PN*M—1 =a DN*M,N*M\I]N*M

(4.17)

debido a las condiciones de frontera cuando j = 1y 5 = M los elementos asociados a W, ;
y W,y se renombran pero los valores de A seguirdn siendo los valores i, j ya calculados. Los
términos de A pueden ser rescritos en una matriz A de orden (N x M) x (N x M) con los
elementos distribuidos de la manera siguiente

NNEE

ANASANEE
NRE

donde los 6valos representan los elementos distintos de cero en diagonales y los circulos blancos
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dentro de los cuadros los elementos esparcidos distintos de cero fuera de estas diagonales.
Observemos que esta matriz es esparcida, simétrica y pentadiagonal. La simetria se presenta
ademas en las subdiagonales cada M elementos. Asi obtenemos la ecuacién matricial

AV = a’DT (4.18)

y como se ha hecho previamente planeamos reescribirla dejando W libre en el lado derecho de tal
manera que podamos resolverla numéricamente. Repitiendo el proceso realizado anteriormente
al considerar W = [L1) encontraremos que

5si 1),s(2,7
L = (3,5),8(4,9) ) (419)
VPilpist = i) (G101 — 651)

obteniéndose la ecuacion matricial

LTALY = a*. (4.20)

Es importante notar que los valores de la matriz se distribuyen de la misma manera. Es de-
cir, se preserva la distribucion simétrica para la matriz transformada. Entonces nuestra matriz
resultante de este producto es pentadiagonal, con algunos elementos que aparecen periddica-
mente fuera de las diagonales de manera que cualquier elemento fuera de estos valores sera
cero. Las condiciones de frontera de Neumann modifican los elementos de matriz resultando en
la expresion discretizada de la ecuacion

i + pi- i+1+ pi 1
{Kp p 1>(1_5M)+<p+1 p)]
Pi — Pi-1 piv1— pi) ] pi(piv1 — pi-1)

! K(ﬁba‘ —1¢j—1)> i <(¢j+11— qﬁj))] (P?(%‘HQ— ¢j—1)> } Yid

1 (Pz’ + pi—l) v
\/Pipi—l(piﬂ — pic1)(pi — pi2) \Pi = Pi-1
1 it1 1 i
_ <p 1t p ) .
\/Ioi—l-lpi(pi—i—l — pic1)(piva — pi) \Pi+1 = Pi
2
T 5 Vi1
P35 — b)) (0501 — 05-1) () — dy2)
2

2
\Ijz’,j—‘rl =a \Ijz’,j‘

0501 — 0G5 — 051 (G502 — B)
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Las condiciones de frontera ciclicas se hacen notar sobre los indices de los elementos afectados,
de modo que los elementos de matriz podemos escribirlos como

i + Pi— i+1 1 P 1
AS’S:{KP p 1>(1_5M)+<p+1 p)]
Pi — Pi-1 pit1 — pi) | pi(pit1 — pi-1)

" KM) i <(¢j+11— ¢j)>] (P?(@HQ— ¢j—1)>}

As(ij)stig)-M = — ! (pi“ - /)@')
\/Pz’+1pz‘(,0i+1 — pi—1)(piz2 — pi) \Pi+1 = Pi
As(igstig+M = — ! (pi“ i pi) (4.21)
\/pi+1pi(pi+1 — pi1)(piv2 — pi) \Pi+1 = Pi
As(l}j)75(iaj)—1+(M+1)6(j,M) = 2
i (dj — ¢j—1)\/(¢j+1 — ¢ 1)(d; — ¢j_2)
2

As(i,),5(.5)+1-(M—1)8(j,M) =

i1 — 03y (Gr41 — 1) (D142 — 0)

Estas seran las expresiones que implementaremos para nuestro calculo numérico cuando se
tiene condicion tipo Neumann al origen. Cuando se tiene condicién tipo Dirichlet al origen el
procedimiento es el mismo. Aplicando la condicién encontramos que los elementos Wy ; = 0y
la relacion matricial se modifica sélo en el término diagonal de la siguiente manera:

i i— i i 1
Agg_{l(ﬂ +p 1>+<P+1+P>1
Pi — Pi—1 piv1 — Pi) | pi(pis1 — pi-1)

" KW) " <(¢j+11— ¢j)>] <P?(¢j+12— ¢j—1)> } (422)

Hemos visto que el tratamiento numérico bidimensional requiere a pesar de todo una gran
cantidad de elementos en la matriz por su propia naturaleza, por otro lado este toma bastante
ventaja de la simetria de las matrices resultantes asi como de la tridiagonalidad de estas. Estas
limitantes han de tenerse en cuenta si se desea aplicar este tratamiento a problemas en donde
los funcionales no sean hermitianos.

4.2. Comparacion entre soluciones analiticas y numéri-
cas

Como se vio en la seccidén 3.1 los valores k estan relacionados con las raices de la funcién de
Bessel mediante la ecuacién

jnl
k== 4.23
Lo ( )
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donde j,,; corresponde con el valor del [-esimo cero de la funcién de Bessel de orden n. De modo
que si fijamos el valor py = 1 los valores k seran los ceros de las funciones de Bessel y ademés
deberan duplicarse aquellos de orden diferente a cero. En la figura 4.1 muestra el espectro para
30 eigenvalores. Los valores esperados se han obtenido con la paqueteria disponible de Julia y los
eigenvalores con eigs como se ha hecho previamente. Lo primero que notamos es la forma en que
se aproxima el valor numérico al valor esperado cuando se aumenta la precision en la malla, esto
nos da los parametros con los que es preferible realizar los calculos. Este resultado es puramente
ilustrativo de manera que no se busca una precision mas alla de dos cifras después del punto
decimal. Una de las cosas mas evidentes, es que, los valores esperados y los obtenidos mediante
el célculo numérico difieren cada vez mas mientras aumenta la magnitud del eigenvalor, lo
cual puede notarse mejor en la grafica donde la precision es menor. Este comportamiento es
de esperarse y es un efecto que se ha observado previamente debido a la mayor oscilacién de
las funciones de orden mayor. Finalmente en la tabla 4.1 se presentan algunos eigenvalores
representativos y en esta se puede observar que aparece el fendmeno de duplicidad de los
eigenvalores, comportamiento que se esperaba por la duplicidad del eigenvalor encontrada al
resolver la ecuacion angular, dicho de otro modo, este fendmeno se presenta debido a la simetria
angular presente.

Eigenvalores
Orden n,m del | 200 puntos ra- | 200 puntos ra- | 200 puntos ra- | Valores espera-
cero de la fun- | diales y 30 angu- | diales y 700 an- | diales y 1200 an- | dos
cion de Bessel lares gulares gulares
01 2.40483 2.40483 2.40483 2.40483
11 3.87529 3.83350 3.83270 3.83171
11 3.87529 3.83350 3.83270 3.83171
21 5.20250 5.13916 5.13767 5.13562
21 5.20250 5.13916 5.13767 5.13562
02 5.52004 5.52004 5.52004 5.52008
31 6.44015 6.38522 6.38311 6.38016
31 6.44015 6.38522 6.38311 6.38016

Tabla 4.1: Algunos de los eigenvalores calculados numéricamente. Aqui se aprecia la duplicidad
de aquellos diferentes de cero. Los valores esperados fueron extraidos de [30]

Se ha resuelto numéricamente el problema de Helmholtz en dos dimensiones y como hemos
visto, el tratamiento bidimensional nos permite obtener una soluciéon completa del problema
y asi, un modelo cuyos resultados se adecuan al resultado esperado, dependiendo solamente
del tipo malla utilizada en cada caso. De manera que, si se buscan resultados mas precisos,
solamente se ha de modificar el tipo de malla utilizada, refinandose o utilizando una divisién
diferente que dependera de las caracteristicas del sistema que se desee estudiar. Este resultado
nos permite extender nuestro estudio para problemas similares a la ecuacién de Helmholtz.
En particular el estudio de sistemas fisicos puede complicarse rapidamente debido a que una
descripcion realista de un sistema fisico e incluso modelos sencillos de estos pueden conllevar
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a que, encontrar soluciones exactas sea un gran reto. Los sistemas cudnticos se complican
rapidamente debido a que incluso sistemas sencillos requieren la soluciéon de una ecuacion de
segundo grado y en estos la intuicién ayuda poco a visualizar una solucién. Por estas razones
buscaremos la soluciones numeéricas a la ecuacién de Schrodinger en una o dos dimensiones, ya
que, si elegimos adecuadamente la forma de discretizar nuestros funcionales de tal manera no se
modifique drasticamente la forma de la ecuacion matricial ni la matriz de coeficientes debido al
potencial aplicado, en cada caso el problema resultante no serda muy diferente al de Helmholtz.
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(a) 30 puntos radiales y 200 puntos angulares (b) 200 puntos radiales y 700 puntos angulares
0 Espectro de valores propios D Espectro de valores propios
e - 1t
10_::::::::::::::::::::::::::::::::::::_ 10

9r 9
8r 8
e 7 o7
Q o
0 heasssssssssssssssssss s e sassanss 0

T 6 T 6

5§ s

s 5 g 5

4t 4

3r 3

2t ] 2t ]
— Valores esperados — Valores esperados

1t - - Valores calculados |1 1r - - Valores calculados |1

0 0

n Espectro de valores propios

11y

10

Valor Propio
[=)]

— Valores esperados ||
1t - - Valores calculados |1

0
(¢) 200 puntos raidales y 1200 puntos angulares

Figura 4.1: Comparacion del espectro de eigenvalores para distintas configuraciones de la malla.
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Capitulo

Aplicaciones del tratamiento numérico en una
dimension

Los métodos desarrollados pueden ser utilizados para resolver problemas en donde las ventajas
de estos puedan ser aprovechadas, en particular mostraremos que es posible aplicar nuestra
herramienta a ejemplos de fisica cuantica, relacionados con la ecuacién de Schrédinger. Li-
mitaremos el estudio a sistemas en una dimension, esto simplifica el problema numérico de
manera que la discretizacién sea sencilla y asi podremos analizar las soluciones de estos siste-
mas, buscando poder verificar las resultados esperados asi como identificar el comportamiento
de sistemas similares, de modo que, estudiaremos principalmente el oscilador armonico asi como
las variaciones de este para poder establecer comparaciones y describir el comportamiento de
estos sistemas.

5.1. Oscilador armodnico

El oscilador armonico cuantico es uno de los casos mas sencillos en los que nos es posible trabajar
con la ecuacién de Schrodinger. Su utilidad no sélo se encuentra en ser un buen candidato para
mostrar la utilidad de nuestra herramienta numérica, sino que al poseer una soluciéon exacta
nos permite establecer comparaciones con otros problemas aparentemente mas complejos que
podrian no poseer una solucion analitica. El oscilador armonico clésico para una particula tiene
como caracteristica principal una funcién hamiltoniana como la siguiente
H _ E N uw2r2
21 2

(5.1)

Donde 1 es la masa de la particula, p'el momento y w la frecuencia angular de la trampa. En
mecanica cuantica el operador hamiltoniano a través del potencial determina las condiciones
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bajo las que nuestra particula interactuara con el entorno

P
H=_—+V (5.2)
24
de modo que en mecanica cuantica ha de entenderse como un oscilador armoénico a un sistema
descrito por el operador hamiltoniano [22,28]
P juw?X?

H=—
2u+ 2

(5.3)

donde P es el operador de momento y X es el operador de coordenadas. En general, para una
funcion de estado descrita por un hamiltoniano H la ecuacién de Schrodinger es
ov
HV = ih—
ot
en ausencia de campos externos variables, el hamiltoniano sera independiente del tiempo de
modo que podemos separar variables W = ¢(r)T'(t) y tener entonces

Hy = EY
L oT

la parte dependiente del tiempo tiene como solucién
1Bt

T(t)=Ce =

la ecuacion restante sera sélo dependiente de las coordenadas y asi es como obtenemos la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Para un potencial en general tenemos la

ecuacion P
( + V) v = E.
2p
En una dimensién y para un potencial en general la ecuaciéon se reduce a
_h2 "
ﬂw (z) + V(x)y = Ev. (5.4)
En el caso del potencial de oscilador armoénico la ecuacién correspondiente es:
. pw?x?
— =FEy 6 5.5
ot (@) + M = By 6 (55)
h 2F  pwz?
— — = =0
Lo+ (2 -1y
Para hallar una solucién hagamos el cambio de variables s = % ,a = /5y u= ar 2§
entonces, tendremos la ecuaciéon
Y (1) 4 (s — u?)Y(u) = 0. (5.6)
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Cuando u — oo en (5.6), s es despreciable de modo que
Tp”(l') - UQ%D ~ 07
esto implica que
1L2
Y(u) ~e7.
Se elige la parte negativa del exponente ya que si u — oo entonces ¥(u) — 0. De esta manera
consideremos la solucion de la siguiente forma

(u) = e_gH(u) (5.7)

donde H(u) es una funcién que debe complementar la solucién propuesta en el caso asintético.
En particular un polinomio podria ajustarse de manera adecuada a nuestra solucién. Ahora,
para conocer la solucién sustituimos la propuesta de solucién. Entonces tenemos que:
/ _u? _W
Y (u) =—ue 2 H(u) +e 2 H (u)
2 2

" ! 1

Y (u) = —e_éH(u) + u%‘é}—_](u) —Que” T H (u) +e 7 H (u)

y al introducir esto en (5.6) obtenemos

w2

e~ T (—H(u) +u*H(u) — 2uH (u) + H (u) + (s — u?)H(u)) =0
que podemos reducir a
H' (u) — 2uH (u) + (s — 1) H(u) = 0 (5.8)

Ahora, para resolver esta ecuacién proponemos el polinomio H(u) = 372, apu®. Al introducir
en (5.8) tenemos

> (apk(k — D2 =3 2apku” + (s — Dagu®) = 0
k=2 k=0

renombremos el indice en el primer termino k& — k + 2 para que dicha suma comience en cero.
Con ello obtenemos

o0

> (apsa(k +2)(k+1) + (—2k + s — D)ag)u* = 0.

Para satisfacer la condicién de que la suma es cero para todo x, es necesario que se cumpla la
siguiente relacion de recurrencia

2k+1—s
Ap+2 = ak( (59)

k+2)(k+1)

Si en (5.9) detenemos el polinomio para k = n, entonces la relacién de recurrencia es finita, de
modo que ha de cumplirse
s=2n+1
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2E

y tomando en cuenta que s = =7, entonces
wh

E= <n + ;) wh (5.10)

y con ello también obtenemos los valores propios de nuestra ecuacién y por lo tanto las energias
permitidas en nuestro sistema.

Por otro lado deseamos hallar la discretizacion de (5.4). Para ello, procedemos como hemos
hecho previamente multiplicando por la funciéon conjugada e integrando, considerando unidades
atémicas

/0 ’ (—;M" + vuw*w) dr = E /O " prpdn

Hemos usado en el rango de integracion soélo la mitad del intervalo ya que, como el potencial
posee simetria en el eje vertical y usaremos la simetria del problema para reducir los recursos
necesarios para obtener una mejor precision en las soluciones numéricas, por otro lado, ya que
buscamos la particula en todo el espacio debemos integrar de cero a infinito, donde infinito
es L. Usamos L debido a que numéricamente es imposible tener un espacio infinito, asi que,
tendremos un espacio finito de longitud L pero lo suficientemente grande para obtener los
resultados esperados. Una vez dicho esto integramos por partes y obtenemos

;/ Ay )da + = /wwd;H/ wwdx_E/qupdx
pero
/OL d(* ) )da = * (L)' (L) — 1*(0)2'(0)

por las condiciones de frontera estos términos son cero. Podemos observar facilmente que el
operador es hermitiano:

/OL<¢’*¢’ 4OV (2) ) e = 2E/ . (5.11)

Recurrimos a la discretizacion del funcional en la integral (5.11) y obtenemos

:+l o :+l Vipl — Vi1
B e L) oV (i - iy)
Lipl — %1 LTipl — &1

= 2B (2iy — 21y

entonces
* * * *

s BT Lt S o L o L

Tipgl =Tl Tyl =T 1 Tyl =T 1 Tyl — T

+2Vihr ( Tip1 — %_l) = 2E9¢;; ($¢+
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Buscamos extremar este funcional, asi que derivamos respecto a v} recorriendo el indice donde

sea necesario, ademds recordemos que z;,1 = 2= de esta manera encontramos
2
1 1 Vi1 (2
- +1
+ + Vi (@ip1 — @i1) | i — - = B (i1 — i)
Ti—Ti-1  Tiy1 — Ti Ti— Xi-1 Tiy1 — Ty

que podemos expresar como

A + Aii i + Ay = B Dy (5.12)
donde
1 1
Aii = + + Vi (@41 — @i1)
Ty — Ti—1 Tiy1 — Xy
1
Ajjor=————
Ty — Tij—1
1
Ajjj1 = ————
Tit1 — T4

Ds,s = Ti41 — Ti—1

la matriz de entradas D es una matriz diagonal y la de entradas A una tridiagonal. Asi, la
ecuacion matricial es

A = EDv.

Buscamos dejar libre el vector z; de tal modo que la matriz resultante siga siendo una matriz
simétrica y el lado derecho nos permita encontrar los valores de este en términos de los valores
de A . Entonces para este cometido consideremos, como lo hemos hecho previamente 1/7 = ng?,
entonces

AL¢ = EDLG.
Repitiendo el mismo procedimiento realizado en capitulos anteriores podemos encontrar que
L— 0i i
Tiv1 — Ti—1

de este modo quedamos con la ecuacion matricial
A'¢=LAL$ = Ed

. / . .z .
continuaremos llamando A a A'. Ahora, si desarrollamos la ecuaciéon anterior encontraremos
que la nueva relacién de recurrencia es

1 1 1 .
G ) e -
Ty —Tim1  Tipl — Ty Tit1 — Tij—1 (x; — xi_l)\/(xiﬂ — ;1) (x; — mi9)

) Yin e

(Tip1 — xi)\/(%ﬂ — 1) (Tiv2 — T3)
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donde
1 1 1
) )
Ty — Ti—1 Ti+1 — T4 Tiy1 — Ti—1
1

- (371 - xifl)\/<xi+1 — xi—l)(il?z‘ - %'72)

1
Ai,i+1 = -
($z‘+1 - xz‘)\/(fﬂi—&-l - xi—l)($i+2 - 901)

Para obtener estas relaciones de recurrencia se han utilizado unidades atomicas por convenien-
cia y en adelante en cada discretizacion se usaran estas unidades. Ahora como mencionamos
previamente, el potencial presenta simetria en el eje vertical y podemos aprovechar este he-
cho para reducir el trabajo computacional. Si consideramos sélo el rango positivo de nuestro
problema debido a la simetria por el eje vertical, tendremos el problema entre cero e infini-
to. Si aplicamos condiciones tipo Neumann en el origen obtendremos las soluciones pares del
problema, por otro lado con las condiciones tipo Dirichlet en el origen obtendremos solucio-
nes impares del problema, esto se debe a que las eigenfunciones son a su vez funciones pares
e impares alrededor del origen, esto es, por un lado obtenemos las soluciones pares por una
condicién que aprovecha la simetria de las soluciones y por el otro las soluciones impares por
una condiciéon que aprovecha la antisimetria de la soluciéon. Es importante tener en cuenta que
esto solo funciona debido a la simetria del potencial en uno de los ejes. Habiendo mencionado
lo anterior las condiciones de frontera se manifiestan en nuestra malla como

P(0) =0 = o =1
Y(L)=0— 1Yy =0
para las funciones impares y para las funciones pares tenemos
¥'(0) =0 ¢ =t
Y(L)=0— 1Yy =0
con L la frontera que consideramos a infinito. Entonces en ambos casos tenemos una malla de

N + 2 elementos, sin embargo, el primer y ultimo elemento del vector son cero. De esta manera
la relacién matricial es:

01 1 1 2
Ti —Xim1 Tip1 — T ) \Tip1 — Ty 2

1
A= — (5.13)

(l‘z‘ - xz’—l)\/(l‘z‘ﬂ - xz‘—1)(Ii - xi—z)
1

($¢+1 - xi)\/(%’ﬂ - xi—l)($i+2 - %)

para las funciones pares y para las funciones impares solo cambia el término diagonal

014 1 1 2
Ay = ( b4 ) ( ) + o (5.14)
T, — Tj—1 Tit1 — T4 Tit1 — Ti—1 2

Aiji1 = —
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Para una malla con L = 20 dividida en 1000 puntos se ha conseguido una precision que nos
permite obtener eigenvalores cercanos al valor esperado, esto puede apreciarse en la Figura 5.1
donde se muestra el espectro obtenido para 20 eigenvalores calculados. Como podemos observar
los valores esperados y numéricos se encuentran lo suficientemente cercanos para sobreponerse
en la grafica en la escala presentada sin que se note alguna diferencia. Fisicamente tenemos un
estado base e infinitos estados de energia permitidos.

El potencial armoénico estudiado en esta secciéon es un potencial infinito, sin embargo, los poten-
ciales existentes en la naturaleza son todos finitos, de manera que, estudiar variaciones de este
tipo de potenciales parece conveniente. Por lo tanto en las siguientes secciones estudiaremos
algunos ejemplos de potenciales finitos y principalmente variaciones del oscilador arménico de
tal manera que podamos comparar los resultados obtenidos con otros ya conocidos previamente.

Espectro de valores propios
40 —\r 7

-
-l

35+

_1T]

W
o
T

M
(8]
T
T
7]

Valor Propio
M
o
T
=1
|
1

=
(%]
T

=
o
T

Figura 5.1: Espectro de eigenvalores con malla de 0 a 20 unidades, con 1000 divisiones en la
malla y 20 valores propios calculados. Los valores esperados se presentan en azul y los calculados
numéricamente en rojo y la forma del potencial se encuentra en el borde azul.

53



CAPiTULQ 5. APLICACIONES DEL TRATAMIENTO NUMERICO EN UNA
DIMENSION

5.2. Oscilador armoénico truncado

Entenderemos por este potencial aquel que se comporta igual que el oscilador arménico hasta
cierto un valor Vj y luego permanece constante, esto lo expresaremos de la siguiente manera:

o’z :
V(:c):{ 5, Sll<V (5.15)

L s vy < al

Entonces tendremos dos casos para la ecuacion de Schrodinger, si |z| <V,

—h?

pw?a?

y si Vo < |z
_h2 " /,LCL}2V2
o 5 () + 5 Cipy = By (5.17)

debido a la complejidad para encontrar una solucién analitica a este problema la solucién
numérica es una buena manera de resolverlo. Nuevamente utilizaremos la simetria del potencial
para reducir los recursos necesarios para mejorar la precision de las soluciones, una vez mas,
en el origen las condiciones de Neumann se aplicaran para encontrar las soluciones pares y las
condiciones de Dirichlet para las impares. La discretizacion de (5.16) y (5.17) resulta en que
los elementos de la matriz resultantes de la relacién de recurrencia en el caso de Neumann son

para |z;| < Vj
014 1 1 2
Aii = ( - + ) ( ) + 4
’ Ty — X1 Tip1 — T ) \Tip1 — T 2

1
Ajig = — (5.18)

(zi — $i—1)\/($¢+1 = Zi1)(Ti — Ti—2)
1

(Tip1 — sz’)\/(CEiH — 1) (Tiy2 — T3)

Aiiy1 = —

y otro para Vy < |z;|. Ya que el uinico elemento modificado es el de potencial, la tinica ecuacién
que cambia es la diagonal de la matriz A

014 1 1 V2
A = < b4 ) ( ) + -9 (5.19)
Ti—Xis1 Tip1 — T ) \Tiy1 — T 2

Para las condiciones de Dirichlet sélo cambian los términos diagonales, asi que nuevamente para

lzi| < Vo
1 1 1 2
A = < + ) ( ) + o (5.20)
Ty — Ti1  Tip1 — X ) \Tig1 — Ti—1 2

Ya que el tnico elemento modificado es el de potencial, para Vj < |z;| la nica ecuacién que

cambia es )
1 1 1 \%

Aii = < + ) ( ) + -2 (5.21)
Ty — Ti—1 Tip1 — T4 Tit1l — Li—1 2
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La Figura 5.4 al final de la siguiente seccién nos muestra el espectro de valores propios obtenido
para el oscilador armonico, el armoénico truncado y el potencial cuadrado presentados en la
misma grafica para poder compararlos. Todos estos son valores obtenidos numéricamente. En
la Figura 5.4 comparamos con el resultado de nuestro oscilador arménico y encontramos que en
los tres casos, los valores propios de orden bajo del oscilador arménico truncado son bastante
similares a los del oscilador armoénico infinito, la diferencia incrementa mientras nos acercamos
al valor limite establecido en la barrera de potencial, con los valores de este desplazandose hacia
abajo con respecto a los del oscilador armoénico. Esto se debe a que en el caso del oscilador
armoénico tenemos un potencial infinito, lo que ocasiona que la particula pueda encontrarse sélo
en esta region del espacio de manera que toda la energia esta confinada. Por otro lado en este
caso, al ser finito el potencial su capacidad de confinamiento se ve limitada, de manera que,
a pesar de tener una energia por debajo de la barrera de potencial es posible encontrar a la
particula fuera de la region de confinamiento, entonces, parte de la energia es utilizada para
que la particula se encuentre fuera de esta regiéon y por esto los mismos érdenes de niveles
de energia poseen magnitudes menores comparados con los del oscilador arménico, de modo
que la capacidad de confinamiento depende de cada sistema estudiado. De esta manera es
posible aproximar el comportamiento del oscilador armoénico truncado con los primeros estados
del oscilador armoénico y ya que los potenciales reales son finitos, un modelamiento fisico de
estos es mas cercano al oscilador arménico truncado que al oscilador armoénico infinito, asi
que, si se desea medir los valores de energia de un sistema similar al oscilador armoénico nunca
obtendremos exactamente las mismas magnitudes y ademas de esto, todos ellos tendran como
limite superior los eigenvalores encontrados en 5.10. La grafica de los potenciales utilizados en
cada caso se muestra en 5.2.
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Osciladores armoénicos truncados para 1,=2,V, =3y 1, =4
T T T

— V=4
— V=

— W=2

=5 0 5

Figura 5.2: Forma del potencial utilizado en cada caso.

5.3. Potencial escalon

El escaléon cuadrado de potencial o pozo cudntico finito es otro ejemplo comin de estudio en
los cursos de mecanica cuantica. En una dimension este potencial tiene el comportamiento
siguiente [22] :

0 siz € [—Lo,Lo]
V xTr) = 212
(@) { Vs i o] > L.

2

(5.22)

Para poder comparar los resultados de este potencial con el oscilador armoénico truncado debe-
mos cuidar que las areas en las que el potencial condiciona el movimiento de la particula sean
iguales en cada caso. Para esto calculamos el valor del potencial considerando que el area en

. 2V [ ; V2
una pardbola entre —Vy y Vg es 5> y el drea de un rectangulo de altura =3~ entre —Lg y Lo es
Vi Ly entonces para que las dreas del oscilador arménico y el escalén cuadrado sean iguales es
necesario se cumpla que

2V
VLo = TO (5.23)

y asi

Lo= 2;/0 (5.24)
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Tendremos nuevamente dos ecuaciones y consideraremos unidades atoémicas, asi cuando la
particula se encuentre en la regién |z| > Ly

—h2
W@D”(@ + Vo =FE¢y 6
(z) = a®Yy

§(x) = a’iy

y cuando se encuentra en la regién x € [—Lg, Ly

@) =B 6
24
5(x) = —b*1hy
con a = (VO_E% y b= % Como podemos observar los valores de a y b dependeran

ampliamente del valor de E. Cuando V;, > FE los valores de a y b son reales de modo que las
soluciones toman la forma

U(x) = Ae™ + Be™**
W(x) =< o(x) = F cos(bx) + Gsin(bx)
P3(x) = Ce™ + De=**

Para 1, si x+ — —oo entonces esta va a infinito y esta no es una condiciéon aceptable para
nuestra ecuacién ya que no posee una interpretacion fisica de modo que B = 0 lo mismo sucede
para ¥3 si © — oo por lo tanto C' = 0. Por otro lado en una dimensién las funciones que
satisfacen la ecuacién de Schrodinger con potenciales pares tienen paridad definida, de modo
que, si consideramos funciones par como soluciéon

¥5(0) =G =0

Ae 0 = De=%0 entonces A = D

asl nuestras soluciones son

U (z) = Ae™
W(x) =13 o(x) = Fcos(br)
P3(z) = Ae

La solucién debe ser continua en todo el dominio, de manera que ha de cumplirse

Ae™ 0 = Fcos(bLy)
bF sin(bLg) = aAe

de donde se deduce la condicién
btan(bLy) = a
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Por otro lado si consideramos funciones impares

Uy(0) =F =0
Ae~ %0 — _De=0 entonces D = — A
y nuestras soluciones son
() = Ae™
(x) =< o(z) = Gsin(bx) (5.25)
P3(r) = —Ae

con condiciones de continuidad

Ae 0 = —G'sin(bLy)
bG cos(bLy) = aAe 0

que implican la condicion

atan(bLy) = —b (5.26)

ambas condiciones deducidas de la paridad de nuestra funcién pueden resolverse graficamente

Vo2u

o numéricamente. Para la condicion de la funcion par, sea y = bLo y 2 = /33

aLo=1/2% —1?

aLo = Lobtan(bLg) = y tan(y)

Ly entonces

de modo que

ytan(y) = /2% —y
52
tan(y) = i 1 (5.27)
analogamente para las funciones impares
52
cot(y) = i 1 (5.28)

Asi las soluciones se presentaran en los puntos donde se cumpla la igualdad. Ya que estos va-
lores estan directamente relacionados con las energias del sistema estas nos proporcionaran el
conjunto de valores de energia vélidos en el sistema. Estos valores cortan la grafica a lo més
en n puntos de modo que para cada configuraciéon tendremos a lo mas n energias validas. Aho-
ra, debemos discretizar la ecuacién considerando las condiciones en cada region del espacio y
aprovechando nuevamente la simetria aplicamos las condiciones Neumann en el origen para las
soluciones pares y tipo Dirichlet para hallar las soluciones impares. De modo que nos encon-
traremos con dos tipos de relaciones de recurrencia para ambas regiones del potencial. Ahora
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al aplicar condiciones tipo Neumann y tomar en cuenta la regién del espacio donde V(x) = 0

obtenemos
01 1 1
Al’l N ( 172 + > < >
Ty — Ti—1 Tit1 — T4 Tit1 — Ti—1

1
Aig = — (5.29)

(xz' - Iz’fl)\/(%‘ﬂ — xz’—l)(xi - xi72)
1

($i+1 - $i)\/($i+1 - xz‘—l)(xi—&-Q - Iz)

Aii1 = —

para la regién del espacio donde V' (z) = Vj s6lo se modifica el término diagonal de la matriz A

014 1 1
(e ) () 50
Ty — Ti—1 Tip1 — X4 Tip1 — Ti—1

posteriormente aplicamos condiciones tipo Dirichlet y observamos que sélo se modifican los
elementos diagonales de la matriz, asi que, en la regién donde V(x) = 0 el tnico elemento
diferente es

1 1 1
Aii= ( + > < ) (5.31)
Ti—Ti-1 Tip1 — Ly Lit1 — Li—1
y para la regién del espacio donde V' (x) = V} el tnico elemento diferente es
1 1 1
Aii= ( + ) ( ) + Vo (5.32)
Ti —Ti—1  Ti41 — T4 Tit1 — Ti—1

En la Figura 5.4 podemos observar que al igual que en el caso anterior los eigenvalores se
encuentran desplazados hacia abajo respecto a los del oscilador armonico e incluso también
respecto a los del oscilador armoénico truncado debido a que también en este caso el potencial
es finito. Notemos también que mientras aumenta el valor del potencial, el area que tiene una
particula para moverse dentro del potencial incrementa, ya que, al crecer V; lo hace también
Ly vy de este modo el espacio en el que pueden encontrarse las particulas aumenta. Ahora, a
pesar que el area de confinamiento es la misma en el caso del oscilador arménico truncado y
en el pozo finito, los eigenvalores en el ultimo se hallan desplazados hacia abajo con respecto
a los otros dos. Esto nos dice que este potencial tiene aun menor capacidad de confinamiento
que el oscilador armoénico truncado y que el oscilador arménico infinito y ya que lo tnico
que se ha modificado respecto al oscilador armoénico truncado es la longitud Ly en la que se
restringe el movimiento de las particulas entonces podemos mencionar que existe una relacion
entre la capacidad de confinamiento que posee un potencial y la 1éngitud Ly en la que pueden
encontrarse las particulas debajo de un valor especifico de truncamiento. El grafico del potencial
utilizado se muestra en 5.3.
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Potencial escalén con V, =4
T

=5 0 5

Figura 5.3: Forma del potencial utilizado en este caso.
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Espectro de valores propios

Espectro de valores propios, 1;=2

Espectro de valores propios, V=2

25 25 25
I — Oscilador armdnico truncado E/ -~ Oscilador arménico infinito
— -~ Oscilador arménico infinito —— | — Potencial escalon
2.0 B b e e e e ok B T S SR e 20 \le 20 e e e e e e e S
o 15F e 015 \ ———————————————————————————— / QIS e
a Q Q
: A [ | ¢
- C \ / -
o]
3 3 3
> 10 > 10 \ / > 10
B5f N\remeeeeemem-eey 05 O5[ frmmmmmemm e e
0.0 0.0 0.0
Espectro de valores propios Espectro de valores propios, 1, =3 Espectro de valores propios, V=3
— Oscilador armonico truncado f -~ Oscilador arménico infinito
5 5 \E -~ Oscilador arménico infinito E 5 — Potencial escalon
R e e e e e R ‘m R s o L b s e e e S S
4 4 \ / 4
o 2 / 2
&3 53 \ / 63
x I c
-2 VO 5 \ / 6 | e
: 3 \ :
2 2 \ 2
1 1 1
0 0 0
Espectro de valores propios Espectra de valores propios, 1 =4 Espectro de valores propios, V) =4
9 ol=—== — Oscilador arménico truncado / 9 -~ Oscilador armonico infinito
—————————————————————————————————— -~ Oscilador armnico infinito === — Potencial escalon ==
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Figura 5.4: Comparacién del espectro de eigenvalores para Vo = 2, Vj = 3 y V = 4 para 1000
puntos en la malla, con V; el valor usado para el calculo del potencial de truncamiento represen-
tado con marcas negras. Se muestra también el oscilador arménico infinito para poder comparar
los eigenvalores en las mismas areas de energia cinética. Las lineas punteadas en rojo son valores
numéricos del oscilador armoénico infinito y las lineas azules representan los eigenvalores numéri-
cos calculados para el oscilador arménico truncado y el potencial escalén. Las marcas negras

representan donde se encuentra el valor de la barrera de potencial.
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5.4. Oscilador armoénico-uniforme

Esta es una variacién del oscilador arménico truncado que nos permite mostrar las capacidades
de las diferencias finitas resolviendo un problema cuya propia naturaleza complica el obtener
una solucién analitica. En este caso el potencial por un lado del eje se comporta de la misma
manera que el oscilador armoénico truncado y por el otro crece en linea recta hasta el valor de
truncamiento, esto puede ser expresar de la siguiente manera
% si|z| > Vo
V(z)= % si— V<2 <0 (5.33)
w sio<zx <V

donde d es la constante que condicionaréd el comportamiento de la funcién. La Figura 5.5a nos
muestra la forma del potencial utilizado, lo primero que notamos es que el espacio en el que
pueden moverse las particulas dentro del potencial difiere al que existe en el oscilador armoénico,
limitando mas el movimiento en esta region que el oscilador armoénico. Tendremos pues tres
casos para la ecuacién de Schrodinger, si |x;| > Vg

—FL2 7" [LQCUZVQ

le (z) + 5 Loy = Eyy
si-Wsr<0 2 2 2.2

—h " MuowW xr

ﬂ% (x) + 5 o = Eay
ysi0 <z <V

—h% Vo

2 V2 (@) + s = By

En este caso, el problema no posee una solucion analitica sencilla de manera que el tratamiento
numérico es nuestra mejor alternativa. Este problema no posee simetria geométrica que podamos
aprovechar, de modo que hemos de considerar la discretizaciéon en todo el espacio para asi
obtener relaciones de recurrencia correspondientes a cada region. Cuando |z;| > Vj

81 1 1 1%
Ty —Xic1 Tip1 — T ) \Tip1 — i 2

1
A1 =— (5.34)
(l‘z‘ - xifl)\/(xz#l - 131‘71)(331‘ - $i72)
1
A1 = —
(Tip1 — xi)\/(%‘ﬂ — 1) (Tiy2 — ;)
como antes, lo Gnico que cambia es el elemento del potencial. Entonces si —Vj < z; <0
1 1 1 2
Ay = < + ) ( ) + 0 (5.35)
Ty — Ti—1 Tit1 — T4 Tip1 — Ti—1 2
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y por ultimo si 0 < z; < Vj

1 1 1 Vox;
Ay = ( + ) < ) + (5.36)
Ty —Xic1 Tip1 — T ) \Tip1 — i 2

Como podemos ver en la Figura 5.5b el espectro de energias se encuentra desplazado hacia arriba
respecto al del oscilador armoénico infinito, de manera que, encontramos que la capacidad de
confinamiento de este potencial es incluso mayor que la del oscilador arménico infinito y por
lo tanto mayor que la de los ejemplos finitos anteriores. Considerando los resultados de los
ejemplos anteriores y teniendo en cuenta que nuevamente existe una disminucion en la region
de confinamiento en que pueden encontrarse las particulas podemos decir que la relacién entre
la region de confinamiento y la capacidad de confinamiento es directa. En este caso al disminuir
la regién de confinamiento el espectro se desplaza hacia arriba indicandonos que las particulas
en este sistema son més energéticas en su estado mas bajo ya que al ser menor la regién de
confinamiento menos energia es necesaria para escapar de la barrera y por tanto las energias
permitidas dentro de esta region aumentan.

(a) Forma del potencial utilizado (b) Espectro de energias

9 ; r ; ; T Espectro de valores propios, 1; =4

g — Oscilador armoénico-uniforme
Oscilador arménico infinito

FS
Valor Propio
w
I
|
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
‘\

Figura 5.5: Nuevamente las lineas rojas representan los eigenvalores numéricos del oscilador
armonico infinito y las azules los eigenvalores para el oscilador armoénico-uniforme, con Vj el
valor usado para el célculo del potencial de truncamiento representado con marcas negras. En
este caso la malla utilizada es de 2000 puntos ya que se necesita la discretizacién en todo el rango
debido a que el problema no posee simetria por el eje vertical.
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5.5. Oscilador armoénico truncado asimétrico

Este potencial es similar al de oscilador armoénico truncado, sin embargo, una mitad se comporta
como el oscilador arménico truncado y la otra mitad crece limitado por una constante. En este
caso el potencial es el siguiente

““;Vg si x| > V)
Vieg) =1 #2  —1,<z<0 (5.37)
buts® i) <2 <V

donde b es la constante que limita el crecimiento del potencial. La Figura 5.6a muestra las
distintas formas del potencial utilizado. Como podemos observar, la forma del potencial en el
lado positivo de x en la grafica es tal que, el espacio de energia cinética es mayor mientras
disminuye el valor de b. Tendremos pues tres casos para la ecuacién de Schrodinger, si || > Vj

—h? w2V2
5 V@) + K20, = By
W <x<0
—h? uw x?
7%( ) + Vo = Ehy
ysi0<z <V
—hQ " b w I‘
W% (@ ” 3 = E3

Al igual que el oscilador armoénico truncado, en este problema se utilizan métodos numéricos
como nuestra mejor alternativa para obtener una solucién. Teniendo en cuenta nuevamente
que el problema no posee alguna simetria que nos ayude a reducir los recursos de célculo
encontramos que la discretizacién nos lleva a las siguientes relaciones de recurrencia

1 1 1 V2
Ty —Tic1 Tip1 — T ) \Tip1 — Ty 2

1
Aii=— (5.38)
(25 — !Ei—l)\/(xiﬂ Ti1) (% — Ti_3)
1
Aiiva
($i+1 - $i)\/($i+1 - 951‘71)(95#2 - l’z)
como antes, lo inico que cambia es el elemento de potencial, entonces si —V < z; <0
014 1 1 2
Ay = < CUN—— ) ( ) + 0 (5.39)
Ti— X1 Tig1 — X)) \Tig1 — T 2
y por ultimo si 0 <z <V
014 1 1 ba?
Ay = ( S ) ( ) + 2L (5.40)
Ty —Xic1 Tip1 — T ) \Tip1 — Ty 2
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En este caso el comportamiento de los eigenvalores se debe a la falta de simetria del sistema,
como podemos observar en la grafica de las variaciones del potencial, al aumentar la region de
confinamiento aumenta el espacio en el que se pueden encontrar las particulas y de acuerdo a
lo encontrado en ejemplos anteriores aumenta su capacidad de confinamiento, de modo que,
debemos esperar que los eigenvalores obtenidos aparezcan desplazados hacia abajo respecto a
los del oscilador arménico. En la Figura 5.6b a 5.6f podemos comparar el espectro de eigenva-
lores para las diferentes variaciones del valor b en rojo respecto a los eigenvalores del oscilador
armonico infinito en azul; se aprecia que la magnitud de los eigenvalores del mismo orden es
cada vez menor mientras menor es el valor de b, justo el resultado que se esperaba. Incluso
podemos concluir que aumentando la asimetria del sistema lo suficiente podriamos conseguir
valores menores que el resto de los osciladores armonicos truncados estudiados en este capitulo.

Hemos encontrando el comportamiento que tienen distintos tipos de potenciales unidimen-
sionales, en general, variaciones del problema del oscilador arménico infinito, lo que nos ha
permitido no sélo encontrar valores muy proximos a los esperados en el oscilador armoénico infi-
nito, sistema cuya solucion es conocida, ademés hemos podido observar que en aquellos sistemas
donde las particulas tienen regiones similares de confinamiento, las energias en sus espectros
tienen como limite superior las energias del oscilador arménico infinito debido a la perdida en
la capacidad de confinamiento. El potencial arménico uniforme y el truncado asimétrico nos
permitieron confirmar la relaciéon entre el aumento de la regién de confinamiento y la capacidad
de confinamiento del sistema, a través del desplazamiento hacia arriba o abajo del espectro
con respecto al espectro del oscilador armoénico. De manera que, con estos resultados hemos
hecho una prediccién sobre el comportamiento de sistemas con potenciales finitos, esta predic-
cién se basa en los resultados de sistemas conocidos y en el comportamiento fisico esperado
de estos sistemas. Por otro lado fue posible simplificar problemas bidimensionales y aprender
del comportamiento de sus soluciones en una dimensiéon, de modo que, podemos esperar un
comportamiento similar de estos sistemas en dos dimensiones. Ademas, hemos podido verificar
que nuestra herramienta de calculo numérico también encuentra soluciones a problemas fisicos
y reproduce resultados previamente conocidos, asi que, gracias a esto podemos poner a prueba
nuestra herramienta en sistemas bidimensionales.
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(a) Formas de los potenciales utilizados

Valor Propio

Valor Propio

(c) Vo = 4,b=0.8

Espectro de valores propios, b=0.8, 1}, =4

Oscilador arménico truncado-asimétrico
Oscilador arménico infinito

Valor Propio

(b) Vo = 4,b=0.9

Espectro de valores propios, b=0.9, V;, =4

Oscilador armaénico truncado-asimétrico

Oscilador armdénico infi

(d) Vo = 4,b=0.7

Espectro de valores propios, b=0.7, ¥, =4

Oscilador arménico truncado-asimétrico
Oscilador armadnico infinito

Oscilador arménico infinito

|
I
I
I
|
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
‘\
Valor Propio
w

Valor Propio

2

1

Figura 5.6: En las primeras graficas podemos apreciar of
condiciones del potencial y la forma del potencial utilizado en cada caso. Aqui b es el parametro
que limita el crecimiento del potencial en la parte positiva del eje x y V; el valor usado para el
célculo del potencial de truncamiento representado con marcas negras. Las lineas rojas representan
los eigenvalores numéricos del oscilador arménico infinito y las azules los eigenvalores para cada
caso del oscilador arménico truncado-asimétrico. La malla utilizada es de 2000 puntos debido a

que el problema no posee simetria por el eje vertical.

1+ . 1+
(e) Vo = 4,b=0.6 (f) Vo = 4,b=0.5
Espectro de valores propios, b=0.6, V;, =4 Espectro de valores propios, b=0.5, V;, =4
I\ — Oscilador arménico truncado-asimétrico i g — Oscilador arménico truncado-asimétrico i

Oscilador arménico infinito

| | 1 \\/ |
i —— /08 Y, ) N—

espectro de eigenvalores para diferentes
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Capitulo

Aplicaciones del tratamiento numérico en dos
dimensiones

Una vez desarrollados los sistemas unidimensionales podemos enfocar el trabajo a sistemas en
dos dimensiones. De manera que ahora buscaremos estudiar algunos ejemplos fisicos en dos
dimensiones con geometria polar, ya que, si se realiza el tratamiento numérico de la manera
correcta la discretizacion de estos sistemas no diferirda mucho de aquella encontrada en el pro-
blema de Helmholtz en dos dimensiones estudiado en el capitulo 4 y entonces podremos esperar
que parte del desarrollo sea similar a este. Por otro lado, ya conocemos el comportamiento de
las soluciones de algunos sistemas en una dimension, asi que esperamos que el comportamiento
de estos en dos dimensiones sea al menos similar. Nuevamente buscamos reproducir resulta-
dos conocidos previamente e identificar el comportamiento de otros sistemas similares, asi que,
continuaremos con el estudio de osciladores armoénicos y las variaciones de estos.

6.1. Oscilador armonico en 2 dimensiones

Buscaremos primero la solucién analitica de la ecuacién de Schrodinger en coordenadas polares
para el oscilador armonico ya que asi podremos comparar nuevamente los resultados obtenidos
analiticamente con los eigenvalores encontrados numéricamente. De modo que consideremos la
ecuacion de Scrhodinger para el oscilador armoénico en coordenadas polares

[—hQ <1 9 (,;(i) L o8 ) T ;Mp?] Y(F) = Ep(F) (6.1)

2u \pop P? 0g? 2
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de nuevo podemos aplicar la separacién de variables ¥ (p, ¢) = R(p)P(¢) dejandonos las ecua-
ciones

d’R 1dR B2 ptw?p? mi2

— + - R=0 6.2
dp? + 0 dp 72 2 2 (6.2)
d*P 9
la solucién a la ecuaciéon angular es
P(¢) = Cre*™?. (6.4)
La solucién a la ecuacion radial es mas elaborada, primero redefinamos f = uiw y p = pr

entonces

d_drd _1d & 1d&
dp dpdr Bdr Y dp?>  [2dr?’

de modo que la ecuacion se reduce a

#R 1dR [2E , m?
hw 72

PER ‘*‘1320' (65)

Veamos que sucede si r es grande para saber el comportamiento asintético de la ecuacién, con
lo que se obtiene la siguiente ecuacion:
d*R

2
W—T R:O

esta ecuacion implica que
2
R(r)y e /2

Por otro lado si r es pequena
>R 1dR m?
—+-——-—R=0 (6.6)
dr? — rdr  r?

entonces proponemos como solucion

R(r) ~ 1.

Si introducimos este tltimo resultado en la ecuacion diferencial entonces encontraremos
(1 —1)r2 +1r=2 —m*'™2 =0 de modo que [ =m

asi

R(r) ~r™

Ahora combinemos este comportamiento en una funcién pero completando con una serie de
potencias buscando que esto nos entregue la soluciéon correcta

R(r)=>_ aprttme /2 (6.7)
k=0

68



CAPITULO 6. APLICACIONES DEL TRATAMIENTO NUMERICO EN DOS

DIMENSIONES
buscamos introducir esto en la ecuacién radial de modo que necesitamos
R/ (T) _ Z ake—r2/2((k + m),rk—i—m—l o Tk‘-l—m—i—l)
k=1
R'(r) =" ap((k +m)(k +m — 1)rkrm=2 — (k4 m)rkt™ — (k4 m 4 1)phtm 4 phtma2)e=r?/2
k=2
al introducir esto en la ecuacién radial obtenemos el polinomio
- 2E - k+m k+m—2
Sap || — =D 2(k+m+1) | r" + k(k + 2m)r =0
k=0 ho 5

Ahora, debido a que la suma es infinita llamamos & al k usado hasta ahora y hacemos k' — k+2
en el segundo elemento de la expresion anterior para poder obtener

[e.e]

> ay {(277_5 —2(k+m+ 1)> Tk+m] + Qgyo [(k‘ +2)(k+2+ 2m)rk+m} =0

k=0
si se debe satisfacer la condicién es necesario que se cumpla la siguiente relacién de recurrencia

2L _2(k+m+1)
k+2)(k+2+2m)

Ak+2 = —ak(
y notemos que

2F
ao[(hw—Z(m—l—l))rm} =0 conk=0y

2K
a Khw —2(m + 2)) P (14 2m)rm1} =0 conk=1

El primer término con k£ = 0 no tiene problema con ser cero cuando se cumpla la condicion,
pero para k = 1 el término (1 + 2m)r™ ! no puede hacerse cero de modo que a; = 0 y por la

relacién de recurrencia a; = az = as = ... = agp1 = 0 de este modo nos quedamos sélo con los
elementos pares. Por otro lado si k es muy grande entonces
2
Ak42 = A7
k

Esto causara una divergencia en la funcién de estado para nuestra k creciente pero esta conducta
no describe apropiadamente el comportamiento del sistema, de modo que, para evitar este
inconveniente buscamos limitar su crecimiento para un cierto valor n,. De esta manera:

E = (n, +|m|+ 1)hw con m = 0,+1, £2 (6.8)

estos son los eigenvalores de la funcion, las energias del sistema y guardan una estrecha relacién
con nuestro problema numérico principal [27]. Si introducimos estos valores en la expresién de
a2 sabremos que el valor de corte sera

2(]{7 B nr)
k+2)(k + 2+ 2m)

Q2 = Qg (
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De manera que, si hacemos n, — 2n,. y k — 2k en la relaciéon de recurrencia para ay, o tendremos
(k—mn,)
E4+1)(k+1+m)

Ap+1 = ak(

Finalmente la solucion de la ecuacién de Schrodinger es

\Ij<p7 ¢, t) = Coeiim(b_% Z Qg (P\/ W)
k=0 h

Nuestro objetivo es resolver este problema de forma numérica con el objetivo de poder hacer
modificaciones en los potenciales y estudiar las soluciones en sistemas que de otra manera re-
sultaria complicado resolver. Este problema es muy similar a la discretizaciéon de la ecuacién
de Helmholtz, pero tomando en cuenta la intervencién de los elementos de potencial. Para dis-
cretizar el potencial ha de tomarse en cuenta que V(p,0) — V;;, entonces V;; es el valor del
potencial evaluado para los elementos de la malla (p;, ¢;) de modo que, si aplicamos la discre-
tizacion y consideramos unidades atomicas, las que tendremos en cuenta de ahora en adelante
en cada discretizacion, encontraremos las relaciones de recurrencia para nuestra ecuacion

i T Pi— i+1 T Pi 1
H(P p 1>(1_5li)+<p+1 p)]
Pi — Pi—1 Pi+1 — Pi pi(pi+1 - pifl)

e=a) (@) Gran o)+ 2 v

1 i + i
_ <p +p 1> Uy, (6.10)
\/pipi—l(ﬂi—',-l — pic1)(pi — pi_a) \Pi — Pi-1

k+m

(V) 2, (6.9)

1 <Pz‘+1 + pz-)
B —— | Vi,
\/pi+lpi<pi+1 — pic1)(piva — pi) \Pi+1 = Pi
2

_P?(ﬁbj - ¢j—1)\/(¢j+1 — ¢j-1)(¢; — 9j-2)
2

0y — 61 (Gir1 — 91 (G502 — B)

ademas el eigenvalor encontrado sera ¢ = 2F. Por lo tanto, las relaciones de recurrencia para el
oscilador arménico son las presentadas en las ecuaciones (6.9). Los eigenvalores apareceran de
acuerdo a la ecuacién (6.8) y ya que m = 0, +1, +2... entonces esperamos que los eigenvalores
aparezcan repetidos en n+ 1 ocasiones con n = 1, 2, ..., etc. Dicho de otro modo, que los valores
tengan una degeneracion n + 1. Como podemos observar en la Figura 6.1 los eigenvalores
esperados y numéricos se encuentran muy cercanos pero los valores numéricos al igual que
en el caso unidimensional disminuyen su precision mientras aumenta el orden de excitacion
hasta despegarse bastante de los valores esperados en los casos de orden superior. Se busca una
precision de a lo méas dos cifras significativas, ya que sélo se desea mostrar que es posible hallar
el comportamiento degenerativo de los eigenvalores. Se puede ver que los valores numéricos

qji,j—l

\Iji,j+1 = 2E\Ij

Z’Lj
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de orden mas alto no parecen ajustarse a los esperados, en especial para aquellos con menos
puntos en la malla, algo que como se explico previamente se debe a la mayor oscilacion de
las soluciones, este desdoblamiento se debe entonces al error numérico aun presente en nuestro
método de céalculo y puede disminuirse refinando la malla utilizada. Esto puede verse en la
Figura 6.1, de manera que, en adelante nos limitaremos a utilizar la malla de 200 puntos
radiales y 1200 angulares ya que esta es la que mejor precision de calculo que nos brinda con
el equipo de cémputo utilizado. Cabe mencionar que la degeneracién del sistema se debe a la
simetria angular del potencial como se muestra en la Figura 6.2. La matriz que se programé para
obtener las eigenfunciones y eigenvalores se encuentra en la ecuacién 6.10 y que a continuacion
se pone en términos de un solo indice, s, debido a que en este caso se tienen los indices i y j
asociados a las coordenadas radial y angular respectivamente.

i + Pi— i+1 1 P 1
AS’S:{K/) p 1>(1_5M)+<p+1 p)}
Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi pi(pit1 — pi-1)

i [(M) i <(¢j+11— qu)ﬂ (P?(¢j+12— ¢j—1)> +pf}

S 1 (Pi + pil)
\/pz‘pi—l(Pi—f—l — pic1)(pi — pi2) \Pi = Pi-1

- _ 1 (Pz‘+1 + Pi)
\/pi-i-lpi(pi—l—l - pi—l)(ﬂi+2 — pi) Pi+1 — Pi

2

As(ig),stig)-M

(6.11)

Ag(ij),si,5)+M

Asti gy stig)-1 = —

pi(¢; — ¢j71)\/(¢j+1 = ¢j-1)(®j — ¢j-2)
2

i1 — )y (G141 — 61 (G142 — 65)

Agig)s(ij)+1 =
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(a) 30 puntos radiales y 200 puntos angulares

Valor Propio

Espectro de valores propios

(=] = (] w = w =)} ~ =] ©
T T T T T T T T

(b) 200 puntos radiales y 700 puntos angulares

Valor Propio

10

Espectro de valores propios

[=] = ] w -~ w )] ~ o o
T T T T T T T T

Espectro de valores propios

=
o

Valor Propio
o Ll N w = w [=)] ~ [s4] o

(c) 200 puntos raidales y 1200 puntos angulares

Figura 6.1: Comparacion del espectro de energias para distintas configuraciones de la malla.
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Grafico de superficie

0 -10

Lineas de contorno

Figura 6.2: Graficos de contorno y de las lineas de superficie del potencial.
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6.2. Oscilador armonico truncado

Ahora haremos el estudio en dos dimensiones de algunos de los potenciales tratados anterior-
mente buscando nuevamente exhibir el comportamiento degenerativo de los eigenvalores debido
a las simetrias en la geometria angular del sistema. El potencial del oscilador arménico truncado
es similar al caso en una dimension.

Vip) = (6.12)

ptp? g p < Ry
si Ry < p

entonces si p < Ry
—h* (10 0 1 02 p? 5 -
l 2 (pﬁp <p3p> i p20¢2> ! 2] vile) = Bt

—h? 10 0 1 O? ,Uszg
(e v L S\ — Boo(F
[ 2u (P dp <p3p> T 5’¢2> 5 | ¥a(0) = Eva(D)

utilizando las ecuaciones 6.10 notamos que esto se traduce en las relaciones de recurrencia

i + Pi— i+1 1 P 1
A575 — { [(p 1% 1) (1 . 512) + (p +1 p >‘|
Pi — Pi-1 piv1 — pi) | pi(pis1 — pi-1)

i [(M) ' <(¢j+11— ij)ﬂ (P?(%Hz— ¢j—1)> +p?}

ysi Ry <p

R 1 (ﬂi+ﬂi1>
s(,9),s(4,5)—M — —
\/pipi—l(pi—H — pic1)(pi — pi—2) \Pi = Pim1
Agif) sy = 1 (Piﬂ + Pi) (6.13)
s(%,7),s(2,7)+ - .
\/Pz‘+1pz'(Pz‘+1 — pi1)(piva — pi) \Pit1 — Pi
2
As(i)s(ig)-1 = —
pi(¢; — ¢j71>\/(¢j+1 — ¢j-1)(9j — dj-2)
2

Agig)s(ij41 = —

(i1 — 0\ (D41 — 011 (Di42 — B5)

y para Ry < p solo cambian los elementos de la diagonal principal

i + Pi— i+1 1 P 1
AS’S_{Kp p 1>(1_51i)+<p+1 p)]
Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi pi(pit1 — pi-1)

’ KM) i (M)] <pg<¢j+12_ ¢j_1)> + R%} (6.14)

En la Figura 6.3 se encuentran los graficos de superficie y las lineas de contorno de los poten-
ciales utilizados como ejemplos de las simulaciones realizadas para esta seccion. Al igual que
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en el caso unidimensional, en la Figura 6.4 podemos observar que las energias de ordenes bajos
se encuentran bastante cercanos que los del oscilador armoénico y estos comienzan a quedar por
debajo de estos valores mientras mas nos acercamos a la frontera de potencial. Encontramos
nuevamente que la magnitud de los eigenvalores del oscilador armoénico truncado es menor res-
pecto a los del oscilador armoénico debido a la menor capacidad de confinamiento que posee el
sistema. Esta menor capacidad de confinamiento permite a la particula encontrarse en regiones
fuera del espacio de confinamiento a pesar de poseer una energia menor que la barrera de po-
tencial. Sin embargo también podemos observar que al aumentar la magnitud de las energias se
pierde el comportamiento degenerativo de los eigenvalores y surgen desdoblamientos alrededor
de un valor entero, esto se manifiesta en la grafica como lineas cuyo grosor aumenta con el orden
y magnitud. Este es un comportamiento que no aparece en el oscilador armoénico infinito ni en
los osciladores armonicos en una dimension de modo que parece un comportamiento particular
de los osciladores armonicos truncados en dos dimensiones debido a la cercania del eigenvalor
con la barrera de potencial. Esta diferencia se debe a que se pierde precision numérica con el
aumento de la excitacién en comparacién con el oscilador armonico infinito donde teniamos
un valor de la energia para diferentes estados. Por otro lado podemos observar que tanto en el
caso en una y dos dimensiones es conveniente trabajar con valores de la barrera de potencial
suficientemente grandes de manera que tengamos como resultado suficientes eigenvalores con
los que podamos comparar el limite del tratamiento utilizado.
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(a) Ro=2 (b) Ry =3

Graéfico de superficie Graéfico de superficie

6

g -8 g -8
Lines de contorno Lines de contorno
4 T T T T T T T 4 T T T T T T
3 3
2 2
1 1
x 0 x 0 [
-1r -1
-2t -2
-3f -3
4 . . . . . . . _4 . . . . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Y Y

Gréfico de superficie

Lines de contorno
T T

(C) Ro =4

Figura 6.3: Gréaficos de superficie y de lineas de contorno de los potenciales utilizados.
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Valor Propio

Valor Propio

Valor Propio

Espectro de valores propios

s o ok T o o b g

Espectro de valores propios

AW e e e e ik e i o e e bl o e ek o e e

Espectro de valores propios

2.5

201

Valor Propio

05}

0.0

=
=]

=
(=]

Espectro de valores propios, Ry =2
— Oscilador arménico truncado
-~ Oscilador arménico infinito

Espectro de valores propios con R,=3

Valor Propio

— Oscilador arménico truncado
- - Oscilador arménico infinito

Espectro de valores propios, Ry=4

Valor Propio

— Oscilador arménico truncado
- - Oscilador arménico infinito

Figura 6.4: Comparacién del espectro de eigenvalores para Ry = 2, Ry = 3 y Ry = 4 para 200
puntos radiales y 1200 puntos angulares y comparativamente los valores del oscilador armoénico.
Las marcas negras representan el valor de truncamiento en cada caso.
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6.3. Potencial asimétrico en un cuadrante

Consideraremos ahora un oscilador armoénico truncado con una modficacién en el comporta-
miento del potencial en uno de sus cuadrantes. Este es un ejemplo importante ya que nos es
posible estudiar un sistema sin simetrias y debido a esto es un buen candidato para mostrar las
capacidades de la herramienta numérica. Asi, consideraremos que el sistema se comporta de la
siguiente manera

(S

si0<¢ <2 yp< R
5si 2T <o <2myp< Ry (6.15)
te si Ry < p.

‘bﬁl\b ‘b

Vip) =

Q w

El grafico de superficie y las lineas de contorno para este caso se muestra en la Figura 6.5 y en
el podemos observar que debido a la asimetria cuadratica del potencial, la regién delimitada
por el potencial es mayor que la del oscilador armoénico truncado. Al discretizar la ecuacién
de Schroedinger, buscando resolver la ecuacién numéricamente en coordenadas polares para
un potencial que dependa de ambas coordenadas obtenemos las relaciones de recurrencia de la
matriz de coeficientes. De modo que si se cumple 0 < ¢ < %’r y p < Ry tenemos

i + Pi— i+1 1 P 1
AS’S:{KP p 1>(1_5U)+<p+1 p)]
Pi — Pi—1 Pi+1 — Pi Pz‘(l)z‘ﬂ - Pzel)

i K@%—lﬁ%—l)) " <(¢j+11— ¢j)>] (P?(%HQ— ¢j—1)> +p?}

Asijysif)-M = 1 (Pi+Pi—1>
s(t,7),s(i,9)—M — —
\/pipifl(pz#l - pi—l)(pi - pi,g) Pi — Pi-1
A(U) M = — 1 (Pi+1+ﬂi> (6.16)
s(2,7),s(2,7)+ - .
\/ﬂi+1ﬂi(ﬂi+1 — pic1)(Piv2 — pi) \Pix1 = Pi
2
As(i)s(ij)-1 = —
7 (@5 — ¢j—1)\/(¢j+1 —¢j-1)(¢j — Pj_2)
2

As 1,7),8(%,J ==
(st i (P41 — ¢j)\/(¢j+1 = 0i-1)($j2 — 5)

por otro lado, si se cumple que %’r < ¢ <27y p< Ry solo es necesario modificar el elemento

diagonal
i + pi- i+1+ pi 1
so={| () oo (2220
Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi Pz‘(Pz‘+1 - pz’—l)

i KM) i (M)] (P?(%HQ— ¢j—1)> * pr} (6.17)

78



CAPITULO 6. APLICACIONES DEL TRATAMIENTO NUMERICO EN DOS
DIMENSIONES

por ultimo si Ry < p tenemos

i + i it1 + pi 1
As’s:{Kp p 1>(1_5U)+<p+1 p)}
Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi pi(pit1 — pi-1)

1 1 2
- K(%‘ - ¢j—1)> - <(¢j+1 - ¢j)>] (P?(Qf)jﬂ — ¢j—1)> - RO} (6.18)

Los valores elegidos de Ry seran aquellos que nos permitan comparar con los ejemplos estudiados
anteriormente. Si analizamos el espectro de energias en la Figura 6.6 notamos que este presenta
una perdida de degeneracion, lo cual se debe a la falta de simetria del sistema, sin embargo,
también podemos destacar que el espectro se encuentra desplazado hacia abajo respecto al del
oscilador armoénico infinito ya que al igual que el caso anterior este es un potencial finito y por
esto parte de las particulas escapan de la region de confinamiento, pero podemos notar que este
se encuentra desplazado incluso méas que el del oscialdor armoénico truncado y ya que lo tinico
que se ha modificado respecto al problema anterior es el tamano de la regiéon de confinamiento a
través de la modificacion del comportamiento del potencial en este cuadrante, podemos asegurar
que esto es un comportamiento propio de la solucién y por tanto una consecuencia fisica del
problema.

Grafico de superficie

o
L I N

4 -5
6 5 -

Lineas de contorno

Figura 6.5: Grafico de superficie del potencial utilizado y lineas de contorno con el valor de
truncamiento en cte = 8.
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Espectro de valores propios
-~ Oscilador armonico truncado
— Potencial truncado asimetrico

w

Valor Propio
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~

w
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1 N

0

Figura 6.6: Espectro de eigenvalores para el oscilador arménico asimétrico en un cuadrante para
200 puntos radiales, 1200 angulares y Ry = 4
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6.4. Oscilador armonico truncado asimétrico

Continuando con el estudio de sistemas asimétricos consideramos en este caso un potencial
donde la asimetria se extiende a la mitad de la region del sistema de manera que sea posible
corroborar los resultados del caso anterior. El comportamiento de este potencial lo describimos
como
”24 si0<op<myp<Ry
Vip)={ Ssir<¢<2ryp<R (6.19)
cte si Ry < p
2
Tomaremos el valor de truncamiento como cte = % = 8 para nuevamente poder comparar con
resultados anteriores del oscilador armoénico truncado. La discretizacion del sistema dara como

resultado 3 relaciones de recurrencia donde solo se modifica el término potencial. Si 0 < ¢ <7

y p < Ry
, . . . 1
o (s222)
Pi — Pi-1 pit1 — pi ) | pi(piv1 — pi-1)
o) (ool o —o0) 4]
G o) T\ o i
(¢ — ¢j-1) (Pj+1— 95) Pi(Dj41 — @j-1)
A j) (i)t = — 1 <ﬂz’+l)i1>
o \/Pipz‘—l(ﬂz‘+1 — pi—1)(pi — pi—2) \Pi — Pi-1
1 Pi+1 + Pi
As(ig),s(ig) M = — ( ) (6.20)
e \/Pi+1pz‘(ﬂz‘+1 — pi—1)(piv2 — pi) \Pi+1 = Pi
2
As(ig)stig)-1 = —
P05 — b1\ (Gj41 — 6j-1)(0) — Bj—2)
2

Agig)slij4l = —

(i1 — 0\ (D141 — 0121 (Di12 — B5)

simt<¢<2mryp< Ry
i + pi- i+1+ pi 1
AS’S:{KP p 1>(1_5U)+<p+1 p)]
Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi Pz‘(Pz‘+1 - pi—l)

i KM) i <(¢j+11— qu))] <P3(¢j+12— ¢j—1)> +p?} (6.21)

i + pi- i+1+ pi 1
so={| () oo+ (2220
Pi — Pi-1 Pi+1 — Pi Pz‘(Pz‘+1 - pz’—l)

" KM) i <(¢j+11— ¢j)>] (P?(%HQ— ¢j—1)> i RO} (6.22)
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Las ecuaciones son similares a las del oscilador arménico truncado, sin embargo, la diferencia se
encuentra en la divisién que hacemos sobre el espacio en el que trabajamos y como se comporta
el potencial en cada region. El grafico de superficie del potencial se puede observar la Figura
6.7 asi como las lineas de contorno en el plano x,y y notamos que la regiéon de energia cinetica
aumenta su tamano por el comportamiento del potencial. Por lo tanto, la energia requerida
para que las particulas puedan estar fuera de esta regién es mayor. Este hecho, de acuerdo a lo
que hemos encontrado en ejemplos anteriores nos hace esperar que los niveles de energia estén
desplazados hacia abajo respecto a los del oscilador arménico truncado, respondiendo el sistema
al aumento de su regién de confinamiento. En la Figura 6.8 podemos observar los niveles de
energia obtenidos y notamos que el espectro del oscilador asimétrico se encuentra desplazado
hacia abajo respecto al espectro del oscilador arménico tal y como se esperaba. De este modo,
podemos concluir que la capacidad de confinamiento del sistema es mayor a la del oscilador
armonico truncado. Este resultado nuevamente nos lleva a concluir que existe una relacion di-
recta entre la regién de confinamiento y la capacidad de confinamiento en el sistema, reflejada
a su vez en el desplazamiento del espectro de energias respecto a sistemas con caracteristicas
similares.

El estudio de los sistemas en dos dimensiones nos ha permitido verificar las soluciones co-
nocidas para el caso del oscilador armoénico infinito bidimensional, donde hemos encontrado,
al igual que en una dimensién, resultados cercanos a los valores esperados con una precisién
de hasta tres cifras decimales, teniendo en cuenta que una mejor precision requiere un refina-
miento de la malla. Asi fue posible observar el comportamiento degenerativo de los eigenvalores
debido a la simetria en la geometria cilindrica y gracias a esto fue posible estudiar sistemas
mas elaborados en dicha geometria, ya que las soluciones del oscilador arménico infinito sirven
como base de comparacién. De este modo, al estudiar el oscilador armoénico truncado se notéd
que, al igual que en una dimension, el oscilador arménico infinito sirve como limite superior
para los eigenvalores de sistemas finitos debido a la menor capacidad de confinamiento de estos
ultimos sistemas siempre y cuando las regiones de confinamiento sean similares. Por otro lado
encontramos que la pérdida de degeneracién mientras los eigenvalores se acercan al valor de la
barrera de potencial es un efecto que sélo aparece en los sistemas bidimensionales y se vuelve
mas notorio mientras crece la magnitud del potencial y el orden y magnitud del eigenvalor. Esto
se debe a que en dicha regién se va perdiendo precision y se tendra que trabajar con mallas
con mayor refinamiento. Finalmente, usando como base los resultados del oscilador armoénico
hemos podido comprobar que los osciladores armonicos truncados asimétricos utilizados poseen
una capacidad de confinamiento mayor que la del oscilador armoénico truncado debido a su
mayor regién de confinamiento, corroborando asi, la relacién que existe entre la capacidad de
confinamiento y la regién de confinamiento presente a través del desplazamiento del espectro
de energias respecto a otro de un sistema con caracteristicas similares. Asi, la herramienta
desarrollada servira para hacer simulaciones con potenciales mas complicados y que se pue-
den representar con una geometria polar, ya que los tinicos elementos que son afectados por el
potencial son los que se encuentran en la diagonal de la matriz, a saber el potencial efectivo.
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Valor Propio

Figura 6.7: Espectro de eigenvalores para el oscilador arménico asimétrico para 200 puntos radiales,

1200 angulares y Ry = 4

2
Figura 6.8: Grafico del potencial utilizado con el valor de truncamiento en % =8.

Espectro de valores propios

w

IS

w

[S]

—

-~ Oscilador arménico truncado
— Potencial truncado asimetrico

0

Grﬂco de superficie

=t

o
PN W s e

4 6

8 -8
Lineas de contorno

83



CAPITULO 6. APLICACIONES DEL TRATAMIENTO NUMERICO EN DOS
DIMENSIONES

84



o

Capitulo

Resultados y conclusiones

7.1. Resultados

Al resolver la ecuacién de Helmholtz en una dimensién encontramos que resulta mas conve-
niente trabajar con el programa eigs de la paqueteria numpy en lugar de el programa tqli ya
que obtiene resultados mas cercanos al valor esperado en menores tiempos. También obtuvimos
gracias a eigvs valores cercanos con una precision de al menos 3 cifras decimales, sin embargo,
esta capacidad de precision se pierde mientras el orden del eigenvalor aumenta debido a las
oscilaciones de las eigenfunciones de mayor orden.

La solucion de la funcién de Bessel hizo posible mostrar que nuestro método obtiene las solu-
ciones de la funcién de Bessel de orden n con suficiente precisién, permitiéndonos establecer
comparaciones entre los resultados obtenidos y los ya conocidos para la ecuacion de Bessel ge-
nerando asi mayor confianza en nuestro método de calculo y permitiéndonos explorar diferentes
aspectos en la geometria polar.

Posteriormente la solucion de la ecuacion de Helmholtz en 2 dimensiones muestra que utilizan-
do una malla con esta geometria nos permite obtener precisién suficiente para mostrar que los
eigenvalores se comportan de la manera esperada al caso analitico. Ademas, este comportamien-
to se reflejé en el espectro de eigenvalores de la funciéon de Bessel en una dimension ya que se
obtuvieron las degeneraciones asociadas a la simetria angular presente. Esta solucion también
nos permitio encontrar los parametros necesarios para obtener soluciones que nos permitieran
estudiar el comportamiento de los eigenvalores, teniendo en cuenta que si se desea obtener una
mejor precision se requiere un refinamiento de la malla y esta puede variar con cada problema.

Las soluciones a casos de potenciales armoénicos en una dimension nos permitieron verificar que
el método numérico funciona para resolver sistemas fisicos mas realistas puesto que estos son
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solo ligeras variaciones del problema matematico. Por otro lado en los osciladores truncados
en una dimensiéon encontramos que estos ven limitada su capacidad de confinamiento de las
particulas debido a que son finitos. Ademas pudimos encontrar la relacion entre el tamano de
la region de energia cinética para las particulas que estan confinadas en funcién de la barrera
de potencial. Como se pudo apreciar, en los casos del oscilador arménico truncado y el escalén
de potencial, cuando las regiones de confinamiento son iguales, los eigenvalores del oscilador
armoénico truncado y el escaléon de potencial tienen como limite superior los eigenvalores del
oscilador armoénico infinito.

El oscilador armoénico infinito bidimensional nos permitio, ademés de verificar los resultados
esperados, confirmar que nuestra herramienta es capaz de encontrar el comportamiento degene-
rativo de los eigenvalores, comportamiento debido a la simetria angular del sistema. Al estudiar
el oscilador arménico truncado se observo la perdida del comportamiento degenerativo de las
soluciones, destacando el agrupamiento de los eigenvalores alrededor de valores enteros, mos-
trado en las graficas un ensanchamiento de las lineas de los eigenvalores lo cual es mas notorio
mientras el 6rden y magnitud de los eigenvalores crece. Ademés se not6é que al igual que en
una dimension los eigenvalores del potencial bidimensional sirven como un limite superior para
este tipo de sistemas. Finalmente pudimos observar en el espectro de energias de los sistemas
asimétricos que aquellas energias de 6rdenes mas bajos, y por consecuencia todo el espectro, se
hallan desplazadas hacia abajo respecto a las energias del oscilador arménico truncado. Este
efecto se hace presente cuando introducimos asimétrias en el sistema, modificando la region de
confinamiento y aumentando a su vez la region de la asimetria, el desplazamiento de los energias
es mas notorio. Asi podemos corroborar la relacién existente entre la region y la capacidad de
confinamiento del sistema, notando que, mientras mayor es la regiéon de confinamiento mayor
es la capacidad de confinamiento del sistema y por lo tanto mas dificil es para las particulas
escapar de esta ya que requieren de una mayor energia para lograrlo.

7.2. Conclusiones

Podemos concluir que el método numérico halla soluciones para diferentes problemas que coin-
ciden con el comportamiento esperado en cada sistema, siempre teniendo en cuenta que la
precision depende del tipo y finura de la malla utilizada en cada caso. Gracias a esto y basados
en que las soluciones a estos problemas son correctas con la precisiéon dependiente del tamano
de la malla, podemos describir el comportamiento de sistemas fisicos complejos en regiones
geométricas en las que de otra manera resultaria complicado resolver el problema para conocer
su comportamiento. Esto resulta ttil ya que, utilizando estos resultados, podemos ofrecer una
guia a experimentos reales donde las mediciones parezcan no estar de acuerdo con los resultados
esperados. Finalmente podemos mencionar que se encontré la relacion directa que existe entre
la capacidad de confinamiento del sistema y el tamanio de la regiéon de confinamiento en poten-
ciales con caracteristicas similares a los del oscilador armoénico cuantico, pero con geometrias
mas complicadas.
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7.3. Trabajo futuro

El tratamiento de sistemas fisicos reales en dos y tres dimensiones parece el camino indicado
para continuar en esta linea de investigacién, dichas soluciones permitirdn ofrecer una guia
para experimentos donde geometrias complejas dificulten la interpretacion de los resultados
obtenidos. Ademas, este tipo de modelos ofrecen un entendimiento mas claro sobre el rompi-
miento de la degeneracién que hay en sistemas con geometria cilindrica. Finalmente considerar
la implementacién de computo en paralelo nos permitiria aumentar la velocidad de célculo.
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Apéndice

Comparacion de tiempos de calculo

A pesar de que no es el objetivo central del trabajo presentamos los tiempos de calculo en el
caso de Bessel, comparando los tiempos obtenidos para el método de calculo utilizado y para
el método de diferencias finitas centradas. En la Figura A.1 podemos observar los tiempos de
calculo para ambos casos cuando se célculan los 5 primeros valores propios para Jy y J;. Como
vemos, en general, el método utilizado en este trabajo obtiene tiempos de calculo menores al
aumentar el nimero de puntos que el de diferencias finitas centradas gracias a que con el método
utilizado la matriz asociada es hermitiana lo que no sucede al aplicar el método de diferencias
finitas centradas.

Tiempo de célculo vs Numero de puntos Tiempo de calculo vs Numero de puntos

0.010 0.012 v T
L]
[] L]
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L] L] ° []
* [ ] e 0, o
o L 0.008 e
. (]
0.006 + ° e 7 o®
@ . s * 0 .-
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" o004 ot ¢ 00e®’ ) a ° o'. ° * 00
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Figura A.1: Comparacién del tiempo de calculo de los primeros 5 valores de la funcién de bessel
Jo vy Ji1 contra el niimero de puntos utilizados.
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Matrices de Householder y eigenvalores de una
matriz tridiagonal

Una matriz de Householder H es aquella que permite una reflexiéon de un vector & con respecto
a un plano perpendicular a w, cuentan con distintas propiedades, entre ellas se encuentra ser
ortogonales, de modo que podemos tomar ventaja de esto para calcular matrices semejantes. En
particular nos interesa tridiagonalizar una matriz A de N x N simétrica formada por n vectores
Z de longitud n y estas matrices nos permiten eliminar los elementos por debajo y por encima
de las subdiagonales multiplicindolas por la izquierda y derecha. Como se sugiere en [25, 26]
para mostrar en general como funciona este procedimiento consideremos la transformacion de

Householder formada por
H=1- 2w (B.1)

donde T es la matriz identidad. Buscamos eliminar los elementos por debajo del elemento sub-
diagonal Ay ;41 tomamos el k-esimo vector Z y hacemos

k
U=z — > me (B.2)
i=1

donde ¢; = [0, ...,0,1;,0, ...,0] o sea el vector de la misma longitud que u" y con solo un uno en
la i-esima entrada. Ahora tomamos

A /
u=u =+ |uleg (B.3)
y finalmente construimos el vector necesario para la matriz con

W= (B.4)

Aplicaremos H a A en n — 2 ocasiones por la izquierda y derecha obtendremos para obtener
la matriz tridiagonal buscada. Una vez reducida nuestra matriz aplicamos la factorizacion QR
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con traslaciones como se explica en [25,26]. A continuacién presentamos un ejemplo de este
procedimiento, partamos de la siguiente matriz

1 2 3 4
256 7
A= 368 9 (B.5)
4 7 9 10
consideremos primero 7 = (1,2,3,4), entonces
ul =(0,2,3,4) (B.6)
entonces
ul = (0,24 /29,3, 4) (B.7)

hemos tomado el signo positivo por pura conveniencia, sin embargo, el tomar el mismo signo
que zry1 disminuye el error de redondeo segiin menciona [25,26]. Calculamos entonces H; y
multiplicamos por ambos lados para obtener la nueva matriz A,

1 2,38516 0 0

A — 5,38016 22,4828 2,66114 0,762762 (B.8)
e 0 2,66114 0,187215 0,165236| ’

0 0,762762 0,165236 0,330027
repitiendo este proceso para 7 = (5,38516, 22,4828, 2,66114, 0,762762) tenemos que

W7 = (0,0,2,66114,0,762762) (B.9)

u” = (0,0, —0,107158, 0,762762) (B.10)

con esto calculamos Hs y finalmente obtenemos

1 5,38516 0 0
B_ 5,38516 22,4828 266114 0,762762 (B.A1)
N 0 2,66114 0,187215 0,165236| '
0 0,762762 0,165236 0,330027
Ahora aplicaremos la factorizacion QR con traslaciones [ veces a esta matriz
A — Sl]I == QZRZ (B12)

usando el método presentado en [25,26]. Para esto comenzamos con la submatriz de la esquina
inferior derecha

~10,187215 0,165236

SB = 0,165236 0,330027|

(B.13)
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Calculamos las raices correspondientes a esta y elegimos la mas cercana a SBj 5 que resulta ser
s1 = 0,0786154050 y de la factorizacién obtenemos que

—0,168646  0,476712  0,814336 —0,284886
—0,985677 —0,0815639 —0,13933 0,0487431

QR = 0 0,875267 —0,45651 0,159705 (B.14)
0 0 0,330215  0,943906
—5,46342 —22,9914 —2,72865 0
y 0 3,16281 —0,0446365 —0,155775 (B.15)
0 0 —0,538964  0,131782 |- :
0 0 0 0,116029
Al hacer la multiplicacién inversa obtenemos
23,5835  —3,11751 0 0
—3,11751 —0,29704 —0,471737 0
B=RQ = 0 —0,471737  0,289559  0,0383146| - (B.16)
0 0 0,0383146  0,109521

Si repetimos este procedimiento para la nueva matriz B obtendremos que sy = 0,10170607 y al
hacer la factorizacion y el producto inverso encontramos

238816 0,12286 0 0
012286 —0.954507  0.202257 0
B=RoQa=1""0"" 0202257 0347022  —0,000441664|" (B.17)
0 0 0000441664 0,000459261

Con un par de iteraciones mas encontramos que s3 = 0,00045920 , s, = 0,00000006 y la
resultante es

23,8776 0,000209033 0 0

0,000209033 —0,989766 0,029354 O
0 0,029354 0,37249 0|~

0 0 0 0

B = R,Q, = (B.18)

Una vez obtenido esto calculamos el eigenvalor con ocho cifras decimales \; = s+ So+ S35+ 54 =
0,18491358, hacemos B4 4 = A1 y tomamos ahora la submatriz

—0,989766 0,029354

SB =1 0020351 0,37249 (B-19)
y repetimos el procedimiento una vez mas para obtener que ahora s; = 0,37312261 y
23,5045  7,03291e™" 0 0
7,03291e”7  —1,36352 0 0
B =RyQ; = 0 0 R E (B.20)
0 0 00
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Ahora calculamos el eigenvalor como Ay = A\ + s = 0,55803620. Por ultimo queda calcular el
eigenvalor de la submatriz

23,5045  7,03291e”7

SB, = 7,03291e~7  —1,36352 |-

(B.21)
esto da como resultado las raices r; = 23,50449892 y ro = —1,36352111 y entonces A3 =

ro + Ao = —0,80548491 y Ay = r1 + A1 = 24,06253512. Hemos encontrado los 4 eigenvalores
asociados a esta matriz y asi la matriz diagonalizada es

24,06253512 0 0 0
0 —0,80548491 0 0
B= 0 0 0,55803620 0 (B.22)
0 0 0 0,18491358
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Programas de computo realizados

El calculo numérico se realizdé guardando los términos de las relaciones de recurrencia de la
ecuacion deseada en una matriz A de N x N. Para esto fue necesario crear una malla que
representara el espacio discretizado de nuestro sistema, esto se hizo asignando a cada variable
un vector cuya longitud dependia de la division necesaria en cada caso, teniendo en cuenta que
esto también determiné el tamafio de nuestra matriz. Una vez se obtuvo la discretizacién de
nuestra matriz se calculan los eigenvalores y eigenvectores en cada caso, ya que estos incluyen
las soluciones a la ecuaciéon diferencial. Para esto se han utilizado los programas eigs de la
paqueteria incluida en Julia y tgli extraido de [25], sin embargo, el uso de tgli fue descartado
debido a que eigs mostré mejor desempeno. Los resultados se guardan en archivos de texto
para posteriormente ser leidos y graficados utilizando la paqueteria de PyPlot.
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